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RESUMO

O fosforeno, uma monocamada de fésforo negro, apresenta uma estrutura do tipo favo-de-mel
em vista superior e ondulada nas demais direcdes. Isto se deve 2 hibridizacdo do tipo sp>, na qual
cada dtomo de fosforo estabelece trés ligacdes covalentes com dtomos vizinhos na monocamada.
Em razdo disso, nanoestruturas baseadas em fosforeno podem apresentar diferentes terminagdes
de borda, chamadas de normais e enviesadas, do tipo zigzag e armchair. Na descri¢ao tedrica
efetiva da monocamada de fosforeno, a literatura dispde de modelos tight-binding que consideram
duas, cinco e dez interagdes de hoppings. Inicialmente, esta pesquisa empregou esses modelos
para descrever a estrutura de bandas do sistema infinito, explorando o papel de cada conexao
energética entre os sitios nas trés modelagens tedricas. Constatou-se que ajustes nas intensidades
das interacdes, tanto no plano quanto fora dele, podem alterar drasticamente as dispersoes
eletronicas das bandas de energia do sistema. Em seguida, utilizando as trés modelagens tight-
binding, foram estudadas nanofitas de fosforeno com diferentes larguras e distintos tipos de
terminagdes de bordas: zigzag normal, armchair normal, zigzag enviesada e armchair enviesada.
Resultados sobre as relacdes de dispersao e as fungdes de onda dos estados de borda foram
discutidos. Verificou-se, no caso de nanofitas com bordas zigzag normais e armchair enviesadas,
que ajustes nas contribuicdes de intera¢do permitem que estados de borda quase-planos se tornem
perfeitamente planos. Como perspectiva, pretende-se empregar a aproximagao do continuo,
derivada da expansdo em série de Taylor em torno do ponto I' do modelo tight-binding, para
descrever as propriedades eletronicas das diferentes nanofitas de fosforeno. Para tal, serdo
propostas condi¢des de contorno adequadas para descrever as propriedades eletrOnicas de
nanofitas de fosforeno com bordas enviesadas e normais. Os resultados analiticos poderao,
entdo, ser comparados com aqueles fornecidos pelos modelos tight-binding. Por fim, busca-se

demonstrar a dependéncia do bandgap em funcdo da largura das nanofitas.

Palavras-chave: fosforeno; nanofitas; modelo tight-binding; modelo continuo



ABSTRACT

Phosphorene, a monolayer of black phosphorus, exhibits a honeycomb-like structure in top view
and a puckered structure in other directions. This is due to sp> hybridization, in which each
phosphorus atom establishes three covalent bonds with neighboring atoms in the monolayer.
As a result, phosphorene-based nanostructures can present different edge terminations, called
normal and skewed, of the zigzag and armchair type. In the effective theoretical description of
the phosphorene monolayer, the literature provides tight-binding models that account for two,
five, or ten hopping interactions. Initially, this research employed these models to describe the
band structure of the infinite system, exploring the role of each energetic connection between
sites in the three theoretical models. It was found that adjustments in the interaction strengths,
in-plane and out-of-plane, can drastically change the electronic dispersions of the system’s
energy bands. Subsequently, using the three tight-binding models, phosphorene nanoribbons
with different widths and distinct edge termination types were studied: normal zigzag, normal
armchair, skewed zigzag, and skewed armchair. Results on the dispersion relations and wave
functions of edge states were discussed. It was verified, for the case of nanoribbons with normal
zigzag and skewed armchair edges, that adjustments in the interaction contributions allow
quasi-flat edge states to become perfectly flat. As a perspective, it is intended to employ the
continuum approximation, derived from the Taylor series expansion around the I" point of the
tight-binding model, to describe the electronic properties of different phosphorene nanoribbons.
To this end, suitable boundary conditions will be proposed to describe the electronic properties
of phosphorene nanoribbons with skewed and normal edges. The analytical results can then be
compared with those provided by the tight-binding models. Finally, we seek to demonstrate the

dependence of the bandgap on the width of the nanoribbons.

Keywords: phosphorene; nanoribbons; tight-binding model; continuum model
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1 INTRODUCAO

O primeiro material 2D obtido é o grafeno (Novoselov et al., 2004). Este tornou-se
notdrio por suas propriedades fisicas, mecanicas e térmicas que, muitas vezes, superam as
propriedades semelhantes de outros materiais. A partir dai, abriu-se um leque de descobertas que
ja acumulam mais de 4000 materiais 2D catalogados em atlas (Gjerding et al., 2021). A grande
maioria deles se origina de materiais em camadas unidas por forcas de van der Waals fracas
(Butler et al., 2013; Kaul, 2014). Em contrapartida, em uma dnica camada, os 4&tomos apresentam-
se fortemente ligados covalentemente (estado de menor energia potencial) aos seus vizinhos.
Dessa forma, € relativamente fécil obter esses materiais por meio de esfoliacdo mecanica em
uma ou poucas camadas. Existem uma série de familias desses materiais, destacando-se: os
X-enes, que sao aqueles constituidos por um tnico elemento, com dtomos dispostos em forma
de favo de mel; os Dicalcogeneto de Metal de Transicao (Transition Metal Dichalcogenide)
(TMD), formados por um metal de transi¢@o (grupos 4,5 ou 6) e um calcogeneto; os Calcogeneto
Semimetalico (Semimetal Chalcogenide) (SMC) constituidos por um semimental e um calcogénio
e os MX-enes, formado por um metal de transi¢do (grupos 13 e 14) e um carbono ou hidrogénio.

No escopo da fisica tedrica, a fim de se estudar as propriedades fisicas de materiais
2D, hd uma grande variedade de técnicas analiticas e numéricas utilizadas para diferentes fins.
Exemplos entre as abordagens analiticas sdo os modelos efetivos e continuos, a aproximagdo de
massa efetiva e a expansao k - p. No bojo das técnicas numéricas, pode-se destacar a Teoria do
Funcional de Densidade (Density Functional Theory) (DFT), que mapeia as estruturas cristalinas
em um sistema ficticio de particulas ndo interagentes, gerando uma densidade eletronica préxima
da do sistema real. Outra € a aproximacao por TB, que aproveita-se da contribuicao dos orbitais
de maior importancia, que tendem a ser os de maior ocupagdo eletronica, aproximando-os como
uma combinacio linear (hibridizagdo, sp? no caso do grafeno). Ademais, ha de se mencionar o
método de potenciais empiricos, aproximacgdo por ondas planas etc. (Harrison, 1999; Grosso;
Parravicini, 2014)

Dentre a familia dos X — enes, destacam-se os materiais anisotrépicos 2D que, ao
contrario de sistemas isotrépicos (como o grafeno e o Nitreto de Boro Hexagonal (h-BN)),
possuem uma quebra de simetria no plano. Essa assimetria resulta em propriedades fisicas
dependentes da orientacdo cristalogrifica. Nesse contexto, a anisotropia optica surge como
consequéncia direta de estruturas de baixa simetria, tipicas dos sistemas cristalinos monoclinicos,

triclinicos ou ortorrombicos (Li et al., 2019; Li et al., 2021).
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O material que abriu as portas para essa classe foi o BP. Esse material, juntamente
com a grafita, € um dos poucos cristais lamelares formados por um unico elemento quimico.
Embora seja o al6tropo mais estavel (outros aldtropos sdo o fosforo branco, vermelho e violeta)
sua sintese ocorreu apenas séculos apds a descoberta do fésforo. O elemento foi isolado
originalmente em 1669 por Hennig Brand, mas o BP s6 foi observado em 1914 por Percy
Bridgman, que identificou uma transicao de fase do fésforo branco submetido a condi¢des de

alta pressdo (Carvalho et al., 2016; Bridgman, 1914).

1.1 Fosforeno

Denomina-se fosforeno a contraparte 2D do BP. Diferentemente dos TMD, ele
possui um gap direto e intrinseco no ponto I', cujas propriedades sao moduldveis via strain,
campo elétrico ou niimero de camadas. Conforme ilustrado na Fig. 1(b), a natureza direta desse
gap permanece inalterada em uma ampla faixa de parametros, embora sua magnitude apresente
forte dependéncia da espessura do material; os valores variam de ~ 0,3 eV na configuracdo de

bulk (indicada pela seta vermelha na estrutura de bandas) a ~ 1,52 eV na monocamada.

Figura 1 —Observa-se no painel (a) a estrutura cristalina de multicamadas de f6sforo negro e (b) a
vista de uma monocamada do ponto de vista lateral em perspectiva e superior. Em (c) apresenta-
se a estrutura de bandas DFT-HSE06 de uma monocamada, (d) destaca-se a dependéncia do gap
em relacdo ao nflmero de camadas, (e) a deformagﬁo (strain) na rede.
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Adicionalmente, na Fig. 1(e), demonstra-se como a deforma¢do mecanica nas di-

re¢des x e y permite um ajuste fino da resposta eletrdnica, uma caracteristica vantajosa para
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aplicacdes em optoeletronica e fotdnica (Liu et al., 2014; Zhou et al., 2015; Yan et al., 2017).
Essa caracteristica € uma vantagem para aplicagdes em optoeletronica, pois permite a fabrica¢ao
de dispositivos baseados em mono ou multiplas camadas — diferentemente dos TMD, que pos-
suem gap direto apenas na configuracao de monocamada (Carvalho et al., 2016). Além do mais,
grande porc¢do do espectro eletromagnético do fosforeno é coberta pela dependéncia do gap
com o nimero de camadas, abrangendo partes do espectro visivel ao infravermelho, fazendo-o
propicio a aplicagdes em fotdnica, detectores polarimétricos, sensores de deformacao e lasers de

infravermelho (Zhang et al., 2017).

1.1.1 Propriedades éticas

Devido a sua forte anisotropia e dependéncia do gap ao nimero de camadas, o
fosforeno possui um alto grau de sintonizac¢do das suas propriedades opticas. Como mencionado
anteriormente, essa caracteristica o torna atraente do ponto de vista de aplica¢des na optoele-
tronica, uma vez que seu gap abrange um grande intervalo de comprimento de onda, o que ndo
acontece com outros materiais 2D conhecidos.

Na Fig. 2 podemos observar uma comparacao do intervalo de gaps de energia entre
materiais convencionais € 2D. Enquanto o grafeno pode cobrir a faixade 0 a 0,2 eV (abrindo um
gap mediante dopagem em nanofitas ou aplicando campo elétrico perpendicular em bicamadas),
os TMD apresentam gaps na faixade 1,0 a 2,0 eV (dependendo da espessura, nivel de strain
e composicdo quimica). Assim, 0 BP em mono ou poucas camadas preenche a lacuna entre o
grafeno (semicondutor de gap zero ou quase zero) e os TMD (semicondutores de gap largo).

Adicionalmente, o que torna especial essa faixa de energia € que, como ilustrado
na parte inferior da Fig. 2, diversas aplica¢des tecnologicamente relevantes requerem materiais
semicondutores com gap precisamente nessa regido do espectro eletromagnético. Entre essas
aplicacdes, destacam-se as telecomunicagdes por fibra dptica, que empregam comprimentos
de onda na faixa de 1,2 a 1,5 um, correspondendo a energias de féton de 0,8 a 1,0 eV; a
imagem térmica, que tipicamente requer semicondutores com gaps entre 0,1 eV e 1,0 eV e
a geracdo termoelétrica de energia, que utiliza materiais com gaps da ordem de 0.2-0.3 eV.
Embora aplicacdes como fotovoltaica e fotocatdlise otimizadas para semicondutores com gaps
de 1,2 a 1,6 eV pudessem potencialmente utilizar outros semicondutores bidimensionais ja
disponiveis, as aplicagdes mencionadas anteriormente permaneciam fora do alcance dos materiais

2D isolados até entdo. Essas necessidades eram atendidas exclusivamente por semicondutores
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tridimensionais convencionais, tais como calcogenetos de chumbo, In;_,Ga,As, In;_,Ga,Sb e
Si;_,Gey, evidenciando a lacuna tecnoldgica preenchida pelo fésforo negro em sua faixa tnica

de gap ajustivel.

Figura 2 — Comparacdo dos valores de gap para diferentes materiais semicondutores 2D. Os
valores de banda proibida para semicondutores convencionais também foram incluidos para
comparacdo. As barras horizontais que abrangem uma faixa de valores de banda proibida indicam
que essa energia pode ser ajustada dentro desse intervalo ao alterar o nimero de camadas, aplicar
tensdao mecanica ou formar ligas metalicas.
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1.1.2 Estrutura de bandas e modelo tight-binding

Desde que as estruturas cristalinas de BP em alta qualidade se tornaram disponiveis
(Basiri-Esfahani et al., 2023) as propriedades eletronicas do BP tém, sido extensivamente estudas.
Em particular, e como j4 citado, demostrou-se que o BP em estado sélido é um semicondutor com
um gap de 0,31 — 0,35 eV (Keyes, 1953; Warschauer, 1963; Maruyama et al., 1981) enquanto
a temperaturas de hélio liquido (*He atinge o ponto de ebuli¢io a 4,22K e, ao cruzar o ponto
lambda em 2,17K, sofre uma transi¢do de fase para o estado de superfluidez) juntamente em
condicdes de alta pressao fazem emergir propriedades de supercondutividade (Kawamura et al.,
1984). Entre as abordagens comumente utilizadas e listadas na literatura estdo DFT, teoria de
perturbacao muitos-corpos, como o formalismo Aproximacdo GW (GW Approximation) (GW);

estas permitem corrigir as subestimativas do gap de banda e descrever com fidelidade os efeitos
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de quasiparticulas, também modelos de campo continuo e abordagens Tight-Binding (TB).

Em anos recentes, Rudenko e Katsnelson (2014) e (Rudenko et al., 2015) propuseram
modelos TB para uma mono e bicamada de BP. Em um primeiro momento, utilizando-se do
método GW, que permite corrigir as subestimativas do gap e descrever com fidelidade os efeitos
de quasiparticulas, obtiveram com sucesso um modelo TB para momo e bicamada. Este ¢
composto por cinco parametros de hoppings intra-camada (no caso da monocamada) e quatro
inter-camada (para acomposi¢do da bicamada); ver Fig. 3(a). Apesar desse primeiro modelo
TB ter sido amplamente utilizado na literatura para diversos fins (Ezawa, 2014; Ostahie; Aldea,
2016; Yang et al., 2016; Sousa et al., 2016; Solomenko et al., 2023), ele possui limitagdes

quando se pensa em utilizd-lo para além de duas camadas, como apontam os autores.

Figura 3 —No quadro (a) exibe-se uma monocamada de BP, destacando-se a sua ndo planaridade
em forma de sanfonada ao longo das dire¢des x (armchair) e y (zigzag). Destacam-se também
(em amarelo, destacam-se os orbitais) que cada dtomo forma trés orbitais de ligagdo covalente
com os dtomos vizinhos. No quadro (b) demonstra-se que as quatro bandas para monocamada e
bicamada de BP reproduzem com precisdo as bandas GW e capturam o gap ponto I'. Em (c) tem-
se a configuracdo dos hoppings para monocamada (tl“) e bicamada (til) junto da demonstragcao
da relevancia destes na abertura ou fechamento de gap.

a) b) I\ / T\ ' JX; 7/ — QW
2 T —

["TB Model (blayer) —
Original GW bands

S
T

Energy (eV)
N Sy
\Zr
i
=
i
/N
Energy (V)
‘
N

3 — camadas

4 — camadas

Energy (eV)

Bicamada

Energy (eV)
Monocamada
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Uma das principais limitagdes reside no fato do modelo ndo reproduzir o splitting
(diferenca energética entre as bandas obtidas pelo TB em comparacdo ao GW) das bandas de
valéncia e conducao nas proximidades do ponto I" em sistemas de n camadas. Observa-se isso
ao comparar as bandas obtidas com o modelo GW com as bandas TB (Fig. 3(b)), nas quais o

splitting € menor do que o esperado.
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Essa limitagdo decorre do fato de o modelo considerar apenas acoplamentos interca-
mada, ignorando mudancas nos hoppings intracamada induzidas pelo empilhamento. Consequen-
temente, hd perda de informacdo na descri¢cdo do splitting, ou seja, no desdobramento de bandas
originalmente degeneradas em multiplas bandas com energias distintas. O cerne da questdo estad
no tratamento da interagcdo entre camadas: o acoplamento intercamadas € incorporado apenas
por meio de parimetros de hopping adicionais (t-), enquanto os pardmetros intracamada sio
mantidos fixos, idénticos aos da monocamada. No entanto, a formag¢do de uma bicamada vai
além da mera adicdo de hoppings entre camadas. Ela modifica o ambiente quimico e o potencial
eletrostatico percebido por cada dtomo, alterando as préprias ligagdes intracamada. Em outras
palavras, a presenca da segunda camada renormaliza os parametros de hopping intracamada @,
um efeito ndo capturado pelo modelo TB.

Diante desse cendrio, a constru¢do de um modelo TB fiel as propriedades eletronicas
do fosforeno em diferentes espessuras, inclusive no limite bulk, foi realizada por Rudenko et al.
(2015). Diferentemente de parametrizagdes anteriores, os autores derivaram o modelo a partir de
calculos ab initio no nivel partially self-consistent GWy, em que a interacdo coulombiana blindada
Wy € calculada pela Aproximacao de Fase Aleatoria (Random Phrase Approximation) (RPA)
com base em func¢des de onda da DFT-GGA. Esse procedimento garantiu que os parametros
de hopping reproduzissem com alta precisdo a estrutura de bandas quasiparticula, incluindo a
correta descricao do gap fundamental e da dispersdo eletronica em direcdes de alta simetria.

No total, o modelo incorpora dez parametros de hopping intracamada e quatro inter-
camada (Fig. 4 (a)), cujos valores sdo listados na Tabela II do trabalho original. A parametriza¢ao
foi realizada a partir do mapeamento dos estados de valéncia e de conducao obtidos nos cdlculos
GW)y para um subespaco de orbitais efetivos com simetria p,, que sdo dominantes nas bordas das
bandas de valéncia e de conducdo. A projecao dos estados GWj ao longo dos caminhos de alta
simetria [Fig. 4 (¢)] evidencia que o modelo reproduz quantitativamente a contribui¢ao desses
orbitais para a estrutura eletronica de baixas energias.

A dependéncia do gap em func¢do do nimero de camadas (E é(,")), mostrada na
Fig. 4(b), revelou um decaimento nio trivial que combina uma lei de poténcia e um decai-
mento exponencial, podendo ser ajustado pela expressdo empirica Eégn) = Aexp(—nB)/n +D.
Esse comportamento difere de modelos de confinamento quantico simples e fundamenta a ne-
cessidade de abordagens realistas, como o proprio modelo TB, para simulagdes confidveis de

nanofitas e de outras nanoestruturas derivadas do fosforeno.
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Figura 4 — Nesse painel encontramos (a) a representacdo sistematica dos 10 parametros de
hoppings intralayer na monocamada, mais 4 interlayer para a bicamada; (b) estrutura de bandas
calculadas para o material para o nimero de camadas (n = 1 —3) e em bulk, usando a aproximacao
GWO (linhas claras) e TB (linhas excuras); (c) estrutura de bandas e a densidade de estados
(DOS) calculadas para o BP em monocamada utilizando a abordagem GWO0 - a DOS ¢ projetada
nos estados pz, enquanto na estrutura de bandas sua contribuicao € mostrada por cores; (d)
bandas do modelo TB onde os pontos de alta simetria da zona de Brillouin estdo mostrados nos
detalhes.
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A validag¢do do modelo estendeu-se a propriedades Opticas. O célculo da condutivi-
dade optica via férmula de K. Para a bicamada, observou-se o fechamento do gap em E; = 341
mV/A e o surgimento de uma disperséo linear do tipo Dirac ao longo da direcdo armchair no
ponto critico, consistente com a transi¢do prevista para um isolante topoldgico caracteristico
associado a transi¢des entre estados de borda de banda.

Além disso, os autores investigaram o efeito de um campo elétrico perpendicular
a camada, demonstrando que o modelo pode ser estendido naturalmente por meio da inclusao
de um potencial eletrostatico dependente da camada (eEz). Para a bicamada, observou-se o
fechamento do gap em E7 = 341 mV/A e o surgimento de dispersio linear tipo Dirac ao longo
da dire¢do armchair no ponto critico, consistente com a transi¢do prevista para um isolante

topoldgico.



24

Figura 5 — Nos painéis (a), (b), (c¢) e (d) demonstram-se condutividades 6pticas para poucas
camadas (n = 1 — 3) e para o BP bulk calculadas ao longo das dire¢des armchair (Oyy) € zigzag
(Oyy); (Oyx(yy)) sd0 dadas por camada, em termos da condutividade optica universal do grafeno
(0p = €2/4h); em todos os casos, a temperatura foi de 300 K. Em (e) e (f) correspondem as
bandas calculadas ao longo das direcdes X —I'—X (Y —I'—Y) e o respectivo comportamento
na presenca de um campo elétrico perpendicular.
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Fonte: Adaptado de (Rudenko et al., 2015).

Dessa forma, munido desses modelos, torna-se possivel investigar sistemas de
baixa dimensionalidade derivados do fosforeno, como as nanofitas, nas quais o confinamento
quantico e os efeitos de borda desempenham um papel central. Nessas estruturas, a orientacao
das bordas (armchair ou zigzag), a largura da fita e possiveis passivacdes quimicas podem
modificar drasticamente as propriedades eletronicas, Opticas e de transporte. Assim, simulacdes
baseadas em modelos TB aqui demonstrados constituem uma abordagem poderosa para explorar,
de forma sistemética e computacionalmente vidvel, o potencial do fosforeno em arquiteturas

nanoestruturadas voltadas a futuras aplicacdes tecnoldgicas.
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1.2 Nanofitas de fosforeno

A reducdo lateral de materiais bidimensionais d origem a sistemas quase unidimensi-
onais nos quais o confinamento quantico e, sobretudo, os efeitos de borda passam a desempenhar
um papel central (Fujita et al., 1996). No caso do fosforeno, em principio, pode ser cortado e
moldado em diversas nanoestruturas. Uma caracteristica de grande interesse em sistemas finitos
€ a possibilidade de ocorréncia de estados de borda. A particularidade desses estados € que
estdo localizados na interface entre o sistema e o vacuo e decaem exponencialmente a partir
dela (Carvalho et al., 2014). Compreender a fisica das bordas de nanofitas é de fundamental
interesse para prever o comportamento de sistemas reais finitos e projetar nanoestruturas ainda
mais complexas.

Como ¢ sabido, o fosforeno, sendo um material 2D, possui uma estrutura ortorrom-
bica, ou seja, sua célula unitdria tem trés eixos perpendiculares e lados desiguais. Podemos
comparar a disposi¢ao atdomica do grafeno e do fosforeno na Fig. 6. Dessa forma, o grafeno
possuindo simetria C3 (rotacional de 120°), o comportamento dos recortes de suas bordas. Es-
truturas puckered (como o fosforeno) apresentam eixo de simetria C, (rotacional de 180°), o
que proporciona uma anisotropia das cristas nas bordas, permitindo cortes angulados que fazem
surgir propriedades plurais (Gruji¢ et al., 2016).

Figura 6 —Rotagdes para 7 e 27t /3 nas estruturas cristalinas do grafeno e fosforeno comparadas,
demonstrando a quebra de simetria para 27 /3 para fosforeno.

Grafeno Fosforeno

Fonte: Elaborado pelo autor.

A fim de tornar ainda mais clara como auséncia do eixo de simetria C3 contribui para
uma maior presenca de recortes para o fosforeno, pode-se olhar mais uma vez para a analogia

com o grafeno. Diferentemente do grafeno, onde o periodo do angulo de rotagdo minimo é de
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30° da direcdo zigzag para a dire¢do armchair, devido a estrutura altamente anisotrépica do
fosforeno, é necessario rotacionar 90° no sentido anti-horario da direcdo zigzag para a direcao
armchair. Como consequéncia, existe uma série de direcdes possiveis para formar as bordas
de nanoestruturas de fosforeno. Dessa forma, a configuracdo das bordas dessas nanofitas e
a respectiva consequéncia em suas propriedades fisicas ja foram amplamente estudadas na
literatura (Ezawa, 2014; Carvalho et al., 2014; Gruji¢ et al., 2016).

De forma geral, quanto aos tipos de borda, elas podem ser denominadas zigzag,
em que a terminacdo da borda corresponde a uma translagdo do vetor primitivo na direcao y
e sub-redes no plano e fora dele [Figs. 5(a) e 5(b)], armchair, obtidas por translacdes inteiras
em x. Delas, podem-se obter variacdes, como as bordas zigzag e armchair barbadas; nelas ha
sitios atdbmicos pendurados por uma translacdo maior do que os vetores nas direcdes respectivas
[Fig. 7(c)].
Figura 7 — No painel temos (a) uma ilustracdo da caracterizagdo em uma monocamada de
fosforeno, onde se destaca a quiralidade, vetor quiral, é realgada por setas coloridas s6lidas ao

longo de cada direcdo cristalogréfica (m,n); (b), (c) e (d) esquemas da estrutura das bordas para

nanofitas, salientando a geometria da terminagao de cada tipo de borda: normais, enviesadas e
barbadas.
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A fim de tornar ainda mais clara como a auséncia do eixo de simetria C3 contribui
para uma maior presenca de recortes no fosforeno, pode-se recorrer mais uma vez a analogia

com o grafeno. Diferentemente do grafeno, em que o periodo do angulo de rotagcdo minimo é
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de 30° da dire¢do zigzag para a dire¢do armchair, devido a estrutura altamente anisotrépica do
fosforeno, é necessario rotacionar 90° no sentido anti-horario da direcdo zigzag para a direcao
armchair. Como consequéncia, hd uma série de direcdes possiveis para a formag¢ao das bordas
de nanoestruturas de fosforeno. Dessa forma, a configuracdo das bordas dessas nanofitas e
as respectivas consequéncias em suas propriedades fisicas ja foram amplamente estudadas na
literatura (Ezawa, 2014; Carvalho et al., 2014; Gruji¢ et al., 2016).

Essencialmente, as propriedades eletronicas sao significativamente distintas em nano-
estruturas de quiralidade distintas. Essa diferenca resulta em uma diversidade de caracteristicas
eletronicas, como metais com estados de borda e semicondutores com gap direto. Além disso, a
diferenca nas propriedades fisicas tem aplicacdes potenciais, como, por exemplo, o controle dos
campos elétricos e magnéticos externos sobre a estrutura eletronica (Arsoski et al., 2017) e o
acoplamento e a manipulag@o dos estados de borda em nanofitas de fosforeno multicamadas (Lv
etal., 2017).

Como discutido anteriormente, a auséncia do eixo de simetria C3 no fosforeno im-
plica a possibilidade de explorar recortes intermedidrios as bordas normais. Recortes especificos,
denominados enviesados, foram propostos por Gruji¢ et al. (2016). Pode-se observar ndo apenas
o espectro de dispersdo de energia das bordas normais, mas também o das bordas enviesadas
na Fig. 8(a). Destaca-se que, de forma semelhante a borda nZZ, a enviesada na direcao sAC
apresenta quatro estados de borda a altura da energia de Fermi, diferenciando-se por possuir
quatro estados degenerados. A influéncia da disposi¢do especifica dos 4&tomos nas bordas so-
bre a dispersdo energética das estruturas pode ser ainda mais evidenciada na Fig. 8(b). Nele,
observa-se a dispersao energética para as bordas sZZ e sAC na presenca de dtomos extras de
BP, pendurados, formando uma estrutura em forma de barba. A modificacdo nas dispersao
evidencia-se no aparecimento de estados de borda quase planos ao redor da energia zero na
dispersdo da borda sZZ e o desaparecimento dos desses da borda sAC.

O papel da presencga ou auséncia de elementos de hopping e o impacto nas proprie-
dades eletronicas sdao destacados no painel (c) da Fig. 8. Pode-se observar que as bandas quase
planas tornam-se perfeitamente planas, indicando que a curvatura dessas bandas € induzida
pela presenca ou auséncia de determinados hoppings, o que sugere que modulacdes nesses
elementos tém forte influéncia. No painel (d) da Fig. 8, pode-se observar o efeito de strain
na estrutura do fosforeno, induzindo transicdes de fase de semicondutor para semimetal. Com

efeito, tais transi¢des sdo obtidas por modulagdes proporcionadas pelo strain nos valores de
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hopping (Sisakht et al., 2015).

Figura 8 — Em (a) a estrutura de bandas das nanofitas de bordas enviesadas zigzag/armchair
e normal zigzag/armchair; (b) bandas para enviesadas zigzag/armchair com barbas; (c) e (d)
mostram o efeito do ajuste da intensidade de hoppings em bordas normais e barbadas, (c) onde,
quando definimos 74 = 0, a banda quasi-plana torna-se perfeitamente a banda plana. Quanto o

ajuste dos termos ¢; e f, modifica drasticamente as propriedades da nanoestrutura.
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Fonte: Adaptado de (Gruji€ et al., 2016), (Ezawa, 2014) e (Sisakht et al., 2015)

Dessa forma, ndo apenas a presenca de bordas, ora com propriedades condutoras,
ora com propriedades isolantes, abre caminho para a construcao de juncgdes eletronicas com
funcionalidades ajustdveis, como também a possibilidade de modificar seletivamente as termina-
¢oes dos sitios atdmicos das bordas permite induzir ou suprimir estados de borda localizados,
afetando diretamente a condutividade e a densidade de estados. Essa sensibilidade estrutural
pode ser explorada para projetar juncdes entre diferentes regides de uma mesma nanofita, com
propriedades eletronicas contrastantes, possibilitando a criagdo de barreiras, pocos quanticos ou
dispositivos de retificagdo baseados exclusivamente na geometria das bordas. Assim, o controle
preciso da terminac@o atdmica oferece um mecanismo eficaz para a manipulacdo de transporte
eletrdnico em nanoestruturas de base honeycomb, sem a necessidade de dopagem ou campos
externos.

As investigacOes existentes acerca de tais nanofitas e nanoestruturas baseavam-se

quase exclusivamente em simula¢des de primeiros principios e em modelos de TB. Embora sejam
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adequados a sistemas de pequenas dimensdes, esses métodos tornam-se computacionalmente
proibitivos a medida que o tamanho do sistema aumenta e, além disso, oferecem um poder
limitado para a extracdo de insights fisicos fundamentais sobre os mecanismos subjacentes
aos resultados obtidos. Diante desse cendrio, trabalhos presentes na literatura propdem-se a
preencher essa lacuna ao desenvolver um modelo analitico baseado em uma aproximacao de
longo comprimento de onda para o fosforeno (Sousa et al., 2016). Tendo em vista isso, 0 presente
trabalho visa derivar condi¢des de contorno apropriadas, baseadas nas simetrias da rede cristalina,
que descrevam o comportamento dos portadores nas bordas do tipo zigzag € armchair normais,

bem como os correspondentes enviesados.

1.3 Escopo do trabalho

No Cap. 2 procuramos reproduzir resultados da literatura sobre os modelos TB de
dois, cinco e dez hoppings, utilizando uma abordagem de segunda quantizacdo. Analisamos as
contribui¢des dos elementos de hoppings ao ajustar os valores proporcionalmente e ao verificar
qual é o impacto desse ajuste no espectro das bandas. Verificamos que, no modelo de dois
hoppings, ajustes que aumentam a intensidade de #; provocam um comportamento metédlico ao
redor do ponto I', enquanto ajustes que reduzem a intensidade de #{ aumentam consideravelmente
0 bandgap no ponto I'. O ajuste também foi realizado para o termo #,, no qual o aumento de sua
intensidade provoca um aumento do bandgap, enquanto sua reducio induz um comportamento
metdlico da estrutura. Para o modelo de cinco hoppings, o ajuste realizado foi apenas no elemento
14, em que, a partir de uma alta intensidade para uma intensidade nula, observamos uma quebra
de simetria, com os estados transladados no intervalo de energia. Por fim, verificou-se que as
mudancas de intensidade nos demais hoppings nao tiveram efeitos consideréveis.

No Cap. 3, os sistemas de nanofitas com diferentes tipos de borda. Conseguimos
a relacdo de dispersao para as bordas normais zigzag/armchair, enviesadas zigzag/armchair e
barbadas. Conseguimos verificar que, no caso da borda barbada, ela introduz bandas de borda
localizadas, que aparecem como bandas quase planas atravessando o nivel de Fermi. Também
verificou-se que o hopping t4 introduz uma quebra de simetria de energia entre estados positivos
e negativos e deforma a banda de borda plana, transformando-a em uma quase-plana (quasi-flat).

No Cap. 4 aborda a construcdo de abordagens para modelos continuos utilizando a
técnica do longo comprimento de onda, em conjunto com modelos TB para sistemas com dois,

cinco e dez elementos de interacdo. O objetivo € propor condi¢des de contorno adequadas para
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diferentes morfologias de borda, em especial as do tipo enviesadas, o que permitird a obtengao
de solugdes analiticas para os espectros de energia e para as fungdes de onda. Os resultados
analiticos demonstram boa precisdo ao reproduzir os dados do modelo TB. O capitulo considera
e compara as abordagens com dois, cinco e dez parametros de hopping, com foco especial no
carater dispersivo dos estados de borda. Além disso, derivam-se expressdes analiticas para as
fun¢des de onda e a dependéncia da energia do gap em func¢do da largura da nanofita.

Por fim, no Cap. 5 apresentam-se as conclusdes deste trabalho, nas quais resumimos

os principais resultados obtidos ao longo da pesquisa e discutimos suas possiveis implicacdes.
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2 FUNDAMENTOS DO MODELO TIGHT-BINDING

Neste capitulo, o objetivo € derivar o modelo TB para uma monocamada de BP por
meio da abordagem de segunda quantizacdo. A técnica envolve a elevagdo das varidveis de
campo do sistema ao status de operadores, conforme apresentado por Dirac (1927) no contexto
do campo eletromagnético. Em vez de empregar estados de particula tinicos, a abordagem passa
a empregar o que se denomina ‘niimero de ocupacio’, permitindo descrever férmions em termos
desses operadores. E importante destacar que, diferentemente dos bésons, os férmions estdo
sujeitos ao principio da exclusdo de Pauli, conforme discutido em (Cohen-Tannoudji et al., 2019;
Cottam; Haghshenasfard, 2020; Lima et al., 2022). Representa-se usualmente por gj o operador
de criacdo e g; de aniquilacdo. Dessa forma, considerando um estado desocupado (véacuo)
denotado por |0) o principio de exclusdo de Pauli impde que gj gj |0) = 0, ou mesmo g} 1) =0,
gj |0) = |1), §;|1) = |0). Os operadores gAZ e §; também fornecem a ocupacio dos estados i onde
teremos §j§i|n> = n|n), em que n =0, 1, e a regra de anticomutagio {g,-,gj} = gigj +§j§i =1.

De uma forma geral, todas essas relagdes podem ser obtidas com { 8i, gj} = 0jj, { 8i, 8 j} =0e
{¢].8)}=o0.
2.1 Formulacao em segunda quantizacio

As propriedades eletronicas e de transporte eletronico em nanoestruturas de fosforeno
foram muito bem estudadas através do modelo TB em anos recentes, devido principalmente
aos trabalhos desenvolvidos por Rudenko e Katsnelson (2014) e posteriormente por Rudenko et
al. (2015). Vale ressaltar que os modelos disponiveis na literatura até 0 momento consideram
a interagdo com 2, 5 e 10 hoppings. Visto isso, na Fig. 9 destaca-se, na estrutura em favo de
mel do fosforeno, a célula unitdria retangular na cor verde. Nas Figs. 9(b) e 9(c) pode-se ver a
disposicao dos sitios atdbmicos em detalhes, com suas conexdes no plano e fora do plano.

Ainda na Fig. 9, em top view, observa-se o aspecto honeycomb da disposi¢ao dos
atomos de fésforo no material, semelhante ao do grafeno. Assim, o fosforeno pode ser visto
como um cristal bidimensional cuja rede € retangular, com quatro sitios atdmicos em sua base.
As quatro sub-redes do cristal sdo definidas pelos indices A, B, C e D, como é destacado na
figura. Os valores dos parametros da estrutura sido a; = 2,22 A, ay =224 A, L =331 Ae
I, = 4,43 A. Quanto aos angulos, temos o = 96,5° ¢ f = 72°.

Ademais, como se sabe da literatura, no regime de baixas energias, as contribui¢des
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mais relevantes dos orbitais na vizinhanca do ponto I" sdo devidas ao orbital p,, enquanto, para
os pontos X e Y, os orbitais p, e p, também contribuem. Dessa forma, mesmo que p, tenha
maior contribui¢do no respectivo intervalo, as demais contribui¢des ndo podem ser desprezadas.
Isso torna a estrutura de bandas do fosforeno menos trivial do que a do grafeno, por exemplo,
que € determinada apenas pelos orbitais p,. Isso se deve ao fato de que no fosforeno hi a mistura
de estados de diferentes simetrias (Rudenko; Katsnelson, 2014).

Figura 9 —Em (a), detalhes da forma de uma célula unitdria (em verde) de uma monocamada de

BP, destacando aspectos (top view) do fosforeno em forma de mel; em (b) e (c), as angulacdes
que proporcionam a sua estrutura sanfonada e as constantes de rede no plano e fora dele.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Passando agora para a construgdo do respectivo modelo, o hamiltoniano pode ser
€scrito como,
H = Mozgjgi‘f‘zfijgjgj, (2.1)
i i#]
onde u € a energia em um dado sitio atdmico, #;; sdo os pardmetros de hopping entre os sitios
atdmicos i e j e os operadores g; e gj destroem e criam um elétron ou um buraco no sitio atdbmico
i. Os indices (i, j) percorrem todas as quatro sub-redes (A, B, C, D).

Sendo assim, podemos também escrever o hamiltoniano de forma expandida discri-
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minando as interagdes entre as respectivas sub-redes, fica entdo,
H = uy Z (ajai + bjbi + C:-rci + djd,‘
i

+11 Z (ajbj+d:c]~+bj~a,- c ,)

i#]

+tzz<a cj+ de +¢; al—i—d b,)
i#j

+13 Y (aT +bibj+c) c]-l—de,)
i#]

+t42<a bj+cldj+blai+dlc )
i#]

+15 Z (a:(d] —|—ch] +dTa, +c! b,)
i#j

+e Y <a i+bld;+c, a,+dTb>
i#]

+t72<aT +bibj+c] c,+d*d)
i#]

—|—th (a b +ch +bTa,+ch,>
i#j

+t9 Z (ajdj + bZLCj + dj-ai + cjbi>
iZ)

+110Y (afa;+blb;+clej+d]d;). 2.2)
i#]

Os valores dos parametros aqui utilizados sdo apresentados na Tabela 1. Os modelos possuem

interacdes ligeiramente distintas a medida que ha simplificagdes na quantidade.

Tabela 1 —Parametros de hopping para os modelos de 2, 5 e 10 interagdes.

t;  2hoppings 5 hoppings 10 hoppings

f —1.21 —1.220 —1.486
t 3.18 3.665 3.729
13 0 0 —0.252
14 0 —0.205 —0.071
ts 0 —0.105 —0.019
16 0 —0.055 0.186
ty 0 0 —0.063
13 0 0 0.101
t9 0 0 —0.042
o 0 0 0.073

Fonte: Adaptado das Refs (Rudenko; Katsnelson, 2014), (Ezawa, 2014) e (Rudenko et al., 2015)

Para enriquecer as andlises subsequentes, adotaremos, primeiramente, uma aborda-

gem minimalista na modelagem monocamada de BP. Especificamente, utiliza-se um modelo que
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incorpora apenas dois parametros de hoppings, t| e t;.
2.1.1 Modelo com dois hoppings

O Hamiltoniano para dois hoppings é expresso da seguinte maneira,
Ha hop :sz(dm+Mm+Jq+ﬂm>
i
T gTe. L apt g0t
+ 1 Z (al- bj+d/cj —l—a,bj +dlcj>
i#]
i i i i
+ Y (afej+bld;+ac+bd]). 2.3)
i#]
Considerando o sistema infinito, permite-se atribuir-lhe simetria translacional em
todas as dire¢des. Para tanto, tomaremos os vetores de deslocamento apresentados na Fig. 10.
Cada elemento de J; representa a posi¢do geométrica dos sitios vizinhos, considerando um sitio
escolhido como referencial. O site de referéncia utilizado nos célculos a seguir € o de tag A, que
pode ser visualizado na Fig. 9(c).
Figura 10 —Representagio esquematica dos vetores de deslocamento &; dos hoppings (t;) na rede
cristalina. Cada painel retrata cada deslocamento geométrico como uma seta que parte do site de

referéncia e se conecta aos vizinhos desse site. A intensidade de cada elemento de hopping esta
relacionada a uma distincia.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Desta forma, pode-se fazer uso das seguintes transformacgdes de Fourier e os respec-

tivos conjugados, para representar os operadores de criacdo de aniquilagdo, temos

1 - 1 T 7
= — —IK-T; k, bl:_ b , 2_4
a \/N;e a(k) \/N§e (k) (2.4)
| S | P
i=—Y e *ick), di=—=Y e *Tidk). 2.5
c \/N%e c(k) \/N%e (k) (2.5)
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A parte do hamiltoniano devido as energias dos sitios atdmicos, primeiro elemento da Eq. (2.3),
denominadas usualmente de onsites, é escrita na forma seguinte, onde escreve-se os operadores

nos lugares respectivos, temos,

1

tuo Y. (LN Y bt (1) LN Ye “b@))
! K k
1 T 1 T
+u — Y KTt (k) —=Y e *ic k))
0; ( NZ,’ O ; (
+MOZ (LN Zeilé'r.?;d#(k/) LNZ’ez% ad(k)) : (2.6)
1 / k

reagrupando os termos,

¥ - | A
uoz<a;ai+bjb,~~l—cjc,~—l—djdi> = MOZaT(k’)a(k) ¢l (F'=k)7;

i kK N
- 1 /7 7\=
+ wY d'®)d®)Y —=e K K)7
LAEOE N
. o 1 N o
_ T T L i(k—k)R
= MOZ a'(k")a(k)+b" (k') b(k) Z e

considerando a kK’ =k,

M()Z (ajai+b?b,~—|—c§ci+d}'d,~> = MOZ [adf(q’)a(z) —I—bT( /)b(%)} 57(77
i

2.7)

Agora encontraremos os termos de hoppings de forma andloga ao que desenvolvemos para os

termos das energias on-site, ou seja, aplicando as transformacdes de Fourier para os operadores,
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temos entao,

f Z (Cljbj _|_de1. "’aibj' +dicj') = Z Z ok e*i%.rj a’f(lg’/) b(ié)

reagrupando os termos, simplificando as notag¢do para os termos conjugados hermitiano (h.c),

_112[ (K b(k) +d" (k) c(k +hc] ( Ze_lk K ) (Ze i) >,

k'

e aplicando para todo k = &/,

:tlz[a*(zz)b(k)m*(/?)( +hc ( ”)
L

=Y [a"(0)b() +d' (K e(®) +hee] 1 (

de forma que pode-se considerar,

Ihp =1 (Ze 3 ié)

o termo de interacdo entre as sub-redes A e B, obtemos,

-

ny, (ajbj+dfe;+ap)+dcl) = ¥ |a'Bp®)+d B cl®) +he| us,  @8)
LJ

)

seguindo o raciocinio anterior, o termo do hamiltoniano associado a #,,

t22<a§cj+b:fdj+a,-c;+bid;> = ZZ ik’ Tig™ ’krfa l;) (ié)
i,J i,J k’
_|_ ZZ lk }", tkrij k/)d(k)
i,j k’
+ Z Z i rle—tk ia k/) (k)
LI KR

+ Z Z elk’ rle—lk r]b k’)dT(k),
lj k/
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zZZ(ajcj+bjdj+aicj+b,-dj) = ZZ i 7 ””J[ "'(l?)c(%)+b'*'(1€7)d(7<’)+h.c},
i,j i,j k/

— tzZ[ K +zﬂ(kf)d(%)+hc}5,;}2 (Ze@'%),
J

kk’
= ¥ |a Bye(®) + b ®)d(K) +he 1 (Z Szz)

Definindo o termo de interacdo entre as sub-redes A e C, escrevemos,

.2 7(’
lac =0 (Ze@ ) )
J

nY (afej+bldj+ac+bd]) = Z[ (B)e(®)+b' Bd(0) +he| e, @9)
iJj ' [

e considerando uy = 0 apenas para efeitos de simplificacdo, temos o hamiltoniano,

Hynp = Y. [a*(m(ié)+d*(%)c(%)+h.c] "

-

=~

+ X | @e(®) + b #)dE) +he| ac. (2.10)
;i

Nas expressoes para 0s termos 45 € tac, 0s valores de 9; correspondem ao vetor de distancia
7; — T entre os sitios atdmicos i e j, relativos aos hopping t;. Assim, resta obter, por geometria,

os coeficientes dessas expressoes e os vetores ;. Todos os cdlculos seguintes sdo assumidos com

respeito a um sitio atdbmico do tipo “A”. Dessa forma, na Fig. 10(a),

2 (04 (04
8" = —apsin (5))?—611 sin <5>yA,
= o (04

8 = apsin <5>)2— aj sin <5>)7,

e fazendo uso da Fig. 10(b), obtemos,
& = apsin(B)E+arsin(B)z,

onde a convencao estabelece que um elétron € destruido em A e criado em B, ou seja, corresponde
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ao termo ab’. Assim, para o termo #4p,
5,k
A = Zel e
15 k %}
)

= 1 {eﬂk xd Sin % efikymcos(%)_l_eikxalsin(%)efikyalcos(%)}’

= e —ikya cos % [e*ikxaISin(%)+€ikxalsin(% ]}

Y

— o {e—lkyalcos(%)cos [kyay sin (2)] } @.11)
e da mesma maneira para os deslocamentos dados na Fig. 10(b), obtemos #4¢,

tae = t2eikyaZCos(ﬁ)’ (212)

ja que k ndo possui termo na coordenada z.
Aplicando um estado de vacuo a rede cristalina, usando a base (a,b,d, c) e conside-
rando as propriedades dos operadores de criacdo e aniquila¢io supracitadas, a matriz hamiltoniana

pode ser deduzida facilmente. Temos entdo,

0 IAB 0 tAc

1 0 = 0
Hynop(k) = |7 A , (2.13)

0 tac O 143
the 0 tiz O
onde os termos identificados com asterisco representam os conjugados complexos. Em posse da
matriz hamiltoniana, o passo mais natural € obter a relagdo de dispersdo. Aplicando a equagdo
de Schrodinger independente do tempo e resolvendo o sistema gerado pela equacao secular, as

energias serdo dadas por,

E(k) = =S 4tfcos? (keaysin(g))+13

1/2
+ 4111y cos (kyay sin (%)) cos [ky (aj cos (¢) +axcos B)] . (214

A estrutura das bandas de energia dada pela Eq. (2.14) pode ser vista na Fig. 11,
destacada em vermelho, onde € tracada por meio dos caminhos de alta simetria da rede cristalina,
asaber: '—X —S§—Y —TI'. Observa-se que as principais caracteristicas da estrutura de bandas em

monocamada podem ser descritas qualitativamente com base apenas nos dois maiores parametros
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de hopping intracamadas, (¢ e t2). Nela, as contribui¢des do orbital p, captadas sdo mantidas ao
redor do ponto Gama, evidenciando um gap de 1,56 eV. Contudo, para os caminhos X —Se S—Y
a contribui¢do do orbital p, é perdida em grande parte, pode-se comparar com o painel (e) da
Fig. 4 (Rudenko; Katsnelson, 2014; Rudenko ez al., 2015).

Figura 11 —Relac¢do de dispersdao de uma monocamada de fésforo negro ao longo das direcdes

de alta simetria da primeira zona de Brillouin para os modelos de dois hoppings. Ao lado, temos
a densidade de estados (DOS) para cada modelo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma anélise de notdvel relevancia acerca das contribui¢des dos parametros ¢ €
para o comportamento da dispersdo é a modulac@o controlada desses valores. Na literatura, para
a abordagem minimalista da monocamada de BP, os valores usuais dos parametros de hoppings
sdo, respectivamente, t; = —1,21 e t, = 3,18, apresentados na Tabela 1.

Na Fig. 12 apresentamos modulagens do pardmetro #1, fazendo um ] ajustado para
0,611, 1,0t; e 1,4¢;. Dessa forma, o ajuste ocorre por meio da compressao e ampliagdo dos
valores de hopping no plano xy da rede cristalina. De forma geral, verificou-se que, para valores
que reduzem o termo 1, hd um aumento do gap de energia. Ao aplicarmos o valor de 0,671,
obtemos um gap de 3,450 (eV) para o caminho X —I'— X e de 3,456 (eV) para o caminho
Y —I'—Y. Ou seja, em ambos os casos, a0 modificarmos por reducao t;, observaremos um
comportamento tipico de um material isolante. Por outro lado, aplicando um termo de amplia¢dao

do valor de t;, a saber, 1,4¢, observa-se para os caminhos X —I'—=X e Y—-I'—Y que o
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comportamento € metalico, ndo apresentando gap ou mesmo gap significativo. Deve-se ressaltar
que, para X —I" — X, hd o aparecimento de dois cones de Dirac, enquanto, em Y —I"'—Y, hd um
gap de ~ 0,42 (eV), que € significativamente pequeno.

Mantendo #; constante e variando o termo #, para os valores 0,41, 1,0¢; e 1,4¢;. Em
que a compressao ou ampliacao de #; ocorre entre sub-redes em planos distintos, esses estao
separados por uma distincia no eixo Z [veja a Fig. 9(e) e a Fig. 10(b)]. Note que em contraste
com o caso anterior, quando ha a compressao do valor de #, (0,41,) observa-se o aparecimento
de cones de Dirac no caminho X —I" — X (metal) e a medida que ampliamos o respectivo valor
(1,41;) obtemos um gap de ~ 4.0 (eV) (isolante).

Figura 12 — Plot do espectro de bandas ao redor do ponto I" onde sdo apresentadas as bandas

para o modelo com 2 hoppings (t; € t2) projetadas sobre o plot das bandas sob os efeitos dos
ajustes nos hoppings, demonstrando as transi¢cdes fase isolante/metal no respectivo material.

— =t —=- 1 =0.61 1] =141 t; =041 —=- =140

\

Fonte: Elaborado pelo autor.

Desta forma, verifica-se que ajustes no termo t;, que reflete as interagdes mais
proximas na estrutura puckered do fosforeno, podem mudar drasticamente as caracteristicas do
material, por redu¢cdo aumenta-se o gap e por ampliacdo reduz-se o gap. Isso ocorre porque a
reducdo de #; enfraquece as interagdes eletronicas de curto alcance, enquanto a ampliagio tem
efeito reverso ao alterar a dispersdo energética. Por sua vez, os ajustes feitos em #,, considerando
que os parametros de hopping qualificam a probabilidade de um elétron ‘saltar’ de um sitio
atOmico para outro, alteram as bandas pois ora fortalece ora enfraquecem as interagdes de
segunda vizinhanga, diminuindo ou aumentando a sobreposi¢do de orbitais entre sitios mais

distantes, dessa forma reduzindo/aumentando a largura das bandas e aumentando/reduzindo a
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separacao entre elas, o que resulta em um alargamento ou estreitamento do gap (Sisakht et al.,
2016; Yan et al., 2017).

Por fim, encontram-se na literatura estudos que visaram demonstrar ajustes nos
valores dos termos de hopping, aplicando deformacdes (strain) uniaxiais. Trabalhos realizados
por Sisakht et al. (2016) e Yan et al. (2017) demonstraram que a aplicacdo de deformacao
mecanica em nanofitas de fosforeno altera significativamente suas propriedades eletronicas,
especialmente o gap de energia e os estados de borda. Deformagdes compressivas no plano
(nas direcdes x ou y) aumentam o gap, enquanto deformacdes atrativas na direc¢do vertical (z)

reduzem o gap de forma mais eficiente.
2.1.2 Modelo com cinco hoppings

Prosseguindo com a andlise, acionaremos #4, 5 € tg resultando em um modelo com
cinco parametros de hopping. Com isso, analisaremos o efeito de cada um deles na respectiva
dispersdo. A abordagem segue a mesma logica aplicada ao modelo de dois hoppings; usaremos

os termos ¢ e t,. Com suporte das Figs. 10(d), 10(e) e 10(f), temos,

— — — —

t T
I4Z <Cljb]+cjdj—|—hc> — j_slzzelkﬂe—lk 7 [aT(k)bUC,)+CT(k)d(k/)+hCi| ’
L,J]

i,jzjc'/
- Z[a*(%)b(*)+c*(%)d(%)+h.c.} | Yook
% 84
- Z[a*(%)b(%)+c*(%)d(%)+h.c.} thp: (2.15)
R
c,
8 = —aysin(9)%+ [2arcos(B)+azcos(%)]9, (2.16)

assim €screvemos,

/
Iap = 14

9

Y

{eikxal sin(%)eiky [2a200s(ﬁ)+a1cos(%)]eik)v[Zazcos(B)+a1cos(%)]}
— 2 {eiky[Zazcos(,B)+a1 cos(%)] + efikxa] sin(%) cos [kxal sin (%>]}
= 2t4¢0s [kea; sin (¢)] ™ [2a2cos(B)+arcos( )] , (2.17)

onde temos um vinculo A-B de terceiro vizinho. Para o 75,

sL{abrtedehe) = Tl B0+ Bal) +he] (Ze"53> ,
LJ

—

= ¥ [a"®pE) + T ®)d(®) +he.| tap, (2.18)

—
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onde os termos >>, <>, >< e << representam as diferentes ligacdes para os mesmos vizinhos

do sitio respectivo. Dessa forma, temos novamente,

877 = arsin(5) 2+ [arcos (5 ) +arcos(B)] 9+azsin(B)z,
ﬁ§<>) = —aysin (%) i+ [alcos (%) +02003(B)] Y+asin(B)z,
559 = aysin (%) - [a cos (%) +aycos(B)| $+arsin(B)2,
_’é<<) = —qjsin <%) £— [alcos <%> —I—Clzcos(ﬁ)] Y+azsin(P)z,
e assim,
= 1 { ik [arcos(%)+az cos(B)] ( o—ikcarsin(%) +efikxalsin(%)>

+eiky[a1 COS(%)+azCOS(ﬁ)] (eikxal sin(%) + efikxal sin(%)) }

tap = 4ts5cos <kxa1 sin (%)) cos (ky [al cos (%) +azcos([3)]> ,

por fim, considerando #¢

I6Z(aj6‘j+bjdj+h.c.> = Z[GT(%)C(%)+bT(7é)d(7é)+h-C'] Ie (Zei&%
i R %
= ¥ [a ®e@)+ v Bpa®) +he e,
k
sendo,
5 'n(a) 3 co (05) y -+ 'n(a> X co (05) y
= —aisin(—)&—ajcos(— aysin(— ) £—ajcos (-
6 1 2 1 2 y 1 2 1 2 y
—aycos(B) 9 +azsin(B) 2,
= —[2arcos (3) +ascos(B)] 3+ arsin(B)z.
c,

Iac

Assim o hamiltoniano €

HShop =

” o iky [2a; cos(§ )+azcos(B)] ‘

" (R)b(F) + cf ®)d(%) +h.c.:

a (k)c(k) + ' (K)d (k) —I—h.c.:

— — — —

a (K)b(k) + cf (K)d (k) +h.c.:

[cﬁ(lz’f) b(F) +d" (F) (k) + h.c} n

ot (B)c(®) + ' (B)d () +h.c} tac

/
IAB

/
Iac

IAD

Y

)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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sua respectiva representacdo matricial,

0 ZAB—I—ZAB tAD tAC"‘tAC
Hypg = |20 100 methe 0 (224)
ip  Licttie 0 1AB +1ip
fic+the 0 g tiis 0
Valendo-se de relagdes de simetria entre as sub-redes, onde € clara a equivaléncia
entre elas, é possivel acoplar as fungdes de onda dos sitios A e D, e dos sitios B e D, levando a

uma base espinorial de duas componentes mais simples, ( (pa+0p), o+ (])C)T. Dessa forma,

podemos operar por uma transformacao do tipo,

10 1 0
S_ o1 o
V2l 10 -1 o |

01 0 —1

uma vez que U é real, podemos verificar facilmente que UTU = UTU =1, onde U” é a matriz

transposta de U e I é a matriz identidade. O novo Hamiltoniano, Hg_hop =U TH5_hOpU ,
TAD AR+ IAB +tac + IAC 0 0
(tap +thp +1ac +14c)" AD 0 (2.25)
0 0 —tAD tag +1yp —tac —tyc
0 0 (tAB+tAB*[AC*Z‘IIA‘C)* —IAD
e apenas para os estados de baixa energia,
tAD Z‘AB—FIAB -|-I‘Ac-|-tll4c
H5 hOp = . (226)

(tap +1typ +1ac +140)" tAD

Diagonalizando, obtemos,
E(k) = =Atscos (keaisin (%)) cos (ky [a1cos (%) +azcos(B)])
;{4 (61 +13 + 21115 cos (2ky [a1 cos () +azcos(B)])] cos® (kear sin (%))
)

+ [13 +13 +2n0yts5 cos (2ky [a1 cos (%) +azcos(B)])]

4413 [tz cos (ky [al cos (%) +an cos(B)D + 1508 (3ky [al cos (%) +ay cos(ﬁ)})]

12
44t (1 + 15) cos (kyay sin (F-) ) cos (ky [a1 cos (St) +axcos(B)]) } . (2.27)
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A respectiva dispersdo pode ser vista na Fig. 13 destacada em azul. Comparando
o espectro de bandas com o painel (c) da Fig. 3, observa-se que, ao redor do ponto gama, a
contribuicdo do orbital predominante (p,) € captada de forma mais quantitativa do que no modelo
de dois hoppings.
Figura 13 —Relacdo de dispersdo de uma monocamada de fésforo negro ao longo das direcdes de

alta simetria da primeira zona de Brillouin para os modelos de cinco hoppings. Ao lado, temos a
densidade de estados (DOS).

—— 5 hoppings
8
4l I
T 0
3]
4} \ I
—& Y S X 0.0 05 )

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apesar de apresentarem gap iguais (= 1,5 eV), € indispensavel a inclusdo de mais
interagdes no modelo para que o desenho das bandas capture corretamente a contribuicao de
pz- Ou seja, sdo necessdrios 5 parametros para reproduzir quantitativamente as bandas do
fosforo negro na regido do I'. Mesmo com mais interagdes do que o modelo minimalista, o
comportamento das bandas é governado pelos hoppings t| e t,, sendo o dltimo repulsivo e
essencial para a abertura do gap.

O parametro de hopping t, = 3,67¢eV, que descreve a interacdo entre dtomos de
fésforo vizinhos fora do plano principal da camada (na dire¢do z), desempenha um papel
fundamental e contraintuitivo na abertura do gap da monocamada. Diferentemente do parimetro
11 (negativo e tipicamente associado a formagao da largura de banda), o valor positivo e de grande
magnitude de 7, atua como um termo repulsivo efetivo na Hamiltoniana tight-binding. Essa

repulsdo, consequéncia direta da estrutura sanfonada do fésforo negro, impde uma separagao
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entre as bandas de valéncia e de condugdo no ponto I'. Em outras palavras, enquanto 7| tenderia
a aproximar as bandas, a presenca de t, as “empurra” em dire¢des opostas, sendo largamente
responsdvel pela existéncia de um gap direto e pronunciado na monocamada. Essa caracteristica
€ tinica em comparacdo ao grafeno, cuja estrutura planar nio apresenta um hopping equivalente
€, por isso, resulta em um sistema sem gap.

Na Fig. 14 apresentam-se as bandas de energia analisadas ao redor do ponto I" com
efeitos dos ajustes do termo #4. A escolha desse termo se deve ao fato de que ele ndo acopla
sub-redes (ndo conecta dtomos de camadas diferentes), mas introduz um deslocamento de energia
que depende do momento k. Observa-se que, ao redor do ponto I, ajustes de expansao do termo
14 ndo estreitam significativamente o gap, fazendo com que os estados de valéncia e de condugao
descrevam no range de energia, enquanto ajustes de compressao, até fazermos 74 nulo, fazem
com que os estados sobem, mantendo o gap inalterdvel.

A modulacdo do pardmetro de transferéncia t4 na rede do fosforeno tem um efeito
direto e notdvel na dispersdo da banda de borda, sem afetar sua existéncia. Essa mudanca ocorre
porque o termo #4 atua como um potencial que depende do momento, deslocando a energia dos
estados de borda de forma nio uniforme ao longo da zona de Brillouin. Fenomenologicamente,
pode-se dizer que #4 controla o grau de dispersdo da banda.

Dessa maneira, o respectivo modelo reproduz bem as bandas do GW em uma faixa
de aproximadamente 0,3 eV acima e abaixo do gap [ver Figs. 3(b) e 3(c)]. O modelo também
captura satisfatoriamente a dispersdo e a curvatura das bandas, que determinam as massas efetivas
dos portadores de carga. Ao adicionar mais termos de interagdo, como #4, é possivel extrair do
modelo mais informagdes sobre a estrutura da monocamada. Isso o torna de maior valor no
estudo de propriedades Opticas e, mesmo de transporte eletronico, ao simular nanofitas, sendo
possivel prever como os elétrons se propagam ao longo das bordas e através do bulk, podendo

revelar a presenca de estados de borda, que configuram-se em canais condutores privilegiados.
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Figura 14 — Ajuste do termo 74 no modelo de cinco hoppings, onde se pode observar que,
em ajustes de expansao do termo, hd uma translacdo insignificante dos estados de valéncia e
de conducdo na direcao negativa do range de energia, enquanto, em ajustes que diminuam a

intensidade da interacdo até interacdo nula, observa-se uma translacdo de ~ 0,42 eV.
th=t4 —— t;=170t4 ——- ty=13314 ——- t;=05614 ——- t;=0.00

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.1.3 Modelo de dez hoppings

Partimos para o derradeira etapa, onde adicionaremos os termos restantes dos hop-

pings. Repetindo os passos ja demonstrados anteriormente,

nY <ajaj+bjb,-+cjcj+djdj) = 1Y la*(%)a@w b' (k)b (k)
(i-]) i
+cf(K)e(k) + dT(%)d(%)] Zeigs%

&

= Yt [aT(ié)a(z) + b (K)b(K) + f (k) c(k) + dT(%)d(%)] ,
7

para os deslocamentos,

< o
8 = 2arsin(3 )% (2.28)
8 = ~2asin () (2.29)
c,
ta = B {eizkxassm(%)_}_e—ikaassin(%)}

a
faa = 2t3c0S [2kxa1 sin (%)] ,



47

paraty,

0 Y (afaj+bbj+clej+dld;) = Y |a Ba®)+ b @)
(i) 7

et ®)e®) +dt (%)d(%)] ty (2.30)
o respectivo deslocamento,

§7> = 2 [alcos (%) —l—azcos(ﬁ)} y

5 = -2 [alcos (%) +aycos(B)|
obtemos entao,
ty = 1 {eZiky[alcos(%)-ﬁ-azcos(ﬁ)] +e—2ik_\,[a1cos(%)—i—azcos(ﬁ)]}
= 2t7¢08 {Zky [al cos <%> +a cos(ﬁ)] } (2.31)

Para tg,

t82<ajbj+cjdj+h.c.) - zgz[aT(ié)b(%)+cT(%)d(%)+h.c.] Y k| (232
(i.) 5

e os respectivos deslocamentos,
— . a
8¢ = 3ajsin (5
8 = —3ajsin (

e aplicando os termos, obtemos,

) o\ a . . aN a
IXB = 13 {Sikyal sin <5> e ikyay cos(§) _ 3ikyay sin (5) e ikyay cos( § )}
. o . o
= tg@“kyalcos(?) X 208 (3kya1 sin <§)>

= 2tgcos (3kya1 sin (%)) ¢~ ikarcos($) (2.34)
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"o t9{e—iky[Zalcos(%)—i—azcos(ﬁ)] [eZikxalsin(g‘) +e—2ikxa1sin(g)] }
— 2t9c0s [kam sin (%)] ¢~ thy[21c05(§ ) +arcos(B)] (2.36)
E, por fim,

IIOZ (ajaj +b;rbj +C§Cj +d:dj) = thZ [a*(%)a(?) —}-bT(i(’)b(iC’)

+c"(k)e(k) +dt (%)d(%)] (Z ¢ k)

84,

et (B)e(k) + d*(%)d(i&)} 2 (2.37)

87> = 2aysin (%) ¢ 4 [az cos(B)]§ (2.38)
8§57 = —2aysin <%>x+ [2a cos (%) +aycos(B)] 5 (2.39)
31>0< = 2a;sin (%) t—2 [al cos (%) +azcos(ﬁ)} $ (2.40)
8,5 = —2a;sin <%> £=2 [al cos (%) —l—azcos(ﬁ)] $ (2.41)
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_|_e—2iky[a1cos(%)—f—azcos(ﬁ)] [€2ikxalsin(%) _‘_e—Zikxalsin(%)} }

4, = tlo{Zcos [2tearsin ()] [e2iolarcos(8) eacosP)] 1 =2 rcon( ) seneond] }

thy = d4tpcos [kaal sin (%)] cos [2ky <a1 cos <%> +ap cos(ﬁ))}

O hamiltoniano €,

+ i ' (B)e(k)+b' () (f)
+ £ a (£)b(E) + ¢ (K)d (k)
+ i a (F)e(®) +b' (K)d (k)
+ i a (B)b(E) + ¢ (K)d (k)
“3l
ko
+ Y _a* (k)a(k) +b" (k)b(k)
+ zk; " (#)b(E) + ¢ (K)d (R)
+ i ' (B)d(R) + b R)e(h)
+ i ! (Ka(k) +b' (k)b (E)
7

A matriz hamiltoniana do sistema com a configuracdo de 10 elementos de hopping é,

A+t +1hs tap+tg+iap+14p
* /% 1% !/ "
H | aptiaptiap TAA T4 44
10-hop — , p
IAD tac + tAC + tAC

* /% 1/E3
Tac tac T IAD

[a?“ (&) b(R) +d" (k) c(k) + h.c] iAB

-I—h.C] tAc
+ h.c.- thp

+h.c.|tap

a (F)a(®) + b" (F)b (k) + ¢ (F)c(k) + d' (%)d(%)] fan

+ ¢ R)e(k) +d" (B)d(K) | tan
+ h.c.] t//;B
+h.c.} tAp

+ T K)e(k) +dT (k)d (k)| 1.

tAD tac+ fgc + tXc
* 1% 1%
Iac Tlac tixc IAD

tAA -l—tAA —|—IXA IAB —|—th —HXB

* /% /1% / /i
tap Tiap T iap taA+ig4 +1ap

(2.42)

(2.43)

(2.44)
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Aplicando a transformagao unitdria anteriormente demonstrada, a forma reduzida do hamiltoni-

ano acima € dada por,

" (tan+ 134 +144) +14p (tap + 145 +1ap +14p) + (tac +14c)
HlO—hop . .
(tap +1ap+1ap +145)" + (tac +4c) (tar+ 134 +144) +1ap

Diferentemente anteriores a obten¢cdo de uma equacao para as energias, no modelo
de dez hoppings torna-se invidvel devido ao tamanho da matriz, mesmo para o hamiltoniano
reduzido. Isso torna o uso computacional indispensdvel para a obten¢do da relacio de dispersao.
Na Fig. 15 pode-se observar a respectiva relacdao de dispersdo. O modelo reproduz com alta
fidelidade a anisotropia caracteristica do fosforeno, com dispersdes distintas ao longo das dire¢cdes
armchair e zigzag, e confirma a natureza direta do gap na monocamada, com valor de 1,82 eV.
Figura 15 — Relacdo de dispersao de uma monocamada de fésforo negro ao longo das direcdes

de alta simetria da primeira zona de Brillouin para os modelos de dez hoppings. Ao lado, temos
a densidade de estados (DOS).

—— 10 hoppings
8
4 /—-_\ r
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Fonte: Elaborado pelo autor.

2.1.4 Anadlise comparativa entre os modelos

Ao contrario dos dois modelos anteriores, alterar a intensidade dos hoppings nao
fornecera informagdes adicionais além do que os demais modelos poderiam fornecer na monoca-
mada. Este se sobressai pela abrangéncia de sua construcao e pela possibilidade de expansao

para camadas adicionais, a fim de criar um modelo mais realista.
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E possivel comparar diretamente cada um dos espectros de energia na Fig. 16. A
configuracdo das bandas dos modelos de dois hoppings captura apenas a tendéncia geral das
bandas proximas ao gap, mas falha em reproduzir detalhes importantes, como a curvatura correta
das bandas de valéncia e de conducdo em pontos de alta simetria (especialmente ao longo de

F-Yel-X).

Figura 16 — Estrutura de bandas TB e densidade de estados (DOS) da monocamada de fosforeno
com diferentes nimeros de parametros de hopping: 2 (azul), 5 (verde) e 10 (vermelho). Observa-
se que o modelo com 2 hoppings descreve apenas qualitativamente as bandas préximas ao gap,
enquanto o modelo com 5 hoppings melhora a concordancia, porém ainda apresenta desvios em
energias mais afastadas. O modelo com 10 hoppings reproduz com alta fidelidade as bandas
de referéncia em toda a faixa de energia considerada, incluindo as dispersdes ao longo das
direcdes de alta simetria (I'-Y, ['-X) e a estrutura da DOS, evidenciando a necessidade de incluir
interacdes de longo alcance para uma descricdo quantitativamente precisa das propriedades
eletronicas do fosforeno.

—— 2 hoppings —— 5 hoppings —— 10 hoppings
8
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Por sua vez, o modelo de cinco hoppings melhora significativamente a concordancia,
ajustando melhor as dispersdes, mas ainda apresenta desvios em energias mais afastadas do
gap. Ja o modelo de dez hoppings reproduz com alta fidelidade as bandas de referéncia [veja
Figs. 4(c), 4(d) e 4(e)] incluindo as caracteristicas finas como os platds na Densidade de Estados
(Density of States) (DOS) e as dispersoes nos pontos S e X. Isso demonstra que, embora modelos
simplificados sejam ftteis para estudos qualitativos, uma parametrizacdo com mais hoppings é

essencial para descri¢des quantitativamente precisas das propriedades eletronicas do fosforeno
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em uma ampla janela de energia.
2.1.5 Modelo continuo para o fosforeno

O modelo continuo para o fosforeno, derivado a partir do limite de longo compri-
mento de onda de um modelo TB realista, € eficaz para descrever as propriedades eletronicas
de baixas energias perto do ponto I'. Ele captura a natureza hibrida das bandas de valéncia e de
conducao, combinando cardter parabdlico e linear, e permite derivar expressdes analiticas para
as massas efetivas e os estados eletronicos (Junior; Katsnelson, 2015).

Nesta secdo, apresentaremos o modelo continuo para uma monocamada de fosforeno.
Para tanto, faremos uso dos modelos TB apresentados na secdo anterior. O método consiste
em expandir os elementos do hamiltoniano em torno do ponto I', no qual k, = ky, = 0. Assim,
pode-se descrever os portadores de carga que possuem momentos pequenos e efetivamente
contribuem para as propriedades eletronicas. Procura-se, entio, descrever os estados ao redor da
energia de Fermi do material.

Utilizando a Eq. (2.26), onde reduzimos o hamiltoniano TB de quatro bandas para
duas, aplica-se uma expansao em série de Taylor em cada elemento da matriz (ay,a2,az2| €

a;), € descartando os termos de vetor de onda de ordem cubica ou superior, chegamos a,

Q

tap ~ Aty — 21 [dl sin (%)] K2 — dydy [sm< : ) +dysin ﬁ} (2.45)

/ . (04] 2 2
tapt+tyg ~ 2(t+18)—(t1+13) [dlmn(?)} k;

o fareos (%)) s [drcos (%) +2020088]" | &

+1i [ 2t cos( 5 ) + 213 <d1 cos( 3 > +2dzcos[3>} (2.46)

Q

(tac +tac)”

(ty+15) — {1‘2 [dgcos[i] /2415 [Zdl cos< 5 >+2dzcos[3] /2}k§

+i {t2d2 cos B — 15 [2d1 cos ( . ) +2d, cos ﬁ] } (2.47)
0 que resulta em um novo hamiltoniano,

2 2 2 24
o [ IR Sk ik | (2.48)
8+ YkZ +pki —ixky o+ MikE 4 Myk;



onde as novas constantes foram definidas como,

Up

0

Y

Y

Nk

My

4t4a
2(2‘1 +t3) 41415,

—(t1+13) [dl sin (%)}2,

()] Sienp?

—13 [dl cos( 5 ) +2dzcos[3} —5 [Zdl cos< > )+dzcos[3}

—2t1d cos < 3 > +trdycos B

+213 d1 COS< > )—I—Zdzcosﬁ] — 15 [Zdl cos( 5 ) +d2cosﬁ}

- 2
—214 _dl sin (%)] ,

—2t4 a’1 cos< > )+dzcos[3}

Para o novo hamiltoniano obtemos as energias dadas por,

B = U0+ + 16 £ /(8 + %k + 3K + 2K,

53

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

onde os sinais + e — referem-se a energia da banda de conducao (valéncia). Os valores dos

parametros do continuo encontram-se na tabela a seguir.

Tabela 2 —Parametros do modelo continuo do fosforeno.

Parametro Valor

U —0.42eV
e 0.58eV-A’
Ty 1.01ev-A?
o 0.76eV°
X 5.25eV-A
Y% 3.93eV-A°
¥ 3.83eV- A

Fonte: Adaptado da Ref. (Junior; Katsnelson, 2015).



54

2.1.5.1 Autoestados para o modelo continuo

Utilizando o hamiltoniano (7¢°), determinaremos os autoestados correspondentes.

Expressando os termos da diagonal nao-principal de .5# como,

0+ 'Ykk)% + yyki +ixky = \/(6 + Yek2 + }’yk§)2 + (xky)2e+i9k,

2xky ]
fo—1-1

6, = arctan {

com fy e f_ dados por

fe=(uo £ 8)+ (M EW)ki + (My £ %)k
podemos reescrever .7 da seguinte maneira

6,
] &t
% = 0 ’
Ere Yk &1

onde & e & sdo

i 2
o=l 82=\/ (535) +ann

Escrevendo as fungdes de onda de .74 como

1
(1))

Y =

Y

onde @1 = ¢4 + Pp € P» = ¢p + @Oc sdo sobreposi¢des das funcdes de onda nas quatro sub-redes,

temos que a equacdo de autovetores de J7),

0
£ &' | 1
() _E (0

ge O g (053 (053

Usando as equagdes para &, encontramos que os autoestados do Hamiltoniano do modelo

continuo sao dados por

com A = 1(—1) para elétrons (buracos).
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2.1.6 Teorema do modelo efetivo para o fosforeno

Massa efetiva, ou tensor de massa efetiva, € o termo que os elétrons parecem possuir
quando respondem a interagdes de for¢a. O comportamento dos elétrons na presenga de uma rede
cristalina esté sujeito a inimeras interagdes. Isso acontece, pois a rede cristalina € composta por
infinitos &tomos organizados de maneira periédica. Pode-se mostrar que o sistema constituido
por um elétron nesta configuragdo equivale ao sistema composto por uma tnica quasiparticula
livre, que possui uma carga igual a do elétron (no caso de estarmos nos referindo a banda de
conducdo) e tem uma massa efetiva diferente da massa do elétron livre (Ashcroft; Mermin, 1976).
A seguir, demonstraremos o respectivo teorema do modelo efetivo.

Partindo da equacdo de Schrodinger independente do tempo que descreve um elétron

na presenca de um potencial periddico V (7), temos

v i) = B

onde m, € a massa do elétron livre. De acordo com o Teorema de Bloch, podemos escrever o
autoestado W(7) como y(7) = e’ "u; (¥), onde u;(¥) é uma fungdo com a mesma periodicidade

do potencial V (¥) (Ashcroft; Mermin, 1976). Podemos entdo escrever,
(ho +h1 + h2)ur () = Eu(7),

onde cada termo €,

hy = +V(7)

h = —p-k

hy =

Como ¢ possivel verificar, o termo /y descreve o sistema para o caso em que k= (0,0,0) e
hy, hy sdo perturbacdes do termo hg. Isso significa que analisamos as estruturas de bandas nas
proximidades do ponto I'. Dessa forma, utilizando a teoria de perturbacdo independente do

tempo, temos que a energia do estado n, corrigida até a segunda ordem, € dada por,

, (2.57)

z o [l + o ug)
E"(k) = E"(0) + (up|h1 + ho|ug) + ) = =
izn E"(0)—E'(0)

onde u((7) é o n-ésimo autoestado do Hamiltoniano néo perturbado /o,

houy(7) = E" (0)u(7),
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e que estd associado a energia ndo perturbada E” (6) Devemos enfatizar que a soma em Eq. (2.57)

é realizada sobre todas as bandas, exceto a de [ = n. Utilizando (u}|ul) = &;;, obtemos para E,,

. . hzkz hz l 2
E"&) = E"(0) + >— + — Ml& (2.58)
2me — my iz E"(0) — E'(0)
0 que ainda pode ser escrita como,
E"(k) = E"(0) + hzk L% 2.59
"op
onde,
1 _ Z ”o‘Pa|uo><”0‘Pﬁyuo>
meg e 2 &z EN0)-E©0)

€ o tensor de massa efetiva para a banda de indice n. O carater tensorial da massa efetiva se deve
ao fato de as distribuicdes atdmicas do material poderem ser diferentes em dire¢des distintas do
espaco real, o que resulta em massas efetivas distintas em cada dire¢do. Outro ponto importante
€ que toda a informacao de que os portadores de carga sofrem a influéncia dos atomos da rede
estd contida na massa efetiva. Isso pode ser entendido ao se observar que m¢, ﬁ depende de ug(7)
e E ”(0), que sdo os autoestados e as energias do Hamiltoniano que contém o potencial periddico.
Dessa maneira, nas proximidades do ponto I', podemos descrever a estrutura de bandas de um
elétron na presenca de uma rede cristalina por meio da dispersao de uma “particula” livre de
massa mg, ﬁ Como essa “particula” ndo € fisica, chamamos-a de quasiparticula.
Alternativamente, o tensor de massa efetiva também pode ser obtido se as bandas de
energia forem conhecidas. Expandindo a n-ésima banda em série de Taylor em torno do ponto I,

obtemos
1 0%E"

Z . Tradky ———kakg. (2.60)

- - JE"
E"(k) = E"(0) +Zl: a—kl
Comparando segundo somatério da Eq. (2.60) com o dltimo termo da Eq. (2.59), vemos que o
tensor massa efetiva € proporcional ao inverso da curvatura das bandas de energia,
ef h2
Map = gpn |
m k=0

(2.61)

No caso da monocamada de fésforo negro, fazemos uso de &+ dado pela Eq. (2.56),

a fim de determinarmos as massas efetivas para elétrons e buracos nas direcdes x € y ao redores
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do ponto I', temos entdo que,

82Ee(h) _ 2’)/)6(5+3’}/kk)%+’}’yk§)kx
2 X
2 O+ 1 +5)% + 27
I?Eyp P 29%,(8 4 3k3 )y + Xk,
ok Y S - VA2 4+ v 2)2 4+ 7242 ’
y (6 + Wkz + Wky)* + X k5

e as massas efetivas sendo,

aw__F
2(MeE%)’
(&
el _ e
Y2t x2/26)

onde o sinal positivo (negativo) representa a massa efetiva para elétrons (buracos). Os valores
numéricos para as massas efetivas acima sdo m$ = 0.846me,m; = 0.166me,m)’§ =1.14m, e
m;’ = 0.182m,, onde m, é a massa do elétron livre (Jr.; Katsnelson, 2015). Utilizando as massas

efetivas, podemos escrever uma expressao aproximada para as energias, assim sendo,

/B
Er=(up+d)+ ki+ K,
2m;(h) ! Zm;(h) Y

onde o sinal de + (—) se refere a energia da banda de condugéo (valéncia), e o termo (up & 0)
representa um shift no espectro de energia. Assim, na aproximac¢do de massa efetiva, observamos
que os niveis de energia da monocamada de fosforeno formam elipses no espago de momentos.
O modelo de massa efetiva € menos abrangente do que o modelo continuo. Entretanto, esse

modelo tem sido utilizado para obter resultados aproximados importantes.
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3 NANOFITAS DE FOSFORENO

Nesta secao, o foco serd o estudo de nanofitas. Para tanto, tomaremos a ordem
16gica adotada na secdo anterior, em que trabalhamos com uma folha infinita, considerando dois
(Flz_hop), cinco (FI5_hop) e dez (Flm_hop) parametros de hopping. Assim, para o modelo ﬁz—hop,
a dinamica dos portadores de carga em uma monocamada de fésforo negro pode ser descrita,
como visto anteriormente, pelo seguinte hamiltoniano TB,

[:IZ—hop =1 Z <(33~L[;j —l—d?@j —l—f?jdj + éjcf,) +1 Z <d§@j + IA?;rdA, —l—@:-fdj —|—d’?iﬂj> ,
(i) (i)
onde temos uma estrutura cristalina com quatro sitios (a, b, ¢, d) em sua célula unitdria e a soma
sobre (i, j) significa que percorremos os primeiros vizinhos mais préximos. Adotando k, como
um bom niimero quantico, podemos escrever os operadores de criacao e aniquilagdo no espago
dos momentos na forma,
1 . 1 .
AR R e AR

em que N, é o nimero de células unitdrias e g = {a,b,c,d}. Para os sites a e d, teremos
n=2,4,6,..;parabec,teremosn =1,3,5,...;e paraaed, teremos n,n’ =1,2,3,4,5,.... A
disposicao dos atomos nas bordas para a obtencao dos diferentes recortes é demonstrada na
Fig. 17. Ressalta-se que a disposi¢do atdmica pode variar conforme a conveng¢do da tag dos
sitios na célula unitdria. A convencao de cdlculos a seguir mantém-se as adotadas nos capitulos
anteriores, descritas na Fig. 9.

Aplicando os operadores de criacio e aniquilagdo ao hamiltoniano FIz_hop, separando
cada elemento na forma,

FIQ,hOp = n Z ﬁj@j—i—tl Z d?@j—i—tl Z l;jdj—l—tl Z éjdAj
(i.j) (i.j) (i.j) (i.J)

‘HzZ&jéj‘thZlA?jCij‘thZéjdj—i—fzZd’?l;j, (3.1
(i,j) (i.7) (i.7) (i,j)

e respeitando a ordem dos elementos, pode-se escrever,
Hrhop = Hi+Ho+ (H +H) +Hs+Hy+ (Hs +Hy)* (3.2)

assim, podemos obter cada elemento do hamiltoniano. Portanto, faremos uso de uma substitui¢cdo
simples em que x; = —(x; — x;) +x;. Essa soma zero permitird que usemos a propriedade de

ortogonalidade entre k, e k;.
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Figura 17 —Tipos de borda normais e enviesadas para diferentes configuracdes de terminacao,
respeitando a conven¢do de indexacao indicada no quadro central da figura; as bordas sdo obtidas
pela geometria do sitio atdbmico, conforme demonstrado em cada quadro.

[Normal — zigzag DCBA| [Normal — zigzag DCDC] [Normal — zigzag BABA|
D — D — B —
- C H% | *}%
B b3 B m
A — C — A —
[Normal — zigzag / barbal [Normal — barba / barbal
B C —
4 *)—> g .D B —
z Be ap
Y 3 ﬁ (")
oo A oo
¢ — C —>
B — B —
[Normal — armchair] Skewed — armchair] Skewed — zigzag
D
CB — c D, A C_>—> A
DA — B —

B —
CB — A —e gk A 35 eR

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dessa forma, fazendo membro a membro,

1 : 1 A o
H =1 Z ZZ&T e~ thai ZZb o etk
ky,n k.,
(i) \VNue 5 VlNue i ="
X
n SR ik ik
= X Y Y a by e e (3.3)
() kx,k;n,n/
e somente para as exponenciais,
. o/ . !
efzkxx,' e’kxxj _ eflkxx,- elkx[—(Xi—Xj)+Xj]

_ e—i(kx—k;)xl' e—ik;(xi—xj')7 (3.4)
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podemos escrever o termo,

Ho= gb Y E Yl e e k)

€ (i.)) kx7k n n
— 1 Z Zakﬂn Lze—l(kx—k;)xi Ze x, j
kx,k nn o Nuc i
=n) Zakx, ¢l S i Ras, (3.5)
ka(xn,n

onde o termo R4p € o deslocamento entre os sitios a e b na rede. E imediato ver que,

*
Hf =1 Z Zbkx, Ay O i Rip. (3.6)
kx,kxn,n

Para os termos H,, H3 e Hy, segue o raciocinio andlogo. Assim,

_ L 7T —ikyx; L A ik;x,-
H, = tl([.’Zﬁ \/]V—Mcggdkx,ne \/ZV_WkZ/;Ckx,ne

_ Z y Z e ke ik

Nuc () ky ko non

‘kx_kx —I Xj
- LYY, o (k) it (5-x,)

(i) kx,k nn

1 —i(ke—k, )x; .
= 0 ¥ Tl (X U0 (mesten)
kx,kjcn,n/ ue i J
_ oA 5
= n) dex,nck;,n’ e, RDC (3.7)

/ !/
ky,k, n,n

1 AT oA —ikex; ik
— X
= Y F F e

€ (i.J) kx,ki n7n/

1w il ) L
= n Z Zakxm k n N_ucze l<kA kx>xl Ze—lk;(xz—x])
1

kx k na F

= b Z Zak anx’ ;EAC, (3.8)
kx,k nn

c,
Hy = B Z Z Z[;Zx.n‘ik’ y o ki eik;xi
Nuc <i,]> kx,k; n,n, ’ X0

= 1 Z Zbk i Lze*i<krk;)xi Ze—ik;(x,-—xj)
kx,k nn Nuc i 7

= 1 Z Zbk nd K. ,6/% ’RBD 3.9
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Os termos conjugados ficam,

Hy = 1 Z chmn Sk ' Ry (3.10)
kx,k nn

Hgk = Iy Z chx’n / /6,()(7 ’RAC (3.11)
kx,k nn

HX — t2 Z Z kx,k, RBD’ (3.12)
kx,k nn

O hamiltoniano fica entao,

. — AT ~ —
= h Z Z (akk,n ;,n k;RAB +dkx,nck;.,n/ 6kx,k;RDC —l—h.C)
kx,k nn

1 Z Z (akx,nckx,n/ 5kx,k; Rac + Bzx,ndAk;,n' 5kx,k; Rpp + h'C) (3.13)
kr,k n n

Com o hamiltoniano dado pela Eq. (3.13), podemos utilizar a equacdo de Heisenberg

para determinar os autoestados do sistema. Temos entdo,

dgAk n —i ~
X 3 — A ;H ,
dt h [8kiH]
ou melhor
. d 8k, . A R
ih o n_ [gkx,n;H} :Egkx,n- (3.14)

Primeiramente, trataremos do caso de interagdo entre dois hoppings e, em seguida, indicaremos
a forma de cada termo para obter os modelos com 5 e 10 interacdes. Aplicando as relagdes de

comutagao, temos,

day. , N PN
TX’ = [aknsH] = dx nH—Hay
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Reorganizando elemento a elemento, obtemos,

-] — K o 5
[ak;,n”H] = n Z Z (akx,n’ akx,nbk 2%, X RAB+ak 1dion ck;,n’ékx7k;RDC
n /I(XJ(/

A Rt

ak;,n’ bkx,n
AT pT 7 3]
+t22 Z (akx,n’ A Gt 5kx ' Rac +ay by, dk;,n/Skx,k;RBD

””/kx,k

N =3 N "T A =
ag w 6kx,k' Rap+ay G ndy 6kx7k_; RDC)

A 7~ A 3% A AT 7 3%
Ay w bkx,n ag w Skx,k; Rap+ A w Cken dk;”n’ Skx7k; RDC)

. — AT N N —
n Z Z <akx,n K A 5kx,k; Rap+dy , K U 5kx,k; Rpc

/

ni' ke K
le,n ﬁk;,n/ dk;.7n’ 5kx7k; E:B + 6Zx,n dAk;,n’ dk;,n/ 5kX7k;RI*JC )
- Z Z <akx,n Ck;,n’ LAlk;“n, 6kx,k; EAC + szvn dAk;JI, cAlk)/”n, 5kx,k; EBD
" ke ke
[;Zmn a’\k;,n’ aAk’ 5kx ! RAB + Ck n a/,\k/ ’dk;,n’ 5kx,k; ﬁEC)

agrupando termo a termo e aplicando novamente as propriedades fermionicas dos operadores,

obtemos,

[ak;,n/;H} = leZbkn O, .0, ’RABJF’ZZZCkx, e k.9 ’RAC’
nnk)ﬁk ””k)ﬁk

de forma que para os demais operadores obtemos,

bk;,n/;H = 1 Z Z akp kA,k n7 ’RAB +t22 Z d / /8 o . RBD,
) ) nn’kx’ nn' kx:

CuniH| = lede, e K ’5 ’RDC+t2ZZak km’6,'RAC’
) . nn' ke k. nn' ko K

-A . A- o _’*
dy sH| = 1 Z Z O .0, ’RDCHZZ Z byt O i Ot R
- B nn' kx, n,n' ke

. / . . ~
Por fim, organizando os termos e fazendo k, = k, e comprimindo a notac¢do, temos,

_aAkx,nl;H_ = ZZZ’;]{M n,n' —|—Z ch nn’

) ) nn ky nn' o k.

bifl] = L (3h) + L ¥ dy it

) ; nn' ky n,n kx,k

[ o4 7 DC *
Ckx,n/;H - szkxvn, <Tn,n’> +Z Z akx,n ( nn’)
) ; n,n' ky nn kx,k

G i) = Xttt L Y by ()

/
nn' ky n,n' kx,k
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e em forma matricial,

ZZ];kx7n’ +Z Z Ck;, ’ nn’ = E(kx)aAkx,n/

nn' ky nn' ke k.
Y Y (50) + X L dyrin = EGb,
n,n' ky nn' e k.
*
Y Ve () + L L (315) = £,
n.n/ ' ke ki,
Y et L ¥ by (W) = Ek)d,,
nn ky nn’k)ﬁ /

onde usamos a Eq> 3.14, e o seu equivalente matricial €,

0], < [TABIN, <Ny [TACINy xNe 0], <A
[(TaB)Ingxnvy  [O]Ngxvg [Olngxne — [TBDINgxNp
y(kX) =
[(TaC)*INex N, (0] NexNg Olnexne — [(Tpe) INexin
Olvpxn, — [(T8D) INpxNg  [TDCNpxNe [O]Npxvp

Note que o coeficiente 7213, ¢ obtido mantendo fixo um sitio atdbmico do tipo A em uma linha
n e somando todas as contribui¢des dos sitios B; de uma linha n’. Os demais coeficientes sdo
calculados pelo mesmo procedimento. Para os demais modelos, cinco de dez hoppings podem
ser obtidos, passo a passo, seguindo o método demonstrado acima. A matriz 7 (k,) cinco e dez

sao0 respectivamente,

0N, N, [TaB+ Typlvaxng  [Tac + TaclnyxNe [0] 3, xNp
[(TaB + Typ) “INpxN [0] s x v [0] N x NG [T8D + TpplNpxNp
ryb'—hop(kx) =
[(Tac + The) “INe <, [0]Nex N [O]NexNe [(Tpc + Tpe) “Inexnp
[0]np <N [(t8D + T5p)*INpxN  [TDC + TpelNpxNe [0]np %N
e sendo,

/ /!
D = Taa + Tys + Taa,

/ /!
& = Tap+ Typ+ Tap + Typ,
F = Tac+ Tae + The,

= TAD-
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temos a matriz,

[‘@]NA X Ng [g]NA XNp [g]NA X N¢ [E]NA XNp

[g*]NBXNA ['@]NBXNB [g*]NBXNC [g]NBXND
%0—!1017:

[g]NCXNA [ng]NCXNB [Q]NCXNC [g]NCXND

[ﬁ*]NDXNA [g]NDXNB [éa*]NDXNC [‘@]NDXND

Tais matrizes surgem na busca de solu¢gdes em sistemas lineares de grande porte,
como € o caso de hamiltonianos de nanofitas cujo tamanho é proporcional a sua largura. Estas
matrizes podem ser resolvidas facilmente por meio de técnicas numéricas. Neste tratamento,
elas sdo tratadas como blocos em matrizes esparsas e preenchidas elemento a elemento, de
acordo com a ordem de interacdo dos operadores fermidnicos, como demonstrado nas equagdes
acima. Diferentes ferramentas computacionais podem ser utilizadas para buscar a solu¢@o desses
sistemas TB. Contudo, optaremos pelo uso da biblioteca em Python chamada Kwant (Groth et
al., 2014). Essa biblioteca implementa o formalismo de Landauer-Biittiker e com total suporte

para os estudos das propriedades de transporte desses sistemas.

3.1 Formalismo de Landauer-Biittiker

As propriedades de transporte em sistemas reduzidos a escala mesoscépica revelaram
diversos efeitos inesperados. Verificou-se, por exemplo, que a resisténcia em uma guia de ondas
balisticas € finita, quantizada e funca@o de sua largura, o que leva ao surgimento de patamares
discretos na resisténcia Hall a medida que se varia o campo magnético aplicado (Wees et al.,
1988; Wharam et al., 1988; Klitzing et al., 1980). Uma abordagem amplamente utilizada para
compreender as particularidades do transporte mesoscépico € o formalismo de Landauer-Biittiker
(Landauer, 1970; Biittiker et al., 1985; Datta, 1997; Groth et al., 2014). Nele, a corrente que
atravessa a amostra esta diretamente relacionada a probabilidade de transmissao eletronica pelo
sistema, o que € conceitualmente intuitivo. Na Fig. 18 hd um exemplo de sistema tipico do
respectivo formalismo. Nele, reservatorios, tratados como regides com simetria translacional em
apenas uma direcdo e comumente chamados de leads (eletrodos), sdo conectados a uma regidao
central onde ocorrem fendmenos de espalhamento.

As equagdes de Landauer-Biittiker estabelecem a seguinte relacdo entre as correntes
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que fluem pelos contatos e os potenciais quimicos dos reservatorios
e
1, = —ZZ/dE Tog(E) [fo(E) — fH(E)], (3.15)
q

onde p e g identificam os diferentes terminais, —e ¢ a carga eletronica, f,(E) ¢ a distribuigdo de
Fermi-Dirac do reservatorio p (assumida em equilibrio térmico), e )4 sdo os coeficientes de
transmissao para que elétrons passem do terminal ¢ para o terminal p.

Figura 18 —Exemplo de configuracdo de aplicacdo do formalismo de Landauer-Biittiker. O dispo-

sitivo central é conectado a contatos semi-infinitos, que o alimentam com elétrons provenientes
de um reservatorio eletronico.

Electron reservoir

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para pequenas diferencas de potencial entre os reservatdrios, essa relacdo pode ser
linearizada; assumindo também temperatura 7 = 0 a partir deste ponto, obtemos,

e

2
Iy = 5 L Tpa(Er) (Vp = Vo), (3.16)
q

onde V, = % ¢ a tensdo no reservatorio p e Er € a energia de Fermi do sistema. Dessa maneira,
as caracteristicas de corrente-tensao do dispositivo podem ser totalmente determinadas pelo
célculo dos coeficientes de transmissdo 7, entre todos os contatos.

Esses coeficientes de transmissdo podem ser escritos como somas das probabilidades

de transmissao,

Tpq = Z jthe)?, (3.17)

m,n

onde t}} é a amplitude de fluxo eletronico para um elétron que deixa o dispositivo através do

canal m no contato p, quando a amplitude de fluxo incidente estd no canal g no contato i. Para
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definir as amplitudes de entrada e saida de forma invariante sob translacdes na direcao longitudi-
nal, € necessario considerar tanto os modos transversais discretos dos contatos (resultantes da
quantizacdo de tamanho na direcdo transversal) quanto o spin. As amplitudes 5% assumem a
forma dos elementos da matriz de espalhamento do nosso sistema. A conservagdo de corrente
¢ refletida na unitariedade da matriz de espalhamento, levando a seguinte restricdo sobre os

coeficientes de transmissao,

Y Tpq(E) = Y. T;p(E). (3.18)
p p

Essa abordagem € valida apenas para dispositivos coerentes em fase. Caso contrario,
a descricao em termos de modos de entrada e de saida perde sua validade. Nao obstante, é
importante notar que efeitos ineldsticos podem ocorrer nos préprios contatos eletronicos, mesmo
na presenca de transportes coerentes. Neste caso, a dissipacdo de energia ocorre exclusivamente
nos leads. Ademais, as relagdes para os coeficientes de transmissdo respeitam a simetria

Tpy(+B) = Typ(—B).
3.1.1 Nanofitas - kwant

Pode-se visualizar a dispersdao de cada tipo de borda na Fig. 19, destacando os
modelos TB mencionados anteriormente. A figura apresenta as relagdes de dispersdo E (k) para
nanofitas com quatro tipos de bordas: nZZ, nAC, sZZ e nAC. Elas sdo calculadas com dois, cinco
e dez hoppings. O resultado mais marcante aparece nas nanofitas com bordas nZZ e nAC. A
presenca de bandas planas (ou quase planas) proximas ao nivel de Fermi, caracteristica assinatura
dos estados de borda localizados, cuja existéncia independe do nimero de termos de hopping
considerados. Eles apresentam-se de forma degenerada, e 2 medida que se considera o nimero
de interagdes de hoppings maior, a curvatura na dispersdo € acentuada. Passando de totalmente
planos no modelo de dois hoppings a quase planos no modelo de dez.

No caso da nanofita sZZ, a estrutura de bandas apresenta um comportamento peculiar.
Diferentemente da nZZ, que apresenta estados de borda bem localizados, a sZZ exibe um gap
consideravel e auséncia total de estados de borda. Essa caracteristica aproxima a sZZ da nAC,
que também € isolante e desprovida de bandas quase planas. A dispersdo de energia na sZZ é,
portanto, tipica de um semiconductor de gap direto.

Nas nanofitas nAC, observa-se um gap bem definido no ponto k = 0, com bandas

que formam uma estrutura conica reminiscente dos cones de Dirac do grafeno bulk, e o gap
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diminui progressivamente com o aumento do nimero de hoppings, indicando que termos de
hopping de longo alcance reduzem o confinamento quantico lateral. Em contraste, a nanofita
nAC apresenta duas bandas degeneradas ‘quase planas’ situadas no meio do gap, andlogas
as observadas na nZZ. Essas bandas surgem devido a forte anisotropia das ligacdes atdmicas:
quando as ligacdes em uma direcdo predominam significativamente sobre as demais, criam-se
condi¢des para o confinamento de estados eletronicos nas bordas, resultando em niveis de energia
quase degenerados ao longo de toda a zona de Brillouin. Esse comportamento € caracteristico
de bordas do tipo enviesadas e normais na dire¢ao zigzag, enquanto, nas bordas sZZ e nAC, a

anisotropia ndo € suficiente para gerar tais estados, mantendo o gap isolante.

Figura 19 —Relacdo de dispersdo para nanofitas com bordas nZZ, nAC, sZZ e nAC. Destacam-se
os modelos de dois (vermelho), cinco (azul) e dez (verde) hoppings.

— 2 hoppings — 5 hoppings — 10 hoppings
nZZ nAC SZZ sAC

E (eV)

- 0
Fonte: Elaborada pelo autor.

Além das bordas de recorte bem comportadas, normais e enviesadas, podemos
também obter o espectro de bordas barbadas (do inglés beard) - veja Fig. 17. Por sua vez, na Fig.
20 demonstramos a emergéncia de bandas de borda quasi-planas em nanofitas de fosforeno e
sua relacdo fundamental com o parametro de transferéncia #4. Os plots superiores mostram a
estrutura de bandas para trés configuracdes de borda (ambas zigzag, zigzag-beard e beard) com
valores reais de #4 distintos de zero. Neles, observam-se bandas ‘quasi-planas’ (destacadas em

magenta) isoladas da banda bulk nas configuracdes que incluem bordas zigzag, mas ausentes na
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nanofita beard-beard. Estas bandas exibem degenerescéncia dupla para bordas zigzag-zigzag e

nao degenerada para zigzag-beard (Ezawa, 2014).

Figura 20 —Relagdo de dispersdo de nanofitas de fosforeno quando a energia de transferéncia #4
€ ndo nula e zero nos quadros superiores, onde a borda € zigzag e a outra borda é com barba.
Ambas as bordas tém barba. O modo de borda “quasi-plano” aparece no primeiro e no segundo
grafico. Quando configuramos 74 = 0, a banda quasi-plana se torna perfeitamente plana.

— u#0 — =0

Zigzag - Zigza Zigzag - Beard Beard - Beard

A\ A\
=4

~ N il

- 0 T —T 0 T —T 0

D @ ¢

a

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os painéis inferiores da Fig. 20 revelam o efeito decisivo de #4 sobre as bandas
de borda: ao anular esse parametro, as bandas quasi-planas tornam-se perfeitamente planas,
mantendo-se isoladas da banda bulk nas configuracdes com bordas zigzag, mas permanecendo
ausentes na nanofita beard-beard. Essa transformacdo demonstra que #4 é o responsdvel pela
curvatura residual que caracteriza o carater “quasi-plano” no modelo original. A continua
auséncia de bandas de borda nos casos beard-beard reforga a ideia de que o fendmeno depende
topologicamente da presenca de bordas zigzag. Assim, a Fig. 20 evidencia que a existéncia de
bandas isoladas estd fenomenologicamente vinculada as bordas zigzag, enquanto a curvatura

dessas bandas € controlada por 74, que atua como um termo perturbativo sobre a banda plana



idealizada.
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4 MODELO CONTINUO

O estudo de nanofitas, baseado em abordagens de TB e em simulacdes por primeiros
principios, resulta em solucdes que fornecem informacgdes e insights bastante valiosos. No
entanto, abordagens puramente computacionais tendem a perder o sentido quando se busca
compreender os mecanismos fundamentais por trds dos fendmenos fisicos. Dessa forma, nesta
secdo, busca-se apresentar uma extensao das solugdes continuas para nanofitas de fosforeno, indo
além do que foi proposto por Sousa et al. (2016), que apresentou solucdes para os tipos de borda
nZZ e nAC. Assim, neste capitulo, procura-se estabelecer condi¢des de contorno apropriadas
para bordas enviesadas, sZZ e nAC.

Uma solug@o analitica torna-se importante, pois facilita a andlise do comportamento
eletronico, sendo ttil para o estudo de nanodispositivos, permitindo célculos diretos de coefi-
cientes de transporte e até mesmo a investigacdo da tunabilidade em bicamadas ou em poucas
camadas de fosforeno. Passaremos, entdo, a abordagem que parte do hamiltoniano reduzido e
reescrito por meio da transformada de Fourier, utilizando o comportamento da funcdo de onda

obtida numericamente para as estruturas.

4.1 Condicoes de quiralidade para bordas enviesadas

A constru¢do de uma monocamada de fésforo negro consiste em dtomos de fosforo
ligados covalentemente a trés vizinhos (hibridizagdo sp3). Os valores de estrutura para o
comprimento das ligacdes sdo dados por a; = 2,22 A, a, = 2,24 Ae os angulos entre elas
o =96,5° e B =72° (Sousa et al., 2017). As dimensdes da célula unitdria sdo obtidas pelas
projegdes [| =2a;sin g el =2 (a1 sin § 4 a, cos [3) Como comentado anteriormente, podemos
cortar uma monocamada de fosforeno em diferentes dire¢des, obtendo dessa forma nanofitas
com diferentes geometrias de borda. A orientacdo do corte é caracterizada pelo angulo quiral 6,

dado por,
0.(n1,ny) = arctan (@) , 4.1)
nity
onde n; e ny sdo nimeros inteiros. Os angulos 6, para as bordas normais sdo 6.(1,0) =0° e
0.(0,1) = 90° respectivamente, zigzag e armchair. Enquanto para as bordas enviesadas sdo
0:.(1,1) =23,6° ¢ 6,(3,1) = 52,65°, respectivamente zigzag e armchair. O pardmetro de rede

de cada nanofita depende do valor de seu correspondente (n,n;) e é dado por I(ny,n;) =
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\/ (n111)2+ (nalp)2. Assim, para s bordas nZZ e nAC temos respectivamente /2% = 3,31 Ae
lAC =434 A. E, para as enviesadas nAC e nAC, temos, respectivamente , ZAC 10,84 Ae

172 =546 A.
4.1.1 Condigoes de contorno

Partimos agora do ferramental tedrico apresentado na Subsec¢do 2.1.5 no contexto
do modelo continuo. Resgatamos o modelo reduzido de duas bandas (Eq. 2.48) e obtemos
0 hamiltoniano de longo comprimento de onda, no qual descrevemos os portadores de baixa
energia em uma folha de fosforeno ao redor do ponto I'.

Figura 21 — Representacido de uma nanofita geral, inclinada, com larguras y =0ey =W. A
direcdo de invariincia translacional da nanofita é definida por x’, modulada pelo 4ngulo geral 6.

As nanofitas nZZ,sAC, sZZ e nAC sao obtidas quando 6 é dado, respectivamente, por 6 = 0°,
60 =23,6°, 0 =52,65°e 6 =90°.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Usando a Eq. (2.1.5),

o uo+Meks +yky 8+ %ki 4+ Bky +ixky
8+ WkZ 4+ KkZ —ixky  uo+ ki + Nyk; ’

A fim de aliviarmos a notacao, definimos,

A=ug+nk;+mky,  B=38+1k +nk.
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assim, podemos reescrever,

A B+iyxky
—ixky A

H' =
Utilizando transformagdo unitaria para os estados a altura da energia de Fermi,

U:— 5 U-{‘:U,

V2 1 -1

fazemos a operagdo usual % = U’ .#'U. Primeiro, calculemos o produto .7#"U,

. A Btixk\ (1 1\ 1 [A+B+ixk, A-B—ixk
V2 \B-ixk, A 1 —1) V2\A+B-ixk, —A+B—iyk

Agora, multiplicamos por UT = U a esquerda,

1 1\ (A+B+ixk, A—B—ixk
1 —1) \A+B—ixk, —A+B—ixk,

H=U(A'U) =

| —

Realizando os produtos, obtemos

1
Ja1 = 5 [(A+B+ixky)+(A+B—ixky)] =A+B,
1
A = S[A=B—ixky)+(-A+B—ixk)] = —ixky,
1
G = 5 [(A+B+ixky) — (A+B—ixky)] = ixky,
1
M = F(A-B—ixk)—(~A+B—ixk)|=A-B, 4.2)
€ portanto,
 [A+B —ixk
ixky, A—B

Substituindo os valores de A e B,

A+B = (ug+nik; + k) + (8 + 1iks + 1k
(uo+8) + (e + 1)k + (My + KK
A=B = (uo+nki+myk) — (8 + ks + k)
(

o — 8) + (e — o)ks + (ny — %)k (4.3)

Definindo os novos parametros:
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a=uy+0, B=N+% Y=0+%,

a=uy—06, PB=n—", Y=1m—"%:

obtemos,

o+ B2+ yk2 ik
H = P+ vy ’x Y , (4.4)
—iyky 0+ BkZ + 7k;

com autoestados,

o g [9) _ L [9atdptdctds

0] V2 \ou+op—0c—0p

Por conveniéncia escrevemos os termos do hamiltoniano da Eq. (4.4) em termos das

direcoes x’' e ¥ por k, = ks cos@ —k, sin 0 e k, = k,sin @ — ks cos 0, temos entdo,
¢ yp X y y X y

(ke k) Halky, oy
A (ke k) = (ke kyr) - o y)7
1 (kx’ ) ky’) ) (kx’ ) ky’)

com os elementos,

A (ke ky) = o+ Poky + Yoky + Cokuky,
Ak ky) = @+ Boky + Yoky + Gokyuky,
<%ﬂIZ(kx’aky’) = 5 (kx’aky’) = ixxky + i%yky“ (4.5)

Bo = Pcos’6+ysin?6,

Bo = Pcos’6+ sin’0,

Y9 = Psin’6+ycos’O,

Yo = P sin® 0 + }'/cos2 0,

op = sin(20)(y—p),

Gy — sin(20)(y—B).

Xs = Xsin0,

Xc = Xcos0. (4.6)



74

Partimos do 7 (ky, ky)¥ = EW, escrevemos a forma desacoplada do sistema

A1 (kx’vky’) ¢4+ %Z(kx’aky’) o = E¢y 4.7)
) (kx’vky’) O+ + N 55 (kx’uky’) o— = E¢_. (4.8)
e fazendo ky = —idy e ky = —idy, temos
[O‘ - BO axz’ — 7Y a)% — Og 8x’ay’] o+ + [%x ax’ + Xy ay/] o- = Eo¢y 4.9)
[éc — B9 95— 79 9y — 5o ax/ay/] O — X0+ Xy 0y = E¢-. (4.10)

A fim de escrevermos o sistema para uma nanofita, definimos simetria translacional apenas

. ~ ; / .
ao longo de uma das direcdes, tomando em x' — ¢ (x',y’) = ¥ ¢ (y), assim escreve-se

considerando
8x/ — ik, 8)3, — —k)%/, 8y/ — 8y/,
obtemos
<oc — 7993 + Bok? — icgkx/8y/) 0.+ (xcay/ n m@) 0 — Eo,, @.11)
(a — 7903 + Bok’ — iégkx/8y/> o — (xcay, ¥ ixskx/) 0. = E¢_. 4.12)

Para aliviar a notagdo que se segue, definimos os operadores,

Ly = OC—E—Fﬁgk% —y98y2, —iG@kx/ay/, (4.13)
L, = 0—E-+Poky—7pdj — iGokydy, (4.14)
M = ixsky+ xc0y. (4.15)

As equacdes se reduzem a,

Lo, +Mop_ = 0, (4.16)

Mo, +Lrp- = 0. (4.17)
Para eliminar a varidvel ¢_, isolamos-a a partir da Eq. (4.17), temos,
0 =Ly Moy, (4.18)

onde L, ! denota formalmente o operador inverso. Para evitar a inversdo explicita, substituimos

essa expressdo na Eq. (4.16) e multiplicamos ambos os lados por L,, obtendo,

(LoLy +M*) ¢y = 0. (4.19)
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Como todos os operadores possuem coeficientes constantes, comutam entre si.

Expandindo o produto L,L; e somando M2, obtemos uma equacio diferencial ordindria de quarta

ordem para ¢ (y'), vejamos,

L, =

| —&— 90y — iGokyy| - [ — & — Y90} — iCgky Oy

(—&)(—€) + (—&) (=19 0y) + (—&)(—icokydy)

+ (—7095) (=€) + (—7097) (—1905) + (— 9 957) (—iGpky dy)

+ (—iGgkyy)(—€) + (—iGokydy ) (—Y097) + (—iGoky 0y ) (—iToky dy)
Ee +EYy0y; + iECokyy

+ To€07 + To Yo Oy + i Gekx’a;/

+ iGgeky Oy +iGg Yoky 0y — Gg Ok dy;

Ee+ (EYo + To€ — GoOpky ) 0y + To Yo Oy

+ (iéGg + i(_FQS)kx/ay/ + i(’}_/gGg + 69’}/9)kx/(9;.

onde definimos, € = E — a — By k)%,, E=E—a—Po k)%,, que representam os deslocamentos de

energia em relacao as bandas diagonais, descontadas da contribui¢ado cinética longitudinal. O

termo quadrético M? fica,

M2

(istske + 20y )
(i%skx’ +XCay’) : (iXSkx’ +%cay’)
(iXskx’) (i%skx’) + (iXSkx’) (%ng’) + (%Cay’> (i%skx’) + (Xcay/) (%Cay’)

P A7k + i Xckw Oy + ixeXsOyky + X205

—%szk)%/ + i%s%ckx/ ay/ + i%s%ckx’ ayl + xga)%

— X2 A+ 2ixs x ok dy + %333/7

somando os termos, temos,

(LoLi+M*)9y = (oY) 0y
+ (7900 + G0 ) ky 010+
+ (Y0 + To& + X2 — GoOoky] 970+
+ i[E0g + Go& + 25 X | kv Oy 9+

+ [ee — X7k ¢+
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e definindo os coeficientes como,

ag = Yo%, (4.20)
by = iky(YoOo+Ge7Ys), 4.21)
co = €¥9+E%Ys+ X — OoGoky, (4.22)
dg = iky(Cg€+Goe+2XsXe), (4.23)
fo = €&— x>, (4.24)
obtemos a equagao,
(a0 +bod; +codji +dgdy + fo) 94 (') = 0. (4.25)

A Eq. (4.25) € uma equacdo caracteristica do tipo
4 3 2 —
agZ +bez” +coz”+doz+ fo =0

e sejam {z j}‘;: | suas quatro raizes (distintas ou néo, no caso geral). A solugdo geral para ¢, (y')
é entdo uma combinagdo linear de exponenciais ¢ (y') = Z‘}:l o jezfyl, onde §; sdo constantes de
integracdo a serem determinadas pelas condi¢des de contorno.

Para obter a componente ¢_(y'), retornamos a Eq. (4.16). Como a solugdo ¢, (y') =
Zj':l 0 ,-ezfy/ ¢ uma soma de modos exponenciais, podemos aplicar a relacio modo a modo. Para

o
cada termo €% , temos,

() _ 2 4 ioakuz:
D v s 2 ___Ll B 8—|—’J/9Zj—|—169 2]
0= () = C]Sje 7, com CJ Y sy + Xe2) . (4.26)

Portanto, a solucdo geral para ¢_ é,
4 /
o-() =) Aje”,  A;j=(;é;. (4.27)
j=1

As solugoes completas, ¢, (y') e ¢_(y'), sdo dadas por ¢, (y') = Z‘}:l 0 jezjy' e por (4.27), respec-
tivamente. As oito constantes envolvidas ({§;,A;}) ndo sdo independentes; estdo relacionadas
linearmente por meio de (4.26). A determinacdo dos autovalores E e dos autovetores € realizada
impondo quatro condi¢des de contorno independentes (duas para cada componente) ao sistema

combinado, o que resulta em uma equagado secular para E.
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Se admitirmos uma fita limitada ao longo de uma regido 0 <y’ < W, podemos

escrever as condi¢des de contorno,

¢ (0) = 6 +8+8+0d4,
¢—(0) = 816 +855+ 838+ 848,
0+ (W) = 519V + 862" + 569" + SueV,
o-(W) = 86 + 852 +85e3Y + 8,864V, (4.28)

em que definimos A(y') = ¢4 (y') + ¢p()') e B(Y') = ¢5()') + ¢c()'). Podemos escrever Eq. (4.28)

na forma matricial,

5 1 1 | 1
M(E,ky,6) 2l_| @ < = Gt (4.29)
63 &%l w eZzW €Z3W €Z4W

04 GV GeW GenW fyeV

Como podemos observar, as condi¢cdes de contorno desempenham um papel fun-
damental na determinacdo da natureza da Eq. 4.29, indicando se ela representa um sistema
homogéneo ou ndo homogéneo de equacdes lineares. Essa distingdo € crucial, pois o método
de obtencdo do espectro da nanofita varia significativamente em cada um desses casos. Nas
proximas duas subsecdes, dedicamo-nos a analisar as condicdes de contorno mais adequadas
para descrever corretamente o espectro das quatro configuracdes de nanofitas apresentadas na .
De forma mais especifica, na Subsec. 4.1.2, o foco recai na obtenc¢ao da funcio de onda usando-a
para as nanofitas com bordas condutoras, enquanto na Subseg. 4.1.3, a atencao se volta para a

obten¢do do modelo continuo para as bordas sZZ e nAC.
4.1.2 Funcgdo de onda

Na Fig. 22, observa-se a natureza dos estados de borda que surgem no espectro
eletronico das nanofitas de fosforeno com bordas nZZ e nAC, os quais foram previamente
destacados nas regidoes sombreadas em laranja, as quais se adiciona um zoom desses estados para
as nanofitas nZZ e nAC. Uma caracteristica proeminente observada é a dupla degenerescéncia
dos ramos de estados de borda, evidenciada pelos pares de estados identificados como 1 e 2,
3e4,e5e6emambas as configuracoes. Também demostra-se a densidade de probabilidade
(obtida usando o pacote Kwant) para os pares de estados 1-2, 3-4 e 5-6 da nanofita nZZ e nAC,

respectivamente.
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Figura 22 — Os estados de borda no espectro eletronico das nanofitas nZZ e nAC, indicados na
regido sombreada em laranja. Amostram a densidade de probabilidade dos estados 1 € 2,3 e 4, e
5 e 6, indicados, respectivamente, para nZZ e nAC.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Além disso, a densidade de probabilidade de todos esses estados é fortemente

concentrada nas bordas da nanofita (em y = 0 e y = W), o que confirma sua classifica¢do

como estados de borda. Além disso, observa-se que, em cada par degenerado, os estados estao

localizados em bordas opostas; por exemplo, na nanofita nZZ, o estado 1 estd confinado a uma

borda, enquanto o estado 2 estd localizado na borda oposta. Essa localizagdo nas bordas € uma

caracteristica marcante de fases topologicamente nao triviais em sistemas finitos e € diretamente

responsével pelas propriedades de transporte peculiares observadas nessas nanofitas.
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4.1.3 Condigoes de contorno para borda nAC e sZZ

O espectro das nanofitas de fosforeno com bordas nZZ e nAC contém apenas estados
de bulk (Grujic et al., 2016; Arsoski et al., 2017). Portanto, espera-se que as amplitudes das

sub-redes ¢4 p ¢ p sejam nulas em y’ =0 e y' = W. Em outras palavras,
Ay =0=B1 =0)=Y =W)=%B( =W)=0. (4.30)

Como consequéncia, para nanofitas nAC e nAC, a Eq. (4.29) € um sistema homo-
géneo de equacdes lineares e, para obter solucdes ndo triviais (31, 5,,83,4)7, devemos impor
que

det[M(E, ky, 6)] = 0. 4.31)

Na Fig. 23, comparamos o espectro da nanofita nAC com angulo 6 = 90° e largura
W = 162,19 A, obtido a partir do modelo continuo, com as condi¢des de contorno apropriadas
(curvas azuis), e do modelo tight-binding (TB) (curvas tracejadas vermelhas), para diferentes
aproximacgodes de hopping. Nas Figs. 23(a), 23(b) e 23(c), apresentamos os resultados dos
modelos com 2, 5 e 10 parametros de hopping, respectivamente. Observa-se que o modelo
continuo reproduz com fidelidade as bandas de energia obtidas pelo modelo TB na regido de
baixas energias préxima ao ponto I', com pequenas discrepancias a medida que nos afastamos
do centro da zona de Brillouin.
Figura 23 —Comparacdo entre o espectro da nanofita nAC, com dois, cinco e dez, (a), (b) e (c)
respectivamente (6 = 90°) obtido do modelo continuo com as condi¢des de contorno apropriadas

(curvas azuis) e do modelo TB (curvas tracejadas vermelhas). Aqui, consideramos uma nanofita
nAC com largura W = 162,19. [,4c = 4,34 é o parametro de rede da célula unitaria nAC.

nanofita nAC

-1.2
-1.3

. i 232 1.4 &
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 -02 -01
K (7/lnac) Ky (7/lnac) Ky (7/lnac)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Na Fig. 24, apresentamos a comparagdo entre o espectro da nanofita sZZ com
angulo 6 = 52,65° e largura W = 163,87 A, obtido por meio do modelo continuo, com as
condi¢des de contorno apropriadas (curvas azuis), e do TB (curvas tracejadas vermelhas) para
as diferentes aproximacgdes de hopping. As Figs. 24(a), 24(b) e 24(c) mostram os resultados
para os modelos com 2, 5 e 10 parametros de hopping, respectivamente. Observa-se que o
modelo continuo descreve adequadamente as bandas de energia preditas pelo modelo TB na
regido de baixas energias, particularmente nas proximidades do ponto I'. Para o modelo de 10
parametros [Fig. 24(c)], a concordancia € notavelmente boa em toda a faixa de k,» considerada,
indicando que o limite de longo comprimento de onda é capaz de capturar com precisao a fisica
essencial do sistema quando um nimero suficiente de parametros de hopping € considerado.
Nos modelos com menos parametros [Figs. 24(a) e 24(b)], embora a estrutura geral das bandas
seja capturada, observam-se pequenas discrepancias, especialmente para valores maiores de |ky|,
o que evidencia a importancia de considerar interacoes de maior alcance para uma descri¢ao

quantitativa mais precisa.

Figura 24 — Comparagdo entre o espectro da nanofita sZZ, com dois, cinco e dez, (a), (b) e
(c) respectivamente (6 = 52,65°) obtido do modelo continuo com as condi¢des de contorno
apropriadas (curvas azuis) e do modelo TB (curvas tracejadas vermelhas). Aqui, consideramos
uma nanofita nAC com largura W = 163,87. [;zz = 5,46 ¢ o pardmetro de rede da célula unitéria.

nanofita sZZ
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, investigamos detalhadamente as propriedades eletronicas do fosfo-
reno, uma monocamada de fésforo negro, com foco em sua estrutura de bandas e no compor-
tamento de suas nanofitas sob diferentes condi¢cdes de contorno. Por meio da aplicacdo de TB
com dois, cinco e dez parametros de hopping, foi possivel analisar a influéncia das interagdes
intracamada na dispersao eletronica do material e, em seguida, estender esses resultados ao
dominio analitico do modelo continuo.

No Capitulo 2, reproduzimos e validamos os resultados da literatura para a monoca-
mada infinita de fosforeno. Constatou-se que 0 modelo minimalista (dois hoppings) € capaz de
capturar qualitativamente o bandgap direto no ponto I', porém falha em descrever as dispersdes
em outras direcdes de alta simetria, especialmente nas direcoes [ =X e [-Y. A inclusdo de
parametros adicionais (modelos de cinco e dez hoppings) revelou-se fundamental para uma
descri¢do quantitativa precisa, reproduzindo com alta fidelidade a anisotropia intrinseca do
material e a curvatura correta das bandas de valéncia e de condugdo. A andlise da modulacédo
dos parametros de hopping demonstrou que alteracdes na intensidade das interacdes no plano
(1) e fora do plano (;) induzem transi¢cdes de fase eletronicas significativas, alterando o caréter
do material de isolante para metalico. O parametro #;, em particular, mostrou-se o principal
responsdvel pela abertura do gap direto no ponto I', em razdo de seu cariter repulsivo intrinseco
a estrutura sanfonada do fosforeno.

No Capitulo 3, estendemos a formulagdo para sistemas confinados, estudando na-
nofitas de fosforeno com diferentes terminacdes de borda: nZZ, nAC, sZZ e sAC, além de
configuracdes barbadas (bearded). A andlise revelou uma forte dependéncia da estrutura ele-
tronica na geometria da borda. Em particular, confirmou-se o surgimento de estados de borda
quase-planos nas configuragcdes nZZ e sAC, que atravessam o nivel de Fermi e sdo topologica-
mente protegidos. A investigacdo detalhada do parametro de transferéncia 74 demonstrou que
este termo quebra a simetria de energia e € o responsavel direto pela curvatura residual, que
transforma uma banda perfeitamente plana em quase plana. Ao anular #4, as bandas quase-planas
tornam-se perfeitamente planas, confirmando o papel perturbativo desse parametro sobre o estado
de borda idealizado.

No Capitulo 4, desenvolvemos uma abordagem baseada no modelo continuo, de-
rivado a partir da expansao em série de Taylor do hamiltoniano TB em torno do ponto I,

para descrever analiticamente os estados eletronicos nas nanofitas. Derivamos as condi¢des de
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contorno apropriadas para as bordas nAC e sZZ, obtendo relacdes de dispersao analiticas que
apresentaram excelente concordincia com os resultados numéricos do modelo TB, especialmente
na regido de baixas energias proxima ao ponto I'. A precisdo do modelo continuo aumentou
notavelmente ao incorporar os parametros do modelo TB de dez hoppings, o que valida a eficicia
da abordagem continua para capturar a fisica essencial do confinamento quantico no fosforeno.
As fungdes de onda obtidas confirmaram a localizagc@o dos estados de borda nas extremidades das
nanofitas nZZ e sAC, com decaimento exponencial em dire¢do ao bulk, caracteristica marcante
de fases topologicamente ndo triviais.

Como perspectivas para trabalhos futuros, pretende-se estender a formulagao do
modelo continuo para derivar condi¢des de contorno exatas para as bordas nZZ e sAC, permi-
tindo uma descri¢do analitica completa dos estados de borda topologicamente protegidos. Além
disso, a aplicacdo do formalismo de Landauer-Biittiker, implementado computacionalmente
neste trabalho por meio da biblioteca Kwant, podera ser utilizada para investigar as propriedades
de transporte de carga e spin nessas nanoestruturas, explorando o efeito de defeitos, impurezas
e campos externos elétricos e magnéticos ou mesmo de propriedades topoldgicas. O estudo
da dependéncia do gap em relacao a largura das nanofitas, bem como a investigacdo de hete-
roestruturas baseadas em fosforeno e a tunabilidade do gap em sistemas de poucas camadas,
também representam dire¢Oes promissoras para a exploracao de dispositivos nanoeletronicos e

optoeletronicos baseados neste material bidimensional.
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