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RESUMO

O fosforeno, uma monocamada de fósforo negro, apresenta uma estrutura do tipo favo-de-mel

em vista superior e ondulada nas demais direções. Isto se deve à hibridização do tipo sp3, na qual

cada átomo de fósforo estabelece três ligações covalentes com átomos vizinhos na monocamada.

Em razão disso, nanoestruturas baseadas em fosforeno podem apresentar diferentes terminações

de borda, chamadas de normais e enviesadas, do tipo zigzag e armchair. Na descrição teórica

efetiva da monocamada de fosforeno, a literatura dispõe de modelos tight-binding que consideram

duas, cinco e dez interações de hoppings. Inicialmente, esta pesquisa empregou esses modelos

para descrever a estrutura de bandas do sistema infinito, explorando o papel de cada conexão

energética entre os sítios nas três modelagens teóricas. Constatou-se que ajustes nas intensidades

das interações, tanto no plano quanto fora dele, podem alterar drasticamente as dispersões

eletrônicas das bandas de energia do sistema. Em seguida, utilizando as três modelagens tight-

binding, foram estudadas nanofitas de fosforeno com diferentes larguras e distintos tipos de

terminações de bordas: zigzag normal, armchair normal, zigzag enviesada e armchair enviesada.

Resultados sobre as relações de dispersão e as funções de onda dos estados de borda foram

discutidos. Verificou-se, no caso de nanofitas com bordas zigzag normais e armchair enviesadas,

que ajustes nas contribuições de interação permitem que estados de borda quase-planos se tornem

perfeitamente planos. Como perspectiva, pretende-se empregar a aproximação do contínuo,

derivada da expansão em série de Taylor em torno do ponto Γ do modelo tight-binding, para

descrever as propriedades eletrônicas das diferentes nanofitas de fosforeno. Para tal, serão

propostas condições de contorno adequadas para descrever as propriedades eletrônicas de

nanofitas de fosforeno com bordas enviesadas e normais. Os resultados analíticos poderão,

então, ser comparados com aqueles fornecidos pelos modelos tight-binding. Por fim, busca-se

demonstrar a dependência do bandgap em função da largura das nanofitas.

Palavras-chave: fosforeno; nanofitas; modelo tight-binding; modelo contínuo



ABSTRACT

Phosphorene, a monolayer of black phosphorus, exhibits a honeycomb-like structure in top view

and a puckered structure in other directions. This is due to sp3 hybridization, in which each

phosphorus atom establishes three covalent bonds with neighboring atoms in the monolayer.

As a result, phosphorene-based nanostructures can present different edge terminations, called

normal and skewed, of the zigzag and armchair type. In the effective theoretical description of

the phosphorene monolayer, the literature provides tight-binding models that account for two,

five, or ten hopping interactions. Initially, this research employed these models to describe the

band structure of the infinite system, exploring the role of each energetic connection between

sites in the three theoretical models. It was found that adjustments in the interaction strengths,

in-plane and out-of-plane, can drastically change the electronic dispersions of the system’s

energy bands. Subsequently, using the three tight-binding models, phosphorene nanoribbons

with different widths and distinct edge termination types were studied: normal zigzag, normal

armchair, skewed zigzag, and skewed armchair. Results on the dispersion relations and wave

functions of edge states were discussed. It was verified, for the case of nanoribbons with normal

zigzag and skewed armchair edges, that adjustments in the interaction contributions allow

quasi-flat edge states to become perfectly flat. As a perspective, it is intended to employ the

continuum approximation, derived from the Taylor series expansion around the Γ point of the

tight-binding model, to describe the electronic properties of different phosphorene nanoribbons.

To this end, suitable boundary conditions will be proposed to describe the electronic properties

of phosphorene nanoribbons with skewed and normal edges. The analytical results can then be

compared with those provided by the tight-binding models. Finally, we seek to demonstrate the

dependence of the bandgap on the width of the nanoribbons.

Keywords: phosphorene; nanoribbons; tight-binding model; continuum model
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1 INTRODUÇÃO

O primeiro material 2D obtido é o grafeno (Novoselov et al., 2004). Este tornou-se

notório por suas propriedades físicas, mecânicas e térmicas que, muitas vezes, superam as

propriedades semelhantes de outros materiais. A partir daí, abriu-se um leque de descobertas que

já acumulam mais de 4000 materiais 2D catalogados em atlas (Gjerding et al., 2021). A grande

maioria deles se origina de materiais em camadas unidas por forças de van der Waals fracas

(Butler et al., 2013; Kaul, 2014). Em contrapartida, em uma única camada, os átomos apresentam-

se fortemente ligados covalentemente (estado de menor energia potencial) aos seus vizinhos.

Dessa forma, é relativamente fácil obter esses materiais por meio de esfoliação mecânica em

uma ou poucas camadas. Existem uma série de famílias desses materiais, destacando-se: os

X-enes, que são aqueles constituídos por um único elemento, com átomos dispostos em forma

de favo de mel; os Dicalcogeneto de Metal de Transição (Transition Metal Dichalcogenide)

(TMD), formados por um metal de transição (grupos 4,5 ou 6) e um calcogeneto; os Calcogeneto

Semimetálico (Semimetal Chalcogenide) (SMC) constituidos por um semimental e um calcogênio

e os MX-enes, formado por um metal de transição (grupos 13 e 14) e um carbono ou hidrogênio.

No escopo da física teórica, a fim de se estudar as propriedades físicas de materiais

2D, há uma grande variedade de técnicas analíticas e numéricas utilizadas para diferentes fins.

Exemplos entre as abordagens analíticas são os modelos efetivos e contínuos, a aproximação de

massa efetiva e a expansão k ·p. No bojo das técnicas numéricas, pode-se destacar a Teoria do

Funcional de Densidade (Density Functional Theory) (DFT), que mapeia as estruturas cristalinas

em um sistema fictício de partículas não interagentes, gerando uma densidade eletrônica próxima

da do sistema real. Outra é a aproximação por TB, que aproveita-se da contribuição dos orbitais

de maior importância, que tendem a ser os de maior ocupação eletrônica, aproximando-os como

uma combinação linear (hibridização, sp2 no caso do grafeno). Ademais, há de se mencionar o

método de potenciais empíricos, aproximação por ondas planas etc. (Harrison, 1999; Grosso;

Parravicini, 2014)

Dentre a família dos X − enes, destacam-se os materiais anisotrópicos 2D que, ao

contrário de sistemas isotrópicos (como o grafeno e o Nitreto de Boro Hexagonal (h-BN)),

possuem uma quebra de simetria no plano. Essa assimetria resulta em propriedades físicas

dependentes da orientação cristalográfica. Nesse contexto, a anisotropia óptica surge como

consequência direta de estruturas de baixa simetria, típicas dos sistemas cristalinos monoclínicos,

triclínicos ou ortorrômbicos (Li et al., 2019; Li et al., 2021).
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O material que abriu as portas para essa classe foi o BP. Esse material, juntamente

com a grafita, é um dos poucos cristais lamelares formados por um único elemento químico.

Embora seja o alótropo mais estável (outros alótropos são o fósforo branco, vermelho e violeta)

sua síntese ocorreu apenas séculos após a descoberta do fósforo. O elemento foi isolado

originalmente em 1669 por Hennig Brand, mas o BP só foi observado em 1914 por Percy

Bridgman, que identificou uma transição de fase do fósforo branco submetido a condições de

alta pressão (Carvalho et al., 2016; Bridgman, 1914).

1.1 Fosforeno

Denomina-se fosforeno a contraparte 2D do BP. Diferentemente dos TMD, ele

possui um gap direto e intrínseco no ponto Γ, cujas propriedades são moduláveis via strain,

campo elétrico ou número de camadas. Conforme ilustrado na Fig. 1(b), a natureza direta desse

gap permanece inalterada em uma ampla faixa de parâmetros, embora sua magnitude apresente

forte dependência da espessura do material; os valores variam de ≈ 0,3 eV na configuração de

bulk (indicada pela seta vermelha na estrutura de bandas) a ≈ 1,52 eV na monocamada.

Figura 1 – Observa-se no painel (a) a estrutura cristalina de multicamadas de fósforo negro e (b) a
vista de uma monocamada do ponto de vista lateral em perspectiva e superior. Em (c) apresenta-
se a estrutura de bandas DFT-HSE06 de uma monocamada, (d) destaca-se a dependência do gap
em relação ao número de camadas, (e) à deformação (strain) na rede.

Fonte: Adaptado de Ref. Liu et al. (2014)..

Adicionalmente, na Fig. 1(e), demonstra-se como a deformação mecânica nas di-

reções x e y permite um ajuste fino da resposta eletrônica, uma característica vantajosa para
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aplicações em optoeletrônica e fotônica (Liu et al., 2014; Zhou et al., 2015; Yan et al., 2017).

Essa característica é uma vantagem para aplicações em optoeletrônica, pois permite a fabricação

de dispositivos baseados em mono ou múltiplas camadas – diferentemente dos TMD, que pos-

suem gap direto apenas na configuração de monocamada (Carvalho et al., 2016). Além do mais,

grande porção do espectro eletromagnético do fosforeno é coberta pela dependência do gap

com o número de camadas, abrangendo partes do espectro visível ao infravermelho, fazendo-o

propício a aplicações em fotônica, detectores polarimétricos, sensores de deformação e lasers de

infravermelho (Zhang et al., 2017).

1.1.1 Propriedades óticas

Devido à sua forte anisotropia e dependência do gap ao número de camadas, o

fosforeno possui um alto grau de sintonização das suas propriedades ópticas. Como mencionado

anteriormente, essa característica o torna atraente do ponto de vista de aplicações na optoele-

trônica, uma vez que seu gap abrange um grande intervalo de comprimento de onda, o que não

acontece com outros materiais 2D conhecidos.

Na Fig. 2 podemos observar uma comparação do intervalo de gaps de energia entre

materiais convencionais e 2D. Enquanto o grafeno pode cobrir a faixa de 0 a 0,2 eV (abrindo um

gap mediante dopagem em nanofitas ou aplicando campo elétrico perpendicular em bicamadas),

os TMD apresentam gaps na faixa de 1,0 a 2,0 eV (dependendo da espessura, nível de strain

e composição química). Assim, o BP em mono ou poucas camadas preenche a lacuna entre o

grafeno (semicondutor de gap zero ou quase zero) e os TMD (semicondutores de gap largo).

Adicionalmente, o que torna especial essa faixa de energia é que, como ilustrado

na parte inferior da Fig. 2, diversas aplicações tecnologicamente relevantes requerem materiais

semicondutores com gap precisamente nessa região do espectro eletromagnético. Entre essas

aplicações, destacam-se as telecomunicações por fibra óptica, que empregam comprimentos

de onda na faixa de 1,2 a 1,5 µm, correspondendo a energias de fóton de 0,8 a 1,0 eV; a

imagem térmica, que tipicamente requer semicondutores com gaps entre 0,1 eV e 1,0 eV e

a geração termoelétrica de energia, que utiliza materiais com gaps da ordem de 0.2–0.3 eV.

Embora aplicações como fotovoltaica e fotocatálise otimizadas para semicondutores com gaps

de 1,2 a 1,6 eV pudessem potencialmente utilizar outros semicondutores bidimensionais já

disponíveis, as aplicações mencionadas anteriormente permaneciam fora do alcance dos materiais

2D isolados até então. Essas necessidades eram atendidas exclusivamente por semicondutores
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tridimensionais convencionais, tais como calcogenetos de chumbo, In1−xGaxAs, In1−xGaxSb e

Si1−xGex, evidenciando a lacuna tecnológica preenchida pelo fósforo negro em sua faixa única

de gap ajustável.

Figura 2 – Comparação dos valores de gap para diferentes materiais semicondutores 2D. Os
valores de banda proibida para semicondutores convencionais também foram incluídos para
comparação. As barras horizontais que abrangem uma faixa de valores de banda proibida indicam
que essa energia pode ser ajustada dentro desse intervalo ao alterar o número de camadas, aplicar
tensão mecânica ou formar ligas metálicas.

Fonte: Adaptado de Ref. Castellanos-Gomez (2015).

1.1.2 Estrutura de bandas e modelo tight-binding

Desde que as estruturas cristalinas de BP em alta qualidade se tornaram disponíveis

(Basiri-Esfahani et al., 2023) as propriedades eletrônicas do BP têm, sido extensivamente estudas.

Em particular, e como já citado, demostrou-se que o BP em estado sólido é um semicondutor com

um gap de 0,31−0,35 eV (Keyes, 1953; Warschauer, 1963; Maruyama et al., 1981) enquanto

a temperaturas de hélio líquido (4He atinge o ponto de ebulição a 4,22K e, ao cruzar o ponto

lambda em 2,17K, sofre uma transição de fase para o estado de superfluidez) juntamente em

condições de alta pressão fazem emergir propriedades de supercondutividade (Kawamura et al.,

1984). Entre as abordagens comumente utilizadas e listadas na literatura estão DFT, teoria de

perturbação muitos-corpos, como o formalismo Aproximação GW (GW Approximation) (GW);

estas permitem corrigir as subestimativas do gap de banda e descrever com fidelidade os efeitos
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de quasipartículas, também modelos de campo contínuo e abordagens Tight-Binding (TB).

Em anos recentes, Rudenko e Katsnelson (2014) e (Rudenko et al., 2015) propuseram

modelos TB para uma mono e bicamada de BP. Em um primeiro momento, utilizando-se do

método GW, que permite corrigir as subestimativas do gap e descrever com fidelidade os efeitos

de quasipartículas, obtiveram com sucesso um modelo TB para momo e bicamada. Este é

composto por cinco parâmetros de hoppings intra-camada (no caso da monocamada) e quatro

inter-camada (para acomposição da bicamada); ver Fig. 3(a). Apesar desse primeiro modelo

TB ter sido amplamente utilizado na literatura para diversos fins (Ezawa, 2014; Ostahie; Aldea,

2016; Yang et al., 2016; Sousa et al., 2016; Solomenko et al., 2023), ele possui limitações

quando se pensa em utilizá-lo para além de duas camadas, como apontam os autores.

Figura 3 – No quadro (a) exibe-se uma monocamada de BP, destacando-se a sua não planaridade
em forma de sanfonada ao longo das direções x (armchair) e y (zigzag). Destacam-se também
(em amarelo, destacam-se os orbitais) que cada átomo forma três orbitais de ligação covalente
com os átomos vizinhos. No quadro (b) demonstra-se que as quatro bandas para monocamada e
bicamada de BP reproduzem com precisão as bandas GW e capturam o gap ponto Γ. Em (c) tem-
se a configuração dos hoppings para monocamada (t ||i ) e bicamada (t⊥i ) junto da demonstração
da relevância destes na abertura ou fechamento de gap.

Fonte: Adaptado da Ref. (Rudenko; Katsnelson, 2014).

Uma das principais limitações reside no fato do modelo não reproduzir o splitting

(diferença energética entre as bandas obtidas pelo TB em comparação ao GW) das bandas de

valência e condução nas proximidades do ponto Γ em sistemas de n camadas. Observa-se isso

ao comparar as bandas obtidas com o modelo GW com as bandas TB (Fig. 3(b)), nas quais o

splitting é menor do que o esperado.
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Essa limitação decorre do fato de o modelo considerar apenas acoplamentos interca-

mada, ignorando mudanças nos hoppings intracamada induzidas pelo empilhamento. Consequen-

temente, há perda de informação na descrição do splitting, ou seja, no desdobramento de bandas

originalmente degeneradas em múltiplas bandas com energias distintas. O cerne da questão está

no tratamento da interação entre camadas: o acoplamento intercamadas é incorporado apenas

por meio de parâmetros de hopping adicionais (t⊥), enquanto os parâmetros intracamada são

mantidos fixos, idênticos aos da monocamada. No entanto, a formação de uma bicamada vai

além da mera adição de hoppings entre camadas. Ela modifica o ambiente químico e o potencial

eletrostático percebido por cada átomo, alterando as próprias ligações intracamada. Em outras

palavras, a presença da segunda camada renormaliza os parâmetros de hopping intracamada (t ||),

um efeito não capturado pelo modelo TB.

Diante desse cenário, a construção de um modelo TB fiel às propriedades eletrônicas

do fosforeno em diferentes espessuras, inclusive no limite bulk, foi realizada por Rudenko et al.

(2015). Diferentemente de parametrizações anteriores, os autores derivaram o modelo a partir de

cálculos ab initio no nível partially self-consistent GW0, em que a interação coulombiana blindada

W0 é calculada pela Aproximação de Fase Aleatória (Random Phrase Approximation) (RPA)

com base em funções de onda da DFT-GGA. Esse procedimento garantiu que os parâmetros

de hopping reproduzissem com alta precisão a estrutura de bandas quasipartícula, incluindo a

correta descrição do gap fundamental e da dispersão eletrônica em direções de alta simetria.

No total, o modelo incorpora dez parâmetros de hopping intracamada e quatro inter-

camada (Fig. 4 (a)), cujos valores são listados na Tabela II do trabalho original. A parametrização

foi realizada a partir do mapeamento dos estados de valência e de condução obtidos nos cálculos

GW0 para um subespaço de orbitais efetivos com simetria pz, que são dominantes nas bordas das

bandas de valência e de condução. A projeção dos estados GW0 ao longo dos caminhos de alta

simetria [Fig. 4 (c)] evidencia que o modelo reproduz quantitativamente a contribuição desses

orbitais para a estrutura eletrônica de baixas energias.

A dependência do gap em função do número de camadas (E(n)
g ), mostrada na

Fig. 4(b), revelou um decaimento não trivial que combina uma lei de potência e um decai-

mento exponencial, podendo ser ajustado pela expressão empírica E(n)
g = Aexp(−nB)/nC +D.

Esse comportamento difere de modelos de confinamento quântico simples e fundamenta a ne-

cessidade de abordagens realistas, como o próprio modelo TB, para simulações confiáveis de

nanofitas e de outras nanoestruturas derivadas do fosforeno.
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Figura 4 – Nesse painel encontramos (a) a representação sistemática dos 10 parâmetros de
hoppings intralayer na monocamada, mais 4 interlayer para a bicamada; (b) estrutura de bandas
calculadas para o material para o número de camadas (n= 1−3) e em bulk, usando a aproximação
GW0 (linhas claras) e TB (linhas excuras); (c) estrutura de bandas e a densidade de estados
(DOS) calculadas para o BP em monocamada utilizando a abordagem GW0 - a DOS é projetada
nos estados pz, enquanto na estrutura de bandas sua contribuição é mostrada por cores; (d)
bandas do modelo TB onde os pontos de alta simetria da zona de Brillouin estão mostrados nos
detalhes.

Fonte: Adaptado de (Rudenko et al., 2015).

A validação do modelo estendeu-se a propriedades ópticas. O cálculo da condutivi-

dade óptica via fórmula de K. Para a bicamada, observou-se o fechamento do gap em Ec
z = 341

mV/Å e o surgimento de uma dispersão linear do tipo Dirac ao longo da direção armchair no

ponto crítico, consistente com a transição prevista para um isolante topológico característico

associado a transições entre estados de borda de banda.

Além disso, os autores investigaram o efeito de um campo elétrico perpendicular

à camada, demonstrando que o modelo pode ser estendido naturalmente por meio da inclusão

de um potencial eletrostático dependente da camada (eEzz). Para a bicamada, observou-se o

fechamento do gap em Ec
z = 341 mV/Å e o surgimento de dispersão linear tipo Dirac ao longo

da direção armchair no ponto crítico, consistente com a transição prevista para um isolante

topológico.
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Figura 5 – Nos painéis (a), (b), (c) e (d) demonstram-se condutividades ópticas para poucas
camadas (n = 1 – 3) e para o BP bulk calculadas ao longo das direções armchair (σxx) e zigzag
(σyy); (σxx(yy)) são dadas por camada, em termos da condutividade óptica universal do grafeno
(σ0 = e2/4h̄); em todos os casos, a temperatura foi de 300 K. Em (e) e (f) correspondem às
bandas calculadas ao longo das direções X−Γ−X (Y−Γ−Y) e o respectivo comportamento
na presença de um campo elétrico perpendicular.

Fonte: Adaptado de (Rudenko et al., 2015).

Dessa forma, munido desses modelos, torna-se possível investigar sistemas de

baixa dimensionalidade derivados do fosforeno, como as nanofitas, nas quais o confinamento

quântico e os efeitos de borda desempenham um papel central. Nessas estruturas, a orientação

das bordas (armchair ou zigzag), a largura da fita e possíveis passivações químicas podem

modificar drasticamente as propriedades eletrônicas, ópticas e de transporte. Assim, simulações

baseadas em modelos TB aqui demonstrados constituem uma abordagem poderosa para explorar,

de forma sistemática e computacionalmente viável, o potencial do fosforeno em arquiteturas

nanoestruturadas voltadas a futuras aplicações tecnológicas.
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1.2 Nanofitas de fosforeno

A redução lateral de materiais bidimensionais dá origem a sistemas quase unidimensi-

onais nos quais o confinamento quântico e, sobretudo, os efeitos de borda passam a desempenhar

um papel central (Fujita et al., 1996). No caso do fosforeno, em princípio, pode ser cortado e

moldado em diversas nanoestruturas. Uma característica de grande interesse em sistemas finitos

é a possibilidade de ocorrência de estados de borda. A particularidade desses estados é que

estão localizados na interface entre o sistema e o vácuo e decaem exponencialmente a partir

dela (Carvalho et al., 2014). Compreender a física das bordas de nanofitas é de fundamental

interesse para prever o comportamento de sistemas reais finitos e projetar nanoestruturas ainda

mais complexas.

Como é sabido, o fosforeno, sendo um material 2D, possui uma estrutura ortorrôm-

bica, ou seja, sua célula unitária tem três eixos perpendiculares e lados desiguais. Podemos

comparar a disposição atômica do grafeno e do fosforeno na Fig. 6. Dessa forma, o grafeno

possuindo simetria C3 (rotacional de 120◦), o comportamento dos recortes de suas bordas. Es-

truturas puckered (como o fosforeno) apresentam eixo de simetria C2 (rotacional de 180◦), o

que proporciona uma anisotropia das cristas nas bordas, permitindo cortes angulados que fazem

surgir propriedades plurais (Grujić et al., 2016).

Figura 6 – Rotações para π e 2π/3 nas estruturas cristalinas do grafeno e fosforeno comparadas,
demonstrando a quebra de simetria para 2π/3 para fosforeno.

2π
3

2π
3

π

π

Fonte: Elaborado pelo autor.

A fim de tornar ainda mais clara como ausência do eixo de simetria C3 contribui para

uma maior presença de recortes para o fosforeno, pode-se olhar mais uma vez para a analogia

com o grafeno. Diferentemente do grafeno, onde o período do ângulo de rotação mínimo é de
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30◦ da direção zigzag para a direção armchair, devido à estrutura altamente anisotrópica do

fosforeno, é necessário rotacionar 90◦ no sentido anti-horário da direção zigzag para a direção

armchair. Como consequência, existe uma série de direções possíveis para formar as bordas

de nanoestruturas de fosforeno. Dessa forma, a configuração das bordas dessas nanofitas e

a respectiva consequência em suas propriedades físicas já foram amplamente estudadas na

literatura (Ezawa, 2014; Carvalho et al., 2014; Grujić et al., 2016).

De forma geral, quanto aos tipos de borda, elas podem ser denominadas zigzag,

em que a terminação da borda corresponde a uma translação do vetor primitivo na direção y

e sub-redes no plano e fora dele [Figs. 5(a) e 5(b)], armchair, obtidas por translações inteiras

em x. Delas, podem-se obter variações, como as bordas zigzag e armchair barbadas; nelas há

sítios atômicos pendurados por uma translação maior do que os vetores nas direções respectivas

[Fig. 7(c)].

Figura 7 – No painel temos (a) uma ilustração da caracterização em uma monocamada de
fosforeno, onde se destaca a quiralidade, vetor quiral, é realçada por setas coloridas sólidas ao
longo de cada direção cristalográfica (m,n); (b), (c) e (d) esquemas da estrutura das bordas para
nanofitas, salientando a geometria da terminação de cada tipo de borda: normais, enviesadas e
barbadas.

Fonte: Adaptado de (Ren et al., 2019), (Grujić et al., 2016) e (Yan et al., 2017)

A fim de tornar ainda mais clara como a ausência do eixo de simetria C3 contribui

para uma maior presença de recortes no fosforeno, pode-se recorrer mais uma vez à analogia

com o grafeno. Diferentemente do grafeno, em que o período do ângulo de rotação mínimo é
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de 30◦ da direção zigzag para a direção armchair, devido à estrutura altamente anisotrópica do

fosforeno, é necessário rotacionar 90◦ no sentido anti-horário da direção zigzag para a direção

armchair. Como consequência, há uma série de direções possíveis para a formação das bordas

de nanoestruturas de fosforeno. Dessa forma, a configuração das bordas dessas nanofitas e

as respectivas consequências em suas propriedades físicas já foram amplamente estudadas na

literatura (Ezawa, 2014; Carvalho et al., 2014; Grujić et al., 2016).

Essencialmente, as propriedades eletrônicas são significativamente distintas em nano-

estruturas de quiralidade distintas. Essa diferença resulta em uma diversidade de características

eletrônicas, como metais com estados de borda e semicondutores com gap direto. Além disso, a

diferença nas propriedades físicas tem aplicações potenciais, como, por exemplo, o controle dos

campos elétricos e magnéticos externos sobre a estrutura eletrônica (Arsoski et al., 2017) e o

acoplamento e a manipulação dos estados de borda em nanofitas de fosforeno multicamadas (Lv

et al., 2017).

Como discutido anteriormente, a ausência do eixo de simetria C3 no fosforeno im-

plica a possibilidade de explorar recortes intermediários às bordas normais. Recortes específicos,

denominados enviesados, foram propostos por Grujić et al. (2016). Pode-se observar não apenas

o espectro de dispersão de energia das bordas normais, mas também o das bordas enviesadas

na Fig. 8(a). Destaca-se que, de forma semelhante à borda nZZ, a enviesada na direção sAC

apresenta quatro estados de borda à altura da energia de Fermi, diferenciando-se por possuir

quatro estados degenerados. A influência da disposição específica dos átomos nas bordas so-

bre a dispersão energética das estruturas pode ser ainda mais evidenciada na Fig. 8(b). Nele,

observa-se a dispersão energética para as bordas sZZ e sAC na presença de átomos extras de

BP, pendurados, formando uma estrutura em forma de barba. A modificação nas dispersão

evidencia-se no aparecimento de estados de borda quase planos ao redor da energia zero na

dispersão da borda sZZ e o desaparecimento dos desses da borda sAC.

O papel da presença ou ausência de elementos de hopping e o impacto nas proprie-

dades eletrônicas são destacados no painel (c) da Fig. 8. Pode-se observar que as bandas quase

planas tornam-se perfeitamente planas, indicando que a curvatura dessas bandas é induzida

pela presença ou ausência de determinados hoppings, o que sugere que modulações nesses

elementos têm forte influência. No painel (d) da Fig. 8, pode-se observar o efeito de strain

na estrutura do fosforeno, induzindo transições de fase de semicondutor para semimetal. Com

efeito, tais transições são obtidas por modulações proporcionadas pelo strain nos valores de
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hopping (Sisakht et al., 2015).

Figura 8 – Em (a) a estrutura de bandas das nanofitas de bordas enviesadas zigzag/armchair
e normal zigzag/armchair; (b) bandas para enviesadas zigzag/armchair com barbas; (c) e (d)
mostram o efeito do ajuste da intensidade de hoppings em bordas normais e barbadas, (c) onde,
quando definimos t4 = 0, a banda quasi-plana torna-se perfeitamente a banda plana. Quanto o
ajuste dos termos t1 e t2 modifica drasticamente as propriedades da nanoestrutura.

Fonte: Adaptado de (Grujić et al., 2016), (Ezawa, 2014) e (Sisakht et al., 2015)

Dessa forma, não apenas a presença de bordas, ora com propriedades condutoras,

ora com propriedades isolantes, abre caminho para a construção de junções eletrônicas com

funcionalidades ajustáveis, como também a possibilidade de modificar seletivamente as termina-

ções dos sítios atômicos das bordas permite induzir ou suprimir estados de borda localizados,

afetando diretamente a condutividade e a densidade de estados. Essa sensibilidade estrutural

pode ser explorada para projetar junções entre diferentes regiões de uma mesma nanofita, com

propriedades eletrônicas contrastantes, possibilitando a criação de barreiras, poços quânticos ou

dispositivos de retificação baseados exclusivamente na geometria das bordas. Assim, o controle

preciso da terminação atômica oferece um mecanismo eficaz para a manipulação de transporte

eletrônico em nanoestruturas de base honeycomb, sem a necessidade de dopagem ou campos

externos.

As investigações existentes acerca de tais nanofitas e nanoestruturas baseavam-se

quase exclusivamente em simulações de primeiros princípios e em modelos de TB. Embora sejam
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adequados a sistemas de pequenas dimensões, esses métodos tornam-se computacionalmente

proibitivos à medida que o tamanho do sistema aumenta e, além disso, oferecem um poder

limitado para a extração de insights físicos fundamentais sobre os mecanismos subjacentes

aos resultados obtidos. Diante desse cenário, trabalhos presentes na literatura propõem-se a

preencher essa lacuna ao desenvolver um modelo analítico baseado em uma aproximação de

longo comprimento de onda para o fosforeno (Sousa et al., 2016). Tendo em vista isso, o presente

trabalho visa derivar condições de contorno apropriadas, baseadas nas simetrias da rede cristalina,

que descrevam o comportamento dos portadores nas bordas do tipo zigzag e armchair normais,

bem como os correspondentes enviesados.

1.3 Escopo do trabalho

No Cap. 2 procuramos reproduzir resultados da literatura sobre os modelos TB de

dois, cinco e dez hoppings, utilizando uma abordagem de segunda quantização. Analisamos as

contribuições dos elementos de hoppings ao ajustar os valores proporcionalmente e ao verificar

qual é o impacto desse ajuste no espectro das bandas. Verificamos que, no modelo de dois

hoppings, ajustes que aumentam a intensidade de t1 provocam um comportamento metálico ao

redor do ponto Γ, enquanto ajustes que reduzem a intensidade de t1 aumentam consideravelmente

o bandgap no ponto Γ. O ajuste também foi realizado para o termo t2, no qual o aumento de sua

intensidade provoca um aumento do bandgap, enquanto sua redução induz um comportamento

metálico da estrutura. Para o modelo de cinco hoppings, o ajuste realizado foi apenas no elemento

t4, em que, a partir de uma alta intensidade para uma intensidade nula, observamos uma quebra

de simetria, com os estados transladados no intervalo de energia. Por fim, verificou-se que as

mudanças de intensidade nos demais hoppings não tiveram efeitos consideráveis.

No Cap. 3, os sistemas de nanofitas com diferentes tipos de borda. Conseguimos

a relação de dispersão para as bordas normais zigzag/armchair, enviesadas zigzag/armchair e

barbadas. Conseguimos verificar que, no caso da borda barbada, ela introduz bandas de borda

localizadas, que aparecem como bandas quase planas atravessando o nível de Fermi. Também

verificou-se que o hopping t4 introduz uma quebra de simetria de energia entre estados positivos

e negativos e deforma a banda de borda plana, transformando-a em uma quase-plana (quasi-flat).

No Cap. 4 aborda a construção de abordagens para modelos contínuos utilizando a

técnica do longo comprimento de onda, em conjunto com modelos TB para sistemas com dois,

cinco e dez elementos de interação. O objetivo é propor condições de contorno adequadas para
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diferentes morfologias de borda, em especial as do tipo enviesadas, o que permitirá a obtenção

de soluções analíticas para os espectros de energia e para as funções de onda. Os resultados

analíticos demonstram boa precisão ao reproduzir os dados do modelo TB. O capítulo considera

e compara as abordagens com dois, cinco e dez parâmetros de hopping, com foco especial no

caráter dispersivo dos estados de borda. Além disso, derivam-se expressões analíticas para as

funções de onda e a dependência da energia do gap em função da largura da nanofita.

Por fim, no Cap. 5 apresentam-se as conclusões deste trabalho, nas quais resumimos

os principais resultados obtidos ao longo da pesquisa e discutimos suas possíveis implicações.
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2 FUNDAMENTOS DO MODELO TIGHT-BINDING

Neste capítulo, o objetivo é derivar o modelo TB para uma monocamada de BP por

meio da abordagem de segunda quantização. A técnica envolve a elevação das variáveis de

campo do sistema ao status de operadores, conforme apresentado por Dirac (1927) no contexto

do campo eletromagnético. Em vez de empregar estados de partícula únicos, a abordagem passa

a empregar o que se denomina ‘número de ocupação’, permitindo descrever férmions em termos

desses operadores. É importante destacar que, diferentemente dos bósons, os férmions estão

sujeitos ao princípio da exclusão de Pauli, conforme discutido em (Cohen-Tannoudji et al., 2019;

Cottam; Haghshenasfard, 2020; Lima et al., 2022). Representa-se usualmente por ĝ†
i o operador

de criação e ĝi de aniquilação. Dessa forma, considerando um estado desocupado (vácuo)

denotado por |0⟩ o princípio de exclusão de Pauli impõe que ĝ†
i ĝ†

i |0⟩= 0, ou mesmo ĝ†
i |1⟩= 0,

ĝ†
i |0⟩= |1⟩, ĝi|1⟩= |0⟩. Os operadores ĝ†

i e ĝi também fornecem a ocupação dos estados i onde

teremos ĝ†
i ĝi|n⟩= n|n⟩, em que n = 0,1, e a regra de anticomutação

{
ĝi, ĝ

†
i

}
= ĝiĝ

†
i + ĝ†

i ĝi = 1.

De uma forma geral, todas essas relações podem ser obtidas com
{

ĝi, ĝ
†
j

}
= δi j,

{
ĝi, ĝ j

}
= 0 e{

ĝ†
i , ĝ

†
j

}
= 0.

2.1 Formulação em segunda quantização

As propriedades eletrônicas e de transporte eletrônico em nanoestruturas de fosforeno

foram muito bem estudadas através do modelo TB em anos recentes, devido principalmente

aos trabalhos desenvolvidos por Rudenko e Katsnelson (2014) e posteriormente por Rudenko et

al. (2015). Vale ressaltar que os modelos disponíveis na literatura até o momento consideram

a interação com 2, 5 e 10 hoppings. Visto isso, na Fig. 9 destaca-se, na estrutura em favo de

mel do fosforeno, a célula unitária retangular na cor verde. Nas Figs. 9(b) e 9(c) pode-se ver a

disposição dos sítios atômicos em detalhes, com suas conexões no plano e fora do plano.

Ainda na Fig. 9, em top view, observa-se o aspecto honeycomb da disposição dos

átomos de fósforo no material, semelhante ao do grafeno. Assim, o fosforeno pode ser visto

como um cristal bidimensional cuja rede é retangular, com quatro sítios atômicos em sua base.

As quatro sub-redes do cristal são definidas pelos índices A, B, C e D, como é destacado na

figura. Os valores dos parâmetros da estrutura são a1 = 2,22 Å, a2 = 2,24 Å, l1 = 3,31 Å e

l2 = 4,43 Å. Quanto aos ângulos, temos α = 96,5◦ e β = 72◦.

Ademais, como se sabe da literatura, no regime de baixas energias, as contribuições
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mais relevantes dos orbitais na vizinhança do ponto Γ são devidas ao orbital pz, enquanto, para

os pontos X e Y , os orbitais px e py também contribuem. Dessa forma, mesmo que pz tenha

maior contribuição no respectivo intervalo, as demais contribuições não podem ser desprezadas.

Isso torna a estrutura de bandas do fosforeno menos trivial do que a do grafeno, por exemplo,

que é determinada apenas pelos orbitais pz. Isso se deve ao fato de que no fosforeno há a mistura

de estados de diferentes simetrias (Rudenko; Katsnelson, 2014).

Figura 9 – Em (a), detalhes da forma de uma célula unitária (em verde) de uma monocamada de
BP, destacando aspectos (top view) do fosforeno em forma de mel; em (b) e (c), as angulações
que proporcionam a sua estrutura sanfonada e as constantes de rede no plano e fora dele.

Fonte: Elaborada pelo autor

Passando agora para a construção do respectivo modelo, o hamiltoniano pode ser

escrito como,

H = u0 ∑
i

ĝ†
i ĝi +∑

i̸= j
ti j ĝ†

i ĝ j, (2.1)

onde u0 é a energia em um dado sítio atômico, ti j são os parâmetros de hopping entre os sítios

atômicos i e j e os operadores ĝi e ĝ†
i destroem e criam um elétron ou um buraco no sítio atômico

i. Os índices (i, j) percorrem todas as quatro sub-redes (A, B, C, D).

Sendo assim, podemos também escrever o hamiltoniano de forma expandida discri-
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minando as interações entre as respectivas sub-redes, fica então,

H = u0 ∑
i

(
a†

i ai +b†
i bi + c†

i ci +d†
i di

)
+t1 ∑

i ̸= j

(
a†

i b j +d†
i c j +b†

jai + c†
jdi

)
+t2 ∑

i ̸= j

(
a†

i c j +b†
i d j + c†

jai +d†
j bi

)
+t3 ∑

i̸= j

(
a†

i a j +b†
i b j + c†

i c j +d†
i d j

)
+t4 ∑

i̸= j

(
a†

i b j + c†
i d j +b†

jai +d†
j ci

)
+t5 ∑

i̸= j

(
a†

i d j +b†
i c j +d†

j ai + c†
jbi

)
+t6 ∑

i̸= j

(
a†

i ci +b†
i d j + c†

i ai +d†
j bi

)
+t7 ∑

i̸= j

(
a†

i a j +b†
i b j + c†

i c j +d†
i d j

)
+t8 ∑

i̸= j

(
a†

i b j + c†
i d j +b†

jai +d†
j ci

)
+t9 ∑

i̸= j

(
a†

i d j +b†
i c j +d†

j ai + c†
jbi

)
+ t10 ∑

i ̸= j

(
a†

i a j +b†
i b j + c†

i c j +d†
i d j

)
. (2.2)

Os valores dos parâmetros aqui utilizados são apresentados na Tabela 1. Os modelos possuem

interações ligeiramente distintas a medida que há simplificações na quantidade.

Tabela 1 – Parametros de hopping para os modelos de 2, 5 e 10 interações.

ti 2 hoppings 5 hoppings 10 hoppings

t1 −1.21 −1.220 −1.486
t2 3.18 3.665 3.729
t3 0 0 −0.252
t4 0 −0.205 −0.071
t5 0 −0.105 −0.019
t6 0 −0.055 0.186
t7 0 0 −0.063
t8 0 0 0.101
t9 0 0 −0.042
t10 0 0 0.073

Fonte: Adaptado das Refs (Rudenko; Katsnelson, 2014), (Ezawa, 2014) e (Rudenko et al., 2015)

Para enriquecer as análises subsequentes, adotaremos, primeiramente, uma aborda-

gem minimalista na modelagem monocamada de BP. Especificamente, utiliza-se um modelo que
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incorpora apenas dois parâmetros de hoppings, t1 e t2.

2.1.1 Modelo com dois hoppings

O Hamiltoniano para dois hoppings é expresso da seguinte maneira,

H2-hop = u0 ∑
i

(
a†

i ai +b†
i bi + c†

i ci +d†
i di

)
+ t1 ∑

i̸= j

(
a†

i b j +d†
i c j +aib

†
j +dic

†
j

)
+ t2 ∑

i̸= j

(
a†

i c j +b†
i d j +aic

†
j +bid

†
j

)
. (2.3)

Considerando o sistema infinito, permite-se atribuir-lhe simetria translacional em

todas as direções. Para tanto, tomaremos os vetores de deslocamento apresentados na Fig. 10.

Cada elemento de δi representa a posição geométrica dos sítios vizinhos, considerando um sítio

escolhido como referencial. O site de referência utilizado nos cálculos a seguir é o de tag A, que

pode ser visualizado na Fig. 9(c).

Figura 10 – Representação esquemática dos vetores de deslocamento δi dos hoppings (ti) na rede
cristalina. Cada painel retrata cada deslocamento geométrico como uma seta que parte do site de
referência e se conecta aos vizinhos desse site. A intensidade de cada elemento de hopping está
relacionada a uma distância.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Desta forma, pode-se fazer uso das seguintes transformações de Fourier e os respec-

tivos conjugados, para representar os operadores de criação de aniquilação, temos

ai =
1√
N ∑⃗

k

e−i⃗k·⃗ri a(⃗k), bi =
1√
N ∑⃗

k

e−i⃗k·⃗ri b(⃗k), (2.4)

ci =
1√
N ∑⃗

k

e−i⃗k·⃗ri c(⃗k), di =
1√
N ∑⃗

k

e−i⃗k·⃗ri d(⃗k). (2.5)
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A parte do hamiltoniano devido às energias dos sítios atômicos, primeiro elemento da Eq. (2.3),

denominadas usualmente de onsites, é escrita na forma seguinte, onde escreve-se os operadores

nos lugares respectivos, temos,

u0 ∑
i

(
a†

i ai +b†
i bi + c†

i ci +d†
i di

)
= u0 ∑

i

(
1√
N ∑⃗

k′
ei⃗k′ ·⃗ria†(⃗k′)

1√
N ∑⃗

k

e−i⃗k·⃗ria(⃗k)

)

+u0 ∑
i

(
1√
N ∑⃗

k′
ei⃗k′ ·⃗rib†(⃗k′)

1√
N ∑⃗

k

e−i⃗k′ ·⃗rib(⃗k)

)

+u0 ∑
i

(
1√
N ∑⃗

k′
ei⃗k′ ·⃗ric†(⃗k′)

1√
N ∑⃗

k

e−i⃗k·⃗ric(⃗k)

)

+u0 ∑
i

(
1√
N ∑⃗

k′
ei⃗k′ ·⃗rid†(⃗k′)

1√
N ∑⃗

k

e−i⃗k·⃗rid(⃗k)

)
, (2.6)

reagrupando os termos,

u0 ∑
i

(
a†

i ai +b†
i bi + c†

i ci +d†
i di

)
= u0 ∑

i
a†(⃗k′)a(⃗k)∑

k,k′

1√
N

ei(k⃗′−⃗k)·⃗ri

+ u0 ∑
i

b†(⃗k′)b(⃗k)∑
k,k′

1√
N

ei(k⃗′−⃗k)·⃗ri

+ u0 ∑
i

c†(⃗k′)c(⃗k)∑
k,k′

1√
N

ei(k⃗′−⃗k)·⃗ri

+ u0 ∑
i

d†(⃗k′)d(⃗k)∑
k,k′

1√
N

ei(k⃗′−⃗k)·⃗ri

= u0 ∑⃗
k,⃗k′

[
a†(⃗k′)a(⃗k)+b†(⃗k′)b(⃗k)

]
∑

i

1√
N

ei(k⃗′−⃗k)·⃗ri

+ u0 ∑⃗
k,⃗k′

[
c†(⃗k′)c(⃗k)+d†(⃗k′)d(⃗k)

]
∑

i

1√
N

ei(k⃗′−⃗k)·⃗ri,

considerando a k⃗′ = k⃗,

u0 ∑
i

(
a†

i ai +b†
i bi + c†

i ci +d†
i di

)
= u0 ∑⃗

k,⃗k′

[
a†(⃗k′)a(⃗k)+b†(⃗k′)b(⃗k)

]
δ⃗k,⃗k′

+ u0 ∑⃗
k,⃗k′

[
c†(⃗k′)c(⃗k)+d†(⃗k′)d(⃗k)

]
δ⃗k,⃗k′

= u0 ∑⃗
k,⃗k

[
a†(⃗k)a(⃗k)+b†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)c(⃗k)+d†(⃗k)d(⃗k)

]
.

(2.7)

Agora encontraremos os termos de hoppings de forma análoga ao que desenvolvemos para os

termos das energias on-site, ou seja, aplicando as transformações de Fourier para os operadores,
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temos então,

t1 ∑
i, j

(
a†

i b j +d†
i c j +aib

†
j +dic

†
j

)
=

t1
N ∑

i, j
∑⃗
k′ ,⃗k

ei⃗k′ ·⃗ri e−i⃗k·⃗r j a†(⃗k′)b(⃗k)

+
t1
N ∑

i, j
∑⃗
k′ ,⃗k

ei⃗k′ ·⃗ri e−i⃗k·⃗r j d†(⃗k′)c(⃗k)

+
t1
N ∑

i, j
∑⃗
k′ ,⃗k

ei⃗k′ ·⃗ri e−i⃗k·⃗r j a(⃗k′)b†(⃗k)

+
t1
N ∑

i, j
∑⃗
k′ ,⃗k

ei⃗k′ ·⃗ri e−i⃗k·⃗r j d(⃗k′)c†(⃗k),

reagrupando os termos, simplificando as notação para os termos conjugados hermitiano (h.c),

= t1 ∑⃗
k,⃗k′

[
a†(⃗k′)b(⃗k)+d†(⃗k′)c(⃗k)+h.c

] ( 1
N ∑

i
e−i(⃗k−k⃗′)⃗ri

)(
∑

j
ei(⃗ri−⃗r j)⃗k

)
,

e aplicando para todo k = k′,

= t1 ∑⃗
k,⃗k′

[
a†(⃗k′)b(⃗k)+d†(⃗k′)c(⃗k)+h.c

]
δ⃗k,⃗k′

(
∑

j
e i⃗δ1 ·⃗k

)
,

= ∑⃗
k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+d†(⃗k)c(⃗k)+h.c

]
t1

(
∑

j
e i⃗δ1 ·⃗k

)
,

de forma que pode-se considerar,

tAB = t1

(
∑

j
e i⃗δ1 ·⃗k

)
,

o termo de interação entre as sub-redes A e B, obtemos,

t1 ∑
i, j

(
a†

i b j +d†
i c j +aib

†
j +dic

†
j

)
= ∑⃗

k,⃗k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+d†(⃗k)c(⃗k)+h.c

]
tAB, (2.8)

seguindo o raciocínio anterior, o termo do hamiltoniano associado a t2,

t2 ∑
i, j

(
a†

i c j +b†
i d j +aic

†
j +bid

†
j

)
=

t2
N ∑

i, j
∑⃗
k′ ,⃗k

ei⃗k′ ·⃗ri e−i⃗k·⃗r j a†(⃗k′)c(⃗k)

+
t2
N ∑

i, j
∑⃗
k′ ,⃗k

ei⃗k′ ·⃗ri e−i⃗k·⃗r j b†(⃗k′)d(⃗k)

+
t2
N ∑

i, j
∑⃗
k′ ,⃗k

ei⃗k′ ·⃗ri e−i⃗k·⃗r j a(⃗k′)c†(⃗k)

+
t2
N ∑

i, j
∑⃗
k′ ,⃗k

ei⃗k′ ·⃗ri e−i⃗k·⃗r j b(⃗k′)d†(⃗k),
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t2 ∑
i, j

(
a†

i c j +b†
i d j +aic

†
j +bid

†
j

)
=

t2
N ∑

i, j
∑⃗
k′ ,⃗k

ei⃗k′ ·⃗rie−i⃗k·⃗r j
[
a†(⃗k′)c(⃗k)+b†(⃗k′)d(⃗k)+h.c

]
,

= t2 ∑⃗
k,⃗k′

[
a†(⃗k′)c(⃗k)+b†(⃗k′)d(⃗k)+h.c

]
δ⃗k,⃗k′

(
∑

j
ei⃗δ2 ·⃗k

)
,

= ∑⃗
k

[
a†(⃗k)c(⃗k)+b†(⃗k)d(⃗k)+h.c

]
t2

(
∑

j
ei⃗δ2 ·⃗k

)
,

Definindo o termo de interação entre as sub-redes A e C, escrevemos,

tAC = t2

(
∑

j
ei⃗δ2 ·⃗k

)
,

t2 ∑
i, j

(
a†

i c j +b†
i d j +aic

†
j +bid

†
j

)
= ∑⃗

k,⃗k

[
a†(⃗k)c(⃗k)+b†(⃗k)d(⃗k)+h.c

]
tAC, (2.9)

e considerando u0 = 0 apenas para efeitos de simplificação, temos o hamiltoniano,

H2-hop = ∑⃗
k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+d†(⃗k)c(⃗k)+h.c

]
tAB

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)c(⃗k)+b†(⃗k)d(⃗k)+h.c

]
tAC. (2.10)

Nas expressões para os termos tAB e tAC, os valores de δ⃗i correspondem ao vetor de distância

r⃗i − r⃗ j entre os sítios atômicos i e j, relativos aos hopping ti. Assim, resta obter, por geometria,

os coeficientes dessas expressões e os vetores δ⃗i. Todos os cálculos seguintes são assumidos com

respeito a um sítio atômico do tipo “A”. Dessa forma, na Fig. 10(a),

δ⃗
<
1 = −a1 sin

(
α

2

)
x̂−a1 sin

(
α

2

)
ŷ,

δ⃗
>
1 = a1 sin

(
α

2

)
x̂−a1 sin

(
α

2

)
ŷ,

e fazendo uso da Fig. 10(b), obtemos,

δ⃗2 = a1 sin(β )x̂+a1 sin(β )ẑ,

onde a convenção estabelece que um elétron é destruído em A e criado em B, ou seja, corresponde
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ao termo ab†. Assim, para o termo tAB,

tAB = t1

{
∑

j
e i⃗δ1 ·⃗k

}
,

= t1
{

e i⃗δ<
1 ·⃗k + e i⃗δ>

1 ·⃗k
}
,

= t1
{

e−ikxa1 sin(α

2 )e−ikya1 cos(α

2 ) + e ikxa1 sin(α

2 )e−ikya1 cos(α

2 )
}
,

= t1
{

e−ikya1 cos(α

2 )
[
e−ikxa1 sin(α

2 ) + e ikxa1 sin(α

2 )
]}

,

= 2t1
{

e−ikya1 cos(α

2 ) cos
[
kxa1 sin(α

2 )
]}

, (2.11)

e da mesma maneira para os deslocamentos dados na Fig. 10(b), obtemos tAC,

tAC = t2 eikya2 cos(β ), (2.12)

já que k⃗ não possui termo na coordenada z.

Aplicando um estado de vácuo à rede cristalina, usando a base (a,b,d,c) e conside-

rando as propriedades dos operadores de criação e aniquilação supracitadas, a matriz hamiltoniana

pode ser deduzida facilmente. Temos então,

H2−hop(k) =


0 tAB 0 tAC

t∗AB 0 t∗AC 0

0 tAC 0 tAB

t∗AC 0 t∗AB 0

 , (2.13)

onde os termos identificados com asterisco representam os conjugados complexos. Em posse da

matriz hamiltoniana, o passo mais natural é obter a relação de dispersão. Aplicando a equação

de Schrödinger independente do tempo e resolvendo o sistema gerado pela equação secular, as

energias serão dadas por,

E (⃗k) = ±
{

4t2
1 cos2 (kxa1 sin(α

2 ))+ t2
2

± 4t1t2 cos(kxa1 sin(α

2 ))cos [ky (a1 cos(α

2 )+a2 cosβ )]

}1/2

. (2.14)

A estrutura das bandas de energia dada pela Eq. (2.14) pode ser vista na Fig. 11,

destacada em vermelho, onde é traçada por meio dos caminhos de alta simetria da rede cristalina,

a saber: Γ−X −S−Y −Γ. Observa-se que as principais características da estrutura de bandas em

monocamada podem ser descritas qualitativamente com base apenas nos dois maiores parâmetros
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de hopping intracamadas, (t1 e t2). Nela, as contribuições do orbital pz captadas são mantidas ao

redor do ponto Gama, evidenciando um gap de 1,56 eV. Contudo, para os caminhos X−S e S−Y

a contribuição do orbital pz é perdida em grande parte, pode-se comparar com o painel (e) da

Fig. 4 (Rudenko; Katsnelson, 2014; Rudenko et al., 2015).

Figura 11 – Relação de dispersão de uma monocamada de fósforo negro ao longo das direções
de alta simetria da primeira zona de Brillouin para os modelos de dois hoppings. Ao lado, temos
a densidade de estados (DOS) para cada modelo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma análise de notável relevância acerca das contribuições dos parâmetros t1 e t2

para o comportamento da dispersão é a modulação controlada desses valores. Na literatura, para

a abordagem minimalista da monocamada de BP, os valores usuais dos parâmetros de hoppings

são, respectivamente, t1 =−1,21 e t2 = 3,18, apresentados na Tabela 1.

Na Fig. 12 apresentamos modulagens do parâmetro t1, fazendo um t∗1 ajustado para

0,6 t1, 1,0 t1 e 1,4 t1. Dessa forma, o ajuste ocorre por meio da compressão e ampliação dos

valores de hopping no plano xy da rede cristalina. De forma geral, verificou-se que, para valores

que reduzem o termo t1, há um aumento do gap de energia. Ao aplicarmos o valor de 0,6 t1,

obtemos um gap de 3,450 (eV) para o caminho X−Γ−X e de 3,456 (eV) para o caminho

Y−Γ−Y. Ou seja, em ambos os casos, ao modificarmos por redução t1, observaremos um

comportamento típico de um material isolante. Por outro lado, aplicando um termo de ampliação

do valor de t1, a saber, 1,4 t1, observa-se para os caminhos X− Γ−X e Y− Γ−Y que o
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comportamento é metálico, não apresentando gap ou mesmo gap significativo. Deve-se ressaltar

que, para X−Γ−X, há o aparecimento de dois cones de Dirac, enquanto, em Y−Γ−Y, há um

gap de ≈ 0,42 (eV), que é significativamente pequeno.

Mantendo t1 constante e variando o termo t2 para os valores 0,4 t1, 1,0 t1 e 1,4 t1. Em

que a compressão ou ampliação de t1 ocorre entre sub-redes em planos distintos, esses estão

separados por uma distância no eixo ẑ [veja a Fig. 9(e) e a Fig. 10(b)]. Note que em contraste

com o caso anterior, quando há a compressão do valor de t2 (0,4 t2) observa-se o aparecimento

de cones de Dirac no caminho X−Γ−X (metal) e a medida que ampliamos o respectivo valor

(1,4 t2) obtemos um gap de ≈ 4.0 (eV) (isolante).

Figura 12 – Plot do espectro de bandas ao redor do ponto Γ onde são apresentadas as bandas
para o modelo com 2 hoppings (t1 e t2) projetadas sobre o plot das bandas sob os efeitos dos
ajustes nos hoppings, demonstrando as transições fase isolante/metal no respectivo material.

X Γ Y

−2

0

2

E
(e

V
)

X Γ Y X Γ Y X Γ Y

t∗1 = t1 t∗1 = 0.6 t1 t∗1 = 1.4 t1 t∗2 = 0.4 t2 t∗2 = 1.4 t2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Desta forma, verifica-se que ajustes no termo t1, que reflete as interações mais

próximas na estrutura puckered do fosforeno, podem mudar drasticamente as características do

material, por redução aumenta-se o gap e por ampliação reduz-se o gap. Isso ocorre porque a

redução de t1 enfraquece as interações eletrônicas de curto alcance, enquanto a ampliação tem

efeito reverso ao alterar a dispersão energética. Por sua vez, os ajustes feitos em t2, considerando

que os parâmetros de hopping qualificam a probabilidade de um elétron ‘saltar’ de um sítio

atômico para outro, alteram as bandas pois ora fortalece ora enfraquecem as interações de

segunda vizinhança, diminuindo ou aumentando a sobreposição de orbitais entre sítios mais

distantes, dessa forma reduzindo/aumentando a largura das bandas e aumentando/reduzindo a
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separação entre elas, o que resulta em um alargamento ou estreitamento do gap (Sisakht et al.,

2016; Yan et al., 2017).

Por fim, encontram-se na literatura estudos que visaram demonstrar ajustes nos

valores dos termos de hopping, aplicando deformações (strain) uniaxiais. Trabalhos realizados

por Sisakht et al. (2016) e Yan et al. (2017) demonstraram que a aplicação de deformação

mecânica em nanofitas de fosforeno altera significativamente suas propriedades eletrônicas,

especialmente o gap de energia e os estados de borda. Deformações compressivas no plano

(nas direções x ou y) aumentam o gap, enquanto deformações atrativas na direção vertical (z)

reduzem o gap de forma mais eficiente.

2.1.2 Modelo com cinco hoppings

Prosseguindo com a análise, acionaremos t4, t5 e t6 resultando em um modelo com

cinco parâmetros de hopping. Com isso, analisaremos o efeito de cada um deles na respectiva

dispersão. A abordagem segue a mesma lógica aplicada ao modelo de dois hoppings; usaremos

os termos t1 e t2. Com suporte das Figs. 10(d), 10(e) e 10(f), temos,

t4 ∑
i, j

(
a†

i b j + c†
i d j +h.c.

)
=

t4
N ∑

i, j
∑⃗
k,⃗k′

ei⃗k·⃗rie−i⃗k′ ·⃗r j
[
a†(⃗k)b(⃗k′)+ c†(⃗k)d(⃗k′)+h.c.

]
,

= ∑⃗
k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
t4

∑⃗
δ4

ei⃗δ4 ·⃗k

 ,

= ∑⃗
k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
t ′AB, (2.15)

e,

δ⃗4 = −a1 sin(α

2 ) x̂+[2a2 cos(β )+a3 cos(α

2 )] ŷ, (2.16)

assim escrevemos,

t ′AB = t4
{

eikxa1 sin(α

2 )eiky[2a2 cos(β )+a1 cos(α

2 )]eiky[2a2 cos(β )+a1 cos(α

2 )]
}
,

= 2t4
{

eiky[2a2 cos(β )+a1 cos(α

2 )] + e−ikxa1 sin(α

2 ) cos [kxa1 sin(α

2 )]
}
,

= 2t4 cos [kxa1 sin(α

2 )]e
iky[2a2 cos(β )+a1 cos(α

2 )], (2.17)

onde temos um vínculo A–B de terceiro vizinho. Para o t5,

t5 ∑
i, j

(
a†

i b j + c†
i d j +h.c.

)
= ∑⃗

k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
t5

(
∑
δ5

eiδ5 ·⃗k
)
,

= ∑⃗
k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
tAD, (2.18)
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onde os termos >>, <>, >< e << representam as diferentes ligações para os mesmos vizinhos

do sítio respectivo. Dessa forma, temos novamente,

δ⃗
(>>)
5 = a1 sin

(
α

2

)
x̂+
[
a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ+a2 sin(β ) ẑ,

δ⃗
(<>)
5 = −a1 sin

(
α

2

)
x̂+
[
a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ+a2 sin(β ) ẑ,

δ⃗
(><)
5 = a1 sin

(
α

2

)
x̂−
[
a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ+a2 sin(β ) ẑ,

δ⃗
(<<)
5 = −a1 sin

(
α

2

)
x̂−
[
a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ+a2 sin(β ) ẑ, (2.19)

e assim,

tAD = t5
{

eiky[a1 cos(α

2 )+a2 cos(β )]
(

e−ikxa1 sin(α

2 ) + e−ikxa1 sin(α

2 )
)

+eiky[a1 cos(α

2 )+a2 cos(β )]
(

eikxa1 sin(α

2 ) + e−ikxa1 sin(α

2 )
)}

,

tAD = 4t5 cos
(

kxa1 sin
(

α

2

))
cos
(

ky

[
a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

])
, (2.20)

por fim, considerando t6

t6 ∑
i, j

(
a†

i c j +b†
i d j +h.c.

)
= ∑⃗

k

[
a†(⃗k)c(⃗k)+b†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
t6

(
∑
δ6

ei⃗δ6 ·⃗k
)
,

= ∑⃗
k

[
a†(⃗k)c(⃗k)+b†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
t ′AC, (2.21)

sendo,

δ⃗6 = −a1 sin
(

α

2

)
x̂−a1 cos

(
α

2

)
ŷ+a1 sin

(
α

2

)
x̂−a1 cos

(
α

2

)
ŷ

−a2 cos(β ) ŷ+a2 sin(β ) ẑ,

= −
[
2a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ+a2 sin(β ) ẑ, (2.22)

e,

t ′AC = t6 e−iky[2a1 cos(α

2 )+a2 cos(β )].

Assim o hamiltoniano é

H5hop = ∑⃗
k

[
a†(⃗k′)b(⃗k)+d†(⃗k)c(⃗k)+h.c

]
tAB

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)c(⃗k)+b†(⃗k)d(⃗k)+h.c

]
tAC

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
t ′AB

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)c(⃗k)+b†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
t ′AC

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
tAD (2.23)
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sua respectiva representação matricial,

H5-hop =


0 tAB + t ′AB tAD tAC + t ′AC

t∗AB + t ′∗AB 0 tAC + t ′AC 0

t∗AD t∗AC + t ′∗AC 0 tAB + t ′AB

t∗AC + t ′∗AC 0 t∗AB + t ′∗AB 0

 . (2.24)

Valendo-se de relações de simetria entre as sub-redes, onde é clara a equivalência

entre elas, é possível acoplar as funções de onda dos sítios A e D, e dos sítios B e D, levando a

uma base espinorial de duas componentes mais simples,
(1

2(φA ±φD), φB ±φC
)T

. Dessa forma,

podemos operar por uma transformação do tipo,

U =
1√
2


1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 −1 0

0 1 0 −1

 ,

uma vez que U é real, podemos verificar facilmente que U†U =UTU = I, onde UT é a matriz

transposta de U e I é a matriz identidade. O novo Hamiltoniano, H ′
5-hop =U†H5-hopU ,


tAD tAB + t ′AB + tAC + t ′AC 0 0

(tAB + t ′AB + tAC + t ′AC)
∗ tAD 0 0

0 0 −tAD tAB + t ′AB − tAC − t ′AC

0 0 (tAB + t ′AB − tAC − t ′AC)
∗ −tAD

 (2.25)

e apenas para os estados de baixa energia,

H ′′
5-hop =

 tAD tAB + t ′AB + tAC + t ′AC

(tAB + t ′AB + tAC + t ′AC)
∗ tAD

 . (2.26)

Diagonalizando, obtemos,

E(k) = ±4t4 cos
(
kxa1 sin

(
α1
2

))
cos
(
ky
[
a1 cos

(
α1
2

)
+a2 cos(β )

])
∓
{

4
[
t2
1 + t2

3 +2t1t3 cos
(
2ky
[
a1 cos

(
α1
2

)
+a2 cos(β )

])]
cos2 (kxa1 sin

(
α1
2

))
+
[
t2
2 + t2

5 +2t2t5 cos
(
2ky
[
a1 cos

(
α1
2

)
+a2 cos(β )

])]
±4t3

[
t2 cos

(
ky
[
a1 cos

(
α1
2

)
+a2 cos(β )

])
+ t5 cos

(
3ky
[
a1 cos

(
α1
2

)
+a2 cos(β )

])]
±4t1(t2 + t5)cos

(
kxa1 sin

(
α1
2

))
cos
(
ky
[
a1 cos

(
α1
2

)
+a2 cos(β )

])}1/2

. (2.27)
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A respectiva dispersão pode ser vista na Fig. 13 destacada em azul. Comparando

o espectro de bandas com o painel (c) da Fig. 3, observa-se que, ao redor do ponto gama, a

contribuição do orbital predominante (pz) é captada de forma mais quantitativa do que no modelo

de dois hoppings.

Figura 13 – Relação de dispersão de uma monocamada de fósforo negro ao longo das direções de
alta simetria da primeira zona de Brillouin para os modelos de cinco hoppings. Ao lado, temos a
densidade de estados (DOS).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Apesar de apresentarem gap iguais (≈ 1,5 eV), é indispensável a inclusão de mais

interações no modelo para que o desenho das bandas capture corretamente a contribuição de

pz. Ou seja, são necessários 5 parâmetros para reproduzir quantitativamente as bandas do

fósforo negro na região do Γ. Mesmo com mais interações do que o modelo minimalista, o

comportamento das bandas é governado pelos hoppings t1 e t2, sendo o último repulsivo e

essencial para a abertura do gap.

O parâmetro de hopping t2 = 3,67eV, que descreve a interação entre átomos de

fósforo vizinhos fora do plano principal da camada (na direção z), desempenha um papel

fundamental e contraintuitivo na abertura do gap da monocamada. Diferentemente do parâmetro

t1 (negativo e tipicamente associado à formação da largura de banda), o valor positivo e de grande

magnitude de t2 atua como um termo repulsivo efetivo na Hamiltoniana tight-binding. Essa

repulsão, consequência direta da estrutura sanfonada do fósforo negro, impõe uma separação
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entre as bandas de valência e de condução no ponto Γ. Em outras palavras, enquanto t∥1 tenderia

a aproximar as bandas, a presença de t2 as “empurra” em direções opostas, sendo largamente

responsável pela existência de um gap direto e pronunciado na monocamada. Essa característica

é única em comparação ao grafeno, cuja estrutura planar não apresenta um hopping equivalente

e, por isso, resulta em um sistema sem gap.

Na Fig. 14 apresentam-se as bandas de energia analisadas ao redor do ponto Γ com

efeitos dos ajustes do termo t4. A escolha desse termo se deve ao fato de que ele não acopla

sub-redes (não conecta átomos de camadas diferentes), mas introduz um deslocamento de energia

que depende do momento k⃗. Observa-se que, ao redor do ponto Γ, ajustes de expansão do termo

t4 não estreitam significativamente o gap, fazendo com que os estados de valência e de condução

descrevam no range de energia, enquanto ajustes de compressão, até fazermos t4 nulo, fazem

com que os estados sobem, mantendo o gap inalterável.

A modulação do parâmetro de transferência t4 na rede do fosforeno tem um efeito

direto e notável na dispersão da banda de borda, sem afetar sua existência. Essa mudança ocorre

porque o termo t4 atua como um potencial que depende do momento, deslocando a energia dos

estados de borda de forma não uniforme ao longo da zona de Brillouin. Fenomenologicamente,

pode-se dizer que t4 controla o grau de dispersão da banda.

Dessa maneira, o respectivo modelo reproduz bem as bandas do GW em uma faixa

de aproximadamente 0,3 eV acima e abaixo do gap [ver Figs. 3(b) e 3(c)]. O modelo também

captura satisfatoriamente a dispersão e a curvatura das bandas, que determinam as massas efetivas

dos portadores de carga. Ao adicionar mais termos de interação, como t4, é possível extrair do

modelo mais informações sobre a estrutura da monocamada. Isso o torna de maior valor no

estudo de propriedades ópticas e, mesmo de transporte eletrônico, ao simular nanofitas, sendo

possível prever como os elétrons se propagam ao longo das bordas e através do bulk, podendo

revelar a presença de estados de borda, que configuram-se em canais condutores privilegiados.
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Figura 14 – Ajuste do termo t4 no modelo de cinco hoppings, onde se pode observar que,
em ajustes de expansão do termo, há uma translação insignificante dos estados de valência e
de condução na direção negativa do range de energia, enquanto, em ajustes que diminuam a
intensidade da interação até interação nula, observa-se uma translação de ≈ 0,42 eV.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

2.1.3 Modelo de dez hoppings

Partimos para o derradeira etapa, onde adicionaremos os termos restantes dos hop-

pings. Repetindo os passos já demonstrados anteriormente,

t3 ∑
(i, j)

(
a†

i a j +b†
i b j + c†

i c j +d†
i d j

)
= t3 ∑⃗

k

[
a†(⃗k)a(⃗k)+ b†(⃗k)b(⃗k)

+c†(⃗k)c(⃗k)+ d†(⃗k)d(⃗k)

]∑⃗
δ3

ei⃗δ3 ·⃗k


= ∑⃗

k

t ′AA

[
a†(⃗k)a(⃗k)+ b†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)c(⃗k)+ d†(⃗k)d(⃗k)

]
,

para os deslocamentos,

δ⃗
>
3 = 2a1 sin

(
α

2

)
x̂ (2.28)

δ⃗
<
3 = −2as sin

(
α1

2

)
x̂ (2.29)

e,

tAA = t3
{

ei2kxas sin(α1
2 ) + e−i2kxas sin(α1

2 )
}
,

tAA = 2t3 cos
[
2kxa1 sin

(
α1

2

)]
,
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para t7,

t7 ∑
⟨i, j⟩

(
a†

i a j +b†
i b j + c†

i c j +d†
i d j

)
= t7 ∑⃗

k

[
a†(⃗k)a(⃗k)+b†(⃗k)b(⃗k)

+c†(⃗k)c(⃗k)+d†(⃗k)d(⃗k)
]

×

∑⃗
δ7

ei⃗k·⃗δ7


= ∑⃗

k

[
a†(⃗k)a(⃗k)+b†(⃗k)b(⃗k)

+c†(⃗k)c(⃗k)+d†(⃗k)d(⃗k)
]
t ′AA (2.30)

o respectivo deslocamento,

δ⃗
>
7 = 2

[
a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ

δ⃗
<
7 = −2

[
a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ

obtemos então,

t ′AA = t7
{

e2iky[a1 cos(α

2 )+a2 cos(β )] + e−2iky[a1 cos(α

2 )+a2 cos(β )]
}

= 2t7 cos
{

2ky

[
a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]}
(2.31)

Para t8,

t8 ∑
(i, j)

(
a†

i b j + c†
i d j +h.c.

)
= t8 ∑⃗

k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]∑⃗
δ7

ei⃗δ7 ·⃗k

 (2.32)

= ∑⃗
k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
t
′′
AB (2.33)

e os respectivos deslocamentos,

δ⃗
>
8 = 3a1 sin

(
α

2

)
x̂−a2 cos

(
α

2

)
ŷ

δ⃗
<
8 = −3a1 sin

(
α

2

)
x̂−a2 cos

(
α

2

)
ŷ

e aplicando os termos, obtemos,

t ′′AB = t8
{

3ikya1 sin
(

α

2

)
e−ikya1 cos(α

2 )−3ikya1 sin
(

α

2

)
e−ikya1 cos(α

2 )
}

= t8e−ikya1 cos(α

2 )×2cos
(

3kya1 sin
(

α

2

))
= 2t8 cos

(
3kya1 sin

(
α

2

))
e−ikya1 cos(α

2 ) (2.34)
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Para t9,

t9 ∑
i, j

(
a†

i d j +b†
i c j +h.c.

)
= t9 ∑⃗

k

[
a†(⃗k)d(⃗k)+b†(⃗k)c(⃗k)+h.c.

]∑⃗
δ9

ei⃗δ9 ·⃗k


= ∑⃗

k

[
a†(⃗k)d(⃗k)+b†(⃗k)c(⃗k)+h.c.

]
t ′′AD (2.35)

δ⃗
>
9 = 2a1 sin

(
α

2

)
x̂−
[
2a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ+a2 sin(β )ẑ

δ⃗
<
9 = −2a1 sin

(
α

2

)
x̂−
[
2a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ+a2 sin(β )ẑ

t ′′AC = t9

{
e−iky[2a1 cos(α

2 )+a2 cos(β )]

[
e2ikxa1 sin(α

2 ) + e−2ikxa1 sin(α

2 )

]}
= 2t9 cos

[
2kxa1 sin

(
α

2

)]
e−iky[2a1 cos(α

2 )+a2 cos(β )] (2.36)

E, por fim,

t10 ∑
i, j

(
a†

i a j +b†
i b j + c†

i c j +d†
i d j

)
= t10 ∑⃗

k

[
a†(⃗k)a(⃗k)+b†(⃗k)b(⃗k)

+c†(⃗k)c(⃗k)+d†(⃗k)d(⃗k)
]∑⃗

δA0

ei⃗δA0 ·⃗k


= ∑⃗

k

[
a†(⃗k)a(⃗k)+b†(⃗k)b(⃗k)

+c†(⃗k)c(⃗k)+d†(⃗k)d(⃗k)
]
t ′′AA (2.37)

δ⃗
>>
10 = 2a1 sin

(
α

2

)
x̂+[a2 cos(β )] ŷ (2.38)

δ⃗
<>
10 = −2a1 sin

(
α

2

)
x̂+
[
2a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ (2.39)

δ⃗
><
10 = 2a1 sin

(
α

2

)
x̂−2

[
a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ (2.40)

δ⃗
<<
10 = −2a1 sin

(
α

2

)
x̂−2

[
a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

]
ŷ (2.41)
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t ′′AA = t10

{
e2iky[a1 cos(α

2 )+a2 cos(β )]
[
e2ikxa1 sin(α

2 ) + e−2ikxa1 sin(α

2 )
]

+e−2iky[a1 cos(α

2 )+a2 cos(β )]
[
e2ikxa1 sin(α

2 ) + e−2ikxa1 sin(α

2 )
]}

t ′′AA = t10

{
2cos

[
2kxa1 sin

(
α

2

)][
e2iky[a1 cos(α

2 )+a2 cos(β )] + e−2iky[a1 cos(α

2 )+a2 cos(β )]
]}

t ′′AA = 4t10 cos
[
2kxa1 sin

(
α

2

)]
cos
[
2ky

(
a1 cos

(
α

2

)
+a2 cos(β )

)]
(2.42)

O hamiltoniano é,

h1−10 = ∑⃗
k

[
a†(⃗k′)b(⃗k)+d†(⃗k)c(⃗k)+h.c

]
tAB

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)c(⃗k)+b†(⃗k)d(⃗k)+h.c

]
tAC

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
t ′AB

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)c(⃗k)+b†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
t ′AC

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
tAD

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)a(⃗k)+ b†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)c(⃗k)+ d†(⃗k)d(⃗k)

]
tAA

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)a(⃗k)+b†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)c(⃗k)+d†(⃗k)d(⃗k)

]
t ′AA

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)d(⃗k)+h.c.

]
t
′′
AB

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)d(⃗k)+b†(⃗k)c(⃗k)+h.c.

]
t ′′AD

+ ∑⃗
k

[
a†(⃗k)a(⃗k)+b†(⃗k)b(⃗k)+ c†(⃗k)c(⃗k)+d†(⃗k)d(⃗k)

]
t ′′AA. (2.43)

A matriz hamiltoniana do sistema com a configuração de 10 elementos de hopping é,

H10-hop =


tAA + t ′AA + t ′′AA tAB + t ′AB + tAD + t ′′AB tAD tAC + t ′AC + t ′′AC

t∗AB + t ′∗AB + t ′′∗AB tAA + t ′AA + t ′′AA t∗AC + t ′∗AC + t ′′∗AC tAD

tAD tAC + t ′AC + t ′′AC tAA + t ′AA + t ′′AA tAB + t ′AB + t ′′AB

t∗AC + t ′∗AC + t ′′∗AC tAD t∗AB + t ′∗AB + t ′′∗AB tAA + t ′AA + t ′′AA

 .. (2.44)
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Aplicando a transformação unitária anteriormente demonstrada, a forma reduzida do hamiltoni-

ano acima é dada por,

H
′′
10−hop

 (tAA + t ′AA + t ′′AA)+ t ′′AD (tAB + t ′AB + tAD + t ′AB)+
(
tAC + t ′AC

)
(tAB + t ′AB + tAD + t ′AB)

∗+
(
tAC + t ′AC

)∗
(tAA + t ′AA + t ′′AA)+ t ′AD

 .

Diferentemente anteriores a obtenção de uma equação para as energias, no modelo

de dez hoppings torna-se inviável devido ao tamanho da matriz, mesmo para o hamiltoniano

reduzido. Isso torna o uso computacional indispensável para a obtenção da relação de dispersão.

Na Fig. 15 pode-se observar a respectiva relação de dispersão. O modelo reproduz com alta

fidelidade a anisotropia característica do fosforeno, com dispersões distintas ao longo das direções

armchair e zigzag, e confirma a natureza direta do gap na monocamada, com valor de 1,82 eV.

Figura 15 – Relação de dispersão de uma monocamada de fósforo negro ao longo das direções
de alta simetria da primeira zona de Brillouin para os modelos de dez hoppings. Ao lado, temos
a densidade de estados (DOS).
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10 hoppings

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.1.4 Análise comparativa entre os modelos

Ao contrário dos dois modelos anteriores, alterar a intensidade dos hoppings não

fornecerá informações adicionais além do que os demais modelos poderiam fornecer na monoca-

mada. Este se sobressai pela abrangência de sua construção e pela possibilidade de expansão

para camadas adicionais, a fim de criar um modelo mais realista.



51

É possível comparar diretamente cada um dos espectros de energia na Fig. 16. A

configuração das bandas dos modelos de dois hoppings captura apenas a tendência geral das

bandas próximas ao gap, mas falha em reproduzir detalhes importantes, como a curvatura correta

das bandas de valência e de condução em pontos de alta simetria (especialmente ao longo de

Γ−Y e Γ−X).

Figura 16 – Estrutura de bandas TB e densidade de estados (DOS) da monocamada de fosforeno
com diferentes números de parâmetros de hopping: 2 (azul), 5 (verde) e 10 (vermelho). Observa-
se que o modelo com 2 hoppings descreve apenas qualitativamente as bandas próximas ao gap,
enquanto o modelo com 5 hoppings melhora a concordância, porém ainda apresenta desvios em
energias mais afastadas. O modelo com 10 hoppings reproduz com alta fidelidade as bandas
de referência em toda a faixa de energia considerada, incluindo as dispersões ao longo das
direções de alta simetria (Γ–Y, Γ–X) e a estrutura da DOS, evidenciando a necessidade de incluir
interações de longo alcance para uma descrição quantitativamente precisa das propriedades
eletrônicas do fosforeno.

Γ Y S X Γ−8
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0
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E
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V
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2 hoppings 5 hoppings 10 hoppings

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por sua vez, o modelo de cinco hoppings melhora significativamente a concordância,

ajustando melhor as dispersões, mas ainda apresenta desvios em energias mais afastadas do

gap. Já o modelo de dez hoppings reproduz com alta fidelidade as bandas de referência [veja

Figs. 4(c), 4(d) e 4(e)] incluindo as características finas como os platôs na Densidade de Estados

(Density of States) (DOS) e as dispersões nos pontos S e X. Isso demonstra que, embora modelos

simplificados sejam úteis para estudos qualitativos, uma parametrização com mais hoppings é

essencial para descrições quantitativamente precisas das propriedades eletrônicas do fosforeno
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em uma ampla janela de energia.

2.1.5 Modelo contínuo para o fosforeno

O modelo contínuo para o fosforeno, derivado a partir do limite de longo compri-

mento de onda de um modelo TB realista, é eficaz para descrever as propriedades eletrônicas

de baixas energias perto do ponto Γ. Ele captura a natureza híbrida das bandas de valência e de

condução, combinando caráter parabólico e linear, e permite derivar expressões analíticas para

as massas efetivas e os estados eletrônicos (Júnior; Katsnelson, 2015).

Nesta seção, apresentaremos o modelo contínuo para uma monocamada de fosforeno.

Para tanto, faremos uso dos modelos TB apresentados na seção anterior. O método consiste

em expandir os elementos do hamiltoniano em torno do ponto Γ, no qual kx = ky = 0. Assim,

pode-se descrever os portadores de carga que possuem momentos pequenos e efetivamente

contribuem para as propriedades eletrônicas. Procura-se, então, descrever os estados ao redor da

energia de Fermi do material.

Utilizando a Eq. (2.26), onde reduzimos o hamiltoniano TB de quatro bandas para

duas, aplica-se uma expansão em série de Taylor em cada elemento da matriz (a11,a12,a21 e

a22), e descartando os termos de vetor de onda de ordem cúbica ou superior, chegamos à,

tAD ≈ 4t4 −2t4
[
d1 sin

(
α1

2

)]2
k2

x −4t4d1

[
sin
(

α1

2

)
+d2 sinβ

]2
k2

y , (2.45)

tAB + t
′
AB ≈ 2(t1 + t3)− (t1 + t3)

[
d1 sin

(
α1

2

)]2
k2

x

−
{

t1
[
d1 cos

(
α1

2

)]2
+ t3

[
d1 cos

(
α1

2

)
+2d2 cosβ

]2
}

k2
y

+ i
[
−2t1 cos

(
α1

2

)
+2t3

(
d1 cos

(
α1

2

)
+2d2 cosβ

)]
ky, (2.46)

(tAC + tAC)
∗ ≈ (t2 + t5)−

{
t2 [d2 cosβ ]2 /2+ t5

[
2d1 cos

(
α1

2

)
+2d2 cosβ

]2
/2
}

k2
y

+ i
{

t2d2 cosβ − t5
[
2d1 cos

(
α1

2

)
+2d2 cosβ

]}
ky, (2.47)

o que resulta em um novo hamiltoniano,

H =

 uo +ηkk2
x +ηyk2

y δ + γkk2
x + γyk2

y + iχky

δ + γkk2
x + γyk2

y − iχky uo +ηkk2
x +ηyk2

y

 , (2.48)
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onde as novas constantes foram definidas como,

uo = 4t4, (2.49)

δ = 2(t1 + t3)+ t2 + t5, (2.50)

γk = −(t1 + t3)
[
d1 sin

(
α1

2

)]2
, (2.51)

γy = −t1
[
d1 cos

(
α1

2

)]2
− t2

2
(d2 cosβ )2

−t3
[
d1 cos

(
α1

2

)
+2d2 cosβ

]2
− t5

2

[
2d1 cos

(
α1

2

)
+d2 cosβ

]2
, (2.52)

χ = −2t1d1 cos
(

α1

2

)
+ t2d2 cosβ

+2t3
[
d1 cos

(
α1

2

)
+2d2 cosβ

]
− t5

[
2d1 cos

(
α1

2

)
+d2 cosβ

]
, (2.53)

ηk = −2t4
[
d1 sin

(
α1

2

)]2
, (2.54)

ηy = −2t4
[
d1 cos

(
α1

2

)
+d2 cosβ

]2
. (2.55)

Para o novo hamiltoniano obtemos as energias dadas por,

E± = u0 +ηxk2
x +ηyk2

y ±
√
(δ + γxk2

x + γyk2
y)

2 +χ2k2
y , (2.56)

onde os sinais + e − referem-se à energia da banda de condução (valência). Os valores dos

parâmetros do contínuo encontram-se na tabela a seguir.

Tabela 2 – Parâmetros do modelo contínuo do fosforeno.
Parâmetro Valor
u0 −0.42eV
ηx 0.58eV ·Å2

ηy 1.01eV ·Å2

δ 0.76eV
χ 5.25eV ·Å
γx 3.93eV ·Å2

γy 3.83eV ·Å2

Fonte: Adaptado da Ref. (Júnior; Katsnelson, 2015).



54

2.1.5.1 Autoestados para o modelo contínuo

Utilizando o hamiltoniano (H ), determinaremos os autoestados correspondentes.

Expressando os termos da diagonal não-principal de H como,

δ + γkk2
x + γyk2

y + iχky =
√

(δ + γkk2
x + γyk2

y)
2 +(χky)2 e+iθk ,

e,

θk = arctan
[

2χky

f+− f−

]
,

com f+ e f− dados por

f± = (uo ±δ )+(ηk ± γk)k2
x +(ηy ± γy)k2

y .

podemos reescrever H da seguinte maneira

H0 =

 ε1 ε2eiθk

ε2e−iθk ε1

 ,

onde ε1 e ε2 são

ε1 =
f++ f−

2
, ε2 =

√(
f−− f+

2

)2

+(χky)2.

Escrevendo as funções de onda de H0 como

Ψ =

φ1

φ2

 ,

onde φ1 = φA +φD e φ2 = φB +φC são sobreposições das funções de onda nas quatro sub-redes,

temos que a equação de autovetores de H0, ε1 ε2eiθk

ε2e−iθk ε1

φ1

φ2

= E

φ1

φ2

 .

Usando as equações para E±, encontramos que os autoestados do Hamiltoniano do modelo

contínuo são dados por

Ψλ =
1√
2

 1

λeiθk

 ,

com λ = 1(−1) para elétrons (buracos).
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2.1.6 Teorema do modelo efetivo para o fosforeno

Massa efetiva, ou tensor de massa efetiva, é o termo que os elétrons parecem possuir

quando respondem a interações de força. O comportamento dos elétrons na presença de uma rede

cristalina está sujeito a inúmeras interações. Isso acontece, pois a rede cristalina é composta por

infinitos átomos organizados de maneira periódica. Pode-se mostrar que o sistema constituído

por um elétron nesta configuração equivale ao sistema composto por uma única quasipartícula

livre, que possui uma carga igual à do elétron (no caso de estarmos nos referindo à banda de

condução) e tem uma massa efetiva diferente da massa do elétron livre (Ashcroft; Mermin, 1976).

A seguir, demonstraremos o respectivo teorema do modelo efetivo.

Partindo da equação de Schrödinger independente do tempo que descreve um elétron

na presença de um potencial periódico V (⃗r), temos[
− h̄2

2me
∇2 +V (⃗r)

]
ψ (⃗r) = Eψ (⃗r),

onde me é a massa do elétron livre. De acordo com o Teorema de Bloch, podemos escrever o

autoestado ψ (⃗r) como ψ (⃗r) = ei⃗k·⃗ruk(⃗r), onde uk(⃗r) é uma função com a mesma periodicidade

do potencial V (⃗r) (Ashcroft; Mermin, 1976). Podemos então escrever,

(h0 +h1 +h2)uk(⃗r) = Euk(⃗r),

onde cada termo é,

h0 =
p⃗2

2me
+V (⃗r)

h1 =
h̄

me
p⃗ ·⃗ k

h2 =
h̄2k2

2me
.

Como é possível verificar, o termo h0 descreve o sistema para o caso em que k⃗ = (0,0,0) e

h1,h2 são perturbações do termo h0. Isso significa que analisamos as estruturas de bandas nas

proximidades do ponto Γ. Dessa forma, utilizando a teoria de perturbação independente do

tempo, temos que a energia do estado n, corrigida até a segunda ordem, é dada por,

En(⃗k) = En(⃗0)+ ⟨un
0|h1 +h2|un

0⟩+ ∑
l ̸=n

|⟨ul
0|h1 +h2|un

0⟩|2
En(⃗0)−E l (⃗0)

, (2.57)

onde un
0(⃗r) é o n-ésimo autoestado do Hamiltoniano não perturbado h0,

h0un
0(⃗r) = En(⃗0)un

0(⃗r),
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e que está associado à energia não perturbada En(⃗0). Devemos enfatizar que a soma em Eq. (2.57)

é realizada sobre todas as bandas, exceto a de l = n. Utilizando ⟨ul
0|uk

0⟩= δkl , obtemos para En,

En(⃗k) = En(⃗0)+
h̄2k2

2me
+

h̄2

m2
e
∑
l ̸=n

|⟨ul
0|p⃗|un

0⟩|2
En(⃗0)−E l (⃗0)

k2, (2.58)

o que ainda pode ser escrita como,

En(⃗k) = En(⃗0)+
h̄2

2
k⃗ · 1

me f
αβ

·⃗ k (2.59)

onde,
1

meff
αβ

=
δαβ

me
+

2
m2

e
∑
l ̸=n

⟨un
0|pα |ul

0⟩⟨ul
0|pβ |un

0⟩
En(⃗0)−E l (⃗0)

,

é o tensor de massa efetiva para a banda de índice n. O caráter tensorial da massa efetiva se deve

ao fato de as distribuições atômicas do material poderem ser diferentes em direções distintas do

espaço real, o que resulta em massas efetivas distintas em cada direção. Outro ponto importante

é que toda a informação de que os portadores de carga sofrem a influência dos átomos da rede

está contida na massa efetiva. Isso pode ser entendido ao se observar que mef
αβ

depende de un
0(⃗r)

e En(⃗0), que são os autoestados e as energias do Hamiltoniano que contém o potencial periódico.

Dessa maneira, nas proximidades do ponto Γ, podemos descrever a estrutura de bandas de um

elétron na presença de uma rede cristalina por meio da dispersão de uma “partícula” livre de

massa mef
αβ

. Como essa “partícula” não é física, chamamos-a de quasipartícula.

Alternativamente, o tensor de massa efetiva também pode ser obtido se as bandas de

energia forem conhecidas. Expandindo a n-ésima banda em série de Taylor em torno do ponto Γ,

obtemos

En(⃗k) = En(⃗0)+∑
l

∂En

∂kl
kl +

1
2 ∑

α,β

∂ 2En

∂kα∂kβ

kαkβ . (2.60)

Comparando segundo somatório da Eq. (2.60) com o último termo da Eq. (2.59), vemos que o

tensor massa efetiva é proporcional ao inverso da curvatura das bandas de energia,

mef
αβ

=
h̄2

∂ 2En

∂kα∂kβ

∣∣∣∣⃗
k=0

(2.61)

No caso da monocamada de fósforo negro, fazemos uso de E± dado pela Eq. (2.56),

a fim de determinarmos as massas efetivas para elétrons e buracos nas direções x e y ao redores
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do ponto Γ, temos então que,

∂ 2Ee(h)

∂k2
x

= 2ηx ±

 2γx(δ +3γkk2
x + γyk2

y)kx√
(δ + γkk2

x + γyk2
y)

2 +χ2k2
y

+ . . .

 ,

∂ 2Ee(h)

∂k2
y

= 2ηyky ±

 2γy(δ +3γkk2
y)ky +χ2ky√

(δ + γkk2
x + γyk2

y)
2 +χ2k2

y

+ . . .

 ,

e as massas efetivas sendo,

me(h)
x =

h̄2

2(ηx ± γx)
,

e

me(h)
y =

h̄2

2(ηx ± γx ±χ2/2δ )
,

onde o sinal positivo (negativo) representa a massa efetiva para elétrons (buracos). Os valores

numéricos para as massas efetivas acima são me
x = 0.846me,me

y = 0.166me,mh
x = 1.14me e

mh
y = 0.182me, onde me é a massa do elétron livre (Jr.; Katsnelson, 2015). Utilizando as massas

efetivas, podemos escrever uma expressão aproximada para as energias, assim sendo,

E± = (u0 ±δ )+
h̄2

2me(h)
x

k2
x +

h̄2

2me(h)
y

k2
y ,

onde o sinal de + (−) se refere à energia da banda de condução (valência), e o termo (u0 ±δ )

representa um shift no espectro de energia. Assim, na aproximação de massa efetiva, observamos

que os níveis de energia da monocamada de fosforeno formam elipses no espaço de momentos.

O modelo de massa efetiva é menos abrangente do que o modelo contínuo. Entretanto, esse

modelo tem sido utilizado para obter resultados aproximados importantes.
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3 NANOFITAS DE FOSFORENO

Nesta seção, o foco será o estudo de nanofitas. Para tanto, tomaremos a ordem

lógica adotada na seção anterior, em que trabalhamos com uma folha infinita, considerando dois

(Ĥ2−hop), cinco (Ĥ5−hop) e dez (Ĥ10−hop) parâmetros de hopping. Assim, para o modelo Ĥ2−hop,

a dinâmica dos portadores de carga em uma monocamada de fósforo negro pode ser descrita,

como visto anteriormente, pelo seguinte hamiltoniano TB,

Ĥ2−hop = t1 ∑
⟨i, j⟩

(
â†

i b̂ j + d̂†
i ĉ j + b̂†

i â j + ĉ†
i d̂ j

)
+ t2 ∑

⟨i, j⟩

(
â†

i ĉ j + b̂†
i d̂ j + ĉ†

i â j + d̂†
i b̂ j

)
,

onde temos uma estrutura cristalina com quatro sítios (a, b, c, d) em sua célula unitária e a soma

sobre ⟨i, j⟩ significa que percorremos os primeiros vizinhos mais próximos. Adotando kx como

um bom número quântico, podemos escrever os operadores de criação e aniquilação no espaço

dos momentos na forma,

ĝ†
i =

1√
Nuc

∑
kx

∑
n

e−ikxxi ĝ†
kx,n ⇒ ĝi =

1√
Nuc

∑
kx

∑
n

eikxxi ĝkx,n,

em que Nuc é o número de células unitárias e g = {a,b,c,d}. Para os sites a e d, teremos

n = 2,4,6, ...; para b e c, teremos n′ = 1,3,5, ...; e para a e d, teremos n,n′ = 1,2,3,4,5, .... A

disposição dos átomos nas bordas para a obtenção dos diferentes recortes é demonstrada na

Fig. 17. Ressalta-se que a disposição atômica pode variar conforme a convenção da tag dos

sítios na célula unitária. A convenção de cálculos a seguir mantém-se as adotadas nos capítulos

anteriores, descritas na Fig. 9.

Aplicando os operadores de criação e aniquilação ao hamiltoniano Ĥ2−hop, separando

cada elemento na forma,

Ĥ2−hop = t1 ∑
⟨i, j⟩

â†
i b̂ j + t1 ∑

⟨i, j⟩
d̂†

i ĉ j + t1 ∑
⟨i, j⟩

b̂†
i â j + t1 ∑

⟨i, j⟩
ĉ†

i d̂ j

+t2 ∑
⟨i, j⟩

â†
i ĉ j + t2 ∑

⟨i, j⟩
b̂†

i d̂ j + t2 ∑
⟨i, j⟩

ĉ†
i â j + t2 ∑

⟨i, j⟩
d̂†

i b̂ j, (3.1)

e respeitando a ordem dos elementos, pode-se escrever,

Ĥ2−hop = H1 +H2 +(H1 +H2)
∗+H3 +H4 +(H3 +H4)

∗ (3.2)

assim, podemos obter cada elemento do hamiltoniano. Portanto, faremos uso de uma substituição

simples em que x j = −(xi − x j)+ x j. Essa soma zero permitirá que usemos a propriedade de

ortogonalidade entre kx e k
′
x.
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Figura 17 – Tipos de borda normais e enviesadas para diferentes configurações de terminação,
respeitando a convenção de indexação indicada no quadro central da figura; as bordas são obtidas
pela geometria do sítio atômico, conforme demonstrado em cada quadro.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dessa forma, fazendo membro a membro,

H1 = t1 ∑
⟨i, j⟩

(
1√
Nuc

∑
kx

∑
n

â†
kx,ne−ikxxi

) 1√
Nuc

∑
k′x

∑
n

b̂k′x,n
eik

′
xxi


=

t1
Nuc

∑
⟨i, j⟩

∑
kx,k

′
x

∑
n,n′

â†
kx,nb̂k′x,n

′ e−ikxxi eik
′
xx j (3.3)

e somente para as exponenciais,

e−ikxxi eik
′
xx j = e−ikxxi eik

′
x[−(xi−x j)+x j]

= e−i
(

kx−k
′
x

)
xi e−ik

′
x(xi−x j), (3.4)
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podemos escrever o termo,

H1 =
t1

Nuc
∑
⟨i, j⟩

∑
kx,k

′
x

∑
n,n′

â†
kx,nb̂k′x,n

′ e−i
(

kx−k
′
x

)
xi e−ik

′
x(xi−x j)

= t1 ∑
kx,k

′
x

∑
n,n′

â†
kx,nb̂k′x,n

′

(
1

Nuc
∑

i
e−i

(
kx−k

′
x

)
xi

)(
∑

j
e−ik

′
x(xi−x j)

)
= t1 ∑

kx,k
′
x

∑
n,n′

â†
kx,nb̂k′x,n

′ δkx,k
′
x
R⃗AB, (3.5)

onde o termo R⃗AB é o deslocamento entre os sítios a e b na rede. É imediato ver que,

H∗
1 = t1 ∑

kx,k
′
x

∑
n,n′

b̂†
kx,nâk′x,n

′ δkx,k
′
x
R⃗∗

AB. (3.6)

Para os termos H2, H3 e H4, segue o raciocínio análogo. Assim,

H2 = t1 ∑
⟨i, j⟩

(
1√
Nuc

∑
kx

∑
n

d̂†
kx,ne−ikxxi

) 1√
Nuc

∑
k′x

∑
n

ĉk′x,n
eik

′
xxi


=

t1
Nuc

∑
⟨i, j⟩

∑
kx,k

′
x

∑
n,n′

d̂†
kx,nĉk′x,n

′ e−ikxxi eik
′
xx j

=
t1

Nuc
∑
⟨i, j⟩

∑
kx,k

′
x

∑
n,n′

d̂†
kx,nĉk′x,n

′ e−i
(

kx−k
′
x

)
xi e−ik

′
x(xi−x j)

= t1 ∑
kx,k

′
x

∑
n,n′

d̂†
kx,nĉk′x,n

′

(
1

Nuc
∑

i
e−i

(
kx−k

′
x

)
xi

)(
∑

j
e−ik

′
x(xi−x j)

)
= t1 ∑

kx,k
′
x

∑
n,n′

d̂†
kx,nĉk′x,n

′ δkx,k
′
x
R⃗DC, (3.7)

H3 =
t2

Nuc
∑
⟨i, j⟩

∑
kx,k

′
x

∑
n,n′

â†
kx,nĉk′x,n

′ e−ikxxi eik
′
xx j

= t2 ∑
kx,k

′
x

∑
n,n′

â†
kx,nĉk′x,n

′

(
1

Nuc
∑

i
e−i

(
kx−k

′
x

)
xi

)(
∑

j
e−ik

′
x(xi−x j)

)
= t2 ∑

kx,k
′
x

∑
n,n′

â†
kx,nĉk′x,n

′ δkx,k
′
x
R⃗AC, (3.8)

e,

H4 =
t2

Nuc
∑
⟨i, j⟩

∑
kx,k

′
x

∑
n,n′

b̂†
kx,nd̂k′x,n

′ e−ikxxi eik
′
xx j

= t1 ∑
kx,k

′
x

∑
n,n′

b̂†
kx,nd̂k′x,n

′

(
1

Nuc
∑

i
e−i

(
kx−k

′
x

)
xi

)(
∑

j
e−ik

′
x(xi−x j)

)
= t1 ∑

kx,k
′
x

∑
n,n′

b̂†
kx,nd̂k′x,n

′ δkx,k
′
x
R⃗BD. (3.9)
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Os termos conjugados ficam,

H∗
2 = t1 ∑

kx,k
′
x

∑
n,n′

ĉ†
kx,nd̂k′x,n

′ δkx,k
′
x
R⃗∗

DC (3.10)

H∗
3 = t2 ∑

kx,k
′
x

∑
n,n′

ĉ†
kx,nâk′x,n

′ δkx,k
′
x
R⃗∗

AC (3.11)

H∗
4 = t2 ∑

kx,k
′
x

∑
n,n′

d̂†
kx,nb̂k′x,n

′ δkx,k
′
x
R⃗∗

BD, (3.12)

O hamiltoniano fica então,

Ĥ = t1 ∑
kx,k

′
x

∑
n,n′

(
â†

kx,nb̂k′x,n
′ δkx,k

′
x
R⃗AB + d̂†

kx,nĉk′x,n
′ δkx,k

′
x
R⃗DC +h.c

)
+t2 ∑

kx,k
′
x

∑
n,n′

(
â†

kx,nĉk′x,n
′ δkx,k

′
x
R⃗AC + b̂†

kx,nd̂k′x,n
′ δkx,k

′
x
R⃗BD +h.c

)
(3.13)

Com o hamiltoniano dado pela Eq. (3.13), podemos utilizar a equação de Heisenberg

para determinar os autoestados do sistema. Temos então,

d ĝkx,n

dt
=

−i
h̄

[
ĝkx,n; Ĥ

]
,

ou melhor

ih̄
d ĝkx,n

dt
=
[
ĝkx,n; Ĥ

]
= E ĝkx,n. (3.14)

Primeiramente, trataremos do caso de interação entre dois hoppings e, em seguida, indicaremos

a forma de cada termo para obter os modelos com 5 e 10 interações. Aplicando as relações de

comutação, temos,

d âkx,n

dt
=
[
âkx,n; Ĥ

]
= âkx,n Ĥ − Ĥ âkx,n.



62

Reorganizando elemento a elemento, obtemos,[
âk′x,n

′ ; Ĥ
]

= t1 ∑
n,n′

∑
kx,k

′
x

(
âk′x,n′

â†
kx,n b̂k′x,n′

δkx,k
′
x
R⃗AB + âk′x,n′

d̂†
kx,n ĉk′x,n′

δkx,k
′
x
R⃗DC

âk′x,n′
b̂†

kx,n âk′x,n′
δkx,k

′
x
R⃗∗

AB + âk′x,n′
ĉ†

kx,n d̂k′x,n′
δkx,k

′
x
R⃗∗

DC

)
+ t2 ∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

(
âk′x,n′

â†
kx,n ĉk′x,n′

δkx,k
′
x
R⃗AC + âk′x,n′

b̂†
kx,n d̂k′x,n′

δkx,k
′
x
R⃗BD

âk′x,n′
b̂†

kx,n âk′x,n′
δkx,k

′
x
R⃗∗

AB + âk′x,n′
ĉ†

kx,n d̂k′x,n′
δkx,k

′
x
R⃗∗

DC

)
− t1 ∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

(
â†

kx,n b̂k′x,n′
âk′x,n′

δkx,k
′
x
R⃗AB + d̂†

kx,n ĉk′x,n′
âk′x,n′

δkx,k
′
x
R⃗DC

b̂†
kx,n âk′x,n′

âk′x,n′
δkx,k

′
x
R⃗∗

AB + ĉ†
kx,n d̂k′x,n′

âk′x,n′
δkx,k

′
x
R⃗∗

DC

)
− t2 ∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

(
â†

kx,n ĉk′x,n′
âk′x,n′

δkx,k
′
x
R⃗AC + b̂†

kx,n d̂k′x,n′
âk′x,n′

δkx,k
′
x
R⃗BD

b̂†
kx,n âk′x,n′

âk′x,n′
δkx,k

′
x
R⃗∗

AB + ĉ†
kx,n d̂k′x,n′

âk′x,n′
δkx,k

′
x
R⃗∗

DC

)
agrupando termo a termo e aplicando novamente as propriedades fermiônicas dos operadores,

obtemos,

[
âk′x,n

′ ; Ĥ
]

= t1 ∑
n,n′

∑
kx,k

′
x

b̂k′x,n′
δkx,k

′
x
δn,n′ R⃗AB + t2 ∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

ĉk′x,n′
δkx,k

′
x
δn,n′ R⃗AC,

de forma que para os demais operadores obtemos,[
b̂k′x,n

′ ; Ĥ
]

= t1 ∑
n,n′

∑
kx,k

′
x

âk′x,n′
δkx,k

′
x
δn,n′ R⃗∗

AB + t2 ∑
n,n′

∑
kx,k

′
x

d̂k′x,n′
δkx,k

′
x
δn,n′ R⃗BD,[

ĉk′x,n
′ ; Ĥ
]

= t1 ∑
n,n′

∑
kx,k

′
x

d̂k′x,n′
δkx,k

′
x
δn,n′ R⃗∗

DC + t2 ∑
n,n′

∑
kx,k

′
x

âk′x,n′
δkx,k

′
x
δn,n′ R⃗∗

AC,[
d̂k′x,n

′ ; Ĥ
]

= t1 ∑
n,n′

∑
kx,k

′
x

ĉk′x,n′
δkx,k

′
x
δn,n′ R⃗DC + t2 ∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

b̂k′x,n′
δkx,k

′
x
δn,n′ R⃗∗

BD.

Por fim, organizando os termos e fazendo kx = k
′
x e comprimindo a notação, temos,[

âkx,n
′ ; Ĥ
]

= ∑
n,n′

∑
kx

b̂kx,n′ τ
AB
n,n′ +∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

ĉk′x,n′
τ

AC
n,n′[

b̂kx,n
′ ; Ĥ
]

= ∑
n,n′

∑
kx

âkx,n′
(

τ
AB
n,n′

)∗
+∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

d̂k′x,n′
τ

BD
n,n′[

ĉkx,n
′ ; Ĥ
]

= ∑
n,n′

∑
kx

d̂kx,n′
(

τ
DC
n,n′

)∗
+∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

âk′x,n′

(
τ

AC
n,n′

)∗
[
d̂kx,n

′ ; Ĥ
]

= ∑
n,n′

∑
kx

ĉkx,n′ τ
DC
n,n′ +∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

b̂k′x,n′

(
τ

BD
n,n′

)∗
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e em forma matricial,

∑
n,n′

∑
kx

b̂kx,n′ τ
AB
n,n′ +∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

ĉk′x,n′
τ

AC
n,n′ = E(kx) âkx,n

′

∑
n,n′

∑
kx

âkx,n′
(

τ
AB
n,n′

)∗
+∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

d̂k′x,n′
τ

BD
n,n′ = E(kx) b̂kx,n

′

∑
n,n′

∑
kx

d̂kx,n′
(

τ
DC
n,n′

)∗
+∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

âk′x,n′

(
τ

AC
n,n′

)∗
= E(kx) ĉkx,n

′

∑
n,n′

∑
kx

ĉkx,n′ τ
DC
n,n′ +∑

n,n′
∑

kx,k
′
x

b̂k′x,n′

(
τ

BD
n,n′

)∗
= E(kx) d̂kx,n

′

onde usamos a Eq> 3.14, e o seu equivalente matricial é,

T (kx) =



[0]NA×NA [τAB]NA×NB [τAC]NA×NC [0]NA×ND

[(τAB)
∗]NB×NA [0]NB×NB [0]NB×NC [τBD]NB×ND

[(τAC)
∗]NC×NA [0]NC×NB [0]NC×NC [(τDC)

∗]NC×ND

[0]ND×NA [(τBD)
∗]ND×NB [τDC]ND×NC [0]ND×ND


.

Note que o coeficiente τAB
n,n′ é obtido mantendo fixo um sítio atômico do tipo A em uma linha

n e somando todas as contribuições dos sítios B j de uma linha n′. Os demais coeficientes são

calculados pelo mesmo procedimento. Para os demais modelos, cinco de dez hoppings podem

ser obtidos, passo a passo, seguindo o método demonstrado acima. A matriz T (kx) cinco e dez

são respectivamente,

T5−hop(kx)=



[0]NA×NA [τAB + τ ′AB]NA×NB [τAC + τ ′AC]NA×NC [0]NA×ND

[(τAB + τ ′AB)
∗]NB×NA [0]NB×NB [0]NB×NC [τBD + τ ′BD]NB×ND

[(τAC + τ ′AC)
∗]NC×NA [0]NC×NB [0]NC×NC [(τDC + τ ′DC)

∗]NC×ND

[0]ND×NA [(τBD + τ ′BD)
∗]ND×NB [τDC + τ ′DC]ND×NC [0]ND×ND


,

e sendo,

D = τAA + τ
′
AA + τ

′′
AA,

E = τAB + τ
′
AB + τAD + τ

′′
AB,

F = τAC + τ
′
AC + τ

′′
AC,

G = τAD.
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temos a matriz,

T10−hop =



[D ]NA×NA [E ]NA×NB [G ]NA×NC [F ]NA×ND

[E ∗]NB×NA [D ]NB×NB [F ∗]NB×NC [G ]NB×ND

[G ]NC×NA [F ]NC×NB [D ]NC×NC [E ]NC×ND

[F ∗]ND×NA [G ]ND×NB [E ∗]ND×NC [D ]ND×ND


.

Tais matrizes surgem na busca de soluções em sistemas lineares de grande porte,

como é o caso de hamiltonianos de nanofitas cujo tamanho é proporcional à sua largura. Estas

matrizes podem ser resolvidas facilmente por meio de técnicas numéricas. Neste tratamento,

elas são tratadas como blocos em matrizes esparsas e preenchidas elemento a elemento, de

acordo com a ordem de interação dos operadores fermiônicos, como demonstrado nas equações

acima. Diferentes ferramentas computacionais podem ser utilizadas para buscar a solução desses

sistemas TB. Contudo, optaremos pelo uso da biblioteca em Python chamada Kwant (Groth et

al., 2014). Essa biblioteca implementa o formalismo de Landauer-Büttiker e com total suporte

para os estudos das propriedades de transporte desses sistemas.

3.1 Formalismo de Landauer-Büttiker

As propriedades de transporte em sistemas reduzidos à escala mesoscópica revelaram

diversos efeitos inesperados. Verificou-se, por exemplo, que a resistência em uma guia de ondas

balísticas é finita, quantizada e função de sua largura, o que leva ao surgimento de patamares

discretos na resistência Hall à medida que se varia o campo magnético aplicado (Wees et al.,

1988; Wharam et al., 1988; Klitzing et al., 1980). Uma abordagem amplamente utilizada para

compreender as particularidades do transporte mesoscópico é o formalismo de Landauer-Büttiker

(Landauer, 1970; Büttiker et al., 1985; Datta, 1997; Groth et al., 2014). Nele, a corrente que

atravessa a amostra está diretamente relacionada à probabilidade de transmissão eletrônica pelo

sistema, o que é conceitualmente intuitivo. Na Fig. 18 há um exemplo de sistema típico do

respectivo formalismo. Nele, reservatórios, tratados como regiões com simetria translacional em

apenas uma direção e comumente chamados de leads (eletrodos), são conectados a uma região

central onde ocorrem fenômenos de espalhamento.

As equações de Landauer-Büttiker estabelecem a seguinte relação entre as correntes
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que fluem pelos contatos e os potenciais químicos dos reservatórios

Ip =−e
h ∑

q

∫
dE Tpq(E)

[
fp(E)− fq(E)

]
, (3.15)

onde p e q identificam os diferentes terminais, −e é a carga eletrônica, fp(E) é a distribuição de

Fermi–Dirac do reservatório p (assumida em equilíbrio térmico), e Tpq são os coeficientes de

transmissão para que elétrons passem do terminal q para o terminal p.

Figura 18 – Exemplo de configuração de aplicação do formalismo de Landauer-Büttiker. O dispo-
sitivo central é conectado a contatos semi-infinitos, que o alimentam com elétrons provenientes
de um reservatório eletrônico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para pequenas diferenças de potencial entre os reservatórios, essa relação pode ser

linearizada; assumindo também temperatura T = 0 a partir deste ponto, obtemos,

Ip =
e2

h ∑
q

Tpq(EF)(Vp −Vq), (3.16)

onde Vp =
µp
e é a tensão no reservatório p e EF é a energia de Fermi do sistema. Dessa maneira,

as características de corrente-tensão do dispositivo podem ser totalmente determinadas pelo

cálculo dos coeficientes de transmissão Tpq entre todos os contatos.

Esses coeficientes de transmissão podem ser escritos como somas das probabilidades

de transmissão,

Tpq = ∑
m,n

|t pq
mn|2, (3.17)

onde t pq
mn é a amplitude de fluxo eletrônico para um elétron que deixa o dispositivo através do

canal m no contato p, quando a amplitude de fluxo incidente está no canal q no contato i. Para
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definir as amplitudes de entrada e saída de forma invariante sob translações na direção longitudi-

nal, é necessário considerar tanto os modos transversais discretos dos contatos (resultantes da

quantização de tamanho na direção transversal) quanto o spin. As amplitudes t pq
mn assumem a

forma dos elementos da matriz de espalhamento do nosso sistema. A conservação de corrente

é refletida na unitariedade da matriz de espalhamento, levando à seguinte restrição sobre os

coeficientes de transmissão,

∑
p

Tpq(E) = ∑
p

Tqp(E). (3.18)

Essa abordagem é válida apenas para dispositivos coerentes em fase. Caso contrário,

a descrição em termos de modos de entrada e de saída perde sua validade. Não obstante, é

importante notar que efeitos inelásticos podem ocorrer nos próprios contatos eletrônicos, mesmo

na presença de transportes coerentes. Neste caso, a dissipação de energia ocorre exclusivamente

nos leads. Ademais, as relações para os coeficientes de transmissão respeitam a simetria

Tpq(+B) = Tqp(−B).

3.1.1 Nanofitas - kwant

Pode-se visualizar a dispersão de cada tipo de borda na Fig. 19, destacando os

modelos TB mencionados anteriormente. A figura apresenta as relações de dispersão E(k) para

nanofitas com quatro tipos de bordas: nZZ, nAC, sZZ e nAC. Elas são calculadas com dois, cinco

e dez hoppings. O resultado mais marcante aparece nas nanofitas com bordas nZZ e nAC. A

presença de bandas planas (ou quase planas) próximas ao nível de Fermi, característica assinatura

dos estados de borda localizados, cuja existência independe do número de termos de hopping

considerados. Eles apresentam-se de forma degenerada, e à medida que se considera o número

de interações de hoppings maior, a curvatura na dispersão é acentuada. Passando de totalmente

planos no modelo de dois hoppings a quase planos no modelo de dez.

No caso da nanofita sZZ, a estrutura de bandas apresenta um comportamento peculiar.

Diferentemente da nZZ, que apresenta estados de borda bem localizados, a sZZ exibe um gap

considerável e ausência total de estados de borda. Essa característica aproxima a sZZ da nAC,

que também é isolante e desprovida de bandas quase planas. A dispersão de energia na sZZ é,

portanto, típica de um semiconductor de gap direto.

Nas nanofitas nAC, observa-se um gap bem definido no ponto k = 0, com bandas

que formam uma estrutura cônica reminiscente dos cones de Dirac do grafeno bulk, e o gap
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diminui progressivamente com o aumento do número de hoppings, indicando que termos de

hopping de longo alcance reduzem o confinamento quântico lateral. Em contraste, a nanofita

nAC apresenta duas bandas degeneradas ‘quase planas’ situadas no meio do gap, análogas

às observadas na nZZ. Essas bandas surgem devido à forte anisotropia das ligações atômicas:

quando as ligações em uma direção predominam significativamente sobre as demais, criam-se

condições para o confinamento de estados eletrônicos nas bordas, resultando em níveis de energia

quase degenerados ao longo de toda a zona de Brillouin. Esse comportamento é característico

de bordas do tipo enviesadas e normais na direção zigzag, enquanto, nas bordas sZZ e nAC, a

anisotropia não é suficiente para gerar tais estados, mantendo o gap isolante.

Figura 19 – Relação de dispersão para nanofitas com bordas nZZ, nAC, sZZ e nAC. Destacam-se
os modelos de dois (vermelho), cinco (azul) e dez (verde) hoppings.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além das bordas de recorte bem comportadas, normais e enviesadas, podemos

também obter o espectro de bordas barbadas (do inglês beard) - veja Fig. 17. Por sua vez, na Fig.

20 demonstramos a emergência de bandas de borda quasi-planas em nanofitas de fosforeno e

sua relação fundamental com o parâmetro de transferência t4. Os plots superiores mostram a

estrutura de bandas para três configurações de borda (ambas zigzag, zigzag-beard e beard) com

valores reais de t4 distintos de zero. Neles, observam-se bandas ‘quasi-planas’ (destacadas em

magenta) isoladas da banda bulk nas configurações que incluem bordas zigzag, mas ausentes na
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nanofita beard-beard. Estas bandas exibem degenerescência dupla para bordas zigzag-zigzag e

não degenerada para zigzag-beard (Ezawa, 2014).

Figura 20 – Relação de dispersão de nanofitas de fosforeno quando a energia de transferência t4
é não nula e zero nos quadros superiores, onde a borda é zigzag e a outra borda é com barba.
Ambas as bordas têm barba. O modo de borda “quasi-plano” aparece no primeiro e no segundo
gráfico. Quando configuramos t4 = 0, a banda quasi-plana se torna perfeitamente plana.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Os painéis inferiores da Fig. 20 revelam o efeito decisivo de t4 sobre as bandas

de borda: ao anular esse parâmetro, as bandas quasi-planas tornam-se perfeitamente planas,

mantendo-se isoladas da banda bulk nas configurações com bordas zigzag, mas permanecendo

ausentes na nanofita beard-beard. Essa transformação demonstra que t4 é o responsável pela

curvatura residual que caracteriza o caráter “quasi-plano” no modelo original. A contínua

ausência de bandas de borda nos casos beard-beard reforça a ideia de que o fenômeno depende

topologicamente da presença de bordas zigzag. Assim, a Fig. 20 evidencia que a existência de

bandas isoladas está fenomenologicamente vinculada às bordas zigzag, enquanto a curvatura

dessas bandas é controlada por t4, que atua como um termo perturbativo sobre a banda plana
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idealizada.
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4 MODELO CONTÍNUO

O estudo de nanofitas, baseado em abordagens de TB e em simulações por primeiros

princípios, resulta em soluções que fornecem informações e insights bastante valiosos. No

entanto, abordagens puramente computacionais tendem a perder o sentido quando se busca

compreender os mecanismos fundamentais por trás dos fenômenos físicos. Dessa forma, nesta

seção, busca-se apresentar uma extensão das soluções contínuas para nanofitas de fosforeno, indo

além do que foi proposto por Sousa et al. (2016), que apresentou soluções para os tipos de borda

nZZ e nAC. Assim, neste capítulo, procura-se estabelecer condições de contorno apropriadas

para bordas enviesadas, sZZ e nAC.

Uma solução analítica torna-se importante, pois facilita a análise do comportamento

eletrônico, sendo útil para o estudo de nanodispositivos, permitindo cálculos diretos de coefi-

cientes de transporte e até mesmo a investigação da tunabilidade em bicamadas ou em poucas

camadas de fosforeno. Passaremos, então, à abordagem que parte do hamiltoniano reduzido e

reescrito por meio da transformada de Fourier, utilizando o comportamento da função de onda

obtida numericamente para as estruturas.

4.1 Condições de quiralidade para bordas enviesadas

A construção de uma monocamada de fósforo negro consiste em átomos de fósforo

ligados covalentemente a três vizinhos (hibridização sp3). Os valores de estrutura para o

comprimento das ligações são dados por a1 = 2,22 Å, a2 = 2,24 Åe os ângulos entre elas

α = 96,5◦ e β = 72◦ (Sousa et al., 2017). As dimensões da célula unitária são obtidas pelas

projeções l1 = 2a1 sin α

2 e l2 = 2
(
a1 sin α

2 +a2 cosβ
)
. Como comentado anteriormente, podemos

cortar uma monocamada de fosforeno em diferentes direções, obtendo dessa forma nanofitas

com diferentes geometrias de borda. A orientação do corte é caracterizada pelo ângulo quiral θc

dado por,

θc(n1,n2) = arctan
(

n2l2
n1l1

)
, (4.1)

onde n1 e n2 são números inteiros. Os ângulos θc para as bordas normais são θc(1,0) = 0◦ e

θc(0,1) = 90◦ respectivamente, zigzag e armchair. Enquanto para as bordas enviesadas são

θc(1,1) = 23,6◦ e θc(3,1) = 52,65◦, respectivamente zigzag e armchair. O parâmetro de rede

de cada nanofita depende do valor de seu correspondente (n1,n2) e é dado por l(n1,n2) =
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√
(n1l1)2 +(n2l2)2. Assim, para s bordas nZZ e nAC temos respectivamente lZZ

n = 3,31 Åe

lAC
n = 4,34 Å. E, para as enviesadas nAC e nAC, temos, respectivamente , lAC

s = 10,84 Åe

lZZ
s = 5,46 Å.

4.1.1 Condições de contorno

Partimos agora do ferramental teórico apresentado na Subseção 2.1.5 no contexto

do modelo contínuo. Resgatamos o modelo reduzido de duas bandas (Eq. 2.48) e obtemos

o hamiltoniano de longo comprimento de onda, no qual descrevemos os portadores de baixa

energia em uma folha de fosforeno ao redor do ponto Γ.

Figura 21 – Representação de uma nanofita geral, inclinada, com larguras y′ = 0 e y′ =W . A
direção de invariância translacional da nanofita é definida por x′, modulada pelo ângulo geral θ .
As nanofitas nZZ,sAC, sZZ e nAC são obtidas quando θ é dado, respectivamente, por θ = 0◦,
θ = 23,6◦, θ = 52,65◦ e θ = 90◦.

y

x
x'

y'

0

W

W

Fonte: Elaborada pelo autor.

Usando a Eq. (2.1.5),

H ′ =

 u0 +ηxk2
x +ηyk2

y δ + γxk2
x + γyk2

y + iχky

δ + γxk2
x + γyk2

y − iχky u0 +ηxk2
x +ηyk2

y

 ,

A fim de aliviarmos a notação, definimos,

A = u0 +ηxk2
x +ηyk2

y , B = δ + γxk2
x + γyk2

y .
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assim, podemos reescrever,

H ′ =

 A B+ iχky

B− iχky A

 .

Utilizando transformação unitária para os estados a altura da energia de Fermi,

U =
1√
2

1 1

1 −1

 , U† =U,

fazemos a operação usual H =U†H ′U. Primeiro, calculemos o produto H ′U ,

H ′U =
1√
2

 A B+ iχky

B− iχky A

1 1

1 −1

=
1√
2

A+B+ iχky A−B− iχky

A+B− iχky −A+B− iχky

 .

Agora, multiplicamos por U† =U à esquerda,

H =U(H ′U) =
1
2

1 1

1 −1

A+B+ iχky A−B− iχky

A+B− iχky −A+B− iχky

 .

Realizando os produtos, obtemos

H11 =
1
2
[(A+B+ iχky)+(A+B− iχky)] = A+B,

H12 =
1
2
[(A−B− iχky)+(−A+B− iχky)] =−iχky,

H21 =
1
2
[(A+B+ iχky)− (A+B− iχky)] = iχky,

H22 =
1
2
[(A−B− iχky)− (−A+B− iχky)] = A−B, (4.2)

e portanto,

H =

A+B −iχky

iχky A−B

 .

Substituindo os valores de A e B,

A+B = (u0 +ηxk2
x +ηyk2

y)+(δ + γxk2
x + γyk2

y)

= (u0 +δ )+(ηx + γx)k2
x +(ηy + γy)k2

y ,

A−B = (u0 +ηxk2
x +ηyk2

y)− (δ + γxk2
x + γyk2

y)

= (u0 −δ )+(ηx − γx)k2
x +(ηy − γy)k2

y . (4.3)

Definindo os novos parâmetros:
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α = u0 +δ , β = ηx + γx, γ = ηy + γy,

ᾱ = u0 −δ , β̄ = ηx − γx, γ̄ = ηy − γy,

obtemos,

H =

α +βk2
x + γk2

y iχky

−iχky ᾱ + β̄k2
x + γ̄k2

y

 , (4.4)

com autoestados,

UΨ′ = Ψ =

φ+

φ−

=
1√
2

φA +φD +φC +φB

φA +φD −φC −φB


Por conveniência escrevemos os termos do hamiltoniano da Eq. (4.4) em termos das

direções x′ e y′ por kx = kx′ cosθ − ky′ sinθ e ky = kx′ sinθ − ky′ cosθ , temos então,

H (kx′,ky′) =

H11(kx′,ky′) H12(kx′,ky′)

H21(kx′,ky′) H22(kx′,ky′)

 ,

com os elementos,

H11(kx′,ky′) = α +βθ k2
x′ + γθ k2

y′ +σθ kx′ky′,

H22(kx′,ky′) = ᾱ + β̄θ k2
x′ + γ̄θ k2

y′ + σ̄θ kx′ky′,

H12(kx′,ky′) = H ∗
21(kx′,ky′) = iχxkx′ + iχyky′. (4.5)

e

βθ = β cos2
θ + γ sin2

θ ,

β̄θ = β̄ cos2
θ + γ̄ sin2

θ ,

γθ = β sin2
θ + γ cos2

θ ,

γ̄θ = β̄ sin2
θ + γ̄ cos2

θ ,

σθ = sin(2θ)(γ −β ),

σ̄θ = sin(2θ)(γ − β̄ ),

χs = χ sinθ ,

χc = χ cosθ . (4.6)
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Partimos do H (kx′,ky′)Ψ = EΨ, escrevemos a forma desacoplada do sistema

H11(kx′,ky′)φ++H12(kx′,ky′)φ− = E φ+ (4.7)

H21(kx′ ,ky′)φ++H22(kx′,ky′)φ− = E φ−. (4.8)

e fazendo kx′ =−i∂x′ e ky′ =−i∂y′ , temos[
α −βθ ∂

2
x′ − γθ ∂

2
y′ −σθ ∂x′∂y′

]
φ++

[
χx ∂x′ +χy ∂y′

]
φ− = E φ+ (4.9)[

ᾱ − β̄θ ∂
2
x′ − γ̄θ ∂

2
y′ − σ̄θ ∂x′∂y′

]
φ−−

[
χx ∂x′ +χy ∂y′

]
φ+ = E φ−. (4.10)

A fim de escrevermos o sistema para uma nanofita, definimos simetria translacional apenas

ao longo de uma das direções, tomando em x′ → φ±(x′,y′) = eikx′x
′
φ±(y′), assim escreve-se

considerando

∂x′ → ikx′, ∂
2
x′ →−k2

x′, ∂y′ → ∂y′,

obtemos (
α − γθ ∂

2
y′ +βθ k2

x′ − iσθ kx′∂y′
)

φ++
(

χc∂y′ + iχskx′
)

φ− = Eφ+, (4.11)(
ᾱ − γ̄θ ∂

2
y′ + β̄θ k2

x′ − iσ̄θ kx′∂y′
)

φ−−
(

χc∂y′ + iχskx′
)

φ+ = Eφ−. (4.12)

Para aliviar a notação que se segue, definimos os operadores,

L1 = α −E +βθ k2
x′ − γθ ∂

2
y′ − iσθ kx′∂y′, (4.13)

L2 = ᾱ −E + β̄θ k2
x′ − γ̄θ ∂

2
y′ − iσ̄θ kx′∂y′, (4.14)

M = iχskx′ +χc∂y′. (4.15)

As equações se reduzem a,

L1φ++Mφ− = 0, (4.16)

−Mφ++L2φ− = 0. (4.17)

Para eliminar a variável φ−, isolamos-a a partir da Eq. (4.17), temos,

φ− = L−1
2 Mφ+, (4.18)

onde L−1
2 denota formalmente o operador inverso. Para evitar a inversão explícita, substituímos

essa expressão na Eq. (4.16) e multiplicamos ambos os lados por L2, obtendo,

(L2L1 +M2)φ+ = 0. (4.19)
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Como todos os operadores possuem coeficientes constantes, comutam entre si.

Expandindo o produto L2L1 e somando M2, obtemos uma equação diferencial ordinária de quarta

ordem para φ+(y′), vejamos,

L2L1 =
[
− ε̄ − γ̄θ ∂

2
y′ − iσ̄θ kx′∂y′

]
·
[
− ε − γθ ∂

2
y′ − iσθ kx′∂y′

]
= (−ε̄)(−ε)+(−ε̄)(−γθ ∂

2
y′)+(−ε̄)(−iσθ kx′∂y′)

+ (−γ̄θ ∂
2
y′)(−ε)+(−γ̄θ ∂

2
y′)(−γθ ∂

2
y′)+(−γ̄θ ∂

2
y′)(−iσθ kx′∂y′)

+ (−iσ̄θ kx′∂y′)(−ε)+(−iσ̄θ kx′∂y′)(−γθ ∂
2
y′)+(−iσ̄θ kx′∂y′)(−iσθ kx′∂y′)

= ε̄ε + ε̄γθ ∂
2
y′ + iε̄σθ kx′∂y′

+ γ̄θ ε∂
2
y′ + γ̄θ γθ ∂

4
y′ + iγ̄θ σθ kx′∂

3
y′

+ iσ̄θ εkx′∂y′ + iσ̄θ γθ kx′∂
3
y′ − σ̄θ σθ k2

x′∂
2
y′

= ε̄ε +
(
ε̄γθ + γ̄θ ε − σ̄θ σθ k2

x′
)
∂

2
y′ + γ̄θ γθ ∂

4
y′

+
(
iε̄σθ + iσ̄θ ε

)
kx′∂y′ + i

(
γ̄θ σθ + σ̄θ γθ

)
kx′∂

3
y′.

onde definimos, ε = E −α −βθ k2
x′ , ε̄ = E − ᾱ − β̄θ k2

x′ , que representam os deslocamentos de

energia em relação às bandas diagonais, descontadas da contribuição cinética longitudinal. O

termo quadrático M2 fica,

M2 =
(
iχskx′ +χc∂y′

)2

=
(
iχskx′ +χc∂y′

)
·
(
iχskx′ +χc∂y′

)
= (iχskx′)(iχskx′)+(iχskx′)(χc∂y′)+(χc∂y′)(iχskx′)+(χc∂y′)(χc∂y′)

= i2χ
2
s k2

x′ + iχsχckx′∂y′ + iχcχs∂y′kx′ +χ
2
c ∂

2
y′

= −χ
2
s k2

x′ + iχsχckx′∂y′ + iχsχckx′∂y′ +χ
2
c ∂

2
y′

= −χ
2
s k2

x′ +2iχsχckx′∂y′ +χ
2
c ∂

2
y′,

somando os termos, temos,

(L2L1 +M2)φ+ =
(
γ̄θ γθ

)
∂

4
y′φ+

+ i
(
γ̄θ σθ + σ̄θ γθ

)
kx′∂

3
y′φ+

+
[
ε̄γθ + γ̄θ ε +χ

2
c − σ̄θ σθ k2

x′
]
∂

2
y′φ+

+ i
[
ε̄σθ + σ̄θ ε +2χsχc

]
kx′∂y′φ+

+
[
ε̄ε −χ

2
s k2

x′
]
φ+
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e definindo os coeficientes como,

aθ = γ̄θ γθ , (4.20)

bθ = ikx′ (γ̄θ σθ + σ̄θ γθ ) , (4.21)

cθ = ε γ̄θ + ε̄ γθ +χ
2
c −σθ σ̄θ k2

x′, (4.22)

dθ = ikx′ (σθ ε̄ + σ̄θ ε +2χsχc) , (4.23)

fθ = ε ε̄ −χ
2
s k2

x′, (4.24)

obtemos a equação,

(
aθ ∂

4
y′ +bθ ∂

3
y′ + cθ ∂

2
y′ +dθ ∂y′ + fθ

)
φ+(y′) = 0. (4.25)

A Eq. (4.25) é uma equação característica do tipo

aθ z4 +bθ z3 + cθ z2 +dθ z+ fθ = 0

e sejam {z j}4
j=1 suas quatro raízes (distintas ou não, no caso geral). A solução geral para φ+(y′)

é então uma combinação linear de exponenciais φ+(y′) = ∑4
j=1 δ jez jy′ , onde δ j são constantes de

integração a serem determinadas pelas condições de contorno.

Para obter a componente φ−(y′), retornamos à Eq. (4.16). Como a solução φ+(y′) =

∑4
j=1 δ jez jy′ é uma soma de modos exponenciais, podemos aplicar a relação modo a modo. Para

cada termo ez jy′ , temos,

φ
( j)
− (y′) = ζ jδ jez jy′, com ζ j =− L( j)

1

M( j)
=

−ε + γθ z2
j + iσθ kx′z j

iχskx′ +χcz j
. (4.26)

Portanto, a solução geral para φ− é,

φ−(y′) =
4

∑
j=1

∆ jez jy′, ∆ j = ζ jδ j. (4.27)

As soluções completas, φ+(y′) e φ−(y′), são dadas por φ+(y′) = ∑4
j=1 δ jez jy′ e por (4.27), respec-

tivamente. As oito constantes envolvidas ({δ j,∆ j}) não são independentes; estão relacionadas

linearmente por meio de (4.26). A determinação dos autovalores E e dos autovetores é realizada

impondo quatro condições de contorno independentes (duas para cada componente) ao sistema

combinado, o que resulta em uma equação secular para E.
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Se admitirmos uma fita limitada ao longo de uma região 0 ≤ y′ ≤ W , podemos

escrever as condições de contorno,

φ+(0) = δ1 +δ2 +δ3 +δ4,

φ−(0) = δ1ζ1 +δ2ζ2 +δ3ζ3 +δ4ζ4,

φ+(W ) = δ1ez1W +δ2ez2W +δ3ez3W +δ4ez4W ,

φ−(W ) = δ1ζ1ez1W +δ2ζ2ez2W +δ3ζ3ez3W +δ4ζ4ez4W , (4.28)

em que definimos A(y′)= φA(y′)+φD(y′) e B(y′)= φB(y′)+φC(y′). Podemos escrever Eq. (4.28)

na forma matricial,

M(E,kx′,θ)


δ1

δ2

δ3

δ4

=


1 1 1 1

ζ1 ζ2 ζ3 ζ4

ez1W ez2W ez3W ez4W

ζ1ez1W ζ2ez2W ζ3ez3W ζ4ez4W

 . (4.29)

Como podemos observar, as condições de contorno desempenham um papel fun-

damental na determinação da natureza da Eq. 4.29, indicando se ela representa um sistema

homogêneo ou não homogêneo de equações lineares. Essa distinção é crucial, pois o método

de obtenção do espectro da nanofita varia significativamente em cada um desses casos. Nas

próximas duas subseções, dedicamo-nos a analisar as condições de contorno mais adequadas

para descrever corretamente o espectro das quatro configurações de nanofitas apresentadas na .

De forma mais específica, na Subseç. 4.1.2, o foco recai na obtenção da função de onda usando-a

para as nanofitas com bordas condutoras, enquanto na Subseç. 4.1.3, a atenção se volta para a

obtenção do modelo contínuo para as bordas sZZ e nAC.

4.1.2 Função de onda

Na Fig. 22, observa-se a natureza dos estados de borda que surgem no espectro

eletrônico das nanofitas de fosforeno com bordas nZZ e nAC, os quais foram previamente

destacados nas regiões sombreadas em laranja, às quais se adiciona um zoom desses estados para

as nanofitas nZZ e nAC. Uma característica proeminente observada é a dupla degenerescência

dos ramos de estados de borda, evidenciada pelos pares de estados identificados como 1 e 2,

3 e 4, e 5 e 6 em ambas as configurações. Também demostra-se a densidade de probabilidade

(obtida usando o pacote Kwant) para os pares de estados 1-2, 3-4 e 5-6 da nanofita nZZ e nAC,

respectivamente.
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Figura 22 – Os estados de borda no espectro eletrônico das nanofitas nZZ e nAC, indicados na
região sombreada em laranja. Amostram a densidade de probabilidade dos estados 1 e 2, 3 e 4, e
5 e 6, indicados, respectivamente, para nZZ e nAC.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Além disso, a densidade de probabilidade de todos esses estados é fortemente

concentrada nas bordas da nanofita (em y′ = 0 e y′ = W ), o que confirma sua classificação

como estados de borda. Além disso, observa-se que, em cada par degenerado, os estados estão

localizados em bordas opostas; por exemplo, na nanofita nZZ, o estado 1 está confinado a uma

borda, enquanto o estado 2 está localizado na borda oposta. Essa localização nas bordas é uma

característica marcante de fases topologicamente não triviais em sistemas finitos e é diretamente

responsável pelas propriedades de transporte peculiares observadas nessas nanofitas.
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4.1.3 Condições de contorno para borda nAC e sZZ

O espectro das nanofitas de fosforeno com bordas nZZ e nAC contém apenas estados

de bulk (Grujić et al., 2016; Arsoski et al., 2017). Portanto, espera-se que as amplitudes das

sub-redes φA,B,C,D sejam nulas em y′ = 0 e y′ =W . Em outras palavras,

A (y′ = 0) = B(y′ = 0) = A (y′ =W ) = B(y′ =W ) = 0. (4.30)

Como consequência, para nanofitas nAC e nAC, a Eq. (4.29) é um sistema homo-

gêneo de equações lineares e, para obter soluções não triviais (δ1,δ2,δ3,δ4)
T , devemos impor

que

det[M(E,kx′,θ)] = 0. (4.31)

Na Fig. 23, comparamos o espectro da nanofita nAC com ângulo θ = 90◦ e largura

W = 162,19 Å, obtido a partir do modelo contínuo, com as condições de contorno apropriadas

(curvas azuis), e do modelo tight-binding (TB) (curvas tracejadas vermelhas), para diferentes

aproximações de hopping. Nas Figs. 23(a), 23(b) e 23(c), apresentamos os resultados dos

modelos com 2, 5 e 10 parâmetros de hopping, respectivamente. Observa-se que o modelo

contínuo reproduz com fidelidade as bandas de energia obtidas pelo modelo TB na região de

baixas energias próxima ao ponto Γ, com pequenas discrepâncias à medida que nos afastamos

do centro da zona de Brillouin.

Figura 23 – Comparação entre o espectro da nanofita nAC, com dois, cinco e dez, (a), (b) e (c)
respectivamente (θ = 90◦) obtido do modelo contínuo com as condições de contorno apropriadas
(curvas azuis) e do modelo TB (curvas tracejadas vermelhas). Aqui, consideramos uma nanofita
nAC com largura W = 162,19. lnAC = 4,34 é o parâmetro de rede da célula unitária nAC.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Na Fig. 24, apresentamos a comparação entre o espectro da nanofita sZZ com

ângulo θ = 52,65◦ e largura W = 163,87 Å, obtido por meio do modelo contínuo, com as

condições de contorno apropriadas (curvas azuis), e do TB (curvas tracejadas vermelhas) para

as diferentes aproximações de hopping. As Figs. 24(a), 24(b) e 24(c) mostram os resultados

para os modelos com 2, 5 e 10 parâmetros de hopping, respectivamente. Observa-se que o

modelo contínuo descreve adequadamente as bandas de energia preditas pelo modelo TB na

região de baixas energias, particularmente nas proximidades do ponto Γ. Para o modelo de 10

parâmetros [Fig. 24(c)], a concordância é notavelmente boa em toda a faixa de kx′ considerada,

indicando que o limite de longo comprimento de onda é capaz de capturar com precisão a física

essencial do sistema quando um número suficiente de parâmetros de hopping é considerado.

Nos modelos com menos parâmetros [Figs. 24(a) e 24(b)], embora a estrutura geral das bandas

seja capturada, observam-se pequenas discrepâncias, especialmente para valores maiores de |kx′|,
o que evidencia a importância de considerar interações de maior alcance para uma descrição

quantitativa mais precisa.

Figura 24 – Comparação entre o espectro da nanofita sZZ, com dois, cinco e dez, (a), (b) e
(c) respectivamente (θ = 52,65◦) obtido do modelo contínuo com as condições de contorno
apropriadas (curvas azuis) e do modelo TB (curvas tracejadas vermelhas). Aqui, consideramos
uma nanofita nAC com largura W = 163,87. lsZZ = 5,46 é o parâmetro de rede da célula unitária.
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, investigamos detalhadamente as propriedades eletrônicas do fosfo-

reno, uma monocamada de fósforo negro, com foco em sua estrutura de bandas e no compor-

tamento de suas nanofitas sob diferentes condições de contorno. Por meio da aplicação de TB

com dois, cinco e dez parâmetros de hopping, foi possível analisar a influência das interações

intracamada na dispersão eletrônica do material e, em seguida, estender esses resultados ao

domínio analítico do modelo contínuo.

No Capítulo 2, reproduzimos e validamos os resultados da literatura para a monoca-

mada infinita de fosforeno. Constatou-se que o modelo minimalista (dois hoppings) é capaz de

capturar qualitativamente o bandgap direto no ponto Γ, porém falha em descrever as dispersões

em outras direções de alta simetria, especialmente nas direções Γ–X e Γ–Y . A inclusão de

parâmetros adicionais (modelos de cinco e dez hoppings) revelou-se fundamental para uma

descrição quantitativa precisa, reproduzindo com alta fidelidade a anisotropia intrínseca do

material e a curvatura correta das bandas de valência e de condução. A análise da modulação

dos parâmetros de hopping demonstrou que alterações na intensidade das interações no plano

(t1) e fora do plano (t2) induzem transições de fase eletrônicas significativas, alterando o caráter

do material de isolante para metálico. O parâmetro t2, em particular, mostrou-se o principal

responsável pela abertura do gap direto no ponto Γ, em razão de seu caráter repulsivo intrínseco

à estrutura sanfonada do fosforeno.

No Capítulo 3, estendemos a formulação para sistemas confinados, estudando na-

nofitas de fosforeno com diferentes terminações de borda: nZZ, nAC, sZZ e sAC, além de

configurações barbadas (bearded). A análise revelou uma forte dependência da estrutura ele-

trônica na geometria da borda. Em particular, confirmou-se o surgimento de estados de borda

quase-planos nas configurações nZZ e sAC, que atravessam o nível de Fermi e são topologica-

mente protegidos. A investigação detalhada do parâmetro de transferência t4 demonstrou que

este termo quebra a simetria de energia e é o responsável direto pela curvatura residual, que

transforma uma banda perfeitamente plana em quase plana. Ao anular t4, as bandas quase-planas

tornam-se perfeitamente planas, confirmando o papel perturbativo desse parâmetro sobre o estado

de borda idealizado.

No Capítulo 4, desenvolvemos uma abordagem baseada no modelo contínuo, de-

rivado a partir da expansão em série de Taylor do hamiltoniano TB em torno do ponto Γ,

para descrever analiticamente os estados eletrônicos nas nanofitas. Derivamos as condições de
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contorno apropriadas para as bordas nAC e sZZ, obtendo relações de dispersão analíticas que

apresentaram excelente concordância com os resultados numéricos do modelo TB, especialmente

na região de baixas energias próxima ao ponto Γ. A precisão do modelo contínuo aumentou

notavelmente ao incorporar os parâmetros do modelo TB de dez hoppings, o que valida a eficácia

da abordagem contínua para capturar a física essencial do confinamento quântico no fosforeno.

As funções de onda obtidas confirmaram a localização dos estados de borda nas extremidades das

nanofitas nZZ e sAC, com decaimento exponencial em direção ao bulk, característica marcante

de fases topologicamente não triviais.

Como perspectivas para trabalhos futuros, pretende-se estender a formulação do

modelo contínuo para derivar condições de contorno exatas para as bordas nZZ e sAC, permi-

tindo uma descrição analítica completa dos estados de borda topologicamente protegidos. Além

disso, a aplicação do formalismo de Landauer-Büttiker, implementado computacionalmente

neste trabalho por meio da biblioteca Kwant, poderá ser utilizada para investigar as propriedades

de transporte de carga e spin nessas nanoestruturas, explorando o efeito de defeitos, impurezas

e campos externos elétricos e magnéticos ou mesmo de propriedades topológicas. O estudo

da dependência do gap em relação à largura das nanofitas, bem como a investigação de hete-

roestruturas baseadas em fosforeno e a tunabilidade do gap em sistemas de poucas camadas,

também representam direções promissoras para a exploração de dispositivos nanoeletrônicos e

optoeletrônicos baseados neste material bidimensional.
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