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RESUMO

O deslocamento imiscivel em meios porosos desordenados exibe uma ampla gama de morfolo-
gias interfaciais estaciondrias, cuja organiza¢do coletiva ndo pode ser inferida apenas pelas leis
de transporte. Esses padroes surgem da competicao entre for¢as viscosas, capilares e inerciais;
contudo, descri¢des que abranjam diferentes regimes e conectem simultaneamente parametros
de controle adimensionais, morfologia e estrutura coletiva ainda sao limitadas. Neste trabalho,
simulamos as equacdes de Navier-Stokes com condi¢des de contorno periddicas para resolver
0 escoamento bifdsico estatisticamente estaciondrio em uma matriz porosa desordenada cons-
tituida por um arranjo aleatério de discos, em amplas faixas de gradiente de pressdo e tensao
interfacial, cobrindo multiplas ordens de magnitude nos nimeros Capilar e de Forchheimer.
Identificamos, via aprendizado de méquina ndo supervisionado, trés morfologias estaciondrias
robustas — bolhas, listras e misturas —, organizadas em um diagrama de regimes (Fo, Ca) com
transi¢des nitidas e consistentes, governadas pelo equilibrio entre os efeitos capilares, viscosos e
inerciais. Apesar dessas reorganizagdes morfoldgicas pronunciadas, o transporte macroscopico
varia suavemente: os estados de listras e de mistura seguem uma relagdo V por |Vp| do tipo
Forchheimer, enquanto os estados de bolhas desviam-se sistematicamente devido a barreira ener-
gética adicional resultante das deformacdes da interface. Para caracterizar a organizacdo coletiva
subjacente a essas morfologias, e seguindo o precedente de analogias pseudo-termodinamicas
para escoamentos bifdsicos, simplificamos configuragdes estaciondrias em campos bindrios e
inferimos modelos de méxima entropia aos pares. Os Hamiltonianos inferidos reproduzem as
estatisticas de primeira e segunda ordem ajustadas e, proximo a algumas transi¢des morfoldgicas,
predizem com precisdo correlacdes de ordem superior fora da amostra. A andlise termodinamica
dos modelos inferidos — em que a temperatura é um parametro do modelo estatistico, sem
relacdo com a temperatura do fluido — revela assinaturas de calor especifico dependentes do
regime: parte considerdvel das morfologias de listras opera proxima a um ponto de transi¢ao
ordem-desordem, enquanto os estados de bolhas e de mistura correspondem a organizagdo super-
critica. Em conjunto, o mapa de regimes hidrodinamicos e a representacao de maxima entropia
estabelecem uma estrutura unificada e adimensional que conecta a morfologia interfacial, o

transporte macroscopico e as estatisticas coletivas em escoamentos bifdsicos em meios porosos.

Palavras-chave: Escoamento bifdsico; meios porosos; lei de Forchheimer; maquina de Boltz-

mann.



ABSTRACT

Immiscible displacement in disordered porous media exhibits a wide range of steady-state in-
terfacial morphologies whose collective organization cannot be inferred from transport laws
alone. These patterns arise from the competition between viscous, capillary, and inertial forces;
however, descriptions that span different regimes and simultaneously connect dimensionless con-
trol parameters, morphology, and collective structure remain limited. In this work, we simulate
the Navier-Stokes equations with periodic boundary conditions to resolve statistically steady
two-phase flow in a disordered porous matrix consisting of a random array of non-overlapping
disks, over wide ranges of pressure gradient and interfacial tension, covering multiple orders
of magnitude in the Capillary and Forchheimer numbers. Using unsupervised machine lear-
ning, we identify three robust steady-state morphologies — bubbles, stripes, and mixtures —
organized in a regime diagram (Fo, Ca) with sharp and consistent transitions governed by the
balance between capillary, viscous, and inertial effects. Despite these pronounced morphologi-
cal reorganizations, macroscopic transport varies smoothly: stripe and mixture states follow a
Forchheimer-type V versus |V p| relation, while bubble states deviate systematically due to the
additional energy barrier arising from interface deformations. To characterize the collective orga-
nization underlying these morphologies, and following the precedent of pseudo-thermodynamic
analogies for two-phase flows, we coarse-grain steady-state configurations into binary fields
and infer pairwise maximum-entropy models. The inferred Hamiltonians reproduce the fitted
first- and second-order statistics and, near some morphological transitions, accurately predict
out-of-sample higher-order correlations. Thermodynamic analysis of the inferred models — in
which temperature is a parameter of the statistical model, unrelated to the physical temperature
of the fluid — reveals regime-dependent specific heat signatures: a considerable fraction of stripe
morphologies operate near an order-disorder transition point, while bubble and mixture states
correspond to supercritical organization. Taken together, the hydrodynamic regime map and
the maximum-entropy representation establish a unified, dimensionless framework connecting
interfacial morphology, macroscopic transport, and collective statistics in two-phase porous

flows.

Keywords: Two-phase flow; porous media; Forchheimer’s law; Boltzmann machine.
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1 INTRODUCAO

O escoamento de fluidos através de meios porosos € um fendmeno de grande rele-
vancia e digno de dedicacdo académica por se manifestar em processos naturais e industriais
cruciais, como a recuperacao de hidrocarbonetos em reservatérios de petréleo, a remediacdo de
solos contaminados e a gestao de aquiferos subterraneos (Bear, 1972). A complexidade deste
transporte aumenta significativamente quando duas ou mais fases fluidas imisciveis coexistem
no espago poroso, dando origem a uma rica fenomenologia dindmico-configuracional gover-
nada pela competicdo entre forcas viscosas, capilares e inerciais. Quando as forgas capilares
predominam, o escoamento caracteriza-se pela formacao de bolhas isoladas, cujo movimento é
resistido e as vezes impedido pelos obstaculos sélidos do meio. A medida que as forgas viscosas
se intensificam, emergem dedos viscosos (estruturas alongadas), nas quais as fases se organizam
em faixas aproximadamente paralelas, percolando a estrutura porosa de uma extremidade a
outra. Em regimes dominados por for¢as inerciais, por sua vez, observa-se o entrelacamento das
fases, acompanhado pela intensificacdo dos processos de ruptura e fragmentacao das interfaces
fluido-fluido.

Historicamente, a descri¢do macroscopica desses escoamentos baseia-se na Lei
de Darcy (Darcy, 1856), que estabelece — em regimes laminares — uma relagdo linear entre o
gradiente de pressdo e a vazdo do fluido. No entanto, em regimes onde a inércia se torna relevante,
ou onde a complexidade interfacial predomina, a linearidade darciana é rompida, exigindo
corregdes como a Lei de Forchheimer (Forchheimer, 1901) para descrever adequadamente a
resisténcia ao fluxo. A caracterizacdo precisa desses regimes — e das transi¢cdes entre eles —
permanece um desafio aberto, especialmente quando se busca uma classificagdo objetiva das
morfologias complexas formadas pela interacdo entre o fluido e a matriz sélida.

Na literatura, diagramas de regimes det€ém-se a algumas situagdes especificas que
contemplam apenas alguns tipos de escoamento, como a invasao de um meio poroso por um
fluido, tendo sido inicialmente ocupado por outro (Lenormand et al., 1988) e o deslocamento em
microtubos (Qian et al., 2019). No entanto, uma descri¢cao abrangente que considere todas as
forcas atuantes em um escoamento bifdsico em meios porosos ainda nao foi realizada.

Neste contexto, o avango das técnicas de Dindmica dos Fluidos Computacional —
Computational Fluid Dynamics (CFD) — permite hoje a simulagdo detalhada de escoamentos
em geometrias controladas, possibilitando o isolamento e a investigacdo sistemadtica das forgas

atuantes. Contudo, a andlise puramente hidrodindmica pode ser enriquecida por ferramentas
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de Ciéncia de Dados e Fisica Estatistica. Recentemente, abordagens que buscam estabelecer
analogias termodinamicas para sistemas fora do equilibrio (Hansen et al., 2023) t€ém ganhado
destaque ao propor um mapeamento da complexidade dos microestados de escoamento em
pardmetros macroscopicos bem definidos.

O presente trabalho propde uma abordagem multidisciplinar para analisar o escoa-
mento bifdsico em meio poroso no regime estaciondrio. Utilizamos simulacdes numéricas para
gerar um vasto conjunto de dados morfoldgicos e dindmicos, variando sistematicamente a tensao
superficial da interface do fluido e o gradiente de pressdo entre as extremidades do sistema. Para
a classificacdo dos regimes de escoamento, empregamos algoritmos de aprendizado de maquina
nao supervisionado, especificamente a Analise de Agrupamento Hierdrquica (Johnson, 1967),
utilizando descritores topoldgicos e geométricos.

Além da caracterizacdo macroscopica e da verificagdo das leis de transporte, este
estudo avanga na descricdo microscopica — ou melhor, em uma escala proxima a dos poros
— ao mapear o sistema hidrodinamico em um modelo de spins. Através do uso de Maquinas
de Boltzmann (Ackley et al., 1985), uma classe de redes neurais estocdsticas, inferimos os
Hamiltonianos efetivos (Sherrington e Kirkpatrick, 1975; Mézard et al., 1987) que descrevem a
estatistica das configuracdes de fluido, seguindo o precedente de Bialek (2012). Essa metodologia
permite ndo apenas investigar uma andloga “temperatura relativa” e uma “suscetibilidade” dos
diferentes regimes (bolhas, listras e mistura), mas também testar os limites da descricao de campo
médio e de interacOes de pares na representacdo de escoamentos complexos possivelmente
dominados por interacdes de muitos corpos.

Dessa forma, este trabalho busca contribuir para a compreensao fundamental da
fisica dos meios porosos, unindo a mecanica dos fluidos cldssica a abordagens modernas de
estatistica computacional.

A estrutura desta dissertagdo foi organizada de modo a conduzir a investigacao
desde os fundamentos tedricos cldssicos até a aplicacdo de métodos estatisticos avancados.
Inicialmente, o Capitulo 2 estabelece a base necessdria, revisando os conceitos fundamentais da
Dinamica dos Fluidos e as equagdes governantes do escoamento multifasico, além de discutir
as leis constitutivas de Darcy e Forchheimer aplicadas a meios porosos. Este capitulo também
introduz o arcabouco da Fisica Estatistica e do Aprendizado de M4quina, com énfase na técnica
de Agrupamento Hierdrquico e nas Méaquinas de Boltzmann, ferramentas centrais para a andlise

proposta.
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Em seguida, o Capitulo 3 descreve as simulacdes numéricas baseadas em CFD e o
modelo geométrico 2D utilizado, que consiste em um arranjo aleatério de cilindros — ou discos —
alinhados sem superposicdo. Sdo apresentados os procedimentos para o cdlculo das propriedades
de transporte macroscopico, a definicao dos parametros topolégicos para a classificacao dos
regimes de escoamento e o processo de binarizacdo dos dados para o treinamento das redes
neurais estocdsticas.

O Capitulo 4 dedica-se a apresentacdo e discussdo dos resultados. Sao identificados
e caracterizados os regimes de escoamento — bolhas, listras e mistura —, seguidos pela verificacao
da Lei de Forchheimer e pela constru¢cao de diagramas de fases inéditos baseados nos nimeros
Capilar e de Forchheimer. Avalia-se ainda a eficdcia das Maquinas de Boltzmann em aprender a
distribuicao estatistica dos microestados do fluido e interpreta-se a analogia termodinamica do
sistema.

Por fim, o Capitulo 5 sintetiza e correlaciona as conclusdes obtidas a partir das
andlises hidrodindmica e termoestatistica, apontando perspectivas de trabalhos futuros que

possam aprofundar a investigacdo deste sistema em ambas as frentes.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Para fundamentar adequadamente os métodos desenvolvidos neste trabalho, este
capitulo apresenta os conceitos basicos de Mecanica dos Fluidos, retne as principais definicdes
relacionadas ao escoamento em meios porosos e discute algumas abordagens estatisticas e de

aprendizado de maquina que serdo posteriormente empregadas.

2.1 Fundamentos da Dindmica dos Fluidos

A Mecanica dos Fluidos € o ramo da Fisica dedicado ao estudo do comportamento e
das interagdes de liquidos e gases. De modo andlogo a Mecanica Cldssica, voltada sobretudo ao
estudo dos corpos sélidos, essa drea pode ser subdividida em duas grandes vertentes: a Estdtica
dos Fluidos, que trata de fluidos em repouso, e a Dindmica dos Fluidos, que se dedica a anédlise
de fluidos em movimento (Fox et al., 2010).

Os escoamentos apresentam uma complexidade significativamente maior do que os
movimentos tipicos de corpos sélidos. Isso se deve, em primeiro lugar, a auséncia de forma e
volume préprios, bem como a elevada mobilidade molecular caracteristica da matéria no estado
fluido. A essas propriedades somam-se caracteristicas internas especificas que tornam a descri¢ao
do deslocamento mais intricada.

As propriedades mais fundamentais incluem a densidade (p), definida como a
massa por unidade de volume; a pressao (p), grandeza escalar que representa a forca normal
exercida por unidade de drea sobre uma superficie — seja entre regides adjacentes do fluido,
seja sobre as superficies de contato com sdlidos; a compressibilidade, que descreve a variagao
da densidade em resposta a mudangas de pressao; e a viscosidade (i), associada a resisténcia
interna ao escoamento, resultante do atrito entre camadas vizinhas quando submetidas a tensdes
de cisalhamento.

Todos os fluidos, inclusive os liquidos, apresentam algum grau de compressibilidade,
ainda que em muitos casos seja extremamente pequena. De modo andlogo, a viscosidade nao
é, em geral, constante em todas as condicdes de operagdo, sobretudo em regimes extremos
(Bird et al., 2007). Contudo, como em qualquer investigacdo cientifica, a formulacao tedrica
inicial privilegia situacdes idealizadas e mais simples. Assim, € comum considerar densidade
constante e viscosidade independente da velocidade de escoamento, denominando tais fluidos,

respectivamente, incompressiveis € newtonianos.
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Equacoes Governantes

As leis fundamentais que descrevem o movimento dos fluidos sdo expressas pelas
equagdes de Navier-Stokes, formuladas na primeira metade do século XIX (Navier, 1822;
Stokes, 1845). Elas representam a conservacdo da massa e do momento linear. Para um fluido
incompressivel e newtoniano, essas equagdes podem ser escritas na forma

p(%ﬂ-v“) = Vo4V [ (Vus (Vu)T) 4 .1

V.-u=0.

Nesse contexto, u denota o campo vetorial de velocidade do fluido, p € o campo de pressdo, p a
densidade e f representa forgas de corpo externas, como a gravidade.

A primeira equagdo corresponde a formulacdo da Segunda Lei de Newton aplicada
a um elemento infinitesimal do fluido, estabelecendo a relacdo entre as forcas atuantes e a
inércia do escoamento. O lado esquerdo corresponde ao termo inercial, dado pelo produto da
densidade de massa p pela aceleragé@o do fluido, a qual é composta pela aceleragio local (du/dr),
associada a variacdo temporal da velocidade em um ponto fixo do espaco, e pela aceleracao
convectiva (u - Vu), decorrente do movimento da particula através de um campo de velocidades
espacialmente nao uniforme (Landau e Lifshitz, 1987). O lado direito da equagao representa a
soma das forgas (por unidade de volume) que atuam sobre o fluido, incluindo a for¢a associada
ao gradiente de pressdo (—Vp), as forcas viscosas de atrito interno (que, no caso de viscosidade
constante em todo o espago, assumem a forma quu) e as forcas externas, representadas por f. A
segunda expressao, conhecida como equacao da continuidade, designa a conservagdo da massa.

Essas equagdes, em geral, ndo admitem solugdo analitica fechada, com excegao de
alguns casos idealizados e configuragdes altamente simétricas (Schlichting e Gersten, 2016).
Assim, para determinar os campos de velocidade e pressao de um fluido em um dominio espacial
de interesse, é necessdrio recorrer a métodos numéricos: o dominio € discretizado em pequenas
unidades de volume, formando uma malha (conjunto de nds e/ou elementos), e as Equagdes 2.1
s@o entdo aproximadas e resolvidas computacionalmente em cada ponto (ou volume/elemento)
da discretizacdo (Versteeg e Malalasekera, 2007).

Para iniciar a andlise de uma equacgdo de tal complexidade, distinguem-se dois
regimes principais: o laminar e o turbulento, caracterizados, respectivamente, pela predominéncia

das forcas viscosas e inerciais. A razdo entre essas contribui¢des € usualmente expressa pelo



19

Nimero de Reynolds (Reynolds, 1883), definido como

Re = p“LL, (2.2)

em que V representa a velocidade média e L é um comprimento caracteristico da geometria
do dominio. A escolha desse comprimento envolve certo grau de arbitrariedade; entretanto, €
essencial que ele seja representativo da escala relevante do problema. No caso de escoamento em
dutos, caracterizados por uma drea de secdo transversal A e um perimetro molhado P, adota-se
o didmetro hidrdulico D;, = 4A/P. J4 ao redor de obstaculos, como cilindros, esferas ou meios
granulares, utiliza-se tipicamente um didmetro caracteristico associado ao tamanho médio desses
COrpos.

O valor desse parametro influencia diretamente os campos de velocidade e de pressao
do escoamento. Quando Re € baixo, as forcas viscosas dominam, resultando em perfis de
velocidade suaves e estdveis no tempo — regime laminar. Para valores elevados, as forcas
inerciais prevalecem, dando origem a flutuagcdes intensas e mistura continua entre as camadas do
fluido — regime turbulento. Entre esses extremos, identifica-se um regime de transi¢ao, no qual
caracteristicas de ambos coexistem.

Figura 1 — Fotografias das linhas de corrente contornando um cilindro em diferentes regimes de

escoamento: (a) Re = 1.54 — Regime Laminar; (b-c) Re = 26 e 2000 — Regime Intermediério;
(d) Re = 10000 — Regime Turbulento

Fonte: (Dyke, 1982)
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Escoamento Multifdsico

Denomina-se multifdsico o escoamento composto por duas ou mais fases imisciveis,
isto é, que ndo possuem afinidade quimica e, portanto, mantém entre si uma interface bem
definida (Guyon et al., 2015). Esse tipo de sistema ocorre em configuragdes liquido-gds ou
liquido-liquido, nas quais a presenca dessa fronteira d4 origem a fendmenos inexistentes em
escoamentos monofésicos. Na regido interfacial, manifesta-se uma propriedade fundamental dos
liquidos responsavel pela manutencio de sua integridade: a tensdo superficial (o).

Quando a fronteira entre as fases entra em contato com uma superficie sélida,
surgem efeitos adicionais decorrentes das interacdes fluido-sélido, coletivamente descritos pela
molhabilidade (Gennes, 1985). Essa grandeza expressa a afinidade relativa de cada fase pela
superficie s6lida, indicando qual delas tende a se espalhar e aderir preferencialmente ao sélido,
deslocando a outra. A molhabilidade € usualmente caracterizada pelo angulo de contato (0),

definido como o angulo formado pela fronteira fluida na linha de contato com o sélido.

Figura 2 — Relacao entre a magnitude do angulo de contato (6) e os regimes de
molhabilidade.

Molhabilidade baixa Molhabilidade alta

Fonte: Autor

A combinacgdo das forcas de coesdo interfacial, associadas a tensao superficial, e
das forcas de adesdo as superficies s6lidas € responsdvel pelo fendmeno da acdo capilar, no
qual um liquido pode escoar através de canais ou poros estreitos mesmo na presenca de forcas
externas que se opdem a esse movimento, como o gravitacional. Esse mecanismo estd na base
do escoamento bifdsico mais cldssico em meios porosos: o deslocamento de um gés ou de um
liquido com baixa afinidade pela superficie s6lida — fase ndo molhante — por um liquido de maior
afinidade com essa superficie — fase molhante.

Nesses tipos de escoamento, além das forcas inerciais e viscosas ja descritas na

Equacdo (2.1), devem ser consideradas as forcas capilares, resultantes das intera¢des interfaciais
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entre as fases e entre fluido e sélido. A presencga simultanea desses trés mecanismos — inércia,
viscosidade e tensao superficial — torna necessaria a introdu¢do de parametros adimensionais
adicionais para quantificar sua competicao relativa. Dentre os mais relevantes no contexto
multifdsico destacam-se o Nimero Capilar, o Numero de Weber e uma redefini¢cio apropriada do
Numero de Reynolds.

O Numero Capilar (Ca) representa a razio entre as forgas viscosas e as associadas

a tensao superficial, sendo definido como

Ca— ’“‘;V, 2.3)

onde V € a velocidade caracteristica do escoamento, o € a tensao superficial entre as fases e
U € a viscosidade caracteristica do fluido. Valores baixos de Ca indicam a dominancia capilar,
favorecendo a formacao de meniscos e a retencdo de fluidos em poros de pequenas dimensoes.
Valores elevados, por sua vez, sinalizam a predominancia das forgas viscosas, permitindo que
uma fase desloque a outra de forma mais eficiente, superando barreiras capilares.

O Numero de Weber (We) quantifica a razdo entre as contribuigdes inerciais e a

tensdo superficial, sendo definido como

2
L
We — %, 2.4)

em que p. € a densidade caracteristica do fluido. Esse nimero adimensional € particularmente
importante na anélise da estabilidade das interfaces fluido-fluido, estando diretamente relacionado
a deformacao, ruptura e fragmentacao de gotas ou bolhas em regimes de escoamento com inércia
significativa (Probstein, 2005).

Por fim, o Nimero de Reynolds pode ser redefinido no contexto multifasico de
modo a incorporar propriedades caracteristicas do fluido dominante ou de referéncia, sendo

EXpresso como

Re — PLVL. 2.5)

Esse parametro continua a quantificar a razdo entre forgas inerciais e viscosas, desempenhando
papel central na classificacdo dos regimes de escoamento, mesmo em sistemas multifasicos.

As densidades e viscosidades caracteristicas introduzidas nesses nimeros adimensi-
onais podem ser definidas de diferentes maneiras, a depender do contexto fisico do problema.
Por exemplo, podem ser adotadas as propriedades da fase continua, da fase de maior fracao

volumétrica, ou ainda médias ponderadas das propriedades das diferentes fases, resultando em
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grandezas efetivas p.rr € Uorr. A escolha adequada dessas propriedades caracteristicas € crucial
para a correta interpretacdo dos nimeros adimensionais e para a comparagdo consistente entre
diferentes cendrios de escoamento multifasico. Quando densidade e viscosidade sdo definidas de

forma coerente nos nimeros de Reynolds, Capilar e de Weber, é possivel estabelecer a relagdao
We = Ca-Re, (2.6)

particularmente util para simplificar a anélise e a organizacdo de regimes em escoamentos

multifasicos.

2.2 Escoamento em Meios Porosos

Um meio poroso ¢ um material s6lido que apresenta, em sua estrutura interna,
uma rede de vazios interconectados, denominados poros (Sahimi, 2011). Essa microestrutura
permite o escoamento de fluidos, frequentemente em regime multifdsico, cujos mecanismos de
deslocamento sdo de grande relevancia tanto do ponto de vista cientifico quanto tecnolégico.
Exemplos tipicos incluem solos naturais, rochas fraturadas ou sedimentares, materiais ceramicos,
tecidos bioldgicos e filtros industriais. O estudo desses sistemas € indispensavel em aplicagdes
como a exploragdo de reservatdrios de petrdleo e gds, a remediacdo de solos contaminados e
a gestao de recursos hidricos subterraneos (Bear, 1972), sendo essencial para a otimizacao de

processos € a mitigagdo de impactos ambientais.
Caracterizacdo do Meio

A caracterizacdo de um meio poroso envolve a descri¢do de sua estrutura geométrica,
que influencia diretamente o escoamento de fluidos em seu interior. Entre as propriedades mais
fundamentais destaca-se a porosidade (¢), definida como a fracdo do volume total do meio
poroso ocupada pelos poros. No caso bidimensional, a porosidade € dada pela razio entre a area

ocupada pelos poros, A, , € a drea total do meio, A,
Ap
= —. 2.7
=" @.7)

A porosidade constitui um indicador direto da capacidade de armazenamento de
fluido do meio, embora, isoladamente, ndo seja suficiente para descrever sua capacidade de
transporte.

Outra caracteristica essencial € o tamanho médio dos graos ou dos poros, ou, de forma

mais geral, a distribuicao de tamanhos dessas estruturas. Embora nio se trate de uma propriedade
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escalar dnica, essa distribuicao € determinante para a compreensdo da heterogeneidade estrutural
e de como ela afeta a conectividade dos poros, a tortuosidade dos caminhos preferenciais e a
ocorréncia de gargalos capilares (Dullien, 2012).

Do ponto de vista computacional, os meios porosos podem ser representados de
diversas maneiras, desde geometrias idealizadas — como arranjos regulares ou aleatérios de
cilindros sem superposi¢do, modelo adotado neste trabalho — até reconstru¢des tridimensio-
nais realistas obtidas por tomografia computadorizada (Blunt, 2017). A escolha do nivel de
detalhe geométrico depende da escala do problema, dos fendmenos de interesse e do grau de

complexidade desejado para a simulagdo.
Leis de Resisténcia ao Fluxo

Em uma abordagem macroscépica, o transporte em meios porosos pode ser descrito
por propriedades médias que caracterizam a resisténcia do meio a passagem de fluidos. Nesse
contexto, em 1856, o engenheiro francés Henry Darcy estabeleceu, a partir de experimentos
sobre a filtragdo de d4gua em colunas de areia, uma relacdo empirica entre a vazao e o gradiente
de pressdo imposto ao meio (Darcy, 1856).

Para um escoamento em regime estaciondrio, a Lei de Darcy pode ser escrita como

Vp=-—

u
- 2.
kV’ (2.8)

onde Vp representa o gradiente de pressdo ao longo da dire¢do do escoamento — por exemplo,
(dp/dx)%, caso o fluido escoe horizontalmente —, i € a viscosidade dindmica do fluido, V é a
velocidade de Darcy, definida como a vazao volumétrica dividida pela drea transversal total do
meio, e k € a permeabilidade, uma propriedade geométrica intrinseca que quantifica a facilidade
com que um fluido pode escoar através da sua estrutura porosa.

A Lei de Darcy € vélida em regime laminar, no qual os efeitos viscosos predominam.
Em regimes de maior velocidade, contudo, os efeitos inerciais tornam-se relevantes e a relagdao
linear passa a subestimar a queda de pressao associada a resisténcia do meio (Bear, 1972). Os
campos de velocidade tornam-se entdo mais desordenados e instdveis, resultando em um aumento
significativo do atrito entre o fluido e a matriz sélida.

Para descrever esses regimes, o engenheiro hidraulico austriaco Philipp Forchheimer
propds, no inicio do século XX, uma corre¢do empirica a Equacgao 2.8 (Forchheimer, 1901),

adicionando um termo quadratico em velocidade a equagdo constitutiva. A chamada Lei de
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Darcy-Forchheimer — ou simplesmente Lei de Forchheimer — assume a forma

Vp— —%V _BpVV, 2.9)

onde f € o coeficiente nao-darciano, propriedade intrinseca do meio que quantifica a contribuigao
inercial a resisténcia ao escoamento (Whitaker, 1996).

A partir dessa equagdo constitutiva, torna-se possivel definir um nimero adimensio-
nal que, embora menos difundido que o Nimero de Reynolds cldssico, quantifica de forma mais
direta a competi¢ao entre os mecanismos viscoso € inercial. Dividindo o termo quadratico pelo
termo linear na Equacédo 2.9, obtém-se o Niimero de Forchheimer (Ruth e Ma, 1992), definido

como

_ Bpv? _ pV(Bk)
(u/k)V [T

cuja vantagem reside em evitar a escolha, em certa medida arbitraria, de um comprimento

Fo (2.10)

caracteristico L.

De fato, esse nimero adimensional € formalmente equivalente ao Numero de Rey-
nolds caso se adote L = Bk como comprimento caracteristico — escolha incomum nas defini¢des
tradicionais. Por essa razdo, alguns autores argumentam que, no contexto de meios porosos, o
Numero de Forchheimer pode ser mais apropriado que o de Reynolds para descrever a transi¢ao

entre regimes e a relevancia relativa das forcas atuantes (Zeng e Grigg, 2006).
Estimativa Teodrica de Pardmetros Constitutivos

Neste topico, apresentamos uma deducao tedrica para os parametros constitutivos
do meio poroso que aparecem na Equacgdo 2.9. A literatura sobre o tema € extensa, uma vez
que as geometrias de meios porosos podem variar consideravelmente. Aqui, restringimo-nos
ao tipo de meio poroso utilizado nas simulac¢des deste trabalho, correspondente a um arranjo
2D aleatério de discos nao sobrepostos, ou, de forma equivalente, um arranjo 3D aleatério de
cilindros paralelos ndo sobrepostos.

O meio poroso bidimensional considerado consiste na disposicdo de N, obstaculos
circulares, de raio r,;, em um dominio retangular de dimensdes L, x Ly (é4rea total A) com
condicoes de contorno periddicas. O escoamento € imposto na dire¢ao horizontal, da esquerda
para a direita. Como os obstaculos ndo sdo sobrepostos, a porosidade do meio pode ser escrita

como
(l):ﬁ:l—AObs
A A’

(2.11)
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em que A, € a drea total ocupada pelos poros e A, € a drea total ocupada pelos obstdculos.

2
F obs’

Como A, ps = NypsTT obtém-se uma expressao direta para o nimero de obstdculos em funcao

dos parametros geométricos do sistema, dada por

A(L—¢)

Tr?

obs

Nops = (2.12)

A forma tedrica mais difundida para estimar a permeabilidade de um meio poroso
¢ a relacdo de Kozeny-Carman, a qual expressa k em termos da porosidade e de uma medida
geométrica da “superficie especifica” do meio (Carman, 1997; Kaviany, 1995). Em sua forma

genérica, essa relagdo pode ser escrita como

¢

k=,
Kck A2

(2.13)

em que Kcg € a constante de Kozeny-Carman e A, representa a superficie especifica do meio.
No problema bidimensional em questdo, As deve ser interpretado como o perimetro total dos

obstéaculos dividido pela drea de poros (A, = @A), isto €,

Nobs 27'”0bs

0A

Para obstdculos circulares ndo sobrepostos, utilizar a relacdo geométrica previamente

A=

obtida para N, (Eq. 2.12) resulta em
(1—9) 2

(P robs.

Ay = (2.14)

Substituindo-se essa expressao em (2.13), obtém-se uma estimativa para a permeabi-
lidade em funcdo de ¢ e r,;,, dada por

¢’ 2

k= m Yobs- (215)

A constante K¢k € frequentemente reportada como da ordem de 5 para meios do tipo
packed beds (leitos empacotados), mas seu valor efetivo depende da geometria e da conectividade
do espaco poroso. Para o meio aqui considerado, o valor apropriado de K¢k ainda é tema de
discussdo na literatura, com argumentos por vezes divergentes. Uma primeira aproximacao,
embora discutivel, consiste em assumir Kcg ~ 5 como estimativa inicial, em virtude do uso
consolidado em problemas correlatos e como valor de comparacao.

No que se refere ao coeficiente  associado ao termo inercial na lei de Forchheimer,

adotaremos uma estimativa baseada no somatorio das forgas de arrasto exercidas pelos obstdculos
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sobre o escoamento, abordagem que possui precedente na literatura (Koch e Ladd, 1997). A
forca de arrasto hidrodinamica sobre um corpo imerso em um fluido de densidade p em regime

inercial, sujeito a uma velocidade relativa u, ¢ comumente expressa por
L)
F; = Epu C4A |, (2.16)

em que C; € o coeficiente de arrasto (dependente da geometria do corpo e do regime de escoa-
mento) e A | € a drea de secdo transversal perpendicular a direcao do fluxo (Hoerner, 1965).
No presente problema bidimensional, considerando obstaculos circulares e uma
formulacdo por unidade de profundidade, A | deve ser interpretado como um comprimento
transversal efetivo. Para um circulo de raio r,, tem-se A | = 2r,; , € a expressao de arrasto

pode ser reescrita como
15
Fi = 5puCa(2roy)- 2.17)

A velocidade u deve ser entendida como a velocidade caracteristica do fluido na
escala dos poros (isto €, a velocidade intersticial), a qual se relaciona com a velocidade média
macroscopica V, frequentemente denominada velocidade superficial ou velocidade de Darcy, por
meio da porosidade. Em meios porosos, uma aproximagao amplamente utilizada é (Whitaker,

1996; Kaviany, 1995)

A partir deste ponto, adotamos a hipétese de uma porosidade suficientemente alta
para que a forca de arrasto total do meio possa ser aproximada pela soma das contribuicdes
individuais. Dessa forma, usando a expressao para N, (Eq. 2.12) e a forca de arrasto sobre um

obstaculo 2.17, o arrasto total vale

2 B 2
E‘ot :Nobs [%p (%) Cd(zrobs>] = <%) p (%) Cd Tobs-
obs

Simplificando, obtém-se

C; 1—
L2 o2
T Fobs (P

(2.18)

Essa ¢ a forca total exercida pelo fluido sobre os obstaculos, que € igual em moédulo

a forca resistiva exercida pelo meio sobre o fluido. Para relacioni-la a queda de pressao
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macroscopica ao longo do comprimento L., deve-se considerar que essa for¢a estd sendo atuada

na regido ocupada pelo fluido, que € justamente a drea dos poros, isto é,

AP_Eot_ Cd 1_¢

Lx _¢_A_7trobs ¢3

pV2. (2.19)

Comparando esse gradiente de pressdo ao termo inercial da Equacao de Forchheimer

(Eq. 2.9), o coeficiente ndo-darciano assume a forma

Gy 1—9¢
B (2.20)

Para um cilindro isolado em escoamento transversal, no regime inercial que com-
preende o intervalo das simulacdes (Re ~ 10> — 10°), o coeficiente de arrasto apresenta um
comportamento relativamente estivel, oscilando em torno de C; ~ 1.2 (Hoerner, 1965). Embora
a presenca de obstaculos vizinhos possa alterar este valor, manteremos essa estimativa tedrica

como referéncia, verificando sua compatibilidade com os resultados numéricos.

2.3 Abordagem Estatistica e Aprendizado de Maquina
Fisica Estatistica de Escoamentos Bifdsicos

Diante da complexidade das configuragdes espaciais dos escoamentos multifasicos
em escala microscdpica — mais precisamente na escala dos poros —, surgem tentativas recorrentes
de estabelecer uma analogia termodinamica para esses sistemas (Edwards e Oakeshott, 1989;
Valavanides et al., 1998; Tallakstad et al., 2009b). O objetivo dessas abordagens € relacionar
as configuracdes complexas e variadas do escoamento a parametros macroscépicos definidos
na escala do meio poroso, permitindo uma descricdo estatistica do comportamento coletivo do
sistema.

Essas andlises concentram-se, em geral, nos estados estaciondrios do escoamento,
caracterizados por flutuacdes da velocidade média em torno de um valor constante ao longo do
tempo. Um estudo recente de Sales et al. (2022) demonstrou que, em regimes dominados por
pequenas gotas e dedos viscosos (droplets and fingers) — associados a valores elevados do niimero
capilar (Ca) — tais estados estaciondrios satisfazem as relacdes de reciprocidade de Onsager no
que se refere as séries temporais das velocidades das fases. Em particular, observou-se que a
fungdo de correlagdo cruzada entre as velocidades das duas fases € simétrica no tempo, isto

é, C12(t) = Cy1(¢). Esse resultado sugere que, a0 menos no nivel estatistico das flutuagdes, o
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sistema exibe uma forma de reversibilidade temporal, apesar de se tratar de um escoamento
dissipativo e fora do equilibrio termodindmico estrito.

Em um estudo contemporaneo, Hansen et al. (2023) propuseram um formalismo
pseudo-termodinamico baseado em um ensemble candnico de Elementos Representativos de
Area — Representative Elementary Area (REA). Cada REA corresponte a uma fatia circular de
uma se¢do transversal, caracterizada pelas varidveis macroscopicas de vazio (Q)), drea ocupada
pelos poros (A,) e drea ocupada pela fase molhante (A,,). Os REA sdo definidos em uma escala
intermedidria: grande o suficiente para que as médias estatisticas sejam estdveis, e pequeno o
suficiente para resolver variagdes espaciais na escala macroscépica do meio.

Além disso, e de particular relevancia para o presente trabalho, esse estudo estabelece
um precedente para tratar as secoes transversais do meio poroso como elementos de um
ensemble estatistico, descrito em termos dessas mesmas varidveis, reforcando a viabilidade de

uma abordagem estatistica para a caracteriza¢io de escoamentos bifdsicos em meios porosos.

Figura 3 — Sequéncia de Elementos Representativos de Area na dirego
do escoamento z, interpretados como amostras independentes de um
ensemble candnico. Esse empilhamento constitui a definicdo operacional
de um tubo.

— z
—

—
\

Fonte: (Hansen et al., 2023)
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Reconhecimento de Padroes Nao Supervisionado

Os escoamentos bifasicos, conforme discutido anteriormente, tendem a se auto-
organizar em regimes distintos apds atingirem estados estatisticamente estaciondrios. Tais regi-
mes sdo amplamente reportados na literatura, particularmente em estudos envolvendo microtubos
e meios confinados (Qian et al., 2019), e incluem, de forma geral, configuracdes caracteriza-
das por bolhas (dispersas ou aprisionadas), listras (canais continuos das fases intercalados) e
misturas, nas quais as fases se encontram fortemente entrelacadas.

Nesse contexto, surge o desafio da classificacdo objetiva desses regimes. Sob a
hipétese de que existem paridmetros de natureza espacial, dindmica ou topoldgica capazes de
discriminar sistematicamente as distintas situacdes fisicas, o problema torna-se naturalmente
adequado ao uso de técnicas de aprendizado de maquina ndo supervisionado. O objetivo dessa
abordagem ¢ identificar e caracterizar padrdes recorrentes em conjuntos de dados nao rotulados,
sem a imposi¢do prévia de classes subjetivas.

O método que serd empregado neste trabalho chama-se Anéalise de Agrupamento
Hierarquica (Hierarchical Cluster Analysis (HCA)). Este algoritmo tem por objetivo a cons-
trucio de uma hierarquia de grupos a partir de um conjunto de N objetos a serem classificados,
identificados pelos indices {1,2,3,...,N}, onde cada objeto possui um nimero n de parimetros
caracteristicos. Para assegurar que todas as varidveis contribuam igualmente para o cédlculo
das distancias Euclidianas, os dados sdao previamente normalizados utilizando a padronizacao
Z-score (Han et al., 2011). O valor padronizado z;; do objeto i referente ao parametro j € dado
por

Xij—Xj

(2.21)
Dpj

Y

Zij =

em que x;; € o valor original, X; € a média do pardmetro j, e Dp; € o seu desvio padrio.

Dentre os diversos critérios de aglomeragdo baseados em distancias Euclidianas,
adotamos o método de Ward (Ward’s linkage), que busca minimizar a variancia total intra-
cluster a cada passo da fusdo (Ward, 1963). O resultado do agrupamento é representado
visualmente por um Dendrograma (Figura 4), no qual a altura das conexdes verticais indica a
distancia (ou dissimilaridade) em que dois grupos foram unidos. Fusdes em alturas menores
indicam alta similaridade entre os objetos, enquanto unides em alturas maiores denotam maior
heterogeneidade. Um corte horizontal no dendrograma define uma parti¢io especifica do sistema

em K grupos distintos.
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Figura 4 — Aplicacao da Clusteriza¢do Hierarquica. Esquerda: Dendrograma represen-
tando as distancias euclidianas de aglomeragdo. Direita: Visualizagdo esquemadtica dos
agrupamentos resultantes.

E=
=

3412 9 10 7 8

Fonte: (Kaur e Deep, 2019)

Para determinar o ndimero ideal de clusters, empregamos o Coeficiente de Silhueta
(Silhouette), uma métrica robusta que avalia a coesdo e a separacao dos agrupamentos (Rous-
seeuw, 1987). Para um dado objeto i pertencente a um cluster C, o coeficiente S(i) é definido

como

~_ b(i)—ali)
S(0) = max{a(i),b(i)}’ (2.22)

em que a(i) é a distdncia média entre i e todos os outros pontos do mesmo cluster C, e b(i) é o
menor valor entre as distancias de i aos pontos de cada um dos demais clusters.

O coeficiente varia no intervalo [—1,1]. Valores préximos de +1 indicam que o
objeto estd bem alocado e longe dos clusters vizinhos. Valores préximos de 0 indicam que o
objeto estd na fronteira de decisdo entre dois clusters, e valores negativos sugerem que o objeto
pode ter sido alocado ao grupo errado. A média global dos valores S(i) de todos os objetos

fornece um critério quantitativo para a qualidade da clusterizacdo em K grupos.
Modelos Gerativos Baseados em Energia

Explorando a analogia termodindmica para escoamentos bifésicos, serd estabelecido
no Capitulo 3 um mapeamento entre a distribui¢cdo de fases no meio poroso e um sistema de

spins, através de um processo de discretizag¢do. Para inferir os parametros do modelo a partir de
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dados observados, utilizamos uma classe de redes neurais estocasticas conhecidas como Méquina
de Boltzmann (MB) (Ackley et al., 1985), seguindo o precedente estabelecido por Bialek (2012),
aplicado a redes de neurdnios (Schneidman et al., 2006; Tkacik et al., 2014; Tkacik et al., 2015).

As Méquinas de Boltzmann sdo modelos gerativos baseados em energia que atribuem
a cada configuracdo s de spins uma probabilidade dada pela distribuicdo de Boltzmann

o—H()/T

P(S) = ZS e—H(S)/T ?

(2.23)

adotando unidades naturais onde kg = 1. O Hamiltoniano considerado incorpora interacoes de
pares e campos locais,

H(s) ==Y Jijsisj— Y hisi, (2.24)

i<j i

onde os acoplamentos J;; € 0s campos h; s3o pardmetros a serem inferidos. Esse Hamiltoniano
de pares corresponde ao modelo de Sherrington-Kirkpatrick (SK) (Sherrington e Kirkpatrick,
1975), originalmente proposto como uma abordagem de campo médio para sistemas magnéticos
desordenados (spin glasses), e equivale ao modelo de maxima entropia compativel com os
momentos de primeira e segunda ordem dos dados (Schneidman et al., 2006). Sem perda
de generalidade, fixamos B = 1/T = 1, de modo que a escala de temperatura é absorvida na
magnitude dos pardmetros aprendidos.

A complexidade introduzida pelo elevado nimero de graus de liberdade e pela
desordem dos acoplamentos resulta em uma paisagem de energia rugosa, repleta de minimos
locais, dificultando a transicdo do sistema entre estados de equilibrio localmente estaveis (Parisi,
1979; Mézard et al., 1987).

Dado um ensemble de M configuracdes observadas, o objetivo € ajustar os coefi-

cientes h; € J;; de modo que o modelo reproduza os momentos de primeira e segunda ordem

1 M
lebs _ M Z sl(m)’
| el (2.25)
Ciojbs _ M Z ng)s§m)'
m=1

O processo de aprendizado da maquina busca ajustar os pardmetros aos dados obser-
vaveis, o que equivale a maximizar a Verossimilhan¢a (.£) do modelo. Em termos qualitativos,
essa func¢ao quantifica a probabilidade de que os dados observados tenham sido gerados pelo

nosso modelo estocastico.
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Uma propriedade fundamental das Maquinas de Boltzmann € a concavidade da
funcao de log-verossimilhancga. Diferente das arquiteturas com unidades ocultas discutidas em
Ackley et al. (1985) — que sofrem com multiplos minimos locais —, a versdo totalmente conectada
e visivel (equivalente ao modelo SK) possui uma superficie de verossimilhanga com curvatura
suave € um unico maximo global. Isso garante que algoritmos de otimizagdo baseados em
gradiente sempre caminhem na direc@o da solug¢do 6tima, sem risco de estagnacdo em solucoes
falsas (demonstragdo detalhada no Apéndice A).

A acessibilidade computacional a essa solugdo 6tima varia drasticamente com o
nimero de spins n do sistema. Para redes de pequeno porte (n < 24), o espago de estados
— contendo até 2°* ~ 1.6 x 107 configura¢des — permanece trativel, permitindo a varredura
completa de todos os microestados, extraindo a probabilidade de cada um. Nesses casos,
o célculo da funcao de particdo e dos gradientes € exato, e a solugcdo tnica € encontrada
deterministicamente.

Contudo, para sistemas maiores (n > 25), o crescimento exponencial de 2" implica
uma vasta quantidade de microestados, tornando a soma de Boltzmann analiticamente invidvel.
Para contornar essa barreira em altas dimensdes, a computacdo exata é substituida por uma
estimativa estocastica via métodos de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Em vez
de uma enumeracdo total, utiliza-se a amostragem por importancia (Importance Sampling)
empregando o algoritmo de Banho Térmico (Heat Bath ou Gibbs Sampling) (Geman e Geman,
1984). Nesta abordagem, a atualizacdo dos spins ocorre pela reamostragem direta do estado
s; com base na probabilidade condicional local induzida pelo campo efetivo de seus vizinhos,
permitindo extrair um subconjunto representativo de configuracdes de equilibrio para estimar as
médias do modelo. Embora a unicidade matemaética da solucao persista, a convergéncia numérica
torna-se estocdstica e sujeita a ruidos.

Na implementagdo computacional das regras de atualizacdo, utilizamos o método de
Gradiente Ascendente com adi¢ao de um termo de momento (momentum) o (Rumelhart et al.,
1986) para acelerar a convergéncia e mitigar oscilagcdes em regides de alta curvatura da superficie
de verossimilhanca. As equagdes de atualizacdo sao
Bile) = hile = 1)+ (o) [mf® = i (e = 1) + ey Ahie = 1),

(2.26)
Tijle) = Jigle = 1) +5(0) |65 = (e = )] + 0y Al = 1),
nas quais Ak e AJ representam as variagdes ocorridas no passo anterior e os parimetros 1 () (taxa

de aprendizado) sdo ajustados dinamicamente durante o treinamento, reduzindo-se conforme a
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norma do gradiente diminui.
Com o aumento do nimero de iteracdes, espera-se que as médias do modelo se

igualem as médias observadas

lim m}(r) = m"? ~ m%,
100
(2.27)
_ mod obs
}L‘E cii(t) =" = ey

Atingida essa condigdo, o algoritmo terd aprendido o Hamiltoniano H (s) que teria
gerado os dados observaveis segundo a probabilidade de Boltzmann.

Uma estratégia costumeira para validar o aprendizado e investigar se as correlacdes
de ordem superior sdo redutiveis a interacdes de pares consiste em confrontar os momentos de
terceira ordem gerados pelo modelo com as médias da amostra. A concordancia entre esses
valores indicaria que a complexidade dos dados é adequadamente capturada pelas interacdes de
segunda ordem. Por outro lado, divergéncias significativas nos tripletos revelam a presenca de
correlacdes de ordem superior irredutiveis, sugerindo que o sistema possui interagdes efetivas de
muitos corpos ndo contempladas pelo Hamiltoniano de pares do modelo SK.

Neste trabalho, utilizamos a média dos terceiros momentos (tripletos), dada por

obs
g s (2.28)
T,}’z’fd = (si 8j 5k)-
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3 METODOS

3.1 Simula¢do Numérica

Neste trabalho, empregamos simulacdes baseadas em Dindmica dos Fluidos Com-
putacional (CFD) para resolver as equagdes governantes do escoamento em geometrias repre-
sentativas de meios porosos. A simulacdo numérica constitui uma ferramenta central para os
objetivos deste estudo, pois permite um elevado grau de controle sobre os diversos parametros
do sistema, como propriedades dos fluidos, condi¢cdes de contorno e caracteristicas geométricas

do meio poroso, possibilitando a andlise sistemadtica de diferentes regimes de escoamento.

Geometria do Meio Poroso

O sistema computacional, modelado no software ANSYS Fluent (ANSYS Inc.,
2023), consiste em um dominio bidimensional de comprimento L, e altura Ly, no qual sdo
impostas condi¢des de contorno periddicas. O meio poroso € representado por um arranjo
aleatério de cilindros sem superposi¢ao (Sahimi, 2011; Koch e Ladd, 1997), no qual N,
obstaculos circulares de raio r,, s@o distribuidos aleatoriamente no interior do dominio até que
se atinja uma porosidade prescrita ¢. A sobreposi¢do entre obsticulos ndo € permitida, o que
simplifica a caracterizacdo geométrica do meio.

O sistema escolhido tem dimensdes 150 mm x 75 mm (L, X Ly), e foi gerado com

N,yps = 1064 obstéculos de raio r,5; = 1 mm, de forma que a porosidade tenha valor ¢ = 0.703.

Figura 5 — Geometria utilizada nas simulacdes e discretizagao da regido dos poros

Fonte: Autor

Na regido ocupada pelos poros A, = A — A, foi introduzido um fluido bifésico

newtoniano e incompressivel. As fases sao denominadas fase I e fase 2, com densidades p;
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e P2, e viscosidades | e Uy, respectivamente. Um gradiente de pressao foi imposto entre as

extremidades do dominio, de forma que o fluido escoa da esquerda para a direita.
Solucao Numérica

Para resolver as equacdes de movimento do sistema utilizamos o formalismo Volume
de fluido — Volume of Fluid (VoF) — (Hirt e Nichols, 1981) que é uma adaptacao da Equacao de
Navier Stokes para fluidos multifasicos. Neste método, em vez de resolver uma equagdo para
cada fluido separadamente, considera-se um tunico fluido de densidade e viscosidade varidveis
em cada ponto, definidas como médias ponderadas das propriedades de cada fase pela sua fracao
volumétrica local. Assim, a densidade e a viscosidade do fluido sdo dadas por

p(x) = p1-s(x) +p2- (1 —s(x)) 3.1)

Y

p(x) = - s(x) + pa - (1= 5(x))
em que s(x) € [0, 1] denota a fragéo de volume da fase 1 em dada posi¢do x da malha. A fra¢do
da outra fase deve ser complementar a primeira (1 — s(x)).

Com essas defini¢des, a Equacdo de Navier-Stokes para o escoamento multifasico

pode ser reescrita como

P (aa—l;—i—u-Vu) =—-Vp+V. [,u (Vu+(Vu)T>] +0 K Vs,

V-u=0.

(3.2)

O termo ¢ Kk Vs —no qual o € a tensdo superficial entre as fases — € tratado através
do método Continuum Surface Force (CSF) (Brackbill et al., 1992), onde a curvatura k =V -n é
calculada com base no vetor normal unitdrio da interface n = Vs/|Vs|. Regides de alto gradiente
de s(x) estdo justamente na superficie de transi¢@o entre os liquidos e, portanto, sdo afetadas
pela for¢a capilar. Além disso, a evolucdo da interface entre os fluidos é governada pela equacao

de adveccdo da fracdo de volume

%—Fu-Vs:O. (3.3)

O escoamento, portanto, é resolvido pela solucdo dessas equacdes em cada ponto do
espaco discretizado por uma malha computacional — como visto na Figura 5 — a cada instante
de tempo. O passo temporal Af foi ajustado para manter o numero de Courant global abaixo da

unidade, garantindo estabilidade numérica (Anderson, 1995).
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Nesta mesma estrutura espacial (Figura 5), executamos vdrias simulagdes de escoa-
mento bifdsico. Para isolar os efeitos das forgas capilares e viscosas, um conjunto de propriedades

fisicas foi mantido constante em todos os cenarios, conforme detalhado na Tabela 1.

Tabela 1 — Pardmetros fisicos e geométricos fixos em todas as simulacdes

Parametro ‘ Valor / Condicao
Densidade (p = p; = p) 1000kg/m’
Viscosidade da Fase 1 (1) 0.001kg/(m-s)
Viscosidade da Fase 2 (1) 0.002kg/(m-s)
Saturagdo da Fase 1 (S7) 050851 =5)
Angulo de Contato (8) 90° (Molhabilidade neutra)

Fonte: Elaborada pelo autor.

O estado inicial € também idéntico para todos os casos, caracterizando-se por uma
configuracgdo tipo “xadrez”, com o objetivo de maximizar a interacao interfacial inicial e reduzir

o tempo de transiente necessdrio para atingir o estado estatisticamente estaciondrio.

Figura 6 — Configuracdo inicial das simulagdes. A fase 1 (menos viscosa) estd representada
em vermelho, e a fase 2 (mais viscosa) em verde.

Fonte: Autor
Nota: Este padrao de cores serd mantido ao longo do trabalho.

Em contrapartida, a tensdo superficial ¢ e o gradiente de pressao Vp foram
sistematicamente variados ao longo de mdltiplas ordens de magnitude. O objetivo dessa varredura,
apresentada na Tabela 2, € analisar regimes de escoamento dominados distintamente por forcgas

viscosas, capilares e inerciais.
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Tabela 2 — Valores escolhidos para os parametros varidveis, totalizando 52 casos

c Vp
(N /m) (Pa/m)

0.0 0.5-1.0-10.0-50.0 - 100.0 — 500.0 — 1000.0 — 5000.0 — 10000.0

10°¢ | 05-1.0-2.0-5.0-10.0-20.0 - 50.0

1073 | 5.0-10.0-20.0 - 50.0 — 100.0

107* | 10.0 - 20.0 — 50.0 — 80.0 — 100.0 — 500.0 — 1000.0 — 2000.0 — 5000.0 — 10000.0

1073 | 50.0 — 100.0 — 500.0 — 600.0 — 800.0 — 1000.0 — 2000.0 — 5000.0 — 10000.0 — 20000.0
1072 | 200.0 — 500.0 — 1000.0 — 5000.0 — 10000.0 — 20000.0

10~! | 2000.0 — 5000.0 — 10000.0 — 20000.0 — 50000.0

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Transporte Macroscopico

A partir do campo de velocidades u(x, t), calculado numericamente na regiao dos

poros, obtemos a velocidade média intersticial instantdnea na direcao do escoamento (x)

D=5

i / e (x,1)dQ, (3.4)
Qf
onde Q € 0 volume do dominio preenchido pelo fluido.
Apdés um transiente inicial (f = 1), a série temporal i(7) atinge um regime estatis-

ticamente estaciondrio. Calculamos, entdo, a média temporal da velocidade intersticial neste

regime
1 to+7T

. / a(r)dr, (3.5)
TJy

onde 7 € o intervalo temporal de amostragem.
Por fim, para a andlise de transporte macroscopico e aplica¢do da Lei de Forchheimer,
convertemos este valor para a velocidade superficial, ou velocidade de Darcy (V). Esta € obtida

multiplicando a velocidade intersticial média pela porosidade (¢) do meio
V=¢- v (3.6)

A partir das velocidades de Darcy V obtidas, podemos construir a curva caracteristica
de transporte macroscopico (Vp x V), a fim de verificar a concordancia dos dados com a Lei de
Forchheimer (Equacdo 2.9) e extrair os coeficientes fenomenoldgicos do meio.

Com o objetivo de produzir um diagrama de fases, calculamos os parametros adi-
mensionais das for¢as do sistema, Ca e Fo, utilizando este ultimo como alternativa ao Nimero
de Reynolds, conforme discutido na Secdo 2.2. Definimos também um Numero de Weber

modificado que se relaciona com os parametros escolhidos, dado por

We* = Ca- Fo. (3.7)
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Figura 7 — Morfologias estaciondrias e séries temporais de velocidade. Identificacdo inicial
dos regimes por inspecao visual: (a-b) Regime de Bolhas; (c-d) Regime de Listras; (e-f)
Regime de Mistura. Os painéis a direita indicam o intervalo estaciondrio 7 utilizado para o

calculo da velocidade média .
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Fonte: Autor

A densidade caracteristica foi definida naturalmente como a prépria densidade do

fluido (p. = p). Para a viscosidade caracteristica, embora existam definicdes alternativas na

literatura (Bedeaux, 1983), adotamos a viscosidade de mistura ponderada pela saturacdo, dada

por t. = Sy + (1 —Sp) . Considerando a equipartigdo das fases (S; = 0.5), essa expressao

simplifica-se para a média aritmética, resultando nos valores de referéncia

pe = 1000kg/m°,

_ it
2

e =0.0015kg/(m-s).

Com isso, 0s pardmetros sao

WY pBRY L p(BOV?

o Ue o

Ca

Y

tendo B e k sido extraidos do grafico de transporte macroscépico.

(3.8)

(3.9)
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3.3 Agrupamento dos Regimes de Escoamento

Para realizar a segregacdo dos regimes via Clusteriza¢do Hierdrquica, € necessario
definir parametros quantitativos que sirvam como métrica de similaridade. A extracao desses
descritores foi realizada a partir do processamento de imagens das fragdes de fluido obtidas
nas simulagdes. Selecionamos um conjunto de N;;,, imagens no estado estaciondrio, separadas
temporalmente por um intervalo Az = 7/8 (onde 7 é o periodo definido na Secéo 3.2), visando
uma maior independéncia estatistica das amostras a0 minimizar correlagdes temporais.

A partir da andlise morfologica da fase fluida, selecionamos trés parametros topo-
l6gicos e geométricos prioritarios, cada um capturando uma dindmica de for¢a predominante.
A identificacdo das estruturas conexas foi realizada através de algoritmos de rotulacdo de
componentes conectados — Connected-component labeling (CCL) — , baseados no método de
Hoshen-Kopelman (Hoshen e Kopelman, 1976).

O primeiro ¢ o nimero médio de clusters percolantes ((N,)), que contabiliza as es-
truturas que atravessam o dominio horizontalmente formando canais continuos. Observamos que
este parametro é particularmente elevado em regimes de escoamento estratificado (listras), onde
as forgas viscosas sao consideraveis o suficiente para estabilizar a interface longitudinalmente;
nos demais casos, (N,) tende a zero.

O segundo pardmetro é o niimero médio total de clusters ((N)), que atua como
indicador do grau de fragmentagcdo do sistema. Este valor atinge seu pico nos regimes de
Mistura, onde as forcas inerciais tornam-se predominantes. Neste cendrio, a energia cinética
do escoamento € suficiente para superar os mecanismos de estabilizacdo da interface, sejam
eles a coesdo capilar (em casos de alta tensdo superficial) ou a ordenagdo laminar viscosa (que,
em velocidades menores, daria origem as listras continuas), resultando na ruptura do fluido em
multiplas estruturas pequenas e dispersas.

Por fim, a caracterizagdo geométrica é dada pela média da razao area-perimetro
dos clusters ((R)), ilustrados na Figura 8. A interpretacdo fisica deste pardimetro sugere valores
mais altos no regime de bolhas (baixo Numero Capilar). Isso ocorre porque, sob forte influéncia
da tensdo superficial, os clusters tendem a ser menos numerosos € possuem interfaces suaves
e globulares (reduzindo o perimetro relativo a drea), em contraste com as formas sinuosas,
alongadas e de alto perimetro caracteristicas dos regimes dominados pela inércia.

Considerando a j-ésima imagem do conjunto, denotamos por N (/) 0 niimero total de

clusters e por N1(9] ) 0 niimero de clusters percolantes nessa imagem.
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As médias globais desses parametros sdo

N.
1 img .
(N) =5 — LNV,
img j—1
P N (3.10)
<Np> = N Z ij :
img j=|

Para a métrica geométrica, definimos a razdo caracteristica RUY) da imagem j como a

média aritmética das razdes drea-perimetro de todos os seus clusters

()
: 1 5 (A
RV = — (—’) : (3.11)
N(/) =1 \Di
Consequentemente, o valor global desta razdo € dado pela média sobre todas as
imagens
N.
1 img )
(Ry=— Y R, (3.12)
Nimg j=1

Figura 8 — Parmetros morfoldgicos: determinacdo de A; e p; para o i-ésimo cluster.

Aj

Fonte: Autor.
Nota: A discretizag@o ilustrada é meramente representativa; as simulagdes reais possuem refinamento
de malha superior.

Para a constru¢do do espaco de caracteristicas (feature space) utilizado na HCA, foi
necessdrio mitigar as discrepancias de escala entre essas grandezas, que abrangem multiplas

ordens de magnitude. Além disso, a métrica de distancia Euclidiana requer um tratamento
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especial para a distribuicdo dos dados — como discutido na Secdo 2.3. Assim, definimos o vetor

de caracteristicas x = [N, N,, R] através das transformagdes ndo-lineares

N =1log(N),
R =1log(R), (3.13)

K, = SymLog((N,)) =log(1 + (N)).

A utilizacdo da escala logaritmica em N e R normaliza o crescimento exponencial
dessas varidveis. Para o nimero de clusters percolantes, adotamos a escala logaritmica simétrica
(Symmetric Log), essencial para lidar robustamente com os frequentes valores nulos (regimes
nao-percolantes) onde o logaritmo convencional seria indefinido, mantendo a sensibilidade para
valores pequenos positivos.

Com base nesses descritores transformados (e posteriormente normalizados via
Z-score), construimos o dendrograma para identificar a hierarquia dos regimes. E importante
ressaltar que a selecdo desses parametros e suas transformacdes implica um viés observacional
focado na ordem de grandeza das estruturas, € ndo apenas em seus valores absolutos. Além disso,
a escolha de outras métricas, sejam topoldgicas (como o Numero de Euler e os Nimeros de Betti)
sejam geométricos (como circularidade, razao de aspecto, extensao) resultaria em um padrio de
agrupamento distinto. Nao obstante, os trés parametros adotados foram selecionados por sua
intui¢do fisica direta e por capturarem, de forma complementar, os mecanismos dominantes em

cada regime identificado visualmente.

3.4 Binarizacao e Maquina de Boltzmann

Nesta se¢do, realizamos um mapeamento do sistema hidrodinAmico continuo em um
sistema discreto de spins. Embora existam métodos sofisticados para realizar esta binarizacio, a
abordagem mais simples e direta baseia-se exclusivamente na saturacdo das fases: sobrepomos
uma malha retangular a imagem do escoamento e atribuimos o spin s; = +1 ou —1 a cada célula,
dependendo da fase majoritaria em seu interior (Figura 9).

Para definir o ensemble estatistico, adotamos a premissa, exposta na Sec¢do 2.3, de
que a secao transversal do meio poroso constitui nosso sistema fisico fundamental. Assim, cada
coluna da matriz bindria resultante representa um microestado s, e a cole¢do de colunas ao longo
do dominio espacial (e da evolugdo temporal) compde o conjunto de dados para o treinamento

da MB (Figura 10).
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Figura 9 — Processo de binarizacao e discretizacdo espacial. Uma malha regular é
aplicada sobre os snapshots do escoamento em estado estaciondrio, com s; = +1
definido pela fase predominante em cada célula.
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Figura 10 — Matriz bindria resultante da discretizagao, cujas colunas sdo amostras
de um mesmo objeto estatistico: a se¢do transversal do meio poroso em escoamento,
mapeada em uma sequéncia vertical de spins (microestado s).
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Fonte: Autor

Assumindo a ergodicidade do sistema e a auséncia de correlagdes temporais de
longo alcance no regime estaciondrio, concatenamos as matrizes bindrias de todas as imagens

disponiveis dentro do intervalo 7, cujas colunas sdo entdo embaralhadas e submetidas a boots-
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trapping, isto é, selecionamos aleatoriamente um subconjunto de colunas para cada aplicagdo do
algoritmo de treinamento. Essa estocasticidade previne que o modelo se ajuste excessivamente
a caracteristicas especificas de uma tinica imagem ou de uma sequéncia temporal particular,
favorecendo a generalizacgao.

Trabalhamos exclusivamente com uma discretizacdo vertical de n = 20 spins por
coluna, o que resulta de uma binariza¢ao 20 x 40 de cada imagem, portanto da escolha de uma
rede de células quadradas. No bootstrapping, geramos 25 lotes (réplicas), cada um contendo
10% do total de colunas.

E fundamental ressaltar que, nesta abordagem, assumimos que cada regime fisico
(Ca, Fo) esta associado a um sistema de Modelo SK distinto, cada qual detentor de seus proprios
coeficientes h; e J;; do Hamiltoniano.

Uma vez determinados esses coeficientes para cada caso fisico, torna-se possivel
investigar a termodinamica desse sistema fora do equilibrio. O Hamiltoniano aprendido define a
“energia” das configuragOes de escoamento na “temperatura” de opera¢do da maquina (7,, = 1
em unidades naturais).

Para sondar a proximidade do sistema a possiveis transi¢des de fase no espaco de
configuracdes, realizamos o calculo numérico exato das médias térmicas, variando a temperatura
hipotética T do modelo. Dada a dimensdo reduzida do sistema, a computagdo direta da fungdo
de particdo e de seus momentos através da soma sobre as 220 configuragdes possiveis torna-se
computacionalmente vidvel, dispensando a necessidade de amostragem estocdstica via simula-
coes de Monte Carlo. O calor especifico (C,) pode entdo ser calculado através das flutuagdes da

energia, conforme a relagdo cldssica da mecanica estatistica (Pathria e Beale, 2011)

C,(T) = # (H?)r — (H)7). (3.14)

Em um grifico de C,(T) em funcdo de T, a posicdo relativa da temperatura de
operagdo T;,, em relagdo ao pico de divergéncia do calor especifico (temperatura critica T;)
indicara o estado do sistema: subcritico (ordenado/frio), supercritico (desordenado/quente) ou
préximo ao ponto de calor especifico méaximo (7, ~ T;). Tal andlise tem por objetivo revelar

como a complexidade do escoamento se traduz na linguagem de transi¢des de fase.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO
4.1 Regimes de Escoamento

A aplicacdo da técnica de Clusteriza¢do Hierdrquica ao conjunto de dados previa-
mente processado resultou no dendrograma apresentado na Figura 12. Para determinar o nimero
6timo de grupos, calculamos o Coeficiente de Silhueta para o intervalo K € [2,15] (Figura 11).
A andlise quantitativa revela um maximo global em K = 3, seguido por um maximo local em
K =9. Contudo, o intervalo K € [6, 11] também apresenta consisténcia robusta, visto que valores
de silhueta média superiores a 0.70 sdao considerados indicio de uma estrutura de agrupamento
forte e bem definida (Rousseeuw, 1987).

Figura 11 — Gréfico do Coeficiente de Silhueta Médio
pelo Nimero de Clusters K.
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Fonte: Autor

A comparagdo visual dos casos de escoamento pertencentes a0s mesmos regimes
sugere maior pertinéncia de duas formas de agrupamento:
1. Agrupamento Macro (3 Regimes Principais):
a) Bolhas — Escoamentos onde a tensdo superficial e as forcas capilares sdao dominantes;
b) Listras — Escoamentos em que as forcas viscosas prevalecem, apresentando canais
percolantes. Engloba desde listras laminares retilineas até configuracdes sinuosas;
¢) Mistura — Escoamentos regidos sobretudo pelas forgas inerciais, caracterizados pela

alta fragmentacao, embora abarque casos com influéncia capilar consideravel.
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Figura 12 — Dendrograma da Clusterizacdo Hierarquica, ressaltando os cortes para K = 3
e K = 6. A estrutura hierdrquica evidencia que o macro-regime de Mistura contém o sub-
regime de transicao (Mistura Capilar), enquanto o macro-regime de Listras abarca as transi¢oes
viscoso-capilares e viscoso-inerciais.
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2. Agrupamento Refinado (6 Regimes - Principais e de Transicdo):

a) Bolhas — Mantém a defini¢do anterior;

b) Listras — Refere-se estritamente aos casos listras com interfaces bem definidas e
suaves, frutos de um regime efetivamente laminar;

c) Listras Capilares — Regime de transicao caracterizado pela competitividade entre
forcas capilares e viscosas. Observa-se a formacao de listras espessas com interfaces
rugosas, frequentemente ap6s um longo periodo transiente;

d) Listras Inerciais — Regime intermedidrio onde regides localizadas do meio poroso
apresentam turbuléncia ou instabilidade, mas o gradiente de pressdo global ainda ndao
¢ suficiente para promover a mistura completa das fases;

e) Mistura — Dominio total das forgas inerciais;

f) Mistura Capilar — Regime com elevada contribui¢@o inercial, mas onde a tensdo
superficial ainda exerce papel coesivo relevante. Resulta em uma menor fragmentagao
(menor nimero de clusters) € um aumento na razio area-perimetro comparado a

mistura plena.



46

Para fins de clareza na discuss@o subsequente, priorizaremos a andlise baseada nos
trés regimes macroscépicos, detalhando as subestruturas apenas quando as nuances das transi¢oes

forem fisicamente relevantes.

4.2 Lei de Forchheimer

Ao montar o grifico Vp x V, observamos um seguimento parcial da Lei de For-
chheimer. Para uma determinada tensao superficial o, ao elevarmos o gradiente de pressao que
empurra o fluido, hd um crescimento andmalo acentuado da velocidade enquanto o fluido esta
no regime de bolhas. Contudo, ao transicionar para os regimes de listras ou mistura, com o
aumento de Vp, as curvas de transporte colapsam consistentemente sobre a previsao da Equacdo

de Forchheimer.

Figura 13 — Gréfico de Vp em fun¢do de V demonstrando o ajuste a Lei de Forchhei-
mer nos regimes inerciais € viscosos.
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Fonte: Autor

Os coeficientes k e 3 extraidos do ajuste quadratico (fir) desta curva séo, considerando

p = 1000 kg/ m’ e viscosidade média w,, = 0.0015 kg /(m.s), respectivamente,

k™ = (1.40£0.03) x 107" m?,
. (4.1)
B = 4654+ 15m~ .

Segundo a previsdo tedrica desses valores, realizada na Se¢do 2.2, dadas as devidas

suposicdes e concessdes das hipdteses simplificadoras (Kcxg = 5 e Cy = 1.2), encontramos

K =1.97x 107" m?,
(4.2)
B =326.5m .



47

Comparando estes resultados, observamos um desvio quantitativo relevante que
reflete as limitagcdes do modelo analitico simplificado quando aplicado ao sistema bidimensional
em questao.

A permeabilidade simulada ser menor que a tedrica indica que a constante de Kozeny
(Kck), assumida como 5 na teoria (valor tipico para leitos 3D), possui um valor efetivo maior na
geometria estudada. Ajustando a relagio de Kozeny-Carman para o k%" obtido, encontramos
Kck =~ 7.05.

Este resultado € consistente com a literatura para escoamento transversal a cilindros
(2D), situando-se entre as previsdes dos modelos cldssicos. Para a porosidade estudada (¢ ~
0.703), o modelo de superficie livre de Happel (1959) prevé um Kcx ~ 6.22, enquanto modelos
que consideram maior arrasto devido a contornos sélidos, como o de Kuwabara (1959) e o
modelo de condugdo elétrica de Tomadakis e Robertson (2005), preveem valores mais elevados,
de Kcx ~ 8.86 e Kcg ~ 9.30, respectivamente. O aumento em relacdo ao valor padrao de 5 é,
portanto, fisicamente justificado pela maior tortuosidade inerente a meios porosos 2D, em que o
fluido ndo dispde de rotas de contorno ortogonais ao plano para desviar dos obstaculos.

Similarmente, o fato de 3% ser superior ao previsto sugere que a hipétese de
soma de arrastos de corpos isolados subestima a dissipacdo de energia. Neste aspecto, este
arranjo de porosidade ¢ ~ 0.7 deve ser considerado denso, pois os obstdculos estdo proximos o
suficiente para que suas esteiras de vortices sejam acopladas, intensificando o efeito de bloqueio
hidrodinamico entre eles, o que amplifica significativamente o termo inercial.

Apesar das diferengas nos valores absolutos, a forma funcional das curvas confirma a
fisica do transporte. Os escoamentos do tipo listras, por permitirem que cada fase escoe de forma
quase independente, comportam-se majoritariamente segundo a Lei de Darcy — com influéncia
inercial crescente para maiores Vp — visto que cada fase se comportaria individualmente dessa
forma linear. J4 os escoamentos de mistura, por entrelacarem as fases, comportam-se como um
fluido quase homogéneo que, estando em altas velocidades, seguiria de forma mais proeminente
a parte inercial da Equagdo de Forchheimer.

Por fim, a lei de transporte mais intrigante ocorre no regime de bolhas, sugerindo
a necessidade da adi¢do de um termo de correcdo a Lei de Darcy-Forchheimer (Equagdo 2.9),
correspondente a influéncia capilar na queda de pressdo. Embora o nimero de simulagdes neste

regime nao seja suficiente para uma estimativa robusta, os dados sugerem uma lei de poténcia

Vp— —A(G)V“—%V—Bsz, (4.3)
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na qual o < 1 pode ser uma constante ou uma func¢do da tensao superficial o. H4 precedentes para
esse comportamento nao-linear na literatura, ndo somente em regimes de escoamento chamados
pré-darcianos (Bloshanskaya et al., 2016), mas também em experimentos de escoamentos
bifasicos de bolhas (Tallakstad et al., 2009a), indicando que a deformacao de interfaces impde
uma barreira energética adicional ao escoamento. A lei de poténcia também ¢é utilizada como
conceito base na abordagem computacional de Lenormand et al. (1988), ao associar regimes de

escoamento viscoso instavel ao Dielectric Breakdown Model (DBM) (Niemeyer et al., 1984).

4.3 Diagrama de Fases

Tendo calculado os nimeros adimensionais segundo a Equagdo 3.9, construimos
diagramas de fases no espago Ca x Fo, considerando agrupamentos em K = 3 e K = 6 regimes
(Figura 14). A utilizacdo de escalas logaritmicas permite a representacdo inclusive dos casos
limites onde a tensao superficial € nula (Ca — o). A comparagdo entre os graficos evidencia
que a subdivisdo hierdrquica de trés para seis grupos salienta as zonas de transi¢ao e as nuances
geométricas dentro de cada regime macroscopico.

Observa-se que o regime de bolhas € caracterizado pela predominancia das forcas
capilares (valores baixos de Ca e Fo), o regime de listras pelo dominio das forgas viscosas
(elevado Ca e baixo Fo) e a mistura ocorre quando as forgas inerciais governam a dinamica
(elevados valores de Fo e Ca).

Com o objetivo de determinar a fronteira de transi¢do entre os regimes, analisamos a
razao entre a soma das forcas desestabilizadoras (viscosas e inerciais) e as forgas estabilizadoras
(capilares), no que se refere a estabilidade das bolhas. Essa relagdo pode ser expressa pela soma

dos nimeros adimensionais

Fyis + Finer _ Fyis + Finer _ Ca+We*, (44)

Fcap Fcap Fcap

em que We* é o Numero de Weber modificado, definido a partir do Nimero de Forchheimer

(Equacdo 3.9). Ao igualarmos essa soma a uma constante critica I', no intervalo
Ca+We* =T; —1.75 <log(T") < —1.45, 4.5)

obtemos uma familia de curvas que delimita com precisdo o regime de bolhas em relacao aos
demais, sendo a curva central aproximadamente log(I") = —1.6 (curva tracejada da Figura 15).

Esta correspondéncia sugere que, quando a magnitude combinada das forcas visco-inerciais



Figura 14 — Diagrama de fases Ca x Fo com eixos logaritmicos, acima para K = 3, e abaixo

para K = 6.
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supera a barreira de potencial capilar definida por I, o sistema transiciona, abandonando a

morfologia do regime de bolhas.

A transicao listras-mistura € mais dificil de ser caracterizada, pois seu comportamento
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Figura 15 — Diagrama de fases Ca x Fo com eixos logaritmicos com K = 3 regimes. A
transicao entre os regimes de Bolhas e os demais esta salientada pela curva tracejada,
correspondente a um valor especifico da soma dos niimeros Capilar e de Weber. A
interface entre os regimes de listras e bolhas € de dificil caracterizagdo quando existe
atuacdo relevante das forcgas capilares (proximidade ao ponto triplo), mas serd tomada
como Fo ~ 3, pois possui essa forma para alto Ca, onde somente as forgas inerciais e
viscosas sao relevantes.

8
T—oo0 O—O0-0—00—00—»
< | ' Regimes
' : : ® Bolhas
1 . B Listras
\Y | B Mistura
v’ xX
0] v EI O xx| - - Ca+ We*~0.025
) v O X7 a8 —Fox3
8 - v v m| - X X Al £ o (N/m)
Y S N 2 RS )
S X RN & 0 0.0
- x A ~~‘\~~ V 10_6
A 0 {h ~\\\ O 10_5
-3 VD o L F > X 107
o - A 1073
4] O 1072
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ & 107"
-3 -2 -1 0 1
og(Fo)

Fonte: Autor

proximo do ponto triplo ndo € bem compreendido. Contudo, a analise assintética para altos
valores de Ca (onde a tensdo superficial € negligencidvel) indica que a fronteira se estabelece em
Fo ~ 3. Como essa reta vertical acaba por separar os casos fisicos de cada regime, serd utilizada
como uma primeira estimativa de formato desta transi¢do. Fisicamente, esse valor corresponde
a uma situacdo onde o termo inercial quadratico da Equacdo de Forchheimer contribui com
aproximadamente 75% da queda de pressao total, marcando o ponto onde a inércia desestabiliza

0 escoamento laminar estratificado das listras.

4.4 Resultado das Maquinas de Boltzmann

A aplicagdo das Maquinas de Boltzmann sobre os 52 casos fisicos simulados, com
discretizacdo de n = 20 spins, demonstrou a eficdcia do algoritmo de treinamento na inferéncia
dos parametros {%;,J;;}. Em todas as instancias, o modelo convergiu, reproduzindo com precisdo

as médias dos primeiros (magnetizac¢do) e segundos (correlacdes de pares) momentos observados
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nas amostras.

No entanto, a validacdo do aprendizado através dos momentos de terceira ordem
(tripletos) revelou limita¢des fundamentais na capacidade de generalizacdo do modelo. Ao
confrontar as médias dos tripletos da amostra com as predi¢des da mdquina, constatou-se que a
maioria das configuracdes nao foi adequadamente representada.

Considerando a classificagdo em K = 6 regimes estabelecida na Figura 14, observou-
se um comportamento distinto apenas para as listras capilares e para as listras inerciais de baixo
nimero Capilar (Ca). Nesses casos especificos, caracterizados por alta organizacao espacial das
listras — que costumam ser mais espessas —, 0 modelo conseguiu prever os momentos de terceira
ordem com exatiddo ou, em alguns casos, com razodvel acuricia.

Nos demais regimes, as predi¢cdes falharam sistematicamente. O modelo estimou
valores de tripletos proximos a zero ou significativamente subestimados (cerca de metade da
magnitude real), indicando uma captura apenas parcial das correlagdes.

Isso significa que, a0 menos para a estratégia de binarizacdo adotada, o0 modelo como
proposto por Bialek (2012) — restrito a interacdes de pares — ndo € suficiente para representar a
complexidade estatistica intrinseca da maioria dos casos fisicos. A discrepancia nos momentos
de terceira ordem sugere que a fisica desses escoamentos € governada por correlacdes de muitos
corpos (many-body interactions) irredutiveis. Enquanto regimes laminares estratificados (listras
espessas) possuem uma estrutura de correlagdo simples que pode ser decomposta em pares Vvizi-
nhos, regimes com curvatura interfacial acentuada (bolhas) ou com caos inercial (mistura) exigem
informagdes de ordem superior para serem descritos estatisticamente, escapando, portanto, do
escopo de um Hamiltoniano quadratico.

Portanto, o resultado da previsao dos tripletos indica em cada caso se o Hamiltoniano
do sistema foi de fato aprendido ou se o modelo SK fornece apenas uma aproximacao de campo
médio efetiva em reproduzir os parametros {/;,J;;}.

Apesar das limitagdes na captura de correlagdes de ordem superior, o0 modelo efetivo
de pares ainda permite uma caracterizacdo termodindmica do sistema. Mediante o célculo exato
das médias térmicas via soma exaustiva das configuragdes, construimos os graficos do calor
especifico em fungdo da temperatura hipotética auxiliar 7', a fim de situar o ponto de operagdo
de cada escoamento.

Comparando a temperatura de opera¢do da maquina (7;,, = 1, pardmetro do modelo

estatistico sem relacdo com a temperatura termodindmica do fluido) com a temperatura critica
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Figura 16 — Aprendizagem das Maquinas de Boltzmann, expressa pela reproducao
das magnetizacdes e correlagdes de pares e pela tentativa de previsdo dos tripletos.
Uma situagdo fisica de cada regime foi escolhida, priorizando aquelas com melhor
previsdo dos terceiros momentos. Nos trés casos, 6 = 107* N/m. (a-c) Vp =
20.0 Pa/m, regime de Bolhas; (d-f) Vp = 50.0 Pa/m, regime de Listras; (g-i)
Vp =5000.0 Pa/m, regime de Mistura.
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de transic¢ao de fase (7, definida pelo pico de C,) em cada gréafico, analisamos a temperatura

reduzida t,.;, dada por

Top —Tc

t e
rel Tc

(4.6)

Cabe notar que a temperatura hipotética 7 do modelo guarda uma analogia conceitual
com o flow derivative introduzido por Hansen et al. (2023), varidvel conjugada a drea ocupada
pelo fluido molhante na REA. Em ambos os casos, trata-se de uma grandeza intensiva que
caracteriza a sensibilidade do sistema a variagdes na distribuicao das fases fluidas. No presente
trabalho, essa distribui¢cdo é capturada pela binarizacdo vertical da fracdo de fluido em cada
coluna, tornando a temperatura do modelo estatisticamente andloga ao papel desempenhado pelo

flow derivative no formalismo pseudo-termodinamico.
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Considerando a divisdo macroscépica em K = 3 regimes (Figura 14), observamos
que as Bolhas operam em um regime supercritico (“‘quente”), com t,,; geralmente entre 1.3 e
3.3. As Misturas apresentam temperaturas relativas ainda mais elevadas, variando entre 1.5 e 7,
com alguns casos extremos atingindo t,,; ~ 10. Isso reflete o alto grau de desordem e entropia
dessas configuragdes.

As Listras, por sua vez, segregam-se novamente em fungao da espessura, separadas
aproximadamente por log(Ca) ~ —0.6. As maquinas de Boltzmann treinadas em simulagdes
com listras finas operam em temperaturas altas (,,; entre 2 e 7), assemelhando-se estatisticamente
as misturas.

J4 as listras espessas (listras capilares e listras inerciais de baixo Ca) operam proximas
ao ponto critico ou no regime subcritico (“frio”), apresentando valores negativos de t,.; (entre
—0.4 e —0.1). Alguns casos situam-se tdo proximos da transi¢o de fase (|t,,;| = 0.02) que podem
ser considerados criticos. Isso indica que, relativamente ao parametro de ordem da binarizacdo
(distribuicao vertical das fases do fluido), as listras espessas representam configuracdes ordenadas,
tipicamente sensiveis a perturbacdes do sistema (suscetibilidade magnética alta).

Notavelmente, hd uma correlag@o direta entre o regime de temperatura e a fidelidade
do modelo. Sao justamente os casos mais ordenados (préximos a transi¢do de fase ou subcriticos)
que permitem uma boa previsdo dos tripletos. Conclui-se que escoamentos que operam em “‘altas
temperaturas” — traduzidos em amostras bindrias com alta variancia e entropia — sdo governados
por interacdes de ordem superior irredutiveis. Em contrapartida, sistemas proximos ao pico
do calor especifico possuem uma estrutura de correlagdo que é adequadamente descrita por
interacdes de pares, validando o uso do modelo de Bialek (2012) (Schneidman ez al., 2006;
Tkacik et al., 2014; Tkacik et al., 2015).

Quanto a estrutura dos Hamiltonianos {%;,J;;}, as simulacdes que operam a altas
temperaturas possuem distribuicdes de coeficientes mais estreitas, o que resulta em picos de Calor
Especifico pronunciados e transi¢des de fase abruptas. As bolhas apresentam uma peculiaridade:
a distribui¢do de J;; € geralmente bimodal (Figura 17), sugerindo a existéncia de duas escalas
de interagdo caracteristicas — inter-bolha (distribui¢do estreita e centrada em 0) e intra-bolhas
(distribuicdo larga com valores positivos, correspondentes as interagdes de spins vizinhos). Ja
as listras grossas exibem as distribui¢Ges mais largas, tanto em h; quanto em J;;. A presenga de
campos locais 4; intensos nestes ultimos casos atua como um campo externo que “quebra” a

simetria do sistema, suavizando a curva de transicao de fase — efeito de crossover (Goldenfeld,



1992) —, conforme observado na Figura 18.

Figura 17 — Distribui¢des dos coeficientes /; € J;; dos Hamiltonianos de trés
casos representativos. O caso de Bolhas (a-b) destaca-se pela distribui¢io
bimodal de J;;. As Misturas (c-d) tendem a possuir distribui¢des estreitas,
enquanto alguns casos de Listras (e-f) apresentam maior variancia nos

parametros.
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Figura 18 — Grafico de C, em funcdo de T para um caso fisico de cada
regime. Bolhas e Misturas (curvas com picos acentuados a esquerda de
T,, = 1) operam no regime supercritico (alta temperatura relativa). J4 a
curva das Listras € mais suave devido ao campo local intenso, operando
frequentemente préxima ou abaixo da temperatura critica.

10

Fonte: Autor

54



55

5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, realizamos diversas simula¢des numéricas CFD em geometria porosa
utilizando o modelo de arranjo aleatdrio de discos sem superposi¢do, com as quais reproduzimos
os principais regimes de escoamento bifésico, frutos dos diferentes cendrios na competi¢ao entre
as forgas viscosas, capilares e inerciais do sistema.

Por meio da técnica de Machine Learning de Agrupamento Hierarquico (HCA), con-
seguimos validar objetivamente a classificacio visual dos regimes, segregando-os ndo somente
em trés tipos principais (Bolhas, Listras, Mistura) — em que cada um € regido primordialmente
pelas forgas capilares, viscosas e inerciais, respectivamente —, mas identificando sub-regimes
de transi¢do (Listras Capilares, Listras Inerciais, Mistura Capilar), baseados em parametros
geométricos especificamente escolhidos.

Verificamos, por meio do grafico entre o gradiente de pressao aplicado e a velocidade
de Darcy média do escoamento, que os macrorregimes de Listras e Mistura seguem a lei de
Forchheimer, que consiste na lei de Darcy corrigida por um termo inercial quadrético. Os casos
simulados pertencentes ao regime de Bolhas apresentam um desvio notdvel em relagdo a curva
prevista. Esse resultado sugere a possibilidade da adicao de um novo termo de corre¢do a Lei
de Darcy-Forchheimer, relativo a resisténcia adicional imposta pela alta tensdo superficial neste
regime.

Utilizando os parametros adimensionais do Numero Capilar (Ca) e do Numero de
Forchheimer (Fo) — como alternativa ao Numero de Reynolds —, que expressam a competicao
entre as forcas internas do escoamento, geramos um diagrama de fases dos regimes de escoamento
observados. Percebemos que a transi¢cdo entre as Bolhas e os demais regimes € caracterizada por
um valor constante de I' = Ca + We*, e que, para elevado Numero Capilar, a transicao listras-
mistura € marcada por Fo =~ 3, destacando que o regime de misturas apresenta contribuicao
inercial maior que 75% na Equac¢ao de Forchheimer.

Realizamos um mapeamento das imagens do escoamento em sistema de spins, com
base na fracdo de fluido em cada ponto do sistema. Nestes dados bindrios, aplicamos o algoritmo
da Mdaquina de Boltzmann, para conferir ao sistema uma temperatura de operacdo e identificar
seus viéses locais e interagdes pares, por meio do aprendizado dos coeficientes h; e J;; do
Hamiltoniano do Modelo de Sherrington-Kirkpatrick com a abordagem de Bialek (2012).

Para o nimero de spins escolhido (n = 20), a Maquina de Boltzmann reproduziu

exatamente os primeiros momentos (magnetizagcao) e segundos momentos (correlacao de pares),
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mas em geral falhou na previsdo dos terceiros momentos (tripletos) presentes nas amostras.

Concluimos que os regime de bolhas e mistura possuem interacdes de muitos corpos
(many-body interactions) irredutiveis. Ou seja, a estatistica desses escoamentos, seguindo o
critério de binarizacdo escolhido, ndo pode ser escrita apenas por interacdes de pares, exigindo
um hamiltoniano de ordem superior. O modelo s6 funcionou bem para as listras espessas (mais
ordenadas).

N3o obstante, segundo a andlise dos Hamiltonianos aprendidos, verificamos que
as bolhas, misturas e listras pouco espessas operam em altas temperaturas relativas do modelo
(t;e1 > 0), longe da temperatura de transicao de fase, enquanto que os regimes ordenados com
relagdo a fracdo de fluido por coluna (Listras espessas) operam muito proximos da temperatura
critica (t,,; =~ 0). Isso sugere uma relacio profunda entre a ordem espacial hidrodindmica e a
proximidade de pontos criticos no espago de configuragcdes de spins — resultado que encontra
eco no formalismo pseudo-termodinamico de Hansen et al. (2023), onde uma varidvel analoga,
o flow derivative, desempenha papel conjugado a distribuicao das fases no espaco poroso.

Como perspectivas para trabalhos futuros, sugere-se a realizacao de um conjunto
mais amplo de simulag¢des no regime de bolhas, visando a caracterizacao robusta do termo de
correcao capilar na lei de transporte macroscopico. A validacdo analitica deste termo permitird a
proposi¢do de novos nimeros adimensionais generalizados, definidos diretamente pela razdo
entre os termos da lei constitutiva corrigida, analogamente ao Nimero de Forchheimer. No
ambito da modelagem estatistica, recomenda-se a exploracdo de estratégias de binarizacao mais
sofisticadas, que incorporem ndo apenas a fracdo de fase, mas também informacdes do campo
de velocidades, enriquecendo a descricao dindmica dos microestados. Por fim, para superar as
limitacdes observadas na representacao dos regimes de alta entropia, propde-se a extensao da
arquitetura da Maquina de Boltzmann para incluir tensores de interagao de trés corpos (Kj ),
com o objetivo de capturar as correlacdes de ordem superior intrinsecas a fisica dos regimes de

bolhas e mistura.
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APENDICE A - UNICIDADE DO MAXIMO DE VEROSSIMILHANCA

Neste apéndice, demonstramos que a fungdo de log-verossimilhanca para o mo-
delo utilizado por Bialek (2012) (do tipo SK estendido e, por extensdo, para qualquer modelo
da familia exponencial totalmente visivel (Bishop, 2006)) € uma funcao concava em relacdo
aos seus parametros. Essa propriedade assegura que a superficie de verossimilhanca é uni-
modal, garantindo que algoritmos de ascensdo de gradiente convirjam para o midximo global
independentemente das condi¢des iniciais.

Considere a probabilidade de uma configuracao s dada pela distribuicdo de Boltz-

mann
o~ H(s:8)
P(s|@) = Z@) (A.1)
onde Z(0) =Y e~ )éa funcdo de parti¢do e 0 representa o vetor de parimetros ajustaveis.
O Hamiltoniano € expresso como uma combinac¢do linear de operadores conjugados
—Y 6.04(s), (A.2)
m

onde 6, denota um acoplamento especifico (como os campos locais /; ou as interagdes J;;) e
Oy (s) € a varidvel conjugada associada. Para os campos e acoplamentos usuais, os operadores
Sao s; € ;S s respectivamente.

A log-verossimilhan¢ga média por amostra € definida como
£(0) = (InP(s]0))ops = ZGu Ou)obs —InZ(0). (A3)

Para analisar a curvatura da fun¢ao, calculamos inicialmente o gradiente. A derivada

em relacdo a um parametro genérico 6, é dada por

0L 1 0Z
a6, (Ov)obs — 790,

Utilizando a identidade gTZv =Y 0y(s)e ) = Z(0,) 104, recuperamos a regra de aprendizado

(A4)

classica das Maquinas de Boltzmann (Ackley et al., 1985)

07

ﬁ = <0v>obs - <0V>mod- (A-S)

A curvatura da funcdo é determinada pela Matriz Hessiana .7, composta pelas se-

gundas derivadas J7,,; = 3‘3 30, . Derivando a Equacdo A.5 em relacdo a um segundo parimetro

0, e notando que o termo (Oy),ps independe dos pardmetros do modelo, obtemos

8<0v>mod

=54,

(A.6)
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Para calcular explicitamente a derivada da média do modelo, aplicamos a regra da
derivada do produto a definicao de média no ensemble candnico. O cdlculo resulta na relacao

entre a suscetibilidade do modelo e as flutuagdes dos observaveis:

a OV mo.
M = (OvO1) mod — (Ov)mod (O ) mod
26, (A7)

= Cov(0y,0y).

Portanto, a Matriz Hessiana € dada pelo negativo da matriz de covariancia:

H,, = —Cov(0y,0;). (A.8)

A matriz de covariancia €, por defini¢do, positiva semi-definida, uma vez que a vari-
ancia de qualquer combinagdo linear de varidveis aleatdrias € ndo-negativa. Consequentemente,
a Matriz Hessiana € negativa semi-definida em todo o espaco de parametros. Isso demonstra que
a fun¢do de log-verossimilhanga € concava, assegurando que qualquer maximo local encontrado

pelo algoritmo €, de fato, um méximo global.
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