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RESUMO

O emprego crescente de materiais compdsitos incentiva a fabricacdo de elementos com parede
fina, devido ao custo e eficiéncia. No entanto, estas estruturas apresentam elevada esbeltez,
estando sujeitas a falhas por estabilidade quando submetidas a esforcos de compressdao. Os
perfis da secao C possuem ampla aplicabilidade como colunas e estao sujeitos aos modos de
flambagem local e global, o que torna o comportamento estrutural desses perfis de interesse para
estudo. Considerando estes aspectos, este trabalho estuda a estabilidade de colunas laminadas de
material compdsito reforcado por fibras com se¢do C submetidos a compressao. Inicialmente, o
Método de Rayleigh-Ritz, com um e dois graus de liberdade, € utilizado para determinacao da
carga critica de flambagem local, sendo sendo estes valores comparados com resultados pelo
Método dos Elementos Finitos (MEF), além de resultados numéricos e experimentais disponiveis
na literatura. Em seguida, o Método de Rayleigh-Ritz também € utilizado para a determinagdo
da carga de flambagem global, considerando os modos de flexo-tor¢ao e flexdo em torno do eixo
de menor inércia. O cdlculo das propriedades equivalentes das colunas laminadas € realizado
utilizando as teorias de Cardoso (1999), Massa e Barbeiro (1998) e Kollar e Pluzsik (2002).
Os resultados sdo comparados com os obtidos utilizado o Método dos Elementos Finitos. A
abordagem proposta permite a determinacao simples e rdpida da curva de assinatura de colunas
com secao C submetidas a compressao. Esta abordagem € aplicada a colunas com diferentes
laminagdes e dimensdes de secdo transversal, incluindo um estudo paramétrico para avaliar o
efeito do acréscimo de camadas, consequentemente aumento de espessura, além de diferentes

configuracdes geométricas considerando o mesmo consumo de material.

Palavras-chave: estabilidade de colunas; secao C; materiais compdsitos; estruturas de parede

fina.



ABSTRACT

The increasing use of composite materials encourages the manufacture of thin-walled elements,
due to cost and efficiency. However, these structures are highly slender and susceptible to stability
failures when subjected to compressive stresses. Channel profiles have wide applicability as
columns and are subject to local and global buckling modes, which makes the structural behavior
of these profiles of interest for study. Considering these aspects, this work studies the stability
of laminated columns of fiber-reinforced composite material with channel sections subjected
to compression. Initially, the Rayleigh-Ritz Method, with one and two degrees of freedom,
is used to determine the local buckling load, with these values being compared with results
obtained using the Finite Element Method (FEM), in addition to numerical and experimental
results available in the literature. Then, the Rayleigh-Ritz Method is also applied to determine
the global buckling load, considering the bending-torsion and bending modes around the axis of
least inertia. The calculation of cross-sectional equivalent properties of laminated columns is
carried out using the theories of Cardoso (1999), Massa and Barbeiro (1998), and Kollar and
Pluzsik (2002). The results are compared with those obtained using the Finite Element Method.
The proposed approach allows the simple and efficient determination of the signature curve
of laminated columns with channel sections subjected to pure compression. This approach is
applied to columns with different layups and cross-sectional dimensions, including a parametric
study to evaluate the effect of adding layers, consequently increasing the laminate thickness, in

addition to different geometric configurations considering the same material consumption.

Keywords: column stability; channel sections; composite materials; thin walled structures.
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1 INTRODUCAO

Compésitos podem ser usados em uma variedade de estruturas, tais como edificios,
galpdes de armazenamento e superestruturas de pontes, visto que esses materiais se destacam
por elevadas relagdes rigidez/peso e resisténcia/peso, melhorias mecanicas como resisténcia a
corrosao, fadiga, isolamento térmico e actstico (Barbero, 1999; Barbero, 2001; Daniel, 2006).
Os compdésitos também tém sido usados em conjunto com outros materiais estruturais como
concreto, aco e madeira bem como refor¢co em obras de reparo e reabilitacdo de estruturas
(Benmokrane et al., 2002; Schober et al., 2015). Contudo, problemas de estabilidade estrutural
devem ser considerados no caso de elementos submetidos a tensdes de compressao (Batista,
2005; Barbero,2010).

As colunas de material compdsito geralmente possuem paredes finas, sendo esbeltas
e sujeitas a falhas sob tensdes inferiores a resisténcia do material, tornando a flambagem uma
consideracdo importante no projeto (Barbero et al., 2000). Além dos modos de flambagem
globais, estas colunas estdo sujeitas a instabilidade local, ja que s@o formadas pela unido de
trechos planos de baixa rigidez (Pierin et al., 2005).

Dentre os problemas relacionados a utilizagao de colunas de material compésito, a
previsdo de cargas de flambagem € uma questdo que requer aten¢do, sendo um tema amplamente
abordado na literatura (Barbero; Tomblin, 1994; Young; Rasmussen, 1998; Pecce et al., 2000;
Kollar, 2003; Persoone et al., 2003; Neckar et al., 2003; Shan et al., 2005; Akbulut et al., 2010;
Debski et al., 2013c; Cardoso, 2014; D’ Aguiar, 2017; Lazzari, 2019; Souza, 2017).

Devido ao seu alto custo, uma das principais preocupacoes da industria € substituir
testes fisicos realizados em laboratério por simulagdes computacionais (Violeau et al., 2009).
Muitos estudos t€ém comparado resultados experimentais com aproximagdes numéricas a partir
do Método dos Elementos Finitor (MEF) e demonstraram a eficdcia dessas simulacdes em prever
o comportamento de estruturas de materiais compésitos (Turvey; Zhang, 2006; Debski et al.,
2013a; Debski et al., 2019; Cardoso et al., 2014; Cardoso, 2014; Cardoso et al., 2015; Nunes et
al., 2016).

Contudo, o uso do MEF ¢ trabalhoso e demorado, além de exigir recursos. Desta
forma, € importante desenvolver métodos mais simples e rapidos para previsao da carga de
flambagem de colunas laminadas. Devido a sua simplicidade de fabricacio e elevado desempenho
estrutural, o presente trabalho estuda a estabilidade de perfis de secdo C, com foco na confec¢do

de curvas que apresentem as cargas criticas em funcao do comprimento, denominadas de curvas
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de assinatura da se¢do transversal. Essas curvas sdo utilizadas em projetos de colunas, uma vez
que permitem a determina¢@o da carga critica e do modo de flambagem de forma simples e
rdpida (Adany, 2018; Lazzari, 2020).

Este estudo emprega o Método de Rayleigh-Ritz, uma técnica variacional consolidada
(Hoff, 1944; Hoff, 1956; Chajes, 1974; Leissa; Qatu, 2005; Cook et al., 2007). A escolha se
justifica pelo seu potencial em desenvolver andlises eficientes, permitindo modelar o problema
de forma simples. Em comparacdo, para confeccionar curvas de assinatura, o Método dos
Elementos Finitos exige um elevado esfor¢co computacional devido ao maior nimero de graus de
liberdade (Lazzari, 2020).

Ao tratar de estruturas laminadas, é importante a utilizacdo de teorias que possam
prever o seu comportamento sob diferentes carregamentos, como flexdo, cisalhamento, tor¢ao
e forcas axiais (Leissa; Qatu, 2005; Vinson, 1999; Jones, 1999). No entanto, o emprego de
teorias que representem com precisao o comportamento de laminados muitas vezes resulta em
equacodes complexas e solugdes limitadas a casos especificos. A complexidade na estimativa
das propriedades equivalentes de estruturas laminadas surge devido a necessidade de considerar
multiplos fatores, incluindo a variabilidade dos materiais, a interagdo entre diferentes camadas,
bem como a geometria da secdo transversal (Vinson, 1999; Jones, 1999).

Estudos como os de Leissa (2005), Vinson (1999) e Jones (1999) destacam a impor-
tancia de desenvolver teorias que resultem em equacdes simples, semelhantes as disponiveis para
vigas isotrépicas e homogéneas.

Solugdes analiticas existem para o caso de camadas isotrdpicas, sanduiche simétrico
isotrépico, anisotropico homogéneo e barras laminadas (Whitney; Nuismer, 1995; Sankar,
1996). Teorias para andlise de vigas e colunas laminadas, incluindo o calculo das propriedades
equivalentes da secao transversal, foram propostas Massa e Barbero (1998), Cardoso (1999) e
Kollar e Pluzik (2002). Estas propriedades equivalentes podem ser utilizadas para estimar as

cargas de flambagem de colunas laminadas.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho € desenvolver um estudo de estabilidade de colunas
laminadas com secao C submetidas a compressao centrada, com foco na determinacao da curva
de assinatura destes perfis.

Dessa forma, os objetivos especificos do trabalho sdo:
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— Desenvolver uma formulagdo para determina¢do da carga critica de flambagem local
utilizando o Método de Rayleigh-Ritz com um e dois graus de liberdade.

— Confeccionar curvas de flambagem local utilizando o Método de Rayleigh-Ritz, conside-
rando diferentes nimeros de meias ondas e avaliar o emprego de uma carga minima de
flambagem local.

— Desenvolver uma formulacgio para determinagdo da carga critica de flambagem global uti-
lizando o Método de Rayleigh-Ritz, identificando os modos de flambagem e as respectivas
cargas criticas para os modos de flexdo e flexo-torcao.

— Avaliar a eficdcia de diferentes metodologias para a obtencao das propriedades equivalentes
da secdo transversal, especificamente as metodologias propostas por Massa e Barbero
(1998), Cardoso (1999) e Kollar e Pluzsik (2002).

— Estudar a influéncia da espessura do laminado na carga critica e nos modos de flambagem
dos perfis C.

— Avaliar o comportamento da curva de assinatura, carga critica € modos de flambagem
para colunas de perfis C com laminagdes: ortotrépicas, cross-ply simétrico, cross-ply
antissimétrica e angle-ply antissimétrica.

— Avaliar a influéncia da relagdo entre a altura da alma e a largura da flange no perfil C,
considerando se¢des com 0 mesmo consumo de material.

— Analisar o impacto da geometria na capacidade de carga e nos modos de flambagem.

1.2 Organizacao do Trabalho

Este trabalho estd organizado em seis capitulos. O Capitulo 2 apresenta consideracoes
bdsicas sobre materiais compdsitos reforcados por fibras, relagdes constitutivas, Teoria Cldssica
da Laminacao e propriedades eldsticas equivalentes.

O Capitulo 3 trata da flambagem local de colunas de material compdsito, apresen-
tando o desenvolvimento das formulacdes para determinacao da carga de flambagem, com o
Meétodo de Rayleigh-Ritz. O capitulo apresenta comentdrios a respeito da teoria geral, Método
de Rayleigh-Ritz com um grau de liberdade e Método de Rayleigh-Ritz com dois graus de
liberdade.

O Capitulo 4 discute a flambagem global de perfis C, abordando a geometria e
propriedades geométricas de perfis C, as propriedades equivalentes conforme as teorias de

Massa e Barbero (1998), Cardoso et al. (1999) e Kollar e Pluzsik (2002), além do Método de
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Rayleigh-Ritz.

No Capitulo 5, sdo apresentados exemplos numéricos, incluindo a validagdo do
modelo baseado nos resultados de Debski et. al. (2013), a confec¢@o de curvas de assinatura do
modo local e a andlise de curvas de flambagem local. O capitulo também aborda exemplos de
verificagdo das propriedades equivalentes e das curvas de assinatura dos layups analisados, bem
como um estudo paramétrico sobre a influéncia da espessura e o comprimento da alma e flanges.

No Capitulo 6, sdo realizadas as consideracdes finais e sugestdes para trabalhos

futuros. Por fim, seguem as referéncias do trabalho.
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2 MATERIAIS COMPOSITOS

Os materiais convencionais monoliticos podem ser classificados em trés categorias
principais: metais, ceramicas e polimeros. Os compdsitos sdo combinagdes de dois ou mais
materiais dessas categorias (Daniel, 2006).

Os materiais compdsitos possuem propriedades melhoradas a partir da combinacao
de dois ou mais materiais, de modo a formar um novo material (Barbero, 2011). Esses materiais
apresentam no minimo duas fases distintas: uma fase de refor¢o e uma matriz continua (Daniel,
2006; Barbero, 2011).

A fase de reforco contribui para a resisténcia e rigidez do material (Reddy, 2003;
Daniel, 2006), enquanto a matriz atua na transferéncia de cargas entre os elementos que compdem
a fase de reforco. Além disso, a matriz transfere cargas entre as fibras ou particulados ¢ as
protege contra intempéries e cargas mecanicas (Bank, 2006).

A matriz também exerce influéncia nas propriedades do conjunto e auxilia na absor-
¢ao de esfor¢os (Daniel, 2006; Barbero, 2011). Os materiais da matriz podem ser polimeros,
metais ou ceramicos. Entretanto, as matrizes poliméricas sao as mais comuns, dada a facilidade
de fabricacao de pegas complexas, com baixos custos de produgdo (Barbero, 2011).

Conforme ilustrado na Figura 1, esses materiais podem ser classificados conforme
seus componentes combinados, em trés grupos principais: Compositos Reforcados com Parti-
culas, Compositos Refor¢ados com Fibras e Compdsitos Estruturais (Callister, 2000; Daniel,

2006).

Neste trabalho, serdo estudadas colunas confeccionadas em material compdsito
laminado refor¢ado com fibras unidirecionais de polimero reforcado com fibra de carbono (

Carbon Fiber Reinforced Polymer - CFRP).

2.1 Compésitos Reforcados com Fibras

Conforme Daniel (2006), as fibras continuas podem ser organizadas de vdrias manei-
ras: paralelamente (compdsitos de fibras unidirecionais), em angulos retos (crossply ou tecido
compdsito), ou em multiplas diregdes (composito de fibra continua multidirecional ou orienta-
das aleatoriamente). A variedade de opg¢des disponiveis, partindo da disposi¢ao e orientacao

das fibras, reforca a significancia da fase de refor¢o na aplicacdo que o material compdsito é
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Figura 1 —Classificagdo dos materiais compdsitos.

E_.;'

Dependendo do nimero de dire¢des e da distribuicdo das fibras, o compdsito com

Fonte: adaptado de Callister (2000).

destinado.

fibras também pode apresentar comportamento semelhante ao isotrépico, denominado quase-
isotrépico, conforme Figura 2. Daniel (2006) ressalta que os compositos particulados apresentam
comportamento semelhante, devido a distribui¢do das particulas dentro da matriz.

Conforme Barbero (2011), o emprego das fibras em compdsitos € motivado por sua
leveza, rigidez e resisténcia e a reduzida presencga de defeitos nas fibras em comparagdo com o
material em sua forma volumétrica. Esses materiais geralmente sdo tratados como anisotrépicos,
pois sua rigidez € diferente de acordo com a dire¢do analisada (Matzenmiller et al., 1995;
Pietropaoli, 2012).

Outra caracteristica dos compdsitos reforcados por fibras € a capacidade de manter
suas propriedades eldsticas lineares até a falha, sem apresentar ductilidade, mesmo sob condi¢des
de alta deformacao e deflexdo (Barbero, 1999; Camotim et al., 2010).

Visto a empregabilidade desses materiais, o trabalho considera o emprego de colunas
em material compdsito reforcado com fibras continuas e unidirecionais. Devido a presenca
de fibras que estdo predominantemente alinhadas em uma tnica dire¢do, esses compdsitos
unidirecionais exibem uma caracteristica ortotropica, na qual a resisténcia e a rigidez do material
na direcdo das fibras sdo consideravelmente mais elevadas do que aquelas na direcio transversal

a elas.



Figura 2 —Classificagdo dos Compdsitos Reforg¢ados.

/ Mo \
Fibras descontinuas

ou "Whiskers"

v

Fibras continuas

Composito Composito de fibra Compésito de fibra
Paticulado descontinua uniderecional continua uniderecional

Compésito de fibra "Crossply" ou Tecido Compésito
descontinua de fibra continua
orientadas aleatoriamente *

Composito
Quase-Isotropico

Coméito de fibra
continua multiderecional

Fonte: adaptado de Daniel (2006).

2.2 Compésitos Laminados

O compésito laminado € resultado do empilhamento de duas ou mais ldminas uni-
direcionais, conforme o esquema de laminagdo adotado (Daniel, 2006). Pode-se dizer que a
laminacgdo fornece uma maior capacidade de adaptacdo das propriedades as exigéncias do projeto
(Reddy, 2003).

Esses materiais apresentam vantagens de resisténcia a corrosao, resisténcia a fadiga,
isolamento térmico e acustico, além de reducdo dos custos operacionais e na minimizagao das
necessidades de manuten¢do (Barbero, 1999; Lopez et al., 2009).

O processo de laminag@o é empregado para maximizar as propriedades benéficas de

cada material que compde a lamina (Jones, 1999). Aliado as propriedades individuais de cada
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lamina, confere uma notdvel flexibilidade na escolha da rigidez e resisténcia do laminado. Dessa
forma, € possivel ajustar essas caracteristicas de acordo com as demandas especificas de uma
determinada aplicacdo (Reddy, 2003).

Tais caracteristicas tém impulsionado amplamente a ado¢ao desses materiais em
diversas areas, como industria aerondutica, naval, automobilistica, biomédica e construcao civil
(Barbero, 2011).

Segundo Daniel (2006), a mescla de diferentes tipos de fibras, como vidro e carbono
ou aramida-carbono, na mesma camada unidirecional pode ser vantajosa em algumas aplicagdes.
Esses compositos s@o conhecidos como compdsitos intra-hibridos, permitindo a combinacdo de
camadas intra-hibridas com outras camadas para formar um compdsito hibrido intraply/interply.
Conforme o autor, podemos mencionar laminados unidirecionais compodsitos por camadas de
vidro/ep6xi, carbono/epdxi e aramida/ep6xi empilhadas em uma sequéncia especifica. Essa ideia
reforca que cada elemento em um compdsito tem funcgdes especificas, e essas, por sua vez, estao
relacionadas a aplicacdo final do material ((Rauch et al., 1968; Reddy, 2003)).

Nesse contexto, € de extrema relevancia a defini¢do do esquema de laminagdo (layup).
Essa disposigdo é representada por uma notagdo especifica no formato [a/B/y/.../], onde cada
letra corresponde a orientag@o angular das fibras em uma camada especifica do laminado. Para
descrever esse esquema, consideramos que a origem do eixo z estd na superficie média do

laminado, enquanto % representa a espessura total do laminado, conforme ilustrado na Figura 3.

Figura 3 —Esquema de laminacdo.

Fonte: adaptado de Reddy (2003).

As laminas com fibras unidirecionais sdo consideradas como material ortotropico
com 3 planos de simetria mutuamente ortogonais (Reddy, 2003). O esquema de laminacao é

definido pela orientacdo dos dngulos e pela simetria. Esses arranjos podem ser classificados
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como cross-ply, angle-ply, balanceados, simétricos, antissimétricos:

1. Laminados cross-ply: Este tipo de laminado € construido com camadas orientadas limitadas
a 0° e 90°, como no padrao [0°90°/0°/90°]. Essa configuracdo é frequentemente escolhida
em aplicacdes que exigem propriedades mecanicas bem definidas nas direcdes longitudinal
e transversal devido a sua simplicidade e controle preciso da orientacao das fibras (Kaw,

2005).

2. Laminados angle-ply: sdo caracterizados por angulos diferentes de 0° e 90°. Como exemplo

pode-se citar o laminado [45°/-45°/0°/90°].

3. Laminados Balanceados: caracterizam-se pela presenca de angulos com alternancia de +o
e —a. Por exemplo, o laminado simétrico [+35/-35/0/0/-35/4+35]s também € balanceado

(Reddy, 2003).

4. Laminados Simétricos: Estes laminados possuem caracteristicas idénticas de material,
espessura e orientacdo das fibras em ambos os lados de sua superficie média, como
ilustrado em [0°/30°]s, onde ’s’ indica simetria, ou seja, a laminacdo apresentada seria

igual a [0/30°/30°/0°].

5. Laminados Antissimétricos: Sdo aqueles que podem apresentar material e espessura
simétricos, mas diferem na orientacdo antissimétrica das fibras, como no exemplo [45/-

45/-45/45].

2.3 Relacoes Constitutivas

Assumindo um comportamento linear-elastico, torna-se adequado o uso da Lei de
Hooke generalizada (Jones, 1999). Assim, as componentes de tensdo e deformagdo podem ser
relacionadas considerando a matriz de flexibilidade (compliance), e a matriz constitutiva (Reddy,

2003):
SiISijGj i,j=1,...,6, G,':Ciij i,j=1,...,6 2.1

onde i e j variam de 1 a 6, S é a matriz de flexibilidade compliance e C a matriz constitutiva. E
vélido ressaltar que para materiais anisotropicos, hd 21 constantes eldsticas independentes e esse

ndmero € reduzido e apresentado para 9 no caso de compdsitos ortotrépicos (Reddy, 2003).
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Para laminas muito finas, admite-se um estado plano de tensao no qual as compo-
nentes de tensao (03) e cisalhamento (73 e 731) sdo consideradas nulas (Reddy, 2003). Isso
simplifica a andlise, exigindo apenas as componentes de tensdo e deformagdo no planos das
laminas. Neste caso, a relagdo entre as deformacdes (€) e tensdes (0) no sistema material podem

ser escritas como:

€1 Siu Sz 0 (o]
& = 512 522 0 (o)) (2.2)
Y12 0 0 Seo T12

cujos coeficientes sdo:

1 1 V12 V21 1

Si=—, Sn=7, Su=—7T-=—7-, Se6=
E, E, E; ) G2

(2.3)
onde E; e E; sdo os modulos de elasticidade nas dire¢des principais, (V;;) € o coeficiente de
Poisson e G, € o mddulo de elasticidade ao cisalhamento no plano. Dada a simetria da matriz
de flexibilidade, os coeficientes devem respeitar a relagdo (Jones, 1999).

vl-j . Vj,’

= ,j=1,2 24

Logo, as tensdes podem ser calculadas partindo das deformacdes usando a expressao:

(o] On Or O €]
0 (= |01 O0»n O & (2.5)
T2 0 0 Qe Y12

onde os termos da matriz siao:

E; v21Eq E>
=, =", Q0pn=——"-—
I —viava I —viava I —viavo

O , O =G12 (2.6)

E vilido ressaltar que os eixos principais da ldmina (1,2) geralmente ndo se alinham
com os eixos de carga (X, y). Assim, transformagdes sdo necessdrias para expressar as compo-
nentes de tensdo e deformacao em relacao aos eixos de andlise, do sistema local para o global
(Daniel, 2006; Cook et al., 2007).

As tensdes e deformagdes podem ser transformadas através das seguintes relagoes:

c=T"oy (2.7)

&g =Te (2.8)
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ondeo) e € correspondem as tensdes e deformagdes ao longo do eixo x e a matriz T € definida

como:

cos2 6 sen? 0 sen O cos O
T= sen? 0 cosZ 6 —sen@cos O (2.9)

—2senBcos® 2senBcosO cos?O —sen?O

Substituindo nas Equacdes (2.8) e (2.9), tém-se:

c=TQTe = o0=0Q¢ (2.10)
onde
01 On O
6 = @12 @22 @26 2.11)
016 02 Qs

Deste modo, a relagio constitutiva no sistema € dada por:

011 = 011 ¢c05*0+2(Q12 +2066) sin 8 cos® 6 + 02y sin 6,

012 = (011 + 02 —4Q¢6) sin> O cos? 0 + 012 (sin4 9 + cos* 6),

0,y = 0115in* 0 +2(012 +20¢6) sin® 6 cos> 6 + O cos* 6,

016 = (011 — Q12— 2Q¢6) sin O cos® 8 + (Q12 — Q22 +2Q¢6) sin’ O cos 6,
06 = (011 — 012 —2Q66) sin> B cos 6 + (Q12 — Oy + 204 5in O cos’ 6,
Q66 = (Q11 + 022 — 2012 — 2Q46) sin” O cos” O + Qgg (sin* 6 +cos* 9) .

(2.12)

Os coeficientes Quq € Q55 sao equivalentes a G3 e Gp3, respectivamente. Tal como
se faz para o sistema local, é necessario transformar a relacio constitutiva para o sistema global

utilizando uma matriz de transformag¢ao adequada. Dessa forma, tem-se:

g ) B (2.13)
23 Yz

e
T T
e | _ TsT 13 (2.14)
Txz 3

onde

cosO senO
T, = (2.15)
—senf cosO
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Substituindo as equacdes, obtém-se a relagdo tensdo-deformacao no sistema global de coordena-

das:

T Ou O _ _
i T il R AL SR P L (2.16)

Txz Q45 Oss Yaz

2.4 Teoria Classica da Laminacao

Na andlise de placas laminadas, comumente, sdo empregadas teorias que utilizam o
conceito conceito de “lamina equivalente” como alternativa de representar o laminado heterogé-
neo como uma placa homogénea equivalente. A Teoria Classica da Lamina¢do (TCL) ou Teoria
Classica das Placas Laminadas (TCPL) surge como a abordagem mais simples e € uma extensao
da Teoria de Placa de Kirchhoff, formulada em 1883.

Figura 4 — Geometrias ndo deformadas e deformadas de uma borda de uma placa sob as
hipéteses de Kirchhoff

]

——vo—

b % dwpy
¥ s dY

w N ;
9 dwg

A EN D

Fonte: adaptado de Reddy (2004).

Nesta teoria, assume-se que o deslocamento transversal € independente da espessura
da placa e que deformacdes e tensdes de cisalhamento transversais sdo negligenciadas (Reddy,
2003; D’ Aguiar, 2017). Apresentados na Figura 4, esses deslocamentos podem descritos usando

as expressoes:

d
“(XJ’,ZJ) = uO(x7y7t) _Z%
V(X,y,Z,t) :VO(xayat)_Z&&_M;o 2.17)

w(x,y,2,t) = wo(x,y,t)
onde as varidveis ug, vg, € wg representam os deslocamentos do ponto médio nas direcdes x, y e

z, respectivamente. Sendo x longitudinal a placa, y transversal horizontal e z transversal vertical.
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As deformagdes sdo obtidas a partir da derivagdo do campo de deslocamentos:

2] 02
€x £ — o & K
— dvg ~ 9*wp _ 0 _
& G +2z 5 e) otz K Em+zk  (2.18)
au() Bvo 82w0
Yy o T o —23%ay T Ky

Seguindo as referéncias de Reddy (2004), Daniel e Ishai (2006) e Barbero (2011), a
relacdo constitutiva de um laminado em termos de tensdes e deformacdes generalizadas podem

ser escrita como:

( 3\ B N ( 3

Ny A A A B Bz Big &)
Ny Ay A Ay Bio Bxn By 83
Nyy [ _ Al Az Ace Bis Ba Bes % N N{_|AaB e’
M Bi1 Biz Bis D1t D1z Dig Ky M B D K
M, Bia By By Diz Dxn Dy Ky

| My ) | Bie B Bes Disc D Des | | Kuy |

(2.19)

onde as matrizes A, B e D caracterizam respectivamente a rigidez de membrana, rigidez a flexao

e os termos de acoplamento membrana-flexdo. Os termos dessas matrizes sdo dados por:

=

]
1=
§

ij)k(ZkJrl — %)

k=1
| AR

Bjj = 5,;1 (0if) (&1 — 1) (2.20)
1 Al A 3 3

Dij=3 Y (0)), (zir1 — =)

T
(X

No caso dos laminados simétricos, a matriz de acoplamento membrana-flexdo € nula
(B = 0), simplificando a andlise e permitindo aplicacdes que exigem comportamento uniforme
em relacdo a superficie média.

Nos laminados balanceados, alguns termos que representam a rigidez de membrana
se anulam (A = A6 = 0), enquanto que os laminados balanceados simétricos também possuem
B =0, mas D¢ # 0 e Dyg # 0 (Barbero, 2011). De modo analogo, nos laminados antissimétricos,
os termos de acoplamento da matriz de rigidez extensional (A1 € Ayg) € alguns termos de
acoplamento da matriz de rigidez a flexdo (D¢ € Dyg) sdo nulos (Kaw, 2005).

Com relacao aos laminados angle-ply, em sua forma simétrica, os coeficientes A,

Asg, D16 € Dag sdo presentes, mas sua magnitude tende a diminuir 2 medida que se aumenta o
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nimero de camadas, mantendo a mesma espessura total do laminado (Daniel, 2006). Logo, ao
tratar dos laminados cross-ply, alguns termos sao nulos (A1 = Az = B1g = Dog = D1g = Dy =
0), e no caso de laminados cross-ply simétricos, além dos termos citados serem muito pequenos,

a matriz B € nula e nenhum acoplamento ocorre (Kaw, 2005).

2.5 Propriedades Elasticas Equivalentes

Muitos métodos simplificados e programas de andlise estrutural foram desenvolvidos
para placas de material ortotropico, ndo conseguindo tratar os compdsitos laminados de forma
exata. Nesses casos € interessante determinar as propriedades eldsticas equivalentes de uma
placa de material homogéneo e ortotrépico que aproximam o comportamento do laminado. Duas

abordagens distintas para determinacao destas propriedades sdo apresentadas a seguir.
2.5.1 Abordagem de Rigidez

Conforme Barbero (2011), este processo € baseado na comparacao da matriz de
rigidez do laminado com a matriz de uma placa de material ortotropico de mesma espessura (h),
sendo por isto denominada de Abordagem de Rigidez (AR) para determinacgdo das propriedades

elasticas equivalentes:

Aorio 0 A B
Copro = C = - (2.21)
0 Doro B D

Esse processo despreza totalmente a matriz B, portanto ndo € adequado para la-
minagdes ndo simétricas. Adicionalmente, as propriedades equivalentes podem ser obtidas
considerando a rigidez de membrana A ou a rigidez de flexdo D, o que resultam em valores
diferentes propriedades equivalentes.

Nao havendo cargas de flexdo, todas as curvaturas sdo nulas, e as deformagdes
sdo constantes através da espessura, isto &, & = €, & = 8;) v Yoy = %9y e para uma placa
ortotrépica homogénea sob cargas no plano, as tensdes também sdo constantes ao longo da
espessura: 0y = Ny/h, 0, =N,/h, Ty = Ny,/h. Deste modo, Barbero (2011) afirma que a

relagdo tensao-deformacao mostrada na Equacdo (2.21) pode ser escrita como:

1 _vp Ny
€] P2 g 0 h
= |_v2 L Ny

& 2 5 O 2| (2.22)

Y12 0 0 &5l |7
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Portanto, realizando algumas substitui¢des com a Equacgdo (2.21) e Equacdo (2.22),

determinam-se as propriedades equivalentes do laminado:

Ag

A11Ay — A2 — AjAp—A2 —
_ Ana — Ay E, — 214227 A1p (;12:7 (2.23)

Er hA 2 hA1

As propriedades equivalentes apresentadas acima sdo validas somente para cargas no
plano e nao devem ser usadas para prever a resposta a flexdo (Barbero, 2011). As propriedades
podem ser derivadas a partir dos termos de rigidez a flexdo. No caso de um laminado simétrico

e ortotrépico, a matriz de rigidez a flexdo, representada por D, € expressa através da seguinte

formula¢@o matricial:

E]h3 V12E2h3
Dy Dia Die R2(1—viava)  12(1—vipva))
= — vipEyh? Eyh?
b D12 D Das D0ov) 120 van) 0 (2.24)
Goh3
D16 Dis Deg 0 0 =

12
De acordo com Jones (1999), a determinacdo do coeficiente de Poisson, pode ser

realizada utilizando a expressao:

E;
—— 2.25
Va1 E; V12 ( )

Com base na igualdade apresentada na acima e através da realiza¢ao de manipulagdes matemati-

cas, tém-se:

= _ 12(D11Dy — DY)

E
! 3Dy
= 12 (D11Dx —D?,)
g WDy
_ 12D
Gio= 24 (2.26)
Vi2 = Dz
Dy
Va1 = Dio
Dy,

Percebe-se que a abordagem desconsidera os termos D¢ € D¢, que nao sao nulos
para laminados angle-ply, tornando interessante considerar outra metodologia aplicavel a esses
laminados. Também sendo valida em compdsitos com poucas laminas, visto que o aumento do
nimero de laminas para a mesma espessura total do laminado tende a diminuir a influéncia dos

termos Dig € Dyg.
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2.5.2 Abordagem de Flexibilidade

A obtencgdo das propriedades equivalentes através da Abordagem de Flexibilidade

(AF) considera os termos dos acoplamentos membrana-flexdo, extensdo-cisalhamento e flexao-

tor¢do. Esta abordagem foi aplicada por Mororé (2013) e D’ Aguiar (2017), onde obtiveram

boa concordancia com os resultados obtidos. O Método parte da matriz de flexibilidade (C_l),

incluindo os termos de acoplamento e suas inversas.

. g0 a B N

e=C o= = (2.27)
K B & M

Desse modo, atribui-se matriz de flexibilidade de uma placa laminada a matriz de

flexibilidade de uma placa de material ortotrépico com a mesma espessura h:

o 0 o
Coto =C' = | 77 = P (2.28)
0 Sorto B 6

As propriedades equivalentes podem ser obtidas fazendo a equivaléncia entre as matrizes de
flexibilidade @ e &, resultando em valores distintos para as propriedades de membrana e flexdo.

A Equacdo (2.27) pode ser reescrita em:

gl i o Oge Ny
&) o= o o o Ny (2.29)
7 Ol O Ogs Nyy

€
K 011 612 Oie M
K, (= | 02 0n & M, (2.30)
Ky d16 O 6 My

Desse modo, as propriedades equivalentes do laminado sdo obtidas pela igualdade da Equagao

(2.28) com a Equacao (2.02):

1

' hay
_ 1

h“iz 2.31)

Gi= ——

12 ha66
_ 04
Vi = ———

(048]
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As expressdes matemdticas também podem ser obtidas de modo andlogo, a partir da

igualdade com a inversa da matriz de rigidez a flexao D:

611 512 616 h%l_lzfl _1}123‘;5112 0

-1

A R i B )
616 B 066 0 0 12

A partir da igualdade apresentada anteriormente e realizando operagdes matematicas que incluem

substituicdes e rearranjos, obtém-se:

_ 12
Ev=155,
s 12
> Wby
— 12
G = m (2.33)
O
V12 —5—11
_ o12
V21 = g

Apesar da matriz de acoplamento 3 ndo ser utilizada diretamente no célculo das pro-
priedades equivalentes, o efeito dos termos de acoplamento € considerado de forma aproximada
na inversao da matriz de rigidez. O mesmo ocorre com 0s termos Ajg, Az, D16 € Dyg. Desta

forma, essa abordagem € mais indicada para o caso de lamina¢des mais complexas.
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3 FLAMBAGEM LOCAL

A flambagem local € caracterizada pela instabilidade dos elementos que compdem
a secdo dos perfis, sem a translacdo do eixo da peca, como ilustrado na Figura 5. Também ¢é
comum a manifestacdo de meias-ondas na alma e nos flanges. Devido a sua importancia para
estruturas de paredes finas, a flambagem local € objeto de estudo de diversos trabalhos que
propuseram expressoes para obtencdo da carga critica de estruturas dos mais variados tipos de
perfis e condi¢des de contorno (Barbero, 1999; Barbero et al., 2000; Qiao et al., 2001; Mottram,
2002; Barbero, 2011; Debski et al., 2013b; Debski et al., 2013a; Kollar, 2003; Kollar, 2014;
Cardoso et al., 2014; Cardoso et al., 2015; D’ Aguiar, 2017; Debski et al., 2019).

Figura 5 —Modo de flambagem local de um perfil C submetido & compressao.

Fonte: elaborada pelo autor.

Os perfis C sdo formados por 3 elementos laminados, correspondentes a alma (web)
e as duas mesas (flanges). Assim, a flambagem local desses perfis estd relacionada a flambagem
dos elementos que o constituem.

Para Cardoso (2014), na determinacao analitica da carga de flambagem local de
colunas submetidas a compressdo, podem ser utilizados trés a bordagens distintas: 1) analise de
flambagem da secao completa, considerando as condi¢des de continuidade apropriadas entre as
placas adjacentes; ii) andlise de flambagem das placas individuais considerando as restri¢cdes
a rotacdo devido as placas adjacentes; iii) andlise de flambagem das placas individuais sem
considerar a interacdo entre os elementos.

Segundo Qiao et al. (2001), geralmente as andlises de perfis compdsitos de polimeros
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reforcados com fibras sdo realizadas a partir de modelagem dos componentes individuais da
estrutura, considerando a flexibilidade da ligacdo entre eles, sendo assim, neste tipo de simulacio
cada parte da secao transversal ¢ modelada como uma placa e analisada independentemente.
Kollar (2003), por exemplo, desenvolveu expressodes explicitas para a andlise da
flambagem local de colunas e vigas de materiais compdsitos de polimeros refor¢ados com fibras,
compreendendo secdes transversais abertas e fechadas (I, C, Z e L). Os resultados obtidos,
utilizando as férmulas apresentadas pelo autor, foram comparados com resultados determinados
a partir de andlises analiticas, de testes experimentais e de célculos utilizando o Método de
Elementos Finitos. O autor também aborda o efeito da restricdo para outras secdes (caixao, I, C,

Zel).

Tabela 1 —Carga de flambagem para placas longas ortotrépicas e simétricas.

Condicoes de contorno Carga de flambagem N, .,
T | & {2\/1 ¥ 4.139E /D11 Dm + (2 +0.6282) (D1 +2D66)J
—> <— Y
NppppapapalS— para k < ki

\.\\\.S\\\\ L — B B 7(171’{)
: livre :N‘ L%VDUDZZ \‘K(n151\/ 1 V—|—6(1 n)(l V))+MJ
—Npppppppaa< quando K <1

k L%VD“DZZ [n15.1\/1—v—|—6(K—n)(1—v)]
quando K > 1

onde:

&= m para placas com bordas restritas por molas de rotacao;

&= HTllgll para placas com bordas restritas por enrijecedores de tor¢ao;
¢ = Dy

kL,
¢ = DyplLy

G

y= D

2Dg6+D12
K — 2Dee+D1o

\/D11D22l

n= V/1+(7.22-3.55v)¢
em que L, € a largura da placa.

Fonte: adaptado de Kollar (2003).

De acordo com Cardoso (2014), as equagdes apresentadas por Kollar (2003) e Qiao
e Shan (2005), apesar de muito precisas, necessitam de calculos independentes para cada uma
dos elementos da secdo transversal. Além disso, a determinag@o do parametros especificos da
secdo, como coeficientes de restri¢do eldstica, tendem a aumentar a complexidade do célculo

da carga de flambagem. Assim, Cardoso (2014) desenvolveu equacdes de forma fechada para
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determinar a tensao critica de flambagem local para colunas pultrudadas tipicas de polimero
reforcado com fibra de vidro submetidas & compressao concéntrica.

Cardoso (2014) utilizou o Método do Quociente de Rayleigh (Cedolin;Bazant, 1991),
no qual a energia de deformacao de flexdo (U) e o trabalho produzido pela carga de compressao
(W), sdo calculados assumindo uma forma aproximada (w) e a carga critica por unidade de
largura (N,,) € obtida a partir da condi¢do de equilibrio :

2
2 2
n azwi azwi azwi Bzw[ azwi
i=1 ffSi Dll,i (—ax? ) +D227,‘ (—ayiz ) +2D127i_8xiz _ay2 +4D667i —8x2(§y2 dxdy

i i

Ner = B
n aw;
Yo Js, (a—v;) dxdy
(3.1)

em que i ¢ um indice referente a cada uma das n placas constituintes, S € a drea superficial
da placa; x e y s@o os eixos locais longitudinais e transversais no plano, respectivamente, para
formas tipicas de se¢do transversal.

Neste trabalho, a carga critica de colunas laminadas com se¢do C submetidas a
compressao centrada é determinada utilizando o Método de Rayleigh-Ritz considerando as
condi¢des de compatibilidade entre as placas que compde a coluna. O procedimento adotado €

descrito nos itens a seguir.

3.1 Método de Rayleigh-Ritz

O Método de Rayleigh-Ritz baseia-se no Principio da Energia Potencial Total Es-
taciondria (PEPTE) e é amplamente utilizado em problemas de estabilidade para determinar
cargas e modos criticos. Segundo este principio, entre todos os deslocamentos admissiveis de
uma estrutura, aqueles que correspondem ao equilibrio s@o os que tornam estaciondria a energia

potencial total. A energia potencial total (IT) de uma estrutura é dada por:

n=u+Vv (3.2)

onde U corresponde a energia interna de deformagao e V a energia potencial das cargas externas.

De acordo com esta abordagem energética, entre todos os deslocamentos que satisfa-
zem as condi¢des de contorno, aqueles que extremizam a energia potencial total da estrutura, sdo
os deslocamentos correspondentes as condi¢des de equilibrio (Krauthammer; Ventsel, 2001). As

funcgdes de aproximagdo sdo determinadas a partir de uma configuracdo deformada assumida,
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que frequentemente resulta em valores de carga critica superiores aos valores reais observados
(Cedolin; Bazant, 1991).

A premissa fundamental do Método de Rayleigh-Ritz é assumir uma solugdo aproxi-
mada expressa como uma combinagdo linear de um ndmero finito de funcdes admissiveis. Essas
fun¢des de aproximagdo devem ser continuas e satisfazer as condicdes de contorno essenciais

(COOK et al., 2002):
w(x,y) =Y a;¢i(x,y) (3.3)
i=1

onde ¢; sdo as funcdes de aproximacao escolhidas e os graus de liberdade a; a determinar. Os

graus de liberdade sdo obtidos extremizando o funcional de energia I1:

or
8al— N

0, i=1,2.3,...n (3.4)

As curvaturas das deformagdes da alma e do flange sdo calculadas a partir das
derivadas das func¢des de aproximagao em relag@o as coordenadas x e y, como ilustrado na Figura
6. Essas curvaturas sio essenciais para o calculo da energia de deformacao interna da viga, que é

determinada através da matriz de rigidez do material, aplicada nas curvaturas.

Figura 6 —Representacdo do modo local em perfis C.

Fonte: elaborada pelo autor.
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As curvaturas das deformagdes da alma e do flange sdo definidas como:

%w,,
ke =52
0%w,,
kyy = ——
82
by = 2220
dxdy (3.5)
aZWf .
k=T
aZWf
kpy = —-
1y 92
aZWf
kiy=2—=
Sy dxdy

Cardoso (2014), adotou fungdes senoidais duplas e polinomiais-senoidais em seu
estudo de estabilidade sobre colunas pultrudadas, considerando funcdes que satisfacam as
condi¢cdes de apoio nas extremidades e garantam a compatibilidade da rotac@o entre os elementos
das placas adjacentes. De forma geral, para cada placa constituinte, a forma de flambagem ¢

dada por:

w(x,y) = f(y)sin (%) (3.6)
sendo

fw(y) = (aby/m)sin (wy/by)

fr(y)=ay

(3.7

onde L € o comprimento da coluna, & o angulo de rotacdo entre as placas, by, a largura da placa
e f(y) a funcdo de aproximacdo para alma e mesas.
A matriz D definida na Equagdo (2.22) € aplicada no cédlculo da energia de deforma-

¢ao da placa, incorporando as propriedades de rigidez do material em relacao as curvaturas:

Dy Diy D3
D=|Di Dy Dy (3.8)
D31 D3y Ds3

Esta matriz € utilizada no cdlculo da energia de deformacdo da placa, representada por u, que é

dada por:

U= %K‘TDK‘ (3.9)
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onde k € o vetor de curvaturas, definido inicialmente como:
ky

K= | k (3.10)
Ky

Substituindo as curvaturas das deformacdes da alma e do flange, temos:

W xx

K= (3.11)

W.yy
2W xy

A energia potencial total obtida somando as contribuicdes individuais das parcelas
de energia de deformagao para a alma (U,,) e flange (Uy) € energia potencial para a alma (V),) e

flange (V). Portanto:

II=U,+2Ur— (V, +2Vy) (3.12)

Para determinar as energias de deformacgdo e os potenciais das cargas externas, € necessario

realizar integracdes duplas sobre o perimetro da se¢do e o comprimento da coluna:

L bw 1 1 bw L
Uw = /0 /0 E KZ;DKW dydx = E /0 /0 (Dllwgvxx + 2D12WWXXWWyy + Dzzw%vyy

(3.13)
+4De6 Wi, + 4(D16Wir + Da6Winyy) Wiy dxdy,
U /L/bflKTDK‘d d 1/bf/L(D 2 +2D 1 Dypw?
e — X = — w w w w
f 0o Jo 2 f fay 2 Jo 0 TIW fxx R2WfxxW fyy 22W fyy (3.14)
+4D66W]20xy + 4(D16fox -+ D26nyy)foy) dxdy
N. by, L
o= /0 [ dxdy (3.15)
Nx [br (L
V== [ ] sy (3.16)

O préximo passo consiste em determinar os graus de liberdade a; que extremizam
o funcional de energia I1 aplicando a Equagdo (3.4). Para um grau de liberdade, € obtida uma
expressao que permite a obtencdo da carga critica diretamente. Para problemas com mais de
um grau de liberdade ou quando ndo se conhece o modo de flambagem, a Equacdo (3.4) resulta
em um sistema de equagdes e as expressoes obtidas podem ser aplicadas em um problema de

autovalor, cuja solugdo € a carga critica da coluna.
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3.1.1 Meétodo de Rayleigh-Ritz com um grau de liberdade

Nesta solugao, foram adotadas para colunas laminadas, as mesmas func¢des utilizadas
por Cardoso (2014) para colunas pultrudadas. Assim, as fun¢des que descrevem o modo de

flambagem da alma (wy,) € dos flanges (wy), sdo:

wi(x,y) = fu(y)sin <%> (.17)
wr(x,y) = fr(y)sin (%)
onde
arb,, . Ty
fw = Sin (_)
T b
y (3.18)
fr=ary

Verifica-se que a; corresponde ao grau de liberdade. Para obter o funcional de
energia, foram consideradas as parcelas da energia de deformagdo do flange (Uy), energia de

deformagio da alma (Uy,), potencial das cargas externas no flange (Vy) e na alma (V,,):

H:Uw+2Uf+(VW+2Vf) (3.19)
onde:
71'2D1 la%bfvm4 + (47521)66 + 27r2D12)L2a%b§Vm2 + E2D22L4a%bw
UW - 9
8L3ba,
71'4D1 la%bj‘cm“ + 12%2D66L2a%bfm2
;= )
1217 (3.20)
V. — Nyatbm?
w = 3L )
L mENa
T oL

A energia potencial total € entdo:

- D, Ia%bfvm4 + (47[2D66 + 271:2D12) Lza%bg’vm2 + 7r2D22L4a%bW

8132
D 1a%b}m4 + 127r2D66L2a%b fm2 3.21)
6L3
Nyaibdm? nsza%b;mz
8L 6L

A equacdo de equilibrio é determinada fazendo a derivada da energia em relag@o ao

seu unico grau de liberdade a;. Finalmente, a carga critica corresponde a solu¢do nao trivial
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(a1 # 0) da equacdo de equilibrio:

cr —

(37[2D11bfv -+ 4E4D11b]3cbw)m4

(3L2b}, +4m>L2bb,,)m?

((127°Dgg + 67> D12 ) L*b2, + 481> D6 Lb by, )m* + 3m> Doy L*
(3L2b}, +4m2L2b3b,, )m?

(3.22)
O modo de flambagem correspondente a um determinado comprimento L € definido

pelo nimero de meias-ondas m que minimiza a carga critica (N,). Apds a determinagdo da carga

critica por unidade de comprimento (N,,), a carga critica do perfil C pode ser calculada como:
Pcr - cr(bw+2bf)

(3.23)
A fungdo N, pode ser representada graficamente em fun¢do do comprimento L, para
diferentes niimeros de meias-ondas m. A Figura 7 (a) ilustra a variacdo tipica das carga criticas
em funcdo do comprimento longitudinal, considerando determinados nimeros de meias-ondas
m. E vilido ressaltar que as cargas tendem ao infinito a medida que o comprimento tende a

Zero, a0 passo que se interseccionam entre si nos pontos onde existe transicdo entre o nimero de
meias-ondas do modo de flambagem.

A Figura 7 (b) apresenta os valores minimos das curvas criticas de cada modo. A

representagdo grafica dos valores minimos de N, em fun¢do do comprimento L corresponde a

Curva de Assinatura do perfil para a flambagem local. A carga minima de flambagem € definida

conta a interacdo entre os modos.

por uma reta horizontal, que corresponde ao menor valor dentre as cargas criticas sem levar em

T T

Figura 7 — Curvas para solucdo com um grau de liberdade
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O Método de Rayleigh-Ritz com dois graus de liberdade é uma abordagem mais
refinada para analisar o comportamento de elementos sujeitos a flambagem local. O procedimento
inicia-se com a escolha das funcdes para representar os deslocamentos correspondentes a
flambagem. Essas funcdes foram escolhidas considerando dois graus de liberdade para o
flange e um para alma. Permitindo uma modelagem mais precisa do comportamento estrutural.

Fez-se uso de fung¢des trigonométricas e polinomiais:

W (6,y) = fin(y)sin (22
(mix ) (3.24)
wr(x,y) = fr(y)sin (T)
onde
aib,,sin (E)
by,
Jw(y) = p- (3.25)

fr(y) = apy* +ary

Desse modo, as expressdes referentes as parcelas que compdem a energia de defor-
magao do flange (Uy), energia de deformagao da alma (U,,), potencial das cargas externas no

flange (V) e na alma (V,,) s@o:

U — ﬂ:ZDna%bfvm“ + (47’52D66 + 27r2D12)L2a1b3’Vm2 -|-D22L4a1bw
=

R
B 67r4D11a%b} + 157r4D11a1a2bj‘c—|— 1071'41)1161%1?} 4
r= 120L3 "
N (16071'21)66 — 40%2D12)L2a%b} + (24071'21)66 — 607r2D12)L2a1a2b§ )
m
120L3 (3.26)
120n%DesL>atbs 120Dyl adby
120L3 120L3
v, = _Nxa%bfvm2
8L

v Nx(6a%b;5f + 15a1a2bj‘c + lOa%b})m2
=\ 120L
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A energia potencial total do sistema € expressa como:

=0, +2U;+ (VW+2Vf)
. nlela%bfvm“ + (47521)66 + 27r2D12)L2a1b§Vm2 -+ D22L4a1bw
N 8L3b2
. <6n4D1 1a3b7 + 158* D1y arasb} + 107:4Dna%b}> L

120L3
( (1607°Dgs — 407 D12)L*azb} + (2407* D — 60n2012)L2a1a2b}> )
+ m

120%2D66L2a%bf 1 20D22L4a%bf
12013 12013
Nya3bdm?
8L
- (Nx(6a§b} + 15a a6 + 10a%b})m2>

60L

A partir do funcional ja calculado, foi montada uma matriz M com as derivadas
parciais do funcional em relagdo aos graus de liberdade, de modo que, para que o equilibrio seja
satisfeito, o determinante dessa matriz deve ser nulo:

0211 0311
3a% dajday

det(M) = det
011 0211 (3.28)
dada 8(1%

92 92 92 2
_ e - 12
525z (aalaaz( ))

A abordagem que considera dois graus de liberdade resulta em duas cargas criticas

de flambagem local, diferente da solucao de um grau que apresentou apenas uma. Estas cargas

sdo dadas por:
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Nopp = — [ <2L2 ((57600%4D%6 —288007*D12Dg + 360074 D, ) b b%,

—(172807°Dgs) — 43207°D 15 Dgg +21607° D7, ) D55,

(
(153607°Dgg — 249607°D 12 Dgg + 52807° D1, )b1b;,
(12967 D + 12967° D1, Deg + 3247° D}, )b}y,

(

i
i
I
+ (46087° D + 37447° D12 Dgg + 720m° D1, ) b,

+ (79367 D% + 64073 D12 Dgs + 6407t8D%2)b}0bfv> m*

+ ((864007:20221)66 —216007°D12D2 ) L*b7b},

(—(129607* D33 D6 ) — 64807* D12 D0 ) L*b0,

489607* Doy Dgg — 252007* D1, D22 ) L* b3y,

I
+(

+(10807°D 12Dy — 4320° D2 Des ) L*bb},
+ (151207°D3; D + 7560n°D 12D ) L*b b,
+

(6487° + 412807°) Dy Deg + (3247° +48007°) D 12D ) L*bD7, (3.29)
+(1 1527[8D22D66 + 3607[8D12D22)L2b?cbw> m*

+32400D3,L* b}, + 864001° D3, L*b7by,

— 32407 D3, L*b}by, + 576007 D3, L*b% b3,
+37807°D5,L b}y, + 81nSD§2L4b§> m*
+ ( — (367*Dy1b}by,) — 37D, lb}bw) m*
+ ((1207:21)12 —4807° Do) L b7,

— (7271'41)66 — 367[4D12)L2b;~b%,

— (2087* Dgs — 207:4D12)L2b}bw> m?

— 360D L* by, — 4807° Dyy L*bb,

— 18E4D22L4bjc) ] /

(367>L*b}by, + 3n4L2b}bw)m2]
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Nop =217 ((57600%4D%6 —288007*D12Dg + 360074 D1, ) b b%,

—(172807°Dgs) — 43207°D 15 Dgg +21607° D7, ) D55,

(
(153607°Dgg — 249607°D 12 Dgg + 52807° D1, )b1b;,
(12967 D + 12967° D1, Deg + 3247° D}, )b}y,

(

i
i
I
+ (46087° D + 37447° D12 Dgg + 720m° D1, ) b,

+ (79367 D% + 64073 D12 Dgs + 6407t8D%2)b}0bfv> m*

+ ((864007:20221)66 —216007°D12D2 ) L*b7b},

(—(129607* D33 D6 ) — 64807* D12 D0 ) L*b0,

489607* Doy Dgg — 252007* D1, D22 ) L* b3y,

I
+(

+(10807°D 12Dy — 4320° D2 Des ) L*bb},
+ (151207°D3; D + 7560n°D 12D ) L*b b,
+

(6487° + 412807°) Dy Deg + (3247° +48007°) D 12D ) L*bD7, (3.:30)
+(1 1527[8D22D66 + 3607[8D12D22)L2b?cbw> m*

+32400D3,L* b}, + 864001° D3, L*b7by,

— 32407 D3, L*b}by, + 576007 D3, L*b% b3,
+37807°D5,L b}y, + 81nSD§2L4b§> m*
+ (367:41)1119}193 - 3n6011b}bw) m’

+ ((4807:2D66 — 1207°Dy2) L* b,
+(727* De6 + 367* D12) L* b} by,

+ (2087*Dgs + 207:4D12)L2b}bw> m*

+ 36OD22L4b3V + 4807[2D22L4b}bw

+187* Dy b} / [(36n2L2bj‘cbfv+37r4L2b}bw)m2]
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Essas cargas também podem ser representadas para diferentes nimeros de meia-

ondas m, conforme a Figura 8(a). A Figura 8(b) apresenta uma melhor representacio das carga

criticas locais, no qual € apresentada uma curva com os valores de Carga Minima obtidas para
cada numero de meia-onda m.

Figura 8 — Curvas para solucao com dois graus de liberdade
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Fonte: Elaborada pelo autor.

—— Carga minima | 7

Comprimento Longitudinal

(d) Carga Critica e Carga minima para N,

A titulo de ilustragiio, a Figura 8(c) apresenta a graficamente a expressdo obtida

referente a N2, onde a variacdo do nimero de meias-ondas m € diferente da anterior, resul-

tando também em um formato distinto para a curva de assinatura. Percebe-se também que o
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comportamento da fun¢@o indica uma interacdo mais complexa entre os modos de flambagem.

Cada uma das cargas criticas N, € N2 em fun¢do do nimero de meias-ondas m
estdo associadas a um modo de deformagao especifico. Contudo, no projeto de colunas o que
interessa € a carga de menor valor, visto que € uma carga mais facil de atingir.

Neste caso, a carga critica N, apresentou menor valor entre as cargas criticas,
correspondendo a um valor de maior interesse para o estudo, visto a maior susceptibilidade a
ocorrem flambagem. Isso implica que a escolha de uma expressdo erronea que ndo corresponde
ao menor valor de carga, ao fazer uso da solu¢do de dois graus de liberdade, pode alterar

significativamente o formato da curva, uma maior resisténcia a flambagem superior a realidade.
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4 FLAMBAGEM GLOBAL

A flambagem global € caracterizada por um padrao de instabilidade que se estende
por todo o comprimento da estrutura, no qual a secdo transversal da estrutura permanece
praticamente inalterada durante o processo, consistente com a teoria cldssica de vigas, e o
comprimento de meia onda da flambagem se apresenta ao longo do comprimento do elemento
comprimido (Cardoso et al., 2014; Adany, 2005).

Devido a sua importancia, a flambagem global de colunas de materiais compd@sitos
tem sido objeto de estudo de diversos trabalhos, tais como Mottram (1992), Barbero e Tomblin
(1993), Kollar (2001) e Qiao et al. (2003). Pode-se citar também os trabalhos de Pierin (2005),
Moror6 et al. (2010), Cardoso (2014), Sayyad e Ghuhal (2017), D’Aguiar (2017), Sayyad e
Ghuhal (2017), Nguyen et al. (2019), Huang e Qiao (2021) e Huang e Qiao (2021).

A instabilidade global em colunas de parede fina comumente ocorre de trés formas
— flexdo, tor¢ao e flexo-tor¢do (Chajes, 1974; Cedolin; Bazant, 1991). No caso de perfis C, de
secdo aberta e monossimétricos, pode ocorrer flambagem global por flexo-tor¢ao ou flexdo no

eixo de menor inércia (Chajes, 1974), conforme ilustrado na Figura 9.

Figura 9 —Modos de flambagem global em Perfil C comprimido.

[\

(a) Modo Global de Flexo-Tor¢éo (b) Modo Global de Flexao

Fonte: Elaborada pelo autor.

A flambagem global de colunas com secdes transversais bissimétricas € caracterizada
pela flexdo do elemento estrutural em torno do eixo de menor inércia. A equacgio de flambagem
de Euler descreve a carga critica necessdria para ocorrer a instabilidade estrutural:

mEl

- 4.1)

P cr, Euler =
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A utilizagdo da rigidez equivalente (EI) permite sua aplicagdo em colunas laminadas.
O trabalho também ird considerar propriedades como a rigidez axial equivalente (EA), rigidez a
flexdo equivalente nos eixos y (E1y) € z (EI), rigidez a tor¢do equivalente (GJ), e a rigidez ao
empenamento (ET,,).

Essa equacgdo é derivada da equacdo diferencial que governa o comportamento
de uma coluna biapoiada, perfeitamente reta, carregada através do centroide (Galambos &
Surovek, 2008). Para anélise de colunas com diferentes condi¢des de contorno, utiliza-se a forma

generalizada, dada por:

n’El
cr — (KL)2 (42)

onde K ¢ o fator de comprimento efetivo que depende das condi¢des de contorno da coluna,
conforme ilustrado na Figura 10. Este fator relaciona a carga de flambagem com a expressdo de

Euler para diferentes condi¢des de extremidade.

Figura 10 —Fator K, para diferentes condi¢des de contorno.
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Fonte: adaptado de Galambos (1998).

A instabilidade global por torcdo é caracteristica de perfis de parede fina de se¢des
abertas, além de baixa rigidez de tor¢ao (Cardoso, 2014). Esse tipo de instabilidade global
ocasiona rotacdo do elemento estrutural em torno do eixo longitudinal associado ao centro do
cisalhamento (Correia, 2012).

Neste trabalho, a determinacio das cargas de flambagem global de colunas laminadas
com secdo C serd realizada em duas etapas. A primeira etapa consiste na determinagao das
propriedades mecanicas equivalentes destas colunas e a segunda etapa consiste na obten¢do de

expressao analiticas para as cargas de flambagem utilizando o Método de Rayleigh-Ritz.
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4.1 Geometria e propriedades de perfis C

As propriedades geométricas sao fundamentais para a determinacao das cargas de
flambagem de perfis C (Figura 11), incluindo momentos de inércia, centroide da secio (C),
constante de tor¢ao de Saint Venant, centro de cisalhamento (SC) e constante de empenamento.
Essas propriedades sdo necessdria para descrever o comportamento estrutural de perfis, sobretudo
das rigidezes da segdes transversal: a rigidez a flexdo em torno do eixo z (E1,), a rigidez a flexdo
em torno do eixo y (Ely), a rigidez axial (EA), arigidez a torcdo (GJ) e a rigidez a0 empenamento

(ET).

Figura 11 — Caracteristicas da secao C.
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(a) Caracteristicas globais da secdo (b) Caracteristicas do laminado

Fonte: adaptado de Cardoso et al. (1999).

O centroide da sec¢do € o ponto onde a distribuicao das dreas das camadas € ponderada
igualmente ao redor deste ponto. Se o corpo for homogéneo e estiver sob a influéncia de um
campo gravitacional constante, esse ponto coincidird com o centro de gravidade (Hibbeler, 2011).

As coordenadas do centroide (Z,y) podem ser calculadas conforme Galambos (1968):

7o YAz
YA
4.
_ YA 4-3)
o YA

onde A; sdo as dreas das camadas individuais do laminado e z;,y; sdo as coordenadas dos centros
das camadas. A localizagdo precisa do centroide € crucial para a andlise de flexdo e distribui¢io
de tensdes, especialmente em perfis assimétricos como o perfil C, onde o centroide ndo coincide
com o centro geométrico da se¢do. A adrea da secdo transversal (A) de um perfil C de material

laminado pode ser obtida considerando onde b; € a largura e ¢; € a espessura da i-ésima placa que
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compde a secdo transversal do laminado:

n
A=) A=

=1 i

M=

(bit;) 4.4)
1

~

O momento de inércia quantifica a resisténcia da se¢do a flexdo em torno de um eixo

especifico. O célculo do momento de inércia considera a contribui¢cdo de cada placa:

n

Z Zt+A )2)7 Iy

= 2

(I, +Ai(zi —2)%) (4.5)

M:

1

onde I ;, I, sao os momentos de inércia das camadas individuais em relacdo aos seus proprios
eixos, e y;,z; s@o as distancias do centroide da camada ao centroide da secao.

A constante de torcdo de Saint Venant (/) mede a resisténcia de um elemento
estrutural a tor¢do pura ou uniforme. Ela € usada para calcular a resisténcia ao momento de
flambagem de vigas ndo suportadas lateralmente e a flambagem torsional-flexional de membros

de compressdo. Para se¢des abertas, a formula geral € dada por Galambos (1968):

J= Z (b t3) (4.6)

onde b; € a largura e ¢; é a espessura da placa.
O centro de cisalhamento € definido como uma propriedade geométrica da secio

pelo qual deve passar o plano de aplicacdo das cargas transversais de modo que ndo ocorra tor¢ao,

apenas flexdo (CHAJES, 1974). Para perfis mono-simétricos, o centro de cisalhamento possui

Zces = 0. Conforme Fakury et al. (2017), a coordenada x do centro de cisalhamento e a constante

de empenamento C,, podem ser obtidos pelas expressdes :

bty n bobots
bywoty +2brot 41,

_ tybFOWG ([ 3byty + 2bwots,
12 6D sty + bwot,,

onde as dimensdes by, € by correspondem as dimensdes obtidas referentes ao eixo da pega, de

Yes =
“4.7)

on

modo que sdo expressas da seguinte forma:

t
bfo_bf—iw
(4.8)
byo = bw—tf

4.2 Propriedades Equivalentes

Neste trabalho sao consideradas trés abordagens distintas para obter as propriedades
mecanicas de colunas laminadas: (i) a metologia apresentada por Cardoso et. al. (1999), (ii)

Massa e Barbero (1998) e (iii) Teoria de Kollar e Pluzsik (2002).
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4.2.1 Teoria de Massa e Barbero (1998)

A metodologia proposta por Massa e Barbero (1998) permite a anélise de elementos
laminados de secdo aberta ou fechada. A teoria se destaca por apresentar equagdes que ndo sé
permitem uma implementacdo simples e eficiente, mas também levam a bons resultados para
laminados simétricos e balanceados. Nessa teoria a se¢do transversal do laminado € definida por

segmentos, conforme ilustrado na Figura 12.

Figura 12 — Caracteristicas dos segmentos que compdem a secao C.

We
i—i
192}

(b) Secdo transversal
(a) Coordenadas locais e de um segmento
nés dos segmentos i. arbitrario i.

Fonte: adaptado de Massa e Barbero (1998).

As propriedades mecanicas calculadas por integrais sobre a drea da se¢do transversal,
dividida pelo contorno e espessura de cada segmento. Segundo Massa e Barbero (1998), o
segmento i da secdo transversal ¢ modelado como uma placa fina utilizando a Teoria Cldssica

da Laminacao, que possui a seguinte relacdo constitutiva entre forcas internas e deformagdes

generalizadas:
A B T( i )
gl a2 e Pu Pz Pie N;
€ a2 0 O P2 P Poo N;
Yis _ | %6 o6 0 Pis Pas P N 49)
Kl Bii B2 Bis 611 612 Oig M,
K Bz Bz B 612 02 6% M
| % ) | Bis B Bes S5 S Ges | | Mis

onde N/ e N{ sdo as forgcas normais, N;, sdo as forcas no plano xs, M} e M. sdo momentos

fletores, e M, 0 momento torsor, £ , €, 7., sdo as deformacdes de membrana na secdo média,
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k., k! e K as curvaturas. Considerando que foi assumido N/ = 0 e M! = 0 (vilido para paredes
finas), e assumindo um desacomplamento entre as deformacdes de membrana e cisalhamento

(016 = P16 = 616 = 0) pode ser reduzida para:

( 3\ B N ( 3

Sjlc 11 Bll 0 0 Ni

! 1

K ) 0 0 M
v | _ | B dn * (4.10)

Yas 0 0 as Pes Ny

L ks ) [ 0 0 Bes e | | M

invertendo a Equacgao (4.10) pode ser determinada a expressao correspondente a matriz de rigidez

reduzida:
. 3\ r . . T 4 . A
Ni AL BL 0 0 gl
M: B. D 0 0 K
« o=t * 4.11)
Ny 0 0 F, G Yis
\ M}VS ) L 0 0 C)lCS H;S _ \ xjcs )

onde os termos AL, B Ci,Di F! e Hi correspondem & segmentos de rigidez e permitem a
determinacdo das propriedades da secdo para resolver o problema geral de flexdo e tor¢ado, e

podem ser calculados por:
A= / Erdr = E}jt"

Bi:/ rEXdr = ZE" 5

k=l

DI~

C; = er dr— Gk Kk

: G ]

N\“’

4.12)

Di:/ r*Efdr = ZE"

F= [ Gdr= Z Ghi*
k=1

N
H; = / ZG];sdr = Z G)]gs
k=1

I~ o~

DI~

et ]

12

N\

onde X é a espessura da camada k, 7 é a coordenada da espessura, 7~ é a distAncia da superficie
intermedidria do segmento até a superficie intermedidria da camada k, A; representa a rigidez
axial por unidade de comprimento do segmento, B; € o acoplamento entre a curvatura de flexdo e
a forca normal por unidade de comprimento, D; € a rigidez de flexdo do segmento sob flexao, F;

¢ arigidez de cisalhamento no plano e H; € a rigidez de tor¢ao.
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Aplicando o Teorema dos Eixos Paralelos e somando as contribuicdes dos segmentos,
os momentos de inércia mecanicos e o produto mecanico da inércia em relagio aos eixos podem

ser obtidos por:

EL, =Y |(EL) +Aibi (z:+ 8y cosa5)’|
; (4.13)
EL =Y [(EL) +Aibi (i~ bysineg)’|

EA representa a rigidez axial da se¢do, onde n € o nimero de segmentos que descrevem a secao
transversal, GJ € a rigidez torcional, El, e EI, sdo os momentos mecanicos de inércia aos
eixos. A rigidez ao empenamento, por sua vez ¢ definida como EI,,, em fun¢io da drea setorial,

apresentada anteriormente na Equacdo 4.11.
4.2.2 Teoria de Cardoso et al. (1999)

Cardoso et al, (1999) apresentaram uma metodologia onde as secdes da viga sdo
constituidas por painéis compositos laminados planos nos quais propriedades equivalentes do
material podem ser obtidas a partir das propriedades individuais de cada material.

Nesta abordagem, as propriedades mecanicas do material ortotrépico equivalente

podem ser calculadas a partir das propriedades do laminado:

1 1 12
m b — (4.14)

El'=— Gh=—0y Gh=——
top Y toge Y e

X

onde ¢;; e 9;; foram apresentados na Equagdo (2.23) e Equagdo (2.24), sendo EY. Gy e Gfgy
constantes eldsticas equivalentes para médulo de tragdo e cisalhamento, para modos de membrana
(sobrescrito m) e flexdo (sobrescrito b), respectivamente. Essas propriedades podem ser obtidas
fazendo uso das expressdes apresentadas no Sec¢do 2.5.

A metodologia pratica para avaliar essas propriedades envolve considerar as carac-
teristicas constitutivas do laminado que incluem as areas A;, as inércias I, e I, e a constante
de tor¢do J;. Considerando uma se¢cao homogénea, esta abordagem calcula as propriedades
mecanicas equivalentes a partir das expressoes cldssicas da Resisténcia do Materiais fazendo uso

propriedades geométricas da secao:
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EA=E) Zn:Ai
i=1

n
EI,=E! Zlyi
=1

1

(4.15)

n
ELL=E!'Y I
i=1

Gl =G J;

No célculo da constante de empenamento (E1,,), utilizou-se a constante de empena-

mento (C,,) e a constante eldstica de membrana (E}"):
El, =E"I, (4.16)
4.2.3 Teoria de Kollar e Pluzsik (2002)

Kollar e Pluzsik (2002) propuseram uma teoria geral para anélise de vigas laminadas
de paredes finas e apresentaram expressdes analiticas para matriz constitutiva C para secoes
abertas e fechadas. Trata-se de uma teoria mais complexa que considera as ldminas k que
compdem o elemento estrutural como segmentos planos, com uma disposicdo arbitraria e eixos
locais 11, &, { (Kollar, 2003), conforme ilustrado na Figura 13.

Figura 13 —Eixos locais para um segmento arbitrario k.
Z

M k

4
¢ y

O procedimento para obtengdo das propriedades equivalentes de secao abertas con-

Fonte: adaptado de Kollar (2003).

siste em quatro etapas: (a) as deformacdes em cada segmento devem estar relacionadas as
deformacdes axiais, as curvaturas e a taxa de angulo de tor¢ao; (b) as forcas em cada segmento
da secdo sao determinadas a partir das deformacdes obtidas na etapa anterior; (c) a for¢ca normal

resultante, bem como os momentos fletores € momentos torcionais, sao obtidos a partir das
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forcas em cada parede da secao transversal; (d) a matriz de rigidez € estabelecida relacionando
as forcas resultantes (forca normal, momentos fletores e momento torcional) com a deformacao
axial, curvaturas e taxa de angulo de tor¢do.

Para calcular as propriedades equivalentes de um laminado utilizando a metodologia
de Kollar e Pluzsik (2002), considera-se uma matriz y obtida a partir das matrizes A, BeD e

suas inversas, apresentadas nas Secdes 2.4 e 2.5:

ain by bis
W= 1bn dn dis (4.17)
b1z diz ds3

seguido pela inversao desta matriz para obter A, :
A=p! (4.18)

Uma matriz de transformacao Ry € criada para cada elemento que compde a se-

cdo(alma e flange), baseado nas suas coordenadas z; e y; e angulos de orientacao o:

1 %k Yk

;
0 cos(og) —sin(og) 0 (4.19)
0 sin(oy) cos(ag) O

0 0 0 1

Esta matriz € usada para transformar as propriedades da chapa para um sistema

de coordenadas global. Uma matriz w; é definida para representar a flexibilidade da chapa

especifica:
[ all b11 0 —0.51913-
1 bll dll 0 —O.5d13
Wy = — (4.20)
by 0 0 12 0
A(1,1)b7
_—0.5b13 —0.5d;3 0 0.25d33 |

Esta matriz € entdo transformada e acumulada em uma matriz global Py:
P, =P, +Riw, 'R, 4.21)
A inversa desta matriz acumulada P, é calculada, resultando na matriz Wp:

W, =P,! (4.22)
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Com a matriz W), calculada, o préximo passo € determinar o centroide da se¢do transversal do
laminado. Isto € feito resolvendo um sistema de equagdes lineares formado pelos elementos da

matriz Wy, resultando nas coordenadas z. € y., que representam o centro geométrico da se¢ao:

W A" Y c Wy(1,2
b(2,2) b(2,3) | |< _ b(1,2) 4.23)

Wi23) Woaas)| [Ye Wy (1,3)
Em seguida, uma nova matriz de transformacgdo R, é construida para converter as propriedades

calculadas no sistema de coordenadas centrado no centroide da se¢do transversal:

1 00O
zz 1 00
Ry = (4.24)
ye 01 0
0 001
Esta matriz € usada para transformar W, em uma nova matriz W:
W = RfWyRy, (4.25)

A diagonaliza¢do da matriz W € realizada, resultando em uma matriz Wg;e com

apenas elementos diagonais. A inversa desta matriz diagonalizada Fyi,e € entdo calculada:

Piiag = Weiag (4.26)
as propriedades equivalentes do laminado sdo extraidas da matriz diagonalizada (Pyiag):
EA = Pyige (1,1
El, = Pgis (2,2
T 4.27)

Pluzsik and Kollar (2002) indicam que, para uma viga ortotrépica, a rigidez ao

empenamento para perfis de se¢do C pode ser avaliada pela expressao

b3 1 [3b, 2t
o (s )

= 12 all

ail ap
El, = 6b; d (4.28)
air  an
essa expressao pode ficar em relagc@o a E}, simplificando-a:
__ EMbibi3bs+2b
Sl el (4.29)

Y12 6bp+by
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4.3 Método de Rayleigh-Ritz

Conforme Chajes (1974), a obtenc¢do das cargas criticas pode ser realizada fazendo
uso do centro de cisalhamento O como a origem do sistema de coordenadas, ilustrado na Figura
14. O centro de cisalhamento é o ponto na se¢ao transversal através do qual as cargas produzem

flexdao sem torgao.

Figura 14 —Deformagdes de flambagem por Flexo-Tor¢ao.

O . X
Centro de
Cisalhamento

1
&
b

Fonte: adaptado de Chajes (1974).

No estudo de flambagem glocal considera-se que a deformagdo que ocorre durante a
flambagem consiste em uma combinagdo de torcado e flexdo sobre dois eixos e para expressar
a energia de deformacao na forma mais simples, é desejavel reduzir a deformacdo a duas
translacdes puras e uma rotacao pura. Considerando uma coluna simplesmente apoiada nas duas

extremidades, os deslocamentos podem ser aproximados como:

T
u=0C sin—Z
L
v==0C sinﬂfZ (4.30)
/74
B :C3 Sll’lf

onde C1, C; e C3 sdo os graus de liberdade do problema e L é o comprimento da coluna.
A energia interna de deformacdo do elementos consistem em quatro partes: as

energias devidas a flexao nos eixos, a energia dos esfor¢os da tor¢cao de Saint Venant, e a energia
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das tensdes longitudinais associadas a tor¢ao por empenamento (CHAJES, 1974). Assim:

oot [ (P aed [ (B
2o " \azz) ¥ a2 )

. 5 R (4.31)
| IR — 1 (L [d°B
[T ara s / £, (22 4
+2/0 (dz) 2 ) W<dz2) ¢
o restuldado de integracdo € :
1 7% [ ,Elx? ElL.m El,n?
U — C2 C2 U C2 GJ 4.32
A { L2 +G— + +— (4.32)

Figura 15 —Deformacao de uma fibra longitudinal.

|

y
A utdu
A": v+dv
dz i ds
L
v z
A
/ X
§’ X
(a) Deformagdo (b) Deformacio transversal de
axial. uma fibra.

Fonte: adaptado de Chajes (1974).

A energia potencial em uma fibra (Figura 15) deformada pode ser calculada a partir
da diferenga entre o comprimento do arco S e o comprimento L da fibra, denotada por Al,. Se a
drea da secdo transversal da fibra € dA e a carga que ela suporta é cdA, entdo a energia potencial
total para todo o membro estrutural € obtida por meior da integral dessa expressao sobre a drea

da secdo transversal. Assim, a energia potencial V pode ser expressa como:
_ / AL,GdA (4.33)
A

Para determinar Alj,, considere a fibra AB cujas coordenadas no estado ndo defor-
mado sdo x e y. Vamos analisar um elemento diferencial dz dessa fibra. Apds a deformacao,
os deslocamentos u e v da extremidade inferior do elemento sdo u € v, € os deslocamentos
correspondentes na extremidade superior sdo u +du e v+ dv. As translacdes u e v de uma fibra,

cujas coordenadas sdo x e y, consistem na translacdo do centro de cisalhamento, u e v, mais uma
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translacao adicional devido a rotacao da fibra em torno do centro de cisalhamento. A energia

() ()

(4.34)

potencial V da fibra pode entdo ser representada por:
P (Ll /du\? [dv\* ,[(dB\* du\ (dp
V=—= — — — ] —2yo|— ) — 2

ao integrar ao longo do comprimento L da fibra, obtemos a expressdo final para a energia

potencial V:

P 2
V= 2 (CH+ G+ G — 201 Cavo + 2CxCxo) (4.35)

A energia potencial total € entdo apresentada como a unido das parcelas mencionadas.

2 2 2
[, (®°El , ( W*EI, 5o[1 (— El,z

(4.36)
+2C1C3Pyy — 2CrC5Pxp }

O funcional da energia pode ser simplificado em termos das cargas de flambagem.
Os termos representam as cargas de flambagem de flexdo em torno dos eixos paralelos a secao,

e o terceiro, relacionado a flambagem torsional, inclui a rigidez de Saint Venant e a rigidez de

empenamento.
s 2 2.2
1= Z [Cl (Py - P) +C2 (Px - P) —|—C3 N (P¢ - P) + 2C1C3Py() - 2C2C3PX()] (437)
onde
’ET,
po= Tk
12
n’El
P, = 72 (4.38)
1 (— EI,&?
Py=—=(GJ
o= (@ 55)

Como IT € uma funcao de trés varidveis, ela terd um valor estaciondrio quando sua
derivada em relagdo a cada uma dessas trés varidveis for zero. Tomando a derivada da expressao

em relacdo a C, C; e C3 e igualando cada uma a zero, obtemos:

aa(—CI’Il) =C (Py—P)+C3 (Py()) =0
aag) = Gy (Po— P)—C3 (Pxp) =0 (4.39)
5(1)

3¢, — C1Pvo—CoProt G315 (Py—P) =0



56

a expressao € um conjunto de equacdes lineares homogéneas que t€ém uma solugdo C; = C; =
C3 = 0, indicando que o equilibrio é possivel desde que o membro permaneca reto. Existe
também uma solugdo que corresponde ao equilibrio em uma configuracao deformada, que € o
tipo de equilibrio que existe apenas na carga critica.

Para determinar a carga critica, portanto, definimos o determinante das equagdes

P-P 0 Pyo
0 P—P —Px =0 (4.40)
Py —Pxy r§(Py—P)

equivalente a expressao:

P2 2 P2 2
(@—mgymﬂ&—m—gyP%%iﬁg—m7§:0 (4.41)
0 0

Por tratamos de sec¢des tipo C, o centro de cisalhamento coincidir com o eixo de
simetria(yg = 0), podemos simplificar a expressao:

2.2
Pxg

2
o

(P,—P)|(P.—P)(Py—P) — =0 (4.42)

Esta é uma equacgdo cubica em P, cujas raizes s@o as cargas criticas:

n’El,
P=R ="
P252 (4.43)
(a—PM%—Py-ﬂO:O
0

A primeira expressao corresponde a flambagem puramente de flexdo em torno do
eixo y. A segunda é uma equacdo quadrdtica, cujas raizes correspondem a flambagem por uma
combinacdo de flexdo e tor¢do, ou seja, flambagem flexo-tor¢dao. No caso se secdes tipo C, pode

ocorrer flambagem tanto por flexdo no plano de simetria quanto por uma combinagdo de torcao e

flexao:
1 2
onde

k= [1 ~ (xo /ro)z] (4.45)
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As expressoes que descrevem os fendmenos de flexdo, tor¢ao e flexo-tor¢do nos
permitem tragar curvas que relacionam a carga critica aplicada ao comprimento da coluna, como
ilustrado na Figura 16. Essas curvas permitem determinar os pontos de transi¢cdo de modos
de flambagem, além de mostrar a reducéo da carga critica de cada modo de flambagem com o

aumento do comprimentos.

Figura 16 — Curvas de flambagem global

—— Pcr de Flexo-Torgéo | 1 i ——Carga Minima
' — Pcr de Flexao

(a) Cargas de flambagem global por flexao e flexo- (b) Curva de assinatura: Carga critica
tor¢do em funcdo de L. em fungdo de L.
Fonte: elaborado pelo autor.

Ao analisarmos a curva de flambagem global por flexdo, podemos observar variagdes
na magnitude das cargas criticas para diferentes comprimentos de coluna. Essa visualizacdo per-
mite identificar faixas criticas onde diferentes modos de flambagem podem ocorrer, fornecendo
informacdes que podem auxiliar durante processos de tomada de decisio. E valido ressaltar que
a aplicacdo das abordagens apresentadas nesse capitulo terdo seus resultados apresentados no

Capitulo 5.
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo, serao apresentados exemplos numéricos de colunas laminadas para
estudo dos fendmenos de flambagem local, flambagem global e diferentes parametros que
influenciam as curvas de assinatura.

Para a flambagem local, empregou-se o Método de Rayleigh-Ritz com um e dois
graus de liberdade. Os resultados de carga foram comparados com o Método dos Elementos
Finitos e as colunas analisadas por Debski et al. (2013) e D’ Aguiar (2017). Para os modos
globais, sdo aplicadas diferentes teorias para o célculo de propriedades equivalentes do laminado.
Resultados para flambagem de flexo-tor¢do e flexdo sdao apresentados e comparados com o
Método dos Elementos Finitos.

A confecgdo das curvas, considerando todos os modos de flambagem, permitiu a
realizac@o dos estudos paramétricos avaliando avaliar a influéncia da relagdes geométricas entre

espessura da secdo e tamanhos de alma e flange.

5.1 Coluna de DebskKi et al. (2013)

Nos trabalhos de Debski et al. (2013), foram analisados perfis C de parede fina, fabri-
cados com material pré-impregnado unidirecional designado como M12/35% /U D134 /AS7/300,
sistema “HexPly” da fabricante Hexcel. A matriz epdxi utilizada nos perfis possui as seguintes
caracteristicas: densidade de massa de 1,24 g/cm3, resisténcia a tracdo de 64 MPa, coeficiente de
Poisson de 0,4 e médulo de Young de 5,1 GPa. Como refor¢o, foram utilizadas fibras de carbono
AS7J12K, conhecidas por sua alta resisténcia e rigidez, com densidade de massa de 2,5 g/cm3,
resisténcia a tracdo de 4830 MPa, coeficiente de Poisson de 0,269 e médulo de Young de 241
GPa.

Os perfis adotados tinham dimensdes de 80x40x 1,048 mm e 300 mm de comprimento,
com a carga aplicada no centroide da secdo, conforme ilustrado na Figura 17. Cada perfil era
composto por 8 camadas de carbono-epoxi pré-impregnado, cada uma com espessura de 0,131
mm, dispostas em uma sequéncia simétricas de laminas: [0,45,-45,90]s, [0,90,0,90]5 e [45,-
45,90,0];.

As propriedades mecénicas do material estdo apresentadas na Tabela 1, incluindo o
modulo de elasticidade na dire¢a@o principal (E71), o modulo de elasticidade na dire¢do perpendi-

cular a principal (E;), o médulo de cisalhamento no plano 1-2 (Gy3), o coeficiente de Poisson na
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direcdo 1-2 (vy3), a resisténcia a tragcdo nas direcoes 1 (X;) e 2 (Y;), a resisténcia a compressao

nas dire¢des 1 (X;) e 2 (Y;), e a resisténcia ao cisalhamento no plano 1-2 (S).

Figura 17 — Geometria e esquema de laminacao da coluna.
8 camadas de 0.131mm

P 1,048
V. i
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]

300

Fonte: adaptado de Debski (2013).

Tabela 2 —Propriedades elasticas e mecanicas da lamina.
E; E; G2 Vi2 X; Y; X Y. S
(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
130710 6360 4180 0.32 1867.2 2597 1531 214 100.15

Fonte: elaborado pelo autor.

As caracteristicas mecanicas determinadas experimentalmente por Debski et al.
(2013) foram utilizadas na definicdo do modelo para simulagdes numéricas desse trabalho,
usando o Método dos Elementos Finitos (MEF). O modelo numérico que representa a coluna foi
discretizado utilizando 480 elementos de casca quadraticos de oito nés com integracdo reduzida,
S8R, baseado na teoria de Reissner-Mindlin. E vélido ressaltar que no trabalho de referéncia
também apresentou um modelo numérico, em que foi empregado o elemento quadrético de
quatro nds com integracao reduzida.

Com relagdo as condi¢des de contorno adotadas nos extremos da coluna, os des-
locamentos transversais perpendiculares na alma e flange foram restringidos, enquanto os
deslocamentos no sentido de aplicacdo da for¢ca foram mantidos constantes. O modelo numérico

das colunas compdsitas com se¢do em C € apresentado na Figura 18.
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Figura 18 — Condig¢des de contorno do modelo numérico desenvolvido.
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Fonte: adaptado de Debski (2013).

5.1.1 Validacdo do modelo

Os resultados obtidos nos trabalhos experimentais e numéricos de Debski et al.
(2013) foram comparados com o modelo proposto em elementos finitos e o trabalho de D’ Aguiar
(2017), que também fez comparagdes com o autor. As laminacdes [0,45,-45,90];, [0,90,0,90]5 e
[45,-45,90,0]5 sdo denominadas L1, L2 e L3, respectivamente.

A Tabela 3 apresenta as cargas criticas para diferentes laminagdes, comparando os
valores experimentais (P...p) obtidos por Debski et al. (2013) com os valores calculados por
meio de modelos em elementos finitos (P, per) de D’ Aguiar (2017) e do modelo proposto neste
trabalho. Os resultados obtidos com a aplicacdo do Método de Rayleigh-Ritz com um e dois
graus de liberdade sao representados por P, rrigr € Per,RR2gl> TESPECtivamente.

A Tabela 4 apresenta os valores e as diferengas percentuais entre as cargas criticas
obtidas pelos diferentes métodos. A tabela detalha as diferencas percentuais entre os valores de

Debski et al. (2013) (A e B), D’ Aguiar (2017) (C) e os valores obtidos no trabalho (D, E e F).
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Tabela 3 —Cargas Criticas para diferentes laminacoes.

Debski et al. (2013) D’Aguiar Este trabalho
(2017)
Layup
Pcr,exp Pcr,MEF Pcr,MEF Pcr,MEF Pcr,Rngl Pcr,RRZgl
A B C D E F
[0,45,-45,90]s 2848,3 2977,2 2972,5 2990,2 2986,8 29534
[0,90,0,90]s 2274,8 2282,3 2274,9 2276,8 2519,1 2454,9

[45,-45,90,0]s 4369,7 44024 44059  4460,7  4581,2 45355

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 4 — Diferencas Percentuais entre os Resultados.

Referéncias Layup
[0,45,-45,90]s (%) [0,90,0,90]s (%) [45,—45,90,0]s (%)
AB 4,53 0,33 0,75
AC 4,36 0,004 0,83
AD 4,98 0,09 2,08
AE 4,87 10,74 4,84
AF 3,70 7,91 3,80
BC -0,16 -0,32 0,08
BD 0,44 -0,24 1,32
BE 0,32 10,37 4,06
BF -0,80 7,57 2,99
CD 0,59 0,08 1,24
CE 0,48 10,72 3,98
CF -0,64 7,91 2,95
DE -0,11 10,62 2,70
DF -1,23 7,83 1,68
EF -1,12 -2,54 -0,99

Fonte: elaborado pelo autor.

Com relacdo aos resultados obtidos utilizando o MEF, verifica-se uma excelente
concordancia tanto em relagcdo aos resultados de Debski (2013) quanto de D’ Aguiar (2017). Os
resultados do MEF também apresentam boa concordancia com os valores experimentais, com
diferencas inferiores a 5%.

Para os resultados obtidos pelo Método de Rayleigh-Ritz, a maior diferenca percen-

tual foi observada entre os métodos A € E (P, grig/), para a laminagio L2 com uma diferenga de
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10,74%. Isso indica uma variagdo significativa ao utilizar o modelo de Rayleigh-Ritz com um
grau de liberdade. Por outro lado, a consideracdo da aproximac¢ao com dois graus de liberdade
leva a resultados aceitdveis, com diferencas em relagcdo aos resultados experimentais inferiores a
8% para a laminac¢do L2 e inferiores a 4% para L1 e L3.

A solugio com dois graus de liberdade (F..rrog/) apresentou melhor desempenho
que a solugdo com apenas um grau (F.grig), devido a melhor representagdo do problema
fornecida pelo acréscimo de termos nas funcdes de aproximacado da alma. A Figura 19 ilustra

graficamente as diferencas percentuais.

Figura 19 —Diferencas percentuais entre resultados.
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Fonte: elaborado pelo autor

A andlise dos resultados revela que o Método de Rayleigh-Ritz € valido para a
previsao das cargas criticas locais, com pequenas diferencas em relacdo aos valores obtidos
com o Método dos Elementos Finitos e os resultados experimentais por Debski et al. (2013) e
D’ Aguiar (2017). Os resultados confirmam a precisdo dos cdlculos e demonstram que o uso de

um ou dois graus de liberdade para o Método de Rayleigh-Ritz ja fornece bons resultados .
5.1.2 Curvas de Assinatura do modo local

Nessa secao serdo apresentadas as curvas de flambagem local aplicando o Método
de Rayleigh-Ritz com dois graus de liberdade. Além das laminacdes analisadas por Debski
et al. (2013), serdo apresentados mais trés laminagdes. As laminagdes analisadas incluem L1
[0]g, L2 [0,90,0,90]s, L3[45,—45,45, —45],, L4 [30,—30,30,—30],, L5 [0,45,—45,90];, e L6
[45,—45,90,0];.

As cruvas da carga critica (P;) em fun¢do do comprimento longitudinal (L) sao
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apresentadas considerando os valores das cargas criticas em funcdo do comprimento longitudinal

da coluna, que justifica o formato das curvas, conforme apresentando na Figura 20, Figura 21 e

Figura 22.

Figura 20 — Curvas de assinatura para os Layups L1 e L2.
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Figura 21 — Curvas de assinatura para os Layups L3 e L4.
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Fonte: elaborado pelo autor

Figura 22 — Curvas de assinatura para os Layups LS5 e L6.
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Ao comparar as cargas criticas das diferentes laminagdes, a laminagdo L3 [45, —45,90, 0],
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apresentou a maior carga de flambagem local, com um valor de 4535.5 N . A laminagdo L1 [0]g
apresentou a menor carga de flambagem local, com um valor de 2953.4 N para o mesmo método.
E importante notar que todas as laminagdes possuem o mesmo consumo de material, tornando as
diferencas nas cargas criticas particularmente relevantes para a escolha da laminagao.

A Tabela 5 apresenta os valores de carga minima para o método de Rayleigh-Ritz
com um e dois graus de liberdade e compara com os valores apresentados por Debski et al. (2013).
Os valores de carga critica minima assumiram a forma de uma reta horizontal e adotar esses
valores minimos € uma pritica comum em projetos, visto que a economia pode ser irrelevante e

em prol da seguranca.

Tabela 5 — Cargas Criticas para coluna de 300 milimetros de comprimento e Cargas Minimas
para o Método de Rayleigh-Ritz.

Referéncia Debski et al. (2013) Método de Rayleigh-Ritz
P, P
Z&e;p CE%)E F Perrrigt  Perrr2gt  PrinRR1gl  Prin,RR2g1
L2 2274.8 2282.3 2519.0 24549  2370.55 2319.6
L5 2848.3 2977.2 2986.8 29534 2986.7 2953.2
L6 4369.7 4402.4 4581.2 4535.5 4574.8 4532.6

Fonte: elaborado pelo autor.

5.2 Exemplos de verificacao

Nessa secdo serdo apresentados exemplos de verificacdo para a confecg¢do das curvas
de assinatura considerando flambagem local e global dos Perfis C. Foram aplicados os métodos
descritos nos capitulos anteriores e os resultados obtidos serdo apresentados com o intuito de
avaliar a precisdo e a aplicabilidade dessas teorias na confec¢ao dessas curvas incluindo modos

de flambagem de flexo-tor¢ao e flexdo.
5.2.1 Propriedades Equivalentes

Para a avaliagdo das metodologias apresentadas, foram realizadas aplica¢cdes nu-
méricas para colunas de secdo em C simplesmente apoiadas, semelhantes as analisadas por
Debski et al. (2013). As geometrias e propriedades do material foram mantidas e as laminac¢des
considerados sdo: L1 [0°]g, L2 [(0°/90°),]s, L3 [(45°/ —45°)2]s, e L4 [30°/ —30°]4.

Os resultados apresentados na Tabela 6 mostram que as propriedades do laminado
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equivalente sdo bastante semelhantes entre as diferentes abordagens, com pequenas variacdes. A
maior diferenca obtida é de cerca de 4,06% para EI, do layup L2 entre as abordagens de Massa

e Barbero (1998) e Cardoso et al. (1999).

Tabela 6 —Propriedades do laminado equivalente.

Propriedades  Cardoso et Massa and  Kollar and

Layup Equivalentes al. (1999) B(E;I;;(;I;O 12;1(1)3521;(
EA x (10'N) 2.1630 2.1917 2.1917

L1 El, x (10*N.m?) 2.2476 2.3380 2.3380
ET, x (10°N.m?) 3.5119 3.6539 3.6539

GJ (N.m?) 0.2566 0.2566 0.2566

EI,, (N.m*) 4.0913 4.0913 4.0913

EA x (10'N) 1.1388 1.1539 1.1539

1 El, x (10°'N.m?) 1.1833 1.2309 1.2309
EI, x (10°N.m?) 1.8490 1.9239 1.9239

GJ (N.m?) 0.2566 0.2566 0.2566

EI,, (N.m%) 2.1540 2.1540 2.1540

EA x (10'N) 0.2475 0.2508 0.2508

L3 El, x (10*N.m?) 0.2572 0.2675 0.2675
ET, x (10°N.m?) 0.4019 0.4181 0.4181

GJ (N.m?) 1.8137 1.8137 1.8388

EI,, (N.m*) 0.4682 0.4682 0.4682

EA x (10'N) 0.6885 0.6977 0.6880

4 El, x (10'N.m?)  0.7155 0.7442 0.7442
EI, x (10°N.m?) 1.1179 1.1631 1.1631

GJ (N.m?) 1.4234 1.4234 1.5429

EI,, (N.m%) 1.2842 1.2842 1.2842

Fonte: elaborado pelo autor.

As metodologias de Massa e Barbero (1997) e Kollar e Pluzsik (2002) apresentaram
os melhores resultados, demonstrando uma excelente concordancia entre si para todas as proprie-
dades avaliadas. Embora a abordagem de Cardoso et al. (1999) tenha apresentado resultados
ligeiramente inferiores, ela ainda forneceu boas estimativas para as propriedades equivalentes. A

abordagem de Cardoso et al. (1999) diferiu das outras metodologias com diferengas pequenas
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que podem ser justificadas pela simplicidade da teoria apresentada pelo autor.

A laminag@o que apresentou os melhores resultados foi L1 [0]g , mostrando a maior
consisténcia nas propriedades equivalentes entre as diferentes metodologias. Por outro lado,
as laminagdes L3 e L4 [(45°/ — 45°),|s apresentaram as maiores variagdes, especialmente na
propriedade GJ.

De forma geral, as propriedades GJ e EI,, mostram total concordincia entre os trés
estudos para a maioria dos layups. As propriedades EA, EI, e EI, apresentam variagdes em
torno de 4%. No entanto, para o layup L4, existem variacOes mais significativas, especialmente
para GJ.

As diferencgas percentuais entre Massa e Kollar (2002) sdo geralmente pequenas ou
inexistentes, exceto em alguns casos especificos como EA no layup L4. Essas anlises indicam
que, embora haja uma boa concordancia entre as teorias, certas propriedades e layups especificos
mostram varia¢des que merecem atengao.

Conforme a Tabela 7, o layup L1 apresentou a propriedade EA x (10’N) com uma
variacao de 1.33% entre Cardoso et al. (1999) e os outros dois estudos, enquanto ndo ha diferenca
entre Massa e Kollar (2002). A propriedade E_Iy x (10*N.m?) mostra uma variagio de 4.02%
entre Cardoso et al. (1999) e os outros dois estudos, novamente sem diferenca entre Massa e
Kollar (2002). A propriedade EI, x (10°N.m?) segue um padrio similar, com uma variacio
de 4.05%. J4 para GJ (N.mz) e EI, (N.m4), todos os estudos concordam completamente, nao
havendo diferencas percentuais.

No layup L2, a propriedade EA x (10’N) tem uma variagio de 1.32% entre Cardoso
e os outros dois estudos, e ET, x (10*N.m?) e EI, x (10°N.m?) apresentam variagdes de 4.02%
e 4.06%, respectivamente. Assim como no layup L1, GJ (N.mz) e E, (N.m4) nao mostram
nenhuma diferenca percentual entre os estudos.

Para o layup L3, EA x (10'N) e ET, x (10*N.m?) tém variagdes de 1.33% e 4.01%,
respectivamente. A propriedade ET, x (10°N.m?) apresenta uma variacio de 4.03%. A tnica
variagio significativa neste layup é para GJ (N.mz), onde hd uma diferenca de 1.39% entre
Cardoso e Kollar. Para E,, (N.m4), nao ha diferencas percentuais entre os estudos.

No layup L4, a propriedade EA x (10’N) mostra uma varia¢io de 1.34% entre
Cardoso e Massa, mas apenas -0.07% entre Cardoso e Kollar, e uma diferenca maior de -1.40%
entre Massa e Kollar. Para EI, X (10*'N.m?) e ET, x (10°N.m?), as variacdes sio de 4.01%

e 4.05%, respectivamente. A propriedade GJ (N.mz) apresenta uma variagdo significativa de
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8.38% entre Cardoso e Kollar. Para ET,, (N.m*), ndo h4 diferencas percentuais entre os estudos.

Tabela 7 — Diferencas Percentuais das Propriedades do Laminado Equivalente.
Cardoso et Cardoso et Massa and
al. vs al. vs Barbero vs

Layup llj]mlfi::l((ie :ti:: Massa and Kollar and Kollar and
1 Barbero Pluzsik Pluzsik
(%) (%) (%)
EA x (10'N) 1.33 1.33 0.00
Li El, x (10°'N.m?) 4.02 4.02 0.00
EI, x (10°N.m?) 4.05 4.05 0.00
GJ (N.m?) 0.00 0.00 0.00
EI, (N.m%) 0.00 0.00 0.00
EA x (10'N) 1.32 1.32 0.00
L El, x (10*N.m?) 4.02 4.02 0.00
ET, x (10°N.m?) 4.06 4.06 0.00
GJ (N.m?) 0.00 0.00 0.00
EI, (N.m*) 0.00 0.00 0.00
EA x (10'N) 1.33 1.33 0.00
L3 El, x (10°N.m?) 4.01 4.01 0.00
EI, x (10°N.m?) 4.03 4.03 0.00
GJ (N.m?) 0.00 1.39 1.39
ET,, (N.m%) 0.00 0.00 0.00
EA x (10'N) 1.34 -0.07 -1.40
4 El, x (10°'N.m?) 4.01 4.01 0.00
ET, x (10°N.m?) 4.05 4.05 0.00
GJ (N.m?) 0.00 8.38 8.38
EI, (N.m%) 0.00 0.00 0.00

Fonte: elaborado pelo autor.

As cargas criticas globais podem ser calculadas a partir das propriedades equivalentes
do perfil laminado fazendo uso do Método de Rayleigh-Ritz. As propriedades sdo apresentadas

na Tabela 8 e os resultados sao apresentados na Figura 23, Figura 24, Figura 25 e Figura 26.



68

Tabela 8 —Propriedades para um material ortotrépico equivalente com as layups 1.2, L3 e L4.

Layup  Ej.y (GPa) Ep., (GPa) Gy 4 (GPa) Vi2,eq
L1 68.817 68.817 4.180 0.0297
L2 68.817 68.817 4.180 0.0297
L3 14.957 14.957 33.416 0.7891
L4 41.029 8.349 25.134 1.4963

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 23 — Curva considerando flambagem global para o layup L1.

5.0

45 —ZKollar and Pluzsik (2002)
4.0 A Massa and Barbero (1998)

3:5 % Cardoso et al. (1999)

1.5

1.0
0.5

0.0
0 1000 2000 3000 4000 5000
L (mm)

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 24 — Curva considerando flambagem global para o layup L2.
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Figura 25 — Curva considerando flambagem global para o layup L3.
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Figura 26 — Curva considerando flambagem global para o layup L4.
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Para os layups L1 e L2 a curvas apresentaram boa concordancia entre as teorias,
ndo havendo distin¢c@o visivel entre ambas. Para as essas mesmas laminacdes, prevalece a
flambagem por Flexo-Tor¢do. A aplicagdo para os layups L3 e L4 também apresentou boa
concordancia entre as teoria. De modo andlogo as layups L1 e L2, a curvas inicialmente
apresentaram resultados para flambagem por flexo-tor¢do, mas seguida de uma transi¢ao para
modos de flambagem global de flexdo em aproximadamente 1300 mm e 2500 mm para L3 e L4,

respectivamente.
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Essa transicdo de modos também ocorre para os layups L1 e L2, mas estdo fora da
faixa visivel do gréfico pois ocorrem em comprimentos superiores a 7 metros. Para a se¢do

analisada ndo € de interesse em aplicacdes praticas visto a elevada esbeltez.

5.2.2 Curvas de Assinatura

Nessa se¢ao serdo apresentadas as curvas de assinatura para os layups L1, L2, L3 e
L4, considerando ainda um perfil C com alma de 80 mm e flanges de 40 mm, com 1,048 mm
de espessura. A Figura 27, Figura 28, Figura 29 e Figura 30 apresentam as curvas com valores
minimos das cargas de flambagem local, global de flexo-tor¢ao e global de flexdo. Também sao
apresentados resultados obtidos pelo Método dos Elementos Finitos (MEF), com a finalidade de

validagdo das curvas.

Figura 27 — Curva de assinatura e resultados MEF para o layup L1.
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Figura 28 — Curva de assinatura e resultados MEF para o layup L2.
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Figura 29 — Curva de assinatura e resultados MEF para o layup L3.
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Figura 30 — Curva de assinatura e resultados MEF para o layup L4.
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No geral, houve boa concordancia entre os resultados. Para o layup L1, foram

observados os resultados mais proximos, seguido do layup L2. Ambos também apresentaram as

menores cargas de flambagem local. O layup L1 apresentou a carga carga de flambagem local,

seguido da maior faixa de comprimento até a transicao para modos globais. A Figura 31 ilustra

graficamente as diferencas percentuais.

Figura 31 — Diferengas percentuais entre laminacoes.
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As diferencgas percentuais entre as cargas obtidas pelo método de Rayleigh-Ritz e
o MEF ao longo da curva estdo representadas graficamente na Figura 31. Os layups L3 e L4
apresentaram maior distancia entre as curvas e os resultados via MEF, ambos com a solucao
do Método de Rayleigh-Ritz superior aos valores obtidos pelo Método dos Elementos Finitos.
O layup L3 apresentou a maior carga local, bem como o menor intervalo em comprimento,
seguindo de um modo por flexo-tor¢do e uma transicdo para flexao por volta do comprimento
de 1300 mm. O mesmo comportamento foi observado para o layup L4, no qual hé transicao de
flexo-torcao para flexdo por volta de 2500 mm.

Para os comprimentos de 500 mm, ambas as colunas apresentaram modos de flam-
bagem local, divergindo apenas no nimero de meias ondas, conforme observado durante a
etapa de confeccao das curvas de flambagem local, onde L2 e L3 exibiram mais meias ondas.
Para comprimentos de 2500 mm, L1 apresentou modo de flambagem local, enquanto L2 e L4
mostraram flambagem por flexo-tor¢do, e L3 apresentou flambagem global por flexdo no menor

eixo de inércia. Os modos de flambagem de cada layup s@o apresentados na Figura 32 e 33.

Figura 32 —Modos de flambagem para colunas de 500 mm.

(a) L1

Fonte: elaborado pelo autor.
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Figura 33 —Modos de flambagem para colunas de 2500 mm.

(a) )
L1 (c)L3 L4

Fonte: elaborado pelo autor.

5.3 Estudo Paramétrico

Nesta secdo serdo apresentados estudos para avaliar a influéncia da espessura e
geometria do perfil na curva de assinatura. Este estudo é fundamental para entender como a
alteracdo na quantidade de 1aminas afeta a resisténcia e a estabilidade do perfil. Os resultados
variando a espessura (h), e consequentemente o nimero de laminas (n), serdo comparados com o
trabalho de D’ Aguiar (2017). Também serd analisada a influéncia da geometria da alma (b,,) e
dos flanges (by), mantendo-se constante o consumo de material. Sdo apresentadas diferentes

curvas para valores de (b,,/by).
5.3.1 Influéncia da espessura

Comparando os resultados com o trabalho de D’ Aguiar (2017), observa-se que a
medida que a espessura aumenta, a carga critica de flambagem local cresce consideravelmente.
A Tabela 9 apresenta as cargas criticas e as diferencas percentuais para diferentes niimeros de

laminas (n) e espessuras (h).
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Tabela 9 — Cargas Criticas e Diferencas Percentuais para diferentes nimeros de ldminas (n) e
espessuras (h).

Layup n h (mm) Perlocal (N) Diferencas
. Método de
D’Aguiar .
(2017) Rayleigh-
Ritz
[(0.90.0.90)]; 8 1.048 2274,50 2319,6 2,0%
[(0.90.0.90)5], 16 2.096 18703,00 19263,7 3,0%
[(0.90.0.90)3], 24 3.133 61930,00 65445,6 5,7%
[(0.90.0.90) 4], 32 4.192 143892,00 155440,1 -8,0%
[(0.—45.45.90)], 8 1.048 2972,50 2953,2 -0,6%
[(0. —45.45.90)5]4 16 2.096 27828,00 30006,6 7,8%
[(0.—45.45.90)3], 24 3.133 92641,00 101553,3 9,6%
[(0.—45.45.90)4]5 32 4.192 210980,00  243662,1 15,5%

Fonte: elaborado pelo autor.

Para a configuracdo [(0.90.0.90)]s, 0 aumento da carga critica de flambagem local
de 8 para 16 laminas foi de 2319,6 N para 19263,7 N, representando um aumento de aproxima-
damente 747,3%. De 16 para 24 1aminas, a carga critica aumentou de 19263,7 N para 65445,6
N, o que equivale a um aumento de cerca de 239,8%. De 24 para 32 laminas, a carga critica
aumentou de 65445,6 N para 155440,1 N, um incremento de aproximadamente 137,4%.

Para a configuragdo [(0. —45.45.90)];, o aumento da carga critica de flambagem
local de 8 para 16 laminas foi de 2953,2 N para 30006,6 N, representando um aumento de
aproximadamente 915,4%. De 16 para 24 laminas, a carga critica aumentou de 30006,6 N para
101553,3 N, o que equivale a um aumento de cerca de 238,4%. De 24 para 32 laminas, a carga
critica aumentou de 101553,3 N para 243662,1 N, um incremento de aproximadamente 139,9%.

Os resultados apresentados para configuracdes mais espessas mostraram maior
divergéncia entre os valores obtidos pelo Método de Rayleigh-Ritz e os apresentados por
D’ Aguiar (2017), apresentando -8,0% para [(0.90.0.90)4]5 e 15,5% para [(0. — 45.45.90)4];.
Esta diferenca pode ser justificada pela natureza dos métodos utilizados. A formulagdo baseada
no Método de Rayleigh-Ritz foi desenvolvida considerando a Teoria Cldssica da Laminacgao, que
ndo considera o efeito do cisalhamento transversal.

Por outro lado, D’ Aguiar (2017) utilizou elementos finitos de casca de 8 nds baseados
na Teoria de Reissner-Mindlin, que considera o efeito do cisalhamento transversal, resultando

em menores valores de carga critica para laminados mais espessos.
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Figura 34 — Curvas de assinatura para os layups L1 e L2 em fun¢ao do ndmero de laminas.

i 10° x10°
B 2.0
—[(0~ 45,45,90)]s ‘
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2.5 —[(0,— 45,45,90)3]s ——[(0.90.0.90):]s
| —— (0, 45.45,90)4]s 16| —[(0.90.0.90):]s
S i ——[(0.90.0.90)]s

Per (N)
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Fonte: elaborado pelo autor.

A Figura 34 monstra que, a medida que a espessura da coluna aumenta, hd um ganho
substancial na capacidade de carga para flambagem local. Por outro lado, para os modos globais,
a diferenga nao foi significativa. Essa variacao nos modos de flambagem destaca a importincia de
considerar tanto os modos locais quanto globais, pois a adi¢cdo de mais ldminas pode influenciar

ndo apenas a capacidade de carga, mas também o comportamento das colunas.
5.3.2 Comprimento da alma e flanges

Nesta se¢do serdo apresentados os resultados da andlise paramétrica que considera
variagcdes no comprimento da alma e do flange de perfis estruturais de secdo C. As secoes
anteriores adotaram perfis com 80 mm de alma e 40 mm de flange (80x40 mm), com um
perimetro de se¢do de 160 mm. Para garantir a comparabilidade dos resultados, todas as se¢oes
subsequentes mantiveram 0 mesmo consumo de material.

A andlise considerou diferentes razoes b,, /b r, onde by, € a largura da alma e by €
a largura da flange. As razdes selecionadas foram: 0.25 (71.1x17.8 mm), 0.5 (32x64 mm), 1
(53%x53 mm), 2 (80x40 mm), 5 (106x27 mm), 6 (144x23 mm) e 10 (133x14 mm). Para cada
uma dessas configuracoes de perfil, foram adotadas quatro diferentes laminagdes: L1 [0°]g, L2

[(0°/90°)2]s, L3 [(45°/-45°)2]s, L4 [30°/-30°]4 € L5 [45°/-45°/90°/0°]s.As Figuras 35, 36, 37 €
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38 ilustram essas variacdes para os diferentes layups analisados.

Figura 35 —Curvas de assinatura para os layups L1 em fungdo da razdo b,,/by.

3000
2500 —e— bw/bf=0,25 - - bw/bf=4
—o - bw/bf=0,5 ¢~ bw/bf=5
bw/bf=1 —z- bw/bf=7
2O~ —a- bw/bf=2 —e— bw/bf=10
- —5— bw/bf=3
Z 1500
4
(=9
1000 +
500
0
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2:5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 36 —Curvas de assinatura para os layups L2 em fungao da razdo b,,/by.
3000

2500 §

—e— bw/bf=0,25 ~+ bw/bf=4
~=-- bw/bf=0,5 ¢ bw/bf=5
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. -a- bw/bf=2  —=— bw/bf=10
. —7— bw/bf=3

2000, &,

1500

Per (N)

1000

500

Fonte: elaborado pelo autor.

Percebeu-se que, a medida que a razéo by /by, aumenta, a curva de assinatura muda,
variando a magnitude das cargas de flambagem e os comprimentos de coluna que correspondem
as transicoes entre os modos de flambagem local e global.

Para os comprimentos analisados, a razdo b,, /by = 2 apresentou os melhores re-
sultados para as laminagdes L1 e L2. Nas laminagdes L3 e L4, a razdo b,,/by = 3 apresentou
cargas superiores nos modos de flambagem global para comprimentos de 2 metros e 4 metros,

respectivamente.
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Figura 37 —Curvas de assinatura para os layups L3 em fungao da razdo b,,/by.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 38 —Curvas de assinatura para os layups L4 em fungao da razdo b, /by.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Aumentando a razio b,, /by, até certo ponto hd um aumento das cargas que corres-
pondem a flambagem global de flexo-torc¢ao e flexdo, mas apds esse ponto hd uma diminui¢ao
das cargas. Para as se¢oes analisadas, a razdo mdxima foi b,, /by = 2. Para valores superiores

a esse, percebeu-se que houve um encurtamento da faixa de flambagem local, bem como uma

redugdo das cargas de flambagem globais.
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Com o acréscimo na alma seguido da reducdo dos flanges, as cargas de flambagem
dos flanges aumentam, enquanto as cargas de flambagem da alma diminuem, até que a flam-
bagem local passe a ocorrer na alma. E valido reforcar que, para um mesmo comprimento de
alma e flange, a alma apresenta cargas superiores devido as diferentes condicdes de contorno
consideradas na andlise da placa. Esse comportamento pode ser exemplificado pelas curvas que
correspondem as razodes by, /by = 0.25 e b,,/b; = 10, a menor e maior razio analisadas.

Em contrapartida, o aumento da alma em relagc@o ao flange resultou em um acréscimo
da carga de flambagem global de tor¢ao e reducao da flambagem global de flexdo, visto que
a mudanca na geometria modifica algumas propriedades, por exemplo: reduz a inércia da
sec¢do menos solicitada onde a flambagem global de flexdo ocorre, redugdo do raio de giragcdo
e a reducdo da distancia ao centro de cisalhamento. Esse comportamento também pode ser
exemplificado pelas curvas que correspondem as razdes b, /by = 0.25 e b,,/by = 10, onde a
menor razdo apresentou cargas de flambagem global de flexdo superiores para a maioria dos

comprimentos representados.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho aborda o estudo da estabilidade de colunas de material compdsito
laminado refor¢ado por fibras, especificamente de secao C, submetidas & compressdo centrada.
Sao apresentadas formulagdes que permitem avaliar a resposta desses elementos com relacio aos
fendmenos de flambagens locais e globais de flexo-tor¢do e flexdo. O Método de Rayleigh-Ritz
foi utilizado para desenvolver uma metodologia simples e eficiente para determinacio das curvas
de assinatura com a carga critica em fun¢@o do comprimento da coluna.

No estudo da flambagem local, foram apresentados resultados numéricos obtidos pelo
Método dos Elementos Finitos, Rayleigh-Ritz com um grau de liberdade e Rayleigh-Ritz com
dois graus de liberdade. Esses resultados foram comparados com os resultados experimentais e
numéricos de Debski et al. (2013) e com os resultados numéricos de D’ Aguiar (2017). Todos
os métodos apresentaram bons resultados quando comparados com outras metodologias, sendo
o Rayleigh-Ritz com dois graus de liberdade adotado devido a sua precisdo e capacidade de
andlise, especialmente na confeccio das curvas de assinatura. Este método mostrou-se eficaz na
previsdo das cargas criticas de flambagem local.

Posteriormente, foi desenvolvida uma formulagdo para o célculo da carga critica
de colunas laminadas simplesmente apoiadas utilizando o Método de Rayleigh-Ritz e as pro-
priedades equivalentes da coluna laminada. Foram analisadas as teorias de Cardoso (1999),
Massa e Barbero (1998), e Kollar e Pluzsik (2002) na obtengdo das propriedades do laminado
equivalente. Todas apresentaram boa concordancia com resultados obtidos pelo Métodos dos
Elementos Finitos. Para as curvas de assinatura, optou-se por adotar a metodologia de Massa e
Barbero (1998) devido aos resultados apresentarem boa concordancia € menor complexidade
quando comparada com a teoria proposta por Kollar e Pluzsik (2002).

Com relag@o a avalia¢do de diferentes laminagdes, a configuragéo [0]g, apresentou a
menor carga de flambagem local. A curva de assinatura para esta laminacao mostrou que, apesar
da menor resisténcia inicial, manteve um comportamento previsivel e linear até a transi¢ao para
a flambagem global, que ocorreu em comprimentos maiores que os outras laminagdes analisadas,
indicando maior faixa de comprimentos suscetiveis a flambagem local. A laminagdo ([0,90],)s
apresentou as maiores cargas de flambagem global.

A laminagdo angle-ply ([45,-45],)s, demonstrou a maior carga critica de flambagem
local. A curva de assinatura mostrou um decréscimo considerdavel da carga critica nos modos

de flambagem globais com o aumento do comprimento em relacao as outras laminagdes. Esta



81

laminagdo apresentou uma carga critica a flambagem local elevada, mas a complexidade dos
modos de deformacio fez com que a transi¢do entre modos de flambagem fosse mais pronunciada,
resultando em maiores variagdes nos resultados numéricos.

A laminagéo [30/ — 30]4 apresentou uma carga critica de flambagem local inter-
medidria entre as laminagdes [0]g e [45/ —45/90/0];. A curva de assinatura indicou uma boa
capacidade de previsdo das cargas criticas de flambagem local e em significativo decréscimo das
cargas criticas de flambagem global a medida que o comprimento aumenta.

De modo geral, as andlises realizadas mostraram que a escolha da laminacao influ-
encia significativamente a capacidade de carga e o comportamento de flambagem das colunas
laminadas. Os resultados obtidos fornecem uma base para decisdes de projetos e a andlise
de colunas laminadas, permitindo a aplicacdo de critérios de projeto mais rigorosos € seguros.
Ao comparar os diferentes laminacdes, verificou-se que a configuragdo cross-ply apresentou a
menor variacao percentual entre os resultados numéricos e experimentais, destacando-se pela
precisdo na previsao das cargas criticas. A laminag¢do angle-ply antissimétrica apresentou maior
resisténcia a flambagem local, mas com variagdes mais significativas nos modos de flambagem
globais.

A andlise das curvas de assinatura indicou capacidade de representar bem todas
laminagoes e os modos de flambagem, com cada configuracdo apresentando vantagens especificas
dependendo do comprimento e das condicdes de carga. Isto indica o interesse e necessidade em
desenvolver andlises mais detalhadas, visto que as andlises realizadas mostraram que a escolha da
laminacdo influencia significativamente a capacidade de carga e o comportamento de flambagem
das colunas laminadas.

A andlise paramétrica das espessuras mostrou que o aumento do niimero de laminas
leva a2 um aumento substancial da carga critica de flambagem local. No entanto, observou-se
que aumentar o nimero de ladminas altera o formato da curva e pode mudar também o modo de
flambagem. Nao houve mudancga significativa no modo de flambagem global. Embora aumentar
a espessura possa melhorar a capacidade de carga, também aumenta o custo da coluna e afeta os
seus modos de flambagem.

Ao considerar diferentes geometrias de mesmo consumo de material, variando a
razdo entre alma e flange, constatou-se que até um determinado ponto hd ganhos substanciais
na carga critica para flambagem global e local. Contudo, além desse ponto, hd um decréscimo

em ambas as cargas, correspondendo a uma nova configuracdo de curva de assinatura. Este
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comportamento destaca o interesse em investigar o comportamento de determinadas secdes antes
de fazer a adocao de uma secao e indica o potencial para o uso de técnicas de otimiza¢do no
projeto destas colunas.

As andlises realizadas neste trabalho utilizando o Método de Rayleigh-Ritz auxilia-
ram na confeccao de curvas que contribuiram para uma melhor compreensao dos fenomenos de
instabilidade e do comportamento de colunas de material compdsito refor¢ado por fibras. Os
resultados obtidos fornecem uma base sélida para o projeto e a anélise de colunas laminadas,

permitindo a aplicagdo de critérios de projeto mais rigorosos € seguros.

6.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

A partir do presente trabalho e do conhecimento adquirido no desenvolvimento do
mesmo, pode-se sugerir os seguintes trabalhos a serem desenvolvidos:

a) Avaliar a implementacao de mais termos nas fungdes aplicadas no Método de Rayleigh-
Ritz, de modo a representarem mais graus de liberdade e quantificar a capacidade que o
acréscimo de graus de liberdade pode influenciar na previsao dos resultados. A inclusdo
de mais termos pode melhorar a precisiao das andlises, especialmente para estruturas mais
complexas.

b) Estudar a interagdo das flambagens local e global. A interagdo entre diferentes modos
de flambagem pode revelar comportamentos estruturais ndo triviais, essenciais para o
desenvolvimento de modelos de projetos mais robustos.

c) Estudar a influéncia de outros fendmenos como a flambagem lateral torsional em colunas
laminadas de material compdsito reforcado por fibras. Este fendmeno pode ser critico em
aplicacdes onde as colunas estdo sujeitas a cargas excéntricas ou momentos de flexao.

d) Investigar o comportamento, resisténcia e desempenho de outros perfis laminados de
material compdsito reforcado com fibra, incluindo outras condi¢des de apoio. A andlise
de diferentes perfis e condicdes de apoio pode ampliar a aplicabilidade dos métodos
desenvolvidos, fornecendo diretrizes para uma variedade maior de situacdes praticas.

e) Utilizar métodos de andlise ndo linear para avaliar o comportamento pds-critico dessas
colunas e a sensibilidade a imperfei¢des geométricas iniciais. A andlise ndo linear pode
fornecer insights sobre a capacidade de carga residual e o comportamento apds a ocorréncia

de flambagem, crucial para o projeto de estruturas seguras e eficientes.
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