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RESUMO

Nesta dissertacdo, investigamos as propriedades de objetos compactos regulares tanto no con-
texto da relatividade geral quanto em teorias modificadas da gravitagdo, com énfase em buracos
de minhoca, geometrias do tipo black bounce e solu¢des na gravitagdo f(R). Inicialmente, estu-
damos as propriedades geométricas e as fontes de campo associadas a dois modelos de buracos
de minhoca: (i) uma generalizagdo da solu¢do de Ellis-Bronnikov e (ii) um novo modelo que
admite multiplas gargantas e antigargantas, discutindo suas caracteristicas fisicas e estrutura
causal. Em seguida, exploramos como a métrica de Simpson-Visser - e, de forma mais ampla,
outras geometrias regulares cujas fontes sdo bem definidas na relatividade geral - podem ser
reinterpretadas como solugdes vidveis em teorias f(R), mediante a identificacdo das corregdes
necessdrias nas equacdes de campo. Por fim, no contexto das geometrias black bounce, anali-
samos os efeitos das forcas de maré em diferentes espacos-tempo, destacando como essas es-
truturas podem, a principio, ser distinguidas de buracos negros cldssicos a partir de observaveis

fisicos.

Palavras-chave: buracos negros; buracos de minhoca; regularizacao; teorias modificadas.



ABSTRACT

In this work, we investigate the properties of regular compact objects in the context of both ge-
neral relativity and modified theories of gravity, with emphasis on wormholes, black bounce ge-
ometries, and solutions in f(R) gravity. We begin by studying the geometric properties and the
field sources associated with two wormhole models: (i) a generalization of the Ellis-Bronnikov
solution and (i) a new model that admits multiple throats and anti-throats, discussing their phy-
sical features and causal structure. Next, we explore how the Simpson-Visser metric - and,
more generally, other regular geometries whose sources are well-defined in general relativity -
can be reinterpreted as viable solutions in f(R) gravity, by identifying the necessary corrections
in the corresponding field equations. Finally, in the context of black bounce geometries, we
analyze the effects of tidal forces in different spacetimes, highlighting how these structures can,

in principle, be distinguished from classical black holes through physical observables.

Keywords: black holes; wormholes; regularization; modified theories.
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1 INTRODUCAO

A formulagao da teoria eletromagnética por James Clerk Maxwell em 1861 unificou
os fendmenos elétricos e magnéticos, descrevendo-os quantitativamente por meio do conjunto
de equagdes conhecido como equacdes de Maxwell. Essas equacdes nao apenas caracterizam os
campos elétricos e magnéticos, como também preveem a existéncia de ondas eletromagnéticas,
cuja natureza difere das ondas mecanicas tradicionais, pois sdo produzidas por variacoes nos
campos eletromagnéticos e propagam-se no vacuo como solucdes intrinsecas da teoria. A ve-
locidade de propagacdo dessas ondas, coincidentemente igual a velocidade da luz, motivou
intensas investigagcdes, sugerindo uma conexao fundamental entre fendmenos eletromagnéticos
e opticos. Contudo, a descri¢do da luz enquanto onda eletromagnética no vicuo conflita com os
principios da mecanica newtoniana cldssica, especialmente pela ndo invariancia das equacoes
de Maxwell sob as transformacdes de Galileu.

Para resolver essa incompatibilidade entre o eletromagnetismo cldssico e a mecanica
newtoniana, Albert Einstein desenvolveu, em 1905, a Teoria da Relatividade Especial, funda-
mentada em dois postulados: (i) as leis da fisica, incluindo a dptica e a eletrodindmica, sao
invariantes em todos os referenciais inerciais — definidos como sistemas de coordenadas onde
particulas livres movem-se com velocidade constante; e (i1) a velocidade da luz no vacuo € cons-
tante e independe do movimento da fonte ou do observador [1,2]. Tais postulados garantiram a
invariancia das equacdes de Maxwell e instituiram o principio da relatividade para referenciais
inerciais, superando as limitagdes da mecanica classica.

Apesar do sucesso da relatividade especial, esta restringe-se a observadores inerci-
ais. Para incorporar campos gravitacionais e referenciais ndo inerciais, Einstein generalizou sua
formulacao, resultando na Teoria da Relatividade Geral (RG) em 1915. Essa teoria relativistica
da gravitacdo explica fendmenos que a mecanica newtoniana nao consegue, CoOmo a precessao
andmala do periélio de Merciirio, e prevé novos efeitos fisicos, incluindo ondas gravitacionais
e buracos negros.

Os Buracos Negros (BN’s) emergem como solugdes exatas das equacdes de campo
de Einstein no véacuo e assumem papel central na fisica tedrica e astrofisica, uma vez que forne-
cem modelos para a geometria do espago-tempo pds-colapso gravitacional. A primeira solugdo

conhecida que descreve um BN foi obtida por Karl Schwarzschild em 1916, considerando uma
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distribui¢do de massa pontual M com simetria esférica no vacuo.

Formalmente, um BN ¢ definido como uma regiao do espago-tempo onde o campo
gravitacional € tdo intenso que a velocidade de escape minima excede a velocidade da luz.
Assim, o horizonte de eventos delimita uma superficie causal que impede que qualquer particula
ou foton escape uma vez ultrapassada, assegurando trajetorias unidirecionais para dentro do
horizonte [3-5]. Tal caracteristica implica a inviabilidade de retorno, sob pena de violacdo da
causalidade.

Essas solucdes sao fundamentais para a compreensao da geometria do espago-
tempo resultante do colapso gravitacional de objetos compactos, como estrelas massivas ou
aglomerados estelares. Nos dltimos anos, o estudo de BN’s tem sido intensificado pela evolugdo
das técnicas observacionais, evidenciada pela deteccdo direta de ondas gravitacionais pelo
LIGO e VIRGO [6, 7], bem como pelas imagens de sombras de buracos negros supermassi-
vos, consolidando seu papel central na fisica contemporanea.

Matematicamente, a Teoria da RG, proposta por Einstein , baseia-se na ideia de
que o Universo € dotado de 3 + 1 dimensdes, isto €, uma dimensdo temporal e trés espaciais,
embora seu formalismo permita que suas equagdes sejam generalizadas de forma simples para
mais dimensdes. Assim, a Equacdo de Campo de Einstein diz como geometria e gravidade

estao relacionadas, dada por [3-5]:

1

onde Gy = Ryy — %Rguv € o tensor de Einstein, que expressa a geometria do espago e Ty

€ o tensor energia-momento, que descreve o conteido de matéria e energia. Ry, € R sdo,

respectivamente, o tensor e o escalar de Ricci, obtidos da contrac@o do tensor de Riemann [3]:
o _ o o o 1Y o 10

Rgy = 8MFBV—8VFI3M+FWFﬁV—FVGFﬁV, (1.2)

e ng sdo os simbolos de Christoffel, que se relacionam com o tensor métrico na forma [3]:

1
[y = 58%°(dpgoy+ 9y8ps — dogpy)- (1.3)

Durante esse trabalho, iremos considerar 87G = 1.
A Equacao de Einstein permitiu a previsao de inimeros fendmenos fisicos no con-

texto de gravitacdo em regime forte. Entretanto, algumas limitagdes e fendmenos ainda ndo
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completamente explicados pela Teoria da RG de Einstein, especialmente em contextos envol-
vendo fisica de particulas elementares e a unificagdo das for¢as fundamentais, motivaram o
desenvolvimento de modelos tedricos alternativos. Entre esses, destacam-se as teorias que in-
corporam dimensdes espaciais adicionais, visando estender o escopo da gravitacdo cléssica.
Exemplos notdveis sdo os modelos de Kaluza-Klein [8, 9] e de Randall-Sundrum [10, 11],
os quais exploram a gravidade em espacos-tempos de dimensdes superiores para propor me-
canismos que abordam as inconsisténcias e dificuldades presentes na formulacdo cldssica da
relatividade, como a possivel resolucdo do problema da hierarquia exponencial entre a forga
gravitacional e as for¢as do modelo padrao.

Um problema que surge no contexto dos BN’s na relatividade € a presenca de sin-
gularidades [12]. Em muitos casos, as quantidades fisicas de interesse divergem nessas regides
[13]. No entanto, singularidades podem ser definidas como pontos onde as geodésicas sao
incompletas [14]. Embora geralmente ndo representem um problema fenomenoldgico por es-
tarem escondidas atrds de um horizonte de eventos [15], as singularidades podem indicar uma
quebra das teorias cldssicas na descricao da fisica em determinadas regioes.

Na RG, uma maneira de lidar com o problema das singularidades € por meio do
estudo de BN’s regulares (BNs sem singularidades em seu interior [16]) e/ou buracos de mi-
nhoca (geometrias livres de singularidades e horizontes de eventos). A primeira solugdo regular
com horizonte foi proposta por Bardeen como um exemplo genérico de uma métrica regular
e, posteriormente, derivada a partir das equacdes de Einstein por Beato e Garcia, que mostra-
ram que a métrica de Bardeen pode ser interpretada como um BN magneticamente carregado
com fonte em uma eletrodinamica nao linear (NED) [17, 18]. O centro dessas solucdes apre-
senta um nucleo do tipo de Sitter ou de Minkowski, em vez de uma singularidade [19-22]. O
estudo de BN regulares suportados por eletrodinamica ndo linear tem sido amplamente desen-
volvido na literatura, uma vez que a propria eletrodinamica modifica propriedades importantes
dos BNs [23-34]. Um dos exemplos mais relevantes é o fato de que a trajetéria dos fétons €
influenciada pela presenca da NED[35-37], o que altera a sombra desses BNs [38—41]. Outra
caracteristica significativa € como a termodinamica desses BNs € modificada pela primeira lei
da termodinamica [42—46]. Como se tratam de solucdes carregadas, ha também sistemas que
apresentam superradiancia [47—-49].

Nesse contexo, nesta dissertacao investigamos as propriedades fisicas de objetos

compactos regulares em diferentes contextos da RG e teorias modificadas da gravitacdo. Inici-



17

almente, focamos no estudo detalhado de solucdes de buracos de minhoca, incluindo variantes
com multiplas gargantas e diferentes campos fonte, como magnéticos e elétricos. Em seguida,
exploramos as for¢as de maré em geometrias de Black Bounces (BB), analisando efeitos es-
pecificos em modelos variados, como BB do tipo Bardeen, correcdes de holonomia, além de
geometrias polimerizadas. Posteriormente, abordamos os BBs como solugdes em teorias f(R),
investigando os campos fonte necessarios para a sustentagdo dessas solucdes, e analisamos
vdrios casos particulares e suas condi¢des de energia associadas. Finalmente, apresentamos as

conclusdes gerais do trabalho, sintetizando os principais resultados obtidos.
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2 SOLUCOES DE BURACOS DE MINHOCA EM RELATIVIDADE GERAL

Conforme mencionado antes, observacdes recentes das sombras de BNs pelo Event
Horizon Telescope (EHT) [50,51] e a detecc¢ao inovadora de ondas gravitacionais pelo LIGO
[6,7] revolucionaram o estudo da gravidade em regime de campo forte, proporcionando oportu-
nidades sem precedentes para testar a RG e explorar teorias modificadas da gravidade. Em [52],
0s autores mostram que, apesar de apresentarem um espectro de modos quase-normais comple-
tamente diferente, alguns buracos de minhoca exibem uma fase de ringdown muito semelhante
a dos BNs, com diferencas que s6 apareceriam em tempos mais tardios.

Além disso, sabe-se da literatura que as sombras de BNs e objetos sem horizonte,
como singularidades nuas [53-55] e buracos de minhoca [56—61], podem ser semelhantes em
alguns casos [62], o que, juntamente com o lancamento da primeira imagem da sombra de um
buraco negro pelo EHT [50, 51], revitalizou o interesse no estudo desses objetos. Nesse con-
texto, trabalhos recentes investigaram métodos de deteccao de buracos de minhoca tanto na RG
quanto em teorias alternativas da gravidade, destacando seu potencial significado astrofisico.

Buracos de minhoca tém cativado fisicos como construcdes tedricas que poderiam
conectar regides distantes do espago-tempo ou até mesmo unir universos distintos. Trazi-
dos para o arcabouco moderno por Ellis [63] e Bronnikov [64], e generalizados por Morris
e Thorne [65], os buracos de minhoca atravessaveis representam desafios a fisica cléssica,
uma vez que exigem matéria exética para sustentar a garganta. Tal matéria exdtica normal-
mente viola condi¢des de energia fundamentais, como a condi¢do de energia nula (NEC), le-
vantando questdes sobre sua plausibilidade fisica. Como resultado, pesquisadores tém bus-
cado formulacdes alternativas envolvendo teorias modificadas da gravidade ou acoplamentos
exdticos de campos para construir solugcdes de buracos de minhoca mais realistas e fisicamente
aceitaveis [66—76]. Um tipo de buraco de minhoca que tem ganhado consideravel aten¢do nos
tltimos anos € aquele que pode ser obtido na RG ao se considerar um campo de Dirac. O
campo de Dirac possui as propriedades exdticas necessdrias para gerar essas solucdes sem a
necessidade de campos exdticos adicionais [77-83].

Nesse contexto, Bronnikov [24, 84] demonstrou que a eletrodindmica nao linear
pode regularizar efetivamente espagos-tempos de BNs ao mesmo tempo em que sustenta geo-

metrias de buracos de minhoca. Outros estudos destacaram o papel das interagdes ndo lineares
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de campos na geracdo dos componentes do tensor energia-momento necessarios para estabili-
zar a garganta dos buracos de minhoca [85-87]. De modo semelhante, campos escalares —
especialmente os campos escalares fantasmas caracterizados por energia cinética negativa —
demonstraram apresentar naturalmente as propriedades de matéria exética necessarias para ob-
jetos compactos e buracos de minhoca atravessaveis [88,89]. A combinacao de eletrodinamica
nao linear e campos escalares fornece um arcabouco versatil para explorar diversas geometrias
de buracos de minhoca dentro da RG [90].

Nesse contexto, a métrica do buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov (EB) € a solucao
das equacdes de campo de Einstein mais simples capaz de de descrever um buraco de minhoca,
onde um campo escalar sem massa com energia negativa atua como fonte da curvatura. A

métrica € tipicamente expressa como

2 2 dr? 2102
ds” = —dt” + ——— +1r°d5, 2.1
()
r
onde dQ3 = d6? +sin” 6d ¢, o que corresponde 2 métrica do buraco de minhoca introduzida
por Morris e Thorne [65], com uma fun¢@o redshift trivial. Aqui, b(r) € a fungdo de forma que
governa o comportamento do buraco de minhoca.

As componentes nao nulos do tensor de Einstein para a métrica (2.1) sdao

b(r)
r_
G, =— R (2.2)
b
r
b(r)—rb'(r)
0 _ ~9 _
Gy =Gp= 2,3 . (2.4)
Para o buraco de minhoca EB, a funcdo de forma assume a forma particular:
b2
b(r)=-2, (2.5)
r

onde by € o raio da garganta do buraco de minhoca. A geometria da solu¢do descreve um
“tinel”’que conecta duas regides distintas do espaco-tempo através da garganta. Essa solucdo é
um dos tipos mais simples de solu¢des de buraco de minhoca.

Por meio de uma mudanga de coordenadas dada por

dx* = ——— (2.6)
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€ possivel expressar a métrica como

ds* = —dt* +dx* + (x* + b3)dQ3. 2.7)
2.1 Buraco de Minhoca de Ellis-Bronnikov Generalizado (EBG)

2.1.1 Caracteristicas gerais

Em [91], uma generalizacdo da métrica de EB € introduzida pela incorporacdo de

um parametro livre m > 2, tal que
ds* = —di* +dx® + (X" + b2/ "mdQ3, (2.8)

onde m = 2 recupera o buraco de minhoca de EB.
Também podemos expressar a métrica EBG em termos de r, onde a métrica assume

a forma dada em (2.1), onde agora
b(r) =r— 3 2m(pm — pm2 (2.9)

Fixando t = cte e considerando a simetria esférica da geometria do buraco de mi-
nhoca, podemos, sem perda de generalidade, escolher 0 = /2 em (2.8). Isso nos leva a geo-
metria 2D descrita por

ds3p = dx* + (X" + b2/ "d . (2.10)

Podemos embutir essa geometria 2D curva em uma geometria euclidiana 3D dada

pelo elemento de linha

2 2
dol, =dp? +plde?* +d7* = dp(x) + dz(x) dx* + p?do?, (2.11)
dx dx
onde identificamos
p(x) = (B +x™)1m, (2.12)
d — m(pm m\— m 1/2
d_i: <l—x 22m (4 ) =242/ ) . (2.13)

A integracdo numérica da equagdo (2.13) com by = 1 para diferentes valores de m
permite criar o diagrama de imersao para esse buraco de minhoca EBG, como representado na
Fig. 1, onde podemos observar a geometria classica de um catenoide param = 2. Param > 2, a
geometria da garganta do buraco de minhoca EBG tende cada vez mais a se tornar cilindrica.

Embora as condicdes de energia continuem sendo violadas para essa classe de bu-
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Figura 1: Diagrama embutido para o buraco de minhoca EBG com by = 1 e diferentes valores
de m.

m=10

m=2

S————
=

Fonte: Elaborado pelo autor.

racos de minhoca [91], o fato de que a geometria do buraco de minhoca se torna mais plana
com o aumento de m tem como uma de suas consequéncias a ocorréncia de ressonancias na
transmissao de ondas sem massa nessa geometria, o que pode ser usado como um meio de
obter informagdes sobre o tamanho da garganta do buraco de minhoca [91]. Outros estudos
sugerem que essa familia de buracos de minhoca pode ser usada como modelo para explorar
a fisica de ondas gravitacionais de objetos compactos exdticos [92], podendo também servir
como possiveis mimicos de BNs [93], dependendo da confirmacao da estabilidade sob todos os
tipos de perturbacoes, sendo que comparacdes iniciais de suas caracteristicas de ringdown com
BNs apoiam essa ideia. Além disso, é importante enfatizar que essa familia de solu¢des tem
sido estudada em outros contextos além da RG, como em modelos de braneworld [94-96], e

modelos de gravidade modificada [68,97].
2.1.2 Acregdo de poeira

O processo de acrecao de um fluido por um BN j4 € bem documentado na literatura
[98—104]. No entanto, o estudo da acrecao em geometrias de buracos de minhoca permanece
um tépico relativamente pouco explorado [105, 106], tornando a andlise da acrecdo de poeira
(um fluido sem pressdo) particularmente interessante de se investigar na geometria de buraco
de minhoca considerada aqui.

O tensor energia-momento para poeira € dado por
Tuv = peu“uv, (214)

onde p, € a densidade de energia e u € a quadrivelocidade do fluido, definida como

dxM
ut = % = (u',u",0,0), (2.15)

com T o tempo proprio, onde a partir de agora denotaremos a velocidade radial como u" = u.
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Aqui assumiremos acrecio radial, de modo que estamos considerando u® = u® = 0. A partir da

condi¢do de normaliza¢do u*u, = —1, podemos relacionar u' com u” como

2
' u

W = (1_ﬂ>2z/’”+1' (2.16)
o

Por outro lado, a equacdo de conservagdo do tensor energia-momento, V,, T#V =0,

2 pn 2—2/m
pe”rz_z/ \/u2+(1——3l> e (2.17)
oy

rm

implica que

onde C é uma constante de integracdo. Em seguida, consideramos a equacdo para a conservacao
do fluxo de massa, dada por V,J*, onde J* = u, T*", que nos leva a expressdo

peur2

s

onde C, € outra constante de integracdo. Dividindo as equagdes (2.17) e (2.18), obtemos

G, (2.18)

u2 C1 o
T

Com isso, podemos finalmente obter expressoes para u € p,:

m\ 2—2/m
u = i\/( —l;—g) (™ 1), (2.20)

(m)
c 1
P = o, (2.21)
-1

onde o sinal + indica fluido entrando (saindo) e as constantes sdo determinadas pelas condi¢des
iniciais na borda r; = 500b¢. Elas sdo indexadas por m porque, para uma dada condi¢ao inicial
(ui, pL), gm) e Cém) dependerao do valor de m. Consideraremos as seguintes condi¢des iniciais
para a velocidade radial e densidade de energia: u; = 0.5 ¢ p. = 0.001. Na Fig. 2, apresentamos
o gréfico da velocidade radial # em fun¢do da coordenada r, para diferentes valores de m. Ao
analisar o grafico, observamos que a velocidade radial diminui a medida que a particula se
aproxima da garganta do buraco de minhoca, em concordancia com os resultados reportados

em [105]. Esse comportamento contrasta com o caso tipico dos BNs [100], onde a velocidade

radial aumenta conforme r diminui. No entanto, uma caracteristica importante no nosso caso €
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Figura 2: Velocidade radial para diferentes valores de m, com by = 1.

u(r)
0.5/

04r

0.3} m=4
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0.1
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Fonte: Elaborado pelo autor.
que, 2 medida que o parametro m aumenta, a velocidade radial diminui de forma mais gradual
com a diminuicao de r, até que eventualmente cai abruptamente para zero proximo a garganta
para valores suficientemente grandes de m.

Analisando a expressao (2.21) para a densidade de energia, observamos que seu
comportamento nao varia significativamente com o paradmetro m. A densidade decai como
1/r? e atinge seu valor maximo na garganta, sugerindo que a maior concentracio de matéria
estd localizada ao redor dessa regido, como esperado. Outro ponto importante a destacar é
que a densidade de energia permanece regular em todo o espago-tempo, em contraste com o

comportamento tipico para BNs.
2.1.3 Fonte Magnética

Conforme discutido anteriormente, uma forma natural de encontrar quais campos

podem sustentar tal geometria € considerando a seguinte acao:

S= /\/—_gd4x (R—2eg"¥ 9oy +2V(9) +L(F)), (2.22)

onde ¢ é um campo escalar, V(¢) é o potencial associado ao campo escalar e L(F) é a densidade
Lagrangiana do campo eletromagnético ndo linear, com F = FHVF),,, sendo Fy;y o tensor do
campo eletromagnético. Além disso, € = —1 para um campo escalar fantasma e € = +1 para
um campo escalar canonico.

Variando a agdo com respeito a métrica g"¥ obtemos a equagao de Einstein:
1
Guv = Ruv - ERguv = Tuv[¢] + Tuv[F]a (2.23)

onde T,v[¢] e T,y[F] sdo, respectivamente, o tensor energia-momento associado ao campo
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escalar e ao campo eletromagnético nao linear, dados por

Tuvl9) = 26946940 — guv (687010950 +V(9) ). (2.24)
L(F
Tuy|F] = guv% —2LrF¢Fya, (2.25)

com Ly = dL/dF.
Variando a a¢do com respeito ao campo escalar ¢ e ao campo eletromagnético Fy,y,

obtemos as equagdes de movimento dos campos:

dv
26V, VHp = %, (2.26)
Vu(LpF*Y) =0. (2.27)

Além de assumirmos um campo escalar radial ¢ = @(r), também assumimos aqui
apenas a existéncia de um campo magnético radial, ou seja, que os Unicos componentes nao
nulos do tensor eletromagnético Fyy sdo dados por Fgg = —Fpg = ¢, sin 0 , onde g, € a carga
do monopolo magnético. Com isso, temos que o invariante F' € dado por

_ 2

F="a

(2.28)

Com a métrica dada em ( 2.1), as componentes dos tensores energia-momento para

¢ e Fy,y assumem a forma

TY[9] = V(9)8) —¢ (1 _ &:)) o' (r)2diag(1,-1 1 ,1), (2.29)
2 2
TY[F] = %diag (L,L,L— 4%LF,L— 4‘17'"LF) . (2.30)

Observando as equagdes acima, vemos que G! — G, =T/ —T! é livre de V ¢ L.
Assim, temos que, utilizando os componentes da equagdo de Einstein dados em (2.2) e (2.3)

—2¢ ( - @) o/ =20 20 (2.31)

r

Utilizando a equacao (2.9), temos finalmente que o campo é dado por

¢)/(7'>2_ (m_l)

=2 (1 — rm/bg”) . (2.32)

Como r > by, para que ¢’> > 0, devemos ter € = —1, ou seja, um campo escalar fantasma.



25

Resolvendo a equagao (2.32), encontramos

m—1 arctan <—M> , (2.33)

¢(r) =¢o+2 o

ou, em termos de x

o(x)=¢o+2

[ 1 m/2
m—1 arctan (%) , (2.34)
0

onde ¢p € uma constante que podemos fixar como zero. A partir da equagdo (2.33), € simples
ver que para m = 2 temos o campo escalar do caso Ellis-Bronnikov [107]. O campo escalar
dado em (2.33) € bastante similar ao campo escalar que serve como fonte do espago-tempo de
Simpson-Visser [108], que também € uma funcdo arcotangente — uma forma funcional bastante
recorrente em espacos-tempos livres de singularidades.

Utilizando a equacao (2.26), podemos integra-la para encontrar o potencial V(r),

dado por
m—1)(m—2)b" B
vy = ,31(,,2," B (n _ pypy1-2m (2.35)
2(m— 1)(rm—b’61)1_2/’" 2 2 rm
Fl2,1——2——1——
mb6” 217 ’ m’ m’ bm ’

onde »Fj(a,b,c,z) é a fungdo hipergeométrica de z. Utilizando a equag@o (2.33) para inverter,

temos que o potencial escrito em termos do campo ¢ € dado por

Wl ol

12,F {21 2,2 2(2\/"’_)]} (2.36)

Da componente (¢ —t) da equag@o de Einstein nds temos

R v+ (1= g2+ 5, @37

ou

L(r) _ V(r) V() - ( _ @) o' (r)2. (2.38)

Utilizando as expressoes para ¢ (r) e V(r) encontradas, obtemos a Lagrangiana em
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termos de r

e )

(rm — bi)2/m m r m\ r r
2(m—1)(r" —bf) 2 2 r"
— Fl12,1——2——1—— 2.39
mb8’ 211 ) m'’ m’ b81 ( )

Na Fig. 3, temos o grifico da Lagrangiana em funcao de r, onde podemos observar um com-
portamento similar para todos os m > 2, no qual L — constante quando r — oo,

Figura 3: Lagrangiana para o caso magnético com by = 1 para diferentes valores de m.
L(r)

20 25 3.0

-2.2¢

-2.4F
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos usar a (2.28) para inverter a equacdo da Lagrangiana e escrevé-la em ter-

mos do invariante F', a partir do qual obtemos

B 2 (m—2) (FY2\" 2 (FVA\" P20, s \m  q2m
L<F)_b%[(sF—1/4>m—1]2/m{1‘ . <sz -\ ) T Gm) Y

2(m—1) s o\™ 2 2 s o\
P2 1= ()] 2 (20 22— () (240)
onde .
_ (24,)
= (2.41)

Como uma simplificagcdo, podemos definir a quantidade

F1/4
G— , (2.42)
S
de modo que, em termos de G, temos
2 -2 2
L(G) = 5 {1—MG2m——G’"—G2(G—m—1)2/’"
b3 (G—m —1)2/m m m
2(m—1 2 2
+(’"—)(1—G*m) oFi (2,1——,2——,1—(;’”)}. (2.43)
m m m

E facil ver que para m = 2 recuperamos o caso usual de Ellis-Bronnikov, para o

qual a fonte do campo € apenas um campo escalar livre fantasma. Ou seja, para m = 2, temos
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V=1/ bg e L = —2/bp. Substituindo isso na ago (2.22), obtemos

S(m=12) = /d4x (R 266" 9,000+ = 1722) - /d4x (R—2eghV0,00,0), (2.44)

- —
bg 0
isto é, para m = 2, a acao se reduz a acdo de um campo escalar livre, como esperado.

2.1.4 Fonte elétrica

Alternativamente, em vez de considerarmos um campo magnético radial gerado por
um monopolo magnético, podemos considerar um campo elétrico radial, de modo que agora as
componentes ndo nulas do tensor eletromagnético Fj,y sdo dadas por F'" = —F" = E(r). Com

iss0, o invariante F € agora dado por

2E(r)?
)

Além disso, usando a equagdo (2.27), podemos escrever o campo elétrico como

Fe_ (2.45)

. b
E(r) = r2qu - Q (2.46)

onde ¢, € a carga elétrica.

Com isso, o tensor energia-momento associado a NED é dado por

4E(rLr ,  4E()Lr | L) 047

1
\ .
T[F]H_§d1ag<L+ [ L+ )

r r
Aqui procedemos de forma andloga ao caso magnético para encontrar 0 campo
escalar e o potencial associado, que s@o dados pelas mesmas expressoes (2.33) e (2.36) do caso
magnético.
Finalmente, a partir da equagdo de Einstein (6, 6) obtemos

b(r)—rb'(r)

Lir) = 273

—V(r)— (1 — @) o' (r)>. (2.48)

.
Substituindo ¢ (r) e V(r), encontramos que a Lagrangiana é dada por

(m —1)(m—2)bg' (" — bg)' /"
mr2m
4(m—1)(r™ — b1 =2/m 2 2 r’"]

- Fl21-22-21-——]|.
mb6ﬂ 21{7 m7 m7 bg

L(r) = -2 (2.49)

Por fim, a partir da equag@o (r,r) podemos resolver para Lr, ja que o campo elétrico
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em termos de L é dado em (2.46). Fazendo isso, obtemos

_ 2q;
LF(F) - r2[1 _ r272m(rm 4 (m _ 2)bg)(rm — b81)1*2/m] : (2.50)

Na Fig. 4 temos o gréfico da Lagrangiana L como func¢ao de r. Vale notar que, como
normalmente ocorre no caso elétrico, ndo € possivel escrever L como uma fungdo explicita de
F, ja que F depende de uma forma nao trivial de r. Além disso, é possivel ver que, assim
como no caso magnético, a Lagrangiana tende a uma constante para valores assintéticos de r;
no entanto, para pequenos valores de r, L(r) diverge no caso elétrico, em contraste com o caso

magnético, no qual L(r) tende a uma constante quando r — by.

Figura 4: Lagrangiana L(r) para o caso elétrico para diferentes valores de m, com by = 1.
L(r)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Finalmente, a expressdo para o campo elétrico é dada por

(rm _b81>173/m
2q.rmt!

E(r) = P B m = 2P b m = 3)A A by @51

Esse campo elétrico obviamente ndo é Coulombiano. No limite r — oo temos

E(r) ~ (l@) , (2.52)

r

o que demonstra que o decaimento do campo E (r) é mais rapido quanto maior for o valor de m.
No gréfico da Fig. 5 temos o comportamento do campo elétrico para diferentes
valores de m, onde vemos que, para r — by, 0 campo elétrico ndo apresenta comportamento

divergente.

2.2 Buraco de Minhoca com Miiltiplas Gargantas/Anti-gargantas

2.2.1 Caracteristicas gerais

Em [109], os autores propuseram uma série de espaco-tempos do tipo BB com

areas nao usuais. Esses modelos podem ser estudados no contexto de buracos de minhoca ao se
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Figura 5: Campo elétrico para diferentes valores de m, com by = 1.
E(r)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

adaptar o elemento de linha de forma que possa ser escrito como:
ds* = —dt* +dr* + 2% (r) dQ3. (2.53)

O tipo de modelo de buraco de minhoca é descrito pela fungdo X(r). O escalar de Kretschmann
dessa métrica é dado por

4 (22221/2 + 2/4 _ 22/2 + 1)

H = >4

) (2.54)

onde podemos ver que a geometria € regular em todos os pontos se as seguintes condi¢des forem

satisfeitas [110]:
» X(r) deve ser diferente de zero em todos os pontos.
e ¥'(r) e £’(r) devem ser finitas em todos os pontos.

Dentre os modelos de BB propostos no trabalho original, um que se destaca é dado

por:
b2

2 (r) = (d*+71%) e, (2.55)

onde as constantes b, c¢3 € d sdo parametros que influenciam na forma do buraco de minhoca.
Este modelo foi escolhido porque gera solugdes regulares. Para ver isso, basta considerar as

seguintes expressdes para as primeiras e segundas derivadas da fun¢do X do nosso modelo,
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dadas por

) 2
/ r [(63 + rz) —b? (d2 + 1’2)} e2e3tr?)

X(r) = : (2.56)

(c3+ 72 (@2 +r2)?
b2 b2
iy = PEG@HIR) $3PA 4 A bR e 2.57)
r) = .
(c3+72)" (@2 +72)"? (c3+72)*
b2
N e2(e3tr?) [szcyz (d4 ) d2 + 4c§a’2r2 + 6c§a’2r4 +deyd? 0+ dzrg}
(c3 —|—r2)4 (d2+1r2)3? '

Para b = 0, as condicdes de regularidade sdo satisfeitas de forma trivial. De fato,
b = 0 recupera o conhecido buraco de minhoca de EB [63, 64]. Considerando b # 0, se ¢3 =0,
vemos que as condi¢des acima deixam de ser satisfeitas, ja que X' e X" irdo divergir e, portanto,
o escalar de Kretschmann também diverge. Assim, a introdu¢do dos parametros b e c¢3 visa
modificar a geometria cldssica do buraco de minhoca, permitindo que ele possua multiplas
gargantas e anti-gargantas, a0 mesmo tempo em que garante que a geometria permanega regular
em todo o espaco.

Além disso, como mencionado anteriormente, dependendo da escolha dos parametros,
a forma do buraco de minhoca pode mudar significativamente, apresentando multiplas gargan-
tas e/ou anti-gargantas. E importante notar que, em nosso modelo, d deixa de representar o
tamanho da garganta do buraco de minhoca. A inclusdo das constantes b e c3 afeta ndo apenas
a posi¢ao da garganta, mas também o nimero de gargantas [109].

Neste sistema de coordenadas escolhido, a area de uma esfera na coordenada radial
r € agora definida como [110,111]:

A =473 (r). (2.58)

No estudo de buracos de minhoca, podemos determinar a presenga de gargantas/anti-gargantas
por meio da andlise dos maximos e minimos da area do buraco de minhoca. Isso é amplamente
discutido na referéncia [109], garantindo a presenca de gargantas e anti-gargantas, que serao
representadas nos diagramas de imersdo abaixo.

Estamos interessados em imergir a superficie curva bidimensional esfericamente

simétrica definida pela métrica (2.53) com 7 = constante e 6 = 7 /2:

ds® = dr* +2%(r)d¢?, (2.59)
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em um espaco Euclidiano cilindrico definido pelo elemento de linha

2 2
do? =dp* 4 p*do* + dz* = l(dp—(r)> +<dz—®) dr* 4+ p2dg?. (2.60)

dr dr

Comparando os elementos de linha (2.59) e (2.60), obtemos:

p(r) =2(r), (2.61)
dz(:) —/1-x~. (2.62)

Para que a construcdo seja consistente, devemos ter z(r) bem definido ao longo de
todo o espago-tempo para todos os valores de r, e dz/dr — 0 quando r — +o0, 0 que implica

que devemos ter:

Y2 <1, Vre (—oo, o), (2.63)
lim¥? =1. (2.64)
r—roo

Seja X(r) dada pela equagdo (2.55), é facil verificar que o limite acima € satisfeito
para quaisquer valores dos parametros livres. No entanto, a condicdo (2.63) ndo € satisfeita
para todos os valores dos parametros d, b e c3, de modo que apenas certas combinagdes sao
permitidas para que haja uma solug@o consistente. A partir da integracdo numérica da equagao
(2.62) para diferentes escolhas de parametros, apresentamos na Fig. 6 o grafico paramétrico de
z(r) vs. p(r) mostrando os diagramas de imersdo isométrica para nossas geometrias de buraco
de minhoca caracterizadas pela fun¢do X(r) dada em (2.55). O fato de que ¥ — +1 para
r — too mostra que a geometria é assintoticamente plana, o que também pode ser visualizado
geometricamente nos diagramas.

O grafico na Fig. 6 € feito com ¢ fixo, portanto, para uma visualizacdo geométrica
tridimensional de como a superficie curva bidimensional dada por (2.59) aparece quando imersa
em uma geometria Euclidiana tridimensional, devemos rotacionar o grafico em torno do eixo-z.
Ao rotacionarmos essas curvas paramétricas ao redor do eixo-z(r), obtemos os diagramas de
superficie imersa desses buracos de minhoca, conforme apresentado na Fig. 7. E importante
destacar que, tanto nos grificos da Fig. 6 quanto nos diagramas da Fig. 7, dependendo da
escolha dos parametros, é possivel observar miltiplas gargantas e anti-gargantas na solugao.
Especificamente, para b =4, c3 = 3 e d = 0,8, uma anti-garganta bem pronunciada do buraco
de minhoca € evidente. Além disso, para valores menores de b, essas gargantas/anti-gargantas

tornam-se menos pronunciadas, pois para valores pequenos de b, a fungido X(r) se aproxima
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Figura 6: Gréfico paramétrico de z(r) vs. p(r) mostrando os chamados diagramas de imersao
isométricos para diferentes escolhas de parametros. Essas curvas se destacam
significativamente em comparagcdo com a curva catendria tipica do buraco de minhoca de
Ellis-Bronnikov.

C3=3, a=0.8 C3=7, b=4

1)
)
Z(r)

-10 [ N R N N -10 | I N N N |
2 4 6 8 10 12 14 16 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16

p(r) p(r) p(r)
Fonte: Elaborado pelo autor.

cada vez mais da fun¢do X(r) no caso de EB.

Portanto, como demonstrado por meio da analise dos minimos € maximos da drea
apresentada em [109], e aqui demonstrado geometricamente, nossa geometria descreve uma
familia de buracos de minhoca com multiplas gargantas e anti-gargantas, dependendo da escolha
dos parametros b, c3 e d. A seguir, analisaremos brevemente as equagdes geodésicas nesse

espaco-tempo.
2.2.2 Geodésicas

Uma das formas de extrair informacdes sobre um dado espaco-tempo € por meio do
estudo de suas geodésicas. Assim, analisaremos agora as trajetorias no espago-tempo descrito
pelas métricas (2.53) e (2.55), tanto para particulas massivas quanto para particulas sem massa.

Para isso, o conjunto completo das equacdes geodésicas é:

i=0,
F =X (r)Z(r)0? — X/ (r)Z(r) sin* 09> =0,
. Z/(r) . . .9
0+2Z(r) 70 —cosOsinf¢@° =0,
y/ .
5+22 62001096 =0 (2.65)

Z(r)
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Figura 7: Diagramas de superficie imersa para diferentes escolhas de parametros, onde é
possivel visualizar geometricamente de forma clara a estrutura de multiplas gargantas e
anti-gargantas, diferindo significativamente da superficie catendide tipica do buraco de

minhoca de EB. Esses diagramas foram obtidos por rotacao das curvas da Fig. 6 em torno do
eixo-z.
Cs3=7 C3=5 C3=4.5

Z-axis

p-axis
Fonte: Elaborado pelo autor.

Aqui, o ponto ‘-’ denota derivadas em relacdo a um pardmetro afim ao longo da trajetéria. A
primeira equacdo pode ser integrada diretamente, fornecendo 7 = E,,, onde E,, € uma constante
que representa a energia total da particula. Além disso, 6 = 7/2 é uma solugdo valida do
sistema acima, uma vez que a métrica (2.53) € esfericamente simétrica. Com isso, a ultima

equacdo em (2.65) também admite uma primeira integral:
o=, (2.66)

onde ¢ é uma constante. Adicionalmente, o elemento de linha (2.53) fornece a seguinte condi¢ao
de normalizagdo:

2+ 7+ ¢* = a, (2.67)
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Figura 8: Potencial efetivo para geodésicas nulas no fundo do buraco de minhoca descrito pela
solugdo (2.55), em fungdo da coordenada radial para diferentes valores dos parametros b, d e

C3.
b=4.2, d=1 c3=7, b=4
posE T s —
0.07 | i i S . 0.05
006 1 i 1 0.04
P '
s 005F P T s s
U ) \. QJ GJ
> 04t JooN 1 = o g
0.03 | ,"‘\ . 0.02
0.02 1
0.01
0.01 1 1 1 =
-10 -5 0 5 10
r r r
Fonte: Elaborado pelo autor.
onde o = —1 corresponde a particulas massivas e & = 0 a particulas sem massa. Para cada

caso, a equacao para a coordenada radial r resulta em:

2 —E2 1 a 2 — E2 a (2.68)
Fm=E—1—=— FF=Ef— —— .
b X2(r)”’ Pox2(r)”

onde usamos as integrais primeiras obtidas acima. As trajetdrias mais simples de se analisar sdo

as radiais, ou seja, com £ = (. Para ambos os casos, particulas massivas e sem massa, obtemos:
b O ) o 2
=0, "“=E —a, (2.69)

Como se pode perceber facilmente, particulas massivas no espago-tempo (2.53) simplesmente
seguem trajetorias livres radialmente, ao contrario do que ocorre, por exemplo, no espagotempo
de Schwarzschild. Para geodésicas nao radiais, pode ser interessante analisar as trajetdrias
nulas, uma vez que elas contribuem para a aparéncia do objeto quando observado por um ob-
servador distante. Neste caso, a equacao para particulas sem massa em (2.68) pode ser reescrita

CcCOomao.
1
2 (E_ eff(r)) , (2.70)

] . . 7 . Z
onde B=/{/E, e Vorr(r) = 20 Deve-se notar que podem existir esferas de fotons, isto &,
e . PR . _ 1 / _
6rbitas circulares instdveis para f6tons, desde que Very(re) = 5y e Vypp(re) =0.

Na Fig. 8, mostramos o perfil do potencial efetivo para particulas sem massa na
presenca do buraco de minhoca, considerando diferentes valores de parametros. Podemos

observar que, dependendo da escolha dos parametros, o potencial pode apresentar diversos

maximos e minimos. Isso implica que podem existir multiplas érbitas - tanto instaveis quanto



35

estaveis - para fétons. Os méaximos do potencial efetivo correspondem as posi¢des das gar-
gantas do buraco de minhoca (ou seja, minimos na drea), enquanto os minimos correspondem
as anti-gargantas (ou seja, maximos na drea). O fato de que cada garganta possui uma Orbita
instavel para fotons estd de acordo com o resultado apresentado em [112].

Além disso, pode-se obter uma equagao mais adequada para analisar esse tipo de

trajetdria ao dividir (2.66) por (2.70), levando a:

d_(p :iL ) (2.71)
dr

2/1-5
Essa equacdo pode ser usada para analisar as trajetdrias nulas ao redor do objeto, o que permite
determinar como ele se apresenta para um observador externo quando iluminado por um disco
de acrecao.

Portanto, em resumo, vimos como a introdu¢@o da fung¢do (2.55) modifica signifi-
cativamente a estrutura do espago-tempo do buraco de minhoca. Na préxima subsecdo, mostra-

remos como essa geometria pode emergir como uma solucao da RG ao se considerar o acopla-

mento de um campo parcialmente fantasma com uma eletrodinamica ndo linear.
2.2.3 Fontes de campo magnéticas

Normalmente, solucdes de buracos de minhoca podem ser obtidas considerando
uma teoria de campo escalar com um termo cinético negativo na Lagrangiana. No entanto, no

nosso caso, verificamos que os componentes do tensor de Einstein, Gy, sdo dados por:

22// Z/Z 1
0
- = = 4 2.72
% -t @.72)
1 2/2
1 _
G\ = -3 2.73)
Z//
G = G33:—E. (2.74)

A partir da forma dos componentes do tensor de Einstein, vemos que, em geral, um
campo escalar, mesmo com um potencial, ndo seria suficiente para atuar como fonte, ja que para
um campo escalar temos a relacdo 7% = T2, para os componentes do tensor energia-momento.
Portanto, sdo necessarios campos adicionais para gerar essa solu¢do, como um campo eletro-
magnético ndo linear. E importante enfatizar que, para certos casos especificos de X, pode-se
ter GOO = Gzz.

Verificaremos agora que tipo de campos fonte pode gerar esse tipo de buraco de mi-
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nhoca. Para isso, consideramos a presenca de um campo eletromagnético nao linear juntamente

com um campo escalar como geradores da solu¢do na RG. Essa teoria € descrita pela acdo:

S= / V0gld*x[R—2h(¢)g" 99y +2V (9) + L(F)], (2.75)

onde ¢ € o campo escalar, V(¢) é o seu potencial, L(F) é a Lagrangiana da eletrodinimica ndo
linear, F = F*VF,y, e Fyy = dyAy — dyAy € o tensor do campo eletromagnético. A fungdo i(¢)
determina se o campo escalar é fantasma (h(¢) < 0) ou padréo (h(¢) > 0). Esse tipo de agdo
¢ amplamente utilizado na literatura para descrever as fontes de solugdes tipo BB e também
buracos de minhoca [84,108,113-119].

A partir da variacdo da agdo (2.75) com respeito a Ay, ¢ e g, obtemos as equagdes
de movimento para os campos eletromagnético, escalar e gravitacional. A variagdo com respeito
a gV resultard na equagdo de Einstein, enquando a variagdo com respeito a A, resultard na

equacao anterior dada por (2.27). A variagdo com respeito a ¢ nos dard a seguinte equacao

dh(¢) _dv(e)
26 M0, 0 = TR (2.76)

O tensor energia-momento para o campo eletromagnético permanece o mesmo do caso anterior,

21(9)VuVH o +

dado por (2.25), enquanto o tensor energia momento para o campo escalar € escrito como

T[9lyy = 2h($)9v@dud —guv (h($)9*9dud +V(9)). (2.77)

Resolvendo as equagdes de Maxwell para um objeto com carga magnética, estitico

e esfericamente simétrico, obtemos que o campo magnético é dado por:

F23 = qsin 9, (278)
e oescalar F é
2q2
F=—+— 2.79
SICE (2.79)

onde g € a carga magnética.
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Considerando o elemento de linha dado por (2.53), as equacdes de campo sdo:

L 2y ¥? 1

_E—T—g—i—?—V—h(p’z:O, (2.80)
_g - _222/2 —V+h¢? =0, (2.81)

_15 N Zq;LF o +2(\£ +he"?) _ 0. (2.82)
_4h§‘7’/ + ;—: —¢'h —2h¢" =0. (2.83)

Combinando as equagdes (2.81) e (2.82), podemos escrever as fungdes associadas

ao campo eletromagnético como:

2(X2+22(V—h¢?)—1)

L = — = , (2.84)
22 ZZN—ZQ—FZZZI’Z /2+1
Lp — ( s 0" +1) (2.85)
q

Como se pode notar, para que as fungdes eletromagnéticas sejam determinadas,
primeiro precisamos conhecer as fungdes associadas ao campo escalar.

A partir das equagdes de movimento, também podemos escrever:

Z//

h(9)9™(r) = -5 (2.86)

Dependendo do modelo de buraco de minhoca considerado, a fungdo X(r) pode ser suficien-
temente simples para que, com & = £1, o campo escalar seja obtido analiticamente a partir
da equacdo acima. Para o nosso modelo, isso se torna mais complicado, entdo seguiremos o
procedimento usado em [84, 114, 118]. Por esse método, impomos o campo escalar como uma

fun¢do suave e usamos a relagdo (2.86) para obter a fungao A(¢).

Escrevendo:
Z//
h(9)=—5.n o7 (2.87)
podemos simplificar as expressoes (2.84) e (2.85), que se tornam:
22X+ 4+ 5V — 1 Py +52 -1
L=— ( i ), e Lp=— ( + ) (2.88)
¥2? 2%

A partir de (2.76), obtemos:

EZ/” _ 32/2//

, =
Vi = 2

(2.89)

Dessa forma, uma vez conhecida a forma da fun¢@o X, podemos obter as fungdes
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L, Lr e V, independentemente do modelo de campo escalar escolhido. A seguir, analisaremos
alguns modelos especificos de campo escalar.

2.2.3.1 Modelo 1

Vamos impor o campo escalar como a fungdo monétona ¢ = arctan(r/d). Esse
modelo € considerado em diversos trabalhos [84,114,118]. Utilizando a relacdo (2.87), obtemos

a fungdo h(¢), que é dada por:

(d2 + }’2)22’/(}’)
h = _ 2.
Como temos a forma de X(r), podemos integrar (2.89), o que resulta em:
b*(c3—3d>
v o o b*c3 b* — 6b3c3 N 4e3 — % 3(b*d? + 3 —d*)
N 5(c3+r?)?  4(cz+r2)? 2(c3+r?)3 (c3—d?)3(c3+r?)
3(b*d* +c5 —d*) 3(b2d2+c§—d4)1 d*+r? 2.90)

2(c3 —d?)?(c3+1?)? (c3—d?)* c3+r2 )|’ '

Explicitamente, em termos da coordenada radial, a fungio i(¢(r)) pode ser escrita

como:

h(o(r)) = —m {B*r*(d* + %) — o3 [*(d* + ) (d* +3r7) — 6d*r]

+2b%c3r?(d — 1) + B2 (d? + 1) (Bd? 4 1) + c3d? + 4cid?r? + desd*r® + dzrg} . (2.92)

O comportamento das fungdes V(¢ (r)) e h(¢(r)) é mostrado na Fig. 9. Observamos
que as fungdes sdo bem comportadas, e o sinal de /(r) muda diversas vezes com a coordenada
radial. Para pontos mais distantes, nota-se que o campo escalar se comporta como um campo
fantasma. Dependendo da escolha dos parametros, o campo escalar na regido central pode ser
tanto do tipo fantasma quanto do tipo padrao.

A fungdo ¢ (r) pode ser invertida, de modo que podemos obter a forma das fungdes
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Figura 9: Comportamento grafico das fungdes V(¢ (r)) (painel superior) e 2(¢(r)) (painel
inferior) em fun¢ao da coordenada r para diferentes combinacdes dos parametros do buraco de

minhoca d,b e c3 e o modelo ¢ = arctan(r/d).
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 10: Comportamento grafico das fung¢des V(¢ ) (painel superior) e 4(¢) (painel inferior)
em funcdo do campo escalar ¢ para diferentes combinacdes dos parametros do buraco de
minhoca b,d e c3.

b=4, d=1 =45, d=1 c3=4.5, b=4
€=3 —— b=3 —— 0.6 d=1 ——
C3=45 04 b=4 - d=2
05 R : e 04 d=3

V(o)

h(9)
h(9)
f=]
[
h(9)

-1.5 -1 =05 0 0.5 1 15 -1.5 -1 =05 0 0.5 1 15
o o

Fonte: Elaborado pelo autor.

h(¢) e V(9), que sio dadas por:

Vi¢) =

b? 4b*cs 5b%(b> —6c3)  40c3(c3 —d?) — 10b*(c3 — 3d?)
10 {((33 +d?tan2¢9)5  (c3+d*tan?¢)* (c3—d?)(c3+d?tan” ¢)3
60(d*(b—d)(b+d)+c3) = 30(d*(b—d)(b+d)+c3)
(c3—d?)3(c3+d?tan2¢)  (c3—d?)%(c3 + d*tan? ¢)2
60(d*(b—d)(b+d) +c§)l ( d*sec? ¢ )}

(c3 —d?)* c3+d?tan?¢ ) |’
Moy =~ dzltan2¢) 7 {dPan? g [ba? 1 4cd + 2625 (@ — 265) + dH (b + dP)tan

tan® ¢ (2b*d? +3b*(d* — c3) + 6c3d?) + d* tan ¢ (b* +4d*(b* + ¢3) — 2b%c3)

(2.93)

+ 3(c3—bd)(bd+c3)]}. (2.94)

A forma dessas fungdes € algo complicada e ndo muito clara. Assim, € mais efi-
ciente analisar graficamente o comportamento das fungdes. A partir da Fig. 10, vemos que
ambas sdo simétricas sob a transformacdo ¢ — —¢@. O campo escalar tende a uma constante
para grandes valores da coordenada radial, ¢ (r — +o0) — +7/2, e nesse limite, 2(¢) tende a

uma constante, enquanto V(@) tende a zero.
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Agora que temos as quantidades relacionadas ao campo escalar, as fungdes associ-

adas ao campo eletromagnético sao dadas por:

o
L 2b42 2,2 [(63 22— 2 (> _1_,,2)}2 . De 32 242
(C3+I"2)4 (C3—|—r2)4(d2+r2)2 d2+l’2 (d2+r2)2
267 [3r%(c3 — d?) + c3d® — ] a2 3[d?(b—d)(b+d)+c3] (€ +r?
(c3+712)3(d*+1?) (c3 —d?)* d?+r?
1 10(c3 +12)?(b*(c3 — 3d?) +4c3(d* — c3)) PR )
— 5(b™ —6b
20(c3 +r?)? { c3—d? +5( c3)(es+r7)
_60(c3 + ) d?(b? — d?) +c3) ~30(c3 +12)3(d?(b? — d?) + ¢3) _aptes| L 2.95)
(c3—d?)3 (c3 —d?)?
.
(d*+r?)es™ 204 % 2,2 2 2 2012
Lr = e (@t mes PG e =5 + 07 (b7 + c3)
rO(b? —4c3) +r(2b% 4307 (d* — 2¢3) +6¢3) + 5 (c3 — bd) (bd + c3) + 78 |},
242 o 20%/(c3+r7)
F = . 2.96
(d?+r2)? (2.96)
Apesar de bastante complexas, as fungdes eletromagnéticas obedecem a relagao de
consisténcia:
dF dL
Lp— ——=0. 297
Far  ar ( )

Essa relacdo mostra que, embora sejam obtidas de forma independente por meio
das equagdes de Maxwell e Einstein, as fungdes relacionadas ao campo eletromagnético, F,
L e Lp, estdo interligadas. Na Fig. 11, observamos o comportamento das funcdes F e L em
termos da coordenada radial, e notamos que essas fun¢des sdo bem comportadas e simétricas
sob a transformacdo r — —r. Algo que se pode observar é que, dependendo da escolha dos
pardmetros, a fun¢do F(r) pode apresentar diversos maximos e minimos, e ndo consegui-
mos inverter analiticamente r(F) para expressar a fungdo L(F) de forma explicita. Para cada
maximo/minimo nio nulo de F(r), haverd uma bico presente na fungdo L(F) [24, 120]. A
presenca desses bicos torna-se evidente na Fig. 12. Dependendo dos valores dos parametros,
podemos ter bicos ou apenas uma funcao suave.

Dessa forma, o modelo escolhido para o campo escalar € consistente com o método
e € capaz de satisfazer as equagdes de campo. Assim, o comportamento de todas as funcdes
associadas aos campos fonte esta descrito. A seguir, consideraremos outro modelo de campo

escalar.
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Figura 11: Comportamento da Lagrangiana eletromagnética L(r) (painel superior) e do
invariante escalar eletromagnético F(r) (painel inferior) em fungao da coordenada r para
diferentes combinacdes dos parametros do buraco de minhoca b,d e c3.

=3, b=4, d=1

0.6

0.5

0.4

0.3

0.01

.1
0.0001 0.00015 0.0002 0.00025 0.0003 0.00035

0.009
0.008
0.007
0.006
0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

“c3=6

c3=4.5, b=4, d=1 c3=6, b=4, d=1
-0.002 0.08
—-0.004 0.07
—-0.006 0.06
—-0.008 005
-0.01
- ~ 004
S -oo12 “5
0.03
-0.014
~0016 0.02
~0.018 0.01
-0.02 of
-0.022 -0.01
0.00025 0.0003 0.00035 0.0004 0.00045 0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025
F F
cy=45, b=4
0.035
0.002
0.03
0.025 0.0015
= 0.02 =
[ T
0.015 0.001
0.01
0.0005
0.005
0 0
-10 -5 0 5 10 -10

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 12: Comportamento da Lagrangiana eletromagnética L(F') em fung¢do do escalar F para
diferentes combinacdes dos parametros do buraco de minhoca b,d e c3.
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2.2.3.2 Modelo 2

Na subsecdo anterior, consideramos um modelo de campo escalar dado pela fun¢do
arcotangente. Agora, exploramos uma escolha alternativa para investigar como diferentes perfis
de campo escalar afetam a estrutura das fung¢des, como o potencial V(¢). Especificamente,
consideraremos ¢ = tanh(r/d), uma forma que surge naturalmente em estudos de kink para
potenciais do tipo V(¢) = (¢ —1)2/2 [121,122]. No entanto, focamos exclusivamente no
perfil do campo escalar em si, sem considerar a forma do potencial.

Como as formas das fungdes L(r), Lr(r) e V(r) nao dependem do campo escalar
escolhido, elas permanecem as mesmas do modelo anterior. No entanto, as formas de &(r),

h(¢) e V(¢) sdo modificadas. A partir de (2.87), obtemos:

d?cosh® (5) 812, 12 2.0 (142 2 2 3
h(o(r)) = N [r°(b” +d°) +d*r” (b*d” +2b°c3(d” — 2¢3) + 4c3)

+ (2% +30*(d* — 3) +6c3d°) +1° (b* +4d* (D* + c3) — 2b7c3)

+ 3d*(c3 —bd)(bd +c3)]. (2.98)

Como podemos ver, (2.92) e (2.98) sao diferentes. Na Fig. 13, analisamos o com-
portamento de A(¢(r)). Podemos observar que, apesar das func¢des (2.92) e (2.98) serem distin-
tas, ambas apresentam valores negativos nas mesmas regides. Isso indica que ambas as escolhas
de campo escalar possuem o mesmo perfil tipo fantasma.

Embora V (r) ndao mude de forma neste segundo modelo, V(¢ ) é diferente, ja que o
campo escalar foi alterado. As expressdes analiticas de V(¢) e h(¢) sdo dadas por:

272, 2 g4 2 —1(4)2
vig) = 2 { 0 (i, -l__232)4 = ! [i(fz};tan(l(f_)l ;);2)]

1 60(b*d* + 3 — d*)(c3 +d*tanh ™' (9)?)*
20(c3 +d*tanh ™ (¢)2)3 (c3—d?)?

30(h%d? + 3 — d*)(c3 +d?*tanh 1 (9)?)3
(c3—d?)?

B 10 [bz(C3 . 3d2) +4C3(i2 _;32)} (c3 ~|—d2tanh_] (‘p)z)z] } 7 (2.99)
3 —

[4[)403 +

—5(b* — 6b%c3)(c3 +d*tanh ™ (9)?)

- 1 2 an -1 2 (14 72
h(9) = (c3+d?tanh~1(9)2)4(¢2 — 1)2(tanh 1 (9)2 + 1)2 {d tanh™(9)"[b"d

+ 2b%c3(d* —2¢c3) +d*(b* +d*)tanh 1 (¢)° +tanh ! ()% (26%d* + 3b*(d* — 3) + 6¢3d?)

+ d*tanh ' (9)* (b* +4d* (b +c3) — 2b%c3) +4c3] + 3(c3 —bd)(bd +c3)}.  (2.100)



44

Figura 13: Comportamento da funcdo i(¢(r)) em fung¢do da coordenada r para diferentes
combinagdes dos pardmetros do buraco de minhoca b, d e c3, e 0 modelo ¢ = tanh(r/d).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

As expressoes analiticas sdo bastante extensas, mas podemos analisar o comporta-
mento das fungdes graficamente por meio da Fig. 14. Embora o intervalo possivel para o campo
escalar seja menor do que no caso anterior, agora ¢ (r — £e0) — +1, 0 comportamento continua
similar ao mostrado na Fig. 10.

Portanto, vemos que, embora o método escolhido nos permita a liberdade de sele-
cionar o campo escalar, o comportamento das fun¢des para os modelos escolhidos é bastante
semelhante. Assim, devido as mudancas introduzidas pelos novos parametros, torna-se agora de
interesse investigar como essas modificacdes podem ajudar a mitigar a violacdo das condicdes

de energia nesta solucao.
2.2.4 Condigoes de Energia

Buracos de minhoca sdo conhecidos por violar condi¢des de energia, como a NEC.
Para que um buraco de minhoca seja estdvel e permita a passagem de matéria, € necessario
que exista matéria exética, caracterizada por propriedades como densidade de energia negativa.
Portanto, € essencial explorar as condi¢des de energia em nosso modelo de buraco de minhoca
para investigar se elas sdo violadas.

Além da NEC mencionada anteriormente, também analisamos a condi¢do de ener-

gia forte (SEC), condi¢do de energia fraca (WEC) e condi¢do de energia dominante (DEC).
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Figura 14: Comportamento grafico das fungdes V(@) (painel superior) e i(¢) (painel inferior)
em funcdo do campo escalar ¢ para diferentes combina¢des dos paradmetros do buraco de
minhoca b, d e c3.
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Essas condic¢des sao dadas pelas seguintes desigualdades [123]:

NEC,» =WEC) 5 = SEC| 5 < p+p,; >0, (2.101)
SEC3 <= p+p,+2p, >0, (2.102)
DECip <= p—|pr| 20+ (p+pry =0) e (p—py >0), (2.103)
DEC3 = WEC3 < p >0, (2.104)

onde p, p, e p; representam a densidade de energia, pressdo radial e pressao tangencial, res-
pectivamente. Essas quantidades sdo identificadas através das componentes do tensor energia-
momento:

T+, = diag[—p, pr, ps, pi].- (2.105)

Essa identificagdo € feita a partir das equacdes de Einstein, calculando o tensor de Einstein para
o elemento de linha (2.53).

Calculando os componentes do tensor energia-momento, obtemos as seguintes combinagdes:

26412 202 [d?(3r? — ¢3) +r* — 3r%¢ 242
p+pr=—73 a i [ (2 23>2 3 3}_ 2 2\ (2.106)
(r +C3) (d +r )(r +C3) (d +r)
b2

2b%r? e 7t —1 b [d2(63 —3r) +r* +5r2C3}

S 2.107
P+ pr (I’2+C3)4+ d?+r? + (d2+712)(r2 +c3)3 ’ ( )
P+ pr+2p =0, (2.108)
_
4.2 2<€ r2+63_1> 2002 2\, 4 2
4b%r 2b° 1d“(c3 —3r°)+r"+5rc
pP—pPr=—775 i 2 .2 + [ (23 2 )2 3 3}’ (2.109)
(r’+c3) d?+r (d>+7r?)(r*+c3)
v
B 4p* 52 +e 2ies  p? [d2(9r2—303)—|—r4—11r203} 3d2—l—r2m 110)
N PN L (@ +1r2)(r2 +c3)? (@ +r)7
_
342 N 20? [d*(c3 — 3r%) +4r%cs] " (d*>+1r?)e 7+ —2d% — 12 2111
PPl @A) @y

Para consisténcia, ao definir » = 0 nas expressdes acima, recuperamos o caso Ellis-
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Bronnikov, obtendo:

2d?
p+pr = —m<0, VFE(—OO,—FOO), (2112)
p+p = 0, (2.113)
p+pr+2p = 0, (2.114)
p—pr = 0, (2.115)

2d?
p—pt = —m<0, Vr € (—oo,4o00), (2.116)

confirmando que, para b = 0, as condi¢des de energia sdo globalmente violadas, como esperado.

Para b # 0, a unica condicdo identicamente satisfeita ¢ SEC3. As outras condi¢des
requerem andlise adicional para determinar as regidoes onde as desigualdades sdo vdlidas. Nas
Figuras 15 e 16, ilustramos o comportamento da densidade de energia e suas combinac¢des com
as pressoes. Verificamos que, independentemente da escolha dos parametros, existem sempre
regides onde as condi¢Oes de energia sao violadas. Contudo, dependendo dos parametros, todas
as condicdes de energia podem ser satisfeitas proximo a regido central r — 0. Em distancias
maiores do buraco de minhoca, as viola¢des tornam-se evidentes. Isso estd de acordo com
resultados anteriores para o campo escalar, que apresenta comportamento fantasma longe do
buraco.

Portanto, nosso modelo apresenta tanto desvantagens quanto vantagens em comparagao
a outros modelos de buraco de minhoca, como o de Ellis-Bronnikov. Diferentemente do caso
Ellis-Bronnikov, onde certas desigualdades eram sempre vdlidas, aqui as violagdes sdo relaxa-
das, permitindo que para algumas escolhas de parametros todas as condi¢des de energia sejam
satisfeitas, ao menos localmente. Essa flexibilizacdo pode indicar menor instabilidade ou pro-

blemas patolégicos como gravidade repulsiva ou violacdes de causalidade.
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Figura 15: Comportamento da densidade de energia p (painel inferior) e das combinagdes
p + pr (painel superior) e p + p; (painel do meio) para diferentes parametros do buraco de
minhoca b, d e c3.

=4.5, b=4

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 16: Comportamento das combinag¢des de pressao p — p, (painel superior) e p — p;
(painel inferior) para diferentes parametros do buraco de minhoca b, d € c3.
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Fonte: Elaborado pelo autor.



50

3 BLACK BOUNCES COMO SOLUCOES DE TEORIAS F(R)

Teorias f(R) sdo teorias que modificam a RG de Enstein considerando que, em vez

da acdo usual de Einstein-Hilbert, dada por

S = /d4x\/—_g(R+Lm), (3.1)

onde L,, € a lagrangeana de matéria, temos que o termo gravitatorio depende de forma ndo

linear do escalar de Ricci, de modo que temos, em geral, uma acdo dada por

S= [ d'x/=g(F(R) + L), (3.2)

onde f € uma funcao arbitraria de R.
Variando a a¢do acima com respeito a g"¥ encontramos a equagio de Einstein mo-

dificada dada por

1
fRRuv - Eg,uvf+ (g,uv[j - V,uvv) frR= Tuw (3.3)

onde fg =df/dR.

A teoria f(R) tem ganhado atengdo crescente no estudo de objetos compactos de-
vido as suas correcdes a RG, com inimeros estudos realizados em BNs[124—134], buracos de
minhoca [135-138], BNs regulares [33,139-142], e, mais recentemente, em BB[114,143-147].
No entanto, o estudo de fontes de BB em teorias f(R) € um tema que tem sido muito pouco

explorado na literatura. De fato, nosso trabalho é o primeiro a explorar esse topico.

3.1 Fontes de Campo de Black bounce em teorias f(R)

Sabe-se que a métrica de bounce SV é uma solu¢do da RG quando consideramos o acoplamento
entre um campo escalar fantasma e uma eletrodinamica nao linear [108, 117, 148, 149]. No
entanto, ainda ndo estéd claro se esse tipo de comportamento persiste em teorias modificadas
da gravitacdo. Em um artigo recente, os autores deste trabalho mostraram que isso € possivel
para teorias de gravidade K [114]. Porém, o caso f(R) é fundamentalmente diferente, pois deve

recuperar GR (f(R) — R) para alguns parimetros.
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3.1.1 Aspectos Gerais

Assumimos que a métrica SV representa uma solugdo de uma teoria f(R) da gra-
vidade e buscamos identificar os tipos de campos que poderiam agir como fontes para essa

geometria. Consideramos, para melhor identificar as modificagdes, que:
f(R) =aoR+H(R). (3.4)

Recuperamos RG para ap = 1 ¢ H(R) = 0. Fontes de campo para o termo linear ja
foram encontradas em muitos casos. Portanto, € interessante considerar que os campos materi-

ais também se dividam como L(CR) 4 [ (H) Assim, consideramos uma a¢do da forma:

S = / Vgld*x [aoR+H(R) —2h(¢)g" 9y +2V +L(F)], (3.5)

onde H(R) é uma fungdo do escalar de Ricci R = g'VRyy, ¢ € o campo escalar, V(¢9) =
V(@R (¢) +VH)(§) é o potencial associado ao campo escalar, L(F) = LG (F) 4+ L) (F)
¢ a Lagrangiana ndo linear, e h(¢) = & + h")(¢), sendo h#)(¢) uma correcio para a agio
fantasma.

Variando a ag@o (3.5) em relagdo a Ay, obtemos a equagdo (2.27) novamente, en-
quanto variando com respeito a ¢, g"¥ e separando o tensor energia-momento, obtemos as

seguintes equagdes de campo:

(H)
ZSVMV“¢+2h(H)(¢)V“V“¢+dh—(m8”¢8u¢ = _dV_@)), (3.6)
do do
aoGuy +Hyy = T [9]uy + T[]y + TR [Fpy + TH[F] . (3.7)

Na ultima equacdo, definimos a variacdo de H como

1
Hyy = HrRyy — EguvH‘i‘(guvD—Vqu)HR, (3.8)

onde L =dL/dF,Hg = dH(R)/dR e:

TONF]y = 28O (F) 2L R Fy, (3.9)
TH[F] = %guvL(H) (F)— 2L FOF,q, (3.10)
T [9] 1y =2£0, 000 — guv (6099 — VTP (9)), (3.11)

T[]y =207 (0)9, 09y — guv (K ($)0% 9 —VH(9)). (3.12)
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Seguindo nossa abordagem, consideraremos o seguinte sistema de equagdes:

dv(GR)(¢)
aoGyy = TR [0]4y + TR [F]y, (3.14)
e procuramos por 1), LH) (F) ¢ V(H) tais que
1
Vu(LpF") = —=du(V/|g|lLrF*Y) = 0, (3.15)
g Vel
dh")(9) av(g)
(H) u u —_
20 (¢)V, V* o + 70 O 99,0 i (3.16)
Hyy = TH (9], + TE[F]y, (3.17)

sejam satisfeitas.

Devemos ter cuidado com a possibilidade de que as solu¢des para F permitam a
separagdo de T'[F|,y. Para analisar isso, consideraremos, a partir de agora, que nosso espago-
tempo € esfericamente simétrico. Resolvendo as equagdes de Maxwell, considerando cargas

elétricas e magnéticas, as componentes nao nulos sao

10 qe qz 612
Flo—_9 gy sngsF=———d  p__9m_ 3.18
(2L BT Am 2125(r) 25(r) (3.18)

onde ¢, e g,, representam, respectivamente, cargas elétricas e magnéticas constantes. Devido
a presenca de Ly no denominador, € impossivel separar o tensor energia-momento. Portanto,
nossa abordagem € consistente apenas para carga magnética, a qual chamaremos simplesmente
de g a partir de agora.

Vamos revisar alguns pontos-chave sobre a equagado (3.14) e como o tensor energia-
momento é determinado pela geometria. Primeiro, notamos que, combinando os componentes

(8) e (i) obtemos

2apAY
TR 9], — TR (910 = —2e49” = ayG'| — Gy = aoz : (3.19)
c
”n aOZ//
S . 2
¢ o (3.20)

A partir de agora, sem perda de generalidade, consideraremos ag = 1. Substituindo isso na

Eq. (3.13), verificamos que ¢(r) e V(©R) e, portanto, T(%F)[¢],,, sdo determinados a partir dos
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componentes (J) e () do tensor de Einstein. Com isso, reescrevemos (3.14) como
TR F)yy = Gy — TP 9]y (3.21)
0

A partir do componente (8) e da combinagao entre (0) e (%) da equacgdo acima, obtemos

LIBF) =G5 - T'R[g]"), (3.22)

4 (R 0 2 (GR)[ 410 (GR)[ 412
sl F]= (6% =6%) = (Tglf ~ T ol (3.23)

Portanto, como de costume, ¢(r), V(R L(r)(9R) ¢ Lp(r)(®R) sio determinados a partir da
geometria. A dependéncia explicita nos campos serd caso a caso.

Agora mostraremos que, dada a solu¢do acima, também podemos determinar TH) (0] uv
e T\H)[F],y a partir da geometria. Para isso, voltamos a Eq. (3.17) e notamos que T")[¢],,, e
TH[F],y possuem exatamente as mesmas simetrias que 7(%%)[¢],,, e T(CR)[F],,, respectiva-

mente. Portanto, os mesmos passos podem ser seguidos, e obtemos diretamente

Z//
T[], — T [0]% = —2n A9 = zAh(H)5 — H, —HY,. (3.24)

Substituindo isso na Eq. (3.16), encontramos que h#), V(H) e TH)[¢],,, sdo completamente

determinados. Assim como antes, esses resultados podem ser utilizados para obter

L[F) = HG—T™[9]%, (3.25)
2
sete IF1= (H = 13) = (T[]~ 7" [o]3). (3.26)

Os resultados acima podem ser ainda mais simplificados se notarmos que

1 1
Hyy = Hy (Tj‘j’” - Eguv(ﬂcm)g) — S8 H+ (g0 -VuV)He (27

Substituindo isso nas equagdes (3.24), (3.25) e (3.26), obtemos as fontes finais:

1

L) [F] = Hg ((T(GR))O0 - l(T<GR))g) T (O—VOVo)Hr—T™[9]%,  (3.29)

\S)

2
as el IF) = Hi (7198 = (T1O0)3) = (V0% = V2V g — (11l ~ T (o]
(3.30)

Portanto, nossa abordagem pode ser usada para encontrar a fonte para qualquer teoria f(R)
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definida por (3.4).
Dada a forma das equacgdes (3.7) e (3.14), considerando a maneira como cons-

truimos nossa agao, € facil ver que nossas funcdes de interesse assumem a forma:

24°

F(r) = — 3.31

(l’) (a2+r2)2 ( )
L(F) = LOY®F)+LH(F), (3.32)
Lr(F) = L®F) +L (), (3.33)
o(r) = arctan(g), (3.34)
h9) = h®(9)+h"(9), (3.35)
v(p) = VIR (g)+vH(g), (3.36)

onde as funcdes de RG sdo dadas por [108]:

(GR) . 12a2m
LR(F(r) = —5(a2+r2)5/2, (3.37)
(GR) 3a’*m
LYY(F = 3.38
F ( (l")) Zqz\/mv ( )
WP (p(r) = e=-1, (3.39)

2

(GR) . 4am

ViER(e(r) = S@ P (3.40)

Ou, em termos do invariante eletromagnético F' € do campo escalar ¢:

3 23/4a2F5/4m

LIR(F) = —sgr (3.41)

OB (9) = e=—1, (3.42)
5

veR (9} = %‘ (3.43)

Agora dividiremos nossa anélise em diferentes casos, isto é, varios modelos de

teorias f(R).
3.1.2 CasoI: H(R) = agR?

O modelo mais conhecido de teoria f(R) é o chamado modelo de Starobinsky [150—
153], em que
f(R) = R+agR?, (3.44)
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onde ag é uma constante de acoplamento. Nesse contexto, H(R) = agR?, e a RG é recuperada
para H =0, ou seja, ag = 0. A fungdo Hg €, consequentemente, dada por Hg = 2agrR. Utilizando
a métrica dada em (2.53) e seguindo a abordagem apresentada em 3.1.1, podemos determinar
analiticamente todas as fun¢des de correcao de interesse, que sao dadas por:
2(20a* + a* (27m? + 100r%) 4 675m*r* + 80r*)

15 (a? +r2)°

LA(F(r) = agrd® (

16m (11a* 4 8172
- Lo a+9§) ) (3.45)
21 (a?+ )
L) gy Satarm(a®—9r%)  2d’ag(a’ (4 —9m®) +45mPrt44rt)
F (F(r)) T s . (3.46)
qz(a2+r2) q (a +r )
2ag (a* —10r?) (2\/412 +72— gm)
(o) = | )
(a2 +r2)3/?
2m (1290r% — 481a?
V) = ap® (2 572 )
21 (a?>+1?)
 130a* +a? (783m? —70r2) — - P (135m* +8) | (3.48)
15 (a2 + r2)
(3.49)

Esses termos envolvendo ag sdo as corregdes exigidas pela teoria da gravidade mo-
dificada para as fontes, de modo que a métrica SV possa ser gerada pela teoria.

E importante destacar algumas diferengas em relagio 2 RG. Na RG, temos h(¢) =
—1, de modo que o campo escalar é sempre um campo fantasma. Aqui, usando a equacgao (3.35)

e considerando o termo de corre¢do encontrado acima, podemos expandir A(¢):

4OaR

h9) ~ —1-—; +0(r ), se r— oo, (3.50)
hg) ~ _HMJFO(&’ se r—0. (3.51)

Essas expressoes nos dizem que o campo escalar continua exibindo comportamento fantasma
no infinito. No entanto, se a > 97’”, ou seja, no caso de buracos de minhoca atravessaveis, € ag
for suficientemente grande e positivo, o campo escalar pode deixar de ser fantasma nas regides
mais internas, tornando-se, assim, parcialmente fantasma. Dessa forma, a teoria f(R) pode
relaxar a condicao de o campo escalar ser fantasma em algumas regides do espaco-tempo.

As fungdes F(r) e ¢(r) sdo facilmente invertiveis, de modo que podemos escrever
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analiticamente L) (F), VH) (¢) e hH)(¢), que sdo expressas como:

2 15/4
)y — T 32 _ 648 23/4 :
L) = S (5 (945V2F3/4m? — 648 2*m/Fq +224VFq)  (352)

— 2842 (1621:5/4;%2 F15V2F34g — 100\4/§Fm\/§ﬂ ,
ar(11cos2¢ —9) <2a\/ sec2 ¢ — 9m)

(H)(¢) —
h(e) = (@5 g , (3.53)

6
v (¢) = %(35%(3%052@)—7) (3.54)

+ mcos? ¢ (77cos2¢ (189m — 115asec @) +4045asec ¢ — 9072m))

A presenca da teoria f(R) exige muito mais ndo-linearidades nos campos fonte do que a RG.
Assim, vemos que, mesmo com as complica¢des adicionais que a teoria f(R) exige
dos campos fonte, € possivel obter a solucdo SV em teorias modificadas da gravidade ao com-
binar uma eletrodindmica nao linear com um campo escalar parcialmente fantasma.
Também podemos escolher outros modelos de f(R) e verificar que tipos de fontes

surgem. No entanto, na proxima subsec¢do, tentaremos uma abordagem diferente.
3.1.3 CasoII: Hr(R(r)) = ayr

Nas referéncias [139, 140], os autores estudaram buracos negros regulares em teo-
rias f(R) e encontraram que, devido a simetria do espago-tempo considerado, a fungio fg(R)
era linear quando analisada em termos da coordenada radial. Como estamos considerando BB,
que sdo estruturas mais complexas do que buracos negros regulares usuais, esse tipo de com-
portamento ndo surge naturalmente das equacdes de campo. No entanto, ainda podemos impor
esse comportamento e investigar quais tipos de fontes de campo podem emergir.

Vamos considerar Hg escrito como
Hg(R(r)) = air, (3.55)

isto é, fr = 1 4+ar, onde a; é uma constante. Nesse caso, a fun¢do H(R) como fun¢io da

coordenada radial pode ser calculada como:
dR
H(R(r)) = / Hydr (3.56)
r

Quando a; = 0, recuperamos a RG.

Considerando o elemento de linha (2.53) e seguindo a abordagem apresentada em
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3.1.1, encontramos que as fungdes relacionadas as correcdes das fontes dos campos sdao dadas

por:
1 {2
() 2m (10a*r* +7r°) r 2tan”! (++r>
L (F(r)) = 2a1 | - -+ . (3.57)
5a (a2 +r2)? @+ a
H aj 3mr? 2,2
L} )(F(r)) = 2—q2 (—r\/ a2 <a2+r2 —6m) —r(a +r ) , (3.58)
KD (e(r)) = —arr, o (r) = arctan <£> , (3.59)
a
— vVal+ri—r
() tan”~"! <+> 2mr (5a* +5a*r* +2r) r
VE(e(r) = a + sh e | 360
a 5a% (a2 + 12) 2(a?+1r?)
Nesse caso, diferentemente do modelo anterior, como pela equagdo (3.35), temos
h(¢(r)) = —1 —ayr, o campo escalar sera sempre fantasma, ja que h(¢) serd sempre negativo

se considerarmos a@; como uma constante positiva. O campo escalar podera ser candnico apenas
em algumas regides se a; assumir valores negativos.
E possivel inverter novamente as dependéncias funcionais, expressando as quanti-

dades L), v(H) ¢ 1(H) como funcdes de F e ¢, respectivamente:

3/2
3/4 /24> 2 2 24* 5/4
L) (F) 2\/5 2a°F 2/m< T_a) (3a +7VT>F/
q

7 50252
4 —21/4q1/2F*1/4+\/—a2+\/§|q|F—1/2
+ —arctan , (3.61)
a a
A (9) = —ajatang, (3.62)
v (g) = %(20aarctan(secq)—tan¢)—5asin(2¢) (3.63)

+ 2m(13+6cos(2¢)+cos(49))sing)).

Mais uma vez, observamos que a presenc¢a da fungdo H(R) induz maiores ndo line-

aridades nos campos obtidos. Integrando a equagao (3.56), obtemos:

A2
_ aymr’ (10(12 —|—4r2) atayr ar 2aj arctan <%)
H(R(r))_ 612(612+r2)5/2 <a2+r2)2 B (a2+r2)2 —

(3.64)

No entanto, nesse caso, ndo é possivel inverter analiticamente R(r) na equag@o para o escalar
de Ricci, de modo que ndo conseguimos escrever uma forma analitica para a fun¢do H(R). Para

gerar o grafico, lembramos que a fung¢do f(R) é dada por f(R) = R+ H(R). Ainda assim, na
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Figura 17: Comportamento de f(R) em fung@o da coordenada radial (painel esquerdo) e em
func¢do do escalar de curvatura (painel direito), fixando a = m = 1 e variando os valores do
parametro aj.

4 F T T T T
ar=-1——
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fR(r))
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Fig. 17, observamos o comportamento da fung¢ao f(R). E claro que o tinico caso simétrico sob
a troca r — —r ocorre para a; = 0, que corresponde exatamente ao caso da RG. Para a; = 0,
a funcdo f(R) é apenas uma linha reta, como esperado, enquanto para outros casos temos uma
fun¢do multivaluada com curvas distintas. Esse comportamento multivaluado surge justamente

devido a assimetria na transformagio r — —r na funcdo H(R(r)).

3.1.4 Caso III: HR(R(r)) = ayr?

No Caso II, vimos que o comportamento de f(R(r)) muda ao fazermos a transformacao
r — —r. Esse fato ocorre porque a funcdo Hg ndo € simétrica sob essa transformagdo. Além

disso, na referéncia [139], dada uma métrica da forma
ds® = —A(r)dt* + B~ (r)dr* + r?dQ?, (3.65)

a condicao (3.55) é obtida impondo A(r) = B(r). No entanto, nas métricas do tipo BB, como a

da equacdo (2.53), podemos sempre realizar uma transformacao de coordenadas dada por
P2 =2(r)?, (3.66)
de modo que a métrica possa ser escrita na forma
ds* = —U(7)dt* + G~ (7)di? + PdQ?, (3.67)

onde U(7) # G(F). Nesse caso, como a funcdo Hg(R(r)) ndo precisa necessariamente man-
ter a forma especifica (3.56), podemos propor formula¢cdes alternativas para ela, de modo que

permaneca invariante sob a transformacio r — —r. Assim, nesta subse¢@o, focamos no caso em
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que

Hg(R(r)) = ayr*. (3.68)

Considerando essa fun¢do, a métrica SV e novamente seguindo a abordagem apre-
sentada em 3.1.1, encontramos que as func¢des relacionadas as corre¢des das fontes dos campos

sdo agora dadas por

(88a*aym) 44a’aymr? 24a,mr

LM(F(r) = + + (3.69)
5@+ (@427 (@+2)
4 2.2 4
_ ay(6a” + 16a’r 2—1— 107%) +dayin (a4 7).
(a*+7r?)
" —2ayr* (—3m—i— Va?+ r2) +a%arr? <9m— 2\/m>
Ly (F(r) = YN , (370
ar (a* +3a*r* +r*
Do) = - 2 — ) 3.71)
2 4m (6a*ay + Sarr* + 10a%asrr?
VI (o(r) = 2o m (6a’a + Sar tz war) —2ayIn (d+77). (372)
a’+r 5(a2+12) /

Podemos, mais uma vez, escrever explicitamente L) como funcdo de F, e y#H) ¢

hH) como fungdes de ¢, que sdo:
LOF) = 2 <—3 23464 Fin + 1042 (623/4m—5, /i)
52, /\/Lf VF

Va2 SFo (it [ 2[4 0.V
+ 102 a\/Fq( m+2 \/F)+2oq ﬁlog(ﬁ», (3.73)
WD (9) = a1 —sec?d (1+sec?9)], (3.74)

2 4 4
V(H)(q)) = a (c0s2¢ —2log (a2 sec2¢) — (20m + mscos ¢)COS¢) . (3.75)
a
E interessante notar que, para r < 1, temos
h9) ~ —1—ara®. (3.76)

Isso sugere que a constante de regularizacdo a também pode interferir na mudanga do tipo
de campo escalar proximo a origem, caso ap seja negativo. Assim, dependendo do sinal do
parametro a; e dos valores de a, podemos ter um campo escalar fantasma, parcialmente fan-

tasma ou canonico.
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Figura 18: Comportamento da fun¢do f(R) em fun¢do da coordenada radial (painel esquerdo)
e em fun¢do do escalar de curvatura (painel direito), fixando a = m = 1 e variando os valores
do parametro a;.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Integrando novamente a equacao (3.56), obtemos

2a? <a2a2 (—2m—|— \/W) +ayr? <—5m+2\/m>>

H(R(r)) = @i : (3.77)

Analisando a equagéo acima, vemos claramente que H(R(r)) é simétrica sob a transformagéo
r — —r. Ao realizar o grifico paramétrico de f(r) vs R(r), apresentado na Fig. 18, também
observamos que essa simetria € preservada, ao contrario do caso anterior.

Os resultados obtidos podem ser generalizados considerando Hg = a,r". No en-

tanto, nem todos os valores de n satisfazem a relacdo de consisténcia eletromagnética (??).
3.1.5 CasoIV: Hg(R(r)) = asX

Podemos testar outra forma para Hg. Considerando que os BB geralmente surgem

2 — r> +a? e que, para buracos negros regulares, tinhamos Hg(R(r)) =

através da substituicdo r
ayr, podemos aplicar essa substitui¢do para obter Hg(R(r)) = agX. Esse modelo também serd
simétrico sob a transformacao r — —r.

Considerando novamente que nosso espaco-tempo € descrito pela métrica SV e se-

guindo a abordagem apresentada em 3.1.1, encontramos que as funcdes de corre¢ado relaciona-
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das as fontes da matéria sao dadas por:

2ay <9m\/ a2 +r2—4a* — 6r2>

(H) _
LY(F(r) = @) : (3.78)
as (3a*>m—r* (Va2 +r2—3m
L (F(r) = ( ng )) (3.79)
K (p(r)) = —%az\/az—krz, (3.80)
2 2
v (g(r) = Saazm + oo 32 (3.81)

4(a®+ r2)2 2(a%+r?)

Como nos outros casos, s6 € possivel ter um campo escalar canénico em algumas
regides, ou parcialmente fantasma, se a constante relacionada aos termos nao lineares da teoria
gravitacional, ay, assumir valores negativos. Dependendo dos valores de ay e a, € possivel ter
h(¢) sempre positivo.

Podemos também escrever L) (F), VIH)(¢) e hH)(¢), que sdo dados por:

ay (10\/§a2\/fq+ 15q2 (% —4))

LH(F) = r , (3.82)
(F) 15928 7%
R (9) = —%aazseC(l), (3.83)
4
Y () — ay cos” ¢ (ic;iecqﬂ—?)m). (3.84)

Considerando o escalar de curvatura para o caso SV, podemos escrever a funcao

H(R(r)) como:

(3.85)

N = g2 15aym day
H(R(r)) 2 (4( ) )

@ +r2)? 3 (@2 +r2)*?
Essa func¢do é simétrica sob a transformagio r — —r. Como nos casos anteriores, ndo conse-
guimos expressar analiticamente o comportamento de f(R); portanto, vamos analisd-lo grafi-
camente na Fig. 19. Pelo comportamento de f(R(r)), observamos explicitamente a simetria
da solug@o sob a transformacdo r — —r. A partir do grafico paramétrico, vemos que, como
esperado, para ay = 0, obtemos uma linha reta, que corresponde ao caso da RG.

Podemos generalizar esse modelo para Hg = ayX(r)". O problema com essa generalizacdo
¢ que algumas fungdes apresentam divergéncias para certos valores de n. Curiosamente, es-
sas divergéncias se cancelam ao combinar f(R)+ L(F(r)) +2V(¢(r)), que é precisamente a

combinacdo que aparece na a¢dao. Os demais termos da a¢do ndo apresentam divergéncias.
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Figura 19: Comportamento da fun¢do f(R) em fun¢do da coordenada radial (painel esquerdo)
e em fun¢do do escalar de curvatura (painel direito), fixando a = m = 1 e variando os valores
do parametro a;.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Com isso, podemos provar que € possivel encontrar diferentes tipos de fontes ma-

teriais para a métrica SV ao se considerar diferentes modelos de f(R).

3.2 Condicoes de Energia

No contexto da RG, é bem conhecido que geometrias do tipo BB violam todas as
condicdes de energia associadas ao tensor energia-momento [110, 154]. Isso ndo € totalmente
surpreendente, ja que geometrias BB interpolam entre BNs regulares e buracos de minhoca,
ambos conhecidos por violarem as condi¢des de energia [107]. Assim, € interessante investigar
se essa violacdo persiste no contexto de teorias modificadas da gravidade, como no nosso caso.

Analisaremos agora se, no contexto dos nossos modelos de f(R), a geometria BB
satisfaz a condi¢do de energia nula (NEC), a condicao de energia forte (SEC), a condigdo de
energia fraca (WEC) e a condicdo de energia dominante (DEC). Identificamos novamente o
tensor energia momento como (2.105).Essa relac@o é vélida em regides onde A(r) > 0. Para

regides onde A(r) < 0, a assinatura da métrica se altera, e temos:

TS = diag[p,,—p, ps, ps)- (3.86)
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3.2.1 Casol

Vamos agora analisar as condicdes de energia para o caso em que H(R) = agrR?.

Para regides onde A(r) > 0, temos:

2aa <2m —Va?+ r2>

p+pr= (a2 + 12)3/2
da’ag (a2 — 1Or2) <2a2 +18m2 +2r2 — 13mva? + r2>
3.87
+ (a2+r2)5 ) ( )
3a’m 5 [d®(4r* —9m?) +45m*r* +4r*  3m(a® —9r?)
P+p = — 4 ddPag + ,
(a2+r2)5/2 (a2+r2)5 (a2+r2)9/2
(3.88)
2a*m
p+Pr+2pt - <a2+r2)5/2
2 2 2 20,2 2 4 2 2
r“(7a~ +180m~) — 5a“(a” +9m~*) + 12r 31a”—100
+4“2"R{ : : 2 2(5 ) +m( 2a 2 9/2r )] ’
(a*+r?) (@®+r?)
(3.89)
4a’*m
p—prr= (@ +12)5/2
22 m(46r2 —25a%)  S5a*+a*(27m? +r?) — 90m?r* — 4r* 390
+ a dar (a2+r2)9/2 + (a2—|—r2)5 ) ( . )
p—py = 5ma’® 2d%ay
—p, =

(a2 +r2)3/2 (@ +r2)?

| ddag | RO — A1) | Tat - 2174 + 15m7) + SdaPm’ — 2871
R (a2 +1r2)%/2 (a®+r2)5 ,
(3.91)
_d(@m— Vi +1)
(@2 +12)5/2
- aza 4m(19a2 _ 88r2) . _14a4 +a2(34r2 i 9Om2) n 540m2r2 +48r4
Ml (@+r)on (@ +12) .

(3.92)
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Em regides onde A(r) < 0, temos:

2a? (\/ az+r?— 2m>

p+pr=

(aZ + 72)5/2
da’ag (a2 — 10r2) <2a2 +18m2 +2r2 — 13mvVa> + r2>
— 5 , (3.93)
(a®+r?)
a® (2\/ a’+r— m)
p+pl: (a2+r2)5/2
5 |m(16a>—157r2)  2a*+a* (2212 —27m?) +225m*r? + 24r*
+4a“ag 57 + 5 ,
(a*+7r?) (a®+r?)
(3.94)
4a?® 6a*m
p+prt2p = -

(a® + 1’2)2 (a®+ r2)5/2

»  |m(360r* —57a%)  9a*+a* (81m* —43r%) — 540m*r? — 52r
+4a“ag Y 5 ,
(@ +r2)% (a®>+1?)
(3.95)
o 4a’*m
p pr_(a2+r2)5/2
46r* —25a%)  5a*+a® (27m? +r?) —90m>r* — 4r*
+4a2aR m( r 9;1)+a a( m—l—r)5 m-r r . (3.96)
(@ +r2)" (a®>+1?)
L am
p pl - (a2+r2)5/2
Lag? m(73r2—28a2) 5a* —3r2 (a2+45m2) +36a*m? — 8r*
a Aar )
(a2+r2)9/2 (a2+r2)5
(3.97)
>
p=
(a+72)°
12m(a®>+7r%)  3a*+a® (9m? +19r2) +90m?r> + 1614
—2a2aR m(a —{—9}’2)_ a+a(m+ r)%; m-r-+ 16r . (3.98)
(a2 +72)° (a®>+1r?)

Os termos envolvendo ag representam as corre¢des da teoria f(R) para as condi¢des
de energia deste modelo. No entanto, as expressdes analiticas nao ilustram claramente como
essas correcoes modificam as condi¢des de energia.

Na Fig. 20, comparamos como a teoria f(R) modifica as condigdes de energia em
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relacdo a RG. Observamos que, para ag = —1, a combinacdo p + p, € sempre negativa, com
modulo ainda maior do que no caso da RG. Contudo, para ag = 1, hé certas regides onde p + p,
assume valores positivos, indicando que a teoria f(R) suaviza a violagao da condic¢@o de energia
nula. Pela anélise do comportamento de p e p — p;, percebemos que, dependendo dos valores
dos parametros escolhidos, em algumas regides onde as desigualdades eram satisfeitas no caso
da RG, elas passam a ser violadas, e em outras onde eram violadas, passam a ser satisfeitas.
Assim, as contribui¢des de H(R), neste caso o modelo H(R) = agR?, podem levar a condicdes

de energia que nao sao sempre violadas, como acontecia na RG.
3.2.2 Casoll

Neste caso, onde Hr = ar, temos que, fora de qualquer possivel horizonte, com

A(r) > 0, as seguintes combinagdes para as fungdes p, p, e p; sdo:

2a*> (14ayr) <\/a2 +r2— 2m>

e =T (a2 +1r2)7/? 7 o
3d2m apr <6a2m— (az +r2)3/2 —}—3mr2>
p+pr = + , (3.100)
(a2 +r2)*/? (a2 +r2)°/?
2a°m
p+pr+2pp = ——m——= (3.101)
’ ! (a2_|_r2)5/2
_ 24 42
r 2mr(4a4—|—5a2r2+2r4) 2tan 1(@)
Talze @ (a2 +r2)/? + a ’
4a*m
p—pr = ——— (3.102)
(a2+r2)5/2
ay [ 4mr (a4—a2r2—r4) 3a*r Sy [r—Va+r?
* a2 (a2+r2)5/2 22 +2atan a ’
p—»p 5ma? 242y ay [ mr (2a4—7a2r2—4r4) 242r (2a2+r2)
—p, = _ ud 3 _
(@+r2)? (@+r2)? & (a2 +r2)%/? (@ +12)?
) 2
+ 2atan”! <$)> (3.103)
a

a? <4m —Vat+ ,,2) a <4mr (2a4 —a*r? = r4) r (5a4 + 3a2r2)

242 (@ +12)%? (@42

p = 5/2 +2a2
— /2 2
+ 2atan”! <$)> (3.104)

(a*+r?)
a



Figura 20: Combinag¢des dos componentes do tensor energia-momento para o modelo
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H(R) = atRR2 em funcdo da coordenada radial, com a = 2 e m = 1, para diferentes valores do
parametro ag.
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Fonte: Elaborado pelo autor.




67

Ja para A < 0, temos:

2a* (1 +ayr) (\/a2 +r2— 2m>

a’ (2\/a2+r2 —m)
p+p = @1 (3.106)
ai [r3 <3m— \/a2+r2> +a*r <2m+ \/a2+r2)}
+ (a2+r2)5/2 !
(—6a4m+4a4 a2+r2> a
B 1 5 4. /212
p+pr+2p = 2(a2+12)52 +a2(a2+r2)5/2 [4”” tarvattr
— N 2
+ @ (10m+ Va2 +r2> +2a(a®+ r*)>/* arctan (u)
a
) (3.107)
4a’*m ap 4 5 4 )
p—pr = <a2+r2)5/2 +a2(a2—|—r2)5/z [4a mr—4mr’ —=3a’rv a-+r

22
- ar <4m +3V a2+ r2> +2a(a* 4 r*)*/? arctan ($> ]

a
’ (3.108)
2
_ — am ai . 5 5,4 < 5 2)
P —pt (a2+r2)5/2+a2(a2+r2)5/2[ dmr’ —2a’r |m++Na*+r
— 2 2
- ar <7m+2\/m) +2a(a? 4 r*)>/* arctan (ﬂ)
a
, (3.109)
a2
P T @y (3.110)
(@ +r2)°

2a? (a2 + r2)3/2 (a2 +r2)? a '

Os termos em que a; aparece representam as corregdes da teoria f(R) para as
condicoes de energia. Podemos extrair algumas informagdes diretamente das expressdes analiticas
de p+ p,. Se a; > 0 e considerarmos a regido com r > 0, a condi¢ao de energia nula serd violada
da mesma forma que na RG; jd para r < 0, a desigualdade NEC| serd satisfeita se r < —1/aj.
Para a; < 0, o efeito é o oposto: a desigualdade NEC) sera satisfeita se r > —1/a; e serd vio-
lada nas demais regides. Vamos analisar graficamente as condi¢des de energia para obter mais
informacoes.

Na Fig. 21, apresentamos a representacdo grifica da densidade de energia e suas

combinacdes com as pressoes em funcao da coordenada r, para diferentes valores do pardmetro
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Figura 21: Combinagdes dos componentes do tensor energia-momento para o modelo
Hg = ayr, em funcdo da coordenada radial, para m = 1, a = 2, e diferentes valores de a;.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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aj. Analisando a figura, vemos que a condicdo WEC3 > 0 é sempre satisfeita para a; =0 e
a; = —1, enquanto € violada em todo o espago-tempo para a; = 1. Por outro lado, é possivel
observar que a condi¢do NEC| » € satisfeita apenas em certas regides do espago-tempo, tanto
para a; = —1 quanto para a; = 1. Em relacdo a condicdo SEC3, vemos que ela € satisfeita para
todos os valores de r para a; = 1 e a; = 0. Quanto a condi¢do DEC| >, embora p — p,; > 0
para a; = —1 e a; = 0 em todo o intervalo de r, verificamos que esta condi¢do so € satisfeita
em certas regides, jd que p + p,; > 0 apenas em regioes limitadas.

Dessa forma, concluimos que, dependendo dos valores escolhidos, essa forma da
teoria f(R) contribui para que as condi¢des de energia sejam satisfeitas, a0 menos em certas

regides do espago-tempo.
3.2.3 Caso Il

Vamos agora considerar as correcdes as condi¢des de energia para o modelo Hg =

arr?. Nas regides onde A(r) > 0, temos

2 [a*ar + arr* + a* (1 + 3arr?)] [az + 7% +4m (m — \/m)}

p+pr =
(a®+r2)° (—2m+ \/m>
) (3.111)
—2apr* (—3m—|— va? —1—1’2) +a? [3m—|—a2r2 <9m— 2V a? +r2)}
g (3.112)
2a*m 20> +3r2  m(4a®* + 542> +2r*
PPt = e [ ( — A NERTES
(a®>+7r?) as+r (a®>+7r?)
4a*m 2¢>+5rF 2m (2a4 +7a%r% + 4r4)
p=prr = = 2 2\5/2 2 2 2 2n\5/2 ,  (3.114)
(@®+r?) as+r (@®>+71?)
a? (2\/az+r2—5m>
p—pr = (a2+r2)5/2 (3.115)
m (a2—|—2r2) (12a2—|—7r2) 2 (3a4+9a2r2+5r4)
— _ ’
(a2 +r2)%? (@ +12)?

. _ a? (4m—\/a2—|—r2> n az = [2},4 <5m—3\/m)

(a2 +r2)%? (@412
—  (3a* —10a°r%) ( a2+r2—2m>] :

(3.116)



Figura 22: Combina¢do dos componentes do tensor energia-momento para o modelo
Hg = arr?, em funcdo da coordenada radial, para m = 1, a = 2 e diferentes valores de a;.
1 .. T T T T T P 1 T T T T T
ay=l —— ,
ay=-1*z---

a=l ——
ay=-1----

a2—0 """""

p+p, + 2p,

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Nas regides onde A(r) < 0, temos

2 [a*ar + aor* + a* (14 3ayr?) ] [az +r*+4m (m— \/mﬂ
ptp, = — AT
(a2—|—r2)/ <—2m+\/a2—|—r2>

N a’ (2\/a2+r2—m> N m(—4a* —3a’r* +2r*)  2(a*+2a%r?) (3.118)
P+ Dt a AD-
(a?+r2)3/2 (a2 +r2)°? (a2 +12)°
24 (2 Var+r?— 3’”) m (8a4 +17a*r? + 6r4) 4a* +11a*r* + 5/
p+pr+2p = 572 —2a 5/2 2
(a2 +12) / (a2 +12) / (@ +12)
, (3.119)
4a’*m 34> daym (2a* + 7a*r* + 4r*
p—pr = —52+2a2( ; 2—5)+ RO ) i)
(@2 +12) / as+r (@ +r?)
2 2 4 2,2 4
am a arm (8a” + 19a°r- + 10r
(a®>+r?) (a*+7r?)
a? 2aom (a2 +3r%) @ (a2 + 2r2)2
p = >+ s . (3.122)
(a®>+1?) (a®+r?) (a®>+1r?)

Os termos envolvendo a, representam as corregdes da teoria f(R) as condi¢des de
energia. Como as expressoes analiticas sao pouco claras, priorizaremos a andlise grafica.

Na Fig. 22 mostramos como os componentes do tensor energia-momento sao modi-
ficados pela presencga da teoria f(R). Como o modelo de f(R) é simétrico sob a transformacdo
r — —r, as condi¢des de energia também sdo simétricas, permitindo focar apenas no compor-
tamento para r > 0. Para ap = 1, assim como em RG, a condicdo NEC; € sempre violada.
Desconsiderando a condi¢do SEC3, a escolha ap = 1 parece ampliar as regioes onde as de-
mais condi¢des sdao violadas em comparacdo a RG. Para ay; = —1, a condi¢do NEC; € violada
em mais regides que em RG; contudo, essa violagao ndo ocorre em todo o espago-tempo. A
condi¢do NEC| passa a ser satisfeita em algumas regides. Observa-se que ha regides onde todas
as combinagdes sdo positivas, indicando que, a0 menos em algumas regides do espago-tempo,

todas as condicdes de energia sdo satisfeitas.
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3.2.4 CasolV

Vamos agora analisar as condi¢des de energia para o modelo final, Hg = azX. Nas

regides onde A > 0, temos

a? (4m —2vVa*+ r2> 3a’ay (—Zm\/ a2+r2+a*+ ,,2)

p+pr — (a2+r2)5/2 - (a2+r2)5/2 ) (3123)
3a’m 3m r?
2a2m ay <10a4 +a? <22r2 —9mva? + r2> + 12r4>
p+prt2p = + , (3.125)
(a2 +1r2)Y? 6(a2+1r2)>?
442 3 5a% + 4r? 54> + 1272
p—p = a mS/2 azm( a 2r ) B az( a 3;2)7 (3.126)
(a>+1r?) 2(a’>+r?) 3(a®+7r?)
) a? (Sm —2Va? +r2> . 3agm (7a2 —|—2r2) as (14a2 —|—9r2) G127)
4 = - .
t (a2 +r2)? 2(a2 +r2)? 3(a2+r2)*?
p - a? (V a*+r? —4m> N 3aym (9a2 +4r2) as (7a2 +6r2) (3.128)
(a®+r2)? 4@ +r2)7 3@+

Nas regides onde A < 0, temos

2a® (\/ a’+r?— Zm) 3a’ay (—2m\/ a?+r2+a*+ r2)

p+pr = (a2+r2)5/2 + (a2—|—r2)5/2 , (3.129)
a* <2\/m - m) 3agm (r? —a?)  ay (3a* —1?)
prp = (a2 +1r2)*? T @an? (@2 +r2)*? G0
p+pr+2p = 2a° (2va2+"2 —3m) _ 2Talaym | ax(23a’+6r%) , (3.131)
(a2+r2)5/2 2(a?+1r2)? 3(a2+r2)3/2
p_p = 4a*m 3aym (Sa2 —|—4r2) _as (Sa2 + 12r2) (3.132)
(a2+r2)5/2 2(a2+r2)2 3(a2—|—r2)3/2 7
p—p = a*m N 3aym (3a® +2r?) ax (5a%+9r2) | (3.133)
@+ 2@+ 3(@+2)Y?
p = a? n 3aym (a2 +4r2) n 2ay (a2 — 3r2) (3.134)

(@ +r2)? 4(a? +12)* 3((12—}—r2)3/2 '
As corregdes introduzidas por este modelo da teoria f(R) nas condigdes de ener-
gia estdo representadas pelos termos que envolvem ay. Para melhor compreendermos tais
modifica¢des, analisaremos o comportamento dessas combinagdes graficamente.

Na Fig. 23, analisamos graficamente como as combinacdes dos componentes do
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Figura 23: Combinagao dos componentes do tensor energia-momento para o modelo
Hp = ayX, em funcdo da coordenada radial, para m = 1, a = 2, e diferentes valores de ay.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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tensor energia-momento se comportam em funcdo da coordenada radial. As combinagdes apre-
sentam simetria sob a transformacdo r — —r, assim como o proprio modelo escolhido para
f(R). Para ay = 1, todas as condig¢des, exceto NEC}, sdo satisfeitas em pelo menos algumas
regides do espaco-tempo. Para ay = —1, a condicdo NEC| torna-se satisfeita. Contudo, as de-
mais condi¢des sdo violadas em regides onde elas eram satisfeitas no caso da RG. Entretanto,
com excecdo da condicao SEC3, todas as condi¢Oes sdo satisfeitas em pelo menos algumas
regides do espago-tempo.

Concluimos, assim, que as modifica¢des introduzidas pelo modelo de teoria f(R)
utilizado podem relaxar a violagdo das condi¢cdes de energia em algumas regides do espago-

tempo.
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4 FORCAS DE MARE EM BLACK BOUNCES

Além dos buracos de minhoca, outra maneira de lidar com o problema das singu-
laridades nas solugdes € através dos espacos-tempos BB. Nesse tipo de espaco-tempo, a singu-
laridade e seus arredores sao removidos e substituidos pela garganta de um buraco de minhoca
[118]. O primeiro modelo de BB foi proposto por Hochberg e Visser em 1997, e mais tarde
estudado por Simpson e Visser em 2018 [154, 155]. Essa métrica, conhecida como espacgo-
tempo de Simpson-Visser (SV), pode ser obtida por um processo de regularizagdao da métrica
de Schwarzschild, introduzindo o parametro a, que regulariza o espaco-tempo ao substituir
x — Vx% + a? nos coeficientes métricos. Dependendo do valor desse parimetro, a solu¢do pode
representar um BN singular, um BN regular ou um buraco de minhoca. Do ponto de vista
das sombras dos BNs, essas solu¢des podem imitar de forma muito préxima suas contrapar-
tes singulares [59, 156-158]. Vérios modelos de BB sdo construidos usando esse método de
regularizacdo [159-165]; no entanto, outros modelos surgem a partir de abordagens distintas
[109,110,166-171].

Esses espacgos-tempos, conforme propostos na maioria dos casos, nao sao solucoes
das equacdes de campo de teorias conhecidas. No entanto, € possivel realizar um procedimento
de engenharia reversa, no qual os espagcos-tempos sao impostos como solucdes das equagdes de
campo, e a partir disso determina-se o tipo de fonte que gera tais solugdes [84]. O tipo mais
comum envolve um campo escalar fantasma, que também pode ser do tipo k-esséncia, combi-
nado com uma eletrodinamica ndo linear. Esse tipo de fonte foi encontrado para diversos tipos
de solugdes, como configuragdes esfericamente simétricas [108, 113, 117, 148, 149], solucdes
cilindricamente simétricas [116,172], modelos em 2 + 1 dimensdes [115], em teorias modifica-
das da gravidade [114, 145, 173], e até mesmo em cendrios com quebra da simetria de Lorentz
[174].

No entanto, espera-se que, uma vez que se alcance uma descricdo quantica com-
pleta da gravidade, muitos dos problemas atuais da RG desaparecam, incluindo as singularida-
des. Nesse contexto, uma possivel teoria candidata € a gravidade quantica em lagos (LQG, em
inglés), que busca quantizar o proprio espago-tempo [175]. Inspirados por essa ideia, € possivel
adotar uma abordagem efetiva para introduzir corre¢des quanticas na gravidade. Em [176,177],

foram consideradas corre¢des de holonomia no espago-tempo nao homogéneo mais simples,
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o esfericamente simétrico, obtendo-se assim uma solu¢do de BN livre de singularidade con-
tendo uma hipersuperficie tipo espaco minima dentro do horizonte. Dessa forma, vemos que
solucdes BB também podem surgir naturalmente a partir de modelos efetivos inspirados pela
LQG [178-181].

As forcas de maré sdo o resultado da variacdo do campo gravitacional de um corpo
massivo ao longo da extensdo de outro corpo [182]. Essa diferenga nas forgas experimenta-
das pode causar deformagdes no corpo afetado, geralmente alongamento em uma direcdo e
compressao em outra. Se o campo gravitacional for suficientemente intenso — um cendrio as-
trofisicamente vidvel, por exemplo, quando estrelas estdo localizadas proximas a BNs [183] —
havera um ponto no qual as for¢as de maré superam as forcas internas do corpo secunddrio,
levando a sua ruptura, chamada de *disrup¢ao por maré* [184, 185]. Esse ponto é denominado
*raio de Roche* [186]. No caso de um BH de Schwarzschild, um corpo em queda livre experi-
menta forcas de maré que o alongam na direcdo radial e o comprimem nas dire¢des tangenciais
[182]. Essas forcas aumentam a medida que o corpo se aproxima do BN, divergindo no cen-
tro, a singularidade. Dependendo da massa do BN, o raio de Roche pode situar-se dentro do
horizonte de eventos, de modo que a disrup¢ao por maré ndo seja observavel [182].

Diferentes solu¢des de BN podem exibir forcas de maré distintas e, consequente-
mente, propriedades diferentes. No caso do BN de Reissner—Nordstrom, as componentes radiais
e tangenciais da forca de maré atingem um méximo/minimo e depois mudam de sinal, possi-
bilitando um efeito de compressdao no corpo em queda, ao invés de alongamento [187, 188].
As componentes da forca de maré também podem divergir nesse caso, mas as particula teste
que caem nesse espaco-tempo atingem um ponto de aproximac¢do maxima no qual a forca de
maré permanece finita [187]. Para BNs regulares, também se observa uma mudanca de sinal
nas componentes da forca de maré; no entanto, ao contrario do caso de Reissner—Nordstrom,
nao ha divergéncias nessas componentes [189, 190]. Por outro lado, existem solu¢des nas quais
as forcas de maré divergem mesmo no horizonte de eventos [191]. Portanto, vemos que, de-
pendendo do modelo de BN considerado, as for¢as de maré podem apresentar comportamentos

bastante distintos [192-201], e tais modificacdes podem afetar diretamente o raio de Roche.

4.1 Espaco-tempos

No sistema de coordenadas em que a coordenada radial pode assumir valores entre

—oo < x < +oo (incluindo zero), as geometrias BB geralmente t&ém seu elemento de linha escrito
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na forma
ds? = — f(x)dt* + ax +2(x)%dQ3, (4.1)
8(x)
onde dQ2 = d6? +sin® 0d¢>.

Entretanto, por razdes que se tornardo claras a seguir, € sempre possivel realizar a
transformacio de coordenadas dada por 2 = X(x)?, em que agora a coordenada radial assume
um valor minimo dado por r = X(x = 0). Com isso, podemos reescrever o elemento de linha em
uma forma mais conveniente, onde chamamos a coordenada radial simplesmente de r. Assim,

temos

d 2
ds® = — f(r)di® + Trr) +2dQ3, 4.2)

onde € importante lembrar que a coordenada radial nao pode assumir o valor r = 0. Ou seja, ela
possui um valor minimo, diferente de zero, que dependerd da geometria BB especifica.
A seguir, discutiremos os aspectos gerais das geometrias BB que serdo abordadas

neste trabalho.
4.1.1 Espago-tempo SV

O espaco-tempo SV € a geometria BB mais simples [154, 155]. Esse espaco-tempo
pode ser obtido por meio de um processo de regularizagdo aplicado aos coeficientes da métrica
de Schwarzschild, fazendo-se a substituicdo x — \/m. Portanto, a métrica SV é um caso
particular do elemento de linha (4.1), com:

fx)=glx)=1- \/%, Y(x) = V% +a?. (4.3)
Esta € a forma mais conhecida e amplamente estudada do espaco-tempo SV. Contudo, podemos
aplicar a transformacdo de coordenadas discutida anteriormente e expressar essa solucio como
um caso particular do elemento de linha (4.2), resultando em [202]

flr)= 1—2—m7 h(r) = (l—z—m) (l—i—j), 4.4)

r r

onde a coordenada radial assume valores entre a < r < —oo.

E bem conhecido na literatura que, dependendo dos valores do parimetro a, este
elemento de linha pode descrever um buraco negro regular, um buraco de minhoca unidireci-
onal, um buraco de minhoca bidirecional ou um buraco negro singular. No sistema de coor-

denadas que estamos utilizando, o horizonte de eventos esta localizado em r = r;, = 2m, como
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ocorre usualmente no caso de Schwarzschild, e o raio da garganta estd localizado em r; = a.
Para a > 2m, o raio da garganta se torna maior que o raio do horizonte, e, nessa situacao, o

espaco-tempo representa um buraco de minhoca atravessiavel em ambas as direcoes.
4.1.2 Tipo Bardeen

Um segundo modelo BB amplamente estudado na literatura € o tipo Bardeen [110].
No sistema de coordenadas original em que foi inicialmente proposto, esse espago-tempo €
descrito pelo elemento de linha (4.1), cujos coeficientes métricos sao

X(x) = Vx4 a?. (4.5)

2
3/27

(x2+a2)*

No sistema de coordenadas que estamos considerando, essa solugdo serd descrita pelo elemento

de linha (4.2), cujos coeficientes sdo

, (4.6)

2m  2ma? a?
h(r):<1—7+ 3 > (1_ﬁ>' 4.7

Essa solucdo apresenta dois horizontes e uma garganta de buraco de minhoca escondida atrds

dos horizontes: um horizonte de eventos e um horizonte de Cauchy. Assim como no caso
SV, o raio da garganta do buraco de minhoca é dado por r; = a. As expressdes analiticas
para os horizontes sao complicadas, mas podemos analisar seu comportamento em func¢io do
parametro de regularizacio graficamente. Na Fig. 24, observamos o comportamento dos raios
do horizonte de eventos, do horizonte de Cauchy e da garganta do buraco de minhoca. Existe
um valor extremo, a = dext — 347”%, acima do qual nao existem horizontes, resultando em uma
configuracdo de buraco de minhoca. Para a < aey, a garganta do buraco de minhoca permanece
escondida atrds dos horizontes. A estrutura causal deste espaco-tempo foi estudada em detalhe

em [110].
4.1.3 Correcoes de holonomia

Um terceiro modelo BB que podemos estudar € o BN de Schwarzschild com corregoes
de holonomia. Esse espago-tempo € descrito pela métrica (4.2), cujos coeficientes sao dados por

[176,177]:

r r

) =1-2" h(r)= (1—2—’") (1—9), 4.8)
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Figura 24: Comportamento dos raios do horizonte e do raio da garganta do buraco de minhoca
para a solugdo do tipo Bardeen em fun¢@o do parametro de regularizacdo. Escolhemos m = 1.

Event Horizon
Cauchy Horizon - - - -
Radius of the Throat

05 | e 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

onde a < 2m. De forma similar ao caso SV, essa solu¢do apresenta um horizonte de eventos
localizado em r = 2m e uma garganta de buraco de minhoca com raio r; = a. Uma andlise da
estrutura causal desse espagco-tempo pode ser encontrada em [203].

Diferentemente dos outros modelos BB, esse espago-tempo nao exibird buracos de
minhoca atravessaveis, ja que a < 2m, de modo que o raio da garganta nao pode ser maior que
o raio do horizonte de eventos.

Esse modelo também pode ser escrito em um sistema de coordenadas diferente,
similar aos outros modelos, considerando r? = x* + a?. Nesse caso, temos o elemento de linha

(4.1) com:
2m

o=l

4.9)
(x) (1 am )<1+ ¢ >_1 (4.10)
gx)=(1——— —_— , .
Vx?+a? Vx?+a?
com X(x) = vx? +a?. Adotar esse sistema de coordenadas para o modelo ndo é particularmente
vantajoso, pois leva a trés fungdes que dependem da coordenada radial x, tornando o problema

mais dificil do ponto de vista algébrico.
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4.1.4 Buraco negro polimerizado

O dltimo modelo BB que consideraremos é o buraco negro polimerizado. Esse

espaco-tempo ¢é descrito pelo elemento de linha (4.2), cujos coeficientes sao dados por [178]:

/ 2 2
f(r)= 1—‘;—2—7"1, (4.11)
2 2
h(r) = ,/1_3—2—27'" (1—‘:—2). (4.12)

Essa solugio possui um horizonte de eventos em r;, = va% +4m? e, como em todos os casos
anteriores, possui uma garganta de buraco de minhoca localizada em r; = a, a qual esté escon-
dida atrds do horizonte de eventos. E interessante notar que ndo hd um limite superior finito
para a que remova o horizonte de eventos neste modelo; portanto, ndo importa quao grande
se torne o raio da garganta do buraco de minhoca, o raio do horizonte de eventos sempre serd
suficientemente grande para oculti-la.

Assim como nos outros casos, ao escolher a transformacao de coordenadas P2 =
x% + a?, podemos reescrever esse espaco-tempo como (4.1) com:

F(x) = g(x) = % 5(x) = V1. .13)

Embora o espago-tempo seja escrito de forma bastante simples nesse sistema de coordena-
das, para os propdsitos deste trabalho, consideraremos sempre 0s espagos-tempos expressos na
forma (4.2).

Embora existam muitos outros modelos BB na literatura [110, 166], neste artigo fo-
caremos nos quatro modelos apresentados aqui, pois estdao entre os mais estudados em diversos

contextos.

4.2 Geodésicas radiais

Vamos agora voltar nossa atencao para o movimento geodésico de particulas massi-
vas neutras imersas em um espago-tempo descrito por um elemento de linha geral escrito como
na equacao (4.2). Assim, temos que, para geodésicas tipo tempo:

2
h(r)

onde o ponto representa a derivada em relagdo ao tempo proprio 7. Assumiremos que 0s corpos

—1 = —f(Ni2+ —— +r*0* +r*sin* 02, (4.14)

de teste seguem geodésicas radiais, de modo que adotaremos 8 = 7/2, 8 =0 e ¢ = 0. Além
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disso, como temos um vetor de Killing tipo tempo, temos a seguinte equacdo de conservacao:
E = f(r)i. (4.15)

Na equacgdo acima, associada a conservacdo da energia da particula ao longo do
movimento geodésico, a constante E representa a energia por unidade de massa do corpo de

teste. Com isso, podemos reescrever a equagao (4.14) como

E? 2
_mjLW:_l, (4.16)

ou

dr_, [IE2= sty

o= 0 4.17)

Como assumiremos que o corpo estd se movendo radialmente em dire¢do a geome-
tria BB, a partir de agora consideraremos apenas o sinal negativo da equagdo acima. Ademais,
se a particula for liberada do repouso em r = b, sua energia por unidade de massa serd entao

dada por E = /f(r =b). Com isso, se o espaco-tempo for assintoticamente plano, temos o
caso especial em que E =/ f(b — =) = 1.

4.3 Equacoes gerais

Como mencionado anteriormente, nosso principal objetivo aqui € investigar as forcas
de maré experimentadas por observadores imersos em espacos-tempos do tipo BB. Para isso,
faremos uso da equacdo de desvio geodésico, que descreve a aceleracdo relativa entre duas

particulas infinitesimalmente proximas, dada por

D*EHR i
S =K &7, (4.18)

onde &M é o vetor de deslocamento infinitesimal entre geodésicas vizinhas e K* y € o tensor de

maré, dado em termos do tensor de Riemann por

K'Yy =R" o uuP, (4.19)

By

onde u* é o vetor tipo-tempo tangente a geodésica, que satisfaz u®ub gap = — 1. Para calcular os
componentes da for¢a de maré, devemos utilizar o formalismo dos tetradas, ou seja, devemos
empregar a base ortonormal de tetradas para analisar a forca de maré experimentada por um

corpo de teste nas proximidades do BB. Assumimos que o corpo de teste segue uma geodésica
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radial. Assim, o tensor métrico escrito em termos dos tetradas é dado por
eley (4.20)

onde os indices com chapéu referem-se a base tetrddica, e 1,; = diag(—1, 1, 1, 1) é a métrica
de Minkowski em coordenadas cartesianas.

Para compreender os efeitos das for¢as de maré, € necessario observar como evolui
a aceleracdo espacial entre dois corpos de teste em queda livre em direcio ao BB. Em nosso
caso, consideraremos que o observador estd fixo a primeira particula, que segue uma linha
mundo dada por x*(7) e que passa por um evento P da variedade em um dado instante 7.
Nesse contexto, a base tetradica definird o Referencial de Repouso Instantaneo (IRF, do inglés
Instantaneous Rest Frame) da primeira particula, isto €, do observador, no ponto P. A base de
tetradas é ﬁ” para um observador em queda livre radial em um espaco-tempo BB € tipicamente
escolhida de forma que o vetor tipo-tempo se alinhe com a 4-velocidade do observador. Para

um observador em queda a partir do repouso, os tetradas podem ser escritos como:

é()” = , 4.21)
éi“ = (4.22)
éé“ = (4.23)
et = 10,00 L (4.24)
5 »7 7 rsin® ) '

Na Fig. 25, apresentamos um diagrama representando a linha de universo da pri-
meira particula, a qual estd associada a base tetrddica. A figura também ilustra o vetor de
deslocamento infinitesimal entre as geodésicas vizinhas x* (1) e ¥ (7).

()ﬂ ¢ a 4-velocidade, ou seja, é()“ = uM, enquanto é
égu formam uma base ortonormal para o espaco tridimensional nas vizinhancgas do observador

H
1

et e

O vetor tipo-tempo é 5

em queda livre. O vetor éi“ aponta na direcdo radial, descrevendo variagdes na coordenada
r, sendo normalizado e ortogonal ao vetor temporal é()” . O vetor éi“

0, correspondente a pequenas variagdes angulares de latitude, enquanto é;‘ aponta na direcao

aponta na dire¢do polar

azimutal ¢, descrevendo variagdes angulares em torno do eixo de simetria. Esses vetores sao
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Figura 25: Representacdo esquemadtica da base tetradica associada a particula no ponto P.

Também € mostrado o vetor de deslocamento infinitesimal £# entre duas geodésicas vizinhas
(1) e (7).

Fonte: Elaborado pelo autor.

mutuamente ortogonais e satisfazem a condi¢do de normaliza¢do de Minkowski
A A B i;
efte) =8,", (4.25)

assegurando que um observador local que mede distancias e angulos neste referencial obtenha
resultados consistentes com a relatividade restrita. Calculando o tensor de Riemann associado
a métrica (4.2) e projetando-o sobre a base tetrddica de um observador em queda livre em um

espaco-tempo BB, pode-se mostrar que o tensor de maré no referencial tetradico é dado por
K% = diag(0, k1, k2, k2), (4.26)

onde

h// /h/ h/2
_hfTFH RS

ki AF T ar A (4.27)
_ (EZ_f)h/ E2hf/
b o= S (4.28)

E interessante notar que, para solucdes descritas pelo elemento de linha (4.2) com f(r) = h(r),
o componente k, do tensor de maré nao depende da energia.

Com as equagdes acima, podemos escrever as equacoes que descrevem a aceleracao
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relativa entre dois observadores proximos como

ng 7 hf// f/h/ hf/Z s
D2 (_Zf_4f+4f2)§7 (4.29)
ngé E2_f W Eth/ .
Dz (( er) T )59, (4.30)
ngé E2_f W Eth/ .
D = (( er) o )5‘1’. 4.31)

As equagdes especificas dependerdo do tipo de espaco-tempo de BB considerado,
o que serd analisado caso a caso na subsecao seguinte. No entanto, antes disso, € util escrever
as equacoes que descrevem a variagdo do vetor de deslocamento como fun¢io da coordenada
r. Esse vetor fornece informacgdes sobre a deformagdo experimentada por um corpo de teste
em queda livre dentro do espaco-tempo BB. Para obter as componentes (4.29)-(4.31), devemos
relembrar a equacdo (4.17), a qual nos permite escrever as seguintes equacdes diferenciais de

segunda ordem para as componentes de &

7 N
—
o)
[\)
|
>
Iyl
N———
g
2
+

2 I 2y ¢! " 1" W 12
<(E f)gfz Ehf>§’+<J; +1 41;,2)5 =0,(4.32)

((Ez—f)fh’—Ezhf’) g (( h’ Ezhf’)
212 2rf 2r f2
(4.33)

((Ez_f)fh/_Eth/)qu,_((EZ W Eth/) §¢_
272 20 f 212

N
—
ol
[\S)
|
>
Iy
N——
g
e
+

VN
—
w5
[\
|
)
Iyl
N———
g
=2
+

(4.34)

As equagdes acima geralmente nao admitem solucdes analiticas, sendo necessario
utilizar métodos numéricos para resolvé-las. Consequentemente, precisamos estabelecer condi¢des
iniciais para sua resolu¢ao. Em nosso caso, hi duas condi¢des iniciais comumente utilizadas na

literatura no contexto do estudo de for¢as de maré, a saber:

By >0, B (b)=o0, (cr), (4.35)
By —o, &8 by >0, (cm, (4.36)

onde 53 (b) é a componente = {#, 6,9} do vetor de deslocamento infinitesimal em r = b.
Além disso, a condicdo (ICI) corresponde a liberagdo do repouso em r = b de um corpo com-
posto por poeira sem interagao interna, enquanto a condicao (ICII) corresponde a permitir que

um corpo de poeira exploda em r = b. Neste trabalho, focaremos apenas na condi¢ao (ICI).



85

Com as equacdes gerais em maos, podemos agora realizar uma anélise detalhada

das mesmas para diferentes espagos-tempos do tipo BB.
4.3.1 Efeitos das forcas de maré em espacos-tempos SV

Como primeira aplicacdo, voltamos agora ao espaco-tempo de SV. Com isso, consi-

derando a equacgao (4.4), podemos reescrever as equagdes (4.29), (4.30) e (4.31) para este caso

como
D*E7 2r2 —3a®)m _;
—5 = %5 , 4.37)
D2&° _ a2[3m—|—r(E2—1)]—mr2§é 438)
DT s ! '
ng‘ﬁ aABm+r(E2— 1D —mr? _;
o = | ( . ) £9. (4.39)

Podemos tirar algumas conclusdes analiticas a partir dessas equagdes. Primeira-

mente, € facil ver que a for¢a de maré radial vai a zero no ponto r = r;

3
ry= \/;a, (4.40)

e alcanga um valor mdximo no ponto r = r;,,,

5
o = \/;a. (4.41)

Se a > 24/2/3m, o ponto onde a componente radial da forca de maré é zero estara fora do
horizonte de eventos, entdo neste caso serd possivel, em principio, observar esse efeito de com-
pressdo. Paraa > 24/2/5m, o maximo da componente radial estara localizado fora do horizonte

de eventos. A for¢a de maré angular vai a zero em r = r

a* (E?—1) +/a* (E2 - 1)2 +12a%m?
ry = > , (4.42)
m

¢ alcanga um valor minimo no ponto 7.

2¢> (E*—1) + \/4614 (E2—1)* +45a°m?

m (4.43)

a —
Fmin =

Observamos que as expressdes para o ponto minimo e para o ponto onde ocorre a mudanca

de sinal dependem explicitamente da energia. Essas expressdes podem ser significativamente



86

simplificadas se considerarmos o caso E = 1, onde obtemos
r6=v3a, e ri,=+V5a. (4.44)

Para um valor arbitrario da energia, o ponto onde a componente angular atinge seu valor minimo
ou onde muda de sinal estard fora do horizonte se a assumir os valores a > 2m/ V2E2f1e
a>2v3m / V/8E2 477, respectivamente. Esses valores podem ser simplificados para o caso em
que escolhemos E = 1, obtendo-se assim a > 2m/ V3ea>2m / V5.

Também podemos calcular como essas for¢as se comportam na garganta da solucao,

r = a. Nesse caso, temos

DZ&? m ..

DT2 r=a - _$§r7 (445)
ngé 2m+a(E*—1) g

D’C2 r=a - a3 é ’ (4.46)
D2E? 2m+a(E*—1) 5
Sl = 5 3 (4.47)

Todas as componentes sao regulares na garganta e se tornam mais intensas conforme o valor de
a diminui. No limite de Schwarzschild, a — 0, essas componentes divergem.

Na Fig. 26, observamos o comportamento da componente radial da for¢a de maré,
k1. Como discutido, podemos ver que se o valor do pardmetro a for pequeno o suficiente,
tanto o ponto onde k| alcanca seu maximo quanto o ponto onde k; muda de sinal permanecem
ocultos atrds do horizonte de eventos. Na Fig. 27, observamos o comportamento da componente
angular da for¢a de maré, k>. De maneira semelhante ao que acontece com a componente radial,
se o valor de a for pequeno o suficiente, os pontos minimos de k; e o ponto onde k, muda de
sinal estdo escondidos pelo horizonte de eventos, impossibilitando sua observa¢dao. Em geral,
para pontos mais distantes, k; assume valores positivos enquanto k, assume valores negativos,
levando a um estiramento dos corpos nessas regioes. Para distancias menores, k| assume valores
negativos enquanto k, assume valores positivos, resultando em um evento de compressao.

Sobre o vetor deslocamento para o caso de SV, podemos tentar escrever expressoes
analiticas para as solugcdes das equagdes (4.32)—(4.34). No entanto, essas expressoes sao bas-

tante extensas e escritas em termos de integrais elipticas. Podemos tentar simplificar escolhendo

37 r?
74—‘;1;;)), (4.48)

o caso especial onde E — 1. Neste caso, encontramos que

A 2
&= ﬂ—kgazr (\/ r:—a?+aiF (

NS

\/;
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Figura 26: Forca de maré radial em funcio da coordenada r para diferentes valores de a,
fixando m = 1. A linha vertical esta localizada em r = 2m.

1 1 1 1
0.14 - a=0 ——- i
a=1.1 ----
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0.1 | 3 |
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0.02 |- i
0 = -
-0.02 |
" 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 27: Forca de maré angular em fun¢do da coordenada r para diferentes valores de a,
fixando m = 1 e b = 30m. A linha vertical estd localizada em r = 2m.

j 1 1 1 1 1
o 8y g
-0.01 | . .
002f +f 4 -
003 F | .
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-0.04 | |4 .
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0.05 F ! -
N a=0 — -
006 F f! a=0.8 - - -
! a=1.7 e
-0.07 F ]! a=2 -
! a=3
-0.08 1 1 1 1 1 1
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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E9 =bir+ Ay (4.49)
a
A 2ibyr?/2F (4,4:5:5)
£0 — byt il (4.50)
a

onde > F (x1,x2;x3;x4) € a funcdo hipergeométrica e as constantes de integracdo ay, ap, by € by
podem ser determinadas impondo as condi¢des de contorno em b. No entanto, essas compo-
nentes do vetor deslocamento tornam-se mais claras quando analisadas graficamente.

Na Figura 28, observamos o comportamento das componentes radial e angular do
vetor deslocamento para geodésicas radiais no espaco-tempo de SV considerando a condi¢ao
inicial (4.35). Quanto a componente radial, notamos que alterar o parametro de regularizacdo a
ndo altera significativamente a forma da curva. Além disso, para um dado ponto, a componente
radial € maior para valores menores de a. Esse resultado € esperado, pois a aceleragdo radial
€ maior para valores menores de a, levando a uma separacdo menor para valores maiores do
parametro de regularizacdo. Para a componente angular, o comportamento € diferente. Embora
as diferencas sejam pequenas, a separacdo angular aumenta com o aumento dos valores de
a. Além disso, € importante notar que, para a # 0, algumas curvas terminam abruptamente.
Isso ocorre porque, nesse sistema de coordenadas, a regido permitida € a < r < 4o, 0 que
significa que os graficos terminam na garganta do buraco de minhoca. Na Figura 29, fixamos o
ponto no qual analisamos as componentes do vetor deslocamento e examinamos como elas se
comportam para diferentes valores de a. Observamos que as diferencas na componente radial
sdo bastante pequenas, enquanto na componente angular tornam-se mais evidentes apenas para
valores maiores de a.

Embora possam parecer diferentes, nossos resultados sdo consistentes com os apre-
sentados na referéncia [199]. A aparente discrepancia surge devido a escolha do sistema de
coordenadas, e esta se¢cdo demonstra como diferentes sistemas de coordenadas podem afetar a

visualiza¢do dos resultados.
4.3.2 Efeitos das forcas de maré em BB do tipo Bardeen

Agora iremos analisar os efeitos da forca de maré no background dado por um BB
do tipo Bardeen.

Levando em conta as equagoes (4.6) e (4.7), podemos reescrever as equacoes (4.29),



Figura 28: Componentes radial (acima) e tangencial (abaixo) do vetor deslocamento para
geodésicas radiais no espaco-tempo de SV em fun¢do da coordenada radial para diferentes
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valores de a. Neste caso, foram usadas as condi¢des de contorno (4.35) com b =100e m = 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 29: Componentes radial (acima) e tangencial (abaixo) do vetor deslocamento para
geodésicas radiais no espaco-tempo de SV em fun¢ao do parametro a para um valor especifico
da coordenada radial r = 5. Neste caso, foram usadas as condi¢des de contorno (4.35) com
b=100em=1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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(4.30) e (4.31) para este caso como

D*" m (15a* — 15a2r2+2r4)§f 451
DTZ - r7 I ( . )
D?E® —5a*m+a*r?* (6m+ (E>—1)r) —mr* _,
= - £°, (4.52)
T r
(4.53)
Dzéqs —5a*m + a’r? (6m + (E2 — 1) r) —mr* p
Dz 7 &’ (4.54)
T r
(4.55)

Quanto a forga radial, € possivel concluir que ela se anula em dois pontos diferentes

da coordenada radial, dados por

o) = g« [15++/105, ) = g\/ 15—105, (4.56)

de modo que podemos concluir que, diferente do caso de SV, aqui a for¢a de maré radial muda
de sinal duas vezes. Dependendo do valor de a, a primeira mudanca de sinal que k; sofre pode
estar localizada fora do horizonte de eventos. Entretanto, para os casos onde os horizontes
existem, a segunda mudanca de sinal estard sempre escondida atrds dos horizontes.

A forc¢a radial atinge seu valor mdximo em r = a, como serd melhor entendido mais
adiante. Além disso, ela apresenta um maximo local e um minimo global, ambos localizados

cm
r’,;mxlocal _ g 25 4 4 /3 5’ rrrnin — %l 25 —1/345. (457)

Para casos onde os horizontes existem, o ponto minimo estard sempre escondido atrds do ho-
rizonte, enquanto o ponto do maximo local ficara escondido atrds do horizonte de eventos so-
mente para valores pequenos de a.

Quanto a for¢a angular, ela também se anula em dois valores diferentes da coorde-
nada radial. Entretanto, para valores arbitrarios de E, essas expressoes se tornam extremamente
complicadas. Assim, para o caso especifico onde E — 1, os pontos onde a for¢a de maré angular
se anula sdo dados por

rg(l) — \/§a7 rg(z) = d. (4.58)

E interessante notar que para E — 1, a forca de maré angular se anula em r — a, enquanto a
forca de maré radial atinge seu maximo no mesmo ponto. Esse comportamento difere signi-

ficativamente do caso SV. De modo similar a componente radial, dependendo dos valores do
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parametro a, a primeira mudanca de sinal pode estar escondida atrds do horizonte ou ocorrer
fora dele, enquanto a segunda mudanca de sinal estd sempre escondida atrds do horizonte nos
casos em que o horizonte de eventos existe.

A forca de maré angular apresenta um minimo local e um méximo global, dados

por

(4.59)

Nos casos em que os horizontes existem, o ponto maximo estard sempre escondido atrds do
horizonte de eventos, enquanto o ponto minimo pode estar localizado fora do horizonte de
eventos para certos valores de a.

As componentes das for¢as de maré calculadas no minimo da coordenada radial sao

dadas por
., = B (4.60)
13)2529 — E2a3_1597 4.61)
D;fj . Ezagl‘f"s- (4.62)

Como mencionado acima, pode-se observar que para E — 1 a forca de maré angular
se anula na localizacao da garganta.

Na Fig. 30, mostramos o comportamento da forca de maré radial em fungao de r. O
gréfico revela que a forca radial muda de sinal duas vezes. Para valores suficientemente grandes
de r, ela assume valores positivos, atingindo um maximo local na posi¢ao dada por (4.57), apés
a qual comeca a decrescer até atingir zero na posi¢ao dada por (4.56). Além desse ponto, ela
se torna negativa, atingindo seu valor minimo em (4.57), onde comeca a crescer novamente até
atingir zero mais uma vez em (4.56). A partir dai, volta a ser positiva até a garganta, localizada
em r = a. Além disso, para os valores de parametro escolhidos, essas mudancas de sinal na
for¢a de maré radial ficam inicialmente ocultas pelo horizonte de eventos.

Quanto ao vetor deslocamento para o caso do tipo Bardeen, ndo € possivel resolver

(4.32)—(4.34) analiticamente para valores arbitrdrios da energia. Entretanto, podemos tentar
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Figura 30: Forca de maré radial para o BB do tipo Bardeen em fun¢do da coordenada r para
diferentes valores de a, fixando m = 1. Os pontos quadrados nas curvas representam a posi¢ao
do horizonte de eventos, enquanto os pontos circulares representam a posi¢ao do horizonte de

Cauchy.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 31: Forca de maré angular para o BB do tipo Bardeen em funcdo da coordenada r para
diferentes valores de a, fixando m = 1 e b = 10m. Os pontos quadrados nas curvas representam
a posi¢ao do horizonte de eventos, enquanto os pontos circulares representam a posi¢ao do
horizonte de Cauchy.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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simplificar escolhendo o caso especial onde £ — 1. Nesse caso, encontramos que

é:f ciVr: —a? e (36a2r2—|—4r4—45a4
- 2
1”3/2 10rVr? —a?

512 /72— g2
da @ () —Hanh (4.63)
4B

‘g’é =dr+ dor (tan1 \/Z— tanh ™! \/Z) , (4.64)
Va a a

ngqS =dr+ dar (tan1 \/Z—tanh1 \/Z) , (4.65)
Vva a a

onde as constantes de integracdo c1, ¢2, d € d» podem ser determinadas impondo as condi¢des

de contorno em b. Embora as expressdes ndo estejam escritas em termos de fungdes especiais,
como no caso SV, as expressdes analiticas ndo sao nem claras nem informativas. Portanto, é
mais apropriado analisar as componentes do vetor deslocamento graficamente.

Na Fig. 32 mostramos o comportamento das componentes radial e angular do ve-
tor deslocamento. As diferengas entre o espago-tempo do tipo Bardeen e o espago-tempo de
Schwarzschild tornam-se bastante evidentes, em contraste com o que observamos no caso de
SV. Fica claro que existem regides onde a componente radial € comprimida ao invés de esticada
e a componente angular € esticada ao invés de comprimida. Como resultado, em regides mais
internas, encontramos um efeito de compressao sobre os corpos. Esse efeito ndo ocorre no caso
de Schwarzschild. Entretanto, ele € ocultado pela presenca de um horizonte de eventos nos ca-
sos em que os horizontes existem. Esse fendomeno € ilustrado na Fig. 33, onde observamos que

existem regides em que os corpos sofrem estiramento e regides em que eles sofrem compressao.

4.3.3 Efeitos das forcas de maré no buraco negro com corregdo por holonomia

Agora procedemos ao estudo do comportamento das forcas de maré para o modelo
com corre¢do por holonomia.

Considerando a equacdo (4.8), podemos reescrever as equagoes (4.29), (4.30) e
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Figura 32: Componentes radial (em cima) e tangencial (embaixo) do vetor deslocamento para
geodésicas radiais no espaco-tempo do tipo Bardeen em func¢ao da coordenada radial para
diferentes valores de a. Neste caso, foram usadas as condicdes de contorno (4.35) com
b =200 e m = 1. Os pontos quadrados nas curvas representam a posicao do horizonte de
eventos, enquanto os pontos circulares representam a posi¢ao do horizonte de Cauchy. As
posicdes dos horizontes sdo mostradas apenas para os casos BB.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 33: Representagcao esquemaética dos fendmenos de estiramento e compressao que um
corpo sofre nas proximidades de um BB do tipo Bardeen (a), comparado ao caso de
Schwarzschild (b), onde ocorre apenas o estiramento.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

(4.31) para este caso como

D*" (4r—Sa)m ,;

b~ a4 o (460
ngé B (461—2r)m—|—ar(E2 —1).4

D12 274 &% (4.67)
D2§q3 B (4a—2rym+ar(E*> —1) h

Dz = 24 5 . (4.68)

A forga de maré radial para este caso se anula na posi¢do dada por ry = 5a/4,
enquanto seu valor maximo ¢é alcancado em r,,. = Sa/3. Para a < 6m/5, o ponto maximo da
componente radial fica oculto pelo horizonte de eventos, enquanto o ponto onde k; = 0 fica
oculto pelo horizonte para a < 8m/5.

Quanto a parte angular da for¢a de maré, ela se anula e atinge um valor minimo em

dma
a 4.69
0T m—a(E2-1) (4.69)
1
e bma (4.70)

min 32m—a(E2—1))
Para a < 2m/(1+ E?), o ponto onde k; se anula fica oculto pelo horizonte de eventos, enquanto
para a < 6m/(5+3E?), o ponto onde k, atinge seu valor minimo também fica oculto pelo

horizonte de eventos.
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Também podemos analisar o comportamento das for¢as de maré na garganta do

buraco de minhoca, dadas por:

ngf m P
DT2 r=a - _2_613 ’ (471)
Dp*%, 2m+a(E2—1)§é “472)
D12 lr=a 2a3 ’ '
) 2 )
D?E? :2m+a(E —1)5(1) 473)
D’Cz r=a 2613 ’ '

Esses resultados, a0 menos na garganta, sao bastante semelhantes ao caso SV. Mais precisa-
mente, a magnitude dessas componentes é metade do valor das componentes no caso SV.

Na Fig. 34, mostramos o comportamento da componente radial da forca de maré€,
k1, em funcdo da coordenada radial. Observamos que para pontos distantes, k; € positivo para
todos os valores escolhidos de a. No caso de Schwarzschild, k| nunca muda de sinal e diverge
na origem, enquanto para casos com a # 0, sempre existe um valor maximo positivo que ki
pode atingir, apds o qual ele muda de sinal. Essa mudanca de sinal pode levar a um efeito de
compressao ao invés de estiramento. Esses pontos s estardo expostos, ou seja, localizados fora
do horizonte de eventos, para valores suficientemente grandes de a, préximos ao valor limite

que esse parametro pode assumir.

Figura 34: Forca de maré radial para o buraco negro de Schwarzschild com correcao por
holonomia em fung¢do da coordenada r para diferentes valores de a, fixando m = 1. A linha
vertical estd localizada em r = 2m.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Fig. 35, mostramos o comportamento da componente angular da forca de maré,
ks, em fungdo da coordenada radial. Os efeitos sdo similares aos observados em casos ante-

riores, onde para a # 0, kp sempre alcanga um valor minimo negativo e entdo muda de sinal,
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tornando-se positivo. No caso a = 0, que corresponde ao espago-tempo de Schwarzschild, essa
mudanca de sinal ndo ocorre. Mais uma vez, esses pontos, que diferem do caso Schwarzschild,
podem estar escondidos atrds do horizonte de eventos dependendo do valor do parametro a.
Juntamente com o resultado observado para ki, esses efeitos podem levar a um fendmeno de

compressao ao invés de estiramento.

Figura 35: Forca de maré angular para o buraco negro de Schwarzschild com correcao por
holonomia em funcdo da coordenada r para diferentes valores de a, fixandom =1e b =10. A
linha vertical esta localizada em r = 2m.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Apesar da mudanca de sinal em k; e kp, ndo ha garantia de que uma transicao
de estiramento para compressao realmente ocorra. O que pode acontecer é simplesmente um
efeito de estiramento mais fraco comparado ao caso Schwarzschild. Para confirmar se o efeito
de compressdo ocorre de fato, € necessario analisar o comportamento do vetor deslocamento.

Para valores arbitrarios da energia E, as equacoes (4.32)—(4.34) podem ser resolvi-
das analiticamente dentro do modelo (4.8), sem necessidade de fun¢des especiais. Contudo, a

expressdo para " é bastante complexa. Portanto, consideraremos o caso especifico E = 1, que

. 2
gr:%+Ea2,/1—‘;’(8a2+4ar+3r2), (4.74)

5 2byrtan”! ( %)
=b
é 1I"+ \/a 9

2byrtan”! ( ﬂ)

a
\/a Y

onde as constantes aj, as, by € by sdo determinadas impondo as condi¢des de contorno apro-

resulta em:

4.75)

é(ﬁ:blr—f—

(4.76)
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priadas. Embora as expressoes analiticas sejam simples, a melhor forma de extrair informacgao

dessas solugdes € por meio de representacoes graficas.

Figura 36: Componentes radial (em cima) e tangencial (embaixo) do vetor deslocamento para
geodésicas radiais no buraco negro de Schwarzschild com correcdo por holonomia em fungao
da coordenada radial para diferentes valores de a. Neste caso, foram usadas as condi¢des de

contorno (4.35) com b =200e m = 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Fig. 36, analisamos o comportamento do vetor deslocamento para diferentes

valores do parametro a. Observamos que, para o buraco negro de Schwarzschild com corre¢ao

por holonomia, o vetor deslocamento se comporta de forma muito semelhante ao caso SV.

A variac¢do de a ndo afeta significativamente a componente radial, £, enquanto as maiores

mudancas na componente angular ocorrem préximas a garganta do buraco de minhoca, que

permanece escondida atrds do horizonte de eventos.
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4.3.4 Efeitos das forcas de maré no buraco negro polimerizado

No caso final, calcularemos as forcas de maré para o buraco negro polimerizado.

Considerando as equacdes (4.11) e (4.12) nas equacdes (4.29), (4.30) e (4.31), obtemos:

D*&7 4mr? 4 3a®*(Vr? —a* —2m)

Dz 2r5 & “4.77)
D2§é a2(6m—3m+ 2rE2) —2mr? 0
= &Y, (4.78)
D12 2r3
D?&? a*(6m—3r> —a® +2rE?) = 2mr? _;
= £9. (4.79)
D12 273

A for¢a de maré radial se anula em

3
rh= 41\/;\/&12 +16m? —av/9a* + 32m?. (4.80)
m

Esse ponto estard sempre oculto atrds do horizonte de eventos. Também podemos calcular o
ponto maximo, mas a expressao analitica € bastante extensa. Dependendo do valor escolhido
para o parametro a, o ponto maximo pode estar localizado dentro ou fora do horizonte de
eventos. Para a componente angular, as expressdes analiticas para os pontos extremos ou 0s
pontos onde k» = 0 sdo ainda mais complicadas. Em geral, esses pontos podem estar ou nao
ocultos atrds do horizonte de eventos, dependendo do valor de a, assim como no caso de k.
Também podemos analisar o comportamento das for¢as de maré na garganta do

buraco de minhoca, dadas por:

D*&7 m.;

DTZ r=a - _a_3€ ’ (481)
D2E® afE*+2m
D72 r:a: a3 é ’ (482)
DY aE%+2m _;
b= E9. (4.83)

Na garganta do buraco de minhoca, a componente radial tem a mesma expressdao do caso de
SV, enquanto a diferenga na componente angular se assemelha a uma modificacao no termo de
energia da particula.

Nas Figs. 37 e 38, mostramos o comportamento das componentes radial e tangen-
cial, respectivamente, em funcao da coordenada radial para diferentes valores de a. Embora ndo
possamos extrair novas informacdes analiticas, observamos que a mudanga de sinal em k; pode
ocorrer fora do horizonte de eventos, enquanto a mudanga de sinal em k; permanece oculta.

Para ambas as componentes, o ponto extremo pode estar oculto dependendo do valor de a.
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Figura 37: For¢ca de maré radial para o buraco negro polimerizado em funcao da coordenada r
para diferentes valores de a, fixando m = 1. Os pontos circulares representam a posi¢ao do
horizonte de eventos.
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Figura 38: Forca de maré angular para o buraco negro polimerizado em fun¢do da coordenada
r para diferentes valores de a, fixando m = 1 e b = 10m. Os pontos circulares representam a
posicao do horizonte de eventos.
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Com relacdo ao vetor deslocamento, a situacdo se torna mais complexa para este
espaco-tempo. Devido ao termo de raiz quadrada nas componentes da métrica, ndo € possivel
obter solucdes analiticas, mesmo no limite £ — 1. Analisamos numericamente o comporta-
mento dessas componentes na Fig. 39. E interessante notar que, em determinado ponto, a
componente radial do vetor deslocamento se torna maior a medida que o valor de a aumenta.
Esse comportamento nao foi observado nos casos discutidos anteriormente. A componente
tangencial apresenta uma tendéncia similar, diminuindo a medida que a aumenta, exceto em
regides muito proximas a garganta do buraco de minhoca. Nos casos anteriores, a componente
radial do vetor deslocamento sempre diminuia com o aumento de a, enquanto a componente

tangencial aumentava com a, mesmo em regides distantes da garganta.
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Figura 39: Componentes radial (acima) e tangencial (abaixo) do vetor deslocamento para
geodésicas radiais no buraco negro polimerizado em fun¢ao da coordenada radial para
diferentes valores de a. Neste caso, foram usadas as condi¢des de contorno (4.35) com
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5 CONCLUSOES

Nés comecamos nossa investigacao analisando as caracteristicas e propriedades da
geometria do buraco de minhoca do tipo EBG no contexto da RG. Inicialmente, analisamos
como os diagramas de imersdo sao afetados pelo parametro m e, em seguida, estudamos breve-
mente o processo de acre¢dao de poeira nesse espaco-tempo. Observamos que, diferentemente
do que ocorre tipicamente em buracos negros, a velocidade radial da poeira diminui a medida
que a particula se aproxima da garganta do buraco de minhoca, sendo essa desaceleracdo cada
vez mais abrupta para valores crescentes de m. Com relag@o a densidade de energia, verificamos
que ela se concentra com maior intensidade nas proximidades da garganta.

Também exploramos a possibilidade de que campos escalares acoplados com uma
eletrodindmica nao linear possam atuar como fontes para o espago-tempo de EBG. Por meio
de fontes magnéticas e elétricas no contexto de teorias de eletrodindmica ndo linear, obtive-
mos expressoes analiticas para o campo escalar, seu potencial associado e a Lagrangiana da
teoria eletromagnética. Um resultado relevante é que, no caso magnético, conseguimos in-
verter as equagdes e expressar a Lagrangiana como uma fun¢do do invariante eletromagnético
F = F,;yF*V. Observamos ainda que, para m = 2, a solugdo recupera o conhecido espago-tempo
de Ellis-Bronnikov, sustentado por um campo escalar fantasma livre. Essa correspondéncia evi-
dencia a versatilidade do campo escalar com perfil arcotangente, frequentemente presente em
geometrias livres de singularidade, como aquelas da classe de BB.

No caso elétrico, verificamos que o decaimento do campo elétrico depende do
parametro m, sendo que valores maiores de m aceleram a aproximacao ao comportamento as-
sintoticamente plano, como demonstrado em nossos resultados. Essas distin¢des entre os casos
magnético e elétrico revelam como a estrutura da fonte influencia diretamente a geometria do
espaco-tempo.

Além disso, estudamos um modelo mais geral de buraco de minhoca com muiltiplas
gargantas e antigargantas, construido a partir de uma modificagdo da métrica de BB com multiplas
gargantas/anti-gargantas, com funcao de redshift trivial. Verificamos que a presenca dessas es-
truturas pode ser identificada tanto pela andlise dos extremos da drea da esfera quanto por dia-
gramas de imersdo. A depender dos pardmetros escolhidos, é possivel obter desde uma dnica

garganta até multiplas estruturas. Analisamos também as trajetérias geodésicas nesse espago-
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tempo, mostrando que particulas massivas seguem trajetérias radiais livres, em contraste com o
caso de Schwarzschild.

Para investigar possiveis fontes para essa geometria, consideramos uma ac¢ao da RG
minimamente acoplada a um campo escalar com potencial ndo trivial e uma eletrodindmica nao
linear . Obtivemos expressdes gerais para o potencial escalar, a fun¢ao de acoplamento e a La-
grangiana da NED, todas expressas em termos da fun¢ido métrica X(r). Um resultado relevante
€ que essas expressoes, quando escritas em funcao da coordenada radial, sdo independentes da
forma funcional do campo escalar. Testamos dois perfis comumente utilizados na literatura,
baseados nas fungdes arcotangente e tangente hiperbdlica, observando que o comportamento
qualitativo das funcdes obtidas € preservado em ambos os casos. Notamos que a funcao de aco-
plamento /(¢) assume valores positivos e negativos, alternando entre comportamento padrao
e fantasma para o campo escalar, enquanto o potencial V(¢) decresce para zero no infinito. A
Lagrangiana da NED apresenta comportamento regular, tendendo a uma constante para r — 0
e decaindo como 1/7° para r — oo,

A andlise das condi¢des de energia revelou que, embora violacdes sejam inevitaveis
em regides afastadas, € possivel satisfazer todas as condi¢des proximas a garganta para escolhas
adequadas dos parametros, apontando para uma suavizacao das exigéncias de matéria exotica
nesses modelos mais gerais.

Também investigamos solugdes para teorias modificadas da gravidade, com €nfase
na gravidade f(R). Nosso objetivo foi estudar a possibilidade de generalizar solu¢des do tipo
BB, j4 bem estabelecidas na RG, impondo métricas conhecidas, como a de SV, como solucdes
dentro de diferentes modelos de f(R).

Mostramos que, assumindo uma fonte magnética dentro da eletrodindmica ndo li-
near, é sempre possivel determinar o tensor energia-momento em f(R) a partir de seu andlogo
na RG, desde que a fung¢do gravitacional seja da forma f(R) = R+ H(R). Obtemos expressdes
analiticas gerais para as funcdes L ), LI(VH), y#H) ¢ pH), cujas formas dependem de H(R) e da
geometria imposta. Um resultado relevante € que, em alguns modelos analisados, é possivel
satisfazer todas as condi¢Oes de energia em regides especificas do espaco-tempo, algo que
raramente ocorre em solugdes de buracos de minhoca dentro da RG. Assim, a inclusao de
uma modifica¢do do tipo f(R) amplia significativamente o espectro de solugdes fisicamente
aceitaveis.

A necessidade de introdugdo de ndo linearidades adicionais, tanto no setor escalar
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quanto eletromagnético, abre caminho para andlises mais profundas sobre estabilidade, estru-
tura causal, e efeitos fisicos associados, como as trajetorias de fotons e a termodindmica desses
objetos. A abordagem aqui desenvolvida € suficientemente geral para ser aplicada a outros mo-
delos de BB da literatura, como os baseados em Reissner-Nordstrom, BTZ, black strings, entre
outros.

Outro aspecto importante investigado nesta dissertacdo foram os efeitos das forcas
de maré em diferentes modelos de BB. Verificamos que, ao contrario do caso de Schwarzschild,
todos os modelos analisados — inclusive com fontes do tipo campo escalar e NED — exibem
forcas de maré finitas em toda a variedade. Destaca-se o caso do BB do tipo Bardeen, cuja
estrutura causal mais rica, com presenca de horizonte de Cauchy, induz uma inversao no com-
portamento tipico das forcas de maré: em certas regides, o corpo de prova sofre compressao
radial e alongamento angular, em contraste com o estiramento radial usual observado em BNs
classicos.

Esse resultado mostra que a geometria de fundo afeta de forma significativa os efei-
tos fisicos experimentados por corpos extensos, sendo possivel, a0 menos em principio, distin-
guir diferentes classes de BBs com base em suas assinaturas de maré. Além disso, tais efeitos
reforcam a importancia de se considerar fontes realistas e regularizadas para essas solucoes,
como as estudadas ao longo deste trabalho via campos escalares acoplados a eletrodinamica
nao linear. Futuras extensdes podem incluir a andlise de ruptura por maré (tidal disruption) nes-
ses espagos-tempos e a consideragdo de rotacdo, o que pode modificar intensamente a estrutura

causal e o comportamento das forcas envolvidas.

Dessa forma, esta dissertacdo oferece uma contribuicao significativa ao entendi-
mento de solugdes regulares e exdticas em gravitacdo classica e modificada, estabelecendo no-
vas possibilidades para a construcao e interpretacido de geometrias que evitam singularidades e
expandindo o conjunto de ferramentas tedricas disponiveis para a fisica de BN e buracos de mi-
nhoca. Espera-se que os resultados aqui obtidos sirvam de base para futuros avangos no estudo
da gravidade em regimes extremos.

Uma continuidade natural deste trabalho seria realizar o estudo da aparéncia dptica
dessas geometrias quando iluminadas por discos de acrecdes, abordagem bastante ultilizada
ultimamente [59, 204-217], como um meio de comparar os modelos tedricos regulares com

dados observacionais reais obtidos pelo EHT.
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