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Prof. Dr. Ricardo Renan Landim de Carvalho
Universidade Federal do Ceará (UFC)
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RESUMO

Nesta dissertação, investigamos as propriedades de objetos compactos regulares tanto no con-
texto da relatividade geral quanto em teorias modificadas da gravitação, com ênfase em buracos 
de minhoca, geometrias do tipo black bounce e soluç ̃oes na gravitação f (R). Inicialmente, estu-
damos as propriedades geométricas e as fontes de campo associadas a dois modelos de buracos 
de minhoca: (i) uma generalização da solução de Ellis-Bronnikov e (ii) um novo modelo que 
admite múltiplas gargantas e antigargantas, discutindo suas caracterı́sticas fı́sicas e estrutura 
causal. Em seguida, exploramos como a métrica de Simpson-Visser - e, de forma mais ampla, 
outras geometrias regulares cujas fontes são bem definidas na relatividade geral -  podem ser 
reinterpretadas como soluç ̃oes viáveis em teorias f (R), mediante a identificação das correç ões 
necessárias nas equaç ̃oes de campo. Por fim, no contexto das geometrias black bounce, anali-
samos os efeitos das forças de maré em diferentes espaços-tempo, destacando como essas es-
truturas podem, a princı́pio, ser distinguidas de buracos negros clássicos a partir de observáveis 
fı́sicos.

Palavras-chave: buracos negros; buracos de minhoca; regularização; teorias modificadas.



ABSTRACT

In this work, we investigate the properties of regular compact objects in the context of both ge-
neral relativity and modified theories of gravity, with emphasis on wormholes, black bounce ge-
ometries, and solutions in f (R) gravity. We begin by studying the geometric properties and the
field sources associated with two wormhole models: (i) a generalization of the Ellis-Bronnikov
solution and (ii) a new model that admits multiple throats and anti-throats, discussing their phy-
sical features and causal structure. Next, we explore how the Simpson-Visser metric - and,
more generally, other regular geometries whose sources are well-defined in general relativity -
can be reinterpreted as viable solutions in f (R) gravity, by identifying the necessary corrections
in the corresponding field equations. Finally, in the context of black bounce geometries, we
analyze the effects of tidal forces in different spacetimes, highlighting how these structures can,
in principle, be distinguished from classical black holes through physical observables.

Keywords: black holes; wormholes; regularization; modified theories.
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1 INTRODUÇÃO

A formulação da teoria eletromagnética por James Clerk Maxwell em 1861 unificou

os fenômenos elétricos e magnéticos, descrevendo-os quantitativamente por meio do conjunto

de equações conhecido como equações de Maxwell. Essas equações não apenas caracterizam os

campos elétricos e magnéticos, como também preveem a existência de ondas eletromagnéticas,

cuja natureza difere das ondas mecânicas tradicionais, pois são produzidas por variações nos

campos eletromagnéticos e propagam-se no vácuo como soluções intrı́nsecas da teoria. A ve-

locidade de propagação dessas ondas, coincidentemente igual à velocidade da luz, motivou

intensas investigações, sugerindo uma conexão fundamental entre fenômenos eletromagnéticos

e ópticos. Contudo, a descrição da luz enquanto onda eletromagnética no vácuo conflita com os

princı́pios da mecânica newtoniana clássica, especialmente pela não invariância das equações

de Maxwell sob as transformações de Galileu.

Para resolver essa incompatibilidade entre o eletromagnetismo clássico e a mecânica

newtoniana, Albert Einstein desenvolveu, em 1905, a Teoria da Relatividade Especial, funda-

mentada em dois postulados: (i) as leis da fı́sica, incluindo a óptica e a eletrodinâmica, são

invariantes em todos os referenciais inerciais — definidos como sistemas de coordenadas onde

partı́culas livres movem-se com velocidade constante; e (ii) a velocidade da luz no vácuo é cons-

tante e independe do movimento da fonte ou do observador [1,2]. Tais postulados garantiram a

invariância das equações de Maxwell e instituı́ram o princı́pio da relatividade para referenciais

inerciais, superando as limitações da mecânica clássica.

Apesar do sucesso da relatividade especial, esta restringe-se a observadores inerci-

ais. Para incorporar campos gravitacionais e referenciais não inerciais, Einstein generalizou sua

formulação, resultando na Teoria da Relatividade Geral (RG) em 1915. Essa teoria relativı́stica

da gravitação explica fenômenos que a mecânica newtoniana não consegue, como a precessão

anômala do periélio de Mercúrio, e prevê novos efeitos fı́sicos, incluindo ondas gravitacionais

e buracos negros.

Os Buracos Negros (BN’s) emergem como soluções exatas das equações de campo

de Einstein no vácuo e assumem papel central na fı́sica teórica e astrofı́sica, uma vez que forne-

cem modelos para a geometria do espaço-tempo pós-colapso gravitacional. A primeira solução

conhecida que descreve um BN foi obtida por Karl Schwarzschild em 1916, considerando uma
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distribuição de massa pontual M com simetria esférica no vácuo.

Formalmente, um BN é definido como uma região do espaço-tempo onde o campo

gravitacional é tão intenso que a velocidade de escape mı́nima excede a velocidade da luz.

Assim, o horizonte de eventos delimita uma superfı́cie causal que impede que qualquer partı́cula

ou fóton escape uma vez ultrapassada, assegurando trajetórias unidirecionais para dentro do

horizonte [3–5]. Tal caracterı́stica implica a inviabilidade de retorno, sob pena de violação da

causalidade.

Essas soluções são fundamentais para a compreensão da geometria do espaço-

tempo resultante do colapso gravitacional de objetos compactos, como estrelas massivas ou

aglomerados estelares. Nos últimos anos, o estudo de BN’s tem sido intensificado pela evolução

das técnicas observacionais, evidenciada pela detecção direta de ondas gravitacionais pelo

LIGO e VIRGO [6, 7], bem como pelas imagens de sombras de buracos negros supermassi-

vos, consolidando seu papel central na fı́sica contemporânea.

Matematicamente, a Teoria da RG, proposta por Einstein , baseia-se na ideia de

que o Universo é dotado de 3 + 1 dimensões, isto é, uma dimensão temporal e três espaciais,

embora seu formalismo permita que suas equações sejam generalizadas de forma simples para

mais dimensões. Assim, a Equação de Campo de Einstein diz como geometria e gravidade

estão relacionadas, dada por [3–5]:

Gµν = Rµν −
1
2

Rgµν = 8πGTµν , (1.1)

onde Gµν = Rµν − 1
2Rgµν é o tensor de Einstein, que expressa a geometria do espaço e Tµν

é o tensor energia-momento, que descreve o conteúdo de matéria e energia. Rµν e R são,

respectivamente, o tensor e o escalar de Ricci, obtidos da contração do tensor de Riemann [3]:

Rα

β µν
= ∂µΓ

α

βν
−∂νΓ

α

β µ
+Γ

α
µγΓ

γ

βν
−Γ

α
νσ Γ

σ

βν
, (1.2)

e Γα

βγ
são os sı́mbolos de Christoffel, que se relacionam com o tensor métrico na forma [3]:

Γ
α

βγ
=

1
2

gασ (∂β gσγ +∂γgβσ −∂σ gβγ). (1.3)

Durante esse trabalho, iremos considerar 8πG = 1.

A Equação de Einstein permitiu a previsão de inúmeros fenômenos fı́sicos no con-

texto de gravitação em regime forte. Entretanto, algumas limitações e fenômenos ainda não
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completamente explicados pela Teoria da RG de Einstein, especialmente em contextos envol-

vendo fı́sica de partı́culas elementares e a unificação das forças fundamentais, motivaram o

desenvolvimento de modelos teóricos alternativos. Entre esses, destacam-se as teorias que in-

corporam dimensões espaciais adicionais, visando estender o escopo da gravitação clássica.

Exemplos notáveis são os modelos de Kaluza-Klein [8, 9] e de Randall-Sundrum [10, 11],

os quais exploram a gravidade em espaços-tempos de dimensões superiores para propor me-

canismos que abordam as inconsistências e dificuldades presentes na formulação clássica da

relatividade, como a possı́vel resolução do problema da hierarquia exponencial entre a força

gravitacional e as forças do modelo padrão.

Um problema que surge no contexto dos BN’s na relatividade é a presença de sin-

gularidades [12]. Em muitos casos, as quantidades fı́sicas de interesse divergem nessas regiões

[13]. No entanto, singularidades podem ser definidas como pontos onde as geodésicas são

incompletas [14]. Embora geralmente não representem um problema fenomenológico por es-

tarem escondidas atrás de um horizonte de eventos [15], as singularidades podem indicar uma

quebra das teorias clássicas na descrição da fı́sica em determinadas regiões.

Na RG, uma maneira de lidar com o problema das singularidades é por meio do

estudo de BN’s regulares (BNs sem singularidades em seu interior [16]) e/ou buracos de mi-

nhoca (geometrias livres de singularidades e horizontes de eventos). A primeira solução regular

com horizonte foi proposta por Bardeen como um exemplo genérico de uma métrica regular

e, posteriormente, derivada a partir das equações de Einstein por Beato e Garcia, que mostra-

ram que a métrica de Bardeen pode ser interpretada como um BN magneticamente carregado

com fonte em uma eletrodinâmica não linear (NED) [17, 18]. O centro dessas soluções apre-

senta um núcleo do tipo de Sitter ou de Minkowski, em vez de uma singularidade [19–22]. O

estudo de BNs regulares suportados por eletrodinâmica não linear tem sido amplamente desen-

volvido na literatura, uma vez que a própria eletrodinâmica modifica propriedades importantes

dos BNs [23–34]. Um dos exemplos mais relevantes é o fato de que a trajetória dos fótons é

influenciada pela presença da NED[35–37], o que altera a sombra desses BNs [38–41]. Outra

caracterı́stica significativa é como a termodinâmica desses BNs é modificada pela primeira lei

da termodinâmica [42–46]. Como se tratam de soluções carregadas, há também sistemas que

apresentam superradiância [47–49].

Nesse contexo, nesta dissertação investigamos as propriedades fı́sicas de objetos

compactos regulares em diferentes contextos da RG e teorias modificadas da gravitação. Inici-



17

almente, focamos no estudo detalhado de soluções de buracos de minhoca, incluindo variantes

com múltiplas gargantas e diferentes campos fonte, como magnéticos e elétricos. Em seguida,

exploramos as forças de maré em geometrias de Black Bounces (BB), analisando efeitos es-

pecı́ficos em modelos variados, como BB do tipo Bardeen, correções de holonomia, além de

geometrias polimerizadas. Posteriormente, abordamos os BBs como soluções em teorias f (R),

investigando os campos fonte necessários para a sustentação dessas soluções, e analisamos

vários casos particulares e suas condições de energia associadas. Finalmente, apresentamos as

conclusões gerais do trabalho, sintetizando os principais resultados obtidos.
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2 SOLUÇÕES DE BURACOS DE MINHOCA EM RELATIVIDADE GERAL

Conforme mencionado antes, observações recentes das sombras de BNs pelo Event

Horizon Telescope (EHT) [50, 51] e a detecção inovadora de ondas gravitacionais pelo LIGO

[6,7] revolucionaram o estudo da gravidade em regime de campo forte, proporcionando oportu-

nidades sem precedentes para testar a RG e explorar teorias modificadas da gravidade. Em [52],

os autores mostram que, apesar de apresentarem um espectro de modos quase-normais comple-

tamente diferente, alguns buracos de minhoca exibem uma fase de ringdown muito semelhante

à dos BNs, com diferenças que só apareceriam em tempos mais tardios.

Além disso, sabe-se da literatura que as sombras de BNs e objetos sem horizonte,

como singularidades nuas [53–55] e buracos de minhoca [56–61], podem ser semelhantes em

alguns casos [62], o que, juntamente com o lançamento da primeira imagem da sombra de um

buraco negro pelo EHT [50, 51], revitalizou o interesse no estudo desses objetos. Nesse con-

texto, trabalhos recentes investigaram métodos de detecção de buracos de minhoca tanto na RG

quanto em teorias alternativas da gravidade, destacando seu potencial significado astrofı́sico.

Buracos de minhoca têm cativado fı́sicos como construções teóricas que poderiam

conectar regiões distantes do espaço-tempo ou até mesmo unir universos distintos. Trazi-

dos para o arcabouço moderno por Ellis [63] e Bronnikov [64], e generalizados por Morris

e Thorne [65], os buracos de minhoca atravessáveis representam desafios à fı́sica clássica,

uma vez que exigem matéria exótica para sustentar a garganta. Tal matéria exótica normal-

mente viola condições de energia fundamentais, como a condição de energia nula (NEC), le-

vantando questões sobre sua plausibilidade fı́sica. Como resultado, pesquisadores têm bus-

cado formulações alternativas envolvendo teorias modificadas da gravidade ou acoplamentos

exóticos de campos para construir soluções de buracos de minhoca mais realistas e fisicamente

aceitáveis [66–76]. Um tipo de buraco de minhoca que tem ganhado considerável atenção nos

últimos anos é aquele que pode ser obtido na RG ao se considerar um campo de Dirac. O

campo de Dirac possui as propriedades exóticas necessárias para gerar essas soluções sem a

necessidade de campos exóticos adicionais [77–83].

Nesse contexto, Bronnikov [24, 84] demonstrou que a eletrodinâmica não linear

pode regularizar efetivamente espaços-tempos de BNs ao mesmo tempo em que sustenta geo-

metrias de buracos de minhoca. Outros estudos destacaram o papel das interações não lineares
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de campos na geração dos componentes do tensor energia-momento necessários para estabili-

zar a garganta dos buracos de minhoca [85–87]. De modo semelhante, campos escalares —

especialmente os campos escalares fantasmas caracterizados por energia cinética negativa —

demonstraram apresentar naturalmente as propriedades de matéria exótica necessárias para ob-

jetos compactos e buracos de minhoca atravessáveis [88, 89]. A combinação de eletrodinâmica

não linear e campos escalares fornece um arcabouço versátil para explorar diversas geometrias

de buracos de minhoca dentro da RG [90].

Nesse contexto, a métrica do buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov (EB) é a solução

das equações de campo de Einstein mais simples capaz de de descrever um buraco de minhoca,

onde um campo escalar sem massa com energia negativa atua como fonte da curvatura. A

métrica é tipicamente expressa como

ds2 =−dt2 +
dr2(

1− b(r)
r

) + r2dΩ
2
2, (2.1)

onde dΩ2
2 = dθ 2 + sin2

θdϕ2, o que corresponde à métrica do buraco de minhoca introduzida

por Morris e Thorne [65], com uma função redshift trivial. Aqui, b(r) é a função de forma que

governa o comportamento do buraco de minhoca.

As componentes não nulos do tensor de Einstein para a métrica (2.1) são

Gt
t =−b′(r)

r2 , (2.2)

Gr
r =−b(r)

r3 , (2.3)

Gθ
θ = Gϕ

ϕ =
b(r)− rb′(r)

2r3 . (2.4)

Para o buraco de minhoca EB, a função de forma assume a forma particular:

b(r) =
b2

0
r
, (2.5)

onde b0 é o raio da garganta do buraco de minhoca. A geometria da solução descreve um

”túnel”que conecta duas regiões distintas do espaço-tempo através da garganta. Essa solução é

um dos tipos mais simples de soluções de buraco de minhoca.

Por meio de uma mudança de coordenadas dada por

dx2 =
dr2(

1− b2
0

r2

) , (2.6)
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é possı́vel expressar a métrica como

ds2 =−dt2 +dx2 +(x2 +b2
0)dΩ

2
2. (2.7)

2.1 Buraco de Minhoca de Ellis-Bronnikov Generalizado (EBG)

2.1.1 Caracterı́sticas gerais

Em [91], uma generalização da métrica de EB é introduzida pela incorporação de

um parâmetro livre m ≥ 2, tal que

ds2 =−dt2 +dx2 +(xm +bm
0 )

2/mdΩ
2
2, (2.8)

onde m = 2 recupera o buraco de minhoca de EB.

Também podemos expressar a métrica EBG em termos de r, onde a métrica assume

a forma dada em (2.1), onde agora

b(r) = r− r3−2m(rm −bm
0 )

2− 2
m . (2.9)

Fixando t = cte e considerando a simetria esférica da geometria do buraco de mi-

nhoca, podemos, sem perda de generalidade, escolher θ = π/2 em (2.8). Isso nos leva à geo-

metria 2D descrita por

ds2
2D = dx2 +(xm +bm

0 )
2/mdϕ

2. (2.10)

Podemos embutir essa geometria 2D curva em uma geometria euclidiana 3D dada

pelo elemento de linha

dσ
2
3D = dρ

2 +ρ
2dϕ

2 +dz2 =

[(
dρ(x)

dx

)2

+

(
dz(x)

dx

)2
]

dx2 +ρ
2dϕ

2, (2.11)

onde identificamos

ρ(x) = (bm
0 + xm)1/m, (2.12)

dz
dx

=
(

1− x−2+2m(bm
0 + xm)−2+2/m

)1/2
. (2.13)

A integração numérica da equação (2.13) com b0 = 1 para diferentes valores de m

permite criar o diagrama de imersão para esse buraco de minhoca EBG, como representado na

Fig. 1, onde podemos observar a geometria clássica de um catenoide para m = 2. Para m > 2, a

geometria da garganta do buraco de minhoca EBG tende cada vez mais a se tornar cilı́ndrica.

Embora as condições de energia continuem sendo violadas para essa classe de bu-
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Figura 1: Diagrama embutido para o buraco de minhoca EBG com b0 = 1 e diferentes valores
de m.

m = 2 m = 6 m =10

Fonte: Elaborado pelo autor.

racos de minhoca [91], o fato de que a geometria do buraco de minhoca se torna mais plana

com o aumento de m tem como uma de suas consequências a ocorrência de ressonâncias na

transmissão de ondas sem massa nessa geometria, o que pode ser usado como um meio de

obter informações sobre o tamanho da garganta do buraco de minhoca [91]. Outros estudos

sugerem que essa famı́lia de buracos de minhoca pode ser usada como modelo para explorar

a fı́sica de ondas gravitacionais de objetos compactos exóticos [92], podendo também servir

como possı́veis mı́micos de BNs [93], dependendo da confirmação da estabilidade sob todos os

tipos de perturbações, sendo que comparações iniciais de suas caracterı́sticas de ringdown com

BNs apoiam essa ideia. Além disso, é importante enfatizar que essa famı́lia de soluções tem

sido estudada em outros contextos além da RG, como em modelos de braneworld [94–96], e

modelos de gravidade modificada [68, 97].

2.1.2 Acreção de poeira

O processo de acreção de um fluido por um BN já é bem documentado na literatura

[98–104]. No entanto, o estudo da acreção em geometrias de buracos de minhoca permanece

um tópico relativamente pouco explorado [105, 106], tornando a análise da acreção de poeira

(um fluido sem pressão) particularmente interessante de se investigar na geometria de buraco

de minhoca considerada aqui.

O tensor energia-momento para poeira é dado por

Tµν = ρeuµuν , (2.14)

onde ρe é a densidade de energia e u é a quadrivelocidade do fluido, definida como

uµ ≡ dxµ

dτ
= (ut ,ur,0,0), (2.15)

com τ o tempo próprio, onde a partir de agora denotaremos a velocidade radial como ur ≡ u.
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Aqui assumiremos acreção radial, de modo que estamos considerando uθ = uϕ = 0. A partir da

condição de normalização uµuµ =−1, podemos relacionar ut com ur como

ut =

√√√√√ u2(
1− bm

0
rm

)2−2/m
+1. (2.16)

Por outro lado, a equação de conservação do tensor energia-momento, ∇µT µν = 0,

implica que

ρeur2(
1− bm

0
rm

)2−2/m

√
u2 +

(
1−

bm
0

rm

)2−2/m

=C1, (2.17)

onde C1 é uma constante de integração. Em seguida, consideramos a equação para a conservação

do fluxo de massa, dada por ∇µJµ , onde Jµ = uνT µν , que nos leva à expressão

ρeur2√(
1− bm

0
rm

)2−2/m
=C2, (2.18)

onde C2 é outra constante de integração. Dividindo as equações (2.17) e (2.18), obtemos√√√√√ u2(
1− bm

0
rm

)2−2/m
+1 =

C1

C2
≡C4. (2.19)

Com isso, podemos finalmente obter expressões para u e ρe:

u = ±

√(
1−

bm
0

rm

)2−2/m

(C(m)
4

2
−1), (2.20)

ρe =
C(m)

2√
C(m)

4
2
−1

1
r2 , (2.21)

onde o sinal ± indica fluido entrando (saindo) e as constantes são determinadas pelas condições

iniciais na borda ri = 500b0. Elas são indexadas por m porque, para uma dada condição inicial

(ui,ρ
i
e), C(m)

4 e C(m)
2 dependerão do valor de m. Consideraremos as seguintes condições iniciais

para a velocidade radial e densidade de energia: ui = 0.5 e ρ i
e = 0.001. Na Fig. 2, apresentamos

o gráfico da velocidade radial u em função da coordenada r, para diferentes valores de m. Ao

analisar o gráfico, observamos que a velocidade radial diminui à medida que a partı́cula se

aproxima da garganta do buraco de minhoca, em concordância com os resultados reportados

em [105]. Esse comportamento contrasta com o caso tı́pico dos BNs [100], onde a velocidade

radial aumenta conforme r diminui. No entanto, uma caracterı́stica importante no nosso caso é



23

Figura 2: Velocidade radial para diferentes valores de m, com b0 = 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

que, à medida que o parâmetro m aumenta, a velocidade radial diminui de forma mais gradual

com a diminuição de r, até que eventualmente cai abruptamente para zero próximo à garganta

para valores suficientemente grandes de m.

Analisando a expressão (2.21) para a densidade de energia, observamos que seu

comportamento não varia significativamente com o parâmetro m. A densidade decai como

1/r2 e atinge seu valor máximo na garganta, sugerindo que a maior concentração de matéria

está localizada ao redor dessa região, como esperado. Outro ponto importante a destacar é

que a densidade de energia permanece regular em todo o espaço-tempo, em contraste com o

comportamento tı́pico para BNs.

2.1.3 Fonte Magnética

Conforme discutido anteriormente, uma forma natural de encontrar quais campos

podem sustentar tal geometria é considerando a seguinte ação:

S =
∫ √

−gd4x
(
R−2εgµν

∂µφ∂νφ +2V (φ)+L(F)
)
, (2.22)

onde φ é um campo escalar, V (φ) é o potencial associado ao campo escalar e L(F) é a densidade

Lagrangiana do campo eletromagnético não linear, com F = FµνFµν , sendo Fµν o tensor do

campo eletromagnético. Além disso, ε = −1 para um campo escalar fantasma e ε = +1 para

um campo escalar canônico.

Variando a ação com respeito à métrica gµν obtemos a equação de Einstein:

Gµν = Rµν −
1
2

Rgµν = Tµν [φ ]+Tµν [F ], (2.23)

onde Tµν [φ ] e Tµν [F ] são, respectivamente, o tensor energia-momento associado ao campo
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escalar e ao campo eletromagnético não linear, dados por

Tµν [φ ] = 2ε∂µφ∂νφ −gµν

(
εgλρ

∂λ φ∂ρφ +V (φ)
)
, (2.24)

Tµν [F ] = gµν

L(F)

2
−2LFFα

µ Fνα , (2.25)

com LF = dL/dF .

Variando a ação com respeito ao campo escalar φ e ao campo eletromagnético Fµν ,

obtemos as equações de movimento dos campos:

2ε∇µ∇
µ

φ =
dV (φ)

dφ
, (2.26)

∇µ(LFFµν) = 0. (2.27)

Além de assumirmos um campo escalar radial φ = φ(r), também assumimos aqui

apenas a existência de um campo magnético radial, ou seja, que os únicos componentes não

nulos do tensor eletromagnético Fµν são dados por Fθϕ =−Fϕθ = qm sinθ , onde qm é a carga

do monopolo magnético. Com isso, temos que o invariante F é dado por

F =
2q2

m
r4 . (2.28)

Com a métrica dada em ( 2.1), as componentes dos tensores energia-momento para

φ e Fµν assumem a forma

T ν
µ [φ ] =V (φ)δ ν

µ − ε

(
1− b(r)

r

)
φ
′(r)2diag(1,-1 ,1 ,1), (2.29)

T ν
µ [F ] =

1
2

diag
(

L,L,L− 4q2
m

r4 LF ,L− 4q2
m

r4 LF

)
. (2.30)

Observando as equações acima, vemos que Gt
t −Gr

r = T t
t − T r

r é livre de V e L.

Assim, temos que, utilizando os componentes da equação de Einstein dados em (2.2) e (2.3)

−2ε

(
1− b(r)

r

)
φ
′(r)2 =

b(r)
r3 − b′(r)

r2 . (2.31)

Utilizando a equação (2.9), temos finalmente que o campo é dado por

φ
′(r)2 =

(m−1)
εr2
(
1− rm/bm

0
) . (2.32)

Como r > b0, para que φ ′2 > 0, devemos ter ε = −1, ou seja, um campo escalar fantasma.
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Resolvendo a equação (2.32), encontramos

φ(r) = φ0 +2
√

m−1
m

arctan

(√
rm −bm

0

bm/2
0

)
, (2.33)

ou, em termos de x

φ(x) = φ0 +2
√

m−1
m

arctan
(

x
b0

)m/2

, (2.34)

onde φ0 é uma constante que podemos fixar como zero. A partir da equação (2.33), é simples

ver que para m = 2 temos o campo escalar do caso Ellis-Bronnikov [107]. O campo escalar

dado em (2.33) é bastante similar ao campo escalar que serve como fonte do espaço-tempo de

Simpson-Visser [108], que também é uma função arcotangente — uma forma funcional bastante

recorrente em espaços-tempos livres de singularidades.

Utilizando a equação (2.26), podemos integrá-la para encontrar o potencial V (r),

dado por

V (r) =
(m−1)(m−2)bm

0
mr2m (rm −bm

0 )
1−2/m (2.35)

+
2(m−1)(rm −bm

0 )
1−2/m

mbm
0

2F1

[
2,1− 2

m
,2− 2

m
,1− rm

bm
0

]
,

onde 2F1(a,b,c,z) é a função hipergeométrica de z. Utilizando a equação (2.33) para inverter,

temos que o potencial escrito em termos do campo φ é dado por

V (φ) =
(m−1)

mb2
0

tan2−4/m
(

mφ

2
√

m−1

){
(m−2)cos4

(
mφ

2
√

m−1

)
+2 2F1

[
2,1− 2

m
,2− 2

m
,− tan2

(
mφ

2
√

m−1

)]}
(2.36)

Da componente (t − t) da equação de Einstein nós temos

−b′(r)
r2 =V (r)+

(
1− b(r)

r

)
φ
′(r)2 +

L(r)
2

, (2.37)

ou
L(r)

2
=−b′(r)

r2 −V (r)−
(

1− b(r)
r

)
φ
′(r)2. (2.38)

Utilizando as expressões para φ(r) e V (r) encontradas, obtemos a Lagrangiana em
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termos de r

L(r) =
2

(rm −bm
0 )

2/m

{
1− (m−2)

m

(
b0

r

)2m

− 2
m

(
b0

r

)m

−
(rm −bm

0 )
2/m

r2

−
2(m−1)(rm −bm

0 )

mbm
0

2F1

(
2,1− 2

m
,2− 2

m
,1− rm

bm
0

)}
(2.39)

Na Fig. 3, temos o gráfico da Lagrangiana em função de r, onde podemos observar um com-

portamento similar para todos os m > 2, no qual L → constante quando r → ∞.

Figura 3: Lagrangiana para o caso magnético com b0 = 1 para diferentes valores de m.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos usar a (2.28) para inverter a equação da Lagrangiana e escrevê-la em ter-

mos do invariante F , a partir do qual obtemos

L(F) =
2

b2
0[(sF−1/4)m −1]2/m

{
1− (m−2)

m

(
F1/2

s2

)m

− 2
m

(
F1/4

s

)m

− F1/2

s2

[( s
F1/4

)m
−1
]2/m

+
2(m−1)

m

[
1−
( s

F1/4

)m]
2F1

(
2,1− 2

m
,2− 2

m
,1−

( s
F1/4

)m
)}

, (2.40)

onde

s =
(2q2

m)
1/4

b0
. (2.41)

Como uma simplificação, podemos definir a quantidade

G =
F1/4

s
, (2.42)

de modo que, em termos de G, temos

L(G) =
2

b2
0(G

−m −1)2/m

{
1− (m−2)

m
G2m − 2

m
Gm −G2(G−m −1)2/m

+
2(m−1)

m
(1−G−m) 2F1

(
2,1− 2

m
,2− 2

m
,1−G−m

)}
. (2.43)

É fácil ver que para m = 2 recuperamos o caso usual de Ellis-Bronnikov, para o

qual a fonte do campo é apenas um campo escalar livre fantasma. Ou seja, para m = 2, temos
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V = 1/b2
0 e L =−2/b0. Substituindo isso na ação (2.22), obtemos

S(m = 2) =
∫

d4x
(

R−2εgµν
∂µφ∂νφ +

2
b2

0
− 2

b2
0

)
=
∫

d4x
(
R−2εgµν

∂µφ∂νφ
)
, (2.44)

isto é, para m = 2, a ação se reduz a ação de um campo escalar livre, como esperado.

2.1.4 Fonte elétrica

Alternativamente, em vez de considerarmos um campo magnético radial gerado por

um monopolo magnético, podemos considerar um campo elétrico radial, de modo que agora as

componentes não nulas do tensor eletromagnético Fµν são dadas por F tr =−Frt = E(r). Com

isso, o invariante F é agora dado por

F =− 2E(r)2(
1− b(r)

r

) . (2.45)

Além disso, usando a equação (2.27), podemos escrever o campo elétrico como

E(r) =
qe

r2LF

√
1− b(r)

r
, (2.46)

onde qe é a carga elétrica.

Com isso, o tensor energia-momento associado à NED é dado por

T [F ]νµ =
1
2

diag

(
L+

4E(r)2LF

1− b(r)
r

,L+
4E(r)2LF

1− b(r)
r

,L,L

)
. (2.47)

Aqui procedemos de forma análoga ao caso magnético para encontrar o campo

escalar e o potencial associado, que são dados pelas mesmas expressões (2.33) e (2.36) do caso

magnético.

Finalmente, a partir da equação de Einstein (θ ,θ) obtemos

L(r) =
b(r)− rb′(r)

2r3 −V (r)−
(

1− b(r)
r

)
φ
′(r)2. (2.48)

Substituindo φ(r) e V (r), encontramos que a Lagrangiana é dada por

L(r) = −2
(m−1)(m−2)bm

0 (r
m −bm

0 )
1−2/m

mr2m (2.49)

−
4(m−1)(rm −bm

0 )
1−2/m

mbm
0

2F1

[
2,1− 2

m
,2− 2

m
,1− rm

bm
0

]
.

Por fim, a partir da equação (r,r) podemos resolver para LF , já que o campo elétrico
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em termos de LF é dado em (2.46). Fazendo isso, obtemos

LF(r) =− 2q2
e

r2[1− r2−2m(rm +(m−2)bm
0 )(r

m −bm
0 )

1−2/m]
. (2.50)

Na Fig. 4 temos o gráfico da Lagrangiana L como função de r. Vale notar que, como

normalmente ocorre no caso elétrico, não é possı́vel escrever L como uma função explı́cita de

F , já que F depende de uma forma não trivial de r. Além disso, é possı́vel ver que, assim

como no caso magnético, a Lagrangiana tende a uma constante para valores assintóticos de r;

no entanto, para pequenos valores de r, L(r) diverge no caso elétrico, em contraste com o caso

magnético, no qual L(r) tende a uma constante quando r → b0.

Figura 4: Lagrangiana L(r) para o caso elétrico para diferentes valores de m, com b0 = 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Finalmente, a expressão para o campo elétrico é dada por

E(r) =
(rm −bm

0 )
1−3/m

2qerm+1

[
r4 −b2m

0 (m−2)r4−2m +bm
0 (m−3)r4−m − r2(rm −bm

0 )
2/m
]
. (2.51)

Esse campo elétrico obviamente não é Coulombiano. No limite r → ∞ temos

E(r)∼
(

b0

r

)m

, (2.52)

o que demonstra que o decaimento do campo E(r) é mais rápido quanto maior for o valor de m.

No gráfico da Fig. 5 temos o comportamento do campo elétrico para diferentes

valores de m, onde vemos que, para r → b0, o campo elétrico não apresenta comportamento

divergente.

2.2 Buraco de Minhoca com Múltiplas Gargantas/Anti-gargantas

2.2.1 Caracterı́sticas gerais

Em [109], os autores propuseram uma série de espaço-tempos do tipo BB com

áreas não usuais. Esses modelos podem ser estudados no contexto de buracos de minhoca ao se
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Figura 5: Campo elétrico para diferentes valores de m, com b0 = 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

adaptar o elemento de linha de forma que possa ser escrito como:

ds2 =−dt2 +dr2 +Σ
2(r)dΩ

2
2. (2.53)

O tipo de modelo de buraco de minhoca é descrito pela função Σ(r). O escalar de Kretschmann

dessa métrica é dado por

K =
4
(
2Σ2Σ′′2 +Σ′4 −2Σ′2 +1

)
Σ4 , (2.54)

onde podemos ver que a geometria é regular em todos os pontos se as seguintes condições forem

satisfeitas [110]:

• Σ(r) deve ser diferente de zero em todos os pontos.

• Σ′(r) e Σ′′(r) devem ser finitas em todos os pontos.

Dentre os modelos de BB propostos no trabalho original, um que se destaca é dado

por:

Σ
2(r) =

(
d2 + r2)e

b2

c3+r2 , (2.55)

onde as constantes b, c3 e d são parâmetros que influenciam na forma do buraco de minhoca.

Este modelo foi escolhido porque gera soluções regulares. Para ver isso, basta considerar as

seguintes expressões para as primeiras e segundas derivadas da função Σ do nosso modelo,
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dadas por

Σ
′(r) =

r
[(

c3 + r2)2 −b2 (d2 + r2)]e
b2

2(c3+r2)

(c3 + r2)
2
(d2 + r2)

3/2 , (2.56)

Σ
′′(r) =

b2 [−c2
3
(
d2 +3r2)+3d2r4 + r6]e

b2

2(c3+r2)

(c3 + r2)
4
(d2 + r2)

1/2 +
b4r2

√
d2 + r2e

b2

2(c3+r2)

(c3 + r2)
4 (2.57)

+
e

b2

2(c3+r2)
[
2b2c3r2 (d4 − r4)+ c4

3d2 +4c3
3d2r2 +6c2

3d2r4 +4c3d2r6 +d2r8]
(c3 + r2)

4
(d2 + r2)

3/2 .

Para b = 0, as condições de regularidade são satisfeitas de forma trivial. De fato,

b = 0 recupera o conhecido buraco de minhoca de EB [63, 64]. Considerando b ̸= 0, se c3 = 0,

vemos que as condições acima deixam de ser satisfeitas, já que Σ′ e Σ′′ irão divergir e, portanto,

o escalar de Kretschmann também diverge. Assim, a introdução dos parâmetros b e c3 visa

modificar a geometria clássica do buraco de minhoca, permitindo que ele possua múltiplas

gargantas e anti-gargantas, ao mesmo tempo em que garante que a geometria permaneça regular

em todo o espaço.

Além disso, como mencionado anteriormente, dependendo da escolha dos parâmetros,

a forma do buraco de minhoca pode mudar significativamente, apresentando múltiplas gargan-

tas e/ou anti-gargantas. É importante notar que, em nosso modelo, d deixa de representar o

tamanho da garganta do buraco de minhoca. A inclusão das constantes b e c3 afeta não apenas

a posição da garganta, mas também o número de gargantas [109].

Neste sistema de coordenadas escolhido, a área de uma esfera na coordenada radial

r é agora definida como [110, 111]:

A = 4πΣ
2(r). (2.58)

No estudo de buracos de minhoca, podemos determinar a presença de gargantas/anti-gargantas

por meio da análise dos máximos e mı́nimos da área do buraco de minhoca. Isso é amplamente

discutido na referência [109], garantindo a presença de gargantas e anti-gargantas, que serão

representadas nos diagramas de imersão abaixo.

Estamos interessados em imergir a superfı́cie curva bidimensional esfericamente

simétrica definida pela métrica (2.53) com t = constante e θ = π/2:

ds2 = dr2 +Σ
2(r)dϕ

2, (2.59)



31

em um espaço Euclidiano cilı́ndrico definido pelo elemento de linha

dσ
2 = dρ

2 +ρ
2dϕ

2 +dz2 =

[(
dρ(r)

dr

)2

+

(
dz(r)

dr

)2
]

dr2 +ρ
2dϕ

2. (2.60)

Comparando os elementos de linha (2.59) e (2.60), obtemos:

ρ(r) = Σ(r), (2.61)

dz(r)
dr

=
√

1−Σ′2. (2.62)

Para que a construção seja consistente, devemos ter z(r) bem definido ao longo de

todo o espaço-tempo para todos os valores de r, e dz/dr → 0 quando r →±∞, o que implica

que devemos ter:

Σ
′2 ≤ 1, ∀ r ∈ (−∞,+∞), (2.63)

lim
r→∞

Σ
′2 = 1. (2.64)

Seja Σ(r) dada pela equação (2.55), é fácil verificar que o limite acima é satisfeito

para quaisquer valores dos parâmetros livres. No entanto, a condição (2.63) não é satisfeita

para todos os valores dos parâmetros d, b e c3, de modo que apenas certas combinações são

permitidas para que haja uma solução consistente. A partir da integração numérica da equação

(2.62) para diferentes escolhas de parâmetros, apresentamos na Fig. 6 o gráfico paramétrico de

z(r) vs. ρ(r) mostrando os diagramas de imersão isométrica para nossas geometrias de buraco

de minhoca caracterizadas pela função Σ(r) dada em (2.55). O fato de que Σ′ → ±1 para

r →±∞ mostra que a geometria é assintoticamente plana, o que também pode ser visualizado

geometricamente nos diagramas.

O gráfico na Fig. 6 é feito com ϕ fixo, portanto, para uma visualização geométrica

tridimensional de como a superfı́cie curva bidimensional dada por (2.59) aparece quando imersa

em uma geometria Euclidiana tridimensional, devemos rotacionar o gráfico em torno do eixo-z.

Ao rotacionarmos essas curvas paramétricas ao redor do eixo-z(r), obtemos os diagramas de

superfı́cie imersa desses buracos de minhoca, conforme apresentado na Fig. 7. É importante

destacar que, tanto nos gráficos da Fig. 6 quanto nos diagramas da Fig. 7, dependendo da

escolha dos parâmetros, é possı́vel observar múltiplas gargantas e anti-gargantas na solução.

Especificamente, para b = 4, c3 = 3 e d = 0,8, uma anti-garganta bem pronunciada do buraco

de minhoca é evidente. Além disso, para valores menores de b, essas gargantas/anti-gargantas

tornam-se menos pronunciadas, pois para valores pequenos de b, a função Σ(r) se aproxima
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Figura 6: Gráfico paramétrico de z(r) vs. ρ(r) mostrando os chamados diagramas de imersão
isométricos para diferentes escolhas de parâmetros. Essas curvas se destacam

significativamente em comparação com a curva catenária tı́pica do buraco de minhoca de
Ellis-Bronnikov.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

cada vez mais da função Σ(r) no caso de EB.

Portanto, como demonstrado por meio da análise dos mı́nimos e máximos da área

apresentada em [109], e aqui demonstrado geometricamente, nossa geometria descreve uma

famı́lia de buracos de minhoca com múltiplas gargantas e anti-gargantas, dependendo da escolha

dos parâmetros b, c3 e d. A seguir, analisaremos brevemente as equações geodésicas nesse

espaço-tempo.

2.2.2 Geodésicas

Uma das formas de extrair informações sobre um dado espaço-tempo é por meio do

estudo de suas geodésicas. Assim, analisaremos agora as trajetórias no espaço-tempo descrito

pelas métricas (2.53) e (2.55), tanto para partı́culas massivas quanto para partı́culas sem massa.

Para isso, o conjunto completo das equações geodésicas é:

ẗ = 0 ,

r̈−Σ
′(r)Σ(r)θ̇ 2 −Σ

′(r)Σ(r)sin2
θϕ̇

2 = 0 ,

θ̈ +2
Σ′(r)
Σ(r)

ṙθ̇ − cosθ sinθϕ̇
2 = 0 ,

ϕ̈ +2
Σ′(r)
Σ(r)

ṙϕ̇ +2cotθϕ̇θ̇ = 0 . (2.65)
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Figura 7: Diagramas de superfı́cie imersa para diferentes escolhas de parâmetros, onde é
possı́vel visualizar geometricamente de forma clara a estrutura de múltiplas gargantas e
anti-gargantas, diferindo significativamente da superfı́cie catenóide tı́pica do buraco de

minhoca de EB. Esses diagramas foram obtidos por rotação das curvas da Fig. 6 em torno do
eixo-z.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Aqui, o ponto ‘·’ denota derivadas em relação a um parâmetro afim ao longo da trajetória. A

primeira equação pode ser integrada diretamente, fornecendo ṫ = Ep, onde Ep é uma constante

que representa a energia total da partı́cula. Além disso, θ = π/2 é uma solução válida do

sistema acima, uma vez que a métrica (2.53) é esfericamente simétrica. Com isso, a última

equação em (2.65) também admite uma primeira integral:

Σ
2
ϕ̇ = ℓ , (2.66)

onde ℓ é uma constante. Adicionalmente, o elemento de linha (2.53) fornece a seguinte condição

de normalização:

−ṫ2 + ṙ2 +Σ
2(r)ϕ̇2 = α, (2.67)
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Figura 8: Potencial efetivo para geodésicas nulas no fundo do buraco de minhoca descrito pela
solução (2.55), em função da coordenada radial para diferentes valores dos parâmetros b, d e

c3.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

onde α = −1 corresponde a partı́culas massivas e α = 0 a partı́culas sem massa. Para cada

caso, a equação para a coordenada radial r resulta em:

ṙ2 = E2
p −1− ℓ2

Σ2(r)
, ṙ2 = E2

p −
ℓ2

Σ2(r)
, (2.68)

onde usamos as integrais primeiras obtidas acima. As trajetórias mais simples de se analisar são

as radiais, ou seja, com ℓ= 0. Para ambos os casos, partı́culas massivas e sem massa, obtemos:

r̈ = 0 , ṙ2 = E2
p −α , (2.69)

Como se pode perceber facilmente, partı́culas massivas no espaço-tempo (2.53) simplesmente

seguem trajetórias livres radialmente, ao contrário do que ocorre, por exemplo, no espaçotempo

de Schwarzschild. Para geodésicas não radiais, pode ser interessante analisar as trajetórias

nulas, uma vez que elas contribuem para a aparência do objeto quando observado por um ob-

servador distante. Neste caso, a equação para partı́culas sem massa em (2.68) pode ser reescrita

como:

ṙ2 = ℓ2
(

1
B2 −Ve f f (r)

)
, (2.70)

onde B = ℓ/Ep e Ve f f (r) = 1
Σ2(r) . Deve-se notar que podem existir esferas de fótons, isto é,

órbitas circulares instáveis para fótons, desde que Ve f f (rc) =
1

B2 e V ′
e f f (rc) = 0.

Na Fig. 8, mostramos o perfil do potencial efetivo para partı́culas sem massa na

presença do buraco de minhoca, considerando diferentes valores de parâmetros. Podemos

observar que, dependendo da escolha dos parâmetros, o potencial pode apresentar diversos

máximos e mı́nimos. Isso implica que podem existir múltiplas órbitas - tanto instáveis quanto
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estáveis - para fótons. Os máximos do potencial efetivo correspondem às posições das gar-

gantas do buraco de minhoca (ou seja, mı́nimos na área), enquanto os mı́nimos correspondem

às anti-gargantas (ou seja, máximos na área). O fato de que cada garganta possui uma órbita

instável para fótons está de acordo com o resultado apresentado em [112].

Além disso, pode-se obter uma equação mais adequada para analisar esse tipo de

trajetória ao dividir (2.66) por (2.70), levando a:

dϕ

dr
=± B

Σ2
√

1− B2

Σ2

. (2.71)

Essa equação pode ser usada para analisar as trajetórias nulas ao redor do objeto, o que permite

determinar como ele se apresenta para um observador externo quando iluminado por um disco

de acreção.

Portanto, em resumo, vimos como a introdução da função (2.55) modifica signifi-

cativamente a estrutura do espaço-tempo do buraco de minhoca. Na próxima subseção, mostra-

remos como essa geometria pode emergir como uma solução da RG ao se considerar o acopla-

mento de um campo parcialmente fantasma com uma eletrodinâmica não linear.

2.2.3 Fontes de campo magnéticas

Normalmente, soluções de buracos de minhoca podem ser obtidas considerando

uma teoria de campo escalar com um termo cinético negativo na Lagrangiana. No entanto, no

nosso caso, verificamos que os componentes do tensor de Einstein, Gµν , são dados por:

G0
0 = −2Σ′′

Σ
− Σ′2

Σ2 +
1

Σ2 , (2.72)

G1
1 =

1
Σ2 −

Σ′2

Σ2 , (2.73)

G2
2 = G3

3 =−Σ′′

Σ
. (2.74)

A partir da forma dos componentes do tensor de Einstein, vemos que, em geral, um

campo escalar, mesmo com um potencial, não seria suficiente para atuar como fonte, já que para

um campo escalar temos a relação T 0
0 = T 2

2 para os componentes do tensor energia-momento.

Portanto, são necessários campos adicionais para gerar essa solução, como um campo eletro-

magnético não linear. É importante enfatizar que, para certos casos especı́ficos de Σ, pode-se

ter G0
0 = G2

2.

Verificaremos agora que tipo de campos fonte pode gerar esse tipo de buraco de mi-
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nhoca. Para isso, consideramos a presença de um campo eletromagnético não linear juntamente

com um campo escalar como geradores da solução na RG. Essa teoria é descrita pela ação:

S =
∫ √

|g|d4x
[
R−2h(φ)gµν

∂µφ∂νφ +2V (φ)+L(F)
]
, (2.75)

onde φ é o campo escalar, V (φ) é o seu potencial, L(F) é a Lagrangiana da eletrodinâmica não

linear, F = FµνFµν , e Fµν = ∂µAν −∂νAµ é o tensor do campo eletromagnético. A função h(φ)

determina se o campo escalar é fantasma (h(φ) < 0) ou padrão (h(φ) > 0). Esse tipo de ação

é amplamente utilizado na literatura para descrever as fontes de soluções tipo BB e também

buracos de minhoca [84, 108, 113–119].

A partir da variação da ação (2.75) com respeito a Aµ , φ e gµν , obtemos as equações

de movimento para os campos eletromagnético, escalar e gravitacional. A variação com respeito

a gµν resultará na equação de Einstein, enquando a variação com respeito a Aµ resultará na

equação anterior dada por (2.27). A variação com respeito a φ nos dará a seguinte equação

2h(φ)∇µ∇
µ

φ +
dh(φ)

dφ
∂

µ
φ∂µφ =

dV (φ)

dφ
. (2.76)

O tensor energia-momento para o campo eletromagnético permanece o mesmo do caso anterior,

dado por (2.25), enquanto o tensor energia momento para o campo escalar é escrito como

T [φ ]µν = 2h(φ)∂νφ∂µφ −gµν (h(φ)∂ α
φ∂αφ +V (φ)) . (2.77)

Resolvendo as equações de Maxwell para um objeto com carga magnética, estático

e esfericamente simétrico, obtemos que o campo magnético é dado por:

F23 = qsinθ , (2.78)

e o escalar F é

F =
2q2

Σ4(r)
, (2.79)

onde q é a carga magnética.
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Considerando o elemento de linha dado por (2.53), as equações de campo são:

−L
2
− 2Σ′′

Σ
− Σ′2

Σ2 +
1

Σ2 −V −hφ
′2 = 0, (2.80)

−L
2
+

1−Σ′2

Σ2 −V +hφ
′2 = 0, (2.81)

−L
2
+

2q2LF

Σ4 − Σ′′+Σ(V +hφ ′2)

Σ
= 0, (2.82)

−4hΣ′φ ′

Σ
+

V ′

φ ′ −φ
′h′−2hφ

′′ = 0. (2.83)

Combinando as equações (2.81) e (2.82), podemos escrever as funções associadas

ao campo eletromagnético como:

L = −
2
(
Σ′2 +Σ2(V −hφ ′2)−1

)
Σ2 , (2.84)

LF =
Σ2 (ΣΣ′′−Σ′2 +2Σ2hφ ′2 +1

)
2q2 . (2.85)

Como se pode notar, para que as funções eletromagnéticas sejam determinadas,

primeiro precisamos conhecer as funções associadas ao campo escalar.

A partir das equações de movimento, também podemos escrever:

h(φ)φ ′2(r) =−Σ′′

Σ
. (2.86)

Dependendo do modelo de buraco de minhoca considerado, a função Σ(r) pode ser suficien-

temente simples para que, com h = ±1, o campo escalar seja obtido analiticamente a partir

da equação acima. Para o nosso modelo, isso se torna mais complicado, então seguiremos o

procedimento usado em [84, 114, 118]. Por esse método, impomos o campo escalar como uma

função suave e usamos a relação (2.86) para obter a função h(φ).

Escrevendo:

h(φ) =− Σ′′

Σφ ′2 , (2.87)

podemos simplificar as expressões (2.84) e (2.85), que se tornam:

L =−2(ΣΣ′′+Σ′2 +Σ2V −1)
Σ2 , e LF =−Σ2(ΣΣ′′+Σ′2 −1)

2q2 . (2.88)

A partir de (2.76), obtemos:

V ′ =
−ΣΣ′′′−3Σ′Σ′′

Σ2 . (2.89)

Dessa forma, uma vez conhecida a forma da função Σ, podemos obter as funções
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L, LF e V , independentemente do modelo de campo escalar escolhido. A seguir, analisaremos

alguns modelos especı́ficos de campo escalar.

2.2.3.1 Modelo 1

Vamos impor o campo escalar como a função monótona φ = arctan(r/d). Esse

modelo é considerado em diversos trabalhos [84,114,118]. Utilizando a relação (2.87), obtemos

a função h(φ), que é dada por:

h(φ(r)) =−(d2 + r2)2Σ′′(r)
d2Σ(r)

. (2.90)

Como temos a forma de Σ(r), podemos integrar (2.89), o que resulta em:

V = 2b2

 b4c3

5(c3 + r2)5 −
b4 −6b2c3

4(c3 + r2)4 +
4c3 − b2(c3−3d2)

c3−d2

2(c3 + r2)3 +
3(b2d2 + c2

3 −d4)

(c3 −d2)3(c3 + r2)

+
3(b2d2 + c2

3 −d4)

2(c3 −d2)2(c3 + r2)2 +
3(b2d2 + c2

3 −d4)

(c3 −d2)4 ln
(

d2 + r2

c3 + r2

)]
. (2.91)

Explicitamente, em termos da coordenada radial, a função h(φ(r)) pode ser escrita

como:

h(φ(r)) =− 1
d2(c3 + r2)4

{
b4r2(d2 + r2)2 − c2

3
[
b2(d2 + r2)(d2 +3r2)−6d2r4]

+2b2c3r2(d4 − r4)+b2r4(d2 + r2)(3d2 + r2)+ c4
3d2 +4c3

3d2r2 +4c3d2r6 +d2r8
}
. (2.92)

O comportamento das funções V (φ(r)) e h(φ(r)) é mostrado na Fig. 9. Observamos

que as funções são bem comportadas, e o sinal de h(r) muda diversas vezes com a coordenada

radial. Para pontos mais distantes, nota-se que o campo escalar se comporta como um campo

fantasma. Dependendo da escolha dos parâmetros, o campo escalar na região central pode ser

tanto do tipo fantasma quanto do tipo padrão.

A função φ(r) pode ser invertida, de modo que podemos obter a forma das funções
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Figura 9: Comportamento gráfico das funções V (φ(r)) (painel superior) e h(φ(r)) (painel
inferior) em função da coordenada r para diferentes combinações dos parâmetros do buraco de

minhoca d,b e c3 e o modelo φ = arctan(r/d).
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Figura 10: Comportamento gráfico das funções V (φ) (painel superior) e h(φ) (painel inferior)
em função do campo escalar φ para diferentes combinações dos parâmetros do buraco de

minhoca b,d e c3.
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h(φ) e V (φ), que são dadas por:

V (φ) =
b2

10

[
4b4c3

(c3 +d2 tan2 φ)5 −
5b2(b2 −6c3)

(c3 +d2 tan2 φ)4 +
40c3(c3 −d2)−10b2(c3 −3d2)

(c3 −d2)(c3 +d2 tan2 φ)3

+
60(d2(b−d)(b+d)+ c2

3)

(c3 −d2)3(c3 +d2 tan2 φ)
+

30(d2(b−d)(b+d)+ c2
3)

(c3 −d2)2(c3 +d2 tan2 φ)2

+
60(d2(b−d)(b+d)+ c2

3)

(c3 −d2)4 ln
(

d2 sec2 φ

c3 +d2 tan2 φ

)]
, (2.93)

h(φ) = − 1
(c3 +d2 tan2 φ)4

{
d2 tan2

φ

[
b4d2 +4c3

3 +2b2c3(d2 −2c3)+d4(b2 +d2) tan6
φ

+ tan2
φ
(
2b4d2 +3b2(d4 − c2

3)+6c2
3d2)+d2 tan4

φ
(
b4 +4d2(b2 + c3)−2b2c3

)
+ c2

3(c3 −bd)(bd + c3)
]}

. (2.94)

A forma dessas funções é algo complicada e não muito clara. Assim, é mais efi-

ciente analisar graficamente o comportamento das funções. A partir da Fig. 10, vemos que

ambas são simétricas sob a transformação φ → −φ . O campo escalar tende a uma constante

para grandes valores da coordenada radial, φ(r →±∞)→±π/2, e nesse limite, h(φ) tende a

uma constante, enquanto V (φ) tende a zero.
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Agora que temos as quantidades relacionadas ao campo escalar, as funções associ-

adas ao campo eletromagnético são dadas por:

L = − 2b4r2

(c3 + r2)4 −
2r2 [(c3 + r2)2 −b2(d2 + r2)

]2
(c3 + r2)4(d2 + r2)2 +

2e
− b2

c3+r2

d2 + r2 − 2d2

(d2 + r2)2

+
2b2 [3r2(c3 −d2)+ c3d2 − r4]

(c3 + r2)3(d2 + r2)
−4b2

{
−

3[d2(b−d)(b+d)+ c2
3]

(c3 −d2)4 ln
(

c3 + r2

d2 + r2

)
− 1

20(c3 + r2)5

[
10(c3 + r2)2(b2(c3 −3d2)+4c3(d2 − c3))

c3 −d2 +5(b4 −6b2c3)(c3 + r2)

−
60(c3 + r2)4(d2(b2 −d2)+ c2

3)

(c3 −d2)3 −
30(c3 + r2)3(d2(b2 −d2)+ c2

3)

(c3 −d2)2 −4b4c3

]}
, (2.95)

LF =
(d2 + r2)e

b2

c3+r2

2q2(c3 + r2)4

{
(c3 + r2)4 − e

b2

c3+r2 [r2(c2
3(4c3 −5b2)+2b2d2(b2 + c3))

− r6(b2 −4c3)+ r4(2b4 +3b2(d2 −2c3)+6c2
3)+ c2

3(c3 −bd)(bd + c3)+ r8 ]} ,

F =
2q2e−2b2/(c3+r2)

(d2 + r2)2 . (2.96)

Apesar de bastante complexas, as funções eletromagnéticas obedecem à relação de

consistência:

LF
dF
dr

− dL
dr

= 0. (2.97)

Essa relação mostra que, embora sejam obtidas de forma independente por meio

das equações de Maxwell e Einstein, as funções relacionadas ao campo eletromagnético, F ,

L e LF , estão interligadas. Na Fig. 11, observamos o comportamento das funções F e L em

termos da coordenada radial, e notamos que essas funções são bem comportadas e simétricas

sob a transformação r → −r. Algo que se pode observar é que, dependendo da escolha dos

parâmetros, a função F(r) pode apresentar diversos máximos e mı́nimos, e não consegui-

mos inverter analiticamente r(F) para expressar a função L(F) de forma explı́cita. Para cada

máximo/mı́nimo não nulo de F(r), haverá uma bico presente na função L(F) [24, 120]. A

presença desses bicos torna-se evidente na Fig. 12. Dependendo dos valores dos parâmetros,

podemos ter bicos ou apenas uma função suave.

Dessa forma, o modelo escolhido para o campo escalar é consistente com o método

e é capaz de satisfazer as equações de campo. Assim, o comportamento de todas as funções

associadas aos campos fonte está descrito. A seguir, consideraremos outro modelo de campo

escalar.
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Figura 11: Comportamento da Lagrangiana eletromagnética L(r) (painel superior) e do
invariante escalar eletromagnético F(r) (painel inferior) em função da coordenada r para

diferentes combinações dos parâmetros do buraco de minhoca b,d e c3.
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Figura 12: Comportamento da Lagrangiana eletromagnética L(F) em função do escalar F para
diferentes combinações dos parâmetros do buraco de minhoca b,d e c3.
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2.2.3.2 Modelo 2

Na subseção anterior, consideramos um modelo de campo escalar dado pela função

arcotangente. Agora, exploramos uma escolha alternativa para investigar como diferentes perfis

de campo escalar afetam a estrutura das funções, como o potencial V (φ). Especificamente,

consideraremos φ = tanh(r/d), uma forma que surge naturalmente em estudos de kink para

potenciais do tipo V (φ) = (φ 2 − 1)2/2 [121, 122]. No entanto, focamos exclusivamente no

perfil do campo escalar em si, sem considerar a forma do potencial.

Como as formas das funções L(r), LF(r) e V (r) não dependem do campo escalar

escolhido, elas permanecem as mesmas do modelo anterior. No entanto, as formas de h(r),

h(φ) e V (φ) são modificadas. A partir de (2.87), obtemos:

h(φ(r)) = −
d2 cosh4 ( r

d

)
(c3 + r2)4(d2 + r2)2

[
r8(b2 +d2)+d2r2 (b4d2 +2b2c3(d2 −2c3)+4c3

3
)

+ r4 (2b4d2 +3b2(d4 − c2
3)+6c2

3d2)+ r6 (b4 +4d2(b2 + c3)−2b2c3
)

+ c2
3d2(c3 −bd)(bd + c3)

]
. (2.98)

Como podemos ver, (2.92) e (2.98) são diferentes. Na Fig. 13, analisamos o com-

portamento de h(φ(r)). Podemos observar que, apesar das funções (2.92) e (2.98) serem distin-

tas, ambas apresentam valores negativos nas mesmas regiões. Isso indica que ambas as escolhas

de campo escalar possuem o mesmo perfil tipo fantasma.

Embora V (r) não mude de forma neste segundo modelo, V (φ) é diferente, já que o

campo escalar foi alterado. As expressões analı́ticas de V (φ) e h(φ) são dadas por:

V (φ) = 2b2
{

3(b2d2 + c2
3 −d4)

(c3 −d2)4 ln
[

d2(tanh−1(φ)2 +1)
c3 +d2 tanh−1(φ)2

]
+

1
20(c3 +d2 tanh−1(φ)2)5

[
4b4c3 +

60(b2d2 + c2
3 −d4)(c3 +d2 tanh−1(φ)2)4

(c3 −d2)3

+
30(b2d2 + c2

3 −d4)(c3 +d2 tanh−1(φ)2)3

(c3 −d2)2 −5(b4 −6b2c3)(c3 +d2 tanh−1(φ)2)

−
10
[
b2(c3 −3d2)+4c3(d2 − c3)

]
(c3 +d2 tanh−1(φ)2)2

c3 −d2

]}
, (2.99)

h(φ) = − 1
(c3 +d2 tanh−1(φ)2)4(φ 2 −1)2(tanh−1(φ)2 +1)2

{
d2 tanh−1(φ)2 [b4d2

+ 2b2c3(d2 −2c3)+d4(b2 +d2) tanh−1(φ)6 + tanh−1(φ)2 (2b4d2 +3b2(d4 − c2
3)+6c2

3d2)
+ d2 tanh−1(φ)4 (b4 +4d2(b2 + c3)−2b2c3

)
+4c3

3
]
+ c2

3(c3 −bd)(bd + c3)
}
. (2.100)
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Figura 13: Comportamento da função h(φ(r)) em função da coordenada r para diferentes
combinações dos parâmetros do buraco de minhoca b, d e c3, e o modelo φ = tanh(r/d).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

As expressões analı́ticas são bastante extensas, mas podemos analisar o comporta-

mento das funções graficamente por meio da Fig. 14. Embora o intervalo possı́vel para o campo

escalar seja menor do que no caso anterior, agora φ(r →±∞)→±1, o comportamento continua

similar ao mostrado na Fig. 10.

Portanto, vemos que, embora o método escolhido nos permita a liberdade de sele-

cionar o campo escalar, o comportamento das funções para os modelos escolhidos é bastante

semelhante. Assim, devido às mudanças introduzidas pelos novos parâmetros, torna-se agora de

interesse investigar como essas modificações podem ajudar a mitigar a violação das condições

de energia nesta solução.

2.2.4 Condições de Energia

Buracos de minhoca são conhecidos por violar condições de energia, como a NEC.

Para que um buraco de minhoca seja estável e permita a passagem de matéria, é necessário

que exista matéria exótica, caracterizada por propriedades como densidade de energia negativa.

Portanto, é essencial explorar as condições de energia em nosso modelo de buraco de minhoca

para investigar se elas são violadas.

Além da NEC mencionada anteriormente, também analisamos a condição de ener-

gia forte (SEC), condição de energia fraca (WEC) e condição de energia dominante (DEC).
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Figura 14: Comportamento gráfico das funções V (φ) (painel superior) e h(φ) (painel inferior)
em função do campo escalar φ para diferentes combinações dos parâmetros do buraco de

minhoca b, d e c3.
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Essas condições são dadas pelas seguintes desigualdades [123]:

NEC1,2 =WEC1,2 = SEC1,2 ⇐⇒ ρ + pr,t ≥ 0, (2.101)

SEC3 ⇐⇒ ρ + pr +2pt ≥ 0, (2.102)

DEC1,2 ⇐⇒ ρ −|pr,t | ≥ 0 ⇐⇒ (ρ + pr,t ≥ 0) e (ρ − pr,t ≥ 0), (2.103)

DEC3 =WEC3 ⇐⇒ ρ ≥ 0, (2.104)

onde ρ , pr e pt representam a densidade de energia, pressão radial e pressão tangencial, res-

pectivamente. Essas quantidades são identificadas através das componentes do tensor energia-

momento:

T µ
ν = diag [−ρ, pr, pt , pt ] . (2.105)

Essa identificação é feita a partir das equações de Einstein, calculando o tensor de Einstein para

o elemento de linha (2.53).

Calculando os componentes do tensor energia-momento, obtemos as seguintes combinações:

ρ + pr =− 2b4r2

(r2 + c3)4 −
2b2 [d2(3r2 − c3)+ r4 −3r2c3

]
(d2 + r2)(r2 + c3)3 − 2d2

(d2 + r2)2 , (2.106)

ρ + pt =− 2b4r2

(r2 + c3)4 +
e
− b2

r2+c3 −1
d2 + r2 +

b2 [d2(c3 −3r2)+ r4 +5r2c3
]

(d2 + r2)(r2 + c3)3 , (2.107)

ρ + pr +2pt = 0, (2.108)

ρ − pr =− 4b4r2

(r2 + c3)4 +

2

(
e
− b2

r2+c3 −1

)
d2 + r2 +

2b2 [d2(c3 −3r2)+ r4 +5r2c3
]

(d2 + r2)(r2 + c3)3 , (2.109)

ρ − pt =− 4b4r2

(r2 + c3)4 +
e
− b2

r2+c3

d2 + r2 −
b2 [d2(9r2 −3c3)+ r4 −11r2c3

]
(d2 + r2)(r2 + c3)3 − 3d2 + r2

(d2 + r2)2 ,(2.110)

ρ =− 3b4r2

(r2 + c3)4 +
2b2 [d2(c3 −3r2)+4r2c3

]
(d2 + r2)(r2 + c3)3 +

(d2 + r2)e
− b2

r2+c3 −2d2 − r2

(d2 + r2)2 . (2.111)

Para consistência, ao definir b = 0 nas expressões acima, recuperamos o caso Ellis-
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Bronnikov, obtendo:

ρ + pr = − 2d2

(r2 +d2)2 < 0, ∀r ∈ (−∞,+∞), (2.112)

ρ + pt = 0, (2.113)

ρ + pr +2pt = 0, (2.114)

ρ − pr = 0, (2.115)

ρ − pt = − 2d2

(r2 +d2)2 < 0, ∀r ∈ (−∞,+∞), (2.116)

confirmando que, para b= 0, as condições de energia são globalmente violadas, como esperado.

Para b ̸= 0, a única condição identicamente satisfeita é SEC3. As outras condições

requerem análise adicional para determinar as regiões onde as desigualdades são válidas. Nas

Figuras 15 e 16, ilustramos o comportamento da densidade de energia e suas combinações com

as pressões. Verificamos que, independentemente da escolha dos parâmetros, existem sempre

regiões onde as condições de energia são violadas. Contudo, dependendo dos parâmetros, todas

as condições de energia podem ser satisfeitas próximo à região central r → 0. Em distâncias

maiores do buraco de minhoca, as violações tornam-se evidentes. Isso está de acordo com

resultados anteriores para o campo escalar, que apresenta comportamento fantasma longe do

buraco.

Portanto, nosso modelo apresenta tanto desvantagens quanto vantagens em comparação

a outros modelos de buraco de minhoca, como o de Ellis-Bronnikov. Diferentemente do caso

Ellis-Bronnikov, onde certas desigualdades eram sempre válidas, aqui as violações são relaxa-

das, permitindo que para algumas escolhas de parâmetros todas as condições de energia sejam

satisfeitas, ao menos localmente. Essa flexibilização pode indicar menor instabilidade ou pro-

blemas patológicos como gravidade repulsiva ou violações de causalidade.



48

Figura 15: Comportamento da densidade de energia ρ (painel inferior) e das combinações
ρ + pr (painel superior) e ρ + pt (painel do meio) para diferentes parâmetros do buraco de

minhoca b, d e c3.
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Figura 16: Comportamento das combinações de pressão ρ − pr (painel superior) e ρ − pt
(painel inferior) para diferentes parâmetros do buraco de minhoca b, d e c3.
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3 BLACK BOUNCES COMO SOLUÇÕES DE TEORIAS F(R)

Teorias f (R) são teorias que modificam a RG de Enstein considerando que, em vez

da ação usual de Einstein-Hilbert, dada por

S =
∫

d4x
√
−g(R+Lm), (3.1)

onde Lm é a lagrangeana de matéria, temos que o termo gravitatório depende de forma não

linear do escalar de Ricci, de modo que temos, em geral, uma ação dada por

S =
∫

d4x
√
−g( f (R)+Lm), (3.2)

onde f é uma função arbitrária de R.

Variando a ação acima com respeito a gµν encontramos a equação de Einstein mo-

dificada dada por

fRRµν −
1
2

gµν f +
(
gµν□−∇µ∇ν

)
fR = Tµν , (3.3)

onde fR = d f/dR.

A teoria f (R) tem ganhado atenção crescente no estudo de objetos compactos de-

vido às suas correções à RG, com inúmeros estudos realizados em BNs[124–134], buracos de

minhoca [135–138], BNs regulares [33,139–142], e, mais recentemente, em BB[114,143–147].

No entanto, o estudo de fontes de BB em teorias f (R) é um tema que tem sido muito pouco

explorado na literatura. De fato, nosso trabalho é o primeiro a explorar esse tópico.

3.1 Fontes de Campo de Black bounce em teorias f(R)

Sabe-se que a métrica de bounce SV é uma solução da RG quando consideramos o acoplamento

entre um campo escalar fantasma e uma eletrodinâmica não linear [108, 117, 148, 149]. No

entanto, ainda não está claro se esse tipo de comportamento persiste em teorias modificadas

da gravitação. Em um artigo recente, os autores deste trabalho mostraram que isso é possı́vel

para teorias de gravidade K [114]. Porém, o caso f (R) é fundamentalmente diferente, pois deve

recuperar GR ( f (R)→ R) para alguns parâmetros.
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3.1.1 Aspectos Gerais

Assumimos que a métrica SV representa uma solução de uma teoria f (R) da gra-

vidade e buscamos identificar os tipos de campos que poderiam agir como fontes para essa

geometria. Consideramos, para melhor identificar as modificações, que:

f (R) = a0R+H(R). (3.4)

Recuperamos RG para a0 = 1 e H(R) = 0. Fontes de campo para o termo linear já

foram encontradas em muitos casos. Portanto, é interessante considerar que os campos materi-

ais também se dividam como L(GR)+L(H). Assim, consideramos uma ação da forma:

S =
∫ √

|g|d4x
[
a0R+H(R)−2h(φ)gµν

∂µφ∂νφ +2V +L(F)
]
, (3.5)

onde H(R) é uma função do escalar de Ricci R = gµνRµν , φ é o campo escalar, V (φ) =

V (GR)(φ) +V (H)(φ) é o potencial associado ao campo escalar, L(F) = L(GR)(F) + L(H)(F)

é a Lagrangiana não linear, e h(φ) = ε + h(H)(φ), sendo h(H)(φ) uma correção para a ação

fantasma.

Variando a ação (3.5) em relação a Aµ , obtemos a equação (2.27) novamente, en-

quanto variando com respeito a φ , gµν e separando o tensor energia-momento, obtemos as

seguintes equações de campo:

2ε∇µ∇
µ

φ +2h(H)(φ)∇µ∇
µ

φ +
dh(H)(φ)

dφ
∂

µ
φ∂µφ =−dV (φ)

dφ
, (3.6)

a0Gµν +Hµν = T (GR)[φ ]µν +T (H)[φ ]µν +T (GR)[F ]µν +T (H)[F ]µν . (3.7)

Na última equação, definimos a variação de H como

Hµν = HRRµν −
1
2

gµνH +(gµν□−∇µ∇ν)HR, (3.8)

onde LF = dL/dF , HR = dH(R)/dR e:

T (GR)[F ]µν =
1
2

gµνL(GR)(F)−2L(GR)
F Fα

ν Fµα , (3.9)

T (H)[F ]µν =
1
2

gµνL(H)(F)−2L(H)
F Fα

ν Fµα , (3.10)

T (GR)[φ ]µν = 2ε∂µφ∂νφ −gµν(ε∂
α

φ∂αφ −V (GR)(φ)), (3.11)

T (H)[φ ]µν = 2h(H)(φ)∂µφ∂νφ −gµν(h(H)(φ)∂ α
φ∂αφ −V (H)(φ)). (3.12)
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Seguindo nossa abordagem, consideraremos o seguinte sistema de equações:

2ε∇µ∇
µ

φ =−dV (GR)(φ)

dφ
, (3.13)

a0Gµν = T (GR)[φ ]µν +T (GR)[F ]µν , (3.14)

e procuramos por h(H), L(H)(F) e V (H) tais que

∇µ(LFFµν) =
1√
|g|

∂µ(
√
|g|LFFµν) = 0, (3.15)

2h(H)(φ)∇µ∇
µ

φ +
dh(H)(φ)

dφ
∂

µ
φ∂µφ =−dV (H)(φ)

dφ
, (3.16)

Hµν = T (H)[φ ]µν +T (H)[F ]µν , (3.17)

sejam satisfeitas.

Devemos ter cuidado com a possibilidade de que as soluções para F permitam a

separação de T [F ]µν . Para analisar isso, consideraremos, a partir de agora, que nosso espaço-

tempo é esfericamente simétrico. Resolvendo as equações de Maxwell, considerando cargas

elétricas e magnéticas, as componentes não nulos são

F10 =
qe

Σ(r)2LF
, F23 = qm sinθ → F =− q2

e

2L2
FΣ(r)4 , F =

q2
m

2Σ(r)4 , (3.18)

onde qe e qm representam, respectivamente, cargas elétricas e magnéticas constantes. Devido

à presença de LF no denominador, é impossı́vel separar o tensor energia-momento. Portanto,

nossa abordagem é consistente apenas para carga magnética, a qual chamaremos simplesmente

de q a partir de agora.

Vamos revisar alguns pontos-chave sobre a equação (3.14) e como o tensor energia-

momento é determinado pela geometria. Primeiro, notamos que, combinando os componentes(0
0

)
e
(1

1

)
, obtemos

T (GR)[φ ]11 −T (GR)[φ ]00 =−2εAφ
′2 = a0G1

1 −a0G0
0 =

2a0AΣ′′

Σ
, (3.19)

e

φ
′2 =−a0Σ′′

εΣ
. (3.20)

A partir de agora, sem perda de generalidade, consideraremos a0 = 1. Substituindo isso na

Eq. (3.13), verificamos que φ(r) e V (GR) e, portanto, T (GR)[φ ]µν são determinados a partir dos
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componentes
(0

0

)
e
(1

1

)
do tensor de Einstein. Com isso, reescrevemos (3.14) como

T (GR)[F ]µν = Gµν −T (GR)[φ ]µν . (3.21)

A partir do componente
(0

0

)
e da combinação entre

(0
0

)
e
(2

2

)
da equação acima, obtemos

L(GR)[F ] = G0
0 −T (GR)[φ ]00, (3.22)

q2

2Σ(r)4 L(GR)
F [F ] =

(
G0

0 −G2
2
)
−
(

T (GR)[φ ]00 −T (GR)[φ ]22

)
. (3.23)

Portanto, como de costume, φ(r), V (GR), L(r)(GR) e LF(r)(GR) são determinados a partir da

geometria. A dependência explı́cita nos campos será caso a caso.

Agora mostraremos que, dada a solução acima, também podemos determinar T (H)[φ ]µν

e T (H)[F ]µν a partir da geometria. Para isso, voltamos à Eq. (3.17) e notamos que T (H)[φ ]µν e

T (H)[F ]µν possuem exatamente as mesmas simetrias que T (GR)[φ ]µν e T (GR)[F ]µν , respectiva-

mente. Portanto, os mesmos passos podem ser seguidos, e obtemos diretamente

T (H)[φ ]11 −T (H)[φ ]00 =−2h(H)Aφ
′2 = 2Ah(H) Σ′′

εΣ
= H1

1 −H0
0. (3.24)

Substituindo isso na Eq. (3.16), encontramos que h(H), V (H) e T (H)[φ ]µν são completamente

determinados. Assim como antes, esses resultados podem ser utilizados para obter

L(H)[F ] = H0
0 −T (H)[φ ]00, (3.25)

q2

2Σ(r)4 L(H)
F [F ] =

(
H0

0 −H2
2
)
−
(

T (H)[φ ]00 −T (H)[φ ]22

)
. (3.26)

Os resultados acima podem ser ainda mais simplificados se notarmos que

Hµν = HR

(
T (GR)

µν − 1
2

gµν(T (GR))α
α

)
− 1

2
gµνH +(gµν□−∇µ∇ν)HR. (3.27)

Substituindo isso nas equações (3.24), (3.25) e (3.26), obtemos as fontes finais:

2Ah(H) Σ′′

εΣ
= HR

(
(T (GR))1

1 − (T (GR))0
0

)
− (∇1

∇1 −∇
0
∇0)HR, (3.28)

L(H)[F ] = HR

(
(T (GR))0

0 −
1
2
(T (GR))α

α

)
− 1

2
H +(□−∇

0
∇0)HR −T (H)[φ ]00, (3.29)

q2

2Σ(r)4 L(H)
F [F ] = HR

(
(T (GR))0

0 − (T (GR))2
2

)
− (∇0

∇0 −∇
2
∇2)HR −

(
T (H)[φ ]00 −T (H)[φ ]22

)
.

(3.30)

Portanto, nossa abordagem pode ser usada para encontrar a fonte para qualquer teoria f (R)
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definida por (3.4).

Dada a forma das equações (3.7) e (3.14), considerando a maneira como cons-

truı́mos nossa ação, é fácil ver que nossas funções de interesse assumem a forma:

F(r) =
2q2

(a2 + r2)
2 , (3.31)

L(F) = L(GR)(F)+L(H)(F), (3.32)

LF(F) = L(GR)
F (F)+L(H)

F (F), (3.33)

φ(r) = arctan
( r

a

)
, (3.34)

h(φ) = h(GR)(φ)+h(H)(φ), (3.35)

V (φ) = V (GR)(φ)+V (H)(φ), (3.36)

onde as funções de RG são dadas por [108]:

L(GR)(F(r)) =
12a2m

5(a2 + r2)
5/2 , (3.37)

L(GR)
F (F(r)) =

3a2m

2q2
√

a2 + r2
, (3.38)

h(GR)(φ(r)) = ε =−1, (3.39)

V (GR)(φ(r)) =
4a2m

5(a2 + r2)
5/2 . (3.40)

Ou, em termos do invariante eletromagnético F e do campo escalar φ :

L(GR)(F) =
3 23/4a2F5/4m

5q5/2 , (3.41)

h(GR)(φ) = ε =−1, (3.42)

V (GR)(φ) =
4mcos5 φ

5a3 . (3.43)

Agora dividiremos nossa análise em diferentes casos, isto é, vários modelos de

teorias f (R).

3.1.2 Caso I: H(R) = aRR2

O modelo mais conhecido de teoria f (R) é o chamado modelo de Starobinsky [150–

153], em que

f (R) = R+aRR2, (3.44)
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onde aR é uma constante de acoplamento. Nesse contexto, H(R) = aRR2, e a RG é recuperada

para H = 0, ou seja, aR = 0. A função HR é, consequentemente, dada por HR = 2aRR. Utilizando

a métrica dada em (2.53) e seguindo a abordagem apresentada em 3.1.1, podemos determinar

analiticamente todas as funções de correção de interesse, que são dadas por:

L(H)(F(r)) = aRa2

(
2
(
20a4 +a2 (27m2 +100r2)+675m2r2 +80r4)

15(a2 + r2)
5

−
16m

(
11a2 +81r2)

21(a2 + r2)
9/2

)
, (3.45)

L(H)
F (F(r)) =

6a2aRm
(
a2 −9r2)

q2 (a2 + r2)
5/2 +

2a2aR
(
a2 (4r2 −9m2)+45m2r2 +4r4)

q2 (a2 + r2)
3 , (3.46)

h(H)(φ(r)) =
2aR

(
a2 −10r2)(2

√
a2 + r2 −9m

)
(a2 + r2)

5/2 , (3.47)

V (H)(φ(r)) = aRa2

(
2m
(
1290r2 −481a2)

21(a2 + r2)
9/2

+
130a4 +a2 (783m2 −70r2)−25r2 (135m2 +8r2)

15(a2 + r2)
5

)
. (3.48)

(3.49)

Esses termos envolvendo aR são as correções exigidas pela teoria da gravidade mo-

dificada para as fontes, de modo que a métrica SV possa ser gerada pela teoria.

É importante destacar algumas diferenças em relação à RG. Na RG, temos h(φ) =

−1, de modo que o campo escalar é sempre um campo fantasma. Aqui, usando a equação (3.35)

e considerando o termo de correção encontrado acima, podemos expandir h(φ):

h(φ) ≈ −1− 40aR

r2 +O
(
r−3) , se r → ∞, (3.50)

h(φ) ≈ −1+
2aR(2a−9m)

a3 +O
(
r2) , se r → 0. (3.51)

Essas expressões nos dizem que o campo escalar continua exibindo comportamento fantasma

no infinito. No entanto, se a > 9m
2 , ou seja, no caso de buracos de minhoca atravessáveis, e aR

for suficientemente grande e positivo, o campo escalar pode deixar de ser fantasma nas regiões

mais internas, tornando-se, assim, parcialmente fantasma. Dessa forma, a teoria f (R) pode

relaxar a condição de o campo escalar ser fantasma em algumas regiões do espaço-tempo.

As funções F(r) e φ(r) são facilmente invertı́veis, de modo que podemos escrever
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analiticamente L(H)(F), V (H)(φ) e h(H)(φ), que são expressas como:

L(H)(F) =
a2aRF5/4

210
√

2q5

[
5q
(

945
√

2F3/4m2 −648 23/4m
√

Fq+224 4
√

Fq
)

(3.52)

− 28a2
(

162F5/4m2 +15
√

2F3/4q−100 4
√

2Fm
√

q
)]

,

h(H)(φ) =
aR(11cos2φ −9)

(
2a
√

sec2 φ −9m
)

(a2 sec2 φ)
3/2 , (3.53)

V (H)(φ) =
aR cos6 φ

105a6

(
35a2(33cos2φ −7) (3.54)

+ mcos2
φ (77cos2φ (189m−115asecφ)+4045asecφ −9072m)

)
A presença da teoria f (R) exige muito mais não-linearidades nos campos fonte do que a RG.

Assim, vemos que, mesmo com as complicações adicionais que a teoria f (R) exige

dos campos fonte, é possı́vel obter a solução SV em teorias modificadas da gravidade ao com-

binar uma eletrodinâmica não linear com um campo escalar parcialmente fantasma.

Também podemos escolher outros modelos de f (R) e verificar que tipos de fontes

surgem. No entanto, na próxima subseção, tentaremos uma abordagem diferente.

3.1.3 Caso II: HR(R(r)) = a1r

Nas referências [139, 140], os autores estudaram buracos negros regulares em teo-

rias f (R) e encontraram que, devido à simetria do espaço-tempo considerado, a função fR(R)

era linear quando analisada em termos da coordenada radial. Como estamos considerando BB,

que são estruturas mais complexas do que buracos negros regulares usuais, esse tipo de com-

portamento não surge naturalmente das equações de campo. No entanto, ainda podemos impor

esse comportamento e investigar quais tipos de fontes de campo podem emergir.

Vamos considerar HR escrito como

HR(R(r)) = a1r, (3.55)

isto é, fR = 1+ a1r, onde a1 é uma constante. Nesse caso, a função H(R) como função da

coordenada radial pode ser calculada como:

H(R(r)) =
∫

HR
dR
dr

dr. (3.56)

Quando a1 = 0, recuperamos a RG.

Considerando o elemento de linha (2.53) e seguindo a abordagem apresentada em
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3.1.1, encontramos que as funções relacionadas às correções das fontes dos campos são dadas

por:

L(H)(F(r)) = 2a1

−
2m
(
10a2r3 +7r5)

5a2 (a2 + r2)
5/2 − r

a2 + r2 +
2tan−1

(
r−

√
a2+r2

a

)
a

 , (3.57)

L(H)
F (F(r)) =

a1

2q2

(
−r
√

a2 + r2
(

3mr2

a2 + r2 −6m
)
− r
(
a2 + r2)) , (3.58)

h(H)(φ(r)) = −a1r, φ(r) = arctan
( r

a

)
, (3.59)

V (H)(φ(r)) = a1

 tan−1
(√

a2+r2−r
a

)
a

+
2mr

(
5a4 +5a2r2 +2r4)

5a2 (a2 + r2)
5/2 − r

2(a2 + r2)

 .(3.60)

Nesse caso, diferentemente do modelo anterior, como pela equação (3.35), temos

h(φ(r)) = −1− a1r, o campo escalar será sempre fantasma, já que h(φ) será sempre negativo

se considerarmos a1 como uma constante positiva. O campo escalar poderá ser canônico apenas

em algumas regiões se a1 assumir valores negativos.

É possı́vel inverter novamente as dependências funcionais, expressando as quanti-

dades L(H), V (H) e h(H) como funções de F e φ , respectivamente:

L(H)(F) = a1

−

√√√√2

√
2F
q2 − 2a2F

q2 −
23/4m

(√
2q2

F −a2
)3/2(

3a2 +7
√

2q2

F

)
F5/4

5a2q5/2

+
4
a

arctan

−21/4q1/2F−1/4 +
√
−a2 +

√
2|q|F−1/2

a

 , (3.61)

h(H)(φ) = −a1a tanφ , (3.62)

V (H)(φ) =
a1

20a2 (20aarctan(secφ − tanφ)−5asin(2φ) (3.63)

+ 2m(13+6cos(2φ)+ cos(4φ))sinφ)) .

Mais uma vez, observamos que a presença da função H(R) induz maiores não line-

aridades nos campos obtidos. Integrando a equação (3.56), obtemos:

H(R(r)) =
a1mr3 (10a2 +4r2)

a2(a2 + r2)5/2 +
a2a1r

(a2 + r2)2 −
a1r3

(a2 + r2)2 −
2a1 arctan

(
r−

√
a2+r2

a

)
a

. (3.64)

No entanto, nesse caso, não é possı́vel inverter analiticamente R(r) na equação para o escalar

de Ricci, de modo que não conseguimos escrever uma forma analı́tica para a função H(R). Para

gerar o gráfico, lembramos que a função f (R) é dada por f (R) = R+H(R). Ainda assim, na
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Figura 17: Comportamento de f (R) em função da coordenada radial (painel esquerdo) e em
função do escalar de curvatura (painel direito), fixando a = m = 1 e variando os valores do

parâmetro a1.

-6

-4

-2

 0

 2

 4

-4 -2  0  2  4

f(
R
(r
))

r

a1=-1
a1=0
a1=1

-6

-4

-2

 0

 2

 4

-5 -4 -3 -2 -1  0

f(
R
)

R

a1=-1
a1=0
a1=1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Fig. 17, observamos o comportamento da função f (R). É claro que o único caso simétrico sob

a troca r → −r ocorre para a1 = 0, que corresponde exatamente ao caso da RG. Para a1 = 0,

a função f (R) é apenas uma linha reta, como esperado, enquanto para outros casos temos uma

função multivaluada com curvas distintas. Esse comportamento multivaluado surge justamente

devido à assimetria na transformação r →−r na função H(R(r)).

3.1.4 Caso III: HR(R(r)) = a2r2

No Caso II, vimos que o comportamento de f (R(r)) muda ao fazermos a transformação

r → −r. Esse fato ocorre porque a função HR não é simétrica sob essa transformação. Além

disso, na referência [139], dada uma métrica da forma

ds2 =−A(r)dt2 +B−1(r)dr2 + r2dΩ
2, (3.65)

a condição (3.55) é obtida impondo A(r) = B(r). No entanto, nas métricas do tipo BB, como a

da equação (2.53), podemos sempre realizar uma transformação de coordenadas dada por

r̃2 = Σ(r)2, (3.66)

de modo que a métrica possa ser escrita na forma

ds2 =−U(r̃)dt2 +G−1(r̃)dr̃2 + r̃2dΩ
2, (3.67)

onde U(r̃) ̸= G(r̃). Nesse caso, como a função HR(R(r)) não precisa necessariamente man-

ter a forma especı́fica (3.56), podemos propor formulações alternativas para ela, de modo que

permaneça invariante sob a transformação r →−r. Assim, nesta subseção, focamos no caso em
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que

HR(R(r)) = a2r2. (3.68)

Considerando essa função, a métrica SV e novamente seguindo a abordagem apre-

sentada em 3.1.1, encontramos que as funções relacionadas às correções das fontes dos campos

são agora dadas por

L(H)(F(r)) =
(88a4a2m)

5(a2 + r2)
5/2 +

44a2a2mr2

(a2 + r2)
5/2 +

24a2mr4

(a2 + r2)
5/2 (3.69)

− a2(6a4 +16a2r2 +10r4)

(a2 + r2)
2 +4a2 ln

(
a2 + r2) ,

L(H)
F (F(r)) =

−2a2r4
(
−3m+

√
a2 + r2

)
+a2a2r2

(
9m−2

√
a2 + r2

)
2q2

√
a2 + r2

, (3.70)

h(H)(φ(r)) = −
a2
(
a4 +3a2r2 + r4)

a2 , (3.71)

V (H)(φ(r)) =
a2a2

a2 + r2 −
4m
(
6a4a2 +5a2r4 +10a2a2r2)

5(a2 + r2)
5/2 −2a2 ln

(
a2 + r2) . (3.72)

Podemos, mais uma vez, escrever explicitamente L(H) como função de F , e V (H) e

h(H) como funções de φ , que são:

L(H)(F) =
a2

5q2
√

q√
F

(
−323/4a4Fm+10q2

(
623/4m−5

√
q√
F

)

+ 1021/4a2
√

Fq
(
−m+21/4

√
q√
F

)
+20q2

√
q√
F

log

(√
2q√
F

))
, (3.73)

h(H)(φ) = a2a2
[
1− sec2

φ
(
1+ sec2

φ
)]
, (3.74)

V (H)(φ) = a2

(
cos2

φ −2log
(
a2 sec2

φ
)
− (20m+4mcos4 φ)cosφ

5a

)
. (3.75)

É interessante notar que, para r ≪ 1, temos

h(φ)≈−1−a2a2. (3.76)

Isso sugere que a constante de regularização a também pode interferir na mudança do tipo

de campo escalar próximo à origem, caso a2 seja negativo. Assim, dependendo do sinal do

parâmetro a2 e dos valores de a, podemos ter um campo escalar fantasma, parcialmente fan-

tasma ou canônico.
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Figura 18: Comportamento da função f (R) em função da coordenada radial (painel esquerdo)
e em função do escalar de curvatura (painel direito), fixando a = m = 1 e variando os valores

do parâmetro a2.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Integrando novamente a equação (3.56), obtemos

H(R(r)) =
2a2
(

a2a2

(
−2m+

√
a2 + r2

)
+a2r2

(
−5m+2

√
a2 + r2

))
(a2 + r2)

5/2 . (3.77)

Analisando a equação acima, vemos claramente que H(R(r)) é simétrica sob a transformação

r → −r. Ao realizar o gráfico paramétrico de f (r) vs R(r), apresentado na Fig. 18, também

observamos que essa simetria é preservada, ao contrário do caso anterior.

Os resultados obtidos podem ser generalizados considerando HR = anrn. No en-

tanto, nem todos os valores de n satisfazem a relação de consistência eletromagnética (??).

3.1.5 Caso IV: HR(R(r)) = aΣΣ

Podemos testar outra forma para HR. Considerando que os BB geralmente surgem

através da substituição r2 → r2+a2 e que, para buracos negros regulares, tı́nhamos HR(R(r)) =

a1r, podemos aplicar essa substituição para obter HR(R(r)) = aΣΣ. Esse modelo também será

simétrico sob a transformação r →−r.

Considerando novamente que nosso espaço-tempo é descrito pela métrica SV e se-

guindo a abordagem apresentada em 3.1.1, encontramos que as funções de correção relaciona-
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das às fontes da matéria são dadas por:

L(H)(F(r)) =
2aΣ

(
9m

√
a2 + r2 −4a2 −6r2

)
3(a2 + r2)

3/2 , (3.78)

L(H)
F (F(r)) =

aΣ

(
3a2m− r2

(√
a2 + r2 −3m

))
2q2 , (3.79)

h(H)(φ(r)) = −3
2

aΣ

√
a2 + r2, (3.80)

V (H)(φ(r)) =
3a2aΣm

4(a2 + r2)
2 +

a2aΣ

2(a2 + r2)
3/2 . (3.81)

Como nos outros casos, só é possı́vel ter um campo escalar canônico em algumas

regiões, ou parcialmente fantasma, se a constante relacionada aos termos não lineares da teoria

gravitacional, aΣ, assumir valores negativos. Dependendo dos valores de aΣ e a, é possı́vel ter

h(φ) sempre positivo.

Podemos também escrever L(H)(F), V (H)(φ) e h(H)(φ), que são dados por:

L(H)(F) =

aΣ

(
10
√

2a2
√

Fq+15q2

(
3 23/4m√

q√
F

−4

))
15 4

√
2q2
√

q√
F

, (3.82)

h(H)(φ) = −3
2

aaΣ secφ , (3.83)

V (H)(φ) =
aΣ cos4 φ (2asecφ +3m)

4a2 . (3.84)

Considerando o escalar de curvatura para o caso SV, podemos escrever a função

H(R(r)) como:

H(R(r)) =−2a2

(
15aΣm

4(a2 + r2)
2 −

4aΣ

3(a2 + r2)
3/2

)
. (3.85)

Essa função é simétrica sob a transformação r → −r. Como nos casos anteriores, não conse-

guimos expressar analiticamente o comportamento de f (R); portanto, vamos analisá-lo grafi-

camente na Fig. 19. Pelo comportamento de f (R(r)), observamos explicitamente a simetria

da solução sob a transformação r → −r. A partir do gráfico paramétrico, vemos que, como

esperado, para aΣ = 0, obtemos uma linha reta, que corresponde ao caso da RG.

Podemos generalizar esse modelo para HR = aΣΣ(r)n. O problema com essa generalização

é que algumas funções apresentam divergências para certos valores de n. Curiosamente, es-

sas divergências se cancelam ao combinar f (R)+ L(F(r))+ 2V (φ(r)), que é precisamente a

combinação que aparece na ação. Os demais termos da ação não apresentam divergências.
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Figura 19: Comportamento da função f (R) em função da coordenada radial (painel esquerdo)
e em função do escalar de curvatura (painel direito), fixando a = m = 1 e variando os valores

do parâmetro a1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Com isso, podemos provar que é possı́vel encontrar diferentes tipos de fontes ma-

teriais para a métrica SV ao se considerar diferentes modelos de f (R).

3.2 Condições de Energia

No contexto da RG, é bem conhecido que geometrias do tipo BB violam todas as

condições de energia associadas ao tensor energia-momento [110, 154]. Isso não é totalmente

surpreendente, já que geometrias BB interpolam entre BNs regulares e buracos de minhoca,

ambos conhecidos por violarem as condições de energia [107]. Assim, é interessante investigar

se essa violação persiste no contexto de teorias modificadas da gravidade, como no nosso caso.

Analisaremos agora se, no contexto dos nossos modelos de f (R), a geometria BB

satisfaz a condição de energia nula (NEC), a condição de energia forte (SEC), a condição de

energia fraca (WEC) e a condição de energia dominante (DEC). Identificamos novamente o

tensor energia momento como (2.105).Essa relação é válida em regiões onde A(r) > 0. Para

regiões onde A(r)< 0, a assinatura da métrica se altera, e temos:

T µ

ν = diag[pr,−ρ, pt , pt ]. (3.86)
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3.2.1 Caso I

Vamos agora analisar as condições de energia para o caso em que H(R) = aRR2.

Para regiões onde A(r)> 0, temos:

ρ + pr =
2a2a

(
2m−

√
a2 + r2

)
(a2 + r2)5/2

+
4a2aR

(
a2 −10r2)(2a2 +18m2 +2r2 −13m

√
a2 + r2

)
(a2 + r2)5 , (3.87)

ρ + pt =
3a2m

(a2 + r2)5/2 +4a2aR

[
a2(4r2 −9m2)+45m2r2 +4r4

(a2 + r2)5 +
3m(a2 −9r2)

(a2 + r2)9/2

]
,

(3.88)

ρ + pr +2pt =
2a2m

(a2 + r2)5/2

+4a2aR

[
r2(7a2 +180m2)−5a2(a2 +9m2)+12r4

(a2 + r2)5 +
m(31a2 −100r2)

(a2 + r2)9/2

]
,

(3.89)

ρ − pr =
4a2m

(a2 + r2)5/2

+4a2aR

[
m(46r2 −25a2)

(a2 + r2)9/2 +
5a4 +a2(27m2 + r2)−90m2r2 −4r4

(a2 + r2)5

]
, (3.90)

ρ − pt =
5ma2

(a2 + r2)5/2 −
2a2a0

(a2 + r2)2

+4a2aR

[
m(203r2 −41a2)

(a2 + r2)9/2 +
7a4 −21r2(a2 +15m2)+54a2m2 −28r4

(a2 + r2)5

]
,

(3.91)

ρ =
a2(4m−

√
a2 + r2)

(a2 + r2)5/2

−a2aR

[
4m(19a2 −88r2)

(a2 + r2)9/2 +
−14a4 +a2(34r2 −90m2)+540m2r2 +48r4

(a2 + r2)5

]
.

(3.92)
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Em regiões onde A(r)< 0, temos:

ρ + pr =
2a2
(√

a2 + r2 −2m
)

(a2 + r2)
5/2

−
4a2aR

(
a2 −10r2)(2a2 +18m2 +2r2 −13m

√
a2 + r2

)
(a2 + r2)

5 , (3.93)

ρ + pt =
a2
(

2
√

a2 + r2 −m
)

(a2 + r2)
5/2

+4a2aR

[
m
(
16a2 −157r2)
(a2 + r2)

9/2 +
2a4 +a2 (22r2 −27m2)+225m2r2 +24r4

(a2 + r2)
5

]
,

(3.94)

ρ + pr +2pt =
4a2

(a2 + r2)
2 −

6a2m

(a2 + r2)
5/2

+4a2aR

[
m
(
360r2 −57a2)
(a2 + r2)

9/2 +
9a4 +a2 (81m2 −43r2)−540m2r2 −52r4

(a2 + r2)
5

]
,

(3.95)

ρ − pr =
4a2m

(a2 + r2)
5/2

+4a2aR

[
m
(
46r2 −25a2)
(a2 + r2)

9/2 +
5a4 +a2 (27m2 + r2)−90m2r2 −4r4

(a2 + r2)
5

]
, (3.96)

ρ − pt =
a2m

(a2 + r2)
5/2

+4a2aR

[
m
(
73r2 −28a2)
(a2 + r2)

9/2 +
5a4 −3r2 (a2 +45m2)+36a2m2 −8r4

(a2 + r2)
5

]
,

(3.97)

ρ =
a2

(a2 + r2)
2

−2a2aR

[
12m

(
a2 +7r2)

(a2 + r2)
9/2 −

3a4 +a2 (9m2 +19r2)+90m2r2 +16r4

(a2 + r2)
5

]
. (3.98)

Os termos envolvendo aR representam as correções da teoria f (R) para as condições

de energia deste modelo. No entanto, as expressões analı́ticas não ilustram claramente como

essas correções modificam as condições de energia.

Na Fig. 20, comparamos como a teoria f (R) modifica as condições de energia em
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relação à RG. Observamos que, para aR = −1, a combinação ρ + pr é sempre negativa, com

módulo ainda maior do que no caso da RG. Contudo, para aR = 1, há certas regiões onde ρ + pr

assume valores positivos, indicando que a teoria f (R) suaviza a violação da condição de energia

nula. Pela análise do comportamento de ρ e ρ − pt , percebemos que, dependendo dos valores

dos parâmetros escolhidos, em algumas regiões onde as desigualdades eram satisfeitas no caso

da RG, elas passam a ser violadas, e em outras onde eram violadas, passam a ser satisfeitas.

Assim, as contribuições de H(R), neste caso o modelo H(R) = aRR2, podem levar a condições

de energia que não são sempre violadas, como acontecia na RG.

3.2.2 Caso II

Neste caso, onde HR = a1r, temos que, fora de qualquer possı́vel horizonte, com

A(r)> 0, as seguintes combinações para as funções ρ , pr e pt são:

ρ + pr = −
2a2 (1+a1r)

(√
a2 + r2 −2m

)
(a2 + r2)

5/2 , (3.99)

ρ + pt =
3a2m

(a2 + r2)
5/2 +

a1r
(

6a2m−
(
a2 + r2)3/2

+3mr2
)

(a2 + r2)
5/2 , (3.100)

ρ + pr +2pt =
2a2m

(a2 + r2)
5/2 (3.101)

+ a1

 r
a2 + r2 +

2mr
(
4a4 +5a2r2 +2r4)
a2 (a2 + r2)

5/2 +
2tan−1

(√
a2+r2−r

a

)
a

 ,

ρ − pr =
4a2m

(a2 + r2)
5/2 (3.102)

+
a1

a2

(
4mr

(
a4 −a2r2 − r4)
(a2 + r2)

5/2 − 3a2r
a2 + r2 +2a tan−1

(
r−

√
a2 + r2

a

))
,

ρ − pt =
5ma2

(a2 + r2)
5/2 −

2a2a0

(a2 + r2)
2 +

a1

a2

(
mr
(
2a4 −7a2r2 −4r4)
(a2 + r2)

5/2 −
2a2r

(
2a2 + r2)

(a2 + r2)
2

+ 2a tan−1

(
r−

√
a2 + r2

a

))
, (3.103)

ρ =
a2
(

4m−
√

a2 + r2
)

(a2 + r2)
5/2 +

a1

2a2

(
4mr

(
2a4 −a2r2 − r4)
(a2 + r2)

5/2 −
r
(
5a4 +3a2r2)
(a2 + r2)

2

+ 2a tan−1

(
r−

√
a2 + r2

a

))
. (3.104)
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Figura 20: Combinações dos componentes do tensor energia-momento para o modelo
H(R) = aRR2 em função da coordenada radial, com a = 2 e m = 1, para diferentes valores do

parâmetro aR.
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Já para A < 0, temos:

ρ + pr =
2a2 (1+a1r)

(√
a2 + r2 −2m

)
(a2 + r2)

5/2 , (3.105)

ρ + pt =
a2
(

2
√

a2 + r2 −m
)

(a2 + r2)5/2 (3.106)

+
a1

[
r3
(

3m−
√

a2 + r2
)
+a2r

(
2m+

√
a2 + r2

)]
(a2 + r2)5/2 ,

ρ + pr +2pt =

(
−6a4m+4a4

√
a2 + r2

)
a2(a2 + r2)5/2 +

a1

a2(a2 + r2)5/2

[
4mr5 +5a4r

√
a2 + r2

+ a2r3
(

10m+
√

a2 + r2
)
+2a(a2 + r2)5/2 arctan

(
−r+

√
a2 + r2

a

)]
, (3.107)

ρ − pr =
4a2m

(a2 + r2)
5/2 +

a1

a2 (a2 + r2)
5/2

[
4a4mr−4mr5 −3a4r

√
a2 + r2

− a2r3
(

4m+3
√

a2 + r2
)
+2a(a2 + r2)5/2 arctan

(√
r2 +a2 − r

a

)]
, (3.108)

ρ − pt =
a2m

(a2 + r2)5/2 +
a1

a2(a2 + r2)5/2

[
−4mr5 −2a4r

(
m+

√
a2 + r2

)
− a2r3

(
7m+2

√
a2 + r2

)
+2a(a2 + r2)5/2 arctan

(
r−

√
a2 + r2

a

)]
, (3.109)

ρ =
a2

(a2 + r2)
2 (3.110)

− a1

2a2

(
4mr3

(a2 + r2)
3/2 +

ra2 (a2 +3r2)
(a2 + r2)

2 −2a tan−1

(
r−

√
a2 + r2

a

))
.

Os termos em que a1 aparece representam as correções da teoria f (R) para as

condições de energia. Podemos extrair algumas informações diretamente das expressões analı́ticas

de ρ+ pr. Se a1 > 0 e considerarmos a região com r > 0, a condição de energia nula será violada

da mesma forma que na RG; já para r < 0, a desigualdade NEC1 será satisfeita se r < −1/a1.

Para a1 < 0, o efeito é o oposto: a desigualdade NEC1 será satisfeita se r > −1/a1 e será vio-

lada nas demais regiões. Vamos analisar graficamente as condições de energia para obter mais

informações.

Na Fig. 21, apresentamos a representação gráfica da densidade de energia e suas

combinações com as pressões em função da coordenada r, para diferentes valores do parâmetro
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Figura 21: Combinações dos componentes do tensor energia-momento para o modelo
HR = a1r, em função da coordenada radial, para m = 1, a = 2, e diferentes valores de a1.
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a1. Analisando a figura, vemos que a condição WEC3 ≥ 0 é sempre satisfeita para a1 = 0 e

a1 = −1, enquanto é violada em todo o espaço-tempo para a1 = 1. Por outro lado, é possı́vel

observar que a condição NEC1,2 é satisfeita apenas em certas regiões do espaço-tempo, tanto

para a1 =−1 quanto para a1 = 1. Em relação à condição SEC3, vemos que ela é satisfeita para

todos os valores de r para a1 = 1 e a1 = 0. Quanto à condição DEC1,2, embora ρ − pr,t ≥ 0

para a1 = −1 e a1 = 0 em todo o intervalo de r, verificamos que esta condição só é satisfeita

em certas regiões, já que ρ + pr,t ≥ 0 apenas em regiões limitadas.

Dessa forma, concluı́mos que, dependendo dos valores escolhidos, essa forma da

teoria f (R) contribui para que as condições de energia sejam satisfeitas, ao menos em certas

regiões do espaço-tempo.

3.2.3 Caso III

Vamos agora considerar as correções às condições de energia para o modelo HR =

a2r2. Nas regiões onde A(r)> 0, temos

ρ + pr = −
2
[
a4a2 +a2r4 +a2 (1+3a2r2)][a2 + r2 +4m

(
m−

√
a2 + r2

)]
(a2 + r2)

5/2
(
−2m+

√
a2 + r2

)
, (3.111)

ρ + pt =
−2a2r4

(
−3m+

√
a2 + r2

)
+a2

[
3m+a2r2

(
9m−2

√
a2 + r2

)]
(a2 + r2)

5/2

, (3.112)

ρ + pr +2pt = − 2a2m

(a2 + r2)
5/2 −a2

[
2a2 +3r2

a2 + r2 −
m
(
4a4 +5a2r2 +2r4)
(a2 + r2)

5/2

]
, (3.113)

ρ − pr = − 4a2m

(a2 + r2)
5/2 +2a2

[
2a2 +5r2

a2 + r2 −
2m
(
2a4 +7a2r2 +4r4)
(a2 + r2)

5/2

]
, (3.114)

ρ − pt =
a2
(

2
√

a2 + r2 −5m
)

(a2 + r2)
5/2 (3.115)

− a2

[
m
(
a2 +2r2)(12a2 +7r2)

(a2 + r2)
5/2 −

2
(
3a4 +9a2r2 +5r4)

(a2 + r2)
2

]
,

ρ =
a2
(

4m−
√

a2 + r2
)

(a2 + r2)
5/2 +

a2

(a2 + r2)
5/2

[
2r4
(

5m−3
√

a2 + r2
)

− (3a4 −10a2r2)
(√

a2 + r2 −2m
)]

.

(3.116)
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Figura 22: Combinação dos componentes do tensor energia-momento para o modelo
HR = a2r2, em função da coordenada radial, para m = 1, a = 2 e diferentes valores de a2.
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Nas regiões onde A(r)< 0, temos

ρ + pr =
2
[
a4a2 +a2r4 +a2 (1+3a2r2)][a2 + r2 +4m

(
m−

√
a2 + r2

)]
(a2 + r2)

5/2
(
−2m+

√
a2 + r2

) , (3.117)

ρ + pt =
a2
(

2
√

a2 + r2 −m
)

(a2 + r2)5/2 +a2

[
m
(
−4a4 −3a2r2 +2r4)

(a2 + r2)
5/2 +

2
(
a4 +2a2r2)
(a2 + r2)

2

]
,(3.118)

ρ + pr +2pt =
2a2
(

2
√

a2 + r2 −3m
)

(a2 + r2)
5/2 −2a2

[
m
(
8a4 +17a2r2 +6r4)

(a2 + r2)
5/2 +

4a4 +11a2r2 +5r4

(a2 + r2)
2

]
, (3.119)

ρ − pr =
4a2m

(a2 + r2)
5/2 +2a2

(
3a2

a2 + r2 −5
)
+

4a2m
(
2a4 +7a2r2 +4r4)
(a2 + r2)

5/2 , (3.120)

ρ − pt =
a2m

(a2 + r2)
5/2 +4a2

(
a2

a2 + r2 −2
)
+

a2m
(
8a4 +19a2r2 +10r4)
(a2 + r2)

5/2 , (3.121)

ρ =
a2

(a2 + r2)
2 +

2a2m
(
a2 +3r2)

(a2 + r2)
3/2 −

a2
(
a2 +2r2)2

(a2 + r2)
2 . (3.122)

Os termos envolvendo a2 representam as correções da teoria f (R) às condições de

energia. Como as expressões analı́ticas são pouco claras, priorizaremos a análise gráfica.

Na Fig. 22 mostramos como os componentes do tensor energia-momento são modi-

ficados pela presença da teoria f (R). Como o modelo de f (R) é simétrico sob a transformação

r →−r, as condições de energia também são simétricas, permitindo focar apenas no compor-

tamento para r > 0. Para a2 = 1, assim como em RG, a condição NEC1 é sempre violada.

Desconsiderando a condição SEC3, a escolha a2 = 1 parece ampliar as regiões onde as de-

mais condições são violadas em comparação à RG. Para a2 = −1, a condição NEC2 é violada

em mais regiões que em RG; contudo, essa violação não ocorre em todo o espaço-tempo. A

condição NEC1 passa a ser satisfeita em algumas regiões. Observa-se que há regiões onde todas

as combinações são positivas, indicando que, ao menos em algumas regiões do espaço-tempo,

todas as condições de energia são satisfeitas.
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3.2.4 Caso IV

Vamos agora analisar as condições de energia para o modelo final, HR = aΣΣ. Nas

regiões onde A > 0, temos

ρ + pr =
a2
(

4m−2
√

a2 + r2
)

(a2 + r2)
5/2 −

3a2aΣ

(
−2m

√
a2 + r2 +a2 + r2

)
(a2 + r2)

5/2 , (3.123)

ρ + pt =
3a2m

(a2 + r2)
5/2 +aΣ

(
3m

a2 + r2 −
r2

(a2 + r2)
3/2

)
, (3.124)

ρ + pr +2pt =
2a2m

(a2 + r2)
5/2 +

aΣ

(
10a4 +a2

(
22r2 −9m

√
a2 + r2

)
+12r4

)
6(a2 + r2)

5/2 , (3.125)

ρ − pr =
4a2m

(a2 + r2)
5/2 +

3aΣm
(
5a2 +4r2)

2(a2 + r2)
2 −

aΣ

(
5a2 +12r2)

3(a2 + r2)
3/2 , (3.126)

ρ − pt =
a2
(

5m−2
√

a2 + r2
)

(a2 + r2)
5/2 +

3aΣm
(
7a2 +2r2)

2(a2 + r2)
2 −

aΣ

(
14a2 +9r2)

3(a2 + r2)
3/2 ,(3.127)

ρ = −
a2
(√

a2 + r2 −4m
)

(a2 + r2)
5/2 +

3aΣm
(
9a2 +4r2)

4(a2 + r2)
2 −

aΣ

(
7a2 +6r2)

3(a2 + r2)
3/2 . (3.128)

Nas regiões onde A < 0, temos

ρ + pr =
2a2
(√

a2 + r2 −2m
)

(a2 + r2)
5/2 +

3a2aΣ

(
−2m

√
a2 + r2 +a2 + r2

)
(a2 + r2)

5/2 , (3.129)

ρ + pt =
a2
(

2
√

a2 + r2 −m
)

(a2 + r2)
5/2 +

3aΣm
(
r2 −a2)

(a2 + r2)
2 +

aΣ

(
3a2 − r2)

(a2 + r2)
3/2 , (3.130)

ρ + pr +2pt =
2a2
(

2
√

a2 + r2 −3m
)

(a2 + r2)
5/2 − 27a2aΣm

2(a2 + r2)
2 +

aΣ

(
23a2 +6r2)

3(a2 + r2)
3/2 , (3.131)

ρ − pr =
4a2m

(a2 + r2)
5/2 +

3aΣm
(
5a2 +4r2)

2(a2 + r2)
2 −

aΣ

(
5a2 +12r2)

3(a2 + r2)
3/2 , (3.132)

ρ − pt =
a2m

(a2 + r2)
5/2 +

3aΣm
(
3a2 +2r2)

2(a2 + r2)
2 −

aΣ

(
5a2 +9r2)

3(a2 + r2)
3/2 , (3.133)

ρ =
a2

(a2 + r2)
2 +

3aΣm
(
a2 +4r2)

4(a2 + r2)
2 +

2aΣ

(
a2 −3r2)

3(a2 + r2)
3/2 . (3.134)

As correções introduzidas por este modelo da teoria f (R) nas condições de ener-

gia estão representadas pelos termos que envolvem aΣ. Para melhor compreendermos tais

modificações, analisaremos o comportamento dessas combinações graficamente.

Na Fig. 23, analisamos graficamente como as combinações dos componentes do
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Figura 23: Combinação dos componentes do tensor energia-momento para o modelo
HR = aΣΣ, em função da coordenada radial, para m = 1, a = 2, e diferentes valores de aΣ.

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

-6 -4 -2  0  2  4  6

ρ
+
p
r

r

aΣ=1
aΣ=-1
aΣ=0

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

-6 -4 -2  0  2  4  6

ρ
+
p
t

r

aΣ=1
aΣ=-1
aΣ=0

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

-6 -4 -2  0  2  4  6

ρ
-p

r

r

aΣ=1
aΣ=-1
aΣ=0

-0.6

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-6 -4 -2  0  2  4  6

ρ
-p

t

r

aΣ=1
aΣ=-1
aΣ=0

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-6 -4 -2  0  2  4  6

ρ
+
p
r 

+
 2
p
t

r

aΣ=1
aΣ=-1
aΣ=0

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-6 -4 -2  0  2  4  6

ρ

r

aΣ=1
aΣ=-1
aΣ=0

Fonte: Elaborado pelo autor.
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tensor energia-momento se comportam em função da coordenada radial. As combinações apre-

sentam simetria sob a transformação r → −r, assim como o próprio modelo escolhido para

f (R). Para aΣ = 1, todas as condições, exceto NEC1, são satisfeitas em pelo menos algumas

regiões do espaço-tempo. Para aΣ =−1, a condição NEC1 torna-se satisfeita. Contudo, as de-

mais condições são violadas em regiões onde elas eram satisfeitas no caso da RG. Entretanto,

com exceção da condição SEC3, todas as condições são satisfeitas em pelo menos algumas

regiões do espaço-tempo.

Concluı́mos, assim, que as modificações introduzidas pelo modelo de teoria f (R)

utilizado podem relaxar a violação das condições de energia em algumas regiões do espaço-

tempo.
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4 FORÇAS DE MARÉ EM BLACK BOUNCES

Além dos buracos de minhoca, outra maneira de lidar com o problema das singu-

laridades nas soluções é através dos espaços-tempos BB. Nesse tipo de espaço-tempo, a singu-

laridade e seus arredores são removidos e substituı́dos pela garganta de um buraco de minhoca

[118]. O primeiro modelo de BB foi proposto por Hochberg e Visser em 1997, e mais tarde

estudado por Simpson e Visser em 2018 [154, 155]. Essa métrica, conhecida como espaço-

tempo de Simpson-Visser (SV), pode ser obtida por um processo de regularização da métrica

de Schwarzschild, introduzindo o parâmetro a, que regulariza o espaço-tempo ao substituir

x →
√

x2 +a2 nos coeficientes métricos. Dependendo do valor desse parâmetro, a solução pode

representar um BN singular, um BN regular ou um buraco de minhoca. Do ponto de vista

das sombras dos BNs, essas soluções podem imitar de forma muito próxima suas contrapar-

tes singulares [59, 156–158]. Vários modelos de BB são construı́dos usando esse método de

regularização [159–165]; no entanto, outros modelos surgem a partir de abordagens distintas

[109, 110, 166–171].

Esses espaços-tempos, conforme propostos na maioria dos casos, não são soluções

das equações de campo de teorias conhecidas. No entanto, é possı́vel realizar um procedimento

de engenharia reversa, no qual os espaços-tempos são impostos como soluções das equações de

campo, e a partir disso determina-se o tipo de fonte que gera tais soluções [84]. O tipo mais

comum envolve um campo escalar fantasma, que também pode ser do tipo k-essência, combi-

nado com uma eletrodinâmica não linear. Esse tipo de fonte foi encontrado para diversos tipos

de soluções, como configurações esfericamente simétricas [108, 113, 117, 148, 149], soluções

cilindricamente simétricas [116,172], modelos em 2+1 dimensões [115], em teorias modifica-

das da gravidade [114, 145, 173], e até mesmo em cenários com quebra da simetria de Lorentz

[174].

No entanto, espera-se que, uma vez que se alcance uma descrição quântica com-

pleta da gravidade, muitos dos problemas atuais da RG desapareçam, incluindo as singularida-

des. Nesse contexto, uma possı́vel teoria candidata é a gravidade quântica em laços (LQG, em

inglês), que busca quantizar o próprio espaço-tempo [175]. Inspirados por essa ideia, é possı́vel

adotar uma abordagem efetiva para introduzir correções quânticas na gravidade. Em [176,177],

foram consideradas correções de holonomia no espaço-tempo não homogêneo mais simples,
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o esfericamente simétrico, obtendo-se assim uma solução de BN livre de singularidade con-

tendo uma hipersuperfı́cie tipo espaço mı́nima dentro do horizonte. Dessa forma, vemos que

soluções BB também podem surgir naturalmente a partir de modelos efetivos inspirados pela

LQG [178–181].

As forças de maré são o resultado da variação do campo gravitacional de um corpo

massivo ao longo da extensão de outro corpo [182]. Essa diferença nas forças experimenta-

das pode causar deformações no corpo afetado, geralmente alongamento em uma direção e

compressão em outra. Se o campo gravitacional for suficientemente intenso — um cenário as-

trofisicamente viável, por exemplo, quando estrelas estão localizadas próximas a BNs [183] —

haverá um ponto no qual as forças de maré superam as forças internas do corpo secundário,

levando à sua ruptura, chamada de *disrupção por maré* [184, 185]. Esse ponto é denominado

*raio de Roche* [186]. No caso de um BH de Schwarzschild, um corpo em queda livre experi-

menta forças de maré que o alongam na direção radial e o comprimem nas direções tangenciais

[182]. Essas forças aumentam à medida que o corpo se aproxima do BN, divergindo no cen-

tro, a singularidade. Dependendo da massa do BN, o raio de Roche pode situar-se dentro do

horizonte de eventos, de modo que a disrupção por maré não seja observável [182].

Diferentes soluções de BN podem exibir forças de maré distintas e, consequente-

mente, propriedades diferentes. No caso do BN de Reissner–Nordström, as componentes radiais

e tangenciais da força de maré atingem um máximo/mı́nimo e depois mudam de sinal, possi-

bilitando um efeito de compressão no corpo em queda, ao invés de alongamento [187, 188].

As componentes da força de maré também podem divergir nesse caso, mas as partı́cula teste

que caem nesse espaço-tempo atingem um ponto de aproximação máxima no qual a força de

maré permanece finita [187]. Para BNs regulares, também se observa uma mudança de sinal

nas componentes da força de maré; no entanto, ao contrário do caso de Reissner–Nordström,

não há divergências nessas componentes [189,190]. Por outro lado, existem soluções nas quais

as forças de maré divergem mesmo no horizonte de eventos [191]. Portanto, vemos que, de-

pendendo do modelo de BN considerado, as forças de maré podem apresentar comportamentos

bastante distintos [192–201], e tais modificações podem afetar diretamente o raio de Roche.

4.1 Espaço-tempos

No sistema de coordenadas em que a coordenada radial pode assumir valores entre

−∞ < x <+∞ (incluindo zero), as geometrias BB geralmente têm seu elemento de linha escrito
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na forma

ds2 =− f (x)dt2 +
dx2

g(x)
+Σ(x)2dΩ

2
2, (4.1)

onde dΩ2
2 = dθ 2 + sin2

θdφ 2.

Entretanto, por razões que se tornarão claras a seguir, é sempre possı́vel realizar a

transformação de coordenadas dada por r2 = Σ(x)2, em que agora a coordenada radial assume

um valor mı́nimo dado por r = Σ(x = 0). Com isso, podemos reescrever o elemento de linha em

uma forma mais conveniente, onde chamamos a coordenada radial simplesmente de r. Assim,

temos

ds2 =− f (r)dt2 +
dr2

h(r)
+ r2dΩ

2
2, (4.2)

onde é importante lembrar que a coordenada radial não pode assumir o valor r = 0. Ou seja, ela

possui um valor mı́nimo, diferente de zero, que dependerá da geometria BB especı́fica.

A seguir, discutiremos os aspectos gerais das geometrias BB que serão abordadas

neste trabalho.

4.1.1 Espaço-tempo SV

O espaço-tempo SV é a geometria BB mais simples [154, 155]. Esse espaço-tempo

pode ser obtido por meio de um processo de regularização aplicado aos coeficientes da métrica

de Schwarzschild, fazendo-se a substituição x →
√

x2 +a2. Portanto, a métrica SV é um caso

particular do elemento de linha (4.1), com:

f (x) = g(x) = 1− 2m√
x2 +a2

, Σ(x) =
√

x2 +a2. (4.3)

Esta é a forma mais conhecida e amplamente estudada do espaço-tempo SV. Contudo, podemos

aplicar a transformação de coordenadas discutida anteriormente e expressar essa solução como

um caso particular do elemento de linha (4.2), resultando em [202]

f (r) = 1− 2m
r
, h(r) =

(
1− 2m

r

)(
1− a2

r2

)
, (4.4)

onde a coordenada radial assume valores entre a < r <+∞.

É bem conhecido na literatura que, dependendo dos valores do parâmetro a, este

elemento de linha pode descrever um buraco negro regular, um buraco de minhoca unidireci-

onal, um buraco de minhoca bidirecional ou um buraco negro singular. No sistema de coor-

denadas que estamos utilizando, o horizonte de eventos está localizado em r = rh = 2m, como
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ocorre usualmente no caso de Schwarzschild, e o raio da garganta está localizado em rt = a.

Para a > 2m, o raio da garganta se torna maior que o raio do horizonte, e, nessa situação, o

espaço-tempo representa um buraco de minhoca atravessável em ambas as direções.

4.1.2 Tipo Bardeen

Um segundo modelo BB amplamente estudado na literatura é o tipo Bardeen [110].

No sistema de coordenadas original em que foi inicialmente proposto, esse espaço-tempo é

descrito pelo elemento de linha (4.1), cujos coeficientes métricos são

f (x) = g(x) = 1− 2mx2

(x2 +a2)
3/2 , Σ(x) =

√
x2 +a2. (4.5)

No sistema de coordenadas que estamos considerando, essa solução será descrita pelo elemento

de linha (4.2), cujos coeficientes são

f (r) = 1− 2m
r

+
2ma2

r3 , (4.6)

h(r) =
(

1− 2m
r

+
2ma2

r3

)(
1− a2

r2

)
. (4.7)

Essa solução apresenta dois horizontes e uma garganta de buraco de minhoca escondida atrás

dos horizontes: um horizonte de eventos e um horizonte de Cauchy. Assim como no caso

SV, o raio da garganta do buraco de minhoca é dado por rt = a. As expressões analı́ticas

para os horizontes são complicadas, mas podemos analisar seu comportamento em função do

parâmetro de regularização graficamente. Na Fig. 24, observamos o comportamento dos raios

do horizonte de eventos, do horizonte de Cauchy e da garganta do buraco de minhoca. Existe

um valor extremo, a = aext =
4m

3
√

3
, acima do qual não existem horizontes, resultando em uma

configuração de buraco de minhoca. Para a < aext, a garganta do buraco de minhoca permanece

escondida atrás dos horizontes. A estrutura causal deste espaço-tempo foi estudada em detalhe

em [110].

4.1.3 Correções de holonomia

Um terceiro modelo BB que podemos estudar é o BN de Schwarzschild com correções

de holonomia. Esse espaço-tempo é descrito pela métrica (4.2), cujos coeficientes são dados por

[176, 177]:

f (r) = 1− 2m
r
, h(r) =

(
1− 2m

r

)(
1− a

r

)
, (4.8)
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Figura 24: Comportamento dos raios do horizonte e do raio da garganta do buraco de minhoca
para a solução do tipo Bardeen em função do parâmetro de regularização. Escolhemos m = 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

onde a < 2m. De forma similar ao caso SV, essa solução apresenta um horizonte de eventos

localizado em r = 2m e uma garganta de buraco de minhoca com raio rt = a. Uma análise da

estrutura causal desse espaço-tempo pode ser encontrada em [203].

Diferentemente dos outros modelos BB, esse espaço-tempo não exibirá buracos de

minhoca atravessáveis, já que a < 2m, de modo que o raio da garganta não pode ser maior que

o raio do horizonte de eventos.

Esse modelo também pode ser escrito em um sistema de coordenadas diferente,

similar aos outros modelos, considerando r2 = x2 +a2. Nesse caso, temos o elemento de linha

(4.1) com:

f (x) = 1− 2m√
x2 +a2

, (4.9)

g(x) =
(

1− 2m√
x2 +a2

)(
1+

a√
x2 +a2

)−1

, (4.10)

com Σ(x) =
√

x2 +a2. Adotar esse sistema de coordenadas para o modelo não é particularmente

vantajoso, pois leva a três funções que dependem da coordenada radial x, tornando o problema

mais difı́cil do ponto de vista algébrico.
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4.1.4 Buraco negro polimerizado

O último modelo BB que consideraremos é o buraco negro polimerizado. Esse

espaço-tempo é descrito pelo elemento de linha (4.2), cujos coeficientes são dados por [178]:

f (r) =

√
1− a2

r2 − 2m
r
, (4.11)

h(r) =

(√
1− a2

r2 − 2m
r

)(
1− a2

r2

)
. (4.12)

Essa solução possui um horizonte de eventos em rh =
√

a2 +4m2 e, como em todos os casos

anteriores, possui uma garganta de buraco de minhoca localizada em rt = a, a qual está escon-

dida atrás do horizonte de eventos. É interessante notar que não há um limite superior finito

para a que remova o horizonte de eventos neste modelo; portanto, não importa quão grande

se torne o raio da garganta do buraco de minhoca, o raio do horizonte de eventos sempre será

suficientemente grande para ocultá-la.

Assim como nos outros casos, ao escolher a transformação de coordenadas r2 =

x2 +a2, podemos reescrever esse espaço-tempo como (4.1) com:

f (x) = g(x) =
x−2m√
x2 +a2

, Σ(x) =
√

x2 +a2. (4.13)

Embora o espaço-tempo seja escrito de forma bastante simples nesse sistema de coordena-

das, para os propósitos deste trabalho, consideraremos sempre os espaços-tempos expressos na

forma (4.2).

Embora existam muitos outros modelos BB na literatura [110,166], neste artigo fo-

caremos nos quatro modelos apresentados aqui, pois estão entre os mais estudados em diversos

contextos.

4.2 Geodésicas radiais

Vamos agora voltar nossa atenção para o movimento geodésico de partı́culas massi-

vas neutras imersas em um espaço-tempo descrito por um elemento de linha geral escrito como

na equação (4.2). Assim, temos que, para geodésicas tipo tempo:

−1 =− f (r)ṫ2 +
ṙ2

h(r)
+ r2

θ̇
2 + r2 sin2

θφ̇
2, (4.14)

onde o ponto representa a derivada em relação ao tempo próprio τ . Assumiremos que os corpos

de teste seguem geodésicas radiais, de modo que adotaremos θ = π/2, θ̇ = 0 e φ̇ = 0. Além
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disso, como temos um vetor de Killing tipo tempo, temos a seguinte equação de conservação:

E = f (r)ṫ. (4.15)

Na equação acima, associada à conservação da energia da partı́cula ao longo do

movimento geodésico, a constante E representa a energia por unidade de massa do corpo de

teste. Com isso, podemos reescrever a equação (4.14) como

− E2

f (r)
+

ṙ2

h(r)
=−1, (4.16)

ou

dr
dτ

=±

√
[E2 − f (r)]h(r)

f (r)
. (4.17)

Como assumiremos que o corpo está se movendo radialmente em direção à geome-

tria BB, a partir de agora consideraremos apenas o sinal negativo da equação acima. Ademais,

se a partı́cula for liberada do repouso em r = b, sua energia por unidade de massa será então

dada por E =
√

f (r = b). Com isso, se o espaço-tempo for assintoticamente plano, temos o

caso especial em que E =
√

f (b → ∞) = 1.

4.3 Equações gerais

Como mencionado anteriormente, nosso principal objetivo aqui é investigar as forças

de maré experimentadas por observadores imersos em espaços-tempos do tipo BB. Para isso,

faremos uso da equação de desvio geodésico, que descreve a aceleração relativa entre duas

partı́culas infinitesimalmente próximas, dada por

D2ξ µ

Dτ2 = Kµ

γ ξ
γ , (4.18)

onde ξ µ é o vetor de deslocamento infinitesimal entre geodésicas vizinhas e Kµ

γ é o tensor de

maré, dado em termos do tensor de Riemann por

Kµ

γ = Rµ

αβγ
uαuβ , (4.19)

onde uµ é o vetor tipo-tempo tangente à geodésica, que satisfaz uαuβ gαβ =−1. Para calcular os

componentes da força de maré, devemos utilizar o formalismo dos tetradas, ou seja, devemos

empregar a base ortonormal de tetradas para analisar a força de maré experimentada por um

corpo de teste nas proximidades do BB. Assumimos que o corpo de teste segue uma geodésica
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radial. Assim, o tensor métrico escrito em termos dos tetradas é dado por

gµν = η
âb̂ê µ

â ê ν

b̂ , (4.20)

onde os ı́ndices com chapéu referem-se à base tetrádica, e ηâb̂ = diag(−1, 1, 1, 1) é a métrica

de Minkowski em coordenadas cartesianas.

Para compreender os efeitos das forças de maré, é necessário observar como evolui

a aceleração espacial entre dois corpos de teste em queda livre em direção ao BB. Em nosso

caso, consideraremos que o observador está fixo à primeira partı́cula, que segue uma linha

mundo dada por xµ(τ) e que passa por um evento P da variedade em um dado instante τ .

Nesse contexto, a base tetrádica definirá o Referencial de Repouso Instantâneo (IRF, do inglês

Instantaneous Rest Frame) da primeira partı́cula, isto é, do observador, no ponto P. A base de

tetradas ê µ

â para um observador em queda livre radial em um espaço-tempo BB é tipicamente

escolhida de forma que o vetor tipo-tempo se alinhe com a 4-velocidade do observador. Para

um observador em queda a partir do repouso, os tetradas podem ser escritos como:

ê µ

0̂
=

E
f
, −

√
(E2 − f )h

f
, 0, 0

 , (4.21)

ê µ

1̂
=

(
−E2 − f

f
, E

√
h
f
, 0, 0

)
, (4.22)

ê µ

2̂
=

(
0, 0,

1
r
, 0
)
, (4.23)

ê µ

3̂
=

(
0, 0, 0,

1
r sinθ

)
. (4.24)

Na Fig. 25, apresentamos um diagrama representando a linha de universo da pri-

meira partı́cula, à qual está associada a base tetrádica. A figura também ilustra o vetor de

deslocamento infinitesimal entre as geodésicas vizinhas xµ(τ) e x̃µ(τ).

O vetor tipo-tempo ê µ

0̂
é a 4-velocidade, ou seja, ê µ

0̂
= uµ , enquanto ê µ

1̂
, ê µ

2̂
e

ê µ

3̂
formam uma base ortonormal para o espaço tridimensional nas vizinhanças do observador

em queda livre. O vetor ê µ

1̂
aponta na direção radial, descrevendo variações na coordenada

r, sendo normalizado e ortogonal ao vetor temporal ê µ

0̂
. O vetor ê µ

2̂
aponta na direção polar

θ , correspondente a pequenas variações angulares de latitude, enquanto ê µ

3̂
aponta na direção

azimutal φ , descrevendo variações angulares em torno do eixo de simetria. Esses vetores são
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Figura 25: Representação esquemática da base tetrádica associada à partı́cula no ponto P.
Também é mostrado o vetor de deslocamento infinitesimal ξ µ entre duas geodésicas vizinhas

xµ(τ) e x̃µ(τ).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

mutuamente ortogonais e satisfazem a condição de normalização de Minkowski

ê µ

â ê b̂
µ = δ

b̂
â , (4.25)

assegurando que um observador local que mede distâncias e ângulos neste referencial obtenha

resultados consistentes com a relatividade restrita. Calculando o tensor de Riemann associado

à métrica (4.2) e projetando-o sobre a base tetrádica de um observador em queda livre em um

espaço-tempo BB, pode-se mostrar que o tensor de maré no referencial tetrádico é dado por

Kâ
b̂ = diag(0,k1,k2,k2), (4.26)

onde

k1 = −h f ′′

2 f
− f ′h′

4 f
+

h f ′2

4 f 2 , (4.27)

k2 =
(E2 − f )h′

2r f
− E2h f ′

2r f 2 . (4.28)

É interessante notar que, para soluções descritas pelo elemento de linha (4.2) com f (r) = h(r),

o componente k2 do tensor de maré não depende da energia.

Com as equações acima, podemos escrever as equações que descrevem a aceleração
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relativa entre dois observadores próximos como

D2ξ r̂

Dτ2 =

(
−h f ′′

2 f
− f ′h′

4 f
+

h f ′2

4 f 2

)
ξ

r̂, (4.29)

D2ξ θ̂

Dτ2 =

(
(E2 − f )h′

2r f
− E2h f ′

2r f 2

)
ξ

θ̂ , (4.30)

D2ξ φ̂

Dτ2 =

(
(E2 − f )h′

2r f
− E2h f ′

2r f 2

)
ξ

φ̂ . (4.31)

As equações especı́ficas dependerão do tipo de espaço-tempo de BB considerado,

o que será analisado caso a caso na subseção seguinte. No entanto, antes disso, é útil escrever

as equações que descrevem a variação do vetor de deslocamento como função da coordenada

r. Esse vetor fornece informações sobre a deformação experimentada por um corpo de teste

em queda livre dentro do espaço-tempo BB. Para obter as componentes (4.29)-(4.31), devemos

relembrar a equação (4.17), a qual nos permite escrever as seguintes equações diferenciais de

segunda ordem para as componentes de ξ â:

(
(E2 − f )h

f

)
ξ

r̂′′+

(
(E2 − f ) f h′−E2h f ′

2 f 2

)
ξ

r̂′+

(
h f ′′

2 f
+

f ′h′

4 f
− h f ′2

4 f 2

)
ξ

r̂ = 0,(4.32)(
(E2 − f )h

f

)
ξ

θ̂
′′
+

(
(E2 − f ) f h′−E2h f ′

2 f 2

)
ξ

θ̂
′
−
(
(E2 − f )h′

2r f
− E2h f ′

2r f 2

)
ξ

θ̂ = 0,

(4.33)(
(E2 − f )h

f

)
ξ

φ̂
′′
+

(
(E2 − f ) f h′−E2h f ′

2 f 2

)
ξ

φ̂
′
−
(
(E2 − f )h′

2r f
− E2h f ′

2r f 2

)
ξ

φ̂ = 0.

(4.34)

As equações acima geralmente não admitem soluções analı́ticas, sendo necessário

utilizar métodos numéricos para resolvê-las. Consequentemente, precisamos estabelecer condições

iniciais para sua resolução. Em nosso caso, há duas condições iniciais comumente utilizadas na

literatura no contexto do estudo de forças de maré, a saber:

ξ
β̂ (b)> 0, ξ

β̂
′
(b) = 0, (ICI), (4.35)

ξ
β̂ (b) = 0, ξ

β̂
′
(b)> 0, (ICII), (4.36)

onde ξ β̂ (b) é a componente β̂ = {r̂, θ̂ , φ̂} do vetor de deslocamento infinitesimal em r = b.

Além disso, a condição (ICI) corresponde à liberação do repouso em r = b de um corpo com-

posto por poeira sem interação interna, enquanto a condição (ICII) corresponde a permitir que

um corpo de poeira exploda em r = b. Neste trabalho, focaremos apenas na condição (ICI).
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Com as equações gerais em mãos, podemos agora realizar uma análise detalhada

das mesmas para diferentes espaços-tempos do tipo BB.

4.3.1 Efeitos das forças de maré em espaços-tempos SV

Como primeira aplicação, voltamos agora ao espaço-tempo de SV. Com isso, consi-

derando a equação (4.4), podemos reescrever as equações (4.29), (4.30) e (4.31) para este caso

como

D2ξ r̂

Dτ2 =
(2r2 −3a2)m

r5 ξ
r̂, (4.37)

D2ξ θ̂

Dτ2 =
a2[3m+ r(E2 −1)]−mr2

r5 ξ
θ̂ , (4.38)

D2ξ φ̂

Dτ2 =
a2[3m+ r(E2 −1)]−mr2

r5 ξ
φ̂ . (4.39)

Podemos tirar algumas conclusões analı́ticas a partir dessas equações. Primeira-

mente, é fácil ver que a força de maré radial vai a zero no ponto r = rr
0

rr
0 =

√
3
2

a, (4.40)

e alcança um valor máximo no ponto r = rr
max

rr
max =

√
5
2

a. (4.41)

Se a > 2
√

2/3m, o ponto onde a componente radial da força de maré é zero estará fora do

horizonte de eventos, então neste caso será possı́vel, em princı́pio, observar esse efeito de com-

pressão. Para a> 2
√

2/5m, o máximo da componente radial estará localizado fora do horizonte

de eventos. A força de maré angular vai a zero em r = ra
0

ra
0 =

a2 (E2 −1
)
+

√
a4 (E2 −1)2

+12a2m2

2m
, (4.42)

e alcança um valor mı́nimo no ponto ra
min

ra
min =

2a2 (E2 −1
)
+

√
4a4 (E2 −1)2

+45a2m2

3m
. (4.43)

Observamos que as expressões para o ponto mı́nimo e para o ponto onde ocorre a mudança

de sinal dependem explicitamente da energia. Essas expressões podem ser significativamente
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simplificadas se considerarmos o caso E = 1, onde obtemos

ra
0 =

√
3a, e ra

min =
√

5a. (4.44)

Para um valor arbitrário da energia, o ponto onde a componente angular atinge seu valor mı́nimo

ou onde muda de sinal estará fora do horizonte se a assumir os valores a > 2m/
√

2E2 +1 e

a > 2
√

3m/
√

8E2 +7, respectivamente. Esses valores podem ser simplificados para o caso em

que escolhemos E = 1, obtendo-se assim a > 2m/
√

3 e a > 2m/
√

5.

Também podemos calcular como essas forças se comportam na garganta da solução,

r = a. Nesse caso, temos

D2ξ r̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

= − m
a3 ξ

r̂, (4.45)

D2ξ θ̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

=
2m+a(E2 −1)

a3 ξ
θ̂ , (4.46)

D2ξ φ̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

=
2m+a(E2 −1)

a3 ξ
φ̂ . (4.47)

Todas as componentes são regulares na garganta e se tornam mais intensas conforme o valor de

a diminui. No limite de Schwarzschild, a → 0, essas componentes divergem.

Na Fig. 26, observamos o comportamento da componente radial da força de maré,

k1. Como discutido, podemos ver que se o valor do parâmetro a for pequeno o suficiente,

tanto o ponto onde k1 alcança seu máximo quanto o ponto onde k1 muda de sinal permanecem

ocultos atrás do horizonte de eventos. Na Fig. 27, observamos o comportamento da componente

angular da força de maré, k2. De maneira semelhante ao que acontece com a componente radial,

se o valor de a for pequeno o suficiente, os pontos mı́nimos de k2 e o ponto onde k2 muda de

sinal estão escondidos pelo horizonte de eventos, impossibilitando sua observação. Em geral,

para pontos mais distantes, k1 assume valores positivos enquanto k2 assume valores negativos,

levando a um estiramento dos corpos nessas regiões. Para distâncias menores, k1 assume valores

negativos enquanto k2 assume valores positivos, resultando em um evento de compressão.

Sobre o vetor deslocamento para o caso de SV, podemos tentar escrever expressões

analı́ticas para as soluções das equações (4.32)–(4.34). No entanto, essas expressões são bas-

tante extensas e escritas em termos de integrais elı́pticas. Podemos tentar simplificar escolhendo

o caso especial onde E → 1. Neste caso, encontramos que

ξ
r̂ =

a1√
r
+

2
5

a2r
(√

r2 −a2 +ai 2F1

(
1
2
,
3
4

;
7
4

;
r2

a2

))
, (4.48)
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Figura 26: Força de maré radial em função da coordenada r para diferentes valores de a,
fixando m = 1. A linha vertical está localizada em r = 2m.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 27: Força de maré angular em função da coordenada r para diferentes valores de a,
fixando m = 1 e b = 30m. A linha vertical está localizada em r = 2m.
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ξ
θ̂ = b1r+

2ib2r3/2
2F1

(
1
4 ,

1
2 ; 5

4 ; r2

a2

)
a

, (4.49)

ξ
φ̂ = b1r+

2ib2r3/2
2F1

(
1
4 ,

1
2 ; 5

4 ; r2

a2

)
a

. (4.50)

onde 2F1 (x1,x2;x3;x4) é a função hipergeométrica e as constantes de integração a1, a2, b1 e b2

podem ser determinadas impondo as condições de contorno em b. No entanto, essas compo-

nentes do vetor deslocamento tornam-se mais claras quando analisadas graficamente.

Na Figura 28, observamos o comportamento das componentes radial e angular do

vetor deslocamento para geodésicas radiais no espaço-tempo de SV considerando a condição

inicial (4.35). Quanto à componente radial, notamos que alterar o parâmetro de regularização a

não altera significativamente a forma da curva. Além disso, para um dado ponto, a componente

radial é maior para valores menores de a. Esse resultado é esperado, pois a aceleração radial

é maior para valores menores de a, levando a uma separação menor para valores maiores do

parâmetro de regularização. Para a componente angular, o comportamento é diferente. Embora

as diferenças sejam pequenas, a separação angular aumenta com o aumento dos valores de

a. Além disso, é importante notar que, para a ̸= 0, algumas curvas terminam abruptamente.

Isso ocorre porque, nesse sistema de coordenadas, a região permitida é a < r < +∞, o que

significa que os gráficos terminam na garganta do buraco de minhoca. Na Figura 29, fixamos o

ponto no qual analisamos as componentes do vetor deslocamento e examinamos como elas se

comportam para diferentes valores de a. Observamos que as diferenças na componente radial

são bastante pequenas, enquanto na componente angular tornam-se mais evidentes apenas para

valores maiores de a.

Embora possam parecer diferentes, nossos resultados são consistentes com os apre-

sentados na referência [199]. A aparente discrepância surge devido à escolha do sistema de

coordenadas, e esta seção demonstra como diferentes sistemas de coordenadas podem afetar a

visualização dos resultados.

4.3.2 Efeitos das forças de maré em BB do tipo Bardeen

Agora iremos analisar os efeitos da força de maré no background dado por um BB

do tipo Bardeen.

Levando em conta as equações (4.6) e (4.7), podemos reescrever as equações (4.29),
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Figura 28: Componentes radial (acima) e tangencial (abaixo) do vetor deslocamento para
geodésicas radiais no espaço-tempo de SV em função da coordenada radial para diferentes

valores de a. Neste caso, foram usadas as condições de contorno (4.35) com b = 100 e m = 1.
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Figura 29: Componentes radial (acima) e tangencial (abaixo) do vetor deslocamento para
geodésicas radiais no espaço-tempo de SV em função do parâmetro a para um valor especı́fico

da coordenada radial r = 5. Neste caso, foram usadas as condições de contorno (4.35) com
b = 100 e m = 1.

 3.5745

 3.575

 3.5755

 3.576

 3.5765

 3.577

 3.5775

 3.578

 0  1  2  3  4  5

ξr

a

 0.4

 0.42

 0.44

 0.46

 0.48

 0.5

 0.52

 0.54

 0  1  2  3  4  5

ξθ

a

Fonte: Elaborado pelo autor.



91

(4.30) e (4.31) para este caso como

D2ξ r̂

Dτ2 =
m
(
15a4 −15a2r2 +2r4)

r7 ξ
r̂, (4.51)

D2ξ θ̂

Dτ2 =
−5a4m+a2r2 (6m+

(
E2 −1

)
r
)
−mr4

r7 ξ
θ̂ , (4.52)

(4.53)

D2ξ φ̂

Dτ2 =
−5a4m+a2r2 (6m+

(
E2 −1

)
r
)
−mr4

r7 ξ
φ̂ . (4.54)

(4.55)

Quanto à força radial, é possı́vel concluir que ela se anula em dois pontos diferentes

da coordenada radial, dados por

rr
0
(1) =

a
2

√
15+

√
105, rr

0
(2) =

a
2

√
15−

√
105, (4.56)

de modo que podemos concluir que, diferente do caso de SV, aqui a força de maré radial muda

de sinal duas vezes. Dependendo do valor de a, a primeira mudança de sinal que k1 sofre pode

estar localizada fora do horizonte de eventos. Entretanto, para os casos onde os horizontes

existem, a segunda mudança de sinal estará sempre escondida atrás dos horizontes.

A força radial atinge seu valor máximo em r = a, como será melhor entendido mais

adiante. Além disso, ela apresenta um máximo local e um mı́nimo global, ambos localizados

em

rr
max

local =
a
2

√
25+

√
345, rr

min =
a
2

√
25−

√
345. (4.57)

Para casos onde os horizontes existem, o ponto mı́nimo estará sempre escondido atrás do ho-

rizonte, enquanto o ponto do máximo local ficará escondido atrás do horizonte de eventos so-

mente para valores pequenos de a.

Quanto à força angular, ela também se anula em dois valores diferentes da coorde-

nada radial. Entretanto, para valores arbitrários de E, essas expressões se tornam extremamente

complicadas. Assim, para o caso especı́fico onde E → 1, os pontos onde a força de maré angular

se anula são dados por

ra
0
(1) =

√
5a, ra

0
(2) = a. (4.58)

É interessante notar que para E → 1, a força de maré angular se anula em r → a, enquanto a

força de maré radial atinge seu máximo no mesmo ponto. Esse comportamento difere signi-

ficativamente do caso SV. De modo similar à componente radial, dependendo dos valores do
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parâmetro a, a primeira mudança de sinal pode estar escondida atrás do horizonte ou ocorrer

fora dele, enquanto a segunda mudança de sinal está sempre escondida atrás do horizonte nos

casos em que o horizonte de eventos existe.

A força de maré angular apresenta um mı́nimo local e um máximo global, dados

por

ra
min

local = a

√
5+2

√
10
3
, ra

max = a

√
5−2

√
10
3
. (4.59)

Nos casos em que os horizontes existem, o ponto máximo estará sempre escondido atrás do

horizonte de eventos, enquanto o ponto mı́nimo pode estar localizado fora do horizonte de

eventos para certos valores de a.

As componentes das forças de maré calculadas no mı́nimo da coordenada radial são

dadas por

D2ξ r̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

=
2m
a3 ξ

r̂, (4.60)

D2ξ θ̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

=
E2 −1

a3 ξ
θ̂ , (4.61)

D2ξ φ̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

=
E2 −1

a3 ξ
φ̂ . (4.62)

Como mencionado acima, pode-se observar que para E → 1 a força de maré angular

se anula na localização da garganta.

Na Fig. 30, mostramos o comportamento da força de maré radial em função de r. O

gráfico revela que a força radial muda de sinal duas vezes. Para valores suficientemente grandes

de r, ela assume valores positivos, atingindo um máximo local na posição dada por (4.57), após

a qual começa a decrescer até atingir zero na posição dada por (4.56). Além desse ponto, ela

se torna negativa, atingindo seu valor mı́nimo em (4.57), onde começa a crescer novamente até

atingir zero mais uma vez em (4.56). A partir daı́, volta a ser positiva até a garganta, localizada

em r = a. Além disso, para os valores de parâmetro escolhidos, essas mudanças de sinal na

força de maré radial ficam inicialmente ocultas pelo horizonte de eventos.

Quanto ao vetor deslocamento para o caso do tipo Bardeen, não é possı́vel resolver

(4.32)–(4.34) analiticamente para valores arbitrários da energia. Entretanto, podemos tentar
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Figura 30: Força de maré radial para o BB do tipo Bardeen em função da coordenada r para
diferentes valores de a, fixando m = 1. Os pontos quadrados nas curvas representam a posição
do horizonte de eventos, enquanto os pontos circulares representam a posição do horizonte de

Cauchy.
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Figura 31: Força de maré angular para o BB do tipo Bardeen em função da coordenada r para
diferentes valores de a, fixando m = 1 e b = 10m. Os pontos quadrados nas curvas representam

a posição do horizonte de eventos, enquanto os pontos circulares representam a posição do
horizonte de Cauchy.
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simplificar escolhendo o caso especial onde E → 1. Nesse caso, encontramos que

ξ
r̂ =

c1
√

r2 −a2

r3/2 + c2

(
36a2r2 +4r4 −45a4

10r
√

r2 −a2

− 9a5/2
√

r2 −a2

4r3/2

(
tan−1

√
r
a
+ tanh−1

√
r
a

))
, (4.63)

ξ
θ̂ = d1r+

d2r√
a

(
tan−1

√
r
a
− tanh−1

√
r
a

)
, (4.64)

ξ
φ̂ = d1r+

d2r√
a

(
tan−1

√
r
a
− tanh−1

√
r
a

)
, (4.65)

onde as constantes de integração c1, c2, d1 e d2 podem ser determinadas impondo as condições

de contorno em b. Embora as expressões não estejam escritas em termos de funções especiais,

como no caso SV, as expressões analı́ticas não são nem claras nem informativas. Portanto, é

mais apropriado analisar as componentes do vetor deslocamento graficamente.

Na Fig. 32 mostramos o comportamento das componentes radial e angular do ve-

tor deslocamento. As diferenças entre o espaço-tempo do tipo Bardeen e o espaço-tempo de

Schwarzschild tornam-se bastante evidentes, em contraste com o que observamos no caso de

SV. Fica claro que existem regiões onde a componente radial é comprimida ao invés de esticada

e a componente angular é esticada ao invés de comprimida. Como resultado, em regiões mais

internas, encontramos um efeito de compressão sobre os corpos. Esse efeito não ocorre no caso

de Schwarzschild. Entretanto, ele é ocultado pela presença de um horizonte de eventos nos ca-

sos em que os horizontes existem. Esse fenômeno é ilustrado na Fig. 33, onde observamos que

existem regiões em que os corpos sofrem estiramento e regiões em que eles sofrem compressão.

4.3.3 Efeitos das forças de maré no buraco negro com correção por holonomia

Agora procedemos ao estudo do comportamento das forças de maré para o modelo

com correção por holonomia.

Considerando a equação (4.8), podemos reescrever as equações (4.29), (4.30) e
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Figura 32: Componentes radial (em cima) e tangencial (embaixo) do vetor deslocamento para
geodésicas radiais no espaço-tempo do tipo Bardeen em função da coordenada radial para

diferentes valores de a. Neste caso, foram usadas as condições de contorno (4.35) com
b = 200 e m = 1. Os pontos quadrados nas curvas representam a posição do horizonte de
eventos, enquanto os pontos circulares representam a posição do horizonte de Cauchy. As

posições dos horizontes são mostradas apenas para os casos BB.
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Figura 33: Representação esquemática dos fenômenos de estiramento e compressão que um
corpo sofre nas proximidades de um BB do tipo Bardeen (a), comparado ao caso de

Schwarzschild (b), onde ocorre apenas o estiramento.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

(4.31) para este caso como

D2ξ r̂

Dτ2 =
(4r−5a)m

2r4 ξ
r̂, (4.66)

D2ξ θ̂

Dτ2 =
(4a−2r)m+ar(E2 −1)

2r4 ξ
θ̂ , (4.67)

D2ξ φ̂

Dτ2 =
(4a−2r)m+ar(E2 −1)

2r4 ξ
φ̂ . (4.68)

A força de maré radial para este caso se anula na posição dada por rr
0 = 5a/4,

enquanto seu valor máximo é alcançado em rr
max = 5a/3. Para a < 6m/5, o ponto máximo da

componente radial fica oculto pelo horizonte de eventos, enquanto o ponto onde k1 = 0 fica

oculto pelo horizonte para a < 8m/5.

Quanto à parte angular da força de maré, ela se anula e atinge um valor mı́nimo em

ra
0 =

4ma
2m−a(E2 −1)

, (4.69)

ra
min =

16ma
3(2m−a(E2 −1))

. (4.70)

Para a < 2m/(1+E2), o ponto onde k2 se anula fica oculto pelo horizonte de eventos, enquanto

para a < 6m/(5+ 3E2), o ponto onde k2 atinge seu valor mı́nimo também fica oculto pelo

horizonte de eventos.
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Também podemos analisar o comportamento das forças de maré na garganta do

buraco de minhoca, dadas por:
D2ξ r̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

=− m
2a3 ξ

r̂, (4.71)

D2ξ θ̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

=
2m+a(E2 −1)

2a3 ξ
θ̂ , (4.72)

D2ξ φ̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

=
2m+a(E2 −1)

2a3 ξ
φ̂ . (4.73)

Esses resultados, ao menos na garganta, são bastante semelhantes ao caso SV. Mais precisa-

mente, a magnitude dessas componentes é metade do valor das componentes no caso SV.

Na Fig. 34, mostramos o comportamento da componente radial da força de maré,

k1, em função da coordenada radial. Observamos que para pontos distantes, k1 é positivo para

todos os valores escolhidos de a. No caso de Schwarzschild, k1 nunca muda de sinal e diverge

na origem, enquanto para casos com a ̸= 0, sempre existe um valor máximo positivo que k1

pode atingir, após o qual ele muda de sinal. Essa mudança de sinal pode levar a um efeito de

compressão ao invés de estiramento. Esses pontos só estarão expostos, ou seja, localizados fora

do horizonte de eventos, para valores suficientemente grandes de a, próximos ao valor limite

que esse parâmetro pode assumir.

Figura 34: Força de maré radial para o buraco negro de Schwarzschild com correção por
holonomia em função da coordenada r para diferentes valores de a, fixando m = 1. A linha

vertical está localizada em r = 2m.
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Na Fig. 35, mostramos o comportamento da componente angular da força de maré,

k2, em função da coordenada radial. Os efeitos são similares aos observados em casos ante-

riores, onde para a ̸= 0, k2 sempre alcança um valor mı́nimo negativo e então muda de sinal,
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tornando-se positivo. No caso a = 0, que corresponde ao espaço-tempo de Schwarzschild, essa

mudança de sinal não ocorre. Mais uma vez, esses pontos, que diferem do caso Schwarzschild,

podem estar escondidos atrás do horizonte de eventos dependendo do valor do parâmetro a.

Juntamente com o resultado observado para k1, esses efeitos podem levar a um fenômeno de

compressão ao invés de estiramento.

Figura 35: Força de maré angular para o buraco negro de Schwarzschild com correção por
holonomia em função da coordenada r para diferentes valores de a, fixando m = 1 e b = 10. A

linha vertical está localizada em r = 2m.
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Apesar da mudança de sinal em k1 e k2, não há garantia de que uma transição

de estiramento para compressão realmente ocorra. O que pode acontecer é simplesmente um

efeito de estiramento mais fraco comparado ao caso Schwarzschild. Para confirmar se o efeito

de compressão ocorre de fato, é necessário analisar o comportamento do vetor deslocamento.

Para valores arbitrários da energia E, as equações (4.32)–(4.34) podem ser resolvi-

das analiticamente dentro do modelo (4.8), sem necessidade de funções especiais. Contudo, a

expressão para ξ r é bastante complexa. Portanto, consideraremos o caso especı́fico E = 1, que

resulta em:

ξ
r̂ =

a1√
r
+

2
15

a2

√
1− a

r

(
8a2 +4ar+3r2) , (4.74)

ξ
θ̂ = b1r+

2b2r tan−1
(√

r−a
a

)
√

a
, (4.75)

ξ
φ̂ = b1r+

2b2r tan−1
(√

r−a
a

)
√

a
, (4.76)

onde as constantes a1, a2, b1 e b2 são determinadas impondo as condições de contorno apro-
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priadas. Embora as expressões analı́ticas sejam simples, a melhor forma de extrair informação

dessas soluções é por meio de representações gráficas.

Figura 36: Componentes radial (em cima) e tangencial (embaixo) do vetor deslocamento para
geodésicas radiais no buraco negro de Schwarzschild com correção por holonomia em função
da coordenada radial para diferentes valores de a. Neste caso, foram usadas as condições de

contorno (4.35) com b = 200 e m = 1.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 5  10  15  20  25  30

a=0
a=0.5
a=1

a=1.5

ξr

r

 8.76
 8.78

 8.8
 8.82
 8.84
 8.86
 8.88

 8.9
 8.92
 8.94

 1.6  1.61  1.62  1.63  1.64  1.65  1.66  1.67

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0  5  10  15  20  25  30

a=0
a=0.5
a=1

a=1.5

ξθ

r

 0
 0.05

 0.1
 0.15

 0.2
 0.25

 0.3
 0.35

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Fig. 36, analisamos o comportamento do vetor deslocamento para diferentes

valores do parâmetro a. Observamos que, para o buraco negro de Schwarzschild com correção

por holonomia, o vetor deslocamento se comporta de forma muito semelhante ao caso SV.

A variação de a não afeta significativamente a componente radial, ξ r, enquanto as maiores

mudanças na componente angular ocorrem próximas à garganta do buraco de minhoca, que

permanece escondida atrás do horizonte de eventos.
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4.3.4 Efeitos das forças de maré no buraco negro polimerizado

No caso final, calcularemos as forças de maré para o buraco negro polimerizado.

Considerando as equações (4.11) e (4.12) nas equações (4.29), (4.30) e (4.31), obtemos:

D2ξ r̂

Dτ2 =
4mr2 +3a2(

√
r2 −a2 −2m)

2r5 ξ
r̂, (4.77)

D2ξ θ̂

Dτ2 =
a2(6m−3

√
r2 −a2 +2rE2)−2mr2

2r5 ξ
θ̂ , (4.78)

D2ξ φ̂

Dτ2 =
a2(6m−3

√
r2 −a2 +2rE2)−2mr2

2r5 ξ
φ̂ . (4.79)

A força de maré radial se anula em

rr
0 =

a
4m

√
3
2

√
3a2 +16m2 −a

√
9a2 +32m2. (4.80)

Esse ponto estará sempre oculto atrás do horizonte de eventos. Também podemos calcular o

ponto máximo, mas a expressão analı́tica é bastante extensa. Dependendo do valor escolhido

para o parâmetro a, o ponto máximo pode estar localizado dentro ou fora do horizonte de

eventos. Para a componente angular, as expressões analı́ticas para os pontos extremos ou os

pontos onde k2 = 0 são ainda mais complicadas. Em geral, esses pontos podem estar ou não

ocultos atrás do horizonte de eventos, dependendo do valor de a, assim como no caso de k1.

Também podemos analisar o comportamento das forças de maré na garganta do

buraco de minhoca, dadas por:
D2ξ r̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

=− m
a3 ξ

r̂, (4.81)

D2ξ θ̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

=
aE2 +2m

a3 ξ
θ̂ , (4.82)

D2ξ φ̂

Dτ2

∣∣∣
r=a

=
aE2 +2m

a3 ξ
φ̂ . (4.83)

Na garganta do buraco de minhoca, a componente radial tem a mesma expressão do caso de

SV, enquanto a diferença na componente angular se assemelha a uma modificação no termo de

energia da partı́cula.

Nas Figs. 37 e 38, mostramos o comportamento das componentes radial e tangen-

cial, respectivamente, em função da coordenada radial para diferentes valores de a. Embora não

possamos extrair novas informações analı́ticas, observamos que a mudança de sinal em k2 pode

ocorrer fora do horizonte de eventos, enquanto a mudança de sinal em k1 permanece oculta.

Para ambas as componentes, o ponto extremo pode estar oculto dependendo do valor de a.
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Figura 37: Força de maré radial para o buraco negro polimerizado em função da coordenada r
para diferentes valores de a, fixando m = 1. Os pontos circulares representam a posição do

horizonte de eventos.
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Figura 38: Força de maré angular para o buraco negro polimerizado em função da coordenada
r para diferentes valores de a, fixando m = 1 e b = 10m. Os pontos circulares representam a

posição do horizonte de eventos.
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Com relação ao vetor deslocamento, a situação se torna mais complexa para este

espaço-tempo. Devido ao termo de raiz quadrada nas componentes da métrica, não é possı́vel

obter soluções analı́ticas, mesmo no limite E → 1. Analisamos numericamente o comporta-

mento dessas componentes na Fig. 39. É interessante notar que, em determinado ponto, a

componente radial do vetor deslocamento se torna maior à medida que o valor de a aumenta.

Esse comportamento não foi observado nos casos discutidos anteriormente. A componente

tangencial apresenta uma tendência similar, diminuindo à medida que a aumenta, exceto em

regiões muito próximas à garganta do buraco de minhoca. Nos casos anteriores, a componente

radial do vetor deslocamento sempre diminuı́a com o aumento de a, enquanto a componente

tangencial aumentava com a, mesmo em regiões distantes da garganta.
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Figura 39: Componentes radial (acima) e tangencial (abaixo) do vetor deslocamento para
geodésicas radiais no buraco negro polimerizado em função da coordenada radial para
diferentes valores de a. Neste caso, foram usadas as condições de contorno (4.35) com

b = 100 e m = 1.
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5 CONCLUSÕES

Nós começamos nossa investigação analisando as caracterı́sticas e propriedades da

geometria do buraco de minhoca do tipo EBG no contexto da RG. Inicialmente, analisamos

como os diagramas de imersão são afetados pelo parâmetro m e, em seguida, estudamos breve-

mente o processo de acreção de poeira nesse espaço-tempo. Observamos que, diferentemente

do que ocorre tipicamente em buracos negros, a velocidade radial da poeira diminui à medida

que a partı́cula se aproxima da garganta do buraco de minhoca, sendo essa desaceleração cada

vez mais abrupta para valores crescentes de m. Com relação à densidade de energia, verificamos

que ela se concentra com maior intensidade nas proximidades da garganta.

Também exploramos a possibilidade de que campos escalares acoplados com uma

eletrodinâmica não linear possam atuar como fontes para o espaço-tempo de EBG. Por meio

de fontes magnéticas e elétricas no contexto de teorias de eletrodinâmica não linear, obtive-

mos expressões analı́ticas para o campo escalar, seu potencial associado e a Lagrangiana da

teoria eletromagnética. Um resultado relevante é que, no caso magnético, conseguimos in-

verter as equações e expressar a Lagrangiana como uma função do invariante eletromagnético

F =FµνFµν . Observamos ainda que, para m= 2, a solução recupera o conhecido espaço-tempo

de Ellis-Bronnikov, sustentado por um campo escalar fantasma livre. Essa correspondência evi-

dencia a versatilidade do campo escalar com perfil arcotangente, frequentemente presente em

geometrias livres de singularidade, como aquelas da classe de BB.

No caso elétrico, verificamos que o decaimento do campo elétrico depende do

parâmetro m, sendo que valores maiores de m aceleram a aproximação ao comportamento as-

sintoticamente plano, como demonstrado em nossos resultados. Essas distinções entre os casos

magnético e elétrico revelam como a estrutura da fonte influencia diretamente a geometria do

espaço-tempo.

Além disso, estudamos um modelo mais geral de buraco de minhoca com múltiplas

gargantas e antigargantas, construı́do a partir de uma modificação da métrica de BB com múltiplas

gargantas/anti-gargantas, com função de redshift trivial. Verificamos que a presença dessas es-

truturas pode ser identificada tanto pela análise dos extremos da área da esfera quanto por dia-

gramas de imersão. A depender dos parâmetros escolhidos, é possı́vel obter desde uma única

garganta até múltiplas estruturas. Analisamos também as trajetórias geodésicas nesse espaço-
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tempo, mostrando que partı́culas massivas seguem trajetórias radiais livres, em contraste com o

caso de Schwarzschild.

Para investigar possı́veis fontes para essa geometria, consideramos uma ação da RG

minimamente acoplada a um campo escalar com potencial não trivial e uma eletrodinâmica não

linear . Obtivemos expressões gerais para o potencial escalar, a função de acoplamento e a La-

grangiana da NED, todas expressas em termos da função métrica Σ(r). Um resultado relevante

é que essas expressões, quando escritas em função da coordenada radial, são independentes da

forma funcional do campo escalar. Testamos dois perfis comumente utilizados na literatura,

baseados nas funções arcotangente e tangente hiperbólica, observando que o comportamento

qualitativo das funções obtidas é preservado em ambos os casos. Notamos que a função de aco-

plamento h(φ) assume valores positivos e negativos, alternando entre comportamento padrão

e fantasma para o campo escalar, enquanto o potencial V (φ) decresce para zero no infinito. A

Lagrangiana da NED apresenta comportamento regular, tendendo a uma constante para r → 0

e decaindo como 1/r6 para r → ∞.

A análise das condições de energia revelou que, embora violações sejam inevitáveis

em regiões afastadas, é possı́vel satisfazer todas as condições próximas à garganta para escolhas

adequadas dos parâmetros, apontando para uma suavização das exigências de matéria exótica

nesses modelos mais gerais.

Também investigamos soluções para teorias modificadas da gravidade, com ênfase

na gravidade f (R). Nosso objetivo foi estudar a possibilidade de generalizar soluções do tipo

BB, já bem estabelecidas na RG, impondo métricas conhecidas, como a de SV, como soluções

dentro de diferentes modelos de f (R).

Mostramos que, assumindo uma fonte magnética dentro da eletrodinâmica não li-

near, é sempre possı́vel determinar o tensor energia-momento em f (R) a partir de seu análogo

na RG, desde que a função gravitacional seja da forma f (R) = R+H(R). Obtemos expressões

analı́ticas gerais para as funções L(H), L(H)
F , V (H) e h(H), cujas formas dependem de H(R) e da

geometria imposta. Um resultado relevante é que, em alguns modelos analisados, é possı́vel

satisfazer todas as condições de energia em regiões especı́ficas do espaço-tempo, algo que

raramente ocorre em soluções de buracos de minhoca dentro da RG. Assim, a inclusão de

uma modificação do tipo f (R) amplia significativamente o espectro de soluções fisicamente

aceitáveis.

A necessidade de introdução de não linearidades adicionais, tanto no setor escalar
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quanto eletromagnético, abre caminho para análises mais profundas sobre estabilidade, estru-

tura causal, e efeitos fı́sicos associados, como as trajetórias de fótons e a termodinâmica desses

objetos. A abordagem aqui desenvolvida é suficientemente geral para ser aplicada a outros mo-

delos de BB da literatura, como os baseados em Reissner-Nordström, BTZ, black strings, entre

outros.

Outro aspecto importante investigado nesta dissertação foram os efeitos das forças

de maré em diferentes modelos de BB. Verificamos que, ao contrário do caso de Schwarzschild,

todos os modelos analisados — inclusive com fontes do tipo campo escalar e NED — exibem

forças de maré finitas em toda a variedade. Destaca-se o caso do BB do tipo Bardeen, cuja

estrutura causal mais rica, com presença de horizonte de Cauchy, induz uma inversão no com-

portamento tı́pico das forças de maré: em certas regiões, o corpo de prova sofre compressão

radial e alongamento angular, em contraste com o estiramento radial usual observado em BNs

clássicos.

Esse resultado mostra que a geometria de fundo afeta de forma significativa os efei-

tos fı́sicos experimentados por corpos extensos, sendo possı́vel, ao menos em princı́pio, distin-

guir diferentes classes de BBs com base em suas assinaturas de maré. Além disso, tais efeitos

reforçam a importância de se considerar fontes realistas e regularizadas para essas soluções,

como as estudadas ao longo deste trabalho via campos escalares acoplados a eletrodinâmica

não linear. Futuras extensões podem incluir a análise de ruptura por maré (tidal disruption) nes-

ses espaços-tempos e a consideração de rotação, o que pode modificar intensamente a estrutura

causal e o comportamento das forças envolvidas.

Dessa forma, esta dissertação oferece uma contribuição significativa ao entendi-

mento de soluções regulares e exóticas em gravitação clássica e modificada, estabelecendo no-

vas possibilidades para a construção e interpretação de geometrias que evitam singularidades e

expandindo o conjunto de ferramentas teóricas disponı́veis para a fı́sica de BN e buracos de mi-

nhoca. Espera-se que os resultados aqui obtidos sirvam de base para futuros avanços no estudo

da gravidade em regimes extremos.

Uma continuidade natural deste trabalho seria realizar o estudo da aparência óptica

dessas geometrias quando iluminadas por discos de acreções, abordagem bastante ultilizada

ultimamente [59, 204–217], como um meio de comparar os modelos teóricos regulares com

dados observacionais reais obtidos pelo EHT.
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[147] RÓIS, G. I. et al. Novel electrically charged wormhole, black hole, and black bounce
exact solutions in hybrid metric-Palatini gravity. Phys. Rev. D, v. 111, n. 12, p. 124012, 2025.

[148] NATE, P. C. Black bounces as magnetically charged phantom regular black holes in
Einstein-nonlinear electrodynamics gravity coupled to a self-interacting scalar field. Phys. Rev.

D, v. 106, n. 2, p. 024031, 2022.

[149] PEREIRA, C. F. S. et al. Magnetically charged black-bounce solution via nonlinear
electrodynamics in a k-essence theory. Phys. Rev. D, v. 111, n. 8, p. 084025, 2025.

[150] STAROBINSKY, A. A. A New Type of Isotropic Cosmological Models Without
Singularity. Phys. Lett. B, v. 91, p. 99–102, 1980.

[151] FELICE, A. D.; TSUJIKAWA, S. f(R) theories. Living Rev. Rel., v. 13, p. 3, 2010.

[152] NOJIRI, S.; ODINTSOV, S. D. Unified cosmic history in modified gravity: from F(R)
theory to Lorentz non-invariant models. Phys. Rept., v. 505, p. 59–144, 2011.

[153] NOJIRI, S.; ODINTSOV, S. D.; OIKONOMOU, V. K. Modified Gravity Theories on a
Nutshell: Inflation, Bounce and Late-time Evolution. Phys. Rept., v. 692, p. 1–104, 2017.

[154] SIMPSON, A.; VISSER, M. Black-bounce to traversable wormhole. JCAP, v. 02,
p. 042, 2019.

[155] VISSER, M.; HOCHBERG, D. Generic wormhole throats. Annals Israel Phys. Soc.,
v. 13, p. 249, 1997.

[156] LIMA JUNIOR., H. C. D. et al. Can different black holes cast the same shadow? Phys.

Rev. D, v. 103, n. 8, p. 084040, 2021.

[157] VAGNOZZI, S. et al. Horizon-scale tests of gravity theories and fundamental physics
from the Event Horizon Telescope image of Sagittarius A. Class. Quant. Grav., v. 40, n. 16, p.
165007, 2023.

[158] TSUKAMOTO, N. Gravitational lensing in the Simpson-Visser black-bounce
spacetime in a strong deflection limit. Phys. Rev. D, v. 103, n. 2, p. 024033, 2021.



118

[159] SIMPSON, A.; MARTIN-MORUNO, P.; VISSER, M. Vaidya spacetimes, black-
bounces, and traversable wormholes. Class. Quant. Grav., v. 36, n. 14, p. 145007,
2019.

[160] FRANZIN, E. et al. Charged black-bounce spacetimes. JCAP, v. 07, p. 036, 2021.

[161] FURTADO, J.; ALENCAR, G. BTZ Black-Bounce to Traversable Wormhole. Universe,
v. 8, n. 12, p. 625, 2022.

[162] LIMA, A. M.; ALENCAR, G.; FURTADO, J. Black String Bounce to Traversable
Wormhole. Symmetry, v. 15, n. 1, p. 150, 2023.
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