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RESUMO

O Teorema de Calabi-Bernstein, segundo o qual as tnicas solugdes inteiras para a equacao das
superficies maximas sdo funcdes afins, € um resultado conhecido da Geometria Lorentziana,
que colecionou diferentes demonstracdes ao longo dos anos desde sua prova original, devida a
E. Calabi. Neste trabalho, estudamos uma demonstrac@o simples e direta dada por A. Romero,
com a intencao de ser facilmente entendida por pesquisadores iniciantes. Assim sendo, tal
prova requer apenas preliminares bdsicos de Geometria Riemanniana e Semi-Riemanniana, os
quais foram incluidos no texto, além do Teorema de Liouville sobre fun¢des holomorfas de uma

varidvel complexa.

Palavras-chave: superficies maximas; geometria lorentziana; espaco de Lorentz-Minkowski;

teorema de Calabi-Bernstein.



ABSTRACT

The Calabi-Bernstein Theorem, which states that the only entire solutions to the maximal surface
equation are affine functions, is a very well known result in Lorentzian Geometry, collecting
many different proofs along the years since its original, one due to E. Calabi. In this work,
we study a direct and simple proof of this theorem given by A. Romero, aiming to be easily
understood by beginning researchers. As such, this proof only requires basic Riemannian and
Semi-Riemannian Geometry preliminaries, which have been included in the text, in addition to

Liouville Theorem on holomorphic functions of one complex variable.

Keywords: maximal surfaces; lorentzian geometry; Lorentz-Minkoswki space; Calabi-Bernstein

Theorem.
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1 INTRODUCAO

Seja u : Q C R” — R uma fung¢do suave. Uma condicdo suficiente para que o
grifico de u em R"*! seja uma hipersuperficie minima, ou seja, que tenha curvatura média nula,

€ que u satisfaca a equacdo das hipersuperficies minimas:

\Y
div [ —— e | =0, (1.1)

V14 |Vu|?

em que div denota o operador divergéncia e V denota o operador gradiente. Em 1910, S.
Bernstein [1] provou que as tnicas solucdes suaves para (1.1) definidas em todo o R? sdo as
fungdes afins. Ao longo dos anos 60, tal resultado foi gradualmente expandido para dimensdes
maiores: de R? até R”. No entanto, E. Bombieri, E de Giorgi e E. Dzhusti [2] encontram, em
1969, contraexemplos para n > 8.

Considerando, porém, o grafico de u : R” — R como uma hipersuperficie no espaco
de Lorentz-Minkowski ", a histéria é outra. Nesse contexto, as hipersuperficies tipo-espago
de curvatura média nula sdo chamadas mdximas e, em 1970, E. Calabi [3] demonstrou o seguinte

resultado, andlogo aquele de Bernstein, que ficou conhecido como Teorema de Calabi-Bernstein:

Teorema 1.1. As iinicas solucdes u : R> — R suaves para a equagdo das superficies mdximas

%
div| —— ) =0, |Vul<I, (1.2)

V' 1—|Vu|?

sdo funcoes afins.

O caso tipo-espago em "1, diferentemente do caso riemanniano em R"*!, permite
generalizacdo para todo n > 2, como demonstrado por S.Y. Cheng e S.T. Yau [5], em 1976. Além
de tal generalizacdo, muitas outras foram formuladas e provadas, bem como novas demonstragdes
do Teorema de Calabi-Bernstein foram surgindo ao longo dos anos, como mostra R. Rubio [12].

Esta dissertacdo tem como objetivo demonstrar o Teorema (1.1), seguindo a estratégia
simplificada apresentada por A. Romero em [11], da maneira mais autocontida possivel e
expandindo os argumentos deixados implicitos no referido artigo.

Diante disso, no segundo capitulo, as no¢des preliminares necessarias para a de-
monstragdo siao apresentadas, assumindo um leitor bem habituado aos conceitos e resultados
de variedades suaves, porém pouco familiarizado com Geometria Riemanniana. A defini¢do de
variedade semi-riemanniana € tomada como ponto de partida, passando, em seguida, pelas defini-

coes e resultados essenciais para se trabalhar com variedades e subvariedades semi-riemannianas.
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Também € apresentado o ingrediente-chave para a demonstracdo simplificada de A. Romero: o
Teorema de Liouville sobre fun¢gdes holomorfas de uma varidvel complexa.

No terceiro capitulo, uma fun¢do harmonica positiva que pode ser definida em
qualquer superficie maxima de > é obtida, além de equacdes a ela relacionadas, que serdo
utilizadas, mais tarde, no quinto capitulo, para construir uma nova métrica para o grafico e, no
sétimo capitulo, para concluir por aplicagdo do Teorema de Liouville, que o grifico que estamos
analisando estd contido em um plano.

No quarto capitulo, a equacdo (1.2) € investigada para analisar sua relacdo com a
curvatura média do grafico e concluir que ela é, de fato, condi¢ao para que o grafico seja uma
superficie maxima em IL3, de modo que a fung¢io harmdnica positiva encontrada no capitulo
anterior possa ser definida nele.

No quinto e sexto capitulos, construimos um meio de "transportar"a funcao harmo-
nica positiva definida no grifico para o R?, de forma que o Teorema de Liouville possa, de fato,
ser aplicado. No artigo de A. Romero, tal meio € uma isometria fornecida pelo Teorema de
Cartan, que requer, para sua aplicacdo, munir o grafico com uma métrica flat e completa. Tal
métrica serd construida no quinto capitulo; porém, nesta dissertacdo, conseguimos evitar o uso
do Teorema de Cartan, que é bem mais forte do que o necessdrio no presente contexto. No
sexto capitulo, entdo, construimos a isometria que serd utilizada. Por fim, no sétimo capitulo, os
ingredientes obtidos nos cinco capitulos anteriores sao reunidos para chegar a conclusdo desejada

pelo Teorema (1.1).
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2 PRELIMINARES

Com o objetivo de tornar o texto o mais autocontido possivel, traremos, neste
capitulo, um apanhado das defini¢Oes e fatos da Geometria Riemanniana e Semi-riemanniana
que serdo essenciais para o entendimento do Teorema de Calabi-Bernstein e de sua demonstracao
simplificada. Nos preocupamos em apresentar as provas de fatos relevantes que sdo comumente
deixados como exercicios em livros-textos e as demonstracdes dos principais teoremas que
utilizaremos. No entanto, serd esperado do leitor um nivel de familiaridade com variedades
suaves e Geometria riemanniana equivalente, respectivamente, aos dezesseis primeiros capitulos

de [8] e o primeiro capitulo de [4].

2.1 Espacos de Lorentz-Minkowski e Subvariedades Semi-riemannianas

No Teorema de Calabi-Bernstein, o espaco ambiente considerado é uma variedade
semi-riemanniana, que nada mais € do que uma variedade suave munida com um tipo de 2-tensor
covariante que generaliza as métricas riemannianas. Para definir tal tipo de 2-tensor covariante,
precisamos desenvolver alguns preliminares de Algebra Linear.

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita e g uma forma bilinear simétrica
em V, ou seja, um 2-tensor covariante e simétrico em V. Diremos que g € ndo degenerado se,
dado v € V, tivermos que

glvyw)=0,YweV — v=0.

Digamos que dimV =n e seja ey, ...,e, uma base para V. Sev=13} ;vje;j e gij =
g(ei,ej), entdo, utilizando da simetria de g para escrever g;; = g i, temos
glvyw)=0,YweV < Zg,-jvj =g(ve))=0,Vie{l,..,n}

J

81j 0
=Y |i|vi=

J

8nj 0

Portanto, a condi¢do para que g seja ndo degenerado ¢ equivalente as colunas da matriz [g;;];;
serem linearmente independentes. Em outras palavras, g é nao degenerado se, e somente se, sua

matriz, em relacdo a qualquer base, for invertivel.
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Chamaremos de produto escalar, um 2-tensor covariante, simétrico e nao degenerado
em um espaco vetorial real de dimensao finita. Note que um produto interno nada mais é do
que um produto escalar positivo definido. Se g € um produto escalar em um espaco vetorial V,
diremos que (V, g) é um espaco de produto escalar. Considerando um tal (V, g), diremos que
v,w € V sdo ortogonais e denotaremos v | w, quando g(v,w) = 0. Perceba que, sendo g um
produto escalar, pode haver a € V tal que a # 0, mas g(a,a) = 0, sendo, portanto, a | a.

Se W for um subespaco de V, definimos
Wt={evViwvluVuecw}

Pela bilinearidade de g, é claro que W= também serd um subespaco de V. Veja também que se

veW,entdov L u,Vuec W, logo
wc (wh)t, (2.1)

Provaremos, agora, que
dimW* = dimV —dimW. (2.2)

Se assim for, teremos que dim(W+)* = dimV — (dimV — dimW) = dimW, de onde seguird
que (W+)+ = W. Com efeito, denote n = dimV, k = dimW e considere e, ..., e, uma base para
V, tal que ey, ..., e; seja base para W. Temos que,

V= Zvjej EWt — Zgijvj =g(ve;))=0,Vie{l,.. k}

J J
(

givi+..-+gnvn=0

kgklvl + oo+ ginvn = 0.

Logo W+ serd isomorfo ao espaco vetorial das solugdes do sistema de equacdes lineares acima.
Como g € produto escalar e, por conseguinte, ndo degenerado, sua matriz, em relagcdo a base
el,...,en, € invertivel. Segue, entdo, que a matriz dos coeficientes do sistema acima tem linhas
linearmente independentes e, portanto, possui posto k. Logo, pela Algebra Linear, sabemos que
o espaco vetorial das solucdes do sistema terd dimensao n — k, 0 que prova o que queriamos.
Agora, dado W subespaco de V, diremos que W é ndo degenerado, quando g|w for

nao degenerado e diremos que W € degenerado, caso contrario. Assim, W € nao degenerado se,
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e somente se, dado w € W, w for igual 0, sempre que for ortogonal a todo elemento de W. Em
outras palavras, W nio degenerado é equivalente a condigio W "W+ = {0}.

Considere, agora, a seguinte identidade provinda da Algebra Linear:
dim(W + W) +dim(W NW+) = dimW +dimW+.
Levando em conta tal identidade, o paragrafo anterior, (2.2) e que W +W+ C V, temos que
W néo degenerado <= dim(WNW1) =0 < dim(W +W') =dimV <= W4+W =V.
Diante disso,
W ndo degenerado <= V =W+ (WL)L =W+ 4+W <= W nio degenerado.  (2.3)

Para o que segue, defina a norma de um vetor v € V por

Diremos que v é unitdrio, quando |v| = 1, ou seja, quando g(v,v) =1 ou g(v,v) = —1. Um
conjunto de vetores de V sera dito ortonormal, quando todos os vetores deste conjunto forem
unitdrios e dois a dois ortogonais. Vale notar que o processo de ortonormalizagdo de Gram-
Shimdt nao necessariamente funcionard em todo conjunto de vetores linearmente independentes,
em um espago de produto escalar, ja que pode ocorrer g(v,v) =0, com v # 0, o que geraria
denominadores nulos nas expressdes envolvidas no algoritmo. Apesar disto, € possivel provar
que todo espago de produto escalar (V,g), com V # {0}, possui uma base ortonormal.

Para tanto, serd necessario notar que todo subespaco nao trivial e ndo degenerado de
V possui um vetor de norma ndo nula. De fato, seja W # {0} um subespaco tal que g(w,w) =

0,V w e W. Entio,

(g( ,v+w)—g(v,v)—g(w,w)):0,

| —

VvweW, glvyw)= w
cew
logo WNW+ =W # {0} = W é degenerado. Sendo assim, em todo subespago nio trivial e
ndo degenerado, podemos tomar um vetor unitdrio. Realmente, basta tomar v tal que |[v| A0 e

considerar v/|v|.
Assim, sendo V ele mesmo um subespaco niao degenerado, podemos comecgar to-
mando e; € V unitdrio. Suponha, agora, como hipétese de inducado, que tenhamos construido

{e1,...,ex}, com k < n = dimV, conjunto ortonormal. Garantiremos que é possivel tomar ey |



14

unitdrio e ortogonal a e;, para todo i € {1,...,k}. Primeiramente, afirmo que todo espago ge-
rado por um conjunto finito de vetores ortonormais € nao degenerado. Realmente, chamando
W = span{ey,...,ex}, a matriz de g|w, em relagdo a base ey, ...,e;, serd diagonal e com os
elementos da diagonal principal iguais a 1 ou —1, sendo, portanto, invertivel, o que prova a
afirmacdo. Assim, seguird de (2.3) que W é ndo degenerado, sendo também nio trivial, j4 que
dimW+ = n—k > 0. Dai, bastard tomar e;,; € W+ unitdrio. Isso nos garante que é possivel
obter um conjunto ortonormal de n vetores e, como qualquer conjunto de vetores ortonormais €
linearmente independente, obtemos, portanto, uma base ortonormal, como queriamos.

Agora, considere (i, ...,&,) a base dual de uma base ortonormal (ey,...,e,) para

(V,g). Pela ortonormalidade da base e pela simetria de g, podemos escrever
- 2
g=1Y glei,e)&},
e, reordenando indices, se necessario,
2 2 g2 2
gzél +...+ér - r+1_..._ r+so (2.4)

em que r e s sdo inteiros ndo negativos tais que r + s = n. Na verdade, r e s serdo independentes

da escolha da base, sendo
s = max{dimW;W CV é subespago e g|w ¢ negativo definido}. (2.5)

Diremos que s e (r,s) sdo, respectivamente, o indice e a assinatura de (V,g).
Para provar (2.5), denote por 1 o termo a direita na equacdo. Veja que o resultado
é trivial, caso g seja positiva definida (s = 0) e, caso g seja negativa definida (s = n). Suponha,
entdo, que 0 < s < n e denote U = span{e,1,...,e,4+5}. Por (2.4), é claro que g|y € negativa
definida, logo
s=dimU < 7.

Para a desigualdade inversa, considere W’ o subespago tal que g|y- € negativa definida e dimW’ =
7. O fato de que dimW’ < dimU, vem da injetividade da aplicagdo linear 7 : W' — U dada por
r+s
n(v)=— Z g(v,e)e;.
i=r+1

Estamos finalmente aptos a definir uma variedade semi-riemanniana. Seja M uma

variedade suave. Uma métrica semi-riemanniana em M é um 2-tensor covariante suave g em
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M tal que, para cada p € M, g, é um produto escalar, sendo o indice de (7,M,g,,) constante ao
variar p. Uma variedade semi-riemanniana, que denotaremos por (M, g) nas nota¢des acima, &,
portanto, uma variedade suave munida de uma métrica semi-riemanniana. Note que toda métrica
riemanniana de uma variedade suave é um produto escalar positivo definido em cada ponto, logo,
em particular, toda variedade riemanniana é também uma variedade semi-riemanniana. Um
tipo especifico de variedade semi-riemanniana, que serd relevante neste texto, sdo as variedades
lorentzianas, cuja métrica semi-riemanniana tem indice igual a 1.

Denotaremos por L"*!, o espaco euclidiano R"*! munido com a métrica semi-

riemanniana g de indice 1, definida globalmente por
g = (dx))?+ ...+ (dxy)? — (dxny1)?, (2.6)

em que (xi,...,X,+1) sdo as coordenadas candnicas de R"H . Tal variedade lorentziana serd
chamada Espaco de Lorentz-Minkowski (n+ 1)-dimensional.

Considerando (M",g = (-,-)) uma variedade semi-riemanniana e, dado p € M, sem-
pre haverd um referencial local suave definido em uma vizinhanga de p, provindo dos sistemas
de coordenadas locais. Porém, apesar de nunca se anularem, os campos de um certo referencial
podem vir a ter norma nula, devido a natureza do produto escalar. Dessa maneira, nao € possivel
aplicar diretamente o processo de ortonormalizacdo de Gram-Shimdt para obter um referencial
ortonormal a partir de qualquer referencial dado.

Apesar disso, é possivel provar que existem Ej,...,E, campos vetoriais suaves
definidos em uma vizinhanga de p, tais que (E1, ..., E,) é referencial ortonormal nesta vizinhanga.
Como mostramos, sendo (7,M, g,,) espago de produto escalar, existe (e, ...,e,) base ortonormal
para T,M e, utilizando um sistema de coordenadas locais em volta de p € uma fung¢éo pulso,
podemos construir campos vetoriais Xj,...,X, € X(M), tais que X;|, = ¢;, paratodo i € {1,..,n}.
Como |e| = 1 > 0, por continuidade, existe U; vizinhanga de p, em que |X;| > 0. Defina, entdo,

em Uy,
X
Ei=—.
X

E claro que E; | p = e1. Suponha, como hipétese de indugdo, que tenhamos construido, para k < n,
Ej,...,Ex campos vetoriais ortonormais definidos em uma vizinhanga Uy de p, tais que E;|, = e;,

paratodoi € {1,...,k}. Seja, entdo,

K (En Xpv1)

Epy1 =Xgs1— Y ———E;.
l'_Zl <El'7Ei> l
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Veja que, para todo i € {1,....k}, (Ei| p, Xi1]p) = (e ex1) = 0,1020 Egi1|p = Xir11p = €xt1-
Uma vez que |e; 1| = 1 > 0, por continuidade, existe vizinhanga Vj, | de p, em que |E;, 1| > 0.
Faca, entdo, U1 = Uy N V1. Além disso, para todo j € {1,...,k}, é claro que (Ej, Ex41) = 0.

Diante disso, defina, em Uy 1,
Erqi
|Ekt1]

Ei 1=

Isso prova o que queriamos.
Sendo X € X(M), (Ej,...,E,) um referencial ortonormal local para M definido em

um aberto U C M e escrevendo X =Y " | a;E;, em U, temos, para k € {1,...,n},
(X,Eyx) = <ZaiEi7Ek> = Eay,
i
em que & = (Ey, Ey) é igual 1 ou —1. Assim, obtemos, em U,

X = 8i<X,Ei>Ei. (27)

-

1

~

Dado p € M, um vetor v € T,M € dito tipo-espago, quando (v,v) >0ouv=0,eé
dito tipo-tempo, quando (v,v) < 0. Assim, um campo vetorial X € X(M) é dito tipo-espaco, se
X), for tipo-espaco, para todo p € M; e, analogamente, € dito tipo-tempo, se X, for tipo-tempo,
para todo p € M.

Agora, sejam (Mn+k,§ = (-,-)) uma variedade semi-riemanniana, M" C M uma
subvariedade imersa e 1 : M < M a aplicagdo inclusdo. Diremos que M é uma subvariedade
semi-riemanniana se 1*(g) for uma métrica semi-riemanniana. Diremos, entdo, que g = 1*(g) é
a métrica induzida por g em M. Se todo vetor tangente a M for tipo-espaco em relacdo a métrica
induzida g, diremos que M é subvariedade tipo-espaco. Note que isso ocorre se, € somente se, g
for positiva definida, ou seja, se, e somente se, g for uma métrica riemanniana.

Dado p € M, pela convengdo de identificar 7,M com d1,(T,M), podemos ver T,M
como um subespago de T,M. Tal fato serd usando em tudo que segue, sem maiores comentarios,

e também nos permitira utilizar (-,-) para denotar tanto g, quanto g, sem que haja ambiguidade,

uma vez que, para p € M e v,w € T,M, temos
gr(vw) = (1°8),(n (mw) = g, (d1,(v),d1,(w)) =3, (v,w) = (v,w).
Além disso, denotaremos por X(M) o conjunto dos campos vetoriais suaves da forma

X:M—TM

pr— X, € Tp]\_4,
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isto é, campos vetoriais suaves definidos em M, tais que, para cada p € M, X, é tangente a M,
mas nio necessariamente é tangente a M. E claro que X(M) C X(M).

Ainda considerando um p € M fixado, sabemos que existe uma vizinhanca V de p em
M que é subvariedade mergulhada de M. Considerando X € X(W), em que W é uma vizinhanga
de p, em M (podendo ocorrer W = M), podemos diminuir V, se necessdrio, para supor que X
estd definida em V (bastaria usarmos W NV, em vez de V). Como V € subvariedade mergulhada,
diminuindo V mais ainda, se necessario, podemos cobri-la por um tinico dominio de coordenadas
locais adaptadas, isto é, existe uma carta (U, @) para M, tal que V C U € @ = (X1, ..., Xpn, -, Xn ik )5

sendo ¢ = (xy,...,x,) coordenadas globais para V e
UNV)=0U)N{(x1, s Xpsk) € R Fix g = ... = x = 0},

Seja 7w : Rtk — R” a aplicacdo projegdo das n primeiras coordenadas. Denotando d; = d /dx;

e escrevendo X = Z:‘Ilk a;0; em V, defina
n+k
X=1Y (aicp'omo®)o
i=1
em U. Temos X suave, pela suavidade das aplicagdes envolvidas. Além disso, X estende X |y,
uma vez que (¢~ ' oo )|y = Idy, em que Idy : V —> V é a aplicacio identidade.

Agora, diminuindo V, se necessdrio, podemos supor que existe (Ep,...,E,) um
referencial ortonormal para V definido globalmente. Pelo o que mostramos no paragrafo
anterior, sabemos que existem E1, ..., E, campos vetoriais suaves, definidos em um aberto de
M, que estendem, respectivamente, Ej, ..., E,. Além disso, como span{E|| preEnlpt =TpM €
ndo degenerado, podemos obter uma base ortonormal (E|p, ..., En|p,€nt1,-..,€ntk) para T,M.
Tome X1, ..., Xy ik € X(M) tais que, X;|, = e;, paratodo i € {n+1,...,n+k}. Procedendo de
maneira andloga aquela feita na demonstracao da existéncia de referenciais ortonormais locais em
variedades semi-riemannianas, utilizando ortonormalizacdes indutivas, com aten¢ao aos dominios
de defini¢do de cada campo, obtém-se, a partir de (E1,...,E,, X1 1, ..., X,4), um referencial
ortonormal (FY, ..., F, ;) para M, em uma vizinhanga de p, tal que (Fi|y, ..., Fylv) = (E1, ..., Ey)
é referencial em V, chamado referencial adaptado a V. Tal resultado e a existéncia de extensdes

de campos restritos a uma vizinhanca nos serdo tteis na proxima se¢ao.

2.2 Conexoes, Curvatura Média e Superficies Maximas

Para compreender o enunciado do Teorema de Calabi-Bernstein, faz-se necessario

entender o significado da Equacdo da Superficie Maxima nele apresentada. Para tanto, €
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essencial definir o conceito de curvatura média. O primeiro passo para isso serd discorrer acerca

do conceito bdsico de conexdo em uma variedade suave M", que se trata de uma aplicacdo

D:X(M)x X(M) — X(M)

(X7Y> '—>DXY7

R-linear em Y, C*(M)-linear em X e tal que, para todo f € C*(M) e todo X,Y € X(M), vale a

regra do produto:

Dx(fY) =X(f)Y + fDxY.

Chamaremos DxY de derivada covariante de Y em relagdo a X na conexdo D.

Mais adiante, serd ttil notar que, para X,Y € X(M) e p € M fixados, (DxY), s6
depende de X, e de Y restrito a uma curva integral de X passando por p. Para prova isso,
precisaremos escrever X e Y em coordenadas locais (xi,...,x,) para M em uma vizinhanga U de
p.como X =Y, X;d;eY =} ;Y;d;. Aintengdo € utilizar as propriedades da conexdo, para obter

n
(Dx¥)p = L Xp(X})9ilp + Y X(p)Y,(p) (D43,
Jj=1 i,j=1
e ver que a expressdo s6 depende dos termos X;(p),Yj(p) e X,(Y}), sendo os dois primeiros

inteiramente determinados por X), ¢ Y, respectivamente; e sendo

d
dt( oY) Y

XP(YJ )=

em que y: (—€,€) — M é uma curva suave tal que y(0) = p e y'(0) = X,,. No entanto, a

principio, ndo faz sentido escrever D,.d;, pois os campos d, parak € {1,...,n}, sé estdo definidos
em U e ndo necessariamente definidos em todo ponto de M.

Podemos provar, porém, que a conexao D pode ser estendida a campos vetoriais

suaves definidos apenas em abertos de M, mostrando que, dados X,Y € X(M)e p € M, (DxY),

s6 depende de X e Y em uma vizinhanga arbitraria de p. Para a localidade em X, suponha que X

¢ nulo em uma vizinhanga U de p e tome @, funcdo pulso em M, com @(p) =1 e suppp C U.

Teremos ¢X = 0, logo

(DxY)p = @(p)(DxY)p = (DoxY)p = (Do.gxY)p =0.(DpxY), = 0.

Isso prova o que queriamos, pois dados campos X; e X, que coincidem em uma vizinhanga de p,

teremos X| — X, nulo nesta vizinhanga, de sorte que

(Dx,Y)p — (Dx,Y)p = (Dx,-x,Y)p =0 = (Dx,Y)p = (Dx,Y ).
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Por motivo andlogo, para a localidade em Y, basta mostrar que, se Y € nulo em uma vizinhanga
V de p, entdo (DxY), = 0. Como antes, tomemos ¥ funcgdo pulso em M, com y(p) =1e

suppy C V. Tendo em vista que yY =0, temos

(DxY)p=Xp(¥) Y, +¥(p)(DxY), = (DxyY),= (DX(O‘ V’Y))p =0-(DxyY),=0.

Agora, dada (M",g = (-,-)) uma variedade semi-riemanniana, é provado no Teorema
11 do Capitulo 3 de [10], de maneira idéntica ao caso riemanniano, que existe uma tinica conexao

V em M que cumpre, simultaneamente, a propriedade de compatibilidade com a métrica,
XY, Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ) VY X,Y,Z € X(M);
e a propriedade de simetria,
VxY —VyX =[X,Y],VX,Y € X(M),

em que [, -] denota os colchetes de Lie em M. Tal conexdo é chamada conexdo de Levi-Civita
de (M,g). Sendo X,Y € X(M) e tomando coordenadas locais (xp,...,x,) em um aberto U de M,

podemos tomar fungdes suaves l“f.‘j em U, com i, j k€ {l,..,n}, tais que
C k
k=1

Escrevendo X = Y, X;0; e Y = }.;Y;d; em U, obtemos, pelas propriedades de defini¢do das
conexoes, a expressao
n n X
vy =Y (X(Yk) +Y Xinl“,-j) . 2.8)
k=1 i,j=1
em U. E provado no Coroldrio 5.11 de [7], que, se g;j = (9;,d;) e a matriz (g¥!) é definida como

a matriz inversa de (g;;), entdo
v _ Iy u
Iij = 5128 (3i(gﬂ)+9j(gﬂ) _8l(gij))- (2.9)
=1

Provemos, agora, que a conexao de Levi-Civita do espago de Lorentz-Minkowski,
"+, em suas coordenadas candnicas (xi,...,X,;1) € com sua métrica g = (-,-), definida em

(2.6), € dada por

n+1
VxY =Y X(¥,)a, (2.10)
i=1
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paratodo X,Y € X(L"*!) com Y = ¥,;Y;0;. Realmente, a C*(IL"*!)-linearidade em X é ébvia,
enquanto que a R-linearidade em Y e a regra do produto seguem diretamente das propriedades
de definicdo dos vetores tangentes. Isso garante que a expressao, de fato, define uma conexao.
Note também que a propriedade de simetria segue diretamente da defini¢do de colchetes de Lie.

Sendo Z € X(L"*!) e escrevendo Z = ¥ ; Z;0, temos
n
=X() YiZi— Y1 Zu11)

n
=Y YiX(Z) = Yps1 X (Zns1

)+ L 7X
1 =1
n+1 n+1 n+ n+1
= X(Y,-)a,~7228> <Z 8,,ZY8>

—Zn 1 X(Yt1)

O resultado, entdo, segue da unidade da conexao com estas propriedades. Analogamente, prova-
se que (2.6) também é expressdo para a conexdo de Levi-Civita de R"*!, com sua métrica
euclidiana ¢ = (dx;)? + ... + (dx,,1)?. Segue que, para a conexdo de Levi-Civita de (R"*1, ),
as fungdes Ffj sdo todas identicamente nulas.

Sendo (M",g = (-,-)) novamente uma variedade semi-riemanniana qualquer e dada
f €C=(M), o Teorema de Representacdo de Riesz nos garante a existéncia de um campo vetorial

V f, chamado gradiente de f, tal que, para todo X € X(M), vale
(Vf.X) = X(f).
Sendo f,g € C*(M), temos
(V(f8).X) =X(fg) = fX(g) +&X(f) = f(Vg,X) +8(VSf.X) = (fVg+gV[f.X),
e, portanto,
V(fg) =fVeg+egVf. 2.11)

Além disso, da mesma maneira encontra-se que o gradiente é R-linear. Dado p € M e (Ey, ..., E,)

um referencial ortonormal em uma vizinhanga U de p, (2.7) nos da que, em U
n
=Y &Ei(f)E;, (2.12)
i=1

de onde segue que V f é suave, uma vez que os coeficientes &FE;(f) sdo suaves. Também segue

desta expressdo que, se f for aplicacdo constante, entdo seu gradiente € identicamente nulo.
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Considerando M = IL."*!, nas notagdes do pardgrafo anterior, temos, portanto,

Zafa of =0t (2.13)

axl n+1

Ademais, note que podemos reescrever (2.10) como

VxY = rf(VY,-,X)&,-. (2.14)
i=1

Seja, agora, (M,g = (-,-),V) uma variedade semi-riemanniana, munida com sua
conexdo de Levi- Cevita, V. Dada M" C 1\_/["+k, uma subvariedade semi-riemanniana com sua
métrica induzida g, iremos mostrar como obter uma conexao em M, a partir de V, chamada
conexdo induzida e que, em particular, tal conexao induzida serd a conexao de Levi-Civita de

(M,g).
Dados X € X(M),Y € X(M) e p € M mostraremos que faz sentido escrever VY €
X(M), apesar de X,Y ndo pertencerem a X (M), nem serem definidas em um aberto de M. Na
se¢do anterior, mostramos que, para cada p € M, existe vizinhanga V), de p, em M, e XY
extensdes suaves para X |y, ,Y|y,, definidas em um aberto U de M contendo V,,. Veja que ﬁY? é
suave e estd definida para todo ponto de U, pelo o que desenvolvemos sobre estender conexdes a

campos vetoriais definidos em abertos, no comego desta se¢do. Entdo, para cada p € M, defina

(VxY)ly, = (VxV)lv,-

Se estiver bem definido, VxY serd suave, ji que é suave em uma vizinhanga de cada ponto de M.
Para garantir a boa defini¢do, devemos tomar dois pontos x,y € M e mostrar que, se V, NV, # 0,
entdo, para todo p € V, NV, VxY, em p, coincide segundo as definicdes em Vy e em Vy. Isso
de fato ocorrerd, pois (?YY) » independe das extensdes X, Y escolhidas. Com efeito, pelo que
mostramos no comeco da se¢do, (§YY) » 86 depende de X, = X, e de Y em uma curva integral
de X passando por p. Seja y: (—€,€) — M uma curva integral de X, com ¥(0) = p. Diminua
€, se necessério, para que Im() esteja contido na vizinhanga de p em que Y e Y coincidem .
Segue, pela regra da cadeia, que y =107 : (—€,€) — M é curva integral de X passando por p.
Como Yhm@ =Y|im(y)» (VxY), s6 depende de X, e de ¥ em uma curva integral de X passando
por p, para quaisquer extensdes X e Y como acima.

Apesar de bem definida, (X,Y) — VxY, paraX,Y € X¥(M), ndo define uma conexio
em M, pois nio necessariamente VyY pertence a X(M), uma vez que nada nos garante que

(VxY), pertence a T,M, para todo p € M. Para lidar com isso, note que, como (M,g) é
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subvariedade semi-riemanniana, temos que g, € produto escalar em 7,,M, para cada p € M, de
sorte que 7,M é um subespago ndo degenerado de T,M. Logo, como visto na se¢@o anterior,
podemos escrever T,M = T,M & T,M L. Segue que todo v € T,M pode ser decomposto, de

maneira dnica, como
v=v'4+v em que vle T,M e vie TI,ML.
Assim, dado X € ?(M ), podemos definir os campos vetoriais X T e XL, dados por
X'p=(Xp)" e XHp=(X,)",

para todo p € M, que, como mostraremos a seguir, serdo suaves. Ou seja, X' € X(M) e
X+ € X(M)*, em que X(M)* denota o conjunto dos campos vetoriais suaves definidos em M
que assumem valores em TpML, para cada p € M. Um elemento de X (M)~ serd dito campo
vetorial normal a M.

Para mostrar que X | é suave, para cada p € M, tome (Ej, ..., E,, ) referencial orto-
normal local para M, em uma vizinhanca de p, que seja adaptado a uma vizinhanga mergulhada

V de p, em M. Entdo, por (2.7), temos que, em V/,
n+k n
X=Y &X,E)E; = X' =Y &(X,E)E,
i=1 i=1
0 que prova o que queriamos, pois os coeficientes & (X, E;) sdo suaves. A demonstragdo de
que X é suave é andloga. Perceba que, sendo Y € X(M) e f € C*(M), demonstra-se também,
utilizando um referencial ortonormal local adaptado e mostrando que s@o iguais localmente, que

(X4 fY)-=x++frt.

Diante disso, estamos aptos a definir a conexdo induzida por V em M:

D: X(M) x X(M) — X(M)

(X,Y) — DxY = (Vx¥)'.

Passando as extensdes dos campos e utilizando a C*(M)-linearidade de X — X ', assim como
as propriedades de V célculos diretos nos dao que D, de fato, define uma conexao e que, mais
ainda, D € a conexdo de Levi-Civita de M, de modo que passaremos a denota-la por V, em vez
de D.

Agora, dada uma aplicagdo C*(M)-multilinear Q : X(M)* — X(M), sera ttil ver
Q como um (1,s)-tensor, pela identificacdo Q — Q : X(M)* x X(M)* — C(M), em que

0(6,Xi,...X) = 0(Q(X1,..., X)), (2.15)
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para todo 0 € X(M)* e Xi,...,X; € X(M). Neste caso, podemos ver Q como um operador

multilinear definido em cada ponto p € M, por
(V1seyvs) ¥ Qp(V1, .0y vy),

em que Q,(vy,...,vs) = O(V1,...,Vs)|p, para Vy,...,Vy € X(M) quaisquer tais que, para todo
i€{l,..,s}, vale Vi, = v;. Isso nos permite escrever Vx,Y para designar (VxY),, uma vez que
(X,Y) — VxY é C*(M)-linear em X.
Tendo isso em mente, podemos definir o tensor segunda forma fundamental, por
I: X(M) x ¥(M) — X(M)*

(X,Y) — VxY —VxY = (VxY)*,
e,dado N € X(M )L unitario, podemos definir o tensor de Weingarten associado a N, por

An: %(M) —)%(M)

X — —(VxN)".

Novamente, passando as extensOes dos campos e aplicando as propriedades das conexdes,
obtemos a C**(M)-bilinearidade de IT e a C**(M )-linearidade de Ay, por meio de célculos diretos.
IT e Ay sao, portanto, de fato, tensores, pela identificacao definida acima. Logo, dado p € M e
v,w € T,M, faz sentido escrever Ay(v) e II(v,w). Utilizando a propriedade de simetria de V e V,

também obtém-se que II é simétrico, ou seja, que para todo X,Y € X(M) temos
(X,Y) =1(Y,X).
Dado X € X(M) qualquer e N € X(M)" unitdrio, ser4 ttil notar que
(VxN,N)=0. (2.16)

De fato, (N,N) é constante, logo X (N,N) = 0, de onde segue (2.16), ja que, pela compatibilidade
da conexdo com a métrica, temos X (N,N) = 2(VxN,N). Dai, no caso particular em que M tem

codimens@o 1, poderemos escrever, para X € X(M),
VxN = (VxN)" +ex(VxN,N)N = (VxN)" = —Ay(X), (2.17)

em que &y = (N,N) éiguala 1 ou —1.
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Mostraremos, agora, que, dados X,Y € X(M)), os dois tensores definidos, no para-

grafo anterior, sdo associados pela expressao
devido a qual, podemos concluir que Ay € autoadjunto, uma vez que II é simétrico. Com efeito,

(II(X,Y),N) = (VxY,N) — (VxY,N)
=0
=X (Y,N) —(VxN,Y)

em que utilizamos que Y, V.Y € X(M), enquanto que N, (VxN)* € X(M)*.
Chegamos ao objetivo desta se¢do: definir a curvatura média de M, dada por

1
H=—tr(A
nf( N,

em que n = dimM e tr(Ay) denota o traco do tensor Ay. Uma subvariedade semi-riemanniana é

dita mdxima, se for tipo-espaco e sua curvatura média for identicamente nula.

2.3 Tensor Curvatura, a Equacao de Gauss e a Equacao de Codazzi

Na demonstracido do Teorema de Calabi-Bernstein, utilizaremos a Equagdo de Gauss
e uma consequéncia da Equacao de Codazzi que estabelece uma espécie de "simetria"da derivada
covariante do tensor de Weingarten, que ocorre dadas certas condi¢des. Para compreender tal

resultado, precisamos, inicialmente, definir em (M, g = (-,-), V) o tensor curvatura:

R:X(M)*> — X(M)

(X,Y,V)— RxyV = V[XJ/}V —VxVyV +VyVxV.
Tal definicao € utilizada em [10] e [4], porém o tensor curvatura também pode vir definido por
VxVyV —VyVyV — V[XJ]V, (2.19)

como ocorre em [7], havendo apenas uma inversao nos sinais dos termos. E provado, na

Proposi¢do 7.3 de [7] (a menos da inversdo dos sinais), que R é C*(M)-linear em X e Y,
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assim como é provado na Proposi¢@o 2.2 do Capitulo IV de [4], que R é C*(M)-linear em V.
Diante disso, segue que R de fato é tensor, pela identificagdo (2.15). Logo, R também pode
ser visto pontualmente como um operador multilinear e faz sentido escrever R,,v parap € M e
x,y,v € T,M.

Ainda nas notagdes do pardgrafo anterior, perceba que, pela anti-simetria dos colche-

tes de Lie e pela definicdo de R, segue diretamente que
Rxy(-) = —Ryx (")

Logo, dado x € T,M, temos Ry,(-) = 0. Além disso, sendo W € X (M) e utilizando a compatibi-

lidade da conexdo com a métrica algumas vezes, temos que

<nyV,W> = <V[X7Y]V,W> — <Vvav,W> + <Vvav,W>
=X, YKV,W) = (V,Vx yyW) = X(VyV.W) +(VyV,VxW)
+Y(VxV,W) —(VxV,VyW)

= ([X,Y] = (XY —=YX))(V,W) + X (V,VyW) — (VxV,VyW)

[

-~

=0
—Y(V,VxW) +(VyV,VxW) — (V,Vx )W)
= (Vg W, V) + (VxVy W, V) — (Vy VxW, V)

= —(RxyW,V).

Devido a isso, dados x,y,v € T,M, concluimos que (Ry,v,v) = 0.

Se R for identicamente nulo, (M, g) é dita flat. E o caso de (L"*!,g). Realmente,
sendo (x1,..,X,,1) suas coordenadas canonicas, temos que V,.0; = 0 e [d;,d;] = 0, para todo
i,j€{l,...,n+ 1}, devido a (2.10) e uma vez que as componentes dos campos coordenados sdo
funcdes constantes. Da, pela C*(IL"*!)-trilinearidade de R e pelo fato do sistema de coordenadas
de IL"*! ser global, segue que RxyV = 0, para todo X,Y,V € X(L"+1).

Voltando para (M,g = (-,-),V) genérica e fixando p € M, vimos na se¢do 2.1 que, se
(e1,e2) é uma base qualquer para um plano IT C 7, M (isto é, um subespaco vetorial de dimensdo
2), entdo, IT é ndo degenerado se, e somente se, a matriz [(e;, e;)];; for invertivel, ou seja, se, e

somente se,

(e1,e1)(e2,€2) — (e1,€2)> # 0.
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Assim, sendo I ndo degenerado, afirmo que o valor

<Re1e2€],€2>
ki) = 2.20
) (e1,e1)(e2,e2) — (e1,€2)? (2.20)

independe da base de IT escolhida. Com efeito, considere outra base (b;,b;) e escreva

by = aey + bes;

by =cej; +des.

Suprimindo os termos que serdo nulos devido as duas propriedades de R que demonstramos

anteriormente, obtemos

(Rp,b,b1,b2) = a2d2<Relezel,ez> +bcad(Re,e,€1,€2) +adbc(Re e €2, €1) +b%? (Reye,€2,€1)
= a’d? (Re,e,€1,€2) —2abcd(Re e €1, €2) + b2c2<Relezel ,€2)

= (ad — bc)z(Relezel,ez).
Ademais,

(b1,b1)(b2,b2) — (b1,b2)* =

= (ae| +bey,ae) +bey)(ce; +dey,ce; +dey) — (ae) + bey, cey +de2>2

= (a2<el,el> +2ab ey, er) +b2<62,€2>) (c2<el,el> +2ca’(61,62>;+d2<62,62>)
— (ac(er,e1) + (ad + be) (e, ) —|—bd<ez,eg>)2

= a*d*(ey,e1)(er,e2) +2abcd e, e2)? + b*c? (e, e2) (e, 1)
—2abed ey, e1)(er,e2) — (a®d* + b*c?) ey, e)?

= a’d? —|—b262(<el,e1><ez,ez> - (el,ez>2) - 2abcd(<el,e1><ez,ez> — (el,ez>2)

= (ad —bc)z((el,el><ez,ez> - (el,ez>2).

Portanto,

<Rb1b2blab2> _ <Releze1762>
(b1,b1){b2,by) — (b1b2)?>  (e1,e1){er,e2) — (e1,€2)?’

como queriamos provar. O valor K(IT), em (2.20), é chamado curvatura seccional de IT em M.
Vale mencionar que, se o tensor curvatura for definido por (2.19), a curvatura seccional deve vir

definida por
<Rele‘2627 €1>
(e1,e1){er,e2) — (e1,€2)%
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Se IT+—— K(IT) é constante, ao variar IT entre todos os planos contidos em espacos
tangentes a M (que serdo chamados de planos tangentes a M, daqui em diante), diremos que
M tem curvatura constante. Nesse caso, se a curvatura seccional for constante, digamos, igual
a C € R, o Corolério 43 do Capitulo 3 de [10] prova que o tensor curvatura serd dado, para

X,Y,V € X(M), por
RxyV =C((V.X)Y — (V,Y)X). (2.21)

Em particular, se a curvatura for constante igual a zero, entdo (M, g) serd flat.
Agora, dado um tensor Q : X(M)* — X(M) e V € X(M), definidos a derivada

covariante de Q em relacdo a V por
N
(VvO)(X1,....X,) = Vv (Q(X1,.., X)) — Y O(X1,..., Vv Xi, ... Xy). (2.22)
i=1

Mostremos que Vy Q é um (1,s)-tensor, pela identificagdo (2.15). Realmente, sendo f € C*(M),
temos, pela C*(M)-linearidade de Q, para k € {1,...,s} fixado,

(VvO)( X1,y [ Xy, .., Xs) =

=Vy(foX,...X;)) — ZfQ(Xh s Vv X, X)) = O(X, -, VY X LX)
ik

=V(NHOX1,....Xs) + Vv (Q(X1,... X)) — f Y, O(X1, ..., Vv Xi, ..., Xy)
ik

- V(f)Q(Xla "'7XS) _fQ(X17"'7VVXk7 "'aXS)

=f(VvQ)(X1, ... Xy),

como queriamos.

Considere, agora, (M,g = (-,-), V) uma variedade semi-riemanniana, munida com
sua conexdo de Levi-Civita, e (M, g, V) subvariedade semi-riemanniana de M, munida com a
métrica e a conexio induzidas. Denotaremos o tensor curvatura de M por R, enquanto que o
tensor curvatura de M serd denotado por R. Estamos prontos para enunciar a Equacio de Gauss

no teorema a seguir.

Teorema 2.1. Seja M uma subvariedade semi-riemanniana de M, como nas notagoes acima e

X,Y,V,W € X(M). Entdo,

(RxyV,W) = (RxyV,W) + (II(X,W),11(Y,V)) — (II(X,V),H(Y,W)).
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Demonstragcdo. Veja que, pela defini¢do de I, e utilizando o fato de II ser sempre normal a M,

enquanto que W e VxW sdo tangentes a M, obtemos

(VxVyV,W) = (VxVyV,W) + (VxII(Y,V),W)

= (VxVyV,W) + (I(X,VyV),W) +X (IlY,V),W) —(IL(Y,V),VxW)

(. / .

=0 =0
= (VxVyV,W) = (II(Y,V),VxW) —(II(Y,V),I[(X,W))
~0

= (VxVyV,W) — (II(X, W), 11(Y, V)).

Analogamente,

(VyVxV,W) = (VyVxV,W) — (II(Y,W),TI(X,V)).

Ademais,

(Vixn)VoW) = (Vix )V, W) + (II([X,Y],V),W) = (V|x y|V, W).

=0

Portanto,
<FXYV7W> :<§[X,Y]V7W> - <§X§YV7W> + <vY§XV7W>
:(V[XX]V —VxVyV 4+ VyVxV, W)
de onde segue o resultado. [

Para o que segue, dados X,Y € X(M), denotaremos
VY = (VxY)*.

Tal expressao define a chamada conexdo normal, porém, aqui, suas propriedades especificas
nio serdo relevantes e utilizaremos V' apenas como uma notagio. Sendo X,Y,V € X(M),

denotaremos também

AvII(X,Y) = Vy (II(X,Y)) —I(VyX,Y) —TI(X,VyY).
Podemos, agora, enunciar e demonstrar a Equacao de Codazzi, no seguinte teorema.
Teorema 2.2. Seja M uma subvariedade semi-riemanniana de M e X,Y,V € X(M). Entao,

(RxyV)*t = —Ax (Y, V) + Ay II(X,V).
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Demonstragdo. Utilizando a linearidade de X — X e a defini¢do de II, obtemos:
(VxVyV): = (Vx (I(Y,V) + VyV)) -
— (Vx(T(Y,V)) " + (VxVyV): = Vi (TI(Y,V)) +TI(X, Vy V).
E, analogamente,
(VyVxV)t = Vi (II(X,V)) +1(Y, VxV).
Agora, pela propriedade de simetria da conexao de Levi-Civita V,
(Vixy)V)" = (Vogr-vyx V)" = (Vo V)" = (VyyxV) " = I(VxY, V) — (V¥ X, V).
Portanto,
(RxyV)" = (Vixy V)" — (VxVyV) "+ (Vy Vi V)"
= —Vx (II(Y,V)) +I(VxY,V) +1(Y, VxV)
+Vy (I(X,V)) —I(VyX,V) —1I(X,VyV)
= —Ayx H(Y, V) + Ay H(X, V).
O

Corolério 2.3. Seja M uma subvariedade semi-riemanniana de M de codimensdo 1, N € X(M)*

um campo vetorial normal unitdrio em M e X,Y € X(M). Se M tiver curvatura constante, entdo
(VxANn)(Y) = (VrAn)(X), (2.23)
em que Ay denota o tensor de Weingarten associado a N.

Demonstracdo. SejaV € X(M) qualquer. Utilizando a defini¢do (2.22), a compatibilidade da

conexao com a métrica, o fato de Ay ser autoadjunto e (2.18), obtemos:

((VxAN)(Y),V) = (Vx(An(Y)) —AN(VxY),V)
=X(An(Y),V) — (VxV,An(Y)) —(AN(VxY),V)
~—_——
=(An(VxV).Y)

=X (II(Y,V),N) — (1I(Y,VxV),N) — (II(VxY,V),N).
Note que, tendo M codimensio 1 e sendo II(Y,V) normal a M, podemos escrever

1(Y,V) = ey (1(Y,V),N)N,
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em que €y = (N,N) pode ser 1 ou -1. Dessa maneira, pela compatibilidade da conexao V com a

métrica e por (2.16), obtemos

X{I(Y,V),N) =(Vx(II(Y,V)),N) +(II(Y,V),VxN)

J/

=0

= (Vi (1, V) ,N) + ((Vx (10, V) V)

N J/
-~

=0

= (Vx (II(Y,V)),N).
Ficamos, portanto, com
{(VxAN)(Y),V) = (Vx (IL(Y,V)) = II(VxY,V) —1I(Y,VxV),N) = (AxII(Y,V),N).

E, analogamente,

((VYAn)(X),V) = (AyII(X,V),N).

Perceba, porém, que, tendo M curvatura constante, segue de (2.21), que RyyV serd combinacdo
linear de X e Y. Logo, RxyV é tangente a M, de modo que (I_Q;(YV)L = (. Obtemos, entdo, pela
Equacdo de Codazzi, que

AxI(Y,V) = AyII(X,V).

Assim, ((VxAn)(Y),V) = ((VyAn)(X),V), de onde segue o resultado. O

2.4 Referenciais Geodésicos

Dada uma variedade semi-riemanniana (M",g = (-,-),V) e p € M, um referencial
local (Ey,..,E,) em volta de p é dito geodésico em p, se (VE,Ej), =0paratodoi,j € {1,...,n}.
Nesta sec¢do, demonstraremos que, dado qualquer ponto p € M, sempre existird um referencial
local em volta de p que seja ortonormal e geodésico em p, o0 que serd muito Util no que segue.
Para tanto, apresentaremos brevemente os conceitos de curvas geodésicas, transporte paralelo e
aplicacdo exponencial. As demonstracdes dos resultados mais usuais desta constru¢do serao
omitidas, no entanto, todas podem ser encontradas ao longo dos Capitulos 4 € 5 de [7].

Diante disso, considere, primeiramente, uma variedade suave M e uma curva suave
Y: 1 — M. Um campo vetorial ao longo de 7y serd uma aplicagao suave V : I — TM tal que

V() e Ty )M para todo 7 € I. Denotaremos por X(7y) o conjunto de tais campos. Um campo
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vetorial ao longo de ¥ é dito estendivel, se existir V € X(M) tal que V (1) = Vy(t) paratodor € I.
Munindo M com uma métrica g e sua conexao de Levi-Civita V, € possivel provar que existe
unico operador

D
o X(y) — X(y)

que cumpre as propriedades de R-linearidade,

D D D
= (aV—i—bW)—ad—V—i—bd—W VV,WeX(y),VabeR,
regra do produto,
D df o
E(fV)ZEVJFf VVG%( V).V feC();

e que, se V € X(7) for estendivel, entdo

DV

dr (t0) = Vy)Vs

para qualquer extensao V de V ety € I. Chamamos DV /dt de derivada covariante de V. Deriva

das propriedades acima e da compatibilidade da conexdo com a métrica que

d DV DW
(W) = <E,W>+<V,7>, (2.24)

Uma curva suave y: I — M é chamada geodésica, se dl = 0. Tal expressao escrita

para todo V,W € X(7y).

em coordenadas locais e o Teorema D.1 de existéncia, unicidade e suavidade de solugdes de
EDO’s aut6bnomas, apresentado em [8], nos permitem concluir que, dados p e M, v € T,M e
to € R, existe intervalo aberto I C R com #p € I e curva geodésica y: I — M tal que y(tp) = p e
v'(to) = v, e que duas geodésicas com essas mesmas propriedades coincidirdo em seu dominio
em comum. Chamamos de maximal e denotamos por 7, a unica geodésica de ponto inicial p e
velocidade inicial v (ou seja, tal que %,(0) = p e % '(0) = v) que ndo puder ser estendida a uma
geodésica definida em um intervalo maior. Se toda geodésica maximal de M for definida para

todo pardmetro ¢ € R, diremos que (M, g) é geodesicamente completa. Além disso, serd til

notar que, devido a (2.24), se y for geodésica, entdo % {(y',y") =0, de sorte que
Se |y'| =1, a geodésica é dita normalizada. Também serd util definir uma geodésica quebrada
COMO Uma curva suave por partes cujos segmentos suaves sao geodésicas.

Agora, dada uma curva suave y: [ — M qualquer, V € X(y) € dito paralelo, se

% = (0. Assim como no pardgrafo anterior, temos que tal expressao escrita em coordenadas
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locais e o Teorema de Existéncia, Unicidade e Suavidade de Solu¢des de EDQO’s lineares nos
garantem que, dados o € I e v € Ty, )M, existe tnico V € X(y) paralelo tal que V(f) = v.
Tal V com estas propriedades € chamado transporte paralelo de v ao longo de y. Para o que
segue, vale mencionar que, se @ : J — I for um difeomorfismo, de modo que ¥y = yo @ é
uma reparametrizacao de Y, entdo a unicidade das solucdes de EDO’s lineares nos permite
concluir que, sendo V transporte paralelo ao longo de y, V o ¢ serd transporte paralelo ao
longo de y. Ademais, note que, dados V,W € X(y) paralelos quaisquer, (2.24) nos déd que
%(V, Vy=0= %(V,W>, de sorte que podemos concluir que o transporte paralelo preserva a
norma de um vetor e o angulo entre vetores. Também ser4 til saber que a seguinte aplicagao €

um isomorfismo:

PY: TyyM — Ty M

vi— V(b),

em que a,b € I e V € o transporte paralelo de v ao longo de 7.
Finalmente, denote por & o conjunto dos v € TM tais que ¥, esteja definida em
um intervalo contendo [0, 1] e, para cada p € M, denote &, = & NT,M. Definimos, entdo, a

aplicacdo exponencial por

exp: & — M

vi— 1 (1)

e, para cada p € M, denotamos exp |gp por exp,,.

Por meio da teoria de fluxos em uma variedade suave e da existéncia de um campo
vetorial em 7'M cujas curvas integrais sdo enviadas pela projecao candnica @ : TM — M nas
geodésicas de M, é possivel provar que & é subconjunto aberto de 7M e que exp é suave. Além
disso, devido a propriedade das geodésicas segundo a qual ., (z) = y(ct) para todo ¢, € R tais

que algum dos lados da igualdade esteja definido, obtemos que

¥ (1) = exp(1v)

e que &), € estrelado em relacdo ao 0, ou seja, para todo v € &),, 0 segmento de reta entre 0 e v
estd contido em &),. Utilizando esse tltimo fato, prova-se que (d expp)o ¢ a aplicacdo identidade,
de modo que € invertivel, o que nos permite concluir, pelo Teorema da Aplicacdo Inversa,

que exitem vizinhangas V C T,M de 0 e U C M de exp,(0) = p tais que exp, v : V — U €
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difeomorfismo. A imagem difeomorfa por exp,, de uma vizinhanga de 0 que seja contidaem V' e
estrelada em relacdo a 0 € chamada vizinhanca normal de p. Note que, como V € aberto, existem
bolas abertas B¢ (0) contidas em V, para € suficientemente pequeno. Como bolas centradas em 0
sdo obviamente estreladas em relagdo a 0, os conjuntos da forma exp,(B¢(0)) sdo vizinhangas
normais de p chamadas bolas normais centradas em p. Utilizando vizinhangas normais em torno
de cada ponto, o Lema 32 do Capitulo 3 de [10] prova que, se M for conexa, entdo qualquer par
de pontos de M pode ser ligado por uma geodésica quebrada.

Dado p € M e U = exp,(B¢(0)) uma bola normal centrada em p, construiremos,
agora, um referencial (Ej,...,E,) em U que serd ortonormal e geodésico em p. Defina E;|,,
paracadai € {1,...,n}, de modo que E||,,...,E,|, seja uma base ortonormal de 7,M. Para cada
g # p em U, defina E;|, como o transporte paralelo de E;|, ao longo de ¥, no ponto ¢, em que
V= exp[j1 (9)- Note que %,(1) = exp,(v) = g, logo, sendo V(gq) € X() o transporte paralelo de
Ei|, ao longo de ¥,, temos que E;|, = V(g)(1) para todo g € U. Denotando V(g)(-) por V(q,-),
temos que, devido a dependéncia suave em (¢, q) dos parimetros da EDO do transporte paralelo
que dd origem a V(g), podemos concluir que (¢,q) — V(g,t) é suave, logo E; é suave. Além
disso, o fato do transporte paralelo preservar normas e angulos nos garante que (Eq,...,E,) é
ortonormal em todo ponto de U. Por fim, fixado v € B¢(0) e escrevendo E;(r) para denotar
Eily,()> temos que t — E;(t) € campo paralelo ao longo de ¥,. De fato, para ¢ € [0, 1] fixado,
sabemos que ¥, (s) = % (ts), para s € [0, 1], ou seja, ;, € uma reparametrizagdo de ¥,. Logo,
para obter o transporte paralelo de E;|, ao longo de %, basta reparametrizar V(7,(1)) da mesma

maneira, obtendo

V(1v(1),s) =V(n(l),ts).

Notando que %, (1) = %/(¢) e fazendo s = 1 na expressdo acima, obtemos que E;(¢t) =V (%,(1),t),

que é paralelo, como queriamos. Assim, para todo v € B¢(0)

_ DE;

(VVEi>p = V%(O)El = ?(0) - O

Como todo elemento de 7,M pode ser escrito como combinagio linear de elementos de B¢ (0),

segue que (V,E;), =0, para todo v € T,M. Em particular, (Ey,...,E,) é geodésico em p.
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2.5 Variedades Riemannianas Completas

Dada uma variedade riemanniana (M,g = (-,-), V) e uma curva regular por partes

Y : [a,b] — M, definimos o comprimento de y como

= [ Wola

e, dados pontos p,q € M, a distdncia riemanniana entre p e g, denotada por dy(p,q), é definida
como o infimo dos comprimentos das curvas regulares por partes que vao de p até g. O Teorema
2.55 de [7] mostra que, se M for conexa, entdo d, ¢ uma métrica sobre M, de modo que (M, d,)
€ um espaco métrico cuja topologia proveniente da métrica € igual a topologia de M como
variedade. Neste caso, diremos que (M, g) é completa se (M, d,) for espago métrico completo.
A respeito desta defini¢do, o conhecido Teorema de Hopf-Rinow, provado em [4] como Teorema

2.8 do Capitulo VII, nos da que

Teorema 2.4. Se (M, g) é uma variedade riemanniana conexa e p € M, as seguintes afirmagdes

sdo equivalentes
(a) (M,g) é completa.
(b) (M,g) é geodesicamente completa.
(c) exp, estd definida em todo o TyM

Tal teorema nos permite concluir que (R”, ) é completa, uma vez que € geodesica-
)

mente completa. Realmente, se ¥ : I — R” for dada por (¢) = (x1(¢),...,x,(t)), teremos

/ n n
Dd}; = % (Zx:al) = Z (xé’&’,- +x§Vy/8,~) .

i=1 i=1

Mas
n n X
/ /
j=1 Jh=1 =~
!
de forma que 2~ = ¥ | x”3;. Obtemos, portanto que

y é geodésica < x/ =0,Vie {l,...,n} < Ip,veR"; y(t)=p+t.

Ou seja, as geodésicas de R” sdo as retas parametrizadas com velocidade constante e, analoga-
mente, é possivel chegar a mesma conclusdo para as geodésicas de L"+!. Como estas retas estio

definidas para todo pardmetro ¢ € R, fica provado o que queriamos.



35

Para a demonstracdao do Teorema de Calabi-Bernstein, nos interessard uma outra
caracterizacdo da completude de uma variedade riemanniana. A fim de enuncié-la, diremos
que uma aplicagdo suave a : [0,7) — M, com 0 < T < oo, é uma curva divergente se para
cada compacto K C M existir 7y € (0,7 ) tal que o () ¢ K, para todo 1o <t < T. Além disso, 0

comprimento de uma curva divergente sera dado por

Ly(a) = lim /()S|a’(t)|dt.

s—T

Para a demonstracdo da caracterizacdo, diremos que um subconjunto W C M é uniformemente
normal se existir 6 > 0 tal que, para cada g € W, W esta contido na bola normal de raio 0 e
centrada em ¢g. O Lema 6.14 de [7] nos d4 que, dados quaisquer p € M e U C M vizinhanga de
D, existe vizinhanca uniformemente normal de p que esta contida em U.

Podemos, agora, enunciar e provar a seguinte caracterizagao:

Teorema 2.5. Uma variedade riemanniana conexa é completa se, e somente se, 0 comprimento

de toda curva divergente for infinito.

Demonstragdo. Tome (M, g) uma variedade riemanniana completa e o : [0,7) —> M uma curva
divergente. Segue da completude de (M,d,) como espago métrico que, para cada N € N, as
bolas fechadas e limitadas EN(Ot(O)) sdo conjuntos compactos. Logo, para cada N € N existe
ty € (0,T) tal que a(t) ¢ By ((0)), para todo ¢ > . Dai, para todo s > 1y,
s tN
|l ldr= [ od0)1dr = Le(alos,) = di(@(0) () > .
Disso segue que L,(a) > N, paratodo N € N, de sorte que L(at) = oo.

Agora, pela contrapositiva, suponha que a variedade riemanniana conexa (M, g) nio
seja completa. Mostraremos que existe uma curva divergente com comprimento finito. Para isso,
note que, pelo Teorema de Hopf-Rinow, existe uma geodésica y: [0,7) — M que ndo pode ser
estendida para além de T. Como |Y/| é constante, L,(y) ¢ finito. A menos de reparametrizagio,
podemos supor que Y € normalizada.

Mostraremos que Y € divergente. Realmente, supondo que 7y ndo € divergente, existe
compacto K tal que para todo 7 € (0,T) existe t < fo < T tal que Y(fp) € K. Isto nos garante
que existe sequéncia (f,),>1 em [0,T) tal que #, —> T e (Y(ty)), ., € sequéncia em K. Uma
vez que M € espaco métrico, a menos de passagem a uma subsequéncia, podemos supor que
existe p € K tal que y(t,) — p. Tome W vizinhanga uniformemente normal para p e seja § > 0

tal que W esta contido em toda bola normal de raio 6 e centro em g € W. Isso significa que,
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para qualquer ponto g € M, as geodésicas normalizadas de ponto inicial em g estdo definidas
pelo menos no intervalo (—38,0). Tome, entdo, N suficientemente grande tal que y(ty) € W e
T —ty <d,esejaf:(—06,8) — M a geodésica com ponto inicial em y(zy) e velocidade inicial
Y (ty). Considerando a reparametriza¢do E : (=6 +1n,0 +1ty) — M, com E(t) = B(t —tn),
sabemos, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Geodésicas, que y e E coincidem em seu

dominio em comum. Diante disso, a curva ¥ : [0,zy + 8) — M dada por

y(t), set € [0,ty)

B(t), set € ty,0+1y)

V() =

estende ¥ e € suave. Ademais, segue diretamente que y é geodésica, o que é absurdo. Fica,

portanto, provado o que queriamos. U

2.6 Subvariedades Totalmente Geodésicas

Seja (Mg = (

,-), V) uma variedade semi-riemanniana, munida com sua conexao
de Levi-Civita, e (M", g, V) subvariedade semi-riemanniana de M, munida com a métrica e a
conexdo induzidas. Diremos que M ¢é rotalmente geodésica se seu operador segunda forma
fundamental for identicamente nulo. Tal definicdo nos interessard, pois nos dard ferramentas
para garantir que o grifico de uma func¢do solucdo da equacgdo das superficies maximas esteja
contido em um plano, de onde seguird que a funcao é afim. Veja que, se M tiver codimensao 1,

temos, por (2.18),
I(X,Y) =en(II(X,Y),N)N = ey(An(X),Y)N,

paratodo X,Y € X(M), de onde segue que M é totalmente geodésica, se o operador de Weingarten
for identicamente nulo.

Tomando y: I — M uma curva suave, V € X(y), p € Im(7y) e (x,...,X,) um sistema
de coordenadas de M em uma vizinhanca U de p, podemos escrever V =Y ; V;d;|y em U. Assim,
sendo DV /dt a derivada covariante de V em relagio a V, temos, em p,

IZIV §<va|y+vv ,a)

[
M= T

(V{ily+ViVyi9,) -|—H< Zva|y)——+n(y V).
1

~.

Como a expressao obtida acima é valida para todo ponto da imagem de 7, temos que, se M

for totalmente geodésica, entdo todo campo ao longo de ¥ que for paralelo em M também sera
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paralelo em M. Em particular, toda geodésica de M também serd geodésica de M e, dado v vetor
tangente a M em algum ponto da imagem de ¥, o transporte paralelo de v ao longo de ¥ serd o
mesmo em M e em M.

Podemos, agora, provar o seguinte resultado, que serd o passo final para a demons-

tracdo do Teorema de Calabi-Bernstein:

Teorema 2.6. Sejam M e N subvariedades tipo-espago totalmente geodésicas de uma variedade
semi-riemanniana M. Se M for conexa, N for completa e se houver um ponto p € MN\N em que

I,M =T,N, entdo M C N.

Demonstragdo. Considere g € M. Como M € conexa, existe geodésica quebrada ligando p a q.
Provaremos que cada segmento geodésico desta geodésica quebrada estd contido em N, de modo
que, em particular, g € N.

Suponha, inicialmente, que p e g possam ser ligados por apenas um segmento
geodésico, digamos ¢ : [0, 1] — M com o(0) = p e a(1) = g. Como T,M = T,N, temos que
v=o'(0) € T,N. Logo, existe ¥, geodésica maximal em N de velocidade inicial igual a v.
Como M e N sdo totalmente geodésicas, o e ¥, sdo geodésicas em M de velocidade inicial v.
Pela unicidade das geodésicas, segue que o e ¥, coincidem em seu dominio em comum. Porém,
uma vez que N é completa e ja que subvariedades tipo-espaco podem ser vistas como variedades
riemannianas, segue do Teorema de Rinow-Hopf que ¥, estd definida na reta real inteira, de
modo que o dominio de & necessariamente estd contido no dominio de %,. Obtemos, portanto,
que Imo C N, como queriamos.

Agora, se forem necessarios mais de um segmentos geodésico para ligar p a g, basta
aplicar indutivamente o argumento anterior para cada segmento. No entanto, para que isso
funcione, precisamos garantir que 7,M = T;N, quando p e g puderem ser ligados por apenas um
segmento de geodésica. Isso serd consequéncia do fato de que o transporte paralelo sobre o de
um vetor tangente a M e a N serd o mesmo em M e em N, uma vez que o transporte paralelo em
cada subvariedade precisa coincidir com o transporte paralelo em M. Assim, uma vez que PO1 (a)

é isomorfismo, temos T,N = Pj (a)(T,N) = Py ()(T,M) = T,M. O
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2.7 Funcgoes Harmonicas e o Teorema de Liouville

Sendo (M",g = (-,-),V) uma variedade riemanniana e dados X € X(M), p € M,

considere a seguinte aplicagdo linear

D,:T,M — T,M

v— V., X.
Definimos, entdo, a func¢do divX, chamada divergéncia de X, por
divX(p) =tr(Dp).

Afirmo que divX é suave. De fato, para cada p € M, basta tomar (E,...,E,) referencial
ortonormal em uma vizinhanga U de p e notar que, em U, temos
n
divX =Y (Vg X, E;), (2.25)
i=1
que € a soma de fun¢des suaves. Mais ainda, aplicando a compatibilidade da conex@o com a
métrica, na expressao acima, obtemos
n
divX = Ei<X,Ei> - <VE,-E1'7X>7 (2.26)
i=1
que nos serd util mais adiante. Da expressao (2.25) também obtemos que div é R-linear. Dada

f € C=(M), veja que, por (2.25) e por (2.12), temos que, em p,

I
D=

le(fX) <VEifX,Ei>

~

[
D=

(Ei(f)X + fVEX,E:)

~.

E(f)EX) + Y (VeX.E)

i=1

o

N
Il
—_

|
/\

=(Vf,X)+ fdivX.
Uma vez que p foi escolhido arbitrariamente, obtemos que
div(fX) = fdivX +(Vf.X). (2.27)

Agora, sendo M = R", com suas coordenadas candnicas (xi, ...,x,), € munido com a

métrica Euclidiana tradicional e X € X(R"), dado por X =Y, X;d;, temos que

" JX;
divX = L (2.28)

i=1
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Realmente, tal expressdo segue diretamente de (2.26) e dos fatos de que V,.0; =0e (X, 0;) = X;,
paratodo i, j € {1,...,n}.
Voltando ao caso geral (M",g = (-,-),V), dada f € C*(M), definimos o laplaciano

de f como a fun¢do suave

Af = div(VF).

Da R-linearidade do gradiente e da divergéncia, segue que o laplaciano também € R-linear.
Diremos que f € harmoénica, quando Af = 0.
Dado p € M, se (Ey, ..., E,) é um referencial ortonormal em uma vizinhanga U de p,
segue diretamente de (2.26) e da definicao de gradiente que, em U,
n
ar=Y (E(E() - (VeE)f). (2.29)
i=1

Se tomarmos o referencial acima sendo geodésico em p, em particular, teremos
n
p)= Y Eilp(Ei(f)). (2.30)
i=1

Note que em R”, (4, ..., d,) é um referencial global ortonormal e geodésico em todo
ponto em relagdo a conexdo de Levi-Civita, de modo que, se f € C*(U) para U C R" aberto,
entao
2

Af = Za_ (2.31)

i=1 X

8]
g..;

Agora, seja I um intervalo aberto e suponha que Im(f) C 1. Se w: I — R é uma

funcdo suave, entdo o laplaciano de yo f: M — R € dado por

Alyof) =y o f)IVFI*+ (v o f)AS. (2.32)

De fato, tomando p € M e um referencial ortonormal local e geodésico em p, como nas notagdes
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acima, podemos escrever, por (2.30), em p

v(

<
o

>
|

Ei(E(wof))

~
—_

I
1=
o
<
o
&h

)Ei(f))

~
—

|

N
Il
—

(B o NEH) + (W 0 E(E))

(E()*+ (¥ of)

I
<
@)
>
1=

E/(Ei(f)).

=

1

[
L
I

Note que, de (2.12) segue que

n

V=V =Y (E

=1

Fica, entdo, provado o que queriamos, uma vez que p foi escolhido arbitrariamente.

Na demonstragdo do Teorema de Calabi-Bernstein, serd construida uma funcao
harmonica positiva que serd provada constante por meio do resultado que apresentaremos a
seguir. Para tal resultado, precisaremos do chamado Teorema de Liouville, cuja demonstracao
pode ser encontrada em [6], em que € referido como Teorema 3.4.3. Para enuncia-lo, precisamos

dar sentido ao termo funcdo holomorfa, que se refere a fun¢des da forma

f:U—C

x+iy=z+— f(z) = ulx,y) +iv(x,y),

em que U C C é um aberto e u, v sdo fungdes C' que assumem valores reais. Diremos que f é

holomorfa se u e v satisfizerem as equagdes
Uy =Vy € Uy=—Vy.
Enunciemos, entdo o Teorema de Liouville:
Teorema 2.7. Se uma fungao f : C — C é holomorfa e limitada, entdo f é constante.
Para a prova de Calabi-Bernstein, utilizaremos a seguinte consequéncia:
Corolario 2.8. Se u: R> — R é harménica e positiva, entdo u é constante.

Demonstracdo. Definav: R? — R por

v(x,y) = _/Ox uy(t,())dt+/0y uy(x,s)ds.
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Veja que, pelo Teorema Fundamental do Calculo, vy = u,. Além disso, também pelo Teorema

Fundamental do Célculo e pelo Teorema da Deriva¢do Sob o Sinal de Integral, temos

Y
ve(x,y) = —uy(x,0) —|—/ Uy (x,5)ds.
0

Usando (2.31) e o fato de que u € harmoOnica, obtemos uy, = —uyy, €, pelo Teorema Fundamental
do Calculo novamente, [j uyy(x,s)ds = uy(x,y) — uy(x,0). Disto segue que vy = —uy. Temos,
entdo, que a fungio f : C — C dada por f = u+ iv é holomorfa. Sendo g = e/, temos g
holomorfa e

L.
|8l = — - [cis(—v)| <1,
" N —
=1

de modo que, pelo Teorema de Liouville, g é constante, logo f € constante, de sorte que u €

constante. L]

2.8 Mudancas Conformes de Métrica

Diremos que duas métricas riemannianas g e g definidas em uma mesma variedade
suave M" sdo conformes, quando existir h € C* (M) tal que g = e?'g. Nesta secdio, encontraremos
expressoes para a conexao de Levi-Civita e para o gradiente nesta nova métrica g. Considerando
0 caso n = 2, encontraremos também a expressao para o laplaciano em g.

Denote por V e V as conexdes de Levi-Civita de (M,g) ede (M,g), respectivamente,

e tome coordenadas locais (x, ...,x,) em uma vizinhan¢a U de um ponto p € M. Escrevendo
- k v - Tk
k=1 k=1

temos, por (2.9), que

1 &
If = ) e 2t (ai<e2hg,-l> +0j(e™gu) — 91(62hgij)>
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Assim, dados X,Y € X(M) e escrevendo X =Y, X;d; e Y =Y ;Y;d; em U, temos, por (2.8), que
no ponto p vale
n

%XY = Z <X(Yk) + Z Xinf;CJ) Bk

k=1 ij=1

=VxY+) (in(aih)yk + Y V()X — Z g(ah) Y 8(Xi3i,Yj3j)> Ok
k=1 V=1 =1 - i1

Z( )Y, +Y (W) Xy — g Z a,h)

Afirmo que Vi =Y (¥, 8" (9,h)) dk. Com efeito, escrevendo Vi = ¥, a;0;, em que as a;’s sdo
funcgdes suaves em U, temos, pela definicdo de gradiente, que
oh=g(Vh,o) =Y aigy = Y &' (0h) =Y ai) &"¢u=Y) ai6f =,
i=1 I=1 i=1 =1 i=1
de onde segue o resultado.

Diante disso, obtemos, no ponto p,
VxY = VxY +X(h)Y +Y(h)X —g(X,Y)Vh, (2.33)

que vale globalmente, ja que p foi escolhido arbitrariamente.

Agora, dado f € C*(M), denotemos por Y f o gradiente de f na métrica g. Seja
(E1,...,E,) um referencial local ortonormal na métrica g e definido em um aberto U. Note que
(¢"Ey,...,e"E,) é referencial local ortonormal na métrica g. De fato,

g(ehEi,eth) = €2h8(Ei7Ej) =8(E,E)j) = 511

Dessa maneira, por (2.12), temos, em U,
n n ~
V=Y Ei(f)e"E;: =Y Ei(f)E;i ="V,
j= i=1
Suponha, agora, que o referencial (Ey, .., E,) do paragrafo anterior seja geodésico
em um ponto p € U em relac¢do a conexdo de Levi-Civita de (M, g). Entdo, como %El.E,- se anula

em p, teremos, por (2.33), que, no ponto p, vale
ViEi = e 2"Vh—2E;(h)E;.

Considere, agora, que a dimensdo da variedade M € n = 2. Para encontrar uma

expressdo para o laplaciano Af de f na métrica g , utilizaremos a expressdo encontrada no
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paragrafo anterior, (2.29) e (2.30) de maneira que

P
Af = ; <€hEi ("Ei(f)) — (VellEiehEi)(f)>

2
- L (E(ME(S) + P E(EiL ) —  EilME(S) e (VEE(F))
= Af —2VA(f) + 2" i Ei(R)Ei(f)
i=1
= MAf+2 ('Vh(f) — Vh(f))

-

=0

= eZhZf.

Pela arbitrariedade da escolha de p, obtemos que a expressdo vale globalmente. Em particular,
fazendo Af = 0 na expressao, obtemos que a propriedade de ser funcao harmonica € invariante

sob mudancas conformes de métrica.

2.9 Superficies Parametrizadas

Dada uma variedade riemanniana (M", g = (-,-), V) e uma conjunto conexo A C R?
tal que U C A C U, paraum U C R? aberto, e tal que dA seja uma curva suave por partes com
angulos dos vértices distintos de 7, chamamos de superficie parametrizada em M uma aplicagdo
suave f: A — M. Um campo vetorial ao longo de s € uma aplicacdo V : A — TM tal que
V(q) = Ty(4M para todo g € A. Denotaremos por X(f) o conjunto de tais campos.

Nessa secdo, apresentaremos resultados sobre campos vetoriais ao longo de superfi-
cies paramétricas que serdo uteis na prova do Teorema de Calabi-Bernstein. Por simplicidade,
tomaremos A = J x I, em que J e I sdo intervalos, o que serd suficiente para o que apresentaremos
nesta dissertacdo.

Fixado o ponto (so,%) € A e coordenadas (s,7) em R?, consideremos as curvas
fso : I — M dada por t — f(so,1) e f10) : ] — M dada por s — f(s, o). Definimos, ento,
0s seguintes campos vetoriais ao longo de f:

aa—f(so,lo)z(f(m))/(so) e g—ic(so,lo)Z(fso)/(to)-

Dado V € X(f), podemos definir, analogamente, V, : I — M port — V (s9,) e o). g —spm

por s — V(s,1). Veja que

Vi, € X(fy,) e V) ex(fio)y,
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Logo, faz sentido definir os operadores derivada covariante

D D
avap  XU) = X(f)
tais que
DV py ) DV DV,

g(so,to)z (s0) e W(So’to): yr (o).

dt
Utilizando coordenadas locais e a simetria da conexao de Levi-Civita V, prova-se,
por célculos diretos, que

%% = % %, (2.34)
como feito no Lema 3.4 do Capitulo III de [4].

Também por cdlculos diretos e utilizando um sistema de coordenadas locais, o Lema
4.1 do Capitulo IV de [4] mostra que

D D D D
——V—-———V=R \% 2.35
9t ds dsor gy (2.35)

em que R representa o tensor curvatura.

2.10 Preliminares Topoldgicos

Sejam E, X espacos topoldgicos e  : E — X uma aplicacio continua. Chamaremos
de caminho em X uma aplicagdo « : [0,/] — X que é apenas continua. Um caminho « :
[0,1] — E é dito levantamento de o por T partindo de @(0), se Toa = a. Diremos que T
tem propriedade de levantamento de caminhos se dado caminho « : [0,/] — X e g € E tal que
7(q) = a(0), existe levantamento de ¢ partindo de g.

Provemos que se 7 for homeomorfismo local, entdo temos uma espécie de unicidade
dos levantamentos de caminhos. Mais precisamente, dado um caminho « : [0,/] — X, se
a, E :[0,I] — E sdo levantamentos de o que coincidem em algum ¢ € [0,/], entdo & = E .
Realmente, sendo o7 = {r € [0,{];a(r) = E(t)}, temos </ # 0. Uma vez que [0,/] é conexo,
basta mostrar que <7 ¢ aberto e fechado em [0,], e teremos que <7 = [0,1], de onde segue o
resultado. Para o primeiro, tome b € &/ e seja U uma vizinhanga de a(b) = E (b) em E tal
que 7|y é homeomorfismo. Sendo V = &~ (U)N Eil(U) vizinhanga de b em [0,/], temos
a(V)CUe B(V) CU.ComoTodt =0 = 71:05 e 7|y € injetiva, segue que @ = B emV, de
forma que V C 7. De maneira andloga prova-se que, dado b € [0,/]\.<7, existe uma vizinhanca

de b contida em [0,/]\.«.
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Dados dois caminhos oy : [0,/] — X e a; : [0,1] — X ligando os pontos ¢ (0) =
p=0a1(0) e ap(l) = g = ay(I). Uma homotopia entre op e & é uma aplicagdo continua

H:[0,1] x[0,1] — X tal que
(@) H(s,0) = ao(s), Vs €[0,1];
(b) H(s,1) = oy(s), Vs € [0,];
(c) H(0,t) =p, YVt e [0,1];
d) H(l,t) =g, Yt €]0,1].

Quando existir homotopia entre 0 e @, diremos que estes dois caminhos sdo homotdpicos.
Além disso, denotaremos por H; a aplicacao s — H(s,t), para t fixado.

Diremos que X € simplesmente conexo se for conexo por caminhos e dados dois
pontos p,q € X, quaisquer caminhos ligando p e g sdo homotépicos. Equivalentemente, X €
simplesmente conexo se todo caminho fechado « : [0,/] — X, ou seja, com a(0) = a(l) = p,
for homotGpico ao caminho constante t — p, com ¢ € [0,1].

Afirmo agora que, se X for conexo por caminhos, 7 for homeomorfismo local com a
propriedade de levantamento de caminhos, oy, ; : [0,/] — X forem caminhos homotépicos
ligando p e ¢, e p € E for tal que 7(p) = p, entdo os levantamentos de ¢ e ; partindo de p, que
denotaremos por 0 € @, s3o também homot6picos. Sendo H : [0,/] x [0,1] — X a homotopia
entre oy € 0, 0 primeiro passo é provar que existe levantamento H : [0,1] x [0,1] — E de H tal
que Hy = 0. O Teorema 11.13 de [9] prova justamente isto, porém sendo 7 uma aplicacdo de
recobrimento, em vez de uma homeomorfismo local com propriedade de levantamento, e sendo
o e o aplicagdes continuas definidas em um espago topolégico localmente conexo, em vez de
caminhos. Apesar dessas diferencgas, a demonstracdo do Teorema 11.13 pode ser adaptada as
hipéteses aqui colocadas da maneira que apresentaremos agora.

Como [0,!] é conexo, em particular, é localmente conexo e nada ha o que se adaptar
nesse sentido. Agora, dado x € X qualquer e sabendo que X € conexo por caminhos, podemos
tomar um caminho ¢ : [0, 1] — X que liga p a x. Pela propriedade de levantamento de caminhos
de 7, existe levantamento ¢ de ¢, de forma que 7(c(1)) = ¢(1) = x. Isso prova que 7 é sobrejetiva.
Sabendo disso, podemos substituir as vizinhancas uniformemente cobertas (evenly covered
neiborhoods) de pontos de X, utilizadas na prova do Teorema 11.13, por vizinhangas que

sdo imagem homeomorfa por © de um aberto de E. Dado x € X, basta tomar x € E tal que
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7(x) = x, escolher U vizinhanga de x tal que 7|; seja homeomorfismo e considerar a vizinhanga
U = n(U) de x. Além disso, em vez de usar uma se¢o local (local section) definida em uma
vizinhanca uniformemente coberta, basta utilizar 7r|51 Sabendo também que, para a unicidade
dos levantamentos, basta que 7 seja homeomorfismo local, ndo sendo necessdrio ser aplicagdao
de recobrimento, estas modificacdes citadas acima sdo suficientes para adaptar a demonstragao
do teorema citado.

Agora, precisamos mostrar que Hé homotopia entre o e o;. Por ser levantamento,
segue que ¢ continua. Veja também que, para ¢ € [0,1], 1 —s H(0,7) é levantamento de 7 —>
H(0,t) = p partindo de H(0,0) = 0 (0) = p, assim como o caminho constante t — p. Pela
unicidade dos levantamentos, segue que H (0,t) = p, para todo 7 € [0, 1]. Analogamente, H é
levantamento de H; = o partindo de H (0,1) = p. Pela unicidade dos levantamentos novamente,
temos que H; = ¢;. Por fim, para  variando em [0, 1],  — H([,t) ¢ levantamento de 1 —
H(l,1) = ¢ passando por H(I,1) = & (I), assim como o caminho constante 1 — ¢ ({), uma
vez que (& (1)) = o (I) = g. Portanto, pela unicidade dos levantamentos H ([,z) = ¢ (), para
todo ¢ € [0,1] e, em particular, &o(/) = H(1,0) = ¢ (). Fica, entdo, provado o que querfamos.

Trocando, agora, os espacos topoldgicos X e E por variedades suaves M e N, diremos
que a aplicagcdo suave @ : M — N tem propriedade de levantamento de curvas suaves se,
dada uma curva suave ¢ : [0,1] — N e g € M com 7(g) = ¢(0), existe levantamento suave
¢ :[0,1] — M para c, ou seja, ¢ suave tal que 7 o ¢ = c. Podemos, finalmente, enunciar e provar
o seguinte resultado, que utilizaremos na prova do Teorema de Calabi- Bernstein, para superficies

maximas:

Teorema 2.9. Sejam M e N variedades suaves e ®m : M — N um difeomorfismo local com
propriedade de levantamento para curvas suaves. Se M for conexo por caminhos e N for

simplesmente conexo, entdo T é difeomorfismo global.

Demonstracdo. Seja p € M e p = n(p). Dado qualquer x € N, existe curva suave por partes
¢ :[0,1] — N ligando p e x, uma vez que N é conexa por caminhos. Tomando, entdo, os
levantamentos de cada segmento suave de ¢ de forma indutiva, de modo que o ponto final de
um levantamento seja o ponto inicial do seguinte, obtemos um levantamento suave por partes ¢
partindo de p'e com 7(¢(1)) = ¢(1) = x. Isso prova que 7 € sobrejetiva.

Resta, entdo, provar a injetividade. Sejam p1, p» € M tais que ©n(p;) = n(p2) = p.
Uma vez que M é conexo por caminhos, existe caminho ¢y : [0,/] — E ligando p; a p,. Como

co = mwocp é um caminho fechado em N e N é simplesmente conexo, ¢y é homotdpico ao
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caminho constante ¢; : [0,1] — X com ¢ () = p, paratodo ¢ € [0, 1]. Sendo ¢; suave, existe
levantamento ¢ de ¢ partindo de p;. Segue da unicidade dos levantamentos, que ¢ (¢) = pj,
para todo ¢ € [0, 1]. Porém, pelo que mostramos nesta se¢@o, ¢ e ¢ sdo caminhos homotGpicos,

10g0ﬁ1:gl(1):go(l):ﬁ2. O
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3 ENCONTRANDO UMA F UNCAO HARMONICA POSITIVA

Para tudo a que segue, denotaremos o espaco de Lorentz-Minkowski (L3, g = (-,-), V)

apenas por L3, sendo
g = (dx)* + (dy)* — (dz)? (3.1

nas coordenadas candnicas (x,y,z) de L3, e V sua conexio de Levi-Civita. Dado p € L3, faremos,

daqui em diante, a identificacdo

com o objetivo de simplificar a notacao nos cdlculos a seguir.

Seja (M?,g,V) uma subvariedade semi-riemanniana maxima em L, em que g é
a métrica induzida e V € a conexdo induzida. Suponha que M seja tipo-espaco, de modo que
possamos vé-la simplesmente como uma superficie riemanniana. Afirmo que existe um campo
vetorial normal unitério e tipo-tempo N em M. Realmente, sendo X € X(IL*) o campo constante
igual a (0,0, 1) em todo ponto, temos que X é tipo-tempo. Fixado um ponto p € M, temos que
X, ¢ T,M, ja que todos os vetores de T,M sdo tipo-espaco. Desse modo, X 1 nunca se anula
em M. Além disso, |Xpl| # 0, pois, do contrdrio, todos os vetores de span{XpL} = T,M~ teriam
norma nula, o que ndo pode ocorrer, ja que T,M ¢ ndo degenerado. Diante disso, basta definir
N=X"/|xt|

Para cada a € IL*, podemos considerar a fungdo suave (N,a) em M, vendo a como
um campo vetorial constante. Neste capitulo, provaremos que, escolhendo a apropriadamente,
1/(N,a) é uma fun¢do harmdnica positiva em M.

Afirmamos que, tomando a # 0, tal que (a,a) = 0, a fun¢do (N, a) nunca se anulara.
De fato, escrevendo N = (N1,N,,N3), a = (a1,az,a3) e supondo, por contradi¢do, que exista um

ponto em M em que (N, a) se anule, teremos, neste ponto:

(a,a) =0 = a}+a3 =a3; (3.2)
(N,Ny=—1 = N{+N; =N;—1;

(N,a) =0 = Nja; +Nyar = Nzas.
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Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

(Nia1 +Noan)? < (N7 +N3)(af +a3) =

= (N;a3)” < (N5 — 1)a3 = (N3a3)* —af = a3 =0;

entdo, seque de (3.2) que a; = a; = 0, o0 que ndo pode ocorrer, ja que estamos tomando a # 0.

Assim, como a fun¢@o (N, a) nunca se anula, sua continuidade nos permite supor,
sem perda de generalidade, que (N,a) > 0 (caso ocorra (N,a) < 0, basta escolher —a, em vez
de a). Dai, uma vez que y(x) = 1/x é suave em (0, +o0), podemos utilizar (2.32) para calcular
A(1/(N,a)). Para tanto, ser4 iitil calcularmos A(N,a) e |V(N,a)|?.

Para o primeiro célculo, fixe p € M e considere (E|, E), um referencial ortonormal
local para M que seja geodésico em p. Convencionamos que todos os cdlculos a seguir, com
0 objetivo de encontrar uma expressao para A(N,a), serdo feitos no ponto p, o que tornaremos
implicito daqui em diante, a fim de ndo carregar a notagdo e evitar repeticdes. Tendo isso em

mente, por (2.30), podemos escrever,
2 2 .
= ZE,’(E,’< Z VEN (N,VEia)),
i=1 i=1

em que a segunda igualdade vem da compatibilidade de V com a métrica. Segue de (2.10),
que Vg.a = 0, uma vez que, sendo a um campo vetorial constante, suas componentes, nas
coordenadas usuais de I3, sdo fun¢des constantes. Além disso, como M tem codimensdo 1,

temos por (2.17), que
VEgN = —A(E)),

em que A denota o tensor de Weingarten associado a N.

Assim, obtemos

2
A(N,a) = ZEi<_A<Ei)7a>

:—Z<II(E,,A( i) + Vi (A(ED)),a), (3.3)

em que II denota o tensor segunda forma fundamental.
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Como M tem codimensdo 1 e II(A(E;),E;) é normal a M, podemos escrever

I (E;,A(E;)) = —(1I1(E;,A(E;)),N)N
= —(A(E;),A(E;))N
= —(A*(E;),E)N,
em que o sinal negativo vem do fato de V ser de tipo-tempo e utilizamos (2.18), além do fato de

A ser autoadjunto.

Ademais, serd util notar que
<VE5(A(Ei))7a> = <VEi(A(Ei))7aT - <N>a>N> = <VEi(A(Ei))>aT>’

levando em conta que (Vg,(A(E;)),N) = 0, uma vez que Vg, (A(E;)) € tangente a M e N ¢
normal. Agora, utilizando, respectivamente, a compatibilidade de V com a métrica induzida, a

autoadjuncdo de A e o fato do referencial ser geodésico em p, obtemos
<VE,- (A(E,-)),aT> = E,'<A<E,'),GT> — <A(E,~),VEiaT>
= Ei(EiA(a')) — (EA(VEa'))

= <VEiEi,A(aT)> + <Ei7VE,- (A(aT))> — <Ei,A(VEiaT)>.
hnrl

Perceba que, por (2.22),

<Ei,A(VEiaT)> = <Ei7VE,- (A((IT)) — (VEA> ((IT)>,

1

de modo que
(VE(A(E)),a") = (Ei,(VEA)@")).

Entdo, uma vez que M tem codimensao 1 e I3 tem tensor curvatura nulo e, portanto, curvatura

constante, temos, pelo Corolério (2.3) que
<VEi (A(Ei))7a> = <Ei7 (VaTA)(Ei)>'
Agora, utilizando novamente (2.22) e o fato do referencial ser geodésico em p, podemos escrever

(E;,(V,rA)(Ei)) = (E;,V, 7 (A(E)) —A(Va_ToEi)> = (Ei,V,1(A(E))).

Novamente, pela compatibilidade de V com a métrica induzida, obtemos

' ))) =a' (E,A(E)) — (V,E,A(E)) =a' (E;,A(E;)).
(Ei,V,r(A(E))) =a (E,A(E)) <&/I_5/,A(E)> (Ei,A(E)))

=0
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Assim, (3.3) se torna

A(N,a) = — (< —(A*(E)),E{)N,a) +aT<Ei,A(Ei)>>

™~

I
—_

1 ) )
= (N,a) ; (A*(E;),Ej)+a' ( ; <Ei7A(Ei)>>
= (N,a) tr(Az) —a' (tr(A)) .

Note, porém, que, sendo H a curvatura média de M, temos 2H = tr(A), de sorte que tr(A) =0,

ja que M ¢ superficie maxima, ou seja, H = 0. Portanto, obtemos, em p
A(N,a) =tr(A%)(N,a). (3.4)

Como p foi escolhido arbitrariamente, segue que (3.4) vale em todo ponto de M.

Agora, afirmamos que V(N,a) = —A(a'). De fato, tomando X € X(M), temos

(—Aa"),X)={(a",—AX))={a",(VxN)T)
= {a+(N,a)N,VxN+ (N,VxN)N)
=0
= (a,VxN)+ (N,a) (N,VxN)
0
= <a,§xN >
= (a,VxN)+(Vxa,N) = X(N,a) = (V(N,a),X),
=0
em que utilizamos, respectivamente, o fato A ser autoadjunto, (2.16), o fato de a ser um campo
vetorial constante, a compatibilidade de V com a métrica e a definicio de gradiente de uma
funcdo. Como a expressdo vale para todo X € X(M), segue o que queriamos provar.
Para calcular |V(N,a)|?, fixe um ponto p € M e tome (e, e;) uma base ortonormal

para T,M composta por autovetores de A (que existe, pelo Teorema Espectral e pelo fato de A
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ser autoadjunto). Digamos que seja A(e;) = Ase;, parai € {1,2}, com A; € R. Temos, em p,

\V(N,a)]z = <V(N,a>,V(N,a>>

=(~Aa"),~A(a"))

=1 =0

Como vimos anteriormente, tr(A) = 0, uma vez que M é uma superficie maxima, de

onde Ay = — A1, jd que tr(A) = A; + Ap. Dai, tr(A%) = A% + A} = 2A2. Portanto, em p, temos

(a",e)? = %tr(A2)|aT|2. (3.5)

aglS

IV(N.a)|* = A{
1

~.

Podemos, porém, reescrever

la"?=(a",a") = <aT,a—|— (N,a)N)

= <aT,a>—i—<N,a> (aT,N>

=0
= (a+(N,a)N,a) = (a,a) +(N,a)* = (N,a)*.
~——
=0
Obtemos, desse modo, em p,
1
IV(N,a)|* = 5nr(A2)<N, a)?. (3.6)

Como p foi escolhido arbitrariamente, tal expressao € valida em toda M.
Finalmente, sendo y(x) = 1/x, como definido anteriormente, e por (2.32), (3.4) e

(3.6), temos

1 2 .lr 2 o2 B 1 (A2 B
A(<zv,a>)—<zv,a>3 AW +( <N,a>2)t<A><N, ) =0,

como queriamos provar.
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4 A EQUACAO DAS SUPERFICIES MAXIMAS

Sendo u : R — R uma fungio suave, mostraremos que a equacdo (1.2) realmente
expressa o fato de que o gréfico de u, que denotaremos por M, visto como subvariedade do
espago de Lorentz-Minkowski I, seja uma superficie maxima.

Sabemos que M é uma superficie mergulhada em >, ji que sua parametrizacdo
global, ¢(x,y) = (x,y,u(x,y)), € um homeomorfismo sobre sua imagem. Suponha que |Vu| < 1.
Mostraremos que M € subvariedade semi-riemanniana tipo-espaco. Com efeito, sendo p =
(x0,y0,u(x0,y0)) € M e v=(vi,v2,v3) € T,M, v # 0, existe uma curva suave ¥ : (—¢,&) — M

tal que y(0) = p e y'(0) = v, e podemos escrever

em que 7: (—¢&,€&) — R? é curva suave com ¥(0) = (x0,v0) € ¥'(0) = (v1,v2). Dai,

v=7"(0)= (7'(0),(uop)'(0)) = (vi ,v2 ,viux +vauy),
e, por Cauchy-Schwarz,

(v,v) =V +v5 — (Ve +vauy)* > Vi +v5 — (v +v3) (1 +u3) = (v +v3) (1 = |Vu|?) > 0.
—_—
=|Vul? >0 >0
Ou seja, a métrica induzida € positiva definida e, em particular, ndo degenerada, como queriamos
provar.

Agora, queremos mostrar que a curvatura média de M € dada por

H= 1div <L> ,
2\ VT

de modo que (1.2) implica que M é superficie mdxima. Para tanto, precisamos encontrar um
campo vetorial unitdrio normal a M e calcular seu tensor de Weingarten associado.

Note que, sendo f : L3 — R dada por f(x,y,z) = z — u(x,y), temos, por (2.13),
Vf = (—uy,—uy,—1) # 0 para todo (x,y,z) € L3, e M = f~1(0). Como f restrita a qualquer
curva em M ¢é constante igual a 0, temos que 7,M C ker(df,) para todo p € M, em que ker(d f),)
denota o nicleo do operador linear d f),. Dai, uma vez que, pelo Teorema do Niicleo e da Imagem
e pelo fato de f ser submersdo nos pontos de M, temos dimker(df,) = dimL? —dimR =2 =

dimT,M, segue que T,M = ker(df,). Além disso, como df,(v) = v(f) = (Vf,v), para todo
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v € T,L?, temos que ker(df,) = {Vf}*, logo T,M = {V f(p)}* para todo p € M. Tomemos,

entdo, o campo vetorial unitario normal a M dado por

N YL ! (it =ty —1) @.1)
|Vf| /—1_‘Vu|2 X 9 vy . .

Veja que N € tipo-tempo.
Agora, sendo V a conexdo de Levi-Civita de (L3,§) e dados X,Y = (Y1,Y2,13) €
X(M), podemos escrever, por (2.14),

VY = <<VY1,X), (VY X), <VY3,X>>.
Como M tem codimensdo 1, sabemos, por (2.17), que
A(X)=—VxN,

em que A denota o tensor de Weingarten associado a N. Portanto, escrevendo

1
V 1- |Vu<x7y)‘2,

obtemos N = (—Fuy, ,—Fu, ,—F), de sorte que

F(xay) =

AX) = — ((V(—Fux),X>, (V(—Fuy),X), (V(—F),X)).
Pela R-linearidade do gradiente e da métrica semi-riemanniana, obtemos que
AX) = ((V(Fu) X), (Y (Fuy), X), (VF.X) ). 4.2)

Agora, para calcular tr(A), precisamos encontrar referenciais ortonormais em M.

Sabemos que, para cada p € M,

d(Pp((lao)) = q)x(p) = (I,O,ux(p)) € d¢p((07 1)) = (Py(p) = (07 17uy(p))

formam uma base para T,,M, ndo necessariamente ortonormal. Porém, como M € subvariedade
semi-riemanniana tipo-espaco, podemos utilizar o algoritmo de Gram-Schmidt para ortonormali-

zar o referencial global (¢, ¢,). Portanto, defina

Px 1
E| = = 1,0,u,),
' o (1—u§>( )
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e, sendo
. (@y,E1) (—uxity)
- E 0,1,uy)— 1,0
T (ELE) (0 1,) I—u (10u)
2
UxUy Uty
1
(1— 20 u§>
1
_1 u)%(ux”yal uxauy)
e
- N2, sy o l—uR—ud 1|Vl
<(py,(py>:(1 )%) (uxuy+(1—ux) _My)_ l—l/t)zc l—l/l)zc 9
defina
[N 1 1 2
E,= 1L = . usy , 1 —uy s uy).
|(Py| (\/1—|Vl/t|2 \/l_l/l)zc ( x4y X )7)

Denotando G(x,y) = 1/4/1 — uy(x,y)?, podemos escrever

E; =G(1,0,uy)

Ey = FG(uguy , 1 —u? ,uy).
Agora, calcularemos
2H = tl‘(A) = <A(E1),E]> + (A(Ez),E2>.

Para tanto, calculemos, separadamente, o primeiro termo da soma e, em seguida, o segundo. Por

(4.2), temos

(A En) = ( ((V(Fue) 1), (V(Fu) 1), (VE.E) ) G(1,0,))
= G(1{V(Fu),Er) +0.(V(Fu,),Er) — u(VF. Ey))

= G<V(Fux) —u,VF, E1>.

Por (2.11),
V(Fuy) —uyVF = FVu, = F (txy Uy , Uy ).
~
=0
Logo,

(A(E1),Er) = FG*((uxx ,Uzy ,0), (1,0, 1)) = F GPuiyy.
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Agora, operando de maneira andloga a como fizemos para (A(E}), E}), obtemos
(A(E2), E2) = FG{uyuyV (Fuy) + (1 —u2)V(Fuy) — u,VF, E)
= FG(uyy,FVu, + uluyVF + (1 — u2)FVuy+ (1 — u2)u,VF — u,VF, E>)
= FG(uyuyF Vi, + (1 — u?)FVuy, E>)
= F2G<uxuy(uxx Uy ,0) +(1— u)zc) (uyx Uy ,O), E2>
= F3G2< (uxttyuie + (1 — U )ty s Uty + (1 — 12 )1ayy ,0), (ueuy 1 — u? ,uy)>
= F3G? (u,zcuiuxx iy (1 — u)uny + (1 — 3ttty + (1 — ) 2uyy )
= F3G? (u%uiuxx + 203 yy (1 — 2 )ty + (1 — u)zc)zuyy) :
Note que,

(A(E1),E1) = FGPuxe = F>GPuxe(1 —ui —u3).

Assim, obtemos que
2H = F3G? (ur(1— u? — u§ + uiu?) + 20,y (1 — 12 )ttyy + (1 — ui)zuyy)

1
= (1 ) (0 =)0 =)+ 2 (1= iy (1)
X

= F3(uxx - uiuxx + 2uttyltyy + Uy — u)zcuyy)

= F3(uxx — uiuxx — uiuxx + u)zcuxx + 2uxuyuxy + Uy — u)zcuyy — uiuyy + uiuyy)

= F (e (1 = |Vu|?) + Utne + 2uttyttny + ttyy (1 — |V ?) + uiuyy)

= F(Upx + utyy) + F (u)%uxx + 2uttyltyy + uiuyy) 4.3)

Veja que, pela regra da cadeia,

_ 8 2 2\—1/2\ _ 1 3a 2 2\ _ 3
Fx—a<(1—ux—uy) )__EF gc(l—ux_uy) =F (ux”xx+uy”yx)7

e, analogamente,
3
Fy = F7 (uxitxy + uytyy).
Logo, uma vez que F, = 0, temos
3
VF = F (uxltxx + Uylhyy , Uxllxy + Utyltyy ,0).

Além disso, por (2.28), temos

div(Vu) = uye + uyy.
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Diante disso, (4.3) se torna
2H = Fdiv(Vu) + (VF,Vu) = div(FVu),

em que, na ultima igualdade, utilizamos (2.27). Fica, portanto, provado o que queriamos.
Sendo o grafico de u, portanto, uma superficie maxima, podemos nele definir a

funcdo harmonica 1/(N,a) que apresentamos no capitulo anterior.
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5 UMA METRICA FLAT E COMPLETA PARA O GRAFICO

Nas notagdes do capitulo anterior, seja g = (-,-) a métrica induzida em M por g e

b= (0,0,1) € L3. Sendo N dado por (4.1), obtemos

1

—>0
V1= |Vu|?

(N,b) =
Neste capitulo, provaremos que a métrica
g=((N,b)+1)’g
torna (M, g) flat e completa. Para tanto, denotaremos g = e?'g, de modo que
h=1In((N,b)+1).

Além disso, no que segue, tudo que for calculado em relagdo a métrica g vird com um sobrescrito
~, por exemplo, % ReK , para a conexdo de Levi-Civita, o tensor curvatura e e curvatura
seccional, respectivamente, enquanto o que for calculado em relagdo a g vird com a notacao
padrdo sem sobrescrito.

Para mostrar que (M, g) é flat, precisamos garantir que M tem curvatura constante
e igual a zero, quando munida com a métrica g. Como M tem dimensdo 2, o Gnico plano
tangente a M em um ponto p € M seré o proprio T,M. Logo, queremos provar que K (T,M),
que denotaremos apenas por K(p), é igual a zero para todo p € M. Seja, entdo, (E;,E;) um
referencial ortonormal na métrica g, definido em uma vizinhanga de p e geodésico em p em
relacdo a conexdo V. Veja que (Ej, E;) também ¢ referencial na métrica g, ainda que ndo seja
mais ortonormal. Como (2.20) independe da base escolhida, temos, em p,

I? — g(EE1E2E17E2) — eZhg(§E1E2E17E2)
8(E1,E1)8(E, Ex) —8(E1,E2)*  g2hg(E) E))e?g(Ey, Ey) — (e¥g(E1, Ea))”

logo,

K = ¢ "(Rg,£,E, ).
Para calcular ﬁEl E,E1, veja que, por (2.33), temos, no ponto p,

%El %EzEl = %El (VE2E1 +E(h)Ey+ Ex(h)E, — (E1,E>) Vh)
=0
= %ElszEl + E (E] (h))Ez + E (h)%ElEz + E (Ez(h))El +E2(h)%E1E].
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Usando que VE,E; se anula no ponto p com i, j € {1,2}, temos, em p,

%El %EzEl = VEI VE2E1 + E (El (h))Ez +E; (h) (E1 (h)Ez +E2(h)E1)

+E1 (Ex(h))Ei + Ex(h) (2E1 (h)E| — Vh).
Analogamente, temos, também em p,

%E2%E1E1 = %Ez (VElEl +2FE; (/’l)El - <E1,E1> Vh)
=1

= %EszlEl +2E2(E1 (h))E] +2E; (h)%EzEl — %EZV/’L
= VEszlEl +2E, (El (h))El +2F (h) (Ez(]’l)El + Ej (h)Ez)

— (VE,Vh+ Ex(h)Vh+ Vh(h)Ey — (E2,Vh) V)
Além disso, pela propriedade de simetria da conexdo de Levi-Civita, temos que
[EvsEa]p = (VE E2)p = (VEEL), =0,
=0 =0

de modo que (%[El 7E2}E1)p =0= (V[E17E2]E1)p. Reorganizando os termos, obtemos, em p,

R, g, E1 = Vie, g)E1 — %EI%EZEI + 652651151
= —VEg, VE,E1+VE, VE Ey
—Ei(Ei(h))Ey — E\ (E2(h))E\ +2E>(Ei (h))E}
— E\ (h)(E1(R)Ey + Ex(h)Ey) — Ea(h) (2E1 (h)Ey — Vi)
+2E(h)(E1(h)E> + E>(h)E))

— Vi, Vh— Vh(h) Ey — Ey(h)Vh+ (Ey,Vh) Vh,
—— ——

(Vh,Vh) =E;,(h)
ou seja,
ﬁElEzEl = REl,EzEl + ( —E; (Ez(h)) —FE; (h)Ez(h) +2E, (El (h)))El

+ <— Eq (E1(h)) + Ey (h)? — <Vh,Vh>>E2 + E>(h)Vh— Vg, Vh.

Utilizando que (Vh,Vh) = E;(h)? + E»(h)? juntamente com a compatibilidade da

conexao V com a métrica g, temos, ainda em p,



60

(Re,E,E1, E2) = (RE,,E1, E) — E1 (E1(h)) —Ea(R)” + E(h)(Vh, Ez) —(VE,Vh, Ep)

=0

= (Rg,p,E1,E2) —E{ (Ei(h)) — Ex((Vh,E)) + (Vh, Vi, E))
5

= (RE,E,E1, E2) — E1 (E1(h)) — E2 (Ex(h))

= <RE1E2E1 s E2> — Ah

(Rg E,E1, En) B
(E1,E1)(E2,Ep) — (E1,En)?

=K —Ah.

Ah

Para calcular K(p), utilizaremos uma base ortonormal (e;,e;) para 7,M composta
por autovetores do tensor de Weingarten A, digamos com A(e;) = Aze;, A; € R parai € {1,2}.
Uma vez que M é méxima, vimos, no Capitulo 3, que A, = —A; e tr(Az) = 2&12. Como L3 é flat,
temos, pela Equacdo de Gauss,
0= (R,,e,¢1,€2) = (Reere1,€2) + (I(ey,e2),1(e2,e1)) — ((eq,e1),11(e2,e2)).
o
Utilizando o fato de M ter codimensio 1 e (2.18), obtemos
(Rejere1,e2) = —(1M(ey,e2), —(I(e1,e2),N)N) + (1(ey, €1 ), —(Il(e2,€2),N)N)
= (Aler).e2)” — (Aler).er) (Ale2).2)
= Miler,e2)” — Ai{er,e1) Az ez, €2)
= -z,
e, assim,
(Rejere1:€2)
(e1,e1)(e2,€2) = (e1,€2)?
Para calcular Ah = Aln ((N,b) + 1), tomaremos ¥ = In e utilizaremos (2.32), 0
que requererd calcular A((N,b) + 1) e |[V((N,b) +1)|%, em que | -| = /g(,-). Note que, para

encontrar (3.4), ndo foi utilizado nenhum fato especifico sobre a € 3. Diante disso, podemos

K=

= <Re1ezel ,82> =Nl = 112 = %tr(Az).

€screver

A((N,b) +1) = A(N,b) = tr(A*)(N,b).

Da mesma forma, encontramos (3.5) sem utilizar nenhum fato especifico sobre a; portanto,

IV((N,b) + 1) = [V(N,b)|* = %tr(Az)\bT\z.
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De maneira andloga aquela feita no Capitulo 3, encontra-se |5 |> = (N,b)? + (b, b), modo que

V((N,b) +1)[2 = %tr(Az) ((V.56)? ~ 1).

Assim,
m=—— @y e v
((V,b)+1)* 2 ’ (N,b)+1 ’
_tr(AZ)(<N,b> +2(N,by+1) 1 r(A%).

2((N,b)+1)° —2
Portanto,

K=o 2(K—AR) = e 2 (% r(A2) %tr(Az)) o,
como queriamos provar.
Agora, para mostrar que (M, g) é completa, consideraremos uma curva divergente
o :[0,T) — M. Lembre-se de que @(x,y) = (x,y,u(x,y)) define um homeomorfismo entre
R? e M, cuja inversa é a aplicagdo projecio m : M — R2. Logo, devido a correspondéncia
entre os compactos de R? e de M, segue que acurva @ = mo o : [0,T) — R é divergente. Do
homeomorfismo citado também vem o fato de M ser conexa, uma vez que R? o é.
Encontraremos, agora, uma relacdo entre o comprimento de & € o comprimento de «.
Escrevendo a(r) = ((r),u(0(t))), obtemos, por um cdlculo andlogo aquele feito no Capitulo 4

para mostrar que M € tipo-espaco, que
gla',a’) > [a'[*(1—|Vul?).

Segue, entdo, que

2
1 1
g(o,d )= ———=+1 o o)>——.
g( ’ ) ( 1—|Vu|2+ ) g( ’ )— 1—|Vl/t|2 8

Dai, denotando por ¢ a métrica euclidiana de R?, temos que

T
La)= tim [ 3o o) di> hm/ @ |dt = Ly (@).

t—=T-J0 t—T

o)
—
K
~—

Uma vez que (R?,$) é completo e @ é divergente, temos, pelo Teorema 2.5, que
L;(@) = +oo. Entdo, segue da desigualdade acima que Lg(a) = +oo, ou seja, toda curva
divergente de (M, g) possui comprimento infinito; por sua vez, isso garante a completude desta

variedade riemanniana, novamente pelo Teorema 2.5.
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6 ISOMETRIA ENTRE O PLANO EUCLIDIANO E O GRAFICO COM A NOVA
METRICA

Ao longo deste capitulo, & denota a métrica em M construida no capitulo anterior, de
modo que (M, g) é uma variedade riemanniana flar e completa.

Uma vez que (M, g) é completa, sabemos pelo Teorema de Rinow-Hopf que, para
qualquer p fixado, exp,, estd definida em todo o T,M. Diante disso, o primeiro objetivo deste
capitulo € provar que exp, : (T,M,g,) — (M, g) € isometria local. Para tanto, dado v € T,,M,
identificaremos T,,(7,M) com T,M. Além disso, denotaremos g por (-,-), sendo também |- | =

\/&(+,-). Entdo, tomando w € T,T,M ~ T,M, mostraremos que

|(dexp,,)v(w)| = [w]. (6.1)

Como o resultado € trivial para w = 0, considere, daqui em diante, w # 0. Para v = 0, temos que
(dexp p)v ¢ a aplicacdo identidade e o resultado também segue trivialmente. Portanto, no que
segue também consideraremos v # 0.

Primeiro, analisemos o caso em que w ¢é paralelo a v, digamos w = Av, com
A € R\{0}. Considerando a geodésica ¥,(t) = exp,,(tv), partindo p, veja que, pela Regra da
Cadeia, 7,(t) = (dexp,)w(v). Como %,(0) = v e || € constante, segue que |(dexp,,)y(v)| = [v.
Multiplicando por |A| dos dois lados e utilizando a linearidade de (d exp p)v, obtemos (6.1).

Agora, suponha w L v; mostraremos que

<(dexpp)v(v),(dexpp)v(w)> =0 (6.2)

de forma que ainda vale (6.1). Seja a : R — T,,M uma parametrizac¢@o do circulo centrado em
0, € T,M e de raio |v|, com &t(0) = v e a'(0) = w. Tome
fiR?—M

(s,1) —> exp,, (ra(s))

superficie parametrizada. Obtemos que

9 (5.0) = (dexpy o (@(s)) = 1) 63)

9 ,
% (5.1) = (dexp a1 (5), (64
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de modo que

R ———"

Note que, para qualquer s € R, vale
d
% (5,0) = (dexp,)o(0) =0,

logo, <‘?9]: , of > (5,0) = 0. Assim, se provarmos que <%—J;, ‘3—{> independe de 7, teremos que, para

af o af af o af
<az 95 >(“> <ar 95 ) 60 =0
0 que provard (6.2). Para tanto, vale notar que, por ¥, ser geodésica, temos:

2
<a—f 8—f>:‘a—f — Wt (O = a(s) P = [vP. constante e 22—,

quaisquer s,t € R,

Jdt’ ot ot ot ot

Dai, por (2.24), obtemos

Jd /df df\ /DIf df df DIf
E<E’$>_ o +<E’E$>

em que utilizamos (2.34) na segunda igualdade. Segue o que queriamos provar.

Para o que falta, seja

J(t) = %(Oat) = (depr),V(tW) = t(dexpp>tv(w) =tH(t).

Veja que, sendo (M, g) flat, segue de (2.35) que

0_ R df DDAIf DDIf D*If
SLL Dt Jtds It Isot It 92 ds’
~———

=0
em que utilizamos (2.34) na dltima igualdade. Em particular,

D2
J' = o —J=0 (6.5)
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Além disso, pela Regra da Cadeia, temos

J'(t) = (dexp,)w(w)+1-H'(t),
logo,
J'(0) = (dexp,)o(w) = w.
Temos, por (6.5),
d

—(J,J) =2(J"J) =0.

Dai, t — |J'(¢)| é fung@o constante e temos |J'(¢)| = |J/(0)| = |w|, para qualquer ¢ € R. Agora,

note que
i 000 =20, 50) -0
= -0

Além disso, por (6.5) novamente,

d2

— () =2(" ) +2(",J) =2|w]*.
dt ——

=0

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo,

d d ’d2 ) 2,
—{J(t 1)) — — dl‘ 2 dt =2
GO0 =G| 0090)= [0 [ 2bwlar=2pepr,
=0
portanto,
(O = [wl’r.
Segue que
[(dexp,,)y(w)| = [/(1)] = |wl, (6.6)

como queriamos provar.

Agora, tomando w € T,M qualquer, escreva w = wh+w', emquewt Lvew' é

paralelo a v. Uma vez que temos (6.2), podemos utilizar o Teorema de Pitdgoras para obter

I(dexpp)v(W)l2 = |(dexp,)y(w™)|* +|(dexp,)y(w")?

i|2+|WT|2

= wf?
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atingindo, assim, o primeiro objetivo deste capitulo.

O segundo objetivo € provar que exp,, : (T,M,g,) — (M, g) € difeomorfismo. Para
tanto, utilizaremos o Teorema (2.9).

Sejav € T,M. Dado w € T,M tal que (dexp,),(w) = 0, de (6.1) segue que [w| =0,
logo, w =0, jd que g é métrica riemanniana. Portanto, (d exp p)v ¢ injetiva e, tendo em vista que
dimT,M = dimM = 2, segue que (d exp p)v ¢ isomorfismo. Isso prova que exp,, € difeomorfismo
local, pelo Teorema da Aplicacdo Inversa.

Além disso, uma vez que T,M € homeomorfo a R2, T,M € conexo por caminhos. Pela
mesma razdo, M € simplesmente conexo. Resta, entdo, mostrar que exp,, possui a propriedade
de levantamento de curvas suaves. Sejam c : [0,1] — M uma curva suave e v € T,M com

exp,(v) = ¢(0). Defina
o ={t€[0,1];3¢:[0,/] — T,M suave t.q. exp,oc=c|jp; € c(0) =v}.

Veja que 7 # 0, ja que 0 € o7 E suficiente provar que <7 é aberto e fechado em [0, 1], de modo
que, sendo [0, 1] conexo, tenhamos <7 = [0, 1].

Fixado t € <7, note que, por defini¢do de <7, [0,7) C o7. Para o que segue, considere
t # 1, pois, do contrdrio, terfamos <7 = [0, 1] e nada haveria mais a provar. Considere também
t # 0, pois, para t = 0, os argumentos sao andlogos. Tome uma vizinhanca V de c(t) tal que
exp, |7 seja difeomorfismo sobre a vizinhanga V = expp(v) de ¢(t). Como V ¢ aberto e ¢ é
continua, haverd & > 0 suficientemente pequeno tal que (t — &, +€) C ¢~ (V). Defina, entio,
C1 = exp,, “;1 ocem (t —€,t 4 €). Sendo composi¢io de fungdes suaves, ¢| € suave. Além disso,
uma vez que exp,, € injetiva em Ve exp, (c(r)) =c(r) = exp, (¢1(2)), temos ¢(r) = ¢ (r). Logo,
¢1 e ¢ coincidem em seu dominio comum (¢ — €,¢|. Utilizando ¢ para estender ¢ a (¢,t + €),
temos cljg q : [0,5] — T, M, levantamento suave de c|( ;) para todo t < s <7+ €. Isso prova que
todo ponto de <7 possui uma vizinhanga aberta em [0, 1] e contida em .7

Agora, provemos que d.«7 C o/. Sejaty € d.o/ e tome sequéncia (t,),>1 em <7 tal
que t, — to. Se houver n tal que t, > fy, entdo ty € [0,1,) C <. Suponha, entdo, que t, < ty
para todo n e suponha, sem perda de generalidade, que a sequéncia seja crescente. Uma vez que
[0,2,] C o7, para todo n, segue que [0,7)) C /. Queremos provar que a sequéncia (’cv(tn))n21

esta contida em um subconjunto compacto de 7,M. Utilizando a Regra da Cadeia e o fato de
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exp,, ser isometria local, temos

Lg(C’[O,z,,}) = /O’n ‘C/(l‘)\dt :/Otn (dexpp)g(l) (g’(z)) ’dt

_ /Om ' (1)|dr = L(Cljo,,) > dg, (¢(0),¢(ta)). (6.7

Uma vez que Im(c) € compacto, Lg(c) é finito. Porém, caso (¢(t,)), ., ndo esteja contida em

1
um compacto, teremos
nli—r>noodgp (g(o)’g(t")) = oo,
o que contradiz (6.7), ja que Lg(c|p,,]) < Lg(c), para todo n.
Diante disso, a menos da passagem a uma subsequéncia, podemos supor que
(c(ta)) -, converge para r € T,M. Tome vizinhanca U em torno de r tal que exp,

|7 seja

difeomorfismo, e seja U = exp p(U ). Veja que, pela continuidade de exp ,edec,

exp, (1) =exp, ( lim &(6,)) = lim exp((t,)) = lim c() = ( lim 1,) = c(t).

Portanto, ¢(7p) € U. Como U é aberto e ¢ é continua, existe intervalo / aberto em [0, 1], contendo
fo e tal que ¢(I) C U. Defina ¢; = exp,, 51 ocem I e seja n; um indice suficientemente grande
para que f,, esteja em [ e ¢(t,,) esteja em U. De forma analoga a prova de que .« € aberto,
obtemos que ¢(t,) = ¢2(ty, ), pela injetividade de exp, em U, de sorte que ¢ e ¢ coincidem
em seu dominio comum /N [0,%), que contém o aberto (,,,%). Podemos, entdo, estender ¢
suavemente a fo usando ¢, de modo que ¢(t,) = exp,, 51 (c(to)) = r. Fica provado que fy € <7,
como queriamos.

Sendo, portanto, exp, isometria local e difeomorfismo, concluimos que exp, €
isometria global. Seja e, e, a base candnica de R? e &],¢, uma base ortonormal para T,M na
norma g,. Defina a isometria linear J : (R?,§) — (T,M, g,) fazendo J(e;) = ¢;, para i € {1,2}.

Finalmente, defina a isometria

T =exp,oJ: (R%,8) — (M,3).
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7 MOSTRANDO QUE A FUNCAO E AFIM

Dos capitulos 3 e 4, sabemos que existe a € L3, tal que 1 /{N,a), com N definido
por (4.1), é funcdo positiva e harmdnica na superficie maxima (M,g). Tendo em vista que
((N ,b) + 1)2 > 0 e que a propriedade de ser harmonica € invariante por mudangas conformes
de métrica, 1/(N,a) continua positiva e harmonica em (M, g). Sendo .7 : (R%,8) — (M,g). a

isometria encontrada no capitulo anterior, temos que

1
(N,a)

07 :R* R

¢ positiva e harmonica, logo constante, pelo Coroldrio (2.8). Disso segue que 1/(N,a) é constante,
e, daf, que (N,a) é constante. Por (2.29), temos que o laplaciano de uma fun¢@o constante é nulo,
logo, A(N,a) = 0 e, de (3.4), obtemos que tr(A?) = 0, ja que (N,a) > 0. Disso segue que A é
um operador identicamente nulo, de sorte que (M, g) é totalmente geodésica.

A fim de utilizar o Teorema (2.6), provemos que todo plano em L3 é totalmente
geodésico e completo. Como um plano € uma subvariedade de codimensao 1, fixado um campo
vetorial unitario e normal, temos que o operador de Weingarten associado serd dado por (2.17).
Como todo campo vetorial unitario normal ao plano € constante, segue que o operador de
Weingarten associado serd identicamente nulo. Logo, as geodésicas dos planos serdo também
geodésicas de L3, ou seja, serdo retas parametrizadas com velocidade constante. Segue, entdo, da
geometria espacial, que todo plano com a métrica induzida de > serd uma variedade completa.

Agora, tome ponto p € M e considere o plano A = {p+v € L3;v L N(p)}. E claro
que T,M = {v € L};v L N(p)} = T,A. Mais ainda, todo plano tangente a A coincide com 7,M,
0 que nos garante que A € tipo-espago. Como M € conexa, obtemos do Teorema (2.6) que M C A.

Note que, escrevendo N(p) = (a,b,c) e p = (x0,Y0,20), temos

A={(x,2) € L’;a(x —x0) +b(y—yo) — c(z—20) = 0}

- {(x,y,z) cl’z= gx+§y—%<N(p),p>}

Entdo, tomando (x,y,u(x,y)) € M, temos

a b 1
M(X,y) = Ex+ Ey_ ;<N(p)7p>v

o que prova o Teorema de Calabi-Bernstein para superficies maximas.
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8 CONCLUSAO

Uma vez cumprido o objetivo estabelecido nesta dissertacao, qual seja, o de de-
monstrar o Teorema de Calabi-Bernstein seguindo a estratégia simplificada apresentada por A.
Romero em [11], a realizacdo deste trabalho possibilita estudos subsequentes, mais aprofundados,
a respeito dos problemas de Bernstein e de Calabi-Bernstein em contextos mais gerais, tanto
no sentido de compreender a bibliografia ja existente, quanto no sentido de buscar resultados

originais para problemas relacionados.
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