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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo discutir as estruturas geométricas e topoldgicas de modelos
cosmoldgicos. Comecamos com uma revisao de variedades diferencidveis partindo do conceito
de variedades topoldgicas e chegando a ferramentas fundamentais da geometria Riemanniana.
Ap6s isso, apresentamos uma classificagdao de espacos homogéneos tridimensionais provida por
Thurston, em 1982, dando enfoque aos espacos de curvatura constante e seus respectivos modelos
de poliedro fundamental. Seguimos, entdo, para a discussao sobre as implica¢des do principio
cosmoldgico na estrutura geométrica do modelo FLRW, juntamente com suas divergéncias
em termos dos niveis de anisotropia apresentados no CMB. E finalmente, abandonamos as
hipdteses responsdveis pelo modelo FLRW para listar as possiveis topologias da sec¢do espacial
do espago-tempo. A importancia deste trabalho se d4 tanto pela riqueza nas estruturas por trds de
modelos cosmoldgicos, quanto pela relevancia de um tratamento mais rigoroso na nossa andlise

da topologia do Universo.

Palavras-chave: variedades; topologia; geometria; modelos cosmoldgicos.



ABSTRACT

In this work we intend to discuss the topological and geometric structures of cosmological
models. We begin with a review of differentiable manifolds, from the concept of topological
manifolds to fundamental tools in Riemannian geometry. After that we present a classification of
three-dimensional homogeneous spaces provided by Thurston, in 1982, focusing on constant
curvature spaces and their respective fundamental polyhedra models. We also discuss the
implications of the cosmological principle on the geometric structure of the FLRW model along
with its divergences in terms of the anisotropy levels given by the CMB. Finally, we abandon
the hypotheses responsible for the FLRW model in order to list the possible topologies of the
spacial section of the spacetime. The importance of this work lies both on the rich structure
behind cosmological models as well as on the value of a more rigorous treatment regarding our

analysis on the topology of the Universe.

Keywords: manifolds; topology; geometry; cosmological models.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1l — Classes de homotopia. Esquerda: o plano Euclideano. Qualquer loop pode

Figura 2
Figura 3
Figura 4

Figura 5

Figura 6

Figura 7

Figura 8

Figura 9

ser reduzido a um ponto. O grupo fundamental se reduz a identidade. Centro:
0 plano com um buraco. ¥ nio é homotGpica a y'. Cada classe de homotopia
h,, estd associada a um inteiro n: y € h, se a curva envolve o buraco n vezes
em direcdo horaria (n > 0), n < 0 em dire¢@o anti-horaria e n = 0 se ndo
envolve o buraco. Assim, o grupo fundamental é o grupo ciclico infinito
de inteiros Z. Direita: um forus S' x S'. Loops podem envolver m vezes o
buraco central e n vezes o proprio forus. Logo, o grupo fundamental consiste

de pares (m,n) de inteiros com adi¢@o (m,n) + (p,q) = (m+ p,n+¢). Em

outras palavras, é isomorfoa Z&BZ. . . . . . ... 17
As 8 geometrias de Thuston. . . . . . ... ... ... .. ......... 22
Os 6 espacos orientados, fechados e localmente Euclideanos. . . . . . . . . 26

Grupo diedro Ds. O pentdgono J;...J5 € invariante por rotacdes de angulo
2m/5emtornodalinhal. . . . . . ... ... 27
Grupos poliedro. Esquerda: Grupo tetraedro. Centro: Grupo octaedro.
Direita: Grupoicosaedro. . . . . . . . . ... ... Lo 27
O espaco esférico de Poincaré e o espaco hiperbdlico fechado de Seifert-
Weber sdo obtidos ao se identificar faces opostas de um dodecaedro regular

ap6s rotagdes de /5 e 3w /5, respectivamente. . . . . ... . ... ... L. 28
O poliedro fundamental da topologia de Lobell € feito de 8 14-edros colados
juntos. Todos os angulos na figura sioretosem H>. . . . . . ... .. ... 28
O espaco hiperbolico fechado de Best. As identificacdes par-a-par sdo ADI <
BGC,ICA <+ ABC,EFL+ DIK,DEL <+ KLD,GFB <> HJK,FGJ <> GIH,ABE +
LIF,FEB <> CGH,AED <> KIH,JKL <+ CHI (onde a ordem das vértice nas

faces é mantida na identificacdo). . . . . . . . .. ... L. 29
O espago hiperbolico fechado de Weeks. A identificag@o par-a-par das faces

¢: ABTCD <> HLDAO,SEFBA <> FMPJE ,RHIJE <> IKQLH,FMXTB <
UKZVN,WNUYC <+ 1JPZK,CYQLD <+ MXWNV,CTXW < HOGR,KQYU <+
ERGS,MPZV <+ ASGO. . . .. . . . . ... e 29



Figura 10 — Observacdes das anisotropias do CMB pela Agéncia Espacial Europeia (Eu-
ropean Space AgencylEuropean Space Agency (ESA)) e pela missao Planck
revelam flutuacdes na temperatura. Essas variagdes correspondem a regides

de diferentes densidades que servem como estruturas bdsica das restantes,

como galdxiaseestrelas. . . . . . . ... .. ..o



BAO
CMB
ECE
ESA
FLRW
PC

PF

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Baryon Acoustic Oscillations

Cosmic Microwave Background
Equagdes de Campo de Einstein
European Space Agency
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
Principio Cosmolégico

Poliedro Fundamental



2.1
2.2
23

3.1
3.2
3.3
34
3.4.1
3.4.2
3.4.3

4.1

4.1.1
4.2

4.2.1
4.2.2
4.2.3
4.2.4

SUMARIO

INTRODUCAO . . . ottt et e e e ettt e e e et 13
VARIEDADES DIFERENCIAVEIS . . . . . . vt i v vt e e e eeen 15
Variedades topologicas . . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 15
Acao de grupos em variedades . . . . . . .. ... ... L. 15
Geometrias Riemanniana e Lorentziana . . . . . . . ... ... ... .. 18
CLASSIFICACAODEESPACOS . . . it ittt e e ieneen 21
Geometrizacao de 2-variedades . . . . . . ... ... ... 21
Geometrizacao de 3-variedades . . . . . . ... ... ... ... ..... 21
Espacos de Curvatura Constante . . . . . . . ... ... ......... 22
Modelos de formas espaciais . . . . . ... .. ... ... ... ...... 25
Formas espaciais Euclideanas . . . . . . .. ... ... .......... 25
Formas espaciais esféricas . . . . . . ... . ... ... .. .. ..., 26
Formas espaciais hiperbélicas . . . . . . .. ... ... ... ....... 28
MODELOS COSMOLOGICOS . . . .o i i it i e e eeeee e 30
Modelos de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker . . . . . . ... . .. 30
Radiacdo Céosmicade Fundo . . . . . . .. ... ... ... ........ 32
Topologia de modelos cosmolégicos gerais . . . . . ... ... ...... 33
Critériode closure . . . . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 35
Condicio de Bakry-Emery . . . . . . . .. ... ... .. ......... 37
Topologia de um Universo fechado . . . . . . . . ... ... ........ 39
Consequéncias da geometrizacd@o . . . . . . . . . . ... ... .. ..... 40
CONSIDERACOESFINAIS . . ...ttt ittt iinnnnn. 41

REFERENCIAS . . . it ot e et e e e e e e e e e e e e e e e i 42



13
1 INTRODUCAO

Em 1895, o matematico francés Henri Poincaré (1854-1912), o mais influente do
comego do século XX e um dos responsdveis por continuar o trabalho de Riemann no estudo de
variedades, publicou Analysis situs () , trabalho que estabeleceu os fundamentos da topologia ao
propor o estudo de espagos sob deformacdes continuas. Foi responsavel, também, por conjecturar,
em 1904, um dos problemas centrais em topologia conhecida como conjectura de Poincaré,
que afirma que qualquer variedade n-dimensional fechada e com grupo fundamental trivial é
homeomorfa a uma n-esfera. Os casos de dimensao um e dois foram considerados triviais, porém
os casos de dimensao maior ou igual a 5, e de dimensao 4 s6 foram solucionados décadas depois
por Stephen Smale e Michael Freedman , respectivamente, cujos trabalhos foram agraciados
cada um com uma medalha Fields em 1966 e 1986. Em 3 dimensdes, o problema mostrou-
se muito mais desafiador, fazendo com que o Instituto Clay de Matemadtica o incluisse nos
chamados Problemas do Milénio, em 2000. Em 2002, quase 100 anos apds Poincaré estabelecer
a conjectura, o matemadtico russo Grigori Perelman apresentou sua solucao em uma série de
artigos ()juntamente com a solu¢do da conjectura da geometrizacio de Thurston, essencial para a
discussdo da topologia do universo.

Entre as variedades Riemannianas, aquelas de curvatura seccional constante, i.e.,
R3,83 e H? ,sd0 as mais simples. Historicamente, as duas tltimas sdo as primeiras estruturas geo-
métricas diferentes da Euclideana. A propriedade importante dos espacos de curvatura constante,
também chamados de formas espaciais, estd relacionada ao fato de possuirem um grande nimero
de isometrias locais, o que implica na capacidade do espaco de "deslocar"isometricamente dois
tridangulos pequenos colocados em posicdes diferentes e verificar se eles podem sobrepostos.
Essa propriedade € de fundamental importancia nas constru¢des da geometria elementar e foi
considerada como um postulado a ser satisfeito pelas geometrias nido-Euclideanas. E possivel
verificarmos, também, que quando multiplicamos uma métrica Riemanniana por uma constante
positiva ¢, entdo sua curvatura seccional é multiplicada por 1/c. Portanto, podemos supor que
sua curvatura seccional constante de uma variedade € 1 ,0 ou -1, o que serd admitido daqui em
diante. Em cada um desses casos, diversos modelos para o poliedro fundamental da variedade
foram desenvolvidos, o que nos fornece uma das principais formas de se classificar 3-variedades.

Em 1915, Albert Einstein publicou suas Equacdes de Campo de Einstein (ECE) onde
momento, matéria e energia estdo relacionadas com a curvatura local do espago-tempo. Porém,

dado que sua influéncia € local, ndo sao feitas restricdes topoldgicas sob a variedade. Isso nos
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mostra a necessidade de analisarmos a interdependéncia entre determinados conceitos como
homogeneidade, isotropia, conexidade e curvatura. O chamado modelo de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker, nomeado apds Alexander Friedmann, Georges Lemaitre, Howard Robertson
e Arthur Walker, foi a primeira solucido cosmolégica das ECE, assumindo o chamado Principio
Cosmolégico (PC), onde homogeneidade e isotropia s@o supostas em escalas grandes o suficiente.
Pelo teorema de Schur da geometria Riemnniana, isso restringe as possibilidades a espagos
modelados por geometrias de curvatura constante. Percebe-se, portanto, que uma solucdo das
ECE que incorpora o PC nio faz grandes restricdes topoldgicas na estrutura do espaco-tempo.
Com isso, surge a necessidade de se estudar modelos que nao fazem tais suposi¢des.

Em 2022, um artigo nomeado "Topology of general cosmological models" () foi
publicado por Gregory Galloway, Marcus Khuri e Eric Woolgar onde eles abandonam inicial-
mente homogeneidade e isotropia, e nos fornecem uma lista das possiveis topologias do Universo
juntamente com estimativas sobre o didmetro da sua sec¢do espacial. Embora sejam apresentados
diversos pontos que entram em constraste, entre os dois modelos, é de nosso interesse estudar
tanto suas divergéncias quanto suas concordancias. Além disso, parte da necessidade de se
rever o modelo FLRW vem do fato de a radiacao c6smica de fundo (Cosmic Microwave Back-
ground/CMB) () apresentar niveis de anisotropia na temperatura, aproximadamente ‘STT ~ 1073,
mostrando-se imprescindivel, portanto, revermos as relacdes dadas por teoremas na geometria, e

sua influéncia na lista de possiveis estruturas topoldgicas admitidas no Universo.
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2 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS
2.1 Variedades topologicas

Para compreendermos melhor determinadas propriedades de um espago € necessério
introduzir conceitos fundamentais em topologia, drea da matemética que estuda propriedades
de um espago que permanecem invariantes sob homeomorfismos. Além disso, as no¢des ma-
temdticas envolvidas no estudo e classificac@o de estruturas topoldgicas sao as de conexidade,
homotopia, grupo fundamental, espaco de recobrimento universal, holonomia e poliedro funda-
mental. Podemos, também, dar algumas defini¢des de geometrias Riemanniana e Lorentziana,
fundamentais em relatividade geral.

Definicao Uma variedade topoldgica de dimensdo n é um espago topolégico que é Hausdorff,
"second countable" e localmente Euclideano de dimensao n.

Definicio Um atlas C* em um espago localmente Euclideano M € uma colecdo {(U;, ¢;)} de
cartas C-compativeis que cobrem M.

Um atlas .7 em um espago localmente Euclideano € dito maximal se ele ndo estiver contido em
um atlas maior; em outras palavras; se ,Q?/ ¢ um atlas que contém .7, entao fsszv =J4.

Definicao Uma variedade suave é uma variedade topolégica M juntamente com um atlas maxi-
mal.

O atlas maximal é chamado de estrutura diferencidvel em M.

Exemplo Dado o espaco Euclideano R”, temos que {(R”,id : R” — R")} é uma variedade suave.

Proposicio Se (U;, ¢;) e (V}, y;) sdo atlas em M™ e N", respectivamente, entio
{(Ui X Vj,(p,' XY Ui X Vj — R™ x Rn)}

é um atlasem M x N.

Exemplo Temos que tanto R x S! quanto S! x S! sdo variedades diferencidveis.

2.2 Acao de grupos em variedades

Dizemos que um grupo G opera em um conjunto M se existe uma aplicacdo

GXM>(g,x) > gxeM
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tal que

ex=1x e (g1g2)x = g1(g2x)

onde e = identidade de G, x € M e g1,g> € G. Além disso, diremos que G opera livremente em

M se gx = x = g = e. A orbita de um ponto x € M € o conjunto
Gx={gx; g€ G}

A agdo de G é transitiva se Gx = M. O conjunto de todas as 6rbitas é indicado por M/G, e
existe uma proje¢ao natural 7 : M — M /G dada por 7(x) = Gx. Quando M tem alguma estrutura
adicional, € conveniente considerar G como um grupo de isomorfismos da estrutura considerada.
Se M é um espago topoldgico, dizemos que um grupo G opera de modo propriamente descontinuo
se todo x € M possui uma vizinhanga U tal que g(U)NU = 0, para todo g € G, g # e. Neste
caso, a proje¢do mw: M — M /G (onde M /G tem a topologia quociente) é uma aplicagdo de
recobrimento regular e G € o grupo das transformacdes de recobrimento.

Exemplo (Espago projetivo real) Defina uma relagio de equivaléncia em R"*! — {0} por
y~x<y=txparaalgumt € R— {0}

O espaco projetivo real, denotado por RP", é o espaco quociente (R"*! —{0})/ ~.
Definicao Sejam M e N espacos topoldgicos, e sejam f,g: M — N aplicagdes continuas. Uma

homotopia de f a g é uma aplicagdo continua H : M x [0,1] — N tal que para todo p € M

H(p,0) = f(p) e H(p,1) =g(p)

Uma homotopia define uma familia de aplica¢des continuas H; : M — N, em que H;(p) = H(p,t)
e temos como condi¢des Hy = f e H; = g. Costumamos pensar no parametro ¢t como sendo o
tempo, e em H como sendo uma maneira de deformar a fun¢do f na g. A continuidade de H
garante que essa deformacgdo procede sem "quebras".

Exemplo Defina mapas f,g: R — R? em que

fx)=(0,x%); g(x) = (x,.x)

Entdo, a aplicacio H (x,f = (x,x> — x> +tx) é uma homotopia de f a g.
O espago M ¢é dito simplesmente conexo se para qualquer p € M, quaisquer curvas fechadas que
passam por p sdo homotdpicas, caso contrario, M é dito multi-conexo.

Exemplo O espaco Euclideano R" e a esfera S” sdo exemplos de espagos simplesmente conexos,
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enquanto o cilindro R x S? e o torus 7" = S! x ... x S! sdo exemplos de espagos multi-conexos.
Defini¢ao Definimos o grupo fundamental de M com base em p, denotado por 7; (M, p), como

sendo o conjunto de classes de loops com base em p.

Figura 1 — Classes de homotopia. Esquerda: o plano Euclideano. Qualquer loop pode ser
reduzido a um ponto. O grupo fundamental se reduz a identidade. Centro: o plano com
um buraco. ¥ ndo é homotépica a y'. Cada classe de homotopia /&, estd associada a um
inteiro n: Y € hy, se a curva envolve o buraco n vezes em dire¢ao hordéria (n > 0), n <0
em dire¢do anti-horaria e n = 0 se ndo envolve o buraco. Assim, o grupo fundamental é
o grupo ciclico infinito de inteiros Z. Direita: um forus S' x S'. Loops podem envolver
m vezes o buraco central e n vezes o proprio forus. Logo, o grupo fundamental consiste
de pares (m,n) de inteiros com adi¢do (m,n)+ (p,q) = (m+ p,n+q). Em outras
palavras, € isomorfo a Z @ Z.

W
Y p

P

Fonte: = Rechicze-Rey e Luminet. Cosmic Topology (2003). Disponivel em:
https://arxiv.org/abs/gr-qc/9605010. Acesso em: 16 jan. 2026

Definicao Sejam E e M espacos topoldgicos conexos. Uma aplicagdo 7 : E — M é dita uma
aplicacdo de recobrimento suave se 7 € sobrejetetiva, suave, e cada ponto de M possui uma
vizinhanga U tal que cada componente conexa de 7~ ! (U) é mapeada difeomorficamente sobre
U por m. Neste contexto, dizemos que U € uniformemente coberto por 7= e E € o espago de
recobrimento de M. Qualquer recobrimento de M por um espago simplesmente conexo Mé
chamado de recobrimento universal, e M é chamado de espaco de recobrimento universal de M.
Considere um ponto p e um loop Y passando por p em M. Se 7Y estd inteiramente em um
dominio simplesmente conexo de M, (p,y) gera um tnico ponto p em M. Caso contrario, (p,7)
gera pontos adicionais ‘z;/ ,;97’, ... ditos homélogos a p. Os deslocamentos p — 1;’ P 2)7 sdo
isometrias e formam o chamado grupo de holonomia I" em M.

As propriedades geométricas de M em um dominio simplesmente conexo sdo as mesmas do
seu desenvolvimento no recobrimento universal M. Desse modo, é natural pensarmos qual o
maior dominio simplesmente conexo que contém p € M, i.e., o conjunto {g € M ; d(q,p) <
d(q,y(p)) , Y€ T}. Seu desenvolvimento em M é chamado de poliedro fundamental (Poliedro
Fundamental (PF)). Pelo fato de o grupo de holonomia ser discreto, PF € conexo e possui
um numero finito de faces. Note que em duas dimensodes, PF € uma superficie cujo bordo é

constituido por linhas, i.e., um poligono. Em trés dimensdes, tem faces como bordo, i.e., um



18

poliedro. A configuracio formada pelo poliedro fundamental e suas imagens € chamada de uma
tesselacdo de M, em que cada imagem é uma célula da tesselacdo. E importante ressaltar que o
grupo fundamental de uma variedade topoldgica M € isomorfo ao grupo fundamental de PF, e
que PF nos permite representar qualquer curva em M, dado que qualquer regido de uma curva
fora de PF pode ser levada para seu dominio por holonomias apropriadas. Para mais detalhes,
veja ()(). Dessa forma, percebe-se que um método para classificar as topologias de uma variedade
M sdo dadas por:

* determinar o espaco de recobrimento uiversal M;

* encontrar o poliedro fundamental PF;

* calcular o grupo de holonomia agindo em PF.

2.3 Geometrias Riemanniana e Lorentziana

Partimos agora para alguns fundamentos tanto de geometria Riemanniana (), quanto
Lorentziana ().
Definicdo Uma métrica Riemanniana em M é uma correspondéncia que associa a cada p € M
um produto interno g, = ( , ), (ou seja, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no
espago tangente 7,M de M que € suave no seguinte sentido: se (U, ) = (U,xy,...,x,) é uma
carta em M, entdo g;; = g (%, %

Definicdo Uma variedade Riemanniana é um par (M, g), onde M € uma variedade suave e g é

) € uma aplica¢do suave em U.

uma métrica Riemanniana em M.

Exemplo O par (R",§) em que

d 0 0,sei# )
5(@%)”17—

l,sei=j

¢ uma variedade Riemanniana.

Suponha que M é uma variedade e seja I' um subgrupo do grupo das isometrias de M que
opera de modo propriamente descontinuo. Sabemos que M/T" tem uma estrutura diferencidvel
em que 7 : M — M /T é um difeomorfismo local. Podemos, também, dar a M /T" uma métrica
Riemanniana de tal forma que 7 seja isometria local. Dessa forma, dado p € M /T, escolhemos

p € n1(p); para todo par u,v € T,(M/T), definimos

hy(u,v) = gﬁ(dﬂl,_lu,dﬂ;lv)
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Como o recobrimento 7 é regular, I" é transitivo em 7! (p). Logo, dado qualquer g € 7~ (p),
existe ¥ € I com ¥(p) = ¢, e a definicdio acima nio depende da escolha do p € ! (p).
Similarmente, definimos uma variedade de Lorentz.

Definicao Seja M uma variedade suave. Dizemos que g é uma métrica pseudo-riemanniana em
M se associa a cada ponto p uma forma bilinear simétrica ndo-degenerada em 7M. Dizemos
que g € de Lorentz se sua assinatura tem exatamente um -1. Dessa forma, dizemos que uma
variedade de Lorentz é um par (M, g) tal que M é uma variedade suave e g ¢ uma métrica de
Lorentz.

Definicao Nos referimos a um espago-tempo como sendo uma variedade de Lorentz, conexa e
"time-oriented".

Definicao A curvatura R de uma variedade Riemanniana é uma correspondéncia que associa a

cada par X,Y € E(M) uma aplicagio R(X,Y) : E(M) — E(M) por
R(X, Y)Z =VyVxZ -VxVyZ+ V[Xy]z

onde V € uma conexao Riemanniana.
Uma outra forma de olhar essa defini¢do é considerar um sistema de coordenadas {x;} em torno
de p € M. Como [8%,’ aix,] =0, obteremos

R (i, i) 2 _v,v, 2 v,v, 2

dx; dxj) dxi ax;  ox O oy ox; O
isto €, a curvatura mede a nao-comutatividade da derivada covariante. Além disso, R € bilinear,
R(X,Y) é linear, e satisfaz tanto a primeira quanto a segunda identidade de Bianchi. Desse modo,
definimos o tensor curvatura de Riemann Riemf jk cOmo um objeto satisfazendo
Jd d d ., 0

R <c9_x,’ a_x,) a_xk = Rlemijka_xl

tal que

) d 0
Riem;; = grfk - gri'k + T — T
j i

A partir disso, podemos definir o tensor curvatura de Ricci Ric;; e a curvatura escalar R:

Ric;; = Riemfkj; R = ginicij = tryRic

Podemos, também, definir a seguinte quantidade.

Seja 0 C T,M um subespago bidimensional do espaco tangente, € sejam X,Y € o vetores
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linearmente independentes, entdo a curvatura seccional K(p, o) é definida como

(R(X,Y)X,Y)

em que

XAY|= /XY - (x,7)?

Com a métrica induzida pelo recobrimento, 7 : M — M /T" € uma isometria local. Além disso,
M /T é completa se e s6 se M é completa, e M/T" tem curvatura constante se e s6 se M tem

curvatura constante.
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3 CLASSIFICACAO DE ESPACOS
3.1 Geometrizacio de 2-variedades

Superficies podem ser construidas a partir da identificacdo das arestas de poligonos.
O procedimento € usado para classificar superficies compactas e se resume a remover discos D
e D, de superficies S1 E S, e obter a soma conexa S1#S; pela identificagdo dos bordos dD; e
dD, a partir de um homeomorfismo. Além disso, consideramos o teorema de Gauss-Bonnet,

que estabelece uma relacdo entre geometria e topologia a partir da seguinte expressao

/S KdS = 27 %(S) = 27(2 — 2g)

onde K ¢é a curvatura de Gauss, g é o genus da superficie e ) (S) € a caracteristica de Euler da
superficie, definida pela soma alternada do nimero de células em uma decomposicao poliédrica
da superficie. Considerando, também, o teorema da geometriza¢ao para superficies, qualquer
superficie compacta admite uma estrutura geométrica modelada por R?, S? ou H>. A geometria
hiperbdlica tem um papel importante dado que todas as superficies com genus maior do que um

tem sua geometria modelada por H2.

3.2 Geometrizacao de 3-variedades

Uma classificag@o similar, em trés dismensdes, s6 foi publicada em 1982 (), quando

Thurston extendeu o procedimento usado em superficies para 3-variedades. Nesse caso, hd uma
identificagdo entre as faces do poliedro. Com isso, podemos seguir para a discussao sobre as 8
geometrias de Thurston ().
Proposicio Qualquer espaco homogéneo (M,g) tridimensional, simplesmente conexo que
admite quociente compacto é equivalente a um dos modelos homogéneos (M ,&) que admite um
grupo de isometrias G, tal que

«M=R’eG= ISO(3) = R* x SO(3), i.e., o produto cartesiano do grupo de translagdes
em R? pelo grupo de matrizes ortogonais especiais 3 x 3;
M=5%eG=5S0(4);
« M=H?3e G=PSL(2,C) = SL(2,C) /Zy;
« M=5§*xReG=S50(3)xR;
« M=H?>xReG=PSL(2,R) xR;

e~

M = SL(2,R) e G = produto das translacdes por PSL(2,R);



22

o M =nil, ie., 0 grupo de Lie tridimensional composto por matrizes de Heisenberg 3 X
3.Veja () dado que seu grupo de isometrias nao € simples o suficiente para que seja descrito
aqui;

e M =sol,ie., um grupo de Lie que pode ser representado por R sob uma determinada

operacdo de multiplicacdo. Similarmente ao caso anterior, veja ().

Figura 2 — As 8 geometrias de Thuston.

Fonte: Gabriel Kahn. An Illustrated Introduction To The Ricci Flow (2022). Disponivel em:
https://arxiv.org/pdf/2201.04923. Acesso em: 16 jan. 2026

As geometrias de Thurston podem ser divididas em 3 classes. As geometrias isotro-
picas R3 S3 ¢ H3 , as geometrias produto S* x R e H? x R, e as geometrias grupo de Lie nil, sol

e SL(2,R). Por motivagdes cosmoldgicas, que discutiremos mais adiante, iremos detalhar mais

0s espacos isotropicos a seguir.

3.3 Espacos de Curvatura Constante

Uma importante caracteristica das trés primeiras geometrias citadas anteriormente,
¢ o fato de admitirem curvatura (seccional) constante e apresentarem uma certa equivaléncia
com um principio fisico que serd abordado no préximo capitulo. Nesta sec¢do, falaremos
sobre a relacdo entre isotropia, homogeneidade e curvatura dos espacos cldssicos citados acima.
Comecaremos, entdo, com algumas defini¢des dadas em ().

Definicao Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional. A variedade € dita isotrépica
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se para qualquer p € M, a curvatura seccional K(p, o) ndo depende de o C T,M, em que © ¢é
um subespaco bidimensional.

Definicao Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional. A variedade é dita homogénea
se para quaisquer p,q € M, exista uma isometria de M que leva p em ¢, ou seja, que exista uma

aplicagdo ¢ : M — M; em que @(p) = g e para quaisquer u,v € T,M, temos

gp(u7 V) = g(p(p) (d(PpI/t, d(ppV)

Teorema (Schur) Seja M uma variedade Riemanniana conexa e isotrépica, entdo M tem curvatura
seccional constante.

Demonstracao: Defina um tensor R'de ordem 4 por
R(W,Z,X,Y)=(W,X){Z,Y)—(Z,X)(W,Y)

Se K(p,0) = K ndo depende de o, entdo R = KR'. Portanto, para todo U € E(M), VyR = UKR'.

Usando a segunda identidade de Bianchi:
VR(W,Z,X,Y,U)+VR(W,Z,Y,U,X)+VR(W,Z,U,X,Y) =0
obteremos, para X,Y,Z, W, U € E(M)

UK((W,X)(Z,Y) = (Z,X)(W,Y))
FXK((W,YWZ,U) —(Z,Y)(W,U))

FYK((W,UNZ,X) — (Z,U){(W,X)) =0

Fixe p € M. Como n > 3, é possivel, fixado X em p, escolher Y e Z em p tais que (X,Y) =

(Y,Z) =0,(Z,Z) = 1. FagaU = Z em p. A relagdo acima fornece, para todo W
(XK)Y — (YK)X,W)=0

Como X e Y sdo linearmente independentes de p, concluimos que XK = 0 para todo X € T,M.
Logo, K = constante. []
Teorema Seja M" uma variedade Riemanniana completa e de curvatura seccional constante K.
Entao, o recobrimento universal M de M , com a métrica do recobrimento, é isométrico a:

e H' se K= —1;

e R" se K =0;

e S seK=1
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Demonstracio: M ¢ um variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa de curvatura
seccional constante K. Consideremos em primeiro lugar os dois primeiros casos e indiquemos

tanto R" quanto H" por A. Fixemos pontos p € A, p € M e uma isometria linear
i TM — T:M

Consideremos a aplicacdo
f=expzoi oexpl;1 A M

Como A e M sdo completas com curvaturas seccionais ndo positivas, f estd bem definida. Pelo
Teorema de Cartan, f € uma isometria local. Pelo Teorema de Hadamard, exp, e exp; sao
difeomorfismos, logo f é um difeomorfismo, o que prova os primeiros casos do teorema.

Para o dltimo caso, fixemos novamente pontos p € §", p € M e uma isometria linear
., n N
l: TpS — TﬁM
Seja g € §" o ponto antipoda de p e definamos
. -1, i
f=expzoioexp, :8"—{q} M

Pelo teorema de Cartan, f é uma isometria local. Escolhamos agora um ponto p’ € S"; p’ # p,

p' # q. Fagamos p' = f(p'), i’ = df, e definamos
' =expyol oexp;,1 S"—{g} =M

onde ¢’ é o ponto antipoda de p'.

Observe que S" — ({qg}U{q'}) =W é conexo, p' e W, e
=0 =1 ) dfy =i =df,
Segue-se que f = f’ em W. Por conseguinte, podemos definir uma aplicacdo g : S* — M por

f(r),se reS"—{q}

g(r)=
fi(r) ,;se res"—{q'}

Como g € um isometria, ¢ também um dideomorfismo local. Pela compacidade de $”, g € um
aplicacdo de recobrimento, e como M € simplesmente conexa, g € um difeomorfismo. Logo g é
um isometria. []

Proposicao Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional constante
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K(1,0,—1). Entdo M é isométrica a A7I/F, onde M é §" (se K = 1), R" (se K = 0) ou H" (se
K =—1),emque I' ¢ um subgrupo do grupo das isometrias de M que opera de modo propriamente
descontinuo em M, e a métrica de M /T é a induzida pelo recobrimento 7 : M—M /T.
Demonstracido: Considere o recobrimento universal p : M—M , € tome em M a métrica
do recobrimento, isto €, a métrica tal que p seja uma isometria local. Seja I' o grupo das
transformacdes de recobrimento de p. Entdo I" € um subgrupo do grupo de isometrias de M
e opera de maneira propriamente descontinua em M. Logo, € possivel introduzir em M /T a
métrica Riemanniana induzida por @ : M — M /T". Como o recobrimento p é regular, temos
que se X,y € M, entdo p(X) = p(3) se, e s6 se, [¥ = I'y 0 que ocorre se, e s6 se, 7(X) = ().
As classe de equivaléncia dadas por p e T em M sdo as mesmas, 0 que induz uma bijecdo
E:M— M /Ttal que T =& o p. Como 7 p sdo isometrias locais, também o é, e, sendo uma
bijecdo, € uma isometria de M sobre M /. O

A proposi¢cdao acima reduz o problema de achar todas as formas espaciais ao problema de
determinar todos os sugrupos que operam de modo propriamente descontinuo do grupo das

isometrias de cada um dos modelos simplesmente conexos ($",R", H").

3.4 Modelos de formas espaciais
3.4.1 Formas espaciais Euclideanas

Seu grupo de isometrias é G = ISO(3) = R3 x SO(3) e os geradores do possivel
grupo de holonomias I" incluem a identidade, as translacdes, reflexdes e movimentos helicoidais.
Esses grupos geram 18 formas distintas localmente Euclideanas, em que 8 sdo abertas (ndo
compactas) e 10 s@o fechadas (compactas).

Entre os modelos abertos, quando I" ndo inclui reflexdes, as formas espaciais R3 /T s@o orienta-
veis. Desse modo, temos que
o I se reduz 2 identidade, i.e., M> = R3;
« T"¢é gerado por um movimento helicoidal por um angulo 6, i.e., M> é o produto topolégico
do cilindro por R;
« T é gerado por duas translagdes independentes, i.e., M> é o produto do forus por R;
* I'inclui a translacdo e um movimento helicoidal por um angulo 7 ao longo de uma direcio
ortogonal a translagdo.

Quando I' inclui reflexdes, as formas espaciais R3 /T ndo sdo orientdveis, entdo ndo sdo de
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interesse para a cosmologia.
Entre os modelos fechados, 6 deles sdo orientdveis. O poliedro fundamental, nesse caso, pode
ser um paralelepipedo e as identificagdes das faces sdo dadas por:
» E - faces opostas por translacdes;
» E, - faces opostas, um par sendo rotacionado por um angulo 7;
* E; - faces opostas, um par sedo rotacionado por um angulo 7 /2;
» E4 - faces opostas, todos os trés pares sendo rotacionados por um angulo 7.
Podemos, também, tomar o poliedro fundamental como sendo o interior de um prisma hexagonal:
* Es - faces opostas, com a face de cima sendo rotacionada por um angulo 277/3 em relagdo
a face debaixo;
* Eg - faces opostas, com a face de cima sendo rotacionada um angulo 7/3 em relagio a

face debaixo.

Figura 3 — Os 6 espacos orientados, fechados e localmente Euclideanos.

ABCD'
DccD
BCC'B'
C'D'AB'
DccD
BCC'B'
BCDA
DccD
BCC'B'

E1) ABCD

ABBA'

ADD'A’

; E2) ABCD

A ' D ABBA'
; ADD'A’
L= ¢ E3)ABCD
ABBA'
ADD'A’

C'D'AB'
D'A'AD
cDDc

E4) ABCD
ABBA
BCCB'

SRR NNy

E5) ABCDEF .. CDEFAB
: : AAFF <« GCCDD

A - i\D EEDD <« AABB

AT E6) ABCDEF ..  B'CDEFA

- . AAFF — CC'D'D

A b o EEDD <= AABB

Fonte: = Rechicze-Rey e Luminet. Cosmic Topology (2003). Disponivel em:
https://arxiv.org/abs/gr-qc/9605010. Acesso em: 16 jan. 2026

O restante das formas ndo sdo orientaveis, e portanto, nao sao de interesse para a cosmologia.
3.4.2 Formas espaciais esféricas

Nesse caso, o grupo de isometrias é G = SO(4) e seu grupo de holonomias pode ser

dado por:
* grupo ciclico de ordem p, Z,(p > 2) (pode ser visto como sendo gerado por rotagdes de

um angulo 27t/ p em torno de um eixo de R3);



27

* grupo diedro de ordem 2m, D,, (m > 2) (pode ser vista como sendo gerado por rotagdes
no plano por um angulo de 27t /m e um giro em torno da linha através da origem);
* grupo poliedro (podem ser vistos como os grupos de simetria de poliedros regulares em

RY).

Figura 4 — Grupo diedro Ds. O pentdgono J;...Js é invariante por rotagdes de dngulo 27/5 em
torno da linha L.

J3 Jyq

Fonte: = Rechieze-Rey e Luminet. Cosmic Topology (2003). Disponivel em:
https://arxiv.org/abs/gr-qc/9605010. Acesso em: 16 jan. 2026

Figura 5 — Grupos poliedro. Esquerda: Grupo tetraedro. Centro: Grupo octaedro. Direita: Grupo

Fonte: = Rechi¢ze-Rey e Luminet. Cosmic Topology (2003). Disponivel em:
https://arxiv.org/abs/gr-qc/9605010. Acesso em: 16 jan. 2026

Exemplo O espago projetivo RP? = §3 /7, é obtido ao se identificar pontos diametricamente
opostos.

Exemplo Os espacos L(p,q) = S°/7Z p $30 chamados de espaco lens. O espago lens mais simples
é dado por S3/Z3, que divide S*> em 6 células fundamentais.

Exemplo O espaco diedro mais simples é dado por §° /D3, que divide a 3-esfera em 12 triedros.
Exemplo O espaco dodecaedro de Poincaré é um exemplo de $3/I. O poliedro fundamental
¢ um dodecaedro regular cujas faces sdo pentagonos. O espaco compacto é obtido através da
identificagdo de faces opostas apds uma rotagio de 7 /5 na dire¢do horéria em torno do eixo

ortogonal a face.
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3.4.3 Formas espaciais hiperbolicas

Seu grupo de isometrias é G = PSL(2,C), porém diferentemente das formas espa-
ciais Euclidenas e esféricas, a classificacdo de variedades hiperbdlicas estd imcompleta. No
entanto, alguns exemplos de modelos compactos podem ser dados.

Exemplo O espaco de Seifert-Weber admite um dodecaedro como poliedro fundamental cujas
pentagonais sdo coladas opostamente ap6s torcer 37/5.
Figura 6 — O espaco esférico de Poincaré e o espaco hiperbdlico fechado de Seifert-Weber sao

obtidos ao se identificar faces opostas de um dodecaedro regular apds rotagcoes de
m/5 e 3m/5, respectivamente.

Fonte: = Rechicze-Rey e Luminet. Cosmic Topology (2003). Disponivel em:
https://arxiv.org/abs/gr-qc/9605010. Acesso em: 16 jan. 2026

Exemplo O espaco de Lobell admite como PF um poliedro de 14 faces, em que 2 sdo hexdgonos

regulares e 12 sdo pentagonos regulares.

Figura 7 — O poliedro fundamental da topologia de Lobell € feito de 8 14-edros colados juntos.
Todos os angulos na figura sio retos em H>.

/‘-_
Fonte: = Rechieze-Rey e Luminet. Cosmic Topology (2003). Disponivel em:
https://arxiv.org/abs/gr-qc/9605010. Acesso em: 16 jan. 2026

Exemplo Os espagos Best admitem icosaedros regulares como poliedro fundamental.

Exemplo O espaco Weeks é um poliedro com 26 vértices e 18 faces, entre as quais 12 sdo penté-
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Figura 8 — O espaco hiperbdlico fechado de Best. As identificacdes par-a-par sio ADI <
BGC,ICA <+ ABC,EFL <> DIK,DEL <> KLD,GFB <+ HIK ,FGJ <+ GJH,ABE <
LIF,FEB <> CGH,AED <> KIH,JKL <+ CHI (onde a ordem das vértice nas faces é
mantida na identificacdo).

Fonte:  Rechi¢ze-Rey e Luminet. Cosmic Topology (2003). Disponivel em:
https://arxiv.org/abs/gr-qc/9605010. Acesso em: 16 jan. 2026

gonos e 6 sdo tetragons. Uma de suas caracteristicas € a de ser a menor variedade hiperbdlica

compacta conhecida.

Figura 9 — O espaco hiperbdlico fechado de Weeks. A identificacdo par-a-par das fa-
ces é&: ABTCD <> HLDAO,SEFBA <> FMPJE,RHIJE <+ IKQLH,FMXTB <«
UKZVN,WNUYC < IJPZK,CYQLD < MXWNV,CTXW < HOGR,KQYU +
ERGS,MPZV <+ ASGO.

Fonte:  Rechieze-Rey e Luminet. Cosmic Topology (2003). Disponivel em:
https://arxiv.org/abs/gr-qc/9605010. Acesso em: 16 jan. 2026
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4 MODELOS COSMOLOGICOS

Neste capitulo, discutiremos, primeiramente, as estruturas geométricas e topoldgicas
dos modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. Apresentaremos, também, contradi-
¢Oes observacionais na suposta isotropia do Universo. Apds isso, excluiremos as hipéteses

responsaveis por esses modelos, e consideraremos casos mais gerais.

4.1 Modelos de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker

Seja (R x M?,g) uma variedade de Lorentz, entio o funcional de Einstein-Hilbert

nesta variedade ¢ dado por:

C3
S:_mnc/Rd“

em que di = /—detg d*x é a forma de volume e R = trRic € a curvatura escalar com Ric;; =

a,rg i 8]~F§l +1I" f jF’l’;l — F:.’;ll“fn j sendo a expressdo para a curvatura de Ricci. Logo, pelo principio
de Hamilton, S = 0 nos da
) 1
RlCij — ERg,'j =0

conhecidas como as equagdes de campo de Einstein no vacuo. Porém, quando introduzimos um
termo de intera¢do com a matéria, a agdo S € decomposta como a soma de dois termos Sg + S,

em que S, € o termo gravitacional dado por

3
Y 4

- R/~
S 167rG/ detg d'x

e S, € o termo de matéria dado por

1 if 4
Sm:_ﬁ/E]FJ \/—detgd X

em que Fj; € o tensor eletromagnético. Desse modo, o principio de Hamilton nos dé

) 1 8nG
RlCl'j — ERg,'j = C_4

T;j

em que 7T;; € o tensor de energia-momento e a expressio € chamada de equagdes de campo de
Einstein (ECE). Para mais detalhes, veja (). Ao escrevermos as ECE fazemos escolha de um
sistema de coordenadas local (x',...,x*) e, consequentemente, de uma base {%} no espaco

tangente da variedade, de tal modo que podemos reescrevé-las como

w2 D) g (2 2\ 86, 0 2
1€ oxi’ dxJ 2 g axi’oxi ) 4 oxi’ dxJ
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Percebe-se, assim, que as ECE s6 dizem respeito a geometria local, ndo fazendo restri¢des a
sua topologia. No entanto, entre os modelos, os mais estudados na literatura sdo aqueles com o
espaco simplesmente conexo. Entre tais modelos, o de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)), uma solucao das equacdes de Einstein que
assume o principio cosmoldgico, ou seja, que presume a homogeneidade e isotropia da seccao
espacial de R x M3, é o que mais corrobora com a radiac¢io césmica de fundo (Cosmic Microwave
Background Radiation/Cosmic Microwave Background (CMB)). E importante ressaltar que
homogeneidade e isotropia tem diferentes interpretacdes em fisica e geometria. No primeiro
caso, o principio cosmoldgico € a no¢ao de que a distribui¢do espacial de matéria no universo €
uniforme quando vista de uma escala suficientemente grande. Assumiremos, no entanto, que
existe uma certa equivaléncia entre as definicdes dadas no capitulo anterior e as no¢des discutidas
nesse. Neste caso, para o espaco-tempo (R x M?,g) e uma variedade Riemanniana (M>, k), a

expressao para a métrica € dada por
g =cdr@dt — R*h
em que

h=dy@dx+f*(x)es

tal que R(¢) é um fator césmico de escala e g = d@ ® dO +sin’> 0d¢ ® d¢ é a métrica da
2-esfera. Conforme discutido no capitulo anterior, como o espago de recobrimento universal é

dado por um dos espagos de curvatura constante, a fungdo f()) é dada por

sinhy ,K =—1
f) = x,K=0
sinhy ,K=1
No contexto de cosmologia, também é comum fazermos a seguinte substituicdo r = f( ), de tal

forma que

dy = dr ,K=0

Assim, a métrica & assume a forma

B drXdr

h= — 2
1—Kr?

+rgge
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Portanto, a sec¢@o espacial de uma variedade de Lorentz regida pelo modelo FLRW admite uma
geometria homogénea e isotrépica, e € modelada por uma geometria simplesmente conexa e de

curvatura constante.
4.1.1 Radiacdao Cosmica de Fundo

Outra importante andlise a ser feita estd relacionada a suposta isotropia do CMB.
A radiagdo césmica de fundo (Cosmic Microwave Background/CMB), responsdvel por nos
dar as informag¢des mais antigas do universo primitivo, admite certos niveis de anisotropia na

temperatura, o que causa problemas com os modelos de FLRW.

Figura 10 — Observagdes das anisotropias do CMB pela Agéncia Espacial Europeia (European
Space Agency/ESA) e pela missdo Planck revelam flutuacdes na temperatura. Essas
variacdes correspondem a regides de diferentes densidades que servem como estru-
turas bdsica das restantes, como galdxias e estrelas.

i ——

Fonte: Utku Ercetin. Computing CMB Anisotrorpiesrin Compact Hyperbolic Universes (2024).
Disponivel em: https://fse.studenttheses.ub.rug.nl/34499/1/bMATH2024UtkuE.pdf. Acesso em
16 jan. 2026.

Um universo multi-conexo consiste de pontos que podem ser ligados por mais de
uma geodésica. Logo, um importante efeito observdvel de tal universo é que a luz viajard ao
longo do dominio fundamental mais de uma vez se seu tamanho for menor que o CMB. Para
um universo pequeno o suficiente, deveriamos poder ver multiplas imagens do mesmo objeto
cosmico em diferentes regides. Esse ¢ um método direto para se procurar por evidéncias de

uma topologia nao-trivial. O CMB nos permite, entdo, analisar a natureza das perturbacdes da
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temperatura como forma de assinatura topoldgica.
Dada a simetria apresentada, a tempertura pode ser expressa como uma func¢ao na esfera e as
flutuacdes como uma expansao de harmonicos esféricos dada pela expressao

6T

= (0,0) =Y.} am¥in(6,9) ~ 107
[ m

em que os aj, sdo coeficientes multipolo e Y}, sdo harmonicos esféricos. Podemos, entao,

expressar os coeficientes como

= [15(0,0)° a0
A parte / = 1 representa os dipolos devido ao movimento do sistema solar com respeito a tltima
superficie de espalhamento intercalado com o verdadeiro dipolo cosmolégico que surgem das
perturbagdes de larga escala. Dado que ndo € posivel separar os dois dipolos, a andlise do CMB
¢ dada a partir de [ = 2. Os coeficientes multipolo representam um desvio da temperatura média.
Devido a natureza isotropica do CMB, observamos apenas dependéncia em [, que corresponde

ao tamanho angular do modo, e ndo em m, que representa a orientacao. Logo, obtemos

1

C=——
TR

<a7malm>

onde C; contém toda a informacao estatistica sobre 0 CMB. Para mais detalhes, veja (). Uma

outra caracteristica desse modelo € a predi¢dao de que se

8 H\?
”GP—3<—)-+A>0

C2 C

entdo a curvatura da secgdo espacial € positiva, e portanto, a variedade é compacta. Esse é um

resultado de closure das cosmologias FLRW, que serd discutido adiante.

4.2 Topologia de modelos cosmolégicos gerais

Como mencionado anteriormente, as hipoteses de homogeneidade e isotropia sdao
bem motivadas ao se considerar largas escalas. No entanto, dado que essas nogdes, e as de
curvatura e conexidade, sao interdependentes, € de nosso interesse estudar modelos que nao
fazem essas exigéncias. Um dos panoramas tedricos responsaveis por isso € o universo de
Bianchi.

Os métodos utilizados para estudar a propriedade de closure sao baseados em um resultado

classico da geometria diferencial, conhecido como teorema de Bonnet-Myers. O teorema dita
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que uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci limitada inferiormente por
uma constante positiva, deve ter um didmetro finito. No contexto de modelos cosmolégicos, a
férmula de Ehlers e Ellis implica que uma vers@o generalizada do tensor de Ricci, referida como
curvatura de Ricci Bakry-Emery, estd acoplada a matéria.

Combinando as medidas de polarizacao, e a temperatura de Planck com os dados de lensing,
temos que se nosso universo admite o modelo de FLRW, entdo o critério de closure € satisfeito
com um nivel de confianga de 85%.

Dado que a andlise dos dados hipotetiza uma cosmologia FLRW de fundo, é possivel que a
porcentagem obtida tenha dependéncia nessa andlise. Porém, mesmo que o limite inferior da
curvatura de Ricci Bakry-Emery da sec¢io espacial ndo seja positiva (i.e., entdo o universo é
possivelmente fechado, porém a densidade de energia ndo € suficiente para forcar o universo
ser fechado), é razodvel assumir que € quase positivo, o que sugere uma aplicagdo de outro
resultado da geometria diferencial, chamado de teorema de quase-splitting, uma modificacdo
do teorema de splitting. O ultimo afirma que na presenca de uma geodésica, uma variedade
completa com curvatura de Ricci negativa splits off um fator Euclideano, tanto geometricamente
quanto topologicamente. A modificacdo feita no teorema de quase-splitting € obtida ao se
considerar que a curvatura de Ricci é quase ndo-negativa, e apesar de os resultados serem mais
fracos, existem fortes restri¢des topoldgicas quando aplicadas a variedades compactas. Como
mencionado acima, no contexto de cosmologia, a curvatura de Ricci € substituida pela curvatura
de Ricci Bakry-Emery, o que faz com que o teorema de quase-splitting seja extendido 2 expressio
envolvendo o termo de Bakry-Emery. Dessa forma, se a sec¢io espacial for de fato compacta, a
topologia é, portanto, restringida, i.e., o grupo fundamental deve ser quase-abeliano.

Ao considerarmos a geometrizagao de Thurston juntamente com o teorema de quase-splitting,
obtemos uma lista das possiveis topologias da secc¢ao espacial do universo. A variedade pode
admitir como espaco de recobrimento S> ou 73, ou ser coberta por S' x S?. No tltimo caso,
a seccao pode ser ST x 82 ou S1xS2, ou S! x RP?, ou RP3#RP3, porém ndo sdo modelos
condizentes com 0 modelo de FLRW por ndo admitirem curvatura constante. Os dois primeiros
casos, por outro lado, sdo quocientes da esfera e do torus, e sdo possiveis nos atuais modelos
cosmoldgicos. Os quocientes da esfera sao divididos em 5 classes relacionadas aos sélidos
platdnicos. Os quocientes do torus sdo divididos em 10 tipos, 6 orientdveis e 4 ndo orientdveis, e
sdo conhecidos como variedades de Bieberbach. O objetivo desta sec¢do € reduzir o problema

da topologia de modelos cosmoldgicos, que assumem alguma simetria, 8 mesma questao de
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modelos FLRW com curvatura positiva e nula. Isso eliminaria o caso de curvatura negativa
com todas as suas topologias, assim como a possibilidade de somas conexas, exceto por uma.
Uma soma conexa € um forma de se construir novas variedades a partir de outras da mesma
dimensdo. De um ponto de vista cosmolégico, um Universo que € uma soma conexa ndo-trivial
pode ser interpretado como tendo um ou mais buracos de minhoca entre regides que admitem
topologia de uma variedade prima. Dessa forma, mesmo sem assumirmos homogeneidade
e isotropia, a presenga de buracos de minhoca é fortemente desfavoravel. Enquanto essas
conclusdes se aplicam a universos fechados que talvez ndo atinjam closure density, elas se
aplicam a observacdes em escalas maiores que uma determinada quantidade definida pelo quanto
closure density excede a atual densidade de massa-energia.

Investigacdes feitas usando o método "circulos no céu"observam que vérias das variedades de
Bieberbach sdo candidatas improvaveis para a topologia do Universo, e diversas restri¢des sobre
possiveis topologias esféricas que podem ser detectadas foram colocadas. Outra ferramenta
muito utilizada ara investigar a topologia do cosmos € o chamado método das "imagens". Usando
modelos de Bianchi e ACDM, a missao Planck () ndo encontrou evidéncias de uma topologia
nio-trivial. Porém, as topologias cobertas por S! x §? ndo foram consideradas nessa andlise,
dado que elas ndo surgem a partir desses modelos. Dados de () descartam a maior parte das
variedades modeladas por S, exceto pela prépria 3-esfera, e por outros dois quocientes dela.
Portanto, se o Universo for de fato fechado, como sugerido em () , excluindo as topologias anel,
as evidéncias apontam para variedades modeladas pela 3-esfera como topologia cGsmica mais

provavel.
4.2.1 Critério de closure

Seja (M*,g) o espaco-tempo satisfazendo as ECE. Assuma que existe um campo
vetorial unitdrio suave do tipo tempo U que representa o campo velocidade do fluxo médio de
matéria do Universo. Observe que a derivada covariante pode ser decomposta ortogonalmente

em partes irreduziveis tal que
, 1
Vl'Uj = —U,'Uj-f— 56h,~,~+6,-,~+a),-j

onde U' = VyU, e hjj = gij+ U;U; é a proje¢do no complemento ortogonal de U. Além disso,
se i, j representam direcdes perpendiculares 2 U, entdo 6 = V;U' é o escalar de expansio

volumétrica ou H = 6/3 ¢é o escalar de Hubble, 0;; = V(;U;) ¢ o tensor shear, e w;; = V[;U;] é 0
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tensor vorticidade com o;;U = U J = 0. Neste caso, () representa um simetrizagao trace-free,
e [ | representa anti-simetrizagdo. Também assumimos que o fluxo médio de matéria € irrotacional,
ou seja, @ = 0. Dessa forma, U € uma hipersuperficie ortogonal tal que ao longo de qualquer
ponto do espago-tempo existe uma subvariedade M> maximal conexa cujos espacos tangente sio
ortogonais a U, e que tem uma métrica induzida positiva definida 4. Podemos interpretar M>
como uma seccao espacial, ou um instante de tempo. Podemos, também, introduzir coordenadas

locais (¢,x') em uma vizinhanga de um ponto qualquer de M?, tal que métrica é expressa por

g = —@>dt @dt + h;j(t,x)dx'dx’

-10

onde U = ¢~ 5 et =0 corresponde a M3, e x' correspondem as coordenadas locais na sec¢io

temporal. E possivel mostrar que definindo um campo vetorial X como
X =VyU = Vlog @ = h"/d;log 99,

em que X é tangente a M>. Apesar de X estar definido globalmente, pode nio ser o gradiente de
uma func¢do, dado que a expressao mostrada € local. Procuramos, agora, entender as propriedades
da curvatura de Ricci da seccao M 3. Para isso, usamos as ECE, juntamente com as relacoes de

Gauss e Codazzi, para obter a seguinte expressao
. 1 2
Ric;j = V<in> —}—X<in> + g (2“ — 592 + |G‘2 —I—ZA) h,‘j — G</ij) — QGij +1I1;;

onde 6’ = Vyo. As quantidades restantes da expressido acima que ndo foram definidas sdo
obtidas a partir da decomposicao do tensor energia-momento em relagdo ao fluxo de matéria:

3nG
—a T;j = uUU;+qiU;+q;U; + ph;j +11;;

onde ¢;U' = 0, IT;;U/ = 0 e I;;;y = I1;;. Aqui, u é a densidade de energia, tal que quando
expressa em unidades fisicas é dada por 87Gp /c?. Similarmente, g representa a densidade de
momento, p representa a pressdo isotropica e I1 representa a pressdo anisotropica trace-free,
todos multiplicados por 87G/c*. Se ¢; = 0 e II; ;= 0, entdo a matéria € um fluido perfeito.

Tirando o traco da expressao para a curvatura de Ricci, obtemos
20 2

Apesar de o resultado de closure das cosmologias de FLRW implicar que R > 0, nesse contexto
isso ndo é suficiente para afirmarmos que M> é compacta, dado que nio admite necessariamente
uma curvatura constante. No entanto, a positividade da curvatura de Ricci Bakry-Emery é

suficiente para concluirmos essa propriedade de closure.
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4.2.2 Condicio de Bakry-Emery

Considere uma variedade Riemanniana (M", g) e seja m > 0. Relembremos que o

tensor de Ricci Bakry-Emry generalizado é dado por
. m ) 1 1
Ricy}(g) = Ric(g) + Eng — ZV QV

em que Ly denota a derivada de Lie. O tensor de Ricci Bakry-Emery aparece em diversos
contextos como a estrutura de produto warped da compactificacdo de Kaluza-Klein, e na férmula
de Ehlers-Ellis. Um versao do teorema de Bonnet-Myers constata que se a variedade é completa

€
Ricy (g) = (n+m—1)Ag

para alguma constante A > 0, ento a variedade tem didmetro limitado dado por

diam(M") < .

VA

Como a variedade é completa e tem didmetro finito, concluimos que € compacta e possui
grupo fundamental |7 (M")| < . Além disso, quando n = 3 a eliptizacdo de variedades
tridimensionais implica que M> é uma variedade esférica e, portanto, é dada pelo quociente
de S3 por um subgrupo de isometrias que age de modo propriamente descontinuo I'. Para que
adequemos esses resultados ao contexto de modelos cosmolégicos, fazemos V = —-Xem =1,

de tal modo que

2 1 1 1 1

Além disso, definimos o escalar de Hubble H, a densidade de matéria total €, e a densidade de

energia escura 25 como

1 . u . A
H:§8, Qo:me33ﬁ, QA:me3ﬁ

Os termos remanescentes sao negligencidveis, entdo definimos a seguinte quantidade

. inf , o> divX +|X|? o' 3o N I (0.)
=in min - — 4| (ww
M rMBwi=1 | \ 6H2 612 )¢ 2m2 2H " 2mZ |\

Segue-se que

Ricl y(g) >2(Qo+Qp — 14 €)Hg
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Aplicando o teorema de Bonnet-Myers generalizado, obtemos o resultado de closure e um limite
para o didmetro do universo. A constante de Hubble serd definida como Hy = inf;,sH

Teorema Considere um espaco-tempo satisfazendo as ECE, e assuma que existe um campo
vetorial unitdrio suave do tipo tempo que representa o campo velocidade do fluxo médio de
matéria do Universo. Seja M3 uma sec¢io espacial completa ortogonal ao fluxo médio de matéria
com constante de Hubble Hy > 0. Se a soma das densidades da matéria e da energia escura for

grande o suficiente tal que
Q=0Qp+Q\>1—¢

entdo as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

O Universo é fechado, i.e., M> é compacto;

* A seccio espacial M> é uma variedade modelada pela 3-esfera, i.e., é dada pelo quociente

de S por um subgrupo de isometrias que age de modo propriamente descontinuo;
* O didmetro do Universo satisfaz
. /4 3
diam(M?) < m\ 2@=17e)

De acordo com (), se assumirmos que o Universo € dado por um modelo de FLRW, entdao dados

da temperatura do CMB e da polarizacdo das anisotropias nos fornecem
Q =1.0106 = 0.0065

com 68% de confianca, implicando em um limite superior para o didmetro
diam < 1.2 x 10® m

com 85% de confianca. Esse valor é maior do que algumas estimativas obtidas usando modelos
tradicionais, porém depende de suposicdes como: os dados analisados da missao Planck que
assumem o modelo FLRW nao nos fornecem diferencas considerdveis caso o Universo nao
seja FLRW, e a estimativa para 2 se aplica para o Universo inteiro, € ndo apenas para a regiao
observdvel.

E importante ressaltar que o problema de determinar se closure density é alcan¢ada, permanece
em aberto, e como indicado pelo teorema, as possiveis topologias, nesse caso, sdo bastante
restritas mesmo desconsiderando o principio cosmolégico. Por outro lado, caso closure density
ndo seja alcancado, entdo o teorema de quase-splitting se aplica e obtemos vinculos topolégicos

que serem discutidos a seguir.
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4.2.3 Topologia de um Universo fechado

Vimos anteriormente que a curvatura de Ricci Bakry—Emery pode ser usada para
obter um resultado de closure e um limite para o didmetro, o que nos levou a uma lista de
possiveis topologias modeladas por formas espaciais esféricas. No entanto, é possivel que
esse limite inferior seja levemente negativo. Nesse caso, o teorema de quase-splitting nos da
condi¢des sob as quais a variedade quase splits-off um fator Euclideano. Nesta seccdo, estaremos
interessados nas conclusdes topoldgicas que seguem desse resultado, sob a suposicdo de que o
Universo € espacialmente fechado.

Teorema Considere um espaco-tempo satisfazendo as ECE, e assuma que existe um campo
vetorial unitdrio suave do tipo tempo que representa o campo velocidade do fluxo médio de
matéria do Universo. Seja M> compacta e ortogonal ao fluxo médio de matéria com constante de
Hubble Hy. Existe 6 > 0 pequeno o suficiente dependente no didmetro, volume e tamanho de

M3, tal que se
(Q—1+¢€)H; > -6

entiio o grupo fundamental 7; (M?>) é quase-abeliano. Em particular, a sec¢io espacial admite
uma cobertura finita cujo grupo fundamental é abeliano.

As restricdes impostas por esse teorema, juntamente com as consequéncias do teorema de
geometrizacdo para variedades tridimensionais, proveem uma lista de topologias que serdao
detalhadas abaixo. E importante notar que uma curvatura negativa relativamente baixa, que nio é
inconsistente com as possibilidades, ndo permite que a sec¢do espacial tenha a topologia de uma
variedade hiperbolica. Em contraste, no modelo padrao da cosmologia, qualquer quantidade de

curvatura negativa implica que a seccao espacial tenha a topologia de uma variedade hiperbdlica.

A ordem de grandeza a que § precisa satisfazer no teorema anterior para que as
conclusdes sejam vélidas depende do didmetro e do volume de M>. No entanto, podemos
obter uma estimativa do limite inferior de 0 garantindo a aplicabilidade ao Universo observavel.
Assumindo Hy > 5 x 102" m~!, o espectro CMB-Planck, juntamente com dados de Baryon

Acoustic Oscillations (BAO) ()(), implicam que para um Universo FLRW
(Q—14+¢&)HF>—-1.25 x 107 m 2

com 95% de confianca, o que sugere uma possivel aplicabilidade do teorema ao Universo fisico.

Embora néo haja uma férmula para a dependéncia de 4 no didmetro, uma possivel conjectura é



40

dada quado limitamos superiormente a quantidade & - diam? por uma constante universal para

que as conclusdes do teorema sejam validas.
4.2.4 Consequéncias da geometrizacdo

Discutiremos, agora, as consequéncias de se assumir as conclusdes do ultimo te-
orema, em que M?> tem grupo fundamental quase-abeliano, e derivar as possiveis topologias
advindas da classificacdo. Considerando (), M> nio pode ser expressa cOmo uma soma conexa
M #M,, onde M e M, sdo variedades compactas com grupos fundamentais ndo-triviais, exceto
pelo caso em que 7 (M) = 7 (M) = Z. Desse modo, ou M? é primo, ou M> = RP3#RP3.
Seja N° uma cobertura finita de M> com grupo fundamental abeliano. Como M?> é compacto, N°
também é. Além disso, assumindo que N> é orientdvel, a geometrizagio pode ser usada para
prover uma lista de possiveis grupos fundamentais abelianos associados a variedades compactas
orientdveis. Como exemplo, temos que 7 (N?) pode ser um dos seguintes grupos: Z,Z> e Lp.
Variedades obtidas a partir desses grupos sdo: S' x §2, T3 e L(p,q), respectivamente. Observe-
mos que de acordo com (), como o grupo fundamental de N> deve ser primo, se N; e N, sio
variedades tridimensionais, primas, orientdveis e fechadas, com grupos fundamentais isomorfos
(que ndo sdo espacos lens), entdo eles devem ser homeomorfos. Segue-se que se 71 (N?) = Z,
entdo N° é homeomorfo a S! x §2, enquanto se 7 (N3) =73, entdo N> é homeomorfo a T3, e
finalmente, se 7, (N*) = Z,, entdo N> é homeomorfo a L(p, q).

A discussdo mostrada acima argumenta que se o dltimo teorema proposto for valido, entio M>

deve ser coberta por S3, S! x S? ou T3.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

E imprescindivel, portanto, explicitarmos no s6 as estruturas geométricas e topologi-
cas por tras da discussdo sobre modelos cosmoldgicos, mas também a divergéncia trazida quando
se abandona determinadas suposi¢des. No modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker,
fazemos uso do teorema de Schur para restringir a curvatura da variedade M>, e do teorema de
Killing-Hopf para estabelecer uma isometria entre a variedade M> e seu espaco de recobrimento
universal M°> sob a acdo de um subgrupo que age de modo propriamente descontinuo I'. Com
isso, concluimos que o modelo de FLRW admite uma geometria modelada por um espaco
homogéneo, isotropico, conexo por caminhos (uma condi¢ao mais fraca que simples-conexidade)
e de curvatura constante. No entanto, apesar do relativo sucesso do modelo, anisotropias na
temperatura mostram contradi¢cdes nas cosmologias FLRW.

Seguindo o trabalho de Galloway, Khuri e Woolgar, analisamos a topologia e outros
aspectos de modelos cosmoldgicos gerais que abdicam completamente das tipicas suposi¢oes de
homogeneidade e isotropia. Condicdes que garantem um Universo fechado foram dadas junta-
mente com um limite para seu didmetro, usando uma modifica¢dao do teorema de Bonnet-Myers.
Outra andlise da topologia sob hipdteses mais fracas envolvendo curvatura e didmetro, derivada
do teorema de quase-splitting combinada com o teorema de geometrizacdo de 3-variedades, nos
provém com uma lista de possiveis topologia de um Universo fechado. Especificamente, as
secgdes espaciais permitidas, devem ser cobertas por > ou 73, ou sdo dadas por S' x §2, §xS?,
S x RP? ou RP*#RP3. Em particular, isso elimina o restante das somas conexas (exceto por
uma), assim como diversas topologias hiperbdlicas.

Finalmente, consideramos a estimativa para . O teorema de quase-splitting dita que
o valor critico de 0 é uma funcio de pardmetros como o didmetro do Universo. No entanto, o
teorema ndo constroi essa funcao, nem nos dd uma forma direta de analisar suas propriedades.
Porém, como esse valor é ndo-nulo, temos que mesmo com curvatura de Ricci negativa da sec¢ao
espacial, fortes restricdes topoldgicas sdo impostas dependendo do valor de 8, o que contradiz o
modelo padrdo da cosmologia, onde apenas valores ndo-negativos da curvatura escalar induzem

rigidez topoldgica.
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