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RESUMO

Baseado no trabalho de (Carneiro; Svaiter, 2013), mostraremos nesta dissertacdo que os
operadores de uma subclasse M dos Operadores Maximais do tipo Convolucdo (OMC), para a
qual pertencem o Operador Maximal de Gauss e o Operador Maximal de Poisson, s3o limitados

nos espacos de Sobolev W'” (R?) e tém variacdo L limitada valendo:

”VMtpf”Lp(Rd) < ”Vf”LP(Rd)

para M, € MM quando p > 1 ed = 1, ou paraquando p =2 ou p = oo e d > 1. Apresentaremos
ainda resultados similares quando f for uma fun¢do discreta e quando for uma fun¢do de variagdo

pontual limitada.

Palavras-chave: operador maximal do tipo convolucao; variagao limitada; nicleo de Gauss;

nudcleo de Poisson; analise harmoOnica discreta.



ABSTRACT

Based on the work of (Carneiro; Svaiter, 2013), we will show in this dissertation that operators
from a subclass 9 of Maximal Operator of Convolution Type, to which belong the Gauss
Maximal Operator and the Poisson Maximal Operator, are bounded on the Sobolev spaces

WP (R?) and have bounded L” variation holding:

IVMe fll Lo may < IV FllLr ey

for M, € M whenp > 1andd =1 orwhenp =2o0rp =coandd > 1. We will also show
similar results for when f is a discrete function and when it is a bounded pointwise variation

function.

Keywords: maximal operator of the convolution type; bounded variation; Gauss kernel; Poisson

kernel; discrete harmonic analysis.
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LISTA DE SIMBOLOS

Espaco Euclidiano de dimensao d.

Espaco Discreto de dimensdo d, mais especificamente, o subconjunto de R¢

onde os pontos possuem apenas coordenadas inteiras.

Denota um subconjunto aberto de R¢.

Denota o cilindro hiperbdlico definido por Q7 := Q x (0,7T], onde T > 0.
Denota a fronteira hiperbdlica definida por d,Qr := Q_T\QT.

Bola aberta em R? de centro xq e raio r, isto &, B, (xg) := {x € R? : |x—xg| <
r}.

Sendo x = (x1,...,%X,),y = (¥1,...,Vn) € R4, representa o produto interno
de x por y, ou seja, (X, y) =x1 - Y1+ -+ Xy V.

Funcgio caracteristica do conjunto A, ou seja, y4(x) = 1sex € Ae0, caso
contrdrio.

Volume do conjunto A ¢ R? com respeito 2 medida de Lebesgue u, ou seja,
|Al = Jpa xa(x)du.

Representa o espago de Lebesgue correspondente ao conjunto das fun¢des
cuja p-ésima poténcia é Lebesgue integravel.

Espaco das fung¢des cujas superficies de nivel tem volume controlado por
uma poténcia negativa do nivel, mais especificamente, se existe A > 0 tal

que [{x e Q: f(x) >a}|<A-aP.

Representa o espaco de Sobolev correspondente ao conjunto das fun¢des que
possuem derivadas fracas até ordem k, sendo todas com p-€ésima poténcia

Lebesgue integravel.
A variacao pontual de uma funcdo f com respeito a uma particao P dada.

O supremo de Var( f, P) tomado sobre todas as particdes P possiveis de um

determinado dominio.
Sendo ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € Z%, V(n) :={n + e;}1<i<a.
Unido de V() para todo j € J c Z¢.

Representa a o-dlgebra de Borel do conjunto Q.



Mg f

Mpf

Operador Maximal de Hardy-Littlewood.

Operador Maximal de Gauss com respeito a fungao f.
Operador Maximal de Poisson com respeito a fun¢do f.
Uma subclasse dos OMC com certas propriedades chaves.

Representa convergéncia monotona crescente, ou seja, dizemos que x, ” x,

se a sequéncia {x,} € crescente e converge para x.
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1 INTRODUCAO

Sabemos que o Operador Maximal de Hardy-Littlewood, aqui denotado por My,
desempenha um papel fundamental na demonstracdo do cldssico Teorema da Diferenciacao de
Lebesgue. Além disso, desde sua criacdo, esse operador tem despertado o interesse de diversos
matematicos, e nas ultimas décadas tem havido um esfor¢o significativo para compreender
a regularidade e os efeitos desse operador e de suas variantes nos mais diversos espagos
de funcdes. Como exemplo, podemos citar o Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener, que
estabelece a limitagdo do operador My : LP(R?) — LP(R?) nos espagos de Lebesgue L? (RY).
Posteriormente, (Kinnunen, 1997) demonstrou que My: W'?(R?) — W!P(RY) também é
limitado nos espacos de Sobolev W!-7(R¢) para p > 1. Em (Luiro, 2006) é estabelecida ainda
a continuidade de My também para p > 1. Para p = 1 o cendrio torna-se mais complexo, e
muitos problemas permanecem em aberto. No entanto, resultados como o de (Tanaka, 2002)
mostram que se f € W1 (R) entdo o Operador Maximal de Hardy-Littlewood a direita, M, (ou

0 a esquerda, M) possui derivada fraca satisfazendo a desigualdade

I ) Ny < 1wy

Outros avancos incluem estudos sobre variagdao pontual, como em (Aldaz; Léazaro,
2007) onde se demonstra que, se f € de variacao pontual limitada em R, serd também o Operador

Maximal de Hardy-Littlewood nao-centrado ]\7;1, com a estimativa
Var(Mpy f) < Var(f).

Neste trabalho, apresentaremos uma classe especial de operadores, os OMC, e
investigaremos propriedades de regularidade e variagdo para alguns deles. Avangaremos na
direcdo de resultados andlogos aos obtidos por (Kinnunen, 1997) para My porém com maior
generalidade, uma vez que My € um caso particular de OMC. Apds estabelecer as propriedades
de regularidade, focaremos em dois operadores especificos: o Operador Maximal de Gauss e
0 Operador Maximal de Poisson, os quais possuem estreita relacdo com equacdes diferenciais
parciais cléssicas.

Com as ferramentas desenvolvidas, estaremos aptos a demonstrar uma propriedade
robusta para uma subclasse 9t dos OMC: além de possuirem variacdo limitada em L7, tais

operadores ndo ampliam a variacao, ou seja,

”VM(,Of”LP(Rd) < ”Vf“Lp(Rd)- (1.1)



13

Contudo, essa desigualdade nao vale em geral. De fato, obteremos resultados positivos para
p > 1 em dimensdo 1, enquanto em dimensdes superiores teremos resultados para p = 2 e
p = oo. Adicionalmente, a semelhanca do resultado de (Aldaz; Lazaro, 2007) para o operador
ndo-centrado, provaremos que os operadores M, € M quando aplicados a fungdes de variagdo

limitada, preservam essa propriedade, valendo

VRar(wa) < VRar(f).

Por fim, estenderemos esses resultados para operadores atuando em fungdes de
dominio discreto. Apresentaremos dois exemplos baseados em solugdes discretizadas das
equacdes de Gauss e Poisson, demonstrando que uma subclasse desses operadores também

satisfaz uma versao discreta da Desigualdade 1.1.



14
2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, enunciaremos os resultados fundamentais que serao utilizados ao
longo do texto. Como esses teoremas ndo sao o foco principal desta dissertacao, omitiremos

algumas demonstragdes, remetendo o leitor as referéncias pertinentes para consulta.

2.1 Analise Real

Doravante, exceto quando dito em contrério, todas as integrais envolvidas sdo integrais
de Lebesgue e Q é um subconjunto aberto de R¢. Assim, podemos definir os conjuntos L” ()

paral < p < oo como
LP(Q) = {f: Q — R mensuravel : / | f(x)|Pdx < oo}
Q

e para p = oo,

L®(Q) := {f: Q — R mensuravel : esssup | f] < 00} .
Q

A norma deste espago serd entao

1

(/ If(X)I”dx); (1< p <o)
I fllzr (@) = Q

eSSQSlefI . (p = o).

Por comodidade, quando Q = R? usaremos a notagio L ao invés de L? (R%) e || f| p

no lugar de || [ 1»(ra)-

Teorema 2.1.1 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q) e g € LP (Q), onde 11—7 + [% = 1.
Entdo, f-g€ L'(Q) e

If - g||Ll(Q) < ||f||Lp(Q) ) ||g||Lp’(g)- (2.1)

Demonstragdo. Veja (Folland, 1999, p. 182). O

Teorema 2.1.2 (Desigualdade de Minkowski). Sejam f, g funcées em LP (Q), entdo f+g € LP (Q)

e

Nf+8llr < e + IgllLr () (2.2)

Demonstragdo. Veja (Folland, 1999, p. 183). O
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Teorema 2.1.3 (Desigualdade de Jensen). Sejam A c R com |A| =1, f: A — R integravel a

Lebesgue e «: R — R convexa. Entdo,

oz(/A f(x)dx) S/Aa(f(x))dx. (2.3)

Demonstracdo. Sendo a convexa et € R fixo, existe constante ¢, tal que
a(y) = a(t)+c,-(y—1t),Yy eR.
Tomando assim, # = [, f(x)dx na equagdo acima obtemos:

/ a(f(0))dx > / (a(t) + ¢, (f(x) - 1))dx
A A

:a(t)/Adx+ct-Af(x)dx—ct-tAdx

= a(t)

~o( [ reom).

Corolario 2.1.4. Sejam f,g: RY — R integrdveis a Lebesgue, com fRd g=lea:R—->R

O

convexa. Entao,

a ( /R fe) dx) < /R () d. 2.4)

Demonstragcdo. Assim como no teorema anterior, tome ¢ = fRd fg(x)dx de modo a obter:
[ answdr= [ @0 +a- (700w
= a(t)/ g(x)dx +c; - / fe(x)dx —c; - t/ g(x)dx
Rd R RY

= a(t)

=« (/Rd fg(x)dx).

Definiciio 2.1.5. Dadas funcées f,g € L', a convolucdo de f com g é o operador definido e

O

denotado por:

(£ = [ =gy,

Teorema 2.1.6 (Teorema de Young). Se f € L' e g € L?, entdo f + g € LP e vale a estimativa

1f gl < AN - llgl - (2.5)
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Demonstracdo. Veja (Brezis, 2011, p. 104). O

Teorema 2.1.7 (Lema de Fatou). Seja {f,}.>1 uma sequéncia de funcoes mensurdveis nao-

negativas convergindo pontualmente para f. Entdo,

f <liminf | f,.
Rd n—oo Rd

Demonstracdo. Veja (Stein, 2005, p. 61). O

Teorema 2.1.8 (Teorema da convergéncia monétona). Seja { f, }n>1 uma sequéncia crescente de

fungbes mensurdveis ndo-negativas convergindo pontualmente para f. Entdo,

lim / fo= f-

n—oo R4 R4
Demonstragdo. Veja (Stein, 2005, p. 62). O
Proposicio 2.1.9 (Lema de Riemann-Lebesgue). Se f € L' (R9) e

F(t) = / £ (x)e 2R g
R4

Entdo, F(t) — 0 quando |t| — oo.
Demonstragdo. Veja (Wheeden; Zygmund, 2015, p. 372). O

Proposiciio 2.1.10. Seja f € CO(R) e convexano intervalo (a, b), entdo paratodo [c,d]  (a, b),

f é Lipschitz em [c,d].

Demonstracdo. Uma defini¢ao equivalente para f ser convexa € valer paracada A < x < B:

fO) = f(A) _ F(B) = F(A) _ [(B) = f(x).

x—A - B-A - B—x (2.6)
Entdo,dados A <c—e<c<x<y<d<d+e < Bvale:
f©) = fle—8) _ f0)=f() _ fld+e) - f(d)
£ - y—-x 7 £ '
Tomando
C o {‘f(c) ~f(c-2) ,'f(d+8) - f(d)’}
e e
teremos |f(x) — f(y)| < Clx — y|. O

Proposicao 2.1.11 (Caracterizacao das fungdes continuas e convexas). Seja f: R — R uma

fungdo continua e convexa. Entdo, f assume uma das seguintes formas:
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(i) f éndo-crescente,
(ii) f é ndo-decrescente,
(iii) Existe xo € R, ponto de minimo global, tal que f é ndo-crescente em (—o0, xg] e ndo-

decrescente em [x(, ).

Demonstragdo. Suponha que f ndo satisfaz (1), entdo existem a,b € R com a < b tais que

f(a) < f(b).

Afirmamos que f ¢ estritamente crescente em [b, 00). De fato, pela convexidade de f e (2.6)
temos para todoy > x > b,

FO) = fx) >f(x)—f(b) >f(b)—f(a) 50
y-x x-b — b-a '

Suponha ainda que f ndo satisfaz (ii), entao existem pontos ¢, d € R tais que ¢ < d
e f(c) > f(d). Note que pelo que ja foi provado, podemos supor sem perda de generalidade
que d < b. Entdo, de maneira andloga ao que ja provamos, podemos ver que f € estritamente
decrescente em (—oo, c].

Por fim, como f € continua, existe xo € [c, b] ponto de minimo e sendo f convexa,
tal ponto de minimo € também global. Por fim, mostraremos que f € ndo-decrescente em [xo, b],
0 caso [c, xg| é andlogo. Novamente pela convexidade de f, para todos xo < x < y < b, temos
pelo fato que xp € ponto de minimo.

SO = @) SO = f0)

xX=Y Yy —=Xo0

De onde segue que f(x) < f(y). |

Também nao € dificil notar que a proposicdo anterior permanece vdlida se f estiver

definida apenas em intervalos da forma (a, b), (=0, a) ou (b, o).

Proposicao 2.1.12. Seja f € LP uniformemente continua. Entdo, para cada € > 0 existe uma
bola B, onde:

(i) fRd\B,. f(x)dx < e.
(ii) |f(x)| <&, Vx € R)\B,

Demonstracdo. A demonstracdo de (i) pode ser consultada em (Stein, 2005, p. 65). Para (ii),
suponha que ndo exista lim,|, | f(x)[, entdo, para algum & > 0 existe uma sequéncia {x, },>1

com |x,| — oo e |f(x,)| > &. Passando, se necessario a uma subsequéncia, podemos assumir
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que |xp41] > |x,| + 1 € pela continuidade uniforme de f existe um ¢ € (0, 1) tal que | f(x)| > 5

para todo x € Bs(x,). Assim,

> 2 &P
Luwra= 3 [ e Y Sied =

n=1

Mas isso contradiz o fato de f € LP”. O

Definicfio 2.1.13. Uma funcdo mensurdvel f: E — R é dita estar em L”  (E), 1 < p < oo,

weak

quando existe constante A > 0 tal que:
{x: f(x) > a}| < Aa”?, Ya > 0.
Proposicao 2.1.14. Se f € Livmk(R) é continua, convexa e f > 0 entdo

lim f(x)=0.

[x]—00

Demonstracdo. Provaremos apenas o caso x — oo, o outro € andlogo. Pela Proposi¢do 2.1.11,

existe

lim f(x) = L,

onde L € [0, c0]. Supondo L # 0, existem constantes 0 < L' < Le A > O tal que f(x) > L’

1
weak

para todo x > A. Assim por f € L (R) existe ¢ > 0 tal que:
0= (A, )| < |x: f(x) > L'| < %

Contradicao. O

Definicao 2.1.15. Dados um intervalo I C R e uma fungdo f: I — R, a variacdo pontual de f

em I é o valor dado por:

Var(f) := sup Var(f, P),
I P

onde o supremo acima é tomado sobre todas as particoes P = {xg,x1,...,x,} de Il e
n
Var(f, P) := Y |f(xi) = f(xin)l.
i=1

Diremos assim, que f tem variacdo pontual limitada em I quando Var;(f) < oo.
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Teorema 2.1.16. Seja Q C R um aberto. Se f: Q — R é integravel e de variacdo pontual

limitada, entdo existe uma medida de Radon finita e com sinal, 1: B(Q) — R tal que:

/ftp'dx:—/god/l,
Q Q

Vo € Cé (Q). Além disso, teremos

IDFI) < Var().
Demonstragdo. Veja demonstragdo e mais detalhes sobre medidas de Radon em (Leoni, 2009, p.

216). |

2.2 Espacos de Sobolev

Dadasu € C'(Q) e ¢ € Cy’ (L), pela formula de integragdo por partes sabemos que:

/Qu(x)gaxi(x)dx = —/quigo(x)dx, (i=1,...,n).

Podemos generalizar este resultado. Tomando k inteiro e @ = (ay, . . ., @,) um multi-indice de

ordem |a| = a; + - - - + @, = k, teremos:

/u(x)D“(,o(x)dx:(—1)|“|/D“u(x)go(x)dx.
Q Q

Motivados por este fato, definimos o conceito de derivada fraca como segue:

1
loc

Definicao 2.2.1. Sejam u,v € L; (Q) e @ um multi-indice. Dizemos que v é a a-ésima derivada

fraca de u, escrevendo D“u = v, quando

/ u(x)D%p(x)dx = (=1)ll / D%u(x)p(x)dx
Q Q
para toda fungdo ¢ € C;°(€2).

Lema 2.2.2. Seu € LIIOC(Q) possui a-ésima derivada fraca, tal derivada é uinica a menos de um

conjunto de medida nula.
Demonstracdo. Veja (Evans, 2010, p. 257). O

Pelo Lema anterior, segue naturalmente que se u possui derivada no sentido cldssico,
existird derivada fraca e essa serd igual a derivada cldssica. Portanto, de agora em diante quando

dissermos que uma fungdo u possui derivada, serd sempre no sentido fraco.
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Definicdo 2.2.3. O espaco de Sobolev WP (Q) consiste de todas as fungées f: Q — R que
satisfazem:
(i) f € Loo(Q) N LP(Q);
(ii) existe D® f para todo a multi-indice com |a| < k e
(iii) {Df},, € L7 ().
Além disso, a norma deste espaco serd

>, [ 10esiras (1< p <o,

la|<k

||f||W’<,p(Q) =

esssup |[DYf|, (p = o).

lol<k €

Assim como foi feito nos espagos L, quando Q = R? escreveremos || f]|, p @0 invés

de [| fllwk.pray. Usaremos também a notagdo D, f = g—)é eDf =(Df,Dyrf,...,Dyf).

Proposicio 2.2.4 (Propriedades de funcdes em W' (Q)).
(i) Se f,g € WhP(Q) N L¥(Q), entdo fg € WP (Q) NL®(Q) e parai =1,2,...d, vale

Di(f-g)=Dif -g+f-Dig q.t.p.

(ii) Se f € WP (Q) e g € C'(R), g’ € L°(R), g(0) =0, entdo g o f € W'P(Q) e para
i=1,2,...d, vale
Di(go f)=g'(f)-Dif, q.t.p.

(iii) Se f € WhP(Q), entdo [+, f~,|f| € WHP(Q) e

Df gq.t.p.em{f > 0},

0 g.t.p.em{f <0}.

Dft =

0 q.t.p.em {f >0},
Df =

—-Df gq.t.p.em{f <0}.

Df q.t.p.em{f > 0},
D|f| =40 g.t.p.em{f =0},

-Df gq.t.p.em{f <0}.

(iv) Df =0 q.t.p.em {f =0}.
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(v) Seja {fk}z=1 e WhP(Q). Entdo maxi{fi} € WI’P(Q) e
b (lrgl?;(n{fk}) = lrgl?gn{ka}

(vi) Se f € L'(RY) eg € W' (RY) com 1 < p < oo, Entédo f+g € WP (RY) eparal <i < d,
vale

Di(f*g)=(f=Dig)q.t.p.

Demonstragdo. Veja (Evans; Gariepy, 2015, p. 153) e (Brezis, 2011, p. 266). O

Teorema 2.2.5 (Rademacher). Seja f uma funcao localmente Lipschitz em Q. Entdo f é

diferenciavel q.t.p.
Demonstragdo. Veja (Evans, 2010, p. 296). O

Teorema 2.2.6 (Mayer-Serrin). Seja Q um aberto limitado com 0Q € C' e f € WEP(Q) para

1 < p < co. Entdo, existe uma sequéncia de fungées, { fin}ms1 C C*(Q) tal que

I fm = Fllwkr @) — 0.
Demonstragdo. Veja (Evans, 2010, p. 266). O

Teorema 2.2.7. Seja Q aberto e limitado com 0Q € C'. A menos de um conjunto de medida

nula, a fungdo f: Q — R é Lipschitz continua se, e somente se, f € WH(Q).
Demonstragdo. Veja (Evans, 2010, p. 294). O

Teorema 2.2.8. Se f € WL°(RY), entdo, a menos de redefeni-la em um conjunto de medida

nula, f é limitada e Lipschitz continua.

Demonstragdo. Fixados x,y € R?, seja B uma bola aberta tal que x, y € B. Sendo 7, o standard

mollifier, dado por:

1
Celx-1 se x| < 1; 1
2). 2.7)

n(x) = e 1e=—0
£
0 se x| > 1

&
onde C é tomado para que ||n||; = 1.
J4 sabemos que como B ¢ aberto limitado com dB de classe C', pelo teorema anterior

a fungdo F := fj, é Lipschitz continua e F;(z) — F(z) = f(z), quando &€ — 0, para todo z € B
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de modo uniforme. Além disso, F, € C*(B.). Segue que:

'd
F.0) - R0 =| [ he (- op

<
0

—th(tx+(1 —t)y)|dt
1
:/0 [ (VFe(tx + (1 =1)y),y — x) |dt

1
< /O IV Eull o )y — xldt

= ||VF£||L°°(B)|y — x|
< [|VE|| g gyllmell gy ly — x|

< |IVF|l poayly — x|
Finalmente, tomando o limite £ — 0, obtemos a estimativa desejada:
lf () = fODI=1F(x) = F(Y)| < |IVF[pomayly — x].
O

Definicao 2.2.9. Uma funcdo f: [a,b] — R é dita ser absolutamente continua se, para cada

e > 0 existe 6 > 0 tal que

N N
Do 1f(be) = flax)| <& sempreque > (b —ax) <6,
k=1 k=1
onde os intervalos (ay, by) C [a, b] sdo dois a dois disjuntos.

Proposicao 2.2.10. Se f: [a, b] — R é absolutamente continua, entdo f’(x) existe para quase

todo x € |a, b], é integravel e vale:

X
0 -s@=[ o @<x<b).
Demonstracdo. Veja (Stein, 2005, p. 130). O

Proposicio 2.2.11. Se a derivada fraca de uma funcdo f € W ([a, b)) é nula, entdo f é

constante em quase todo pOl/Ll'O.
Demonstragdo. Veja (Brezis, 2011, p. 204). O

Teorema 2.2.12. O conjunto W ([a, b]) consiste de todas as funcées absolutamente continuas

em [a, b].
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Demonstragdo. Se f € absolutamente continua em [a, b], serd integravel, diferencidvel em quase
todo ponto e sua derivada é integravel pela Proposicio 2.2.10. Deste modo, f € W'!([a, b]).

Reciprocamente, se f € W'!([a, b]) e f’ é sua derivada, defina F: [a, b] — R por:

Fx) = / £y,

Sendo F absolutamente continua em [a, b], pelo que ji foi provado F € W"!'([a,b]) e
consequentemente, sendo Wh![a, b] um espaco vetorial, F — f € W'![a,b] e para toda

¢ € Cya, b] vale:
b b b
/ (F(x) - F(0)¢ (x)dx = / F(0! (x)dx - / FOO)9 (x)dx

b b
—- [ rwedrs [ @
a a
Isso mostra que a derivada fraca de F' — f € nula, portanto, pela Proposicao 2.2.11, F - f = C
onde C ¢ constante. Concluimos entdo, que f = F — C ¢ absolutamente continua em [a, b]. O

Proposi¢io 2.2.13. Se f € W'I(R) entdo

lim f(x)=0.

|x|—00

Demonstracdo. Para cada x, s € R temos pelo fato de f ser absolutamente continua que

£ = ‘f(s)+ / F(0di] < 1f(s)] + / £ (0)dr.

Integrando ambos os lados da desigualdade no intervalo [x, x + 1] obtemos:

x+1
£ ()] = / F(0)lds

< | " o) lds + / " ( / ) If’(t)ldt) s
< | " o) lds + / - ( / - If’(t)ldt) s

x+1 x+1
- / F(s)lds + / £ (0)ldr
< / F(s)lds + / £l

Como f, " € L1(R) sabemos que

lim / F(s)lds + / £ (0)]di = 0,

E isso conclui a demonstragao. O
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2.3 Funcgoes harmonicas e caléricas
Definicao 2.3.1. Uma funcdo f € C*(Q) é dita harménica (respectivamente, subharménica /
superharmonica) quando Af = 0 (respectivamente, Af > 0/Af <0).

Proposiciio 2.3.2 (Férmula do Valor Médio). Seja u € C*(Q), Q aberto limitado. Entdo, Au > 0

em Q se, e somente se, para toda bola Bs(xg) CC Q vale:

u(xo) < 7£B @ (®),

Demonstragdo. Para 0 < r < dist{xg, 0Q}, defina

b(r) = ]ﬁBrw u(&)dor ().

Pelo teorema da mudanca de varidveis, temos também

o(r) = ][ u(xo+rw)do(w).
9By
Derivando em r e usando a primeira identidade de Green,

¢'(r) = (Vu(xg+rw),w)do(w)
0B,

B ]([93r(x0) <VM(Z)’ : _rx0> do(2)
]([9 a—u(z)da(z)

B, (X()) aV

= ;/a a—u(z)da(z)

n|Bl|r”_1 B, (x0) ov

r

=z n/ Au(x)dx
n|By|r" /g, (xy)

r Au(x)dx.

n|Br| JB, (xy)
Se tivermos u subarmonica, o integrando acima € ndo-negativo, portanto, ¢ ¢

nio-decrescente valendo:

u(xp) = liII(l) o(r) < ¢(06), Vo.

Reciprocamente, se tivéssemos por absurdo Au < 0, o valor do integrando acima

seria negativo e consequentemente, ¢ seria estritamente decrescente. Logo,

u(x0) = lim ¢(r) > $(5).

O que contradiz a hipétese inicial. O
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Definicao 2.3.3. Diremos que Q satisfaz a condigcdo da esfera exterior se, para todo x € 0Q,

existir uma bola B.(y) ¢ R\Q ral que B,(y) N Q = {x}.

Teorema 2.3.4 (Método de Perron). Seja € limitado satisfazendo a condigcdo da esfera exterior.

Entdo, para toda fungdo g € C°(0Q), o problema de Dirichlet

Au=0em Q,

u=gemaoQ,
possui tinica solugdo u € C*(Q) N CO(Q).
Demonstragdo. Veja (Han, 2011, p. 126). O

Proposicdo 2.3.5. Seja f € CO(R), f é subharménica no intervalo (a, b) se, e somente se, f é

convexa nesse intervalo.

Demonstragdo. Se f é convexa, dado x € (a,b) com [x —r,x +r] C (a, b), vale:

—-r Xx+r f+r)+flx-r)
2 ¥ 2 )S 2 _]i(x—r,xw)f(Z)dZ.

Reciprocamente, suponha f subharménicae x < y € (a, b), tome h € C>((x,y)) N

CO([x, y]) solugio de

fo=f(*

Ah=0 em (x,y),

h=f emad(x,y).

Como f € subharmdnica, teremos & > f em [x, y] e sendo & claramente convexa, teremos para

cadar € (0,1):

flax+ (1 =0y) < h(tx+ (1 =1)y) <th(x) + (1 =0)h(y) = 1f(x) + (1 - 1) f(y).
O

Definicdo 2.3.6. Uma funcdo u € C*(Q) é dita caldrica (respectivamente, subcaldrica /

supercalorica) quando Hu = 0 (respectivamente, Hu < 0/Hu > 0), onde
0
Hu(x, 1) = a—b;(x, 1) = Agu(x, 1).

Para o préoximo Teorema, dados € C R4 aberto e T > 0, iremos definir e denotar o

cilindro parabdlico Qr := Q x (0, T] e a fronteira parabélica 9,Qr := Q_T\QT.
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Teorema 2.3.7 (Principio do maximo). Seja Q limitado e u € C*>'(Qr) N C*(Qr) uma funcéo
subcalorica. Entdo,
max u = max u.
Qr 3,9Qr

Demonstragdo. Vamos supor inicialmente que Hu < 0 e que existe (xg,%)) € Qr tal que
u(xo, tp) = maxq, u.

Caso 1: Se 7o # T, a fungdo v, (x) = u(x, 1) assume maximo local em x = xq
assim, A,u(xo,t9) < 0 e u;(xo,19) = 0, 0 que gera um absurdo pois terifamos Hu > 0.

Caso 2: Se typ = T, novamente vy(x) assume maximo local em xg. Entéo,
Ayu(xo,t9) < 0e u;(xg,9) > 0. Isso gera outro absurdo pois terfamos Hu > 0.

Para o caso geral, Hu < 0 em Q. Defina u.(x,t) := u(x,t) — et. Note que
Hu, = Hu — £ < 0. Pelo que analisamos acima, vale

max u, = max .

Qr 8,Qr

Como u, converge uniformemente para u, basta tomar o limite ¢ — 0 acima. O
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3 OPERADORES MAXIMAIS DO TIPO CONVOLUCAO

Neste capitulo definiremos o que sdo os OMC e apresentaremos alguns resultados
sobre eles. Estes resultados nos permitirdao trabalhar adequadamente no desenvolver de todos
os demais capitulos desta dissertacdo, dispensando verificacdes técnicas recorrentes sobre os
operadores envolvidos. Por fim, provaremos que todo OMC transporta fun¢des do espago de

Sobolev W'” (R?) nele préprio e de forma limitada.

3.1 Operadores Maximais

Seja ¢: RY — R uma funcio integravel e ndo-negativa com ||¢||; = 1. Para cada

g > 0, a fungio ¢, : R? — R é definida por:

pe(x) = g—ldso (g) :

Um simples cdlculo mostra que ¢, ¢ uma aproximacao da identidade, ou seja, existe
um A universal satisfazendo:
@ lleslly =1
(i) |@e(x)| < Ae™? Ve > 0;
(iii) | (x)| < Aelx|7471, Ve > 0;
(iv) Fixador > 0,

lim [lpell 1 (rays,) = lim s |pe(x)|dx = 0.

Defini¢ao 3.1.1. Chamaremos de OMC, qualquer operador M, que tenha a forma:

Mo f (x) = sup(|f] * ;) (x),

>0

onde @, é gerada por uma funcdo ¢: R — R como foi visto acima.

Um exemplo de OMC ja bem conhecido e que desempenha papel fundamental na
demonstracdo do Teorema da Diferenciacao de Lebesgue, é o operador maximal de Hardy-
Littlewood, aqui denotado por My e dado por:

My f(x) == sup
t>0 |Blltd

/ )y = sup(f] * ) (x).
B (x) >0

onde y/(x) = 773, ().
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Mostraremos agora que algumas das propriedades do operador maximal de Hardy-
Littlewood podem ser resgatadas para OMC, desde que tais operadores tenham seu crescimento

devidamente controlado.

Teorema 3.1.2. Seja M, um OMC e suponha que exista & : R¢ — R radial, ndo crescente,

integravel e tal que ¢(x) < &(x) para quase todo x. Entdo,

Mo f(x) < |l€lly - Mu f(x).
Para provarmos este Teorema precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.1.3. Seja & R4 — R radial, ndo-crescente, ndo-negativa e mensuravel. Entdo, existe

uma sequéncia crescente {€* Yy de fungées simples e ndo negativas da forma

n

£(x) =) ai- xp, (x)

i=0

tal que ¥ (x) converge monotonicamente para &(x).
Demonstragdo. Paratodo k € N, defina a fungao
£(x) sex € By e &(x) <2k,

Fr(x) =428 sex e By e &(x) > 2K;

0 caso contrario.

Como a imagem de cada funcdo Fj é [0, 2¥], defina também para cada 0 < I < 2% os conjuntos
[ [+1
Ej = {x € By : Z_k < Fr(x) < 2_k} .

E as funcoes simples:

22k

) = 2 ()

=0

Note que Fj (x) converge para &(x) quando k tende ao infinito e 0 < Fy (x) —&F(x) <
Zik, logo, £¥ também converge pontualmente para &. Para provarmos que {£X(x)}r>1 é uma
sequéncia crescente, note que Fj.1(x) > Fi(x) e para x € Byt \Bor, £ 1(x) > 0 = £%(x). Se

X € By, existe [ tal que x € Ej; e assim,

l 21
Fia1(x) > Fr(x) > o T ok
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Isso implica que x € E| 41 para algum j > 2/ e portanto,

/ .
fk(x) = 2_k = 2k+1 < 2k+1 = §k+1(x)'

Por fim, como a fun¢do ¢ € radial ndo crescente, ndo € dificil notar que Fy € também
radial ndo crescente. Consequentemente os conjuntos E; ; sdo anéis da forma B¥ \Br, , onde Bfl

sao bolas de raio r; com r; > r;41. Podemos assim, reescrever & k como:

22k -1

! J
fk(x) = Z bl XBIr(l ()C), onde b[ = ? — Z 2_k
=0

J=0

O

Prova do Teorema 3.1.2. Como ¢(x) < &(x) para quase todo x, vale ¢;(x) < &(x) e conse-

quentemente,

(1@ = [ e=ledy < [ 1=y = (f1 )@, 6D

Suponha por um momento que £(x) seja uma fungdo simples expressa pela férmula

&(x) = Xizo @i - xB,,(x). Entdo,

1 v 1 +
f[(X) = l__d;ai ‘)(Bri(X/l') = t_d;ai 'XBzr[(x)

(f]* &) (x) = / FO)ai - x5, (x = y)dy

l ri d
Zal Um )dw i, oy O

=0

< D ailB|Muf (x)
i=0
= €1 M f (x).

Ainda que ndo tenhamos &é(x) = X7 a; - X, (x), pelo Lema 3.1.3, sabemos que
existe uma sequéncia crescente {£¥};>1 de fungdes simples expressas neste formato e que
convergem monotonicamente para & (x). Portanto, pelo Teorema da convergéncia mondétona e o

que acabamos de provar, vale:

(715600 = [ 10l =ndy = lim [ 17G)lek =)y < el - Maf (0. 3B2)
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Para finalizar, tomamos o supremo sobre # > 0 em (3.1) e (3.2) para obtermos:

M, f(x) = iuop(lfl * @) (x) < iuop(lfl * &) (x) < 1€y - Muf(x).
O

Corolario 3.1.4. Seja M, um OMC e suponha que ¢ seja majorada pela funcdo & radial, ndo-
crescente, ndo-negativa e integrdvel. Entdo, paral < p < e f € LP(R?), M,f eL? (RY) e

existe constante C,, dependente apenas de p, d tal que

1M £, < Cp - M€l - 11,

Demonstragdo. Segue diretamente do fato que M, f(x) < ||€][; - M f(x) e do Teorema de
Hardy-Littlewood-Wiener que garante para 1 < p < coe f € LP(RY) que |Mf]| » S Cpllfllp

cuja demonstracdo pode ser vista em (Stein, 1970, p. 5). O

No artigo (Kinnunen, 1997), podemos ver que o operador maximal de Hardy-
Littlewood transporta fungdes de W' para W» com 1 < p < co de forma limitada. Como
sua demonstragdo se baseia fortemente no Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener, poderiamos
assim nos perguntar se o mesmo ocorre para os OMC, uma vez que provamos um Teorema
correspondente para uma classe desses operadores. A resposta para essa pergunta encontra-se no

Teorema abaixo.

Teorema 3.1.5. Seja M, um OMC e suponha que ¢ seja continua q.t.p. e majorada pela fungdo
¢ radial, ndo-crescente, ndo-negativa e integravel. Entdo, paral < p < o e f € WHP(RY),

M,f € WP (R?) e existe constante C » dependente apenas de p, d tal que

Mo £y, < Cp - MIEllL - 11N,

Demonstragdo. Dado t > 0, tome sequéncia {¢;};>1 € Q" com t; — ¢. Sendo ¢ continua q.t.p.

vale ¢;,(x) — ¢;(x) para quase todo x. Note entdo, pelo Lema de Fatou que
(1f1* @) (x) < lijnl)glf(lfl * 1) (x) < sup(|f] * ) (x) < My f.
28
Tomando o supremo em ¢ na desigualdade acima obtemos:
sup(|f] * @r) (x) = My f.

r>0

reQ
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Ou seja, na defini¢do de M, f podemos nos restringir apenas aos ¢ > 0 racionais. Supondo que

{t;}j>1 seja uma enumeragdo dos racionais positivos, defina as fungdes:

fi) = max (1] ¢1,) ().
<j<k

Dividiremos agora a prova em dois casos:
Caso 1: Se 1 < p < oo, pela Proposicdo 2.2.4, como f € WIP(RY) e @1, € L'(RY),

teremos | f| = ¢, € WP (RY), Vi) e

Di(If1 *¢i,) = ¢, * Dilf], i=1,2,....d.

Consequentemente, f; € W7 (R9) para todo k e fi(x) / M, f(x). Segue dai que para todo
i={1,2,...,d},

IDifil < max |Di(|f] ¢ )| = max |Di|f|*@;| < My(Dilf]) = My(Dif).
1<j<k 1<j<k
Valendo assim, a seguinte desigualdade:
d d
IDfell, < D IDifell, < D IMe(Dif)]],
i=1 i=1

que junto ao Coroldrio anterior, implica em

d
1fillyp = 1fill, + > IDifill,
i=1

d
< IMufll + > (1M (D f)]
o Z‘ : r (3.3)

d
< Gll€ll, (llfllp + > IDifll,
i=1

= CpllEl LAl < o

Sendo { fi } k=1 uma sequéncia limitada no espago de Sobolev W'-? (R?) e convergindo
pontualmente para M, f, vale pela reflexividade dos espacos de Sobolev que M, f € whr(RY),
fi converge fracamente para M, f em L (R?) e D; fi converge fracamente para D;(M,f). Sendo

assim, como |D; fi| < M, (D; f) em quase todo ponto, pela convergéncia fraca obtemos:

[Di(My )] < liminf |Difi| < Mo(Dif), i=12.....d. (3.4)



32

Por fim, juntando (3.4) e o Coroldrio anterior,

d
IMofll,, = IMafll, + > DM A,
i=1

d
< IMpfll, + > IM(Dif)l,
i=1

< Cpllélll Al p-

Caso 2: Se p = oo, vejamos inicialmente que M,, satisfaz a seguinte propriedade:

My(f+g) <Myf+Myg.

De fato,
My(f +8)(x) =sup((f +8) * ¢r)(x)

t>0

=sup(f * @) (x) + (g * @) (x)

t>0

< sup(f * ¢r) (x) +sup(g * ;) (x)

t>0 t>0

= wf(x) + Mcpg(x)'

Consequentemente, |M,f — M,g| < My(f — g). Podemos ainda assumir que f € Lipschitz

continua com constante de Lipschitz C. Definindo entdo f;(x) = f(x — h) temos:

|(Myf)n(x) = My f(x)| = My (fi)(x) = My f(x)|
< My(fs - H)
= sup / (e = y) = £ = »len()dy
Rd

>0
< C|h|.
Portanto, M, f € também Lipschitz continua com constante C.
Sendo f,M,f Lipschitz, pelo Teorema de Rademacher, suas derivadas fracas
coincidem com as derivadas cldssicas q.t.p. e portanto D(M,f) € Lo(RY) pois vale

ID(Myf)ll, < C =D fll. Obtemos assim,

U1 @ < [ 1FG=3)lleldy < 1

Tomando o sup em #,x acima, obtemos |[Myf|l., < [flle- Isso mostra que

M,f € Who(RY) e,

IMpflly oo = IMpflloo + IDMyfll o, < M1 fllo + 11D fllco = Il F Il co-
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Definiciio 3.1.6. Sendo f: R? — R uma funcdo Lipschitz, defina

L) = sup =10
x,yeR? y|
X£y

Corolario 3.1.7. Se f: R¢ — R é limitada e Lipschitz continua, entdo M, f é limitada e Lipschitz

continua. Além disso, Lip(M, f) < Lip(f).

Demonstracdo. Segue diretamente da demonstragdo vista no Teorema 3.1.5. |
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4 VARIACAO EM DOMINIOS CONTINUOS

Agora que j4 estamos familiarizados com os OMC, apresentaremos dois destes
operadores que tém uma forte ligacdo com duas Equagdes Diferenciais Parciais (EDP) famosas,
a equacao do calor e a equacdo de Laplace. Ademais, iremos averiguar o comportamento da
variacdo destes operadores sob diferentes contextos.

Para obtermos os principais resultados, faremos uso do Lema de Zorn, o qual nos
oferecerd um “candidato” dentre o espaco de fun¢des no qual estivermos trabalhando, candidato
esse que terd todos as propriedades que desejamos. Para concluirmos que tal candidato € o
proprio operador maximal, faremos uso de diversos lemas e proposi¢oes que serdo abordados ja

nas primeiras secoes.

4.1 Operador Maximal de Gauss

Para cada t > 0, seja K; : R4 — R o kernel de Gauss definido como:

1 —1x2

K:(x) = W@ 4

Temos por fatos conhecidos que K; € C®°(RY), ||K;||; = 1 e dada f € LP(RY),
1 < p < o0, afuncio F: RY x (0, 0) — R dada por:

F(x,1) = (f *Ki)(x) 4.1)

é tal que F € C*(RY x (0, »)) e resolve a equacio do calor:
HF —AF =0 em RY x (0, o)
lim F(x,1) = f(x) qtp.xeR’
t—0*

Como o kernel de Gauss € também uma aproximacgao da identidade, podemos entao

definir o Operador Maximal de Gauss como segue:

Definicfio 4.1.1. Dada f € LP(RY), 1 < p < oo, 0 Operador Maximal de Gauss, My, aplicado

em f é definido e denotado por:

M f(x) := sup(|f] * K;) (x).

t>0
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Para facilitar a demonstracdo dos resultados a seguir, ao longo desta se¢do iremos

supor que f > 0, de modo que tenhamos

Mk f(x) = sup F(x,1),

>0
onde F' € a fun¢ao definida em (4.1).
Teorema 4.1.2. Se f € WLP(RY) para 1 < p < oo, entdo Mg f € WP (RY).

Demonstragdo. Se ¢: R? — R é dada por:

p(x)

Entdo, ¢ € radial, ndo-crescente, integrdvel, continua e satisfaz: K;(x) = ¢ ;(x), V(x,7) €

RY x (0, 00). Consequentemente,

Mk f(x) = Mgof(x)-
Para finalizar, basta usarmos o Teorema 3.1.5. O

Lema 4.1.3. Dados ty) > 0e 1 < p < oo, existe constante Cp, := C,(d, ty) > 0 tal que:

Devido a regularidade de K; para t > 0 e da norma p, veremos que provar este

K; )({|x|2\/t_0}Hp < Cp, Vt e (0, l()].

resultado equivale a mostrar a existéncia de limite em ¢ = 0, ou seja,

t—0

lim/ |K;(x)|Pdx < +0o0.
x[=Vio

E isso, € de certo modo uma generalizacdo do resultado ja conhecido para p = 1 em aproximagoes

da identidade.

Demonstragdo. Dividiremos a prova em casos.
Caso 1: Se p = 1, esse resultado acontece, uma vez que K; € aproximacdo da

identidade.

Caso 2: Se 1 < p < oo, sabendo que K; € C°°(Rd), Vt > 0, a funcdo ¢t +—

p
K- x (11> vic} ) sera continua em (0, 7] restando-nos apenas provar que

lim
t—0

p
K; X{|x|2\/t_()}Hp = O’



de modo que a continuidade em [0, 79] nos dard a limitagao.

e, . . 1
Fazendo a mudanca de varidveis z = ’5‘\/? e definindo r; = %, /07” obtemos:

d
p 1 2 r\2
. — —|z|°Hd | £
K iz, /H G E (p) @

d
__ t%(l—m/ ol gz
(p4r np)dl2 jelr,

d 0
zz—t%u—p)/ / o g ds
(p 4r ﬂp)d/Z Tt 0B

= —2dd Ll £2(1-p) ) 59715 ds.
(p4p mp)dl2 Tt

Essencialmente devemos provar que

2
@ sd=1e=5" s
llm —rt = O
t—0 t3(p-1)

b

d .
uma vez que (1,245% € constante. E de fato, por L’Hospital, vale:
2 2
C[Tst ey L[ dlems g
lim —/———— =lim —
t—0 ti(p—l) t—0 %ti(p_l)

. 4B 2V
= lim y FrT
=0 S(p - D

t0[7

( —(top)?? ) e i _

= lim
24d(p - 1)

t—0

dp
12
Caso 3: Se p = o,

-1
. . e 4
lim =lm——- =
t—0 ) t—0 (47‘[[’)d/2

Ko X{1x12vi)

Proposicio 4.1.4. Sejal < p < e f € CO(RY) N LP(RY), entdo Mg f € CO(RY).
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Demonstragdo. Vimos durante a demonstracdo do Teorema 3.1.5 que definindo fj,(x) = f(x—h),

vale:

(Mg f(x —h) = Mk f(x)| < Mk (fn — f)(x).

Portanto, € suficiente provarmos que para todo & > 0 existe § > 0 tal que para || < § vale:

(Ifn = fl « K)(x) < &, ¥Vt > 0.
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Pela desigualdade de Jensen, como | f;, — f|” € L1 (R?), K; € L1 (R?) com ||K;||, = 1

e z > —z!/7 é convexa vale:

- ( / i —f|P<x—z)Kt(z>dz)” <- / i = 1 — DKo (2)dz.
Rd Rd

Isso mostra que (|fi — f| * K)(x) < ((|fn = fIP * Kt)(x))l/p. Consequentemente, usando

também a Desigualdade de Young para convolucao,

1/p
(Ifi = 1K) () < ((fi = 17 K ()
1/
< (= r17 kil )™

< (Ilfn = F1I5 - 1K lleo) /7
W= £l _ 2151,

 (4rn)dl2e T (4mr)diz

4.2)

Dado tp > 0, como a fungdo f é continua, f, — f € L*(|z|] < /tp), de onde podemos usar a

Desigualdade de Holder para obter:

/| M= 716 = DKADE < = Tl ez WKl 124

(4.3)
S Wfn = Fllzs ez <yi)
E também por Holder:
[ U= £16= DK@z < i = Sl ey Vo (o)
|z1>+to
< fir= £l K X geiovm) s (44)
SC]?/Hfh_f”p’ VtE(O,t()],
onde C, € a constante encontrada no Lema anterior e p’ € o conjugado de p.
Concluimos assim que dado € > 0, por (4.2), para qualquer / existe fg tal que
2171,
(Ifn = fl=K)(x) < e <& Vi 1.
Por outro lado, para 0 < ¢ < tg, por (4.3) e (4.4), 36 > 0 tal que para |h| < ¢ vale:
(1fn = f1* K)(x) < Wfn = fll o (i) + 26 1fi = I, < &, VI < 10.
m]

Proposicio 4.1.5. Seja f € L*(R?) e Lipschitz, entdo My f € C°(R?).
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Demonstracdo. Segue como decorréncia do Corolério 3.1.7. O

Proposiciio 4.1.6. Se f € C°(R?) N LP(RY) para algum 1 < p < oo ou f é Lipschitz e limitada,

entdo Mg f é subharménica no conjunto aberto A = {x eRY: My f(x) > f(x)}

Demonstracdo. Em decorréncia das Proposi¢cdes 4.1.4 e 4.1.5, f e Mg f sdo continuas de modo
que A € de fato aberto. Para mostrarmos a subharmonicidade de Mg f em A nos apoiaremos no
método da comparacdo. Entdo, dado xg € A e r > 0 tal que B,(xg) C A, pelo Método de Perron,

tome i € C%(B,(xg)) N C°(B,(xo)) a tinica solugio do sistema

Ah =0, em B, (xp),
h = MKf, cm 6B,(x0).

Devemos provar que Mg f(x) < h(x) paratodo x € B,(xg), pois com isso teremos o
seguinte resultado:
Mcf o) < by = [ h@dz= [ Mes@
0By (xo) 9By (x0)

o qual diz que Mk f € subharmonica.

Para T > 0, defina Q7 := B, (xg) X (0,T) e a fungéo v: Qr — R dada por
F(x,t) —h(x), se0<t<T,
v(x,t) =

f(x)=h(x), set=0.

Note ainda que v € C2(Q7) N CY(Qr) e
ov(x,t) — Ayv(x,t) =0.

Pelo Principio do Méximo para a equacao do calor, o maximo de v € atingido
em um dos seguintes conjuntos: dB,(xg) X [0,T] ou B, (x) x {t = 0}, analisemos ento o
comportamento de v em cada um desses conjuntos.

Em 0B, (xo) X [0,T] vale h(x) = Mg f(x) e,

max  v(x,t) = max F(x,t) — Mgf(x) <0.
9B, (x0)x[0.T] 1) 9B, (x0)x[0.T] (1) kf(x)

Em B, (x¢) X {t = 0}, seja yg € B,(xp) valor maximo de v, ou seja,

max  v(x,t) = max v(x,0) = v(yg,0).
B, (x0)x{r=0} B, (xo)
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Suponha por um momento que v(yp,0) > 0. Entdo pelo que ja foi visto em

0B, (x0) X [0, T], deve valer, pelo principio do maximo,

F(yo,t) = h(yo) = v(y0,t) < v(y0,0) = f(y0) — h(y0), VO <t <T.

Ou seja, F(yo,1) < f(yo) paratodo t € [0,T], como T € arbitrario vale: Mg f(yvo) < f(yo).
Por outro lado temos também, f(yo) = lim,—o F(yo,t) < Mg f(yo). Temos assim f(yg) =
Mk f(yo), contradizendo o fato que yg € A.

Isso prova que v < 0 em Q7 para todo 7', consequentemente
F(x,t) < h(x), Vt.

Tomando o sup em ¢ acima, obtemos a desigualdade desejada. O

4.2 Operador Maximal de Poisson

Para cadat > 0, seja P;: R? — R, o kernel de Poisson definido como:

t
O + 2@z’

P,(x):=c

NG
onde ¢4 = ﬂ((dj) /)2 ¢ tomado de forma que ||P;||; = 1 para todo ¢.

Sabemos que P; € C*(R?) e para h € LP(RY), 1 < p < oo, a fungdo H: R? x
(0, 00) — R dada por:
H(x,1) = (h* P)(x)

é tal que H € C*(RY x (0, »)) e resolve a equacdo de Laplace:
AH =0 em R? x (0, co)
lim H(x,t) = h(x) qtp.x € R%
t—0

Sendo o kernel de Poisson uma aproximagao da identidade, definiremos o Operador

Maximal de Poisson como segue:

Definiciio 4.2.1. Dada h € LP(RY), 1 < p < oo, 0 Operador Maximal de Poisson, Mp, aplicado

em h é definido e denotado por:

Mph(x) := sup(|h| * P;)(x).

t>0
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Assim como vimos com o Operador maximal de Gauss, para facilitar a demonstragdo

dos resultados assumiremos nesta secao que 4 > 0, de modo que tenhamos

Mph(x) = sup H(x,t).

t>0

Teorema 4.2.2. Se h € WP (R?) para 1 < p < oo, entdo Mph € WP (RY).

Demonstragdo. Se ¢: RY — R é dada por:

1
d(|x|2 + 1)(d+1)/2‘

p(x)=c

Entdo, ¢ é radial, ndo-crescente, integravel, continua e satisfaz: P,(x) = ¢,(x). Consequente-

mente, pelo Teorema 3.1.5, Mph € whp (Rd). O

Lema 4.2.3. Dados ty) > 0e 1 < p < oo existe constante C,, := Cj,(d, t9) > 0 tal que:

Demonstragdo. Assim como foi visto para o Kernel de Gauss no Lema 4.1.3 € suficiente

< Cp, YVt €(0,10].

P, “X{Ix|=vio} ‘p

analisarmos:
) p
lim
t—0

P X vi}|
paral < p < oo.

Caso 1: Se p = 1, o resultado ocorre pelo fato de P; ser aproximacgado da identidade.

Caso 2: Se 1 < p < o0, note que:

oY A ——
= C . X
» |2 d (1x|2 + 12)(@Dp/2

1
< (c P tp —dx
(ca) /|x|z\/5 (]x|?)(@+Dp/2

1
=(ca)? - 17 / a,
=i x| (@FDP

Como (d + 1)p > d, a integral acima converge e portanto,

Pr X{ixi>vi)

lim

t—0t

p

Caso 3: Se p = oo,

t
=limcy =0
Lo 1—0 (\/52 +12)(d+1)/2

lim
t—0

Pr X {1y> v}



41

Proposicio 4.2.4. Sejam 1 < p < 00 e h € CO(RY) N LP(RY), entdo Mph € CO(RY).
Demonstragdo. Assim como vimos na demonstragdo para o Operador Maximal de Gauss, sendo
|Mph(x —¢) — Mph(x)| < Mp(hc — h)(x),
€ suficiente provar que para todo & > 0 existe § > 0 tal que para |c| < ¢ vale:

(Jhe = h| = Py)(x) < &, ¥Vt > 0.

Pela desigualdade de Jensen, como |A. — h|P € L1(R9), P, € L{(R?) com ||P,||; = 1

e z — —z/P é convexa vale:

—(/ |hc—h|P<x—z>P,(z>dz);s— / lhe = h|(x = 2)Py(2)dz,
R4 R4

de onde segue que (|he — k| * P;)(x) < ((Jhe — h|P * P;)(x))'/?. Consequentemente usando

também a Desigualdade de Young para convolucao,
1/p
(Ine = bl P < ((1he = hIP + Pr) ()

< (Itme - ne +pil,)

1 4.5)
< (lhe = Rllj - 1Plle)
1 1
_ca?|lhe = hll, y 2cq IR,
- d = d :
tp tr
Dado ty > 0, usando a Desigualdade de Holder,
lhe = hl(x = 2)P(2)dz < |lhe = hll o) “[Pell
/|z|s\/5 ‘ l e D G DI
< ”hc - h||Lw(|x_z|5\/;—(,)~
E também pela desigualdade de Holder vale:
/ |he = h|(x — 2)Pi(2)dz < ||he - h||Lp({|x_z|2\/;—(,}) ) ”Pt”LP’({|z|z\/t_0})
F{ESV
< e =lly - |Pr X, @7

< Cpllhe = hll,s Vi € (0,10],

onde C, € a constante encontrada no Lema anterior e p” o conjugado de p.

Concluimos assim que dado € > 0, por (4.5), para qualquer 6 > 0 existe 7 tal que

(lhe = hl * P1)(x) <

1

2cqr|lhll
p

— <¢, vVt > 19.

tp
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Por outro lado, para 0 < ¢ < t, por (4.6) e (4.7), existe 6 > 0 tal que para |c| < § vale:

(e =Bl 5 P@) < llhe = hll o (oajeyiy *+ 26 1he = hll, < &, Ve < 1o,

Proposicio 4.2.5. Seja h € L®(R?) e Lipschitz, entdo Mph € CO(RY).
Demonstracdo. Segue como decorréncia do Corolério 3.1.7. O

Teorema 4.2.6. Seja u € C°(Q) com Q c R? aberto conexo e limitado, suponha também que u
satisfaz a seguinte desigualdade:

Para todo xy € Q, existe ro > 0 tal que ¥r < ro com B,(xg) CC Q, vale:

1
u(xp) < T/ 2r? — |x — xo|? u(x)dx,
rwart J B, (xo)

onde w 4.1 representa o volume da bola unitdria em R\, Entdo u satisfaz o principio do mdximo,

ou seja, ndo pode atingir um maximo local a menos que seja constante.
Demonstragdo. Vamos definir inicialmente
M=maxu e Quy:={xeQ:ulx)=M]}.

Q

Entdo, queremos provar que ou ), é vazio, ou ), = Q. Suponha que nio seja vazio, como
claramente Q,; € fechado em Q e Q € conexo, € suficiente mostrar que €,; é aberto. Para isso,

seja xg € Qyy, existe ro = ro(xp) tal que

1
u(xg) < T/ 24r? — |x — x| u(x)dx, Vr <ry.
r* w1 J B, (xo)

Tome r = %" e perceba que sendo B, (xo, 0) a bola centrada no ponto (xp,0) € R? x R de raio r

vale:
1 5 3 1
d+1— 2 r —|X—X()| de:d-f—l— MdZ
r*"Wa+1 JB, (x) =" Wd+1 J B, (x0,0)
= ][ Mdz
Br()C(),O)
=M
= u(xo)
1 2 2
< — 24r? — |x = xo|? u(x)dx
r Wd+1 B,(xo)

1
< —/ 24r? — |x — xo|* Mdx.
Br(x())

rd*lwa
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Logo,
/ 24r% — |x = x0|*> (M — u)(x)dx =0
Br(xo)
Como M —u > 0, isso mostra que M = u em B,(xg), o que conclui que B, (xp) C Q. O

Proposiciio 4.2.7. Se h € CO(RY) N LP(R?) para algum 1 < p < oo ou h é Lipschitz e limitada,

entdo Mph é subharménica no conjunto aberto A = {x e R : Mph(x) > h(x)}.

Demonstragdo. Ja sabemos que sobre qualquer uma das hipéteses, i, Mph sdo continuas e
portanto A € aberto. Iremos denotar B, (x) como a bola aberta de dimensao d centrada em x de
raio r e B,(x, 1) a bola aberta de dimensdo d + 1 centrada em (x, ) € R¢ x R de raio r.

Sejaxg € A. Sendo 0 < & = Mph(xp) — h(xp), como
lim H (xo, ) = (xo),
t—0*

existe 0 = 6(xg) > 0 tal que, se ¢ < ¢ vale:
£ 1
H(xo,1) < h(x0) + 5 = Mph(xo) — 5 (Mph(xo) — h(x0)). (4.8)

Tome agora o > ¢ e escolha 0 < ro < ¢ tal que B,,(x9) cC A. Para todo r < rq vale

B, (x0,v0) €C A x (0, 00). Como a funcdo H(x, t) é harmédnica em R? x (0, c0) temos:
H(xp, 1) = ][ H(x,t)dxdt
B (x0,t0)
< ][ Mph(x)dxdt
By (x0,t0)

1
= —/ 24r? = |x — xo|*Mph(x)dx,
Br(XO)

rd+lwd+l

acima, wg4) representa o volume da bola unitdria em R Pelo que foi visto em (4.8),

Mph(xo) = sup,ss H(xo,t) e consequentemente vale:

24r% — |x = xo|*Mph(x)dx, Vr <ry. 4.9)

Mph(xp) < ! /
ph(xo) < —=——
r*wai1 J B, (x)

Para provarmos enfim a subharmonicidade de Mph, tome s > 0 tal que Bs(xg) CC A

e seja f: By(xg) — R solucdo do sistema:

Af:() emBS(xO)a

f=Mph em dB;(xp).
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Considere a funcdo g = Mph— f. Vamos provar agora que g satisfaz a desigualdade vista em (4.9)
para a bola B(x(p). Assim como analisamos no inicio desta demonstragdo, dado x; € B(xo),

existird | tal que B, (x1) CC Bs(xp) e

Mph()Cl) <

1
T/ 29r? — |x = x1|*Mph(x)dx, Vr <ry. (4.10)
rwas JB,(x)

Se definirmos também f: By(xg) X R por f(x,y) = f(x), f serd também harmonica e vai

satisfazer:

) = fx1.0) = ]i | Sy

= ][ f(x)dxdy @.11)
Br(xl’o)
1
] / 22— x —xi Pf(x)dx, Vr<ri.
re Wd+1 B, (x1)

Juntando (4.10) e (4.11) obtemos:
g(x1) = Mph(xy) — f(x1)

1 /B( )2m[Mph(x)—f(X)]dx

Tt
o A
= 24r? — |x — x1|2g(x)dx.
r*wai JB, ()

Pelo principio do médximo, o qual vale para g pelo Teorema 4.2.6, 0 maximo de g ocorre em

0B;(x¢) e sendo g = 0 em 0B, (xp) concluimos que
Mph(x) < f(x) em B;(xo),

de onde segue a subharmonicidade de Mph. O

4.3 Teorema Principal

Proposicio 4.3.1. Sejam f,g € CO(RY) N W'2(RY) com g Lipschitz. Suponha também que

g > 0e que f é subharménica no conjunto aberto J = {x € R? : g(x) > 0}. Entdo,

/ (Vf,Vg) <0.
R4

Demonstragdo. Suponha que o resultado j4 tenha sido provado para o caso em que g tenha

suporte compacto. Tome ¢ € Cg"(Rd) ndo-negativa tal que
supp(¥) C By,
Y(x) =1em By,

Y(x) < 1em B\Bj.
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Defina Yy (x) = ¢ (x/N) e gn(x) = g(x)¥n(x). Note que gy € CO(R) NWH2(RY),

gn > 0 e é Lipschitz, pois g € W (R?) uma vez que gy ¢é limitada e

[Ven ()| = [Vg(x)yn (x) + g(x) Vi (x)| < Lip(g) + sup [gVipn| < co.

Bon
Além disso, {gy > 0} C {g > 0} de modo que f é subharmodnica em {gy > 0}. Sendo
g e Gy (R?), existe constante C tal que |Vyy(x)| < C, Vx, N e assim, pelo Teorema da

convergéncia dominada, como ¥y (x) — 1 quando N — oo,

tim [ leun P = [ lsP.

E como V¢ (x) — 0, quando N — oo,

tim [ (9GP = lim [ Vg +g@ TP = [ Ve
R4 e JRd R4

Isso mostra que gy — g em Wl’z(Rd) e consequentemente, como estamos assumindo que a

proposic¢ao pode ser aplicada em fungdes Lipschitz,

/Rd (V/.Ve) = 1\;1_1,20 /Rd (Vf,Vgn) <0.

Com este resultado em maos vemos que € suficiente provar a Proposicdo para o caso
em que supp(g) C B, para algum r > 0. Defina f. = f * ., onde n € o standard mollifier
definido em (2.7). Vejamos agora que f, € subharmonica em J, := {x € J : dist(x,dJ) > &}.

De fato, sejam x € J. e B,(x) C J¢, como f é subharmdnica em J. vale:
fe(x) = /Rd J(x = y)ns(y)dy
=/ J(x = y)ne(y)dy
Bg

/ (][ f(Z y)dz ) Tlg(y)dy
Be (9B,(x)
& d d

= f fe(2)dz.
0B, (x)

Sendo f, € C*(RY), (-Af,) <0em J,. Sey € C(‘)”(Rd), podemos integrar por partes para

obter:

/ <Vf8,Vl,0>=/ (=Af)Y. 4.12)
R4 R4
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Pelo Teorema de Mayer-Serrin, tome ¢, € Cg° (R?) com supp(¥,) C B, e tal que ¥, — g em

W12(R4). Como f, € W2(R?) vale entdo:
[, 6o = tim [ (957, 4.13)
R4 n—oo Jrd
De modo andlogo, sendo Af, € L?(R?) vale:
[ -afg=tim [ anu. @14
R4 n—oo Jrd
Juntando (4.12), (4.13), (4.14) e o fato que (-Af;) < 0 em J., conseguimos:

| wnvo- [ o
- /J L ARIg /J (A (4.15)

—Af:)g.
S/mf e

Dado x € J\J, tome y € dJ tal que dist(x, dJ) = |x — y| < &, pelo fato de g ser Lipschitz com
Lip(g) = Ce g(y) =0, vale:

lg(x)] =g(x) =g(x) —g(y) < lg(x) —g(y)| < Ce. (4.16)

Note também que

Oy, (x) = O, (;—dn (x)) = 8%(%?7 (E) el =& (0, (x).

£
Logo,
ax,-x,-fs = (ax,f) * (ax,-ns) = (ax,f) * (8_1(8)6[77))3 = ‘9_1 : (0xlf) * (0)6,-77)3- (4-17)

Juntando agora, (4.16), (4.17), Desigualdade de Holder e Desigualdade de Young para convolugao:

d
e - B ax» * ax.
/f\sz Afg)|</f\hcg;|g (35, f) = (3rm),|

< Cd/ IVf] = (IVnl)e
I\ (4.18)

2\2 1
) m(J\Je)?

<Cd V£l = (|Vn])e
sca( [ fensawn
< CdV £l - IVally - m(I\Je)?.

Assim, como m(J\Jg)% — 0 quando &£ — 0, juntando (4.15), (4.18) e o fato que f, — f em
WI,Z (Rd),
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é (V/,98) = lim /R (/.. V8) < lim /J L (ARIg=0

O

Vimos ao longo das duas secdes anteriores que os Operadores Maximais de Gauss e
Poisson compartilham de certas propriedades, podemos assim definir a classe de operadores que

satisfazem tais propriedades como segue:

Definicao 4.3.2. Seja M o conjunto de todos os operadores maximais do tipo convolugdo M,
que satisfazem as seguintes propriedades:
(i) ¢ € CO(RY) N LP(R?) para todo 1 < p < o e é dominada por uma funcdo & radial,
ndo-crescente, ndo negativa e integravel.

(ii) (s * 1) (x) = @sis(X).
(iii) Se f € CORHNLP(R?) paral < p < oo ou f é Lipschitz e limitada, entdo Myf € CO(RY)

e é subharménica no conjunto aberto A = {x € R? : My f(x) > f(x)}.

Em decorréncia de tudo que ja foi provado, segue naturalmente que os operadores
Mg, Mp € m.
Agora que ja temos todas as principais ferramentas de que necessitamos podemos

enunciar o principal teorema desta dissertacao:

Teorema 4.3.3. Dado M, € I valem entdo as seguintes afirmagoes:

(1) Sed > 1e f e WhP(RY), para p =2 ou p = co. Entdo M,f € Whr(RY) e
IVM £, < IV,

(2) Se f e WhP(R) para 1 < p < co. Entdo M,f € WLP(R) e
M NN, < L

(3) Se f €e WHI(R). Entdo M,f € L*(R), tem derivada fraca e
(M )1 < LN

(4) Se f é de variacdo pontual limitada em R e ¢ € WHI(R). Entdo M, f tem variagdo
pontual limitada em R e

VRar(M¢f) < \%r(f).
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Lema 4.3.4. Podemos supor sem perda de generalidade que f > 0 no teorema acima e que é

Lipschitz nas partes (1) e (2).

Demonstragdo. O fato de podermos assumir f > 0 se deve por dois motivos:
(D) Mylf|=M,f.
(i) Se f € WhP(R9), nés teremos | f| € WP (R?) e |V|f|| = |[Vf] para q.t.p. x.
Quanto ao fato de ser Lipschitz, dividiremos em dois casos:
Caso 1: Se p = oo, jd sabemos que f pode ser tomada para ser Lipschitz.

Caso 2: Se 1 < p < o0, dado & > 0, defina:

fs(x) = (f * (ps)(x)-
Veja que pelo Teorema de Young,

1fellico = lfelloo + 1V fello
<Al - el < eo.

Portanto, f, € W1 (R?) e consequentemente é Lipschitz continuo.
Suponha agora que os resultados do Teorema 4.3.3 partes (1) e (2) estejam provados

para fungOes Lipschitz e que p # oo. Entao,

IVMyfell, < IVfell - (4.19)

Vale também:
Mkp(fs)(x) = Sug(fs * 7)) (x)

=sup((f * @g) * ) (x)

>0

=sup(f * (¢e * ¢r))(x)

>0

=sup(f * Prie) (X)

>0
= sup(f * 1) (x),

t>¢e

de onde concluimos que

Tim My (/) (x) = My f ().

Novamente utilizando a desigualdade de Young para convolugao:

I fellip < NF I plleslly = L f 1, (4.20)
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Pelo Teorema 3.1.5 e (4.20) vale:

1My ([l , < Collllill fellip < CpllENILA Nl

ou seja, M, (f:) € uniformemente limitado em whr(RY) e My(fe)(x) — M, f(x) quando
g — 0%, logo, sendo W7 (R9) reflexivo vale: M,f € Whr(RY), Myfe — My f em L’(RY) e
por (4.19) vale:

VM fll, < liminf [[VM,(fo)ll, < liminf [V fell, < IV,
O

Prova do Teorema 4.3.3. Provaremos cada desigualdade de maneira isolada e dividindo em
casos, quando necessdrio.

Para a desigualdade (1), temos os seguintes casos:

Caso 1: Se p = oo, segue pela demonstracao do Teorema 3.1.5.

Caso 2: Se p = 2, pelo Lema 4.3.4 podemos assumir que f € Lipschitz continua.
Logo, M, f é também Lipschitz continua e subharmoénica em A = {x € R4 : My f(x) > f(x)}.
Como j4 sabemos que M, f € W12(R?) pelo Teorema 3.1.5, tomando Myfe(Myf — f) na

Proposicao 4.3.1 obtemos:
VA= [ 194
= / VM, f —V(Myf - f)I?
Rd
— [ 1P [ 1V - P2 [ (TM.T(Ms - 1)
Rd Rd Rd
> [ 19 = 1T

Para a desigualdade (2), a demonstracdo € muito extensa, logo, para melhorar o
entendimento, dividiremos ela em varios passos. Note inicialmente que se p = oo, podemos
aplicar o mesmo argumento usado na desigualdade (1), uma vez que em sua demonstracao nao
foi utilizado o fato de d > 1. Portanto, considere agora 1 < p < co.

Passo 1 - Consideracoes iniciais: Pelo Lema 4.3.4, podemos considerar que f é

L-Lipschitz, de onde segue que M, f € Lipschitz continua e subharmonica no conjunto aberto

A={xeR: Myf(x)> f(x)}.
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A fim de usarmos o Lema de Zorn, defina a familia de funcdes:
f(x) < g(x) < Myf(x);
S =1g € WHP(R), Lipschitz | Lip(g) < L;

/ 4
lgll, < L7,

Note que a familia S € ndo-vazia, pois f € S. Vamos equipar a familia S com a ordem parcial <
de modo que g < g» se, e somente se, g1(x) < g2(x), Vx € R. Provaremos agora que (S, <) é
indutiva, ou seja, para todo conjunto A C § totalmente ordenado, A possui cota superior.
Seja A := {gq}aea C S um conjunto totalmente ordenado e defina
G (x) = sup go(x).
ael
Por definicdo, G satisfaz as duas primeiras condicdes da familia S, de fato, é claro que
f(x) £ G(x) < M,f(x) e como cada g, € L-Lipschitz, G serd também L-Lipschitz. Para cada
n € N considere os 2n? + 1 pontos da forma {j/n} com —n?> < j < n’ e j € Z. Agora, para cada

um destes j tome g, , € A tal que

GUifm) = g1aiIm) < .

Agora, sendo A totalmente ordenado defina a fung¢ao L-Lipschitz abaixo:

gn = Imnax g],n
-n2<j<n?

Dado x € [—-n, n], existe j € Z tal que ’x - i‘ < 2i e assim:
n n

G(x) —gn(x) =G(x) =G(j/n)+G(j/n) - g}n(]/n) + g]n(]/n) — gn(x)

<IGx) =G /mI+1G(j/n) = g /M| + 18n(j /1) — gn(x)]

1 .

SLx—i+—+Lx—i
n| n n

1 L

< —+—.

n n

Isso nos mostra que g,(x) — G(x) quando n — oo para todo x. Pelas condi¢des impostas na
familia § sabemos também que [|gxll; , < ||M¢f||p +||f7ll, =: C < o0, logo, pela reflexibilidade

de WP (R), G € WIP(R), g, — G em LP(R) e g/ — G’ em LP(R) de onde segue que:

4 < . . ’ < /
1G7Nl, < liminf flgyll, < 71l
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Portanto, G € A e consequentemente, pelo Lema de Zorn, (S, <) possui um elemento maximal
que chamaremos de h. Se conseguirmos provar que 1 = M, f, teremos resolvido nosso problema,
ou seja, que

(M N, < 1571

Passo 2 - Harmonicidade de /: Jd sabemos que por & € S, h < M, f, suponha entdo
que o conjunto aberto B := {x € R : h(x) < M, f(x)} C A seja ndo-vazio. Tome novamente

intervalos abertos disjuntos {(«a;, 8;)};2, tais que
B = U(Qi,ﬁi).
i=1

Veremos agora que /& nio pode ser superharmonica em B. De fato, suponha que um

dos intervalos («;, B;) seja limitado. Sabemos que vale:
Myf —h>0em (a;B),
Myf —h=0emd(a;,B).
Logo, se h for superharmdnica em («;, B;), M, f — h serd subharmoénica em (a;, B;) € pelo
principio do madximo teriamos 7 = M,, f em (a;, B;), absurdo.
Se algum dos intervalos for da forma (a;, o), entdo por M,, f — h ser subharmonica,

pela proposi¢@o 2.3.5 ela serd convexa em («a;, ), estritamente positiva e (M, f — h)(a;) = 0.

Além disso, sendo Lipschitz e L” devemos ter pela proposi¢ao 2.1.12 que
lim (M, f — h)(x) =0,
X—00

mas isso é uma contradi¢do pois se x > @;:

2x— o
+
2 2)

0<Myf —h)(x)=(Myf —h) (

< %(M¢f— h)(2x — a;) + %(M(pf_ h)(a;)
- %(M¢f—h)(2x—ai)
< %(M‘pf—h)(4x—3a,-)

< op (M f = )(@'% ~ (2" = D).

Tomando o limite n — oo acima obterfamos (M, f — h)(x) = 0, absurdo.
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Se algum intervalo for da forma (—oo, ;) podemos aplicar o mesmo raciocinio visto
acima.
Por fim, B # R pois temos limy|—,« f(x) = 0 devido a Proposic¢do 2.1.12. Entdo, f

possui maximo global que chamaremos de x(, veja entdo que:

(f # ¢0) (x0) = /R £ —x0)gi(y)dy < /]R F (o) ()dy = f(x0).

Logo,
f(x0) < h(xo) < My f(x0) < f(x0),

ou seja, xo ¢ B.
Passo 3 - Como /4 ndo é superharmdnica em B, existe intervalo [a, b] C B tal que

h(a+b) - h(a) + h(b)
2 2 .

4.21)

Defina também a fungao linear /: [a, b] — R dada por

h(b) — h(a)

I(x) = P (x —a) + h(a).

E as funcdes auxiliares:
M(x) = My f(x) = 1(x), h(x) := h(x) - [(x).

Como £ é continua em [a, b], seja yo € [a, b] ponto de minimo de /. Por (4.21) vale:

h(a) + h(b)  h(a)+h(b)b—-a
2  b-ua 2

E(yo)sﬁ(a;b)< —h(a) <0.

Veremos agora que existe uma constante L tal que M(x) > L > E(x) para x em
uma vizinhanca de yo. Para isso, note inicialmente que M (yo) — h(yo) =: C > 0. Para cada

€ € (0,—h(yg)) sejam:
a. = max{x € [a, yo] : h(x) > h(yo) + €}
b, := min{x € [yo, b] : h(x) > h(y) + &}.

Segue que h(x) < h(yo) + € para todo x € [a, b.], com igualdade nos extremos do intervalo.

Suponha que para todo &, exista um ponto z, € [ag, bs] tal que M(z;) < h(yo) + &. Sendo
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{ze}e>0 uma sequéncia limitada, a menos de passarmos a uma subsequéncia, podemos assumir

que zz: — 20 € [a, b] quando € — 0, e assim,
M(z0) < h(yo) < h(z0) < M(29),
uma contradi¢do. Portanto, existe € > 0 tal que
M(x) > h(yo) +& > h(x), Vx € [ag, be].
Faca L = h(yo) + € = h(a,) = h(b,). Note que obtemos também:
Myf(x) > 1(x)+ L > h(x), Vx € [ag, bg]. (4.22)

Como /(x) + L é uma fungao linear e vale [(a.) + L = h(az) e [(bg) + L = h(b,), vemos que

h(bs) B h(as)

[(x)+L =
(x) + —

(x —ag) + h(ag).

Passo 4 - B é vazio: Para finalizar a demonstracdo, construiremos uma fun¢do H € S
utilizando o resultado encontrado no passo anterior e tal que & < H contradizendo o Lema de

Zorn e consequentemente mostrando que o conjunto B deve ser vazio. Defina entao,

h(x), sex ¢ ag, be],
HX) =13 1(p,) - h(ay)

(x —ag) + h(ag), sex € [ag, be].
b, —ag

Por (4.22), vale
h(x) < H(x) < M,f(x), Vx € [ag, bg].

Claramente H € Lipschitz e Lip(H) < Lip(#) < Lip(f). Finalmente, pela Desigualdade de

Jensen utilizando-se das funcdes 4’|y (4, 5.1 ﬁ Xla..b.] € da fungdo convexa x? obtemos:
belr po—a Xlaebe

1 p 1
(/ 19 ) s/ wp—
[ae.be] bg —dg [ag,be] b8 —dg
c Consequentemente

Wiy = [ [
[aa‘vbs]C [a‘g,b‘g]
1 P
z/ WP + (be = az) (/ 14 )
[as,bs]c [aabb‘] bs —dg

1 P
> / P + (b — as) / "
[ag,be]¢ [ag,be] be —ag

[ag.be]€ bg —de

_ /R P = |H.
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Isso mostra que H € S com h < H e a prova estd encerrada.

Para a desigualdade (3), inicialmente, lembre-se que toda funcdo f € W1 (R) pode
ser tomada como uma fun¢ado absolutamente continua. Logo, teremos também M, f continua e
subharmoénica no conjunto aberto A := {x € R : M, f(x) > f(x)}. Pela estrutura dos abertos de

R podemos escrever A como unido enumeravel e disjunta de intervalos abertos,
(o)
A= U (a J» b j) .
J=1

Sendo M, f subharmdnica em cada intervalo (a;, b;), serd convexa e localmente Lipschitz em
cada um destes intervalos devido as Proposi¢oes 2.1.10 € 2.3.5. Assim, M,, f serd absolutamente
continua em cada subintervalo compacto de (a;, b;), consequentemente serd diferencidvel q.t.p.
em cada (a;, b;) e denotaremos M’ = (M, f)’.

Se tivermos algum intervalo (a;, b;) limitado, como M, f € convexa em (a;, b;)
e continua, sendo ¢; € [a;, b;] o minimo de M, f vale que M, f € ndo-crescente em [a;, c/]
e ndo-decrescente em [c;, b;], valendo assim que M’ < 0 em (aj,c;), M' > 0 em (c;,b;)
e consequentemente, como f, M, f satisfazem o Teorema Fundamental do Calculo em todo

[a,b] C (aj,bj) obtemos:

b; cj b
/ |M’(x)|dx:ali_)r9'(/ |M'(x)|dx+/ |M'(x)|dx)

= lim ([wa(a) - Myf(c;)]+[Myf(b) - M¢f(cj)])

a—)aj

b—b;
= [Mgof(aj) - Mcpf(cj)] + [Mgof(bj) - Mgof(cj)]
[f(a) = flepl+[f(bj) = f(c))]
< lim (I7(@) - f(e))+1£(b) - £(c)])

a—a,
b—>bj

cj b
Jim ( [ [ |f’<x>|dx)

bj
[ 17wl

aj

IA

A

IA

No caso em que a; = —co nds teremos f(a;) = 0= M, f(a;) devido as proposi¢des

2.2.13¢2.1.14sabendoque f € W (R)e M, f € L!

weak (R) €€convexaem (a;, b;). Novamente,

tomando c¢; € (—o0, b;) como minimo de M, f teremos:
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bj Cj b
/ M’ (x)|dx = lim (/ M’ (x)|dx +/ |M'(x)|dx)
- ab—)bj a Cj

= Jim_([Myf (@) = Mo f(e))] + [Myf (b) = My f (c)])

a——o0

b—b;
= [0= My f(e))]+ [Myf (b)) = M f(c))]
<[0=Flepl+1f (b)) - f(c))]
< lim_(1£(@) = f(epl+1£(B) = f(e))

a——

Cj b
< lim | f/ (x)|dx + | £/ (x)|dx
ab_—i_bi?(/a /Cj )
bj
- [ wlas

O caso em que b; = oo € inteiramente analogo. Além disso, ndo podemos ter A = R,
pois f coincide com M, f em pontos de mdximo, o qual existiriam por f(x), M, f(x) — 0
quando |x| — co e ambas serem continuas.

Como f € W1 (R), isso nos mostra que M’ € L'(A).

Nos iremos agora provar que M, f € fracamente diferencidvel em R com

(Myf) = xacf + xaM'.

De fato, seja ¢y € C;°(R), vemos que:
b; b
| Mesew = fim [ Moreow @
aj b

b
=alggj[(M¢f)(b)t//(b)—(Msof)(a)w(a)] = / M’ (x)y (x)dx
b—b; ¢ (4.23)

bj
= [(Myf)(bj)y(b;) — (Myf)(aj)y(a;)] —/_ M (x)y (x)dx

bj
= [f D)y (b)) - f(aj)y(a;))] —/_ M’ (x)y (x)dx.
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Teremos assim:
/R My f (0 (x)dx
~ [ Mopeow s [ Mo @
A€ A

- [ sow e Y1700 - fapan - [ 1 wueas
j=1

:/AC f Y’ (x)dx + /Af(x)w’(x)dx+/Af’(x)(p(x)dx] —/AM’(x)w(x)dx

- / FEOW (x)dx + / £ (0w (x)dx - / M’ () (x)dx
R A A
. / £ (Ow (x)dx + / £ (Ow (x)dx — / M’ (O (x)dx
R A A
. /R ae f” + xa’) (0w (x) .

Isso encerra a demonstracdo da desigualdade (3).

Finalmente, para a desigualdade (4), vamos considerar inicialmente que f é uma
fun¢do Lipschitz limitada, de onde segue que M, f também € Lipschitz limitada e subharmonica
no conjunto aberto A := {x € R : My(f;)(x) > f:(x)}. Sendo esse um aberto de R existem

intervalos abertos e disjuntos /; = (a;, b;) tais que
A=
J

Para averiguarmos a variag¢do pontual de M, f em cada I;, dividiremos a prova em
diversos casos. Lembrando que pela Proposi¢ao 2.1.11 para cada intervalo I, M, f pode assumir
umas das trés seguintes formas:

1) M, f € ndo-crescente em I;.
2) M, f € ndo-decrescente em /.
3) Existe c; € I; tal que M, f| (a;.c;) € MAO-CTESCENtE € M, f|(cj, by € ndo-decrescente.

Vejamos antes que sendo f de variacdo pontual limitada e continua, devem existir os

limites:

f(e0) = lim f(x) e f(=c0) := lim f(x).

De fato, dada uma sequéncia {x,} com x,, — oo, como f(x,) é limitada, existe subsequéncia
convergente, convergindo para L := f(o0). Agora, suponha que exista outra sequéncia y, para

aqual f(y,) > M # f(co). Definindo &€ = |M — f(o0)|/4 note que por definicdo de limite,
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podemos encontrar pontos X, < yn; < X, < yn, < --- tal que |f(xy,) — f(yn,)| > 2¢ para

todos i, j, assim para todo k vale:

k
Var(f) = ) 1f () = f(y)| > 26k.
i=1

Tomando k — oo obtemos uma contradicdo. De maneira andloga, concluimos a existéncia do

limite em x — —oo. Vale ainda a existéncia dos limites:

M, f(o0) := xh_)ngo My f(x) e My f(—c0) := xl_if_noo My f(x).

Isso decorre do fato que, se para algum a, (a,0) C A entdo M, f seria convexa limitada e
portanto haveria limite em x = oo, caso contrério, (a,00) c A€ e f(c0) = M, f(co0). Para
x — —oo o raciocinio € andlogo.

Vejamos agora o que ocorre com a varia¢do pontual de M, f em cada I;:

Caso I; seja limitado e ndo exista c;, como f = M, f em {a;, b;} vale:
Var(My ) = My f (b)) = Mo f (a5)] = 17 (by) = fap)] < Var().
Caso I; seja limitado e exista c;, entdao
\;?T(Mgvf) =Myf(aj) —Myf(c;)+Mgf(bj)—Myf(c))

< f(aj) = f(c;)+ f(bj) = f(cj)
< <Xi€>(f)+(c\,/g€>(f)

= \gf}r(f)-
Caso I; = (a;, ) e M, f sejando-crescente, f(a) = Myf(a) e
Var(My /) = My f(a)) = My f(0) < f(aj) = f(c0) < Var(f).

Caso I; = (aj, ) e M, f seja ndo-decrescente, M, f serd constante. De fato, se ndo
o fosse, existiria b > a com f(b) > f(a) e por convexidade para todo ¢ > b:

fb) = fla) _ fle) = fla)

b—a c—a

Logo,

f(e) Zf(a)+(c—a)w.

a
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Tomando ¢ — oo obterfamos f(oo) = oo, absurdo. Portanto, M, f € constante e
\;ar(M(pf) =0< \gar(f).
j j

Caso I; = (a;, o) e exista c, pelo que foi visto no caso anterior, teremos M, f|

[cj,00)

constante, logo:
Var(M,f) = Myf (a;) = My (c;) < f(ay) = f(e)) < Var(f).

Caso I; = (—oc0,b;) e M, f seja ndo-crescente, M, f serd constante. Assim como foi

visto anteriormente, se ndo fosse, teriamos b > a com f(b) < f(a) e para ¢ < a valeria:

f(a) - f(b)

f(©) 2 fl@)+(a= o)==

Tomando ¢ — oo obteriamos f(c0) = oo, absurdo. Logo,
Var(M, f) = 0 < Var(f).
I 1
Caso I; = (=0, b;) e M, f seja ndo-decrescente, M, f(b;) = f(b;) e
Var(M, f) = Myf (b)) = Myf (~9) < f(b)) = f(~20) < Var().
J J

Caso I; = (=00, b j) e exista c;, pelo que foi visto nos casos anteriores, teremos

My fj ..., constante, logo:

Var(My f) = My f (b)) = Mo f(c)) < f(b,) = f(e) < Var(f).
J J

Caso I; = R e ndo exista c; a convexidade e limitacdo de M, f garantird uma vez

mais que M, f € constante. Quando existir ¢, podemos aplicar os resultados anteriores para

(=o0,c;) e (cj,o0) e assim,

VRar(M¢f) < \%r(f).

Por fim, para cada intervalo I ¢ A é ébvio que

Var(M,.f) = Var(f).

Mostraremos agora que M, f terd variagdo pontual limitada desde que f o tenha.
Tomando uma particio P = {xg,X1,...,X,}. Iremos refinar P da seguinte maneira: Se

Xk € (aj, b;) para algum j, adicionaremos os pontos a;, b, c;, onde c; € o ponto de minimo de
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My (f:) em (a;, b;), caso tal ponto exista. Isso nos d4 uma nova particdo P’ := {yo, y1,...,Ym}-

Por tudo que foi visto anteriormente vé-se claramente que
Var(M,f,P') < Var(f,P’).
Logo

VRar(wa) < Vﬁr(f).

Concluimos assim a validade do teorema quando f € Lipschitz. Caso ndo seja, para

todo £ > 0 defina novamente

fs(x) = (f * 908)(x)-

Ja sabemos que f. € limitada, Lipschitz e vale:
My(fe) = StUP(f ) (X).
>
Portanto, para cada parti¢ao P = {xg,x1,...,Xn},
Var(M, f, P) < Var(fs, P).
Note agora que
700 = [ FOIR =y == [ Kol = 3D
Logo,
b
Var(7) = [ 1710
(a.,b) a
b
< [ [ IKetx=pld )
a R
b
- [ [ ket - plasan )
RJa
< MKl [ ADHO)

= [1Kell L1 ((ap)) P S (R)

< IKell i apy [ DSIR) < IKell(apy) VRaf(f),
onde |D f| < Varg( f) decorre do Teorema 2.1.16. Como a desigualdade acima vale para todo
(a,b),

Var(fs) < Kzl sy Var(f) = Var(f).
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Tomando o limite € — 0, sabemos que M, (f;) — M, f pontualmente, logo:
Var(Myf,P) = ) My f (xi) = My f (xi1)|
i=1

= lim Zl My (f2)(x1) = My(fs) (xi-1)]

= lim Var(M,, fz, P)
e—0
< Var(f).

Tomando por fim, o supremo sobre as parti¢cdes,

VRar(M(pf) < VRar(f).
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5 VARIACAO EM DOMINIOS DISCRETOS

Neste capitulo estudaremos caracteristicas semelhantes as que vimos no capitulo
anterior com relacdo a variagc@o de certos operadores, porém, desta vez voltaremos nossa aten¢ao
para o caso das funcdes discretas, bem como mostraremos versoes alternativas de definicoes
de EDP para fungdes discretas, como o operador Laplaciano. As defini¢des e resultados aqui
apresentados se concentram em dominios enumerdveis e mais precisamente, no dominio Z,
todavia eles permanecem vélidos de maneira semelhantes quando trabalhado em grafos, fazendo

as devidas adaptagdes.

5.1 Funcoes discretas

Definicao 5.1.1. Seja f: D — R uma fungdo, diremos que f é uma funcdo discreta sempre que
D for um conjunto enumerdvel. Para o caso em que D = 7%, sendo ¢; = (0,...,1,...,0) € Z¢

0 i-ésimo vetor da base candnica de R, definimos também, para cada n € 7¢
V(n)={nzxte:1<i<d}

e para todo conjunto J C 79,

V(J) := U(V(n).

neJ

Definicdo 5.1.2. Seja f: Z¢ — R uma funcdo discreta, definimos a i-ésima derivada de f em

n € 74 como sendo:

Ox f(n) = f(n+ei) = f(n).

O gradiente discreto de f é definido como:

Vf(n) = (0 f(n), 0, f(n), ..., 0k, f(n)).

E o laplaciano discreto é dado por:

M=o > U= fol=|0s > fm |- .

meV (n) meV (n)
Definicdo 5.1.3. Podemos também definir a norma IP de uma funcdo discreta f: Z¢ — R como

sendo:

I£1l, = (Z If(n)l”) ,sel < p<oo

nezd
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1 flleo == sup [ (n)].

nezd

Definiciio 5.1.4. Dadas funcées f,g: Z¢ — R, a convolugdo de f em g é denotada e definida
por:
(fre)(n) = D f(n—m)g(m).
mezZd

Proposicao 5.1.5 (Principio do maximo discreto). Sejam f: Z¢ — R uma funcdo discreta,
J € Z% um conjunto finito e J =V (J). Definindo 8J = J\J, se Af > 0 em J entio

max f(n) = max f(n).

nej nedJ

Vamos provar antes a seguinte afirmagao:

Lema 5.1.6. Sejam f: Z¢ — R uma funcdo discreta e J C Z¢ um conjunto finito, se tivermos

Af > 0em J, entdo ndo existe ng € J tal que

f(no) = max f(n).
Ou seja,
max f(n) = max f (n).

Demonstracéo. Suponha que exista um tal ng € J, entdo f(m) < f(ng), Vm € J, consequente-

mente:

0<Af() =55 D (fm) = f(n0) <0.

meV (ng)

Com esta contradi¢do vemos que ndo existe ng € J satisfazendo a propriedade. 0O

Demonstracdo da Proposicdo 5.1.5. Defina para cada 0 < ¢ € R a fungdo

fin) = f(n) = 1(R* = n|?)

onde R é tomado de forma que |n| < R para todo n € J, o qual é possivel pela finitude de J. E
facil ver que

Afi(n) =Af(n)+t>0.



Pelo lema anterior,
max f;(n) = max f;(n).
T neaJ

neJ

Além disso,

f(n) = fi(n) +1(R* = |n|*) < fi(n) +1R?,
fi(n) < f(n).

Logo,

max f(n) < max f;(n) + tR* = m%)J(ft(n) +1R? < m%)}f(n) +1R%.
ne

neJ neJ ne

Bastando tomar ¢+ — 0 para concluirmos a demonstragao.

5.2 Operador Maximal de Gauss Discreto
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Assim como na equacio do calor em R?, podemos nos perguntar se dada uma fungio

discreta f: 74 — R, existe F: Z¢ x [0, 00) — R satisfazendo:
&F(n,1) = AF(n,t), Y(n,t) € Z x (0, )

F(n,0) = f(n), Vn € 79,

onde o laplaciano tomado na equacdo acima € com respeito as d primeiras varidveis, ou seja, se

trata do laplaciano discreto.

(5.1)

Veremos no Lema abaixo que a solu¢do do sistema (5.1), assim como no caso

continuo de R?, é dado através de uma convolucao, a saber, a funcao F' € de classe C ! na varigvel

temporal e vale:

F(n,1) = (f *%K)(n),

onde, sendo m = (my,my,...,my) € Z4 temos:

Ki(m) =e”’ ﬁlmi (é)
i=1

eparak > 0e z € C, I; é afungdo de Bessel dada por:

o (z/2)% 1 /n 5(6)
Li(z2)= ) ————=—[ € Wcos(k)do.
JZ‘O JiG+k)! m )

Para k negativo, definimos I, := [_;.



Lema 5.2.1. A fungdo F: Z¢ x (0, ) — R dada por F(n,t) = (f * K;)(n) satisfaz:
&F(n,t) = AF(n,1), Y(n,t) € Z% x (0, )
lim F(n,1) = f(n), Vn e Z4.
1—0*

Demonstragdo. Note inicialmente que / satisfaz a seguinte equagdo diferencial:

Tii1(2) + Ii—1(2) = 211.(2).
De fato,
1 Ve
21 (z) = —/ 2592 cos(kB) cos(6)do
T Jo

1 /” ¢ [cos((k + 1)0) + cos((k — 1)60)]dO
0

T

= I41(2) + Ir-1(2).

Por (5.2) vale:

i = [l e S [ ) 2

i=1

e [T ()

1 i=1
i

||M:_
®
T~
En
—_—
Q| ~
N —
—_—
SN—

&|*

Il
[ -
1=
ml
— =~
Ea
—_—

(4 ()5 2|

I
—_
.

|
—_

QJ“

d
53 2, [ He(m+ 1) + 5, (m = 1)] = K (m) = AK; (m).
i=1

Além disso, € facil ver que
1, sem =0,
lim % (m) = So(m) :=
=0 0, sem # 0.

Isso mostra que
K (n) = AKi(n), V(n,1) € Z¢ x (0, )

lim % (n) = o(n), ~ Vn € YA
—0*

Consequentemente,

O F (n,1) = (f % 8,9G) (n) = (f * AK;) (n) = AF (n, 1), ¥(n,1) € Z? X (0, ),

64

(5.2)
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lim F(n,t) = lim (f = %;)(n)
t—0* t—0*

= (f % 60)(n)
= f(n), Vn e Z¢.

Lema 5.2.2. A norma ||'K;||; é 1.

Demonstracdo. Tome f: R — R dada por f(r) = (=1 onde z € R. Sendo f uma fungio
2n-periddica e C*(R), pelo Teorema de Fourier, sua série de Fourier converge pontualmente e

temos assim:

(o)

Fey= > cue™,  cy= % /_Zf(t)e_imdt.

n=—0co

Veja que

1 [ .
Cph=— ez(cos(t)—l)e—zntdl

"2 —r

1 " e25=D cos(nr)dt
2 ) _,
1 b/
== / eX8=D cos(nt)dt = e *1,,(2).

T Jo

Portanto,

o)

f(l) — ez(cos(r)—l) — Z [e—zln(z)]e—inl.

n=—co

Tomando ¢t = 0,

(9]

PR CRAGIES?

n=—oo

Para finalizar, veja que

196Gl = " H(m)

mezd

=> (ﬁ e"lmi(t/d))

mezd \i=1

:ﬁ Z e, (t/d) | = 1.
i=1

= m[GZd
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De maneira andloga ao que fizemos no caso continuo, podemos entao definir um

operador a essa EDP discreta como segue.

Definicdio 5.2.3. Dada uma funcio f: Z¢ — R discreta, o Operador Maximal de Gauss discreto
¢ dado por:
Mg f (n) = sup(| f] = %) (n).

t>0

Vamos assumir ao longo desta se¢@o que f > 0 de modo que tenhamos

Mk f(n) = sup F(n, 1) := sup(f * Ki) (n).

>0 t>0

Proposicao 5.2.4. Sejam f,g: Z¢ — R funcées discretas e limitadas tais que g > f. Seja
I:={neZl:g(n)> Mgf(n)} e suponha que Ag < 0 em I¢. Entio, I = 7.

Demonstragdo. Se f = 0, ndo ha o que ser feito. Suponha entio que f ndo seja identicamente
nula. Se provarmos que

sup F(n,t) < g(n), Vnel,

t>0
teremos provado que I = Z<.

Note inicialmente que para todo (n, 1) € Z¢ x [0, o),

|F(n,0)| < Z |f (n = m)||%K; (m)| < 1] fleo Z |5 (m)| = 11.f llo (5.3)

mezd mezd
e assim,

|0:F (n,1)| = |AF (n,1)]

1
<37 D, [Fmol+|F () (5.4)

meV (n)

< 2| flleo-

Dado & > 0, defina
T, =sup{t > 0,F(n,t) < g(n)+¢&,Yn e I°}.
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Por (5.3) e (5.4), vemos que a fungdo F(n,t) € Lipschitz com respeito a varidvel ¢ e portanto,

sendo ¢t = Vn € Z4 temos:

A
F(n,t) = F(n,0) + F(n,1) — F(n,0)
< F(n,0) +|F(n.t) - F(n,0)]
< F(n,0) +2|| floo 2]
= f(n)+e < g(n) +e.

Isso mostra que:

£
T > —— > 0.
*7 20 flle

Suponha agora que T, < oo e tome (n,t) € 1° X [0,T;], como Ag < 0 em ¢, vale:
0, F(n,t) = AF(n,t)

:—F(n,t)+% D [F(m,0)]

meV(n)

< —F(n,1)+ % D [g(m) +é]
meV (n)

<—Fn i) +e+gn 5o > lelm) - g(n)]
meYV (n)

= —F(n,t) +&+g(n) +Ag(n)
< -F(n,t)+g(n) +e.

Definindo agora a funcdo y: [0,T;] — R dada por y(t) = F(n,t) — g(n) — €. Pelo que foi visto

acima, y’(t) < —y(t), logo,

0> [0 +3ds = [ ey ds = 0 -0
E paratodo r € [0, T,] vale:
y(t) < e'y(0) < —ge™! < —geT=,
e assim,

F(n,T,) < g(n)+e&—ece 1=, Vnel. (5.5)

Novamente usando o fato que F € Lipschitz, paran € [ e

g

t=T, + —
© 2| fll e
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vale que:
F(n,t) = F(n,T;) + F(n,t) — F(n,Tg)

S F(n’ Ta) + |F(I’l, t) - F(n7T8)|
S F(n,Te) +2[| fll ool T — 1
<g(n) +e—se™" +2| flllT: — 1]

=g(n) +e.

Isso nos gera uma contradicado, pois assim deveriamos ter 7, > t > T.. Portanto,

T, = oo e consequentemente
F(n,t) <g(n)+e, VY(n,t)el x]|0,c).

Tomando £ — 0% obtemos o resultado. O

5.3 Operador Maximal de Poisson Discreto

Dados (n,y) € Z4xZtet = (t1,t2,...,1q) € R4 defina as seguintes fungoes:

d 2 b
cos(2mty)| =11 ,
k=1

cos(27rtk)) — ((d +1)—

d
k=1

01(1) = ((d +1) -

0,(1) := (Q1(0)”

P = [ 0,0,
Td

onde T¢ := [—%,%] .

Teorema 5.3.1. Dada uma fungdo discreta h: Z¢ — R, definindo H: Z¢ x Z* — R como

H(n,y) = (h = Py)(n), entdo H satisfaz:

AH(n,y) =0, V(n,y) € Z¢ x N

H(n,0) = h(n), VneZ.
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Demonstragcdo. Assim como foi visto na sec@o anterior para o Operador Maximal de Gauss

discreto, € suficiente provarmos que P, (n) satisfaz:

APy (n) =0, V(n,y) € Z¢ x N
Po(n) = 5o(n), Vn e Zd.

Note inicialmente que por definicdo, Q(¢) satisfaz a seguinte equagdo de segundo

grau:
d
Q%(r) - 0i(1) (2(d +1)— 2Zcos(27rtk)) +1=0, V= (t1,...,tq) € Z°%
k=1

Consequentemente, calculando o laplaciano discreto de $y(n) para y > 1 obtemos:

2(d + 1) APy (n)

= 2(d + DPy(n) + (Pyci () + Py () + > Py(m)
meYV (n)

= / ~2(d + 1)Q} (1)e¥™ ™ dr + / Q77 (1) + 0} (1)) ¥
Td Td

+Z/

meV (n) T

= / ~2(d + 1)Q] (1)*™ ™ dt + / Q77 (1) + 0] (1)) ¥
Td Td

Q){(t)eZﬂi(m,l) dt
d

d
+ / Q{(l‘)eZm'(nJ) Z(e2ﬂ'ilk + e—27rilk)dt
T k=1
= / ~2(d + 1)Q} (1)e¥ ™ dr + / Q7 (1) + 0} (1)) ¥
Td Td

d
+ /T ) Q) (1) Z 2 cos(2nty)dt
k=1

d
- / Q1! (r)e2ritn) (Q%(z) — 041(1) (Z(d +1) -2 Z cos(27rtk)) + 1) dt
T k=1
= 0.

Para finalizar, um simples cdlculo mostra que

Po(n) = / 20 dt = §o(n).
Td

Lema 5.3.2. A norma ||P||, é 1.
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Demonstragdo. Inicialmente vejamos que Py (m) > 0, Vm € Vi

De fato, veja que Q,(t) = (Q1(1))’ €0 < 01(t) < 1,V € T? e Q1(¢) = 1 se, e
somente se, t = 0. Assim, para t € T\{0}, a funcdo f;: Z — R dada por f;(y) = Q,(¢) é
decrescente e tende a 0 quando y — oo. Da defini¢do de , vemos que |P,(n)| < 1, V(n,y) €

74 x Z*. Dado & > 0, pelo Teorema da convergéncia limitada, existe yo > 0 tal que

|Py(n)| < /’]I‘d Oy(t)dt <e, Vne 7%,y > yo.

Por outro lado, pelo Lema de Riemann-Lebesgue, existe o > 0 tal que para
0<y<ypeln| > rgvale:

|Py(n)] < e.

Considerando J := [—rg, 9]¢ X [0, yo], como APy (n) = 0 em J, pelo principio do mdximo visto

em 5.1.5, o maior valor de Py (n) € atingido em J\J, logo, pelo que foi visto acima:
Py(n) > —&, Y(n,y) €.
Como podemos expandir o conjunto J tanto quanto quisermos,
Py(n) > —&, Y(n,y) € 29 xZ".

Novamente, como o & tomado foi arbitrdrio, ) (n) > 0 como queriamos demonstrar. Isso nos

1Pyl = D 1Pyl = > Py(n).

nezd nezd

mostra que

Para finalizar, note que
1P = Y P =3 [ 0se
nezd

nezd
Z / 2ni{n, t>dl

nezd

_y (1—[ sin(7n; )) L

nezd

tem-se também

/ O, (t)dr < 1.
Td
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Segue pela férmula de inversdao da Série de Fourier, que

1Pyl = D Pu(n) = 0,(0) = 1.

nezd

O

Definiciio 5.3.3. Dada uma fungdo h: 7Z¢ — R discreta, o Operador maximal de Poisson discreto
é dado por:
Mph(n) = sup(|h] * Py)(n).
y>0

Uma vez mais iremos considerar que # > 0 de modo que tenhamos

Mph(n) =supH(n,y).
y>0

Proposicao 5.3.4. Sejam h,g: Z¢ — R funcées discretas e limitadas tais que g > h. Seja

I:={neZ:g(n) > Mph(n)} e suponha que Ag < 0 em I°. Entdo, I = Z°.

Demonstragdo. Defina a fung¢do b: Z* — R dada por:

b(y) = Suzg (H(n,y) - g(n)),

onde 7, = max{0,t}. Note que como H(n,0) — g(n) = h(n) — g(n) <0, b(0) = 0. Além disso,

0 <b(y) < [[Mphllo + |8l < o0

H(n,y) < g(n) +b(y). (5.6)

Note que usamos ||Mph||,, < oo acima, isso decorre do fato que:

|H(n,y)| = |(h*$y)(n)] < Z |h(n —m)|Py(m) < ||l Z Py(m) = |||

mezd mezd

Se tivermos /¢ # @, como b(y) =0, Vy € I, devemos obter:

b(y) = sup(H(n,y) — g(¥))+

nel¢

Usando agora o fato que AH =0,

0=AH(n,y) =-H(n,y) +

H(n,y—-1) H(n,y+1) 1 Z Hm.y).

2d+1) 2+ +2(d+1)m€(v(n)



Aplicando (5.6) e o fato que Ag(n) < 0 em /¢ obtemos para (n,y) € I° X N:

2(d+1DH(n,y) = Hn,y = 1)+ H(n,y+ 1)+ > H(m,y)
meV (n)

<2g(m) +b(y-1)+b(y+1)+ Y (gm)+b(y))
meYV (n)

=2¢(n)+b(y—1)+b(y+1)+2db(y) +2d(Ag(n) + g(n))
<2(d+1)g(n)+b(y—=1)+b(y+1)+2db(y).
Portanto,

2(d+1)(H(n,y) —g(n)) <b(y—1)+b(y+1) +2db(y).

Tomando o supremo em n € I¢ na desigualdade acima, obtemos:

b(y—1)+b(y+1)

b(y) < >

Como a sequéncia {b(y)}yen € limitada e b(0) = 0, € facil provar por indu¢io que

b(y) < —2—b(y +j), Vj> 0.
y+J
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E assim, b(y) =0, Vy, mas isso implicaria H(n,y) < g(y), Vn,y, contradizendo o fato que

I¢ # @. Portanto, I = Z¢.

5.4 Teorema Principal

O

No Teorema a seguir, chamaremos de Operadores Maximais do tipo Convolugao

Discretos (OMCD) um operador definido da seguinte forma:

Dadas uma classe de fungdes {¢;: Z¢ — R};s0 e f: Z¢ — R uma funcao discreta

satisfazendo:
1' ||SDZ||1 = 19 Vt > 09
2. po(n) = 00(n),

o operador M, f: Z¢ — R seré dado por:

My f(n) = sup(|f] * ¢;)(n).

t>0

Teorema 5.4.1. Seja M,f um OMCD que satisfaz a seguinte propriedade: sempre que

f.g: 24 — R forem funcées discretas e limitadas tais que g > f e Ag < 0 em I¢, onde

I={nezZ:g(n) > My f(n)}, teremos I = Z4. Entdo, M, f satisfaz:
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(1) Sejal < p < oe f:Z— Rumafungdo discreta tal que || f'||, < co. Entdo,

(M )N, < ML

(2) Seja f: Z% — R uma funcdo discreta tal que |V f||, < co. Entdo,

IVM,fll, < VAl

Demonstragdo. Podemos assumir sem perda de generalidade que f > 0 e novamente iremos nos

apoiar no Lema de Zorn. Considere entao a seguinte familia de funcoes:

g: z¢ - R;

S:=14f(n) < g(n) < Myf(n); VneZ%

IVell, < IV£Il,-
Como f(n) = lim,o+(f * ¢;)(n) < My f(n), € facil ver que S € ndo vazia pois f € S. Nosso
objetivo seria entdo provar que M, f € S para obtermos o resultado do teorema. Sendo assim,
equiparemos a familia S com a ordem parcial < de modo que g < % se, e somente se, g(n) < h(n),
vn e 24,

Seja agora {g, }oeA Um conjunto totalmente ordenado de (S, ). Defina a fungdo

G: Z% — R dada por:

G(n) = sup go(n).
aeA

E o6bvio que G satisfaz as duas primeiras propriedades de S, resta-nos entdo provar que

IVGIl, <IVfIl,. TomeJ C Z% um conjunto finito e note que fixados k € N e n € V(J), existe
8in € {8o} tal que
1
G(n) - gin(n) < 7.
Defina pois, gx = max, gk, de modo que temos:
G(n) = klim gr(n), Yne V).
Veja também que
0y,G(n) =G(n+e¢;)) —G(n) = klim gr(n+e;)—gr(n) = klim Oy, 8x(n), VnelJ.

Portanto,

2, IVGY = lim > [Vgi(n)l” < limsup | Vaul < [V/1.

neJ neJ
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Como o resultado acima vale para todo conjunto J, devemos ter
IVGIl, < IV£1l,-

O que mostra que G € S. Pelo Lema de Zorn, a familia S possui elemento maximal, que
chamaremos de g. Mostraremos agora que g = M, f.

Suponha por absurdo que I := {n € Z% : g(n) = M, f(n)} seja diferente de Z4. Por
hipétese sabemos que nao podemos ter Ag < 0 em /¢, logo, existe n € I€ tal que Ag(n) > 0.

Dividiremos agora a prova em trés casos.

Caso 1. Sed > 1 e p =2. Considere a fungdo g,: R — R dada por:

gn(x) = > (g(m) -x)”.
meV (n)

Note que

g(x)= > 2g(m)—x)=4dx -2 > g(m),

meYV (n) meV(n)

qn(x) =4d > 0.

Logo, g, é uma fungdo estritamente convexa e possui minimo global em

Xn = = g(m) = g(n) + Ag(n).
2d mezwn)

Considere agora a fungio #: Z¢ — R dada por:

g(m), se m # n;
h(m) =
min{M,(n), g(n) + Ag(n)}, sem =n.

Como Ag(n) >0, f < g < h < M,f. Vale também g(n) < h(n) < x, e pela convexidade
estrita de g, teremos:

qn(g(n)) > gn(h(n)) = gu(xn).

Por fim, seja V := Z¢\ ({n} U {n — e,-}flzl).

d

IVAIZ = > (Vh(m)2 = > [VA(m)[2 + [Vh(n) 2 + )" [Vh(n - e)].

mezd mevV i=1

Calculando agpra cada um destes somatorios encontramos:
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Sendom € V, m # ne m+e; # n e assim, O,h(m) = h(m + e;) — h(m) =

g(m+e;) — g(m) = dx,g(m), logo:

DUIVAm)P = [Ve(m).

meV meV

Sem =n,

d d d
Vh(m)[2 = 3" 02h(n) = )" (h(n+e;) = h(n)* = > (g(n + ) = h(n))?
i=1 i=1 i=1

E se m = n — e; para algum e;,
IVh(n—e)|* = zyﬂhm—e)

(Mn—@+q) h(n - e;))?

~
M&_.

.

M-~ L

(g(n—ei+e;) —g(n—e))* |- (g(n) —g(n—-e))?

~.
1l
—_

+ (h(n) — h(n — ¢;))?
= |Vg(n—e)* = (g(n) — g(n—e))* + (h(n) — g(n - e;))*.

Calculemos também:

d
Ve(m)* = ) (g(n+e;) —g(m)’.
i=1

Juntando todos os termos:

D IVhm)P = > [Ve(m)? +Z<g<n+e ) = h(n))? +Z(g(n —ei) = h(m))?

mezd mev

+ Z Ve(n - e)|” - Z (8(n) - g(n—e))’

—Z|Vg(m>|2+qn<h(n)>+2|Vg<n—e>|2 Z(g(n) g(n—e:))?

meV

+|Vg(m)* ~ Vg (n)?

= > IVg(m)P +gu(h(n)) + Z Vg(n—e)> + Vg - gu(g(n)

meV

= > 1Ve(m)P + gu(h(n)) = ga(3(n)).

mezd
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Isso mostra que
IVMfII; = 1Vell3 = VRN + ga(g(n) = gu(h(n)) > ||VA]3.

Consequentemente, g < h com h € §, contradizendo o Lema de Zorn. Portanto, g = M, f e 0
teorema esta provado.

Caso2. Sed=1el < p < co. Considere a fun¢do g,: Z — R dada por:

qn(x) = [g(n+1) —x|" +|g(n—1) —x|".
Temos novamente que g, é convexa e sendo

qp(x) = =plg(n+1) —=x[P2(g(n+1) —x) = plg(n = 1) =x["*(g(n = 1) - x)

_ gtD+g(n=1)
- 2

seu minimizante ocorre em X, = g(n) + Ag(n). Tome novamente a fungao

h: Z¢ — R dada por:

g(m), se m #+ n;
h(m) =
min{M,f(n),g(n) + Ag(n)}, sem =n.

Temos f < g < h < M, f e pela convexidade de g,

qn(g(n)) 2 qn(h(n)) = gn(xn).

Ig'l15 = > 1g’(m)I”

mez

= lgtm+1) = g(m)l?

mezZ

= Z |h(m +1) = h(m)[” +|g(n) = g(n = D" +|g(n+1) - g(n)|”

mez

= |h(n) = h(n = DI” = |h(n+1) = h(n)|”
=171l + gn(8(n) = gu(h(m)) 2 IX1I}.

Novamente contradizemos o Lema de Zorn.

Caso 3. Se d = 1 e p = 0. Tome desta vez a funcdo

qn(x) = max{|g(n+1) — x|, [g(n = 1) — x|}

a qual também € convexa e possui minimizante em x, = g(n) + Ag(n). Definindo & como nos

casos anteriores, teremos novamente:

qn(g(n)) = qn(h(n))
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e,sendoV =Z\{n-1,n}

1]l = sup [A(m + 1) — h(m)]

mez

= max {SUP 1g(m +1) = g(m)|,|g(n+1) = h(n)],|h(n) — g(n - l)l}

meV

= max {SUP 8" (m)], qn(h(n))} ~

meV

lg’lleo = sup |g(m + 1) — g(m)]

mez

= max {Sup lg(m +1) —g(m)],[g(n+1) —g(n)l].g(n) —g(n - 1)|}

meV

 max {sup 1§ (m) qn<g(n)>} .

meV

Portanto, ||g’||., = ||/']|» contradizendo também o Lema de Zorn e finalizando a demonstragao.

O
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6 CONCLUSAO

Vimos no capitulo 3 que perante uma estimativa entre OMC e o Operador Maximal
de Hardy Littlewood, poderiamos mostrar uma versao do Teorema de Hardy-Littewood-Wiener
para os OMC e assim reformular a demonstracao de (Kinnunen, 1997), mostrando que os OMC
levam fungdes do espaco de Sobolev W!-? (R?) sobre ele préprio de forma limitada.

Prosseguimos no capitulo 4 apresentando dois OMC relacionados as equacgoes de
Gauss e Poisson, mostrando que estes operadores eram continuos quando atuavam sobre funcdes
continuas e L” (R?) para p # co ou Lipschitz limitadas. Vimos ainda que os niicleos que geravam
estes operadores satisfaziam a propriedade de semigrupo: ¢; * ¢ = @;1.. Além disso, mostramos
que sendo continuos, tais operadores eram subharmonicos em A = {M,f > f}, onde M, f é o
Operador Maximal de Gauss (ou de Poisson). Finalizamos mostrando que se um OMC satisfazia
as propriedades vistas para os Operadores Maximais de Gauss e Poisson, entdo sua variagao

L?(RY) era limitada e ndo crescia, ou seja,

”VMtpf”Lp(Rd) < ”Vf”LP(Rd)

para M, € M quando p > 1 ed = 1, ou paraquando p =2 ou p = co e d > 1. Mostramos ainda
que quando uma func¢do f tinha variacdo pontual limitada, também teria o operador maximal

valendo ainda

Var(M, f) < Var(/).

utilizando para isso o comportamente convexo que o operador assumia no conjunto aberto onde
era subharmonico.

No dltimo capitulo, abordamos as fun¢des discretas, apresentando versdes discretas
das equagdes de Gauss e Poisson e criando operadores maximais a partir da solucao dessas
equacoes. Ademais, vimos através de uma propriedade comum aos dois operadores que, se um
OMCD satisfizesse tal propriedade, entdo terfamos que a variagio L”(Z“) destes operadores

seria também limitada valendo:

VMo fll oy < I Fllo

quandod=1ep >1leparad > 1 com p =2.
Por fim, algumas perguntas naturais surgiram ao longo do estudo e desenvolvimento

desta dissertacao, algumas das quais fazemos a seguir. Além dos Operadores Maximais de
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Gauss e Poisson, que outros operadores estariam em I? Sabendo que através de uma fungao
L' (R%) podemos gerar aproximacdes da identidade, haveria alguma maneira de gerar operadores
em M? Em R? ou Z4, d > 1, haveriam outros valores de p diferentes de 2, co para os quais
a desigualdade encontrada valeria? Todas estas perguntas se encontram ainda sem resposta,

servindo de estimulo para estudos futuros.
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