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S185r Silva, Cleo Vieira da.
Caracterização Não-Extensiva de Ondas Gravitacionais: o Formalismo do q-Tripleto de

Tsallis / Cleo Vieira da Silva. - 2026.
258 f.

Tese (doutorado) - Universidade Federal do Ceará, Centro de Ciências, Programa de
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A todos que, de alguma forma, contribuı́ram para a realização deste sonho: o meu
muito obrigado.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento
de Pessoal de Nı́vel Superior - Brasil (CAPES) - Código de Financiamento 001.
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RESUMO

A existência das ondas gravitacionais foi prevista por Einstein em 1916 como perturbações na
curvatura do espaço-tempo causadas por massas aceleradas. Um século depois, sua detecção
direta pelo LIGO inaugurou uma nova era na astrofı́sica observacional. Entretanto, a complexi-
dade e a natureza fora do equilı́brio desses sinais desafiam os modelos estatı́sticos baseados na
entropia de Boltzmann-Gibbs. Neste contexto, esta tese propõe a aplicação do formalismo da
estatı́stica não-extensiva de Tsallis como ferramenta para descrever e interpretar, em múltiplas
escalas, os sinais das ondas gravitacionais. Investigar, via estatı́stica não-extensiva de Tsallis, a
estrutura multiescala dos sinais de ondas gravitacionais oriundos de sistemas binários em coa-
lescência, relacionando os expoentes do q-tripleto (qstat, qsen, qrel) com os parâmetros fı́sicos das
OGs. A metodologia baseou-se na análise de séries temporais públicas dos detectores Hanford
e Livingston, submetidos a filtragem, segmentação e normalização. Os expoentes do q-tripleto
foram obtidos por: (i) ajuste de distribuições q-gaussianas (qstat); (ii) análise multifractal (MF-
DFA) para (qsen); e (iii) cálculo da informação mútua média (AMI) para (qrel). Realizaram-
se análises de correlação (Pearson e Spearman) e regressões lineares entre os ı́ndices q e as
variáveis fı́sicas do sistema binário. Para o evento GW150914, os valores obtidos para o q-
tripleto indicaram forte não extensividade: {1,46;0,02;2,28}H e {1,43;0,25;2,26}L. Na análise
de múltiplos eventos, (qsen) apresentou forte correlação com a frequência de pico (R2 = 0,78)
no ajuste linear, enquanto (qrel) exibiu correlação moderada com a chirp mass (R2 = 0,26).
Por outro lado, (qstat) não apresentou correlação significativa, indicando possı́vel influência de
fatores estocásticos. A aplicação da estatı́stica não extensiva de Tsallis revelou-se eficaz na
caracterização da complexidade em múltiplas escalas e do comportamento fora do equilı́brio
dos sinais de ondas gravitacionais. A utilização do q-tripleto demonstrou-se uma abordagem
promissora para identificar regimes dinâmicos distintos durante o processo de coalescência de
buracos negros, contribuindo com novas perspectivas metodológicas para a astrofı́sica de siste-
mas extremos.

Palavras-chave: ondas gravitacionais; mecânica estatı́stica não-extensiva de Tsallis; q-
tripleto; análise de séries temporais.



ABSTRACT

The existence of gravitational waves was predicted by Einstein in 1916 as perturbations in the
curvature of spacetime caused by accelerated masses. A century later, their direct detection
by the LIGO observatory inaugurated a new era in observational astrophysics. However, the
complexity and nonequilibrium nature of these signals challenge statistical models based on
Boltzmann–Gibbs entropy. In this context, this thesis proposes the application of Tsallis’ no-
nextensive statistical formalism as a tool to describe and interpret gravitational-wave signals
across multiple scales. This thesis aims to investigate, through Tsallis’ nonextensive statistics,
the multiscale structure of gravitational-wave signals originating from coalescing binary sys-
tems, establishing relationships between the q-triplet exponents (qstat, qsen, qrel) and the physical
parameters of gravitational waves. The methodology is based on the analysis of publicly avai-
lable time series from the Hanford and Livingston detectors, which were subjected to filtering,
segmentation, and normalization procedures. The q-triplet exponents were obtained through: (i)
fitting of q-Gaussian distributions to estimate qstat; (ii) multifractal detrended fluctuation analy-
sis (MF-DFA) to determine qsen; and (iii) computation of the average mutual information (AMI)
to evaluate qrel. Pearson and Spearman correlation analyses, as well as linear regressions, were
performed between the q indices and the physical parameters of the binary systems. For the
GW150914 event, the estimated q-triplet values indicated strong nonextensive behavior, with
{1.46;0.02;2.28}H and {1.43;0.25;2.26}L for the Hanford and Livingston detectors, respecti-
vely. In the analysis of multiple events, the index qsen exhibited a strong correlation with the
peak frequency (R2 = 0.78) in the linear fit, while qrel showed a moderate correlation with the
chirp mass (R2 = 0.26). Conversely, qstat did not present a significant correlation, indicating a
possible influence of stochastic factors. Overall, the application of Tsallis’ nonextensive statis-
tics proved effective in characterizing the multiscale complexity and nonequilibrium behavior
of gravitational-wave signals. The use of the q-triplet emerges as a promising approach for iden-
tifying distinct dynamical regimes during the coalescence process of black holes, contributing
new methodological perspectives to the astrophysics of extreme systems.

Keywords: gravitational waves; Tsallis nonextensive statistical mechanics; q-triplet; time series
analysis.
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Tabela 3 – Comparação de parâmetros fı́sicos dos eventos BBH selecionados. . . . . . . 117

Tabela 4 – Interpretação da força da correlação baseada no valor de r. . . . . . . . . . . 121

Tabela 5 – Classificação da força da correlação pelo coeficiente ρ . . . . . . . . . . . . . 125

Tabela 6 – Comparação entre os coeficientes de correlação de Pearson e Spearman . . . 152

Tabela 7 – Lista de eventos de ondas gravitacionais do tipo BBH detectados. . . . . . . . 182
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Tabela 12 –Resultados das regressões lineares entre variáveis selecionadas. . . . . . . . . 258
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lasers e os elementos ópticos estão contidos nos grandes edifı́cios de esquina.

De cada edifı́cio de esquina, tubos de feixe evacuados se estendem em ângulos
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3.3.1 Ondas gravitacionais de binárias compactas em espiralamento . . . . . . . . 57

3.3.2 Ondas gravitacionais contı́nuas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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4.8.2 Índice q de sensibilidade de Tsallis (qsen) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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5.4 Determinação dos parâmetros do q-tripleto . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

5.4.1 Estimativa computacional do ı́ndice (qstat) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5.4.2 Método de estimativa de (qstat) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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6.6.3 O (qstat) e parâmetros fı́sicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

6.6.4 Comparação entre os coeficientes de correlação de Pearson e Spearman . . 152

6.7 Distribuições bimodais: evidência estatı́stica de múltiplos regimes astrofı́sicos153
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Estado da Arte

Em 1915, Albert Einstein apresentou ao mundo a Teoria da Relatividade Geral, uma

das mais revolucionárias construções da fı́sica moderna, ao reinterpretar a gravitação não mais

como uma força à distância, mas como a manifestação da curvatura do espaço-tempo induzida

pela presença de massa e energia. Essa teoria substituiu com sucesso a mecânica newtoni-

ana em regimes de campos gravitacionais intensos e velocidades relativı́sticas, fornecendo um

novo formalismo para descrever fenômenos como o movimento de corpos celestes em campos

gravitacionais e a deflexão da luz por objetos massivos [1].

No ano seguinte, em 1916, o próprio Einstein demonstrou que as equações de

campo da relatividade geral admitiam soluções ondulatórias em determinadas condições: as

chamadas ondas gravitacionais (OGs) [2]. Essas ondas seriam geradas por variações acelera-

das no momento de quadrupolo de sistemas massivos e se propagariam à velocidade da luz,

deformando periodicamente o espaço-tempo por onde passassem. Durante décadas, no en-

tanto, a existência fı́sica dessas ondas permaneceu controversa, restrita ao domı́nio das soluções

teóricas.

Somente em 1974 é que evidências indiretas das OGs começaram a emergir com

mais força [3]. Em 1993, o Prêmio Nobel de Fı́sica foi concedido a Russell Hulse e Jo-

seph Taylor pela descoberta do pulsar binário PSR B1913+16, cujas órbitas apresentavam uma

diminuição no perı́odo orbital precisamente compatı́vel com a emissão de energia na forma de

ondas gravitacionais, conforme predito pela relatividade geral [4]. Esse achado representou

uma confirmação indireta da existência das OGs, embora ainda não constituı́sse uma detecção

direta [5].

Um século após a previsão teórica de Einstein, um marco histórico foi finalmente

atingido. No dia 14 de setembro de 2015, o Observatório de Ondas Gravitacionais por Inter-

ferometria a Laser (LIGO), nos Estados Unidos, registrou um sinal caracterı́stico de uma onda

gravitacional, oriunda da fusão de dois buracos negros de massas estelares, respectivamente de

29+4
−4M⊙ e 36+5

−4M⊙, e a massa final do buraco negro é de 62+4
−4M⊙, com 3,0+5

−5M⊙c2 radiadas

em ondas gravitacionais [6]. O evento, nomeado GW150914, apresentou uma significância es-

tatı́stica notável de 5,1 σ [7], sendo a primeira detecção direta de uma onda gravitacional. Os

dados foram disponibilizados à comunidade cientı́fica no dia 11 de fevereiro de 2016, marcando

o nascimento efetivo da astronomia gravitacional como um novo campo observacional da fı́sica

[8, 9].
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O impacto cientı́fico da descoberta foi imediato e global. Em 2017, o Prêmio No-

bel de Fı́sica foi concedido a Rainer Weiss, Barry C. Barish e Kip S. Thorne pela contribuição

decisiva no desenvolvimento do detector LIGO e pela primeira observação direta de OGs [10].

O reconhecimento consolidou décadas de esforços teóricos e experimentais, selando o inı́cio

de uma nova era na investigação de fenômenos astrofı́sicos extremos, como fusões de bura-

cos negros e estrelas de nêutrons. Este potencial concretizou-se de forma paradigmática com a

detecção, no mesmo ano, da colisão de duas estrelas de nêutrons GW170817, o primeiro evento

astronómico observado simultaneamente através de ondas gravitacionais e de radiação eletro-

magnética (astronomia multimensageira) [11]. Tais descobertas fornecem ferramentas inédita

para sondar as propriedades fundamentais do espaço-tempo por meio da abertura de uma nova

janela observacional para o universo. Além disso, ondas gravitacionais oriundas de processos

de fusão no universo primordial têm sido propostas como potenciais evidências indiretas da

existência de matéria escura, assim como de fontes contı́nuas e estocásticas de OGs, ampliando

ainda mais seu papel na cosmologia moderna [7, 11, 12].

Embora os sinais gravitacionais contenham informações valiosas sobre as proprie-

dades fı́sicas dos sistemas em coalescência, tais como massas, spins e distância [9], a caracteriza-

ção estatı́stica completa da deformação relativa (strain) do tecido do espaço-tempo, expressa

pela série temporal h(t), permanece um desafio em termos de extração de padrões comple-

xos e análise multiescala. Métodos tradicionais, como transformadas de Fourier e técnicas de

correlação cruzada, são eficazes na identificação espectral, mas podem apresentar limitações

significativas quando aplicados a fenômenos altamente não lineares, multifractais e com de-

pendência explı́cita de escala, caracterı́sticas esperadas durante as diferentes fases da coa-

lescência binária [12].

Nesse contexto, formula-se a hipótese central deste estudo: as amplitudes e frequên-

cias das ondas gravitacionais emitidas durante a fusão de buracos negros não evoluem de modo

aleatório ou gaussiano, mas exibem uma estrutura estatı́stica multiescala, com assinaturas de

não linearidade, memória de longo alcance e dinâmica fora do equilı́brio. Tais propriedades

são compatı́veis com o formalismo da mecânica estatı́stica não-extensiva de Tsallis [13]. Essa

hipótese é explorada quantitativamente ao longo desta tese, com base na extração e análise dos

expoentes do q-tripleto de Tsallis (qstat , qsen, qrel) [14–16].

O formalismo de Tsallis tem sido amplamente empregado na descrição de siste-

mas astrofı́sicos complexos, como turbulência solar, flares, dinâmica estelar e ventos interpla-

netários, apresentando resultados consistentes na identificação de regimes multifractais, não

gaussianos e de memória de longo alcance [17–19]. Burlaga e Viñas [20], por exemplo, deter-

minaram empiricamente o q-tripleto a partir de medições do campo magnético interplanetário

pela sonda Voyager 1, enquanto de Freitas e De Medeiros [19] aplicaram o formalismo à ativi-
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dade solar.

Contudo, sua aplicação ao domı́nio das ondas gravitacionais, cujos sinais são in-

trinsicamente não lineares, coerentes temporalmente e sujeitos a processos de relaxação lenta,

ainda está em estágio inicial. Um trabalho pioneiro de Silva et al. [21] aplicou a estrutura do

q-tripleto ao sinal do evento GW150914, revelando sua multifractalidade e não extensividade.

No entanto, não há até o presente estudos sistemáticos que explorem este formalismo de ma-

neira abrangente para uma população de eventos, para sinais contı́nuos ou estocásticos, ou que

o integrem diretamente aos pipelines de detecção e análise de fontes de ondas gravitacionais.

Esta lacuna fundamental na literatura constitui a motivação central para a investigação proposta

nesta tese.

A fim de testar essa hipótese, este trabalho propõe a aplicação da mecânica es-

tatı́stica não-extensiva de Tsallis [22] como arcabouço teórico para investigar a estrutura da

série temporal h(t) associada aos eventos de ondas gravitacionais. O sinal h(t), conhecido como

strain gravitacional, representa a deformação relativa do espaço-tempo induzida pela passagem

de uma onda gravitacional, sendo definido como a variação fracionária do comprimento dos

braços interferométricos do detector, h(t) = ∆L(t)/L. Essa grandeza constitui o principal ob-

servável fı́sico fornecido pelos detectores do LIGO e encapsula, de forma direta, a dinâmica

temporal do processo de coalescência dos sistemas binários compactos.

A análise da série temporal h(t) permite acessar não apenas informações espectrais

associadas às frequências dominantes do sinal, mas também flutuações temporais sutis rela-

cionadas a efeitos não lineares, correlações de longo alcance e variações multiescalares que

emergem durante as diferentes fases do evento gravitacional. Nesse sentido, a abordagem es-

tatı́stica adotada possibilita explorar propriedades dinâmicas e estatı́sticas que não são adequa-

damente descritas por distribuições gaussianas clássicas nem por métodos lineares convencio-

nais, sendo especialmente apropriada para sistemas complexos que operam fora do equilı́brio

termodinâmico [23].

A metodologia desenvolvida fundamenta-se na análise multiescala da série tempo-

ral h(t), com estimativas computacionais dos expoentes (qstat), (qsen) e (qrel) obtidas por meio

de distribuições q-Gaussianas, Multifractal Detrended Fluctuation Analysis (MF-DFA) e me-

didas de correlação baseadas em informação mútua média (AMI) [24, 25]. Essa combinação

permite investigar tanto o comportamento estacionário e estatı́stico das OGs quanto sua sensi-

bilidade a condições iniciais e a dinâmica de relaxação, oferecendo uma visão mais abrangente

e fisicamente consistente da complexidade gravitacional.

A adoção do formalismo estatı́stico de Tsallis justifica-se pelo acúmulo de evidências

de que sistemas gravitacionais, como as fusões de buracos negros, exibem comportamentos ca-

racterı́sticos de sistemas complexos, como memória de longo alcance, distribuição de caudas pe-
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sadas e multifractalidade, que não são descritos adequadamente pela hipótese de extensividade

da estatı́stica de Boltzmann-Gibbs [17, 26–28]. As OGs, em particular, constituem séries tem-

porais únicas, curtas, mas altamente informativas, cuja natureza multiescala desafia os métodos

lineares convencionais. Assim, o uso desse formalismo de Tsallis fornece uma estrutura concei-

tual e matemática capaz de capturar tais aspectos não lineares, restabelecendo a conexão entre

entropia generalizada e complexidade fı́sica do espaço-tempo.

Além disso, a entropia de Tsallis mostra-se particularmente adequada para des-

crever sistemas fortemente interagentes e gravitacionalmente vinculados, nos quais a hipótese

de extensividade da entropia deixa de ser válida. Para valores apropriados do parâmetro q, a

formalização não-extensiva fornece uma descrição mais fiel da dinâmica de subsistemas que não

são estatisticamente independentes. Dessa forma, a aplicação do arcabouço teórico de Tsallis

estabelece uma ponte conceitual entre a estatı́stica não extensiva e a fı́sica de ondas gravitaci-

onais, cujas descrições teóricas e observacionais frequentemente envolvem não linearidades e

condições de não equilı́brio.

Dessa forma, ao aplicar a estatı́stica não-extensiva para extrair os parâmetros do q-

tripleto, este estudo busca não apenas validar a hipótese de estrutura multiescala na evolução de

h(t), mas também contribuir com uma abordagem alternativa, sólida e sensı́vel para a interpretação

da fı́sica envolvida nas OGs ampliando o entendimento sobre a dinâmica de fusões de buracos

negros, bem como os processos fundamentais que regem o espaço-tempo.

1.2 Objetivos

Esta tese busca investigar o comportamento da estrutura multiescala das deformações

registradas nas séries temporais das ondas gravitacionais, demonstrando que sua dinâmica é re-

gida por estatı́sticas não extensivas, caracterizadas pelo q-tripleto (qstat , qsen, qrel) de Tsallis, e

que esses ı́ndices podem identificar a frequência dominante durante a coalescência dos buracos

negros. Além disso, concomitante a proposta geral desta tese, destacam-se alguns objetivos

especı́ficos:

a) Aplicar técnicas de filtragem espectral e pré-processamento em séries temporais de even-

tos de ondas gravitacionais extraı́das dos detectores LIGO (Hanford e Livingston) para

remoção de ruı́dos e isolamento do sinal fı́sico de interesse;

b) Estimar computacionalmente os expoentes do q-tripleto (qstat , qsen, qrel) a partir das

séries temporais h(t) tratadas, empregando distribuições q-Gaussianas, análise multifrac-

tal (MF-DFA) e medidas de correlação baseadas em informação mútua média (AMI),

com fundamento na mecânica estatı́stica não-extensiva de Tsallis;
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c) Verificar, no estudo de caso do evento GW150914, se a série temporal h(t) é adequa-

damente descrita por uma distribuição q-Gaussiana de Tsallis, se apresenta estrutura

multifractal associada à sensibilidade às condições iniciais e se exibe uma dinâmica de

relaxação compatı́vel com regimes não-extensivos; em seguida, estender essa análise aos

demais eventos BBH (Binary Black Hole systems) selecionados, avaliando a robustez es-

tatı́stica desses comportamentos;

d) Caracterizar quantitativamente a dinâmica dos sistemas binários coalescentes por meio

dos três ı́ndices do q-tripleto (qstat , qsen, qrel), analisando de que forma esses parâmetros

descrevem regimes distintos de estacionariedade, sensibilidade dinâmica e relaxação tem-

poral, evidenciando desvios em relação ao comportamento extensivo clássico;

e) Investigar a viabilidade do uso dos ı́ndices entrópicos do q-tripleto como parâmetros es-

tatı́sticos associados à determinação da frequência dominante durante o processo de fusão

dos buracos negros, analisando sua correlação com grandezas espectrais extraı́das dos si-

nais gravitacionais;

f) Identificar a presença de assinaturas estatı́sticas compatı́veis com transições dinâmicas de

regime no domı́nio temporal e/ou espectral durante a coalescência de sistemas binários

de buracos negros, com ênfase na relação entre o aumento da frequência gravitacional e

variações sistemáticas nos parâmetros do q-tripleto;

g) Correlacionar os parâmetros obtidos com propriedades fı́sicas da radiação gravitacional

detectada, oferecendo uma nova perspectiva sobre a dinâmica interna desses sinais e com

o intuito de analisar o comportamento do sistema que se encontra fora equilı́brio no mo-

mento da colisão dos buracos negros.

1.3 Estrutura Organizacional

A presente tese está organizada de forma sistemática em oito capı́tulos principais,

estruturados de modo a conduzir o leitor progressivamente desde os fundamentos teóricos até

as análises e interpretações finais. O Capı́tulo 1 apresenta a introdução geral do trabalho,

contextualizando a pesquisa dentro do panorama atual da fı́sica gravitacional e justificando a

aplicação da mecânica estatı́stica não extensiva de Tsallis no estudo das ondas gravitacionais.

Nesse capı́tulo, são delineados os objetivos gerais e especı́ficos da investigação, bem como a

motivação cientı́fica que impulsiona o desenvolvimento da proposta.

O Capı́tulo 2 realiza uma revisão teórica introdutória sobre as ondas gravitacionais,

abordando seus fundamentos na Relatividade Geral, a linearização das equações de campo de

Einstein, os estados de polarização das ondas e os mecanismos de geração e detecção desses
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sinais astrofı́sicos. Em seguida, o Capı́tulo 3 foca nas principais detecções de ondas gravitaci-

onais, com destaque para o evento GW150914, analisando suas caracterı́sticas fı́sicas e o papel

dos detectores LIGO de Hanford e Livingston na observação direta dos sinais.

No Capı́tulo 4, discorre-se sobre a mecânica estatı́stica não extensiva de Tsallis,

enfatizando a formulação do q-tripleto (qstat , qsen, qrel) e suas interpretações no contexto de

sistemas complexos fora do equilı́brio termodinâmico. Esse capı́tulo estabelece as bases con-

ceituais necessárias para a análise estatı́stica dos sinais gravitacionais.

O Capı́tulo 5 descreve detalhadamente a metodologia empregada no estudo, inclu-

indo os critérios de seleção das amostras, os procedimentos de pré-processamento das séries

temporais e os métodos computacionais utilizados na extração dos expoentes q. São aborda-

das, também, as ferramentas estatı́sticas aplicadas às análises de correlação e regressão entre os

parâmetros extraı́dos e as variáveis fı́sicas associadas aos sistemas binários em coalescência.

No Capı́tulo 6, são apresentados e discutidos os resultados obtidos. As análises en-

volvem o comportamento temporal dos sinais, a caracterização dos ı́ndices q e suas variações

em função da frequência, além da identificação de possı́veis assinaturas de regimes distintos du-

rante o processo de coalescência de buracos negros. A Capı́tulo ainda contempla comparações

entre os detectores e uma discussão aprofundada das correlações estatı́sticas observadas.

O Capı́tulo 7 reúne as principais conclusões da pesquisa, destacando as contribuições

teóricas e metodológicas do estudo para a caracterização não extensiva das ondas gravitacionais

e sugerindo implicações para a fı́sica de sistemas gravitacionalmente vinculados.

Por fim, o Capı́tulo 8 propõe direções futuras de pesquisa, apontando potenciais ex-

tensões da abordagem aqui desenvolvida para a análise de novos eventos, outros tipos de fontes

astrofı́sicas e possibilidades de aprofundamento no estudo da complexidade informacional em

sinais gravitacionais.
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2 UMA BREVE REVISÃO SOBRE AS ONDAS GRAVITACIONAIS

As ondas gravitacionais representam uma das mais notáveis previsões da Teoria da

Relatividade Geral, sendo mensageiras diretas de eventos astrofı́sicos extremos e inacessı́veis

por outros meios observacionais. Sua detecção inaugura uma nova janela para a compreensão do

universo, permitindo investigar fenômenos associados às regiões mais energéticas e dinâmicas

do cosmos, como fusões de buracos negros, estrelas de nêutrons e processos relacionados à

origem do próprio universo (Abbott et al., 2016) [29]. Segundo Kip Thorne, laureado com o

Prêmio Nobel de Fı́sica em 2017, “as ondas gravitacionais são ondulações no próprio tecido do

espaço-tempo, que carregam consigo informações sobre suas fontes e sobre a natureza da gra-

vidade em si” (Thorne, 1994) [30]. A formulação teórica das ondas gravitacionais, bem como

sua propagação, detecção e interpretação, fundamenta-se nos pilares da Relatividade Geral de-

senvolvida por Einstein em 1915, cuja concepção revolucionou o entendimento da gravitação

como manifestação da geometria do espaço-tempo (Thorne, 1987) [31]. Para compreender

adequadamente as bases teóricas da geração e da propagação de ondas gravitacionais, é impres-

cindı́vel uma análise dos fundamentos da Relatividade Geral, da linearização de suas equações

de campo e da estrutura dos tensores de perturbação que descrevem essas ondulações, os quais

serão apresentados nas seções subsequentes.

2.1 Introdução sobre Relatividade Geral

Albert Einstein publicou, em 1915, a Teoria da Relatividade Geral, com o objetivo

de generalizar a teoria clássica da gravitação formulada por Isaac Newton [1]. Diferentemente

da gravitação newtoniana, cuja formulação não incorporava a geometria do espaço-tempo, a

Relatividade Geral estabelece que a gravidade emerge da curvatura do espaço-tempo induzida

pela distribuição de massa, energia e momento. No limite de campos gravitacionais fracos, suas

aproximações permitem soluções do tipo onda [2]. A conexão matemática entre a geometria

do espaço-tempo e o conteúdo de energia-momento é formalmente expressa nas Equações de

Campo de Einstein (EFE, do inglês Einstein Field Equation), cuja formulação relaciona direta-

mente o tensor de curvatura com o tensor energia-momento por meio da equação fundamental

Gab = Rab −
1
2

gabR−Λgab =
8πG
c4 Tab, (2.1)

A Equação de Campo de Einstein estabelece a relação fundamental entre a curvatura

do espaço-tempo e a distribuição de matéria e energia no universo. A seguir, descrevem-se, do

ponto de vista fı́sico, os significados de cada termo presente nessa equação:
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i) O Tensor de Einstein Gab encapsula toda a informação sobre a curvatura do espaço-tempo

e suas propriedades geométricas. Ele é uma combinação do tensor de Ricci e do escalar

de curvatura e pode ser visto como a “resposta” do espaço-tempo à presença de matéria e

energia;

ii) O Tensor de Ricci Rab é uma contração do tensor de Riemann, que descreve como o

espaço-tempo se curva em resposta à presença de matéria e energia. Ele é uma medida da

curvatura relacionada a como os volumes de matéria se deformam ao longo do espaço-

tempo. Quando Rab = 0, o espaço-tempo está vazio, sem matéria ou energia presente,

embora ainda possa existir curvatura devido à propagação de ondas gravitacionais;

iii) A métrica do espaço-tempo gab descreve como as distâncias e os intervalos de tempo

são medidos no espaço-tempo curvo, definindo sua geometria em presença de matéria e

energia. O termo 1
2gabR surge da exigência matemática de que o tensor de Einstein possua

divergência nula, condição garantida pelas identidades de Bianchi, assegurando, assim, a

conservação local da energia e do momento no espaço-tempo;

iv) O escalar de curvatura R é uma quantidade escalar derivada da métrica, representando

uma “média” da curvatura do espaço-tempo em um ponto. Ele é obtido pela contração do

tensor de Ricci com a métrica e dá uma medida geral da curvatura total do espaço-tempo

em torno de uma distribuição de massa e energia. Se R= 0, isso implica um espaço-tempo

plano (ou em certos casos, sem curvatura global, mas com curvatura local);

v) A Constante Cosmológica Λ foi introduzida por Einstein para permitir um universo esta-

cionário. Fisicamente, a constante cosmológica é interpretada como uma força que age

em todo o espaço-tempo, como a “energia do vácuo”, que pode causar uma expansão ace-

lerada do universo, como observada atualmente. O termo Λgab contribui para a curvatura

do espaço-tempo mesmo na ausência de matéria ou radiação;

vi) O tensor energia-momento Tab descreve a densidade e o fluxo de energia e momento em

cada ponto do espaço-tempo. Ele representa a distribuição de matéria, energia, pressão e

tensões no universo. Esse tensor aparece no lado direito da equação, simbolizando que a

matéria e a energia determinam a curvatura do espaço-tempo;

vii) A Constante de Acoplamento Gravitacional 8πG
c4 = 2,073×10−48

(
s2

kg.m

)
define a intensi-

dade da interação gravitacional. O termo contém a constante gravitacional G, que define

a força da gravidade, e c, a velocidade da luz no vácuo, que aparece para garantir a con-

sistência das dimensões fı́sicas entre os dois lados da equação. Esse fator ajusta a equação

de campo para que a quantidade de curvatura gerada seja proporcional à densidade de
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energia-momento presente. Isso indica que o campo gravitacional está diretamente re-

lacionado à curvatura do espaço-tempo, como ilustrado na Figura 1, sendo diretamente

determinado pela distribuição de matéria, energia e radiação no universo.

Figura 1 – Imagem ilustrativa mostrando a curvatura do espaço-tempo causada por dois bu-
racos negros em um sistema binário, girando um em torno do outro. A deformação da malha
representa a distorção do espaço-tempo, evocando o vasto efeito gravitacional dos buracos ne-
gros.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como consequência, no espaço vazio longe de qualquer distribuição o tensor de

Ricci desaparecerá enquanto o tensor de Riemann pode ser diferente de zero, isto significa que

os efeitos de uma onda gravitacional propagativa em um espaço-tempo vazio serão descritos

através do tensor de Riemann [32].

Entre os resultados mais notáveis da Relatividade Geral estão: a dilatação temporal

gravitacional, pela qual relógios situados em potenciais gravitacionais mais profundos transcor-

rem mais lentamente do que os afastados da fonte; o redshift gravitacional, que expressa a perda

de energia (isto é, o aumento do comprimento de onda, com desvio para o vermelho) da radiação

ao “subir” um poço gravitacional; a precessão do periélio de Mercúrio, cuja anomalia não expli-

cada pela mecânica newtoniana é corretamente prevista pela curvatura do espaço-tempo solar

[33]; e as ondas gravitacionais, ondulações da métrica produzidas por massas aceleradas que

se propagam à velocidade da luz [34]. Conjuntamente, esses fenômenos, testados em escalas
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de laboratório, no Sistema Solar e em contextos astrofı́sicos, constituem pilares observacionais

da teoria e evidenciam que a gravidade se manifesta geometricamente, e não como uma força

newtoniana.

2.2 Equações de campo de Einstein Linearizadas

Admite-se que, em regiões suficientemente distantes de objetos compactos, como

buracos negros e estrelas de nêutrons, o campo gravitacional seja fraco, no sentido de que a

geometria do espaço-tempo se aproxima da plana. Nessa condição, válida para a maioria das

situações astrofı́sicas, a métrica fı́sica gab é aproximadamente igual à métrica de Minkowski

ηab da relatividade especial [35], de modo que:

gab = ηab +hab, (2.2)

onde hab representa uma perturbação métrica de pequena magnitude. Como não existe uma

métrica positivamente definida natural no espaço-tempo, não há uma norma intrı́nseca para

quantificar rigorosamente essa “pequenez”. No entanto, pode-se impor que, em relação a um

sistema de coordenadas inerciais associado a ηab, cuja forma canônica é ηab = diag(−1,+1,+1,

+1) [36], os componentes da perturbação satisfaçam:

|hab|<< 1. (2.3)

A partir da substituição da Equação (2.2) na identidade métrica gabgbc = δ a
c , e

utilizando-se que ηabηbc = δ a
c , obtém-se que a métrica inversa gab também se aproxima da

métrica inversa de Minkowski ηab, segundo:

gab = η
ab −hab, (2.4)

onde se introduz a notação hab ≡ ηacηbdhcd , tendo sido desprezados todos os termos de ordem

superior O(h2). A partir deste ponto, assume-se que a análise se restringe ao regime linear na

perturbação hab, negligenciando-se termos de ordem superior O(h) [37]. Consequentemente,

todos os ı́ndices serão elevados e rebaixados exclusivamente pela métrica plana ηab e sua in-

versa ηab.

Procede-se, então, à linearização da Equação de Einstein:

Gab =
8π

G
c4Tab (2.5)

em relação à perturbação métrica ηab.

Utilizando as expressões obtidas para gab e gab, aplicadas na definição do tensor de
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Riemann:

Ra
bcd = ∂cΓ

a
bd −∂dΓ

a
bc +Γ

a
ecΓ

e
bd −Γ

a
edΓ

e
bc, (2.6)

com os sı́mbolos de Christoffel dados, na aproximação linear [38], por:

Γ
a
bc =

1
2

gad (∂cgbd +∂bgcd −∂dgbc) . (2.7)

Obtém-se, portanto, para o tensor de Riemann linearizado:

Rabcd =−∂c∂[ahb]d +∂d∂[ahb]c, (2.8)

onde ∂a representa a derivada ordinária associada às coordenadas inerciais globais de ηab, e col-

chetes denotam a antissimetrização sobre um par de ı́ndices, por exemplo, T[ab] ≡ 1
2 (Tab −Tba).

Utilizando as definições do do tensor de curvatura de Riemann, que é possı́vel definir outros

tensores de ordem inferior, como o tensor de Ricci, definido por

Rab ≡ gcdRcadb = Rc
acb, (2.9)

que é simétrico. O tensor de Ricci é o único tensor não trivial de segunda ordem que pode

ser obtido pela contração de um par de ı́ndices do tensor de Riemann [39]. De fato, devido

às propriedades de simetria, outras contrações resultam em ±Rab ou se anulam identicamente

[39]. O traço do tensor de Ricci,

R ≡ gabRab = Rab
ab, (2.10)

do tensor de Ricci e da curvatura escalar, o tensor de Einstein Gab também pode ser linearizado.

A equação de Einstein (2.1) então se reduz a

□h̄ab −2∂(aVb)+ηab∂cV c =−16πG
c4 Tab. (2.11)

onde □ ≡ ηcd∂c∂d = 1
c2

∂ 2

∂ t2 −∇2, é o operador de onda no espaço plano, ou d’Alembertiano,

e os parênteses indicam uma simetrização sobre um par de ı́ndices, por exemplo, T(ab) ≡
1
2 (Tab +Tba) [35]. Além disso, introduzimos a notação Va ≡ ∂ ch̄ac para a divergência da

perturbação métrica com traço revertido

h̄ab = hab −
1
2

hηab, (2.12)

com h ≡ ηabhab. Calculando o traço de hab, obtemos h̄ = −h, de modo que a Equação (2.12)

pode ser facilmente invertida para fornecer
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hab = h̄ab −
1
2

h̄ηab. (2.13)

A Equação (2.11) assume uma forma ligeiramente mais complexa quando expressa

em termos da perturbação métrica hab.

2.3 Condição de calibre de Lorentz

Observa-se que a forma da métrica dada pelas Equações (2.2)–(2.3) não especifica

de maneira única a perturbação hab. A liberdade para realizar transformações de coordenadas

“infinitesimais” xα → xα −ξ α(x), que preservam a forma da métrica em (2.2)–(2.3), dá origem,

na teoria linearizada, a uma invariância sob transformações de calibre [40] da forma

hab → hab +2∂(aξb). (2.14)

O campo vetorial arbitrário ξ α é denominado gerador da transformação de cali-

bre (2.14). Verifica-se que o tensor de Riemann linearizado (2.8) permanece invariante sob

essa transformação. Essa liberdade de calibre é análoga àquela existente no eletromagne-

tismo no espaço-tempo plano, cuja formulação covariante é representada pelo tensor de Fa-

raday [41], também conhecido como tensor eletromagnético [42]. Este tensor encapsula de

maneira compacta os campos elétrico e magnético no formalismo relativı́stico, sendo definido

por Fab = ∂[aAb] e apresenta invariância sob transformações de calibre do potencial vetorial, do

tipo Aa → Aa +∂aχ onde χ é uma função escalar arbitrária [42].

A liberdade de calibre na gravitação linearizada pode ser utilizada para simplificar

a equação de Einstein linearizada (2.11) [38]. Em particular, sempre é possı́vel encontrar um

calibre no qual a divergência Vα se anula, isto é

∂
ch̄ac = 0. (2.15)

Note que Va se transforma como Va → Va +□ξa sob a transformação de calibre

(2.14). Portanto, partindo de um calibre em que Va ̸= 0, pode-se adotar um calibre que obedece

à condição (2.15) aplicando uma transformação de calibre cujo gerador satisfaz

□ξa =−Va. (2.16)

Por analogia com a condição de calibre ∂ aAa = 0 do eletromagnetismo, a Equação

(2.15) é conhecida como condição de calibre de Lorentz, ou condição de calibre harmônico.

No calibre de Lorentz, a equação de Einstein linearizada (2.11) se reduz a
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□h̄ab =−16πG
c4 Tab. (2.17)

Isso significa que h̄ab representa uma quantidade que se propaga como uma onda à

velocidade da luz no vácuo, sobre um fundo de Minkowski plano, e que é gerada pelo, e que

é gerado pelo tensor energia-momento Tab. [38]. Em outras palavras, h̄ab descreve uma onda

gravitacional.

Dada uma fonte material, a solução da equação de onda (2.17) para cada compo-

nente h̄µν de h̄ab corresponde a um problema padrão em fı́sica, semelhante, por exemplo, à

teoria das ondas eletromagnéticas [42], como ilustrado na Tabela 1.

Tabela 1 – A liberdade de calibre da gravitação linearizada é análoga à da eletromagnetismo
ordinário no espaço-tempo plano.

Eletromagnetismo Gravitação Linearizada

Gerador χ ξa
Potencial Aa hab
Transformação de calibre Aa → Aa +∂aχ hab → hab +2∂(aξb)
Invariante de calibre Fab = ∂[aAb] Rabcd =−∂c∂[ahb]d +∂d∂[ahb]c
Condição de Lorentz ∂ aAa = 0 ∂ ah̄ab = 0
Lei de conservação ∂ a ja = 0 ∂ aTab = 0
Equação de onda □Aa =−µ0 ja □h̄ab =−16πG

c4 Tab

Fonte: Le Tiec [43].

A equação de Einstein linearizada (2.17) lembra a equação de Maxwell no calibre

de Lorentz

□Aa =−µ0 ja, (2.18)

onde µ0 é a permeabilidade do vácuo e ja é a densidade de corrente. Assim como a condição

de calibre ∂ aAa = 0 implica a conservação local da carga elétrica, ∂ a ja = 0, a condição de

calibre harmônico (2.15) implica a conservação local da energia e do momento na gravitação

linearizada [37]

∂aT ab = 0. (2.19)

2.4 Propagação de ondas gravitacionais no vácuo

Consideremos ondas gravitacionais que se propagam no vácuo, isto é, tomamos

Tab = 0 na Equação (2.17). Sob a condição de calibre harmônico (2.15), a equação de Einstein

linearizada reduz-se à equação de onda livre para a perturbação com traço revertido
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□h̄ab = 0. (2.20)

A solução geral de (2.20) pode ser escrita como superposição de ondas planas [38]

(decomposição de Fourier em quatro dimensões). Na teoria linearizada, qualquer solução da

equação de onda para h̄ab pode ser escrita como superposição contı́nua de ondas planas (modos

de Fourier). Usaremos o ansatz 1 de onda plana

h̄ab(x) = ℜ

∫
d4k Aab(k)eikα xα

(2.21)

Note que: □ h̄ab(x) = 0 como □≡ ηµν∂µ∂ν e como □ é linear e a operação ℜ{·} também, po-

demos trabalhar sem o ℜ durante a álgebra (e recolocá-lo ao final, se desejado). Escreveremos,

então,

h̄ab(x) =
∫

d4k Aab(k)e i k·x (algebricamente, sem o ℜ).

Como Aab(k) não depende de x, as derivadas atuam apenas no fator exponencial e

podem entrar na integral:

∂µ h̄ab(x) =
∫

d4k Aab(k)∂µe i k·x =
∫

d4k Aab(k)(ikµ)e i k·x,

∂ν∂µ h̄ab(x) =
∫

d4k Aab(k)∂ν[(ikµ)e i k·x] =
∫

d4k Aab(k)(−kµkν)e i k·x.

Aplicar o d’Alembertiano.

□ h̄ab(x) = η
µν

∂µ∂ν h̄ab(x) =
∫

d4k Aab(k) [− η
µνkµkν ] e i k·x.

Usar a equação de onda □ h̄ab = 0.

0 =□ h̄ab(x) =
∫

d4k [− η
µνkµkν ]︸ ︷︷ ︸

fator em k

Aab(k) e i k·x.

Como as exponenciais e i k·x formam uma base independente (no sentido de Fou-

rier), para que a integral seja nula para todo x sem forçar Aab(k) ≡ 0, é necessário que o fator

multiplicando cada exponencial se anule para todo k tal que Aab(k) ̸= 0:

η
µνkµkν = 0.

1Em fı́sica, o termo ansatz refere-se a uma suposição inicial ou um palpite que é usado como ponto de par-
tida para resolver um problema fı́sico ou matemático. Ele é frequentemente utilizado para estimar soluções para
equações que descrevem sistemas fı́sicos. Após estabelecer um ansatz, as equações são resolvidas considerando as
condições de contorno relevantes. Se o ansatz for coerente e racional, ele será validado pelos resultados obtidos.
Muitas vezes, o ansatz inclui parâmetros que podem ser ajustados iterativamente até alcançar um nı́vel desejado
de precisão [44].
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Em notação compacta,

kaka = η
abkakb = 0, (2.22)

que é exatamente a condição de nulidade. A Relação de dispersão com assinatura (−,+,+,+):

se ka = (ω,k), então

kaka =−ω
2 + |k|2= 0 ⇒ ω = |k|,

o que caracteriza a propagação à velocidade da luz: as superfı́cies de fase kαxα = const. são

hipersuperfı́cies nulas, pois seu covetor2 normal ka ≡ ∂a(kαxα) satisfaz kaka = 0.

A condição de calibre de Lorenz (2.15), ∂ ah̄ab = 0, torna-se, no espaço de Fourier,

kaAab(k) = 0, (2.23)

isto é, transversalidade da perturbação (com traço revertido) em relação à direção de propagação.

Ainda existe liberdade de calibre residual para impor o calibre transverso–sem traço (TT) no

referencial em que a onda se propaga ao longo de +z (ver [36]), com ka = (ω,0,0,ω), ficando

A0µ = 0, kiAi j = 0, Ai
i = 0 (i, j = 1,2,3), (2.24)

de modo que restam apenas duas polarizações fı́sicas, tipicamente decompostas como

Ai j(k) = A+(k)e+i j +A×(k)e×i j , (2.25)

com e+i j e e×i j formando a base padrão (+ e ×). Assim, uma onda plana monocromática [38]

pode ser escrita (no calibre TT) como

hTT
i j (t,z) = A+e+i j cos[ω(t − z)]+A×e×i j cos[ω(t − z)+φ×], (2.26)

o que explica as deformações diferenciais sobre um anel de massas–teste mostradas na figura

de polarizações.

2.4.1 Calibre transversal e sem traço (Transverse-Traceless, TT)

Note que a condição de calibre harmônico da Equação (2.15) não especifica de

forma única a perturbação métrica hab.

De fato, qualquer transformação de calibre da Equação (2.14) cujo gerador ξ a

satisfaça

2Covetor (ou 1-forma): elemento do espaço cotangente T ∗
p M, isto é, um funcional linear que mapeia vetores

va ∈ TpM em escalares via ωava. Seus componentes carregam ı́ndice inferior. A métrica gab fornece a identificação
natural entre vetores e covetores: va = gabvb e ωa = gabωb. No texto, o “covetor de onda” ka é o gradiente da fase
φ(x) (normal às superfı́cies φ = const.); em Minkowski, ka = ηabkb e, para ondas no vácuo, kaka = 0.
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□ξ
a = 0, (2.27)

preserva a condição de calibre da Equação (2.15). Isso é análogo ao fato de que, no eletromag-

netismo, a condição de calibre de Lorentz ∂ aAa = 0 não fixa de forma única o potencial vetorial

Aa, ainda existe uma liberdade de calibre restrita Aa → Aa +∂aχ com □χ = 0.

Para especificar unicamente a perturbação métrica, devem ser impostas quatro restri-

ções adicionais. Introduzimos, então, um vetor unitário tipo-tempo ua, associado, por exemplo,

a um observador detectando a radiação gravitacional. A partir disso, podemos definir um cali-

bre transversal e sem traço (TT — Transverse–Traceless) [38], no qual o tensor de amplitude

satisfaz

uaAab = 0, (2.28)

η
abAab = 0. (2.29)

A condição uaAab = 0 remove as componentes temporais no referencial do observa-

dor (isto é, A0µ = 0 quando ua = (1,0,0,0)). Já a condição sem traço ηabAab = 0 implica h = 0,

de modo que h̄ab = hab no calibre TT. Além disso, da condição de Lorenz no espaço de Fourier,

kaĀab(k) = 0. Como no calibre TT vale Āab = Aab (porque Aa
a = 0), escrevemos simplesmente

kaAab(k) = 0. No referencial em que a onda se propaga ao longo de +z (com kα =ω(1,0,0,1)),

equivale a kiAi j = 0. Em conjunto, essas condições fixam a liberdade de calibre remanescente

na Equação (2.27) e deixam apenas os dois graus de liberdade radiativos.

2.4.2 Estados de polarização

Como Aαβ é simétrico (10 componentes) e as condições de calibre (Lorenz + TT)

eliminam 8 combinações independentes, restam apenas duas componentes fı́sicas. No refe-

rencial do observador, tomamos ua = (1,0,0,0) e, para ondas gravitacionais propagando-se na

direção z, o vetor de onda é kα = ω(1,0,0,1), onde ω é a frequência medida pelo observador.

As condições acima implicam que os componentes da perturbação métrica no calibre TT podem

ser escritos como

hT T
αβ

=


0 0 0 0

0 h+ h× 0

0 h× −h+ 0

0 0 0 0

 , (2.30)

onde h+ e h× são duas funções livres do tempo retardado t − z. Esses são os estados de

polarização das ondas gravitacionais, os dois graus de liberdade radiativos da métrica. Assim,

as ondas gravitacionais possuem dois estados de polarização linearmente independentes, assim

como as ondas eletromagnéticas [38]. A razão para as denominações + e × será esclarecida na
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próxima seção, onde discutiremos o efeito de uma onda gravitacional incidente sobre a matéria.

No calibre TT, as ondas gravitacionais são descritas por uma matriz 2× 2 no plano ortogonal

à direção de propagação. Sob uma rotação de ângulo θ em torno dessa direção, os estados de

polarização transformam-se como

h+± ih× → e∓2iθ (h+± ih×). (2.31)

Na linguagem da fı́sica de partı́culas, a helicidade H de uma partı́cula é a projeção

de seu spin ao longo da direção de propagação. Sob uma rotação de ângulo θ , os estados

de helicidade transformam-se como h → e±iHθ h [39]. Portanto, a Equação (2.31) mostra que

a gravitação linearizada pode ser interpretada como a teoria de uma partı́cula de spin-2 com

estados de helicidade h+± ih×, o gráviton, da mesma forma que o fóton (sem massa) é uma

partı́cula de spin-1 responsável pela mediação da interação eletromagnética.

2.4.3 Descrição no calibre TT - interação com massas de teste

Considerando-se a geodésica que corresponde como uma generalização da primeira

lei de Newton, ou seja, que objetos se movem em linha reta na ausência de forças externas, a

Relatividade Geral afirma que os objetos se movem ao longo de geodésicas quando não estão

sujeitos a forças externas.

As geodésicas são os equivalentes curvos das linhas retas no espaço-tempo curvo, e

podem ser encontradas por meio do transporte paralelo do vetor tangente de uma curva [45].

Portanto, as equações do movimento na Relatividade Geral são dadas pela equação

geodésica

d2xµ

dλ 2 +Γ
µ

νσ

dxν

dλ

dxσ

dλ
= 0, para m ̸= 0, (2.32)

d2xµ

dτ2 +Γ
µ

νσ

dxν

dτ

dxσ

dτ
= 0, para m = 0. (2.33)

onde m é a massa do objeto, τ representa o tempo próprio, definido por dτ2 = −ds2 e λ é um

parâmetro afim sobre a geodésica (geralmente usado para partı́culas sem massa).

Essas equações determinam a trajetória de uma partı́cula em um espaço-tempo

curvo:

i) Partı́culas com massa seguem geodésicas temporais, parametrizadas por τ;

ii) Partı́culas sem massa (como fótons) seguem geodésicas nulas, parametrizadas por λ .

Em um espaço-tempo plano, duas linhas retas que são inicialmente paralelas per-

manecerão paralelas.
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Em um espaço-tempo curvo, no entanto, geodésicas não satisfazem essa proprie-

dade. Em vez disso, duas geodésicas próximas, separadas por um vetor ηµ [39], seguem a

equação da variação geodésica

D2ηµ

Dτ2 =−Rµ

νρσ η
ν dxν

dτ

dxσ

dτ
, (2.34)

em que D/Dτ é a derivada covariante [39] ao longo da curva, definida por

DV µ

Dτ
=

dV µ

dτ
+Γ

µ

νσV ν dxσ

dτ
. (2.35)

Esse operador representa a derivada covariante de um vetor V ν ao longo de uma

curva parametrizada por τ .

A equação da variação geodésica descreve como a separação ηµ entre duas geodésicas

próximas muda ao longo do tempo devido à curvatura do espaço-tempo. Como o tensor de Rie-

mann descreve as forças de maré geradas por um campo gravitacional, a Equação (2.34) mostra

que essas forças de maré podem ser interpretadas como desvios entre geodésicas vizinhas [40].

Considere uma massa de teste inicialmente em repouso na posição τ .

A partir da Equação (2.33), tem-se

d2xi

dτ2 =−
[

Γ
i
αβ

dxν

dτ

dxρ

dτ

]
τ=0

=−

[
Γ

i
00

(
dx0

dτ

)2
]

τ=0

. (2.36)

Ao avaliarmos a Equação (2.7) no calibre TT, tem-se

Γ
i
00 =

1
2
(2∂0h0i −∂ih00) = 0. (2.37)

Portanto, uma massa de teste inicialmente em repouso permanecerá em repouso

quando observada no referencial TT.

De forma semelhante, considere a separação coordenada η i entre duas massas de

teste que estão inicialmente em repouso uma em relação à outra em τ = 0. A equação da

variação geodésica, Equação (2.34), fornece

d2η i

dτ2

∣∣∣∣
τ=0

=−
[

2Γ
i
0 j

dη j

dτ

]
τ=0

= 0. (2.38)

Isso mostra que, se duas massas de teste estão inicialmente separadas por η i e estão

em repouso entre si, elas permanecerão separadas por essa mesma distância coordenada.

À primeira vista, parece que uma onda gravitacional não tem efeito nem sobre

geodésicas individuais nem sobre a variação de geodésicas. No entanto, isso é apenas uma ca-

racterı́stica do sistema de coordenadas TT, pois foi escolhida explicitamente a condição u0 = 1,

u j = 0, em todo o espaço-tempo [35].
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Agora, considere dois eventos no referencial TT em (t,x1,0,0) e (t,x2,0,0). Esses

dois eventos estão separados por uma distância coordenada constante x2 − x1 = L, em relação

ao tempo coordenado t.

No entanto, os efeitos fı́sicos estão codificados na distância própria, dada por

s =
∫

ds =
∫ x2

x1

dx
√

1+h+ cos(ωt)≈ L
(

1+
1
2

h+ cos(ωt)
)
. (2.39)

Em direções gerais, a distância própria é dada por:

s =
√

L2 +hi j(t)LiL j, (2.40)

onde Li representa a separação espacial entre duas massas de teste, e L é a distância coordenada

correspondente.

Isso mostra que a distância própria oscila periodicamente, ela se expande e se con-

trai conforme a onda gravitacional passa. Como o tempo que a luz leva para percorrer o caminho

entre duas massas de teste está relacionado à distância própria, as ondas gravitacionais deixam

uma assinatura mensurável nesse tempo [35].

Consequentemente, interferômetros podem detectar essas assinaturas medindo as

diferenças de comprimento entre os braços do instrumento, permitindo assim a detecção direta

de ondas gravitacionais [45].

2.4.4 Anel de massa de teste

Considere um anel de massas de teste localizado no plano (x,y), centrado na origem

(z = 0), submetido à passagem de uma onda gravitacional que se propaga na direção ẑ. Como o

tensor hTT
i j é transversal à direção de propagação, os efeitos da onda gravitacional manifestam-

se exclusivamente no plano perpendicular à direção ẑ, isto é, no plano (x,y). Portanto, a análise

pode ser restrita a esse plano [38].

Adicionalmente, como as duas polarizações descritas pela Equação (2.30), deno-

minadas h+ e h× são linearmente independentes, é possı́vel analisá-las separadamente, sem

perda de generalidade. Por exemplo, para a polarização do tipo + (plus), a matriz do tensor de

perturbação no calibre TT assume a forma:

hTT
ab = h+ cos(ωt)

(
1 0

0 −1

)
, (2.41)

onde h+ representa a amplitude da onda gravitacional, e ω é sua frequência angular. Essa

polarização provoca uma deformação no anel de massas de teste que se alterna entre alonga-
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mento na direção x e compressão na direção y, e vice-versa, oscilando com a frequência da

onda.

Considere agora um referencial do detector em que a posição de uma massa de teste

é denotada por

η
a(t) = (x0 +δx(t), y0 +δy(t)), (2.42)

onde (x0,y0) é a posição não perturbada da massa de teste e (δx,δy) são as perturbações cau-

sadas pela onda gravitacional.

A evolução de ηα(t) causada pela polarização + é então dada pela equação de

desvio geodésico no referencial do detector ξ̈ i = 1
2 ḧTT

i j ξ j

(
δ̈x

δ̈y

)
+

=−h+
2

(
1 0

0 −1

)(
x0 +δx

y0 +δy

)
ω

2 cos(ωt)≈−h+
2

(
x0

−y0

)
ω

2 cos(ωt), (2.43)

onde se assume que as perturbações são da ordem de O(h), ou seja, pequenas em comparação

com as posições originais.

Resolvendo a Equação (2.43), obtém-se as deformações causadas pela polarização

+

(
δx

δy

)
+

=
2

h+

(
x0

−y0

)
cos(ωt). (2.44)

De forma semelhante, a influência da polarização × sobre um anel de massas de

teste é dada por

(
δx

δy

)
×

=
h×
2

(
y0

x0

)
cos(ωt). (2.45)

Essas deformações podem ser visualizadas considerando um anel de massas de teste

conforme mostrado na Figura 2.

As denominações “mais” (plus) e “cruz” (cross) para as polarizações originam-se

justamente das direções do movimento induzido por essas ondas sobre o anel de massas de

teste.

2.5 Geração de ondas gravitacionais

Nesta seção, descrevemos a geração de ondas gravitacionais por sistemas isolados,

partindo da versão linearizada da equação de Einstein no calibre harmônico,
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Figura 2 – Uma onda gravitacional monocromática de pulsação ω = 2π

T propaga-se ao longo da
direção ẑ. O painel inferior mostra os efeitos das polarizações + e × sobre um anel de partı́culas
em queda livre, em um referencial inercial local.

Fonte: Le Tiec [43].

□h̄ab =−16πG
c4 Tab. (2.46)

Este formalismo é válido na aproximação de campos fracos, onde a curvatura do

espaço-tempo é pequena o suficiente para que a métrica possa ser tratada como uma perturbação

sobre o espaço-tempo plano de Minkowski. Além disso, restringe-se a fontes fracamente rela-

tivı́sticas, isto é, cujas velocidades internas satisfazem v ≪ c, de forma que a aproximação

linearizada seja aplicável.

A solução dessa equação pode ser obtida utilizando função de Green3 G(x− x′)

satisfaz a equação diferencial [42]

□xG(x− x f ) = δ
(4)(x− x′), (2.47)

então, a solução correspondente da Equação 2.46 é

h̄µν(x) =−16πG
c4

∫
d4x′G(x− x′)Tµν(x′). (2.48)

A solução da equação 2.47 depende, é claro, das condições de contorno que im-

pomos. Assim como no eletromagnetismo, para problemas de radiação, adotamos a função de

Green retardada, que respeita a causalidade, dada por

3A função de Green é um conceito matemático fundamental na teoria das equações diferenciais parciais e na
fı́sica matemática. Ela é utilizada para resolver equações diferenciais não-homogêneas sujeitas a condições de
contorno ou iniciais especı́ficas. A função de Green é nomeada em homenagem ao matemático britânico George
Green, que desenvolveu o conceito na década de 1830 [46].
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G(x− x′) =− 1
4π |⃗x− x⃗′|

δ (x0
ret − x

′0), (2.49)

onde:

• x
′0 = ct,

• x0
ret = ctret ,

tr = t − |⃗x− y⃗|
c

, (2.50)

denominado tempo retardado. Então, a solução da equação 2.46 é

h̄µν(t, x⃗) =
4G
c4

∫ Tµν(tr, y⃗)
|⃗x− y⃗|

d3y, (2.51)

onde o tempo retardado, refletindo o fato de que a gravidade, assim como o campo eletro-

magnético, propaga-se a uma velocidade finita c. Portanto, a influência gravitacional em um

ponto do espaço-tempo só depende da configuração da fonte no cone de luz passado daquele

ponto.

Esta é uma integral sobre o cone de luz passado do ponto de campo (ct, x⃗). Diferen-

temente da gravidade Newtoniana, que assume interações instantâneas à distância, na Relati-

vidade Geral o campo gravitacional em (ct, x⃗) é influenciado exclusivamente pela configuração

da fonte no tempo retardado tr, ou seja, pelo estado da matéria no instante em que um sinal,

propagando-se à velocidade finita da luz c, pode ter viajado de um ponto y⃗ da fonte até o ponto

de observação x⃗. Este intervalo de tempo corresponde precisamente ao atraso dado por tr refle-

tindo a causalidade da teoria e o fato de que nenhuma influência gravitacional pode se propagar

mais rapidamente que a luz [38]. Este conceito fundamental está ilustrado na Figura 3.

Essa solução pode ser convenientemente projetada no referencial transversal e sem

traço (TT), que isola os graus de liberdade puramente radiativos da onda gravitacional. Para

isso, introduz-se o operador projetor

Λi jkl ≡ PikPjl −
1
2

Pi jPkl, (2.52)

onde o tensor de projeção Pjl é definido por

Pi j ≡ δi j −nin j, (2.53)

sendo ni o vetor unitário na direção de propagação da onda gravitacional.

O tensor Pjl realiza a projeção ortogonal em relação à direção de propagação, as-

segurando que as componentes projetadas sejam puramente transversais (perpendiculares a ni).
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Figura 3 – Representação do cone de luz passado associado ao ponto de observação (ct, x⃗). Na
Relatividade Geral, as ondas gravitacionais se propagam a uma velocidade finita c, de modo
que a perturbação gravitacional em (ct, x⃗) depende exclusivamente da configuração da fonte em
pontos dentro do seu cone de luz passado, no tempo retardado tr = t − |⃗x−⃗y|

c . Este conceito
reflete a causalidade na propagação das perturbações do campo gravitacional.

Fonte: Le Tiec [43].

Por sua vez, o operador Λi j,kl garante simultaneamente a condição de traço nulo e a transver-

salidade do tensor perturbativo h jl , isolando os graus de liberdade fı́sicos associados às ondas

gravitacionais [38].

Portanto, fora da fonte, onde o tensor energia-momento Tµν se anula, e assumindo

que a perturbação está expressa no calibre harmônico, os componentes espaciais da métrica no

calibre TT podem ser obtidos aplicando o operador projetor sobre a solução da equação de onda

linearizada [38]

hT T
i j (t, x⃗) = Λi j,kl(n̂)hkl(t, x⃗) = Λi j,kl(n̂)h̄kl(t, x⃗). (2.54)

De modo explı́cito, substituindo a solução integral para h̄kl , a expressão no calibre

TT resulta em

hT T
i j (t, x⃗) =

4G
c4 Λi j,kl(n̂)

∫ d3y
|⃗x− y⃗|

Tkl

(
t − |⃗x− y⃗|

c
, y⃗
)
. (2.55)

Essa expressão torna explı́cito que apenas os componentes do tensor de Tkl que

contribuem para quadrupolos (ou ordens superiores) estão associados à geração de radiação

gravitacional.

No chamado campo distante, ou zona de radiação, definido pela condição r = |⃗x|≫
d, onde d representa o tamanho caracterı́stico da fonte, a expressão para o campo gravitacional

se simplifica significativamente. Neste regime, desprezam-se termos de ordem O(1/r2) ou

superiores, pois sua contribuição torna-se negligenciável a grandes distâncias [39].
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Consequentemente, a dependência espacial no denominador da Equação 2.55 pode

ser aproximada por |⃗x− y⃗|≈ r, onde r é o módulo do vetor posição do ponto de observação,

refletindo o fato de que as variações angulares associadas à posição y⃗ da fonte são desprezı́veis

em comparação com a distância r até o observador.

Estamos particularmente interessados na forma assintótica de hi j quando r → ∞,

mantendo o tempo t fixo, isto é, na fronteira causal definida pelo cone de luz passado do obser-

vador. Neste limite, conserva-se apenas o termo dominante da equação 2.55, que decai como

1/r, responsável pela radiação gravitacional detectável [35]

hT T
i j (t, x⃗) =

4G
c4r

Λi j,kl(n̂)
∫

Tkl(tr, y⃗)d3y. (2.56)

É importante ressaltar que, na teoria da gravitação, os graus de liberdade radiativos

estão contidos apenas nos componentes espaciais do tensor métrico hT T
i j .

2.5.1 Expansão multipolar

Pode-se simplificar ainda mais o tensor energia-momento impondo que a velocidade

tı́pica v da fonte seja não relativı́stica, ou seja

λ ∼ v
c

d ≫ d. (2.57)

onde λ = λ

2π
representa o comprimento de onda reduzido da onda gravitacional e d é o tamanho

caracterı́stico da fonte.

No regime de baixa velocidade, pode-se expandir a fonte da seguinte forma

T kl(t − r+ y ·n,y)≈ Tkl(t − r,y)+ yiniTkl,0(t − r,y)+
1
2

yiy jnin jTkl,00(t − r,y)+ . . . (2.58)

e introduzir os momentos do tensor de estresse

Si j(t) =
∫

d3yT i j(t,y), (2.59)

Si jk(t) =
∫

d3yT i j(t,y)yk, (2.60)

Si jkl(t) =
∫

d3yT i j(t,y)ykyl. (2.61)

Inserindo essas expressões na Equação (2.55), obtém-se
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hT T
i j (t,x) = 4Λi jkl

1
r

[
Skl +nmṠklm +

1
2

nmnpS̈klmp + . . .

]
ret
, (2.62)

onde a expressão dentro dos colchetes [. . . ](ret) é avaliada no tempo retardado u = t − r. Como

yk ∼ O(d) e a derivada temporal é da ordem de O(ω), onde ω é a frequência caracterı́stica da

fonte, cada ordem sucessiva na Equação (2.62) adiciona um fator de v/c em relação à ordem

anterior. Em outras palavras, foi realizada uma expansão em potências de v/c.

Lembre-se de que, na teoria linearizada, a conservação da energia e do momento é

dada por

∂νT µν = 0. (2.63)

Portanto, podemos utilizar os momentos da densidade de energia (M) e do momento

linear (P)

M =
∫

d3yT 00(t,y), Pi =
∫

d3yT 0i(t,y), (2.64)

Mi =
∫

d3yT 00(t,y)yi, Pi j =
∫

d3yT 0i(t,y)y j, (2.65)

Mi j =
∫

d3yT 00(t,y)yiy j, Pi jk =
∫

d3yT 0i(t,y)y jyk. (2.66)

para reescrever os momentos do tensor de estresse.

Para as duas ordens mais baixas, podemos escrever

Si j =
1
2

M̈i j, (2.67)

Ṡi jk =
1
6

...
Mi jk

+
1
3

(
P̈i jk + P̈ jik −2P̈ki j

)
. (2.68)

2.5.2 Momento de Massa Quadrupolar

Analisando com mais detalhes a ordem dominante da expansão multipolar. A partir

das Equação. (2.62) e (2.67), podemos escrever a perturbação da métrica como

[hT T
i j (t,x)]quad =

2
r

Λi jklM̈kl(u). (2.69)

onde Λi jkl é o operador de projeção definido na Equação (2.52), e u = t − r representa o tempo

retardado. Essa ordem lı́der é comumente referida como radiação quadrupolar de massa.

Podemos reescrever a Equação (2.69) em termos do momento quadrupolar reduzido

Qi j ≡ Mi j −
1
3

δ
i jMkk (2.70)
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de modo que a perturbação métrica pode ser expressa como

[hT T
i j (t,x)]quad =

2
r

Λi jklQ̈kl(u)≡ 2
r

Q̈T T
i j (u) (2.71)

Aqui, utilizamos o fato de que Λi jklM̈kl =Λi jklQ̈kl , pois o segundo termo na Equação

(2.70) se anula sob a operação de Λi jkl .

Agora, podemos determinar as expressões para as polarizações h+ e h×. Primei-

ramente, definimos um sistema de coordenadas cartesianas tal que ni coincida com o eixo z.

Avaliando a Equação (2.71) e comparando-a com a Equação (2.30), concluı́mos que:

h+ =
1
r

(
M̈11 − M̈22

)
, (2.72)

h× =
2
r

M̈12. (2.73)

2.5.3 Radiação quadrupolar de sistemas binários

Considere duas massas, m1 e m2, em órbita circular em torno do centro de massa,

com frequência angular Ω (usaremos ω ≡ Ω adiante). A distância entre as massas é R (raio

orbital relativo; para órbita circular, R é constante) e a distância ao observador é r. Adotaremos,

ao longo desta subseção, unidades geométricas G = c = 1; quando necessário, restauraremos os

fatores de G e c.

Definimos um sistema de coordenadas cartesianas de forma que

i) O observador está na direção do eixo z;

ii) O plano orbital intersecta o eixo x;

iii) A origem coincide com o centro de massa (CM) do sistema binário.

O ângulo ι representa a inclinação entre o normal ao plano orbital e a linha de visão

do observador. Uma visão esquemática é mostrada na Figura 4.

Nesse sistema de coordenadas, as posições das massas são dadas por

y1(t) =
µ

m1
Rê(t), (2.74)

y2(t) =− µ

m2
Rê(t). (2.75)

onde µ = m1m2
m1+m2

é a massa reduzida e o vetor unitário ê(t) é dado por

ê(t) = (cos(ωt),cos(ι)sin(ωt),sin(ι)sin(ωt)). (2.76)
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Figura 4 – Visão esquemática de um sistema binário com massas componentes m1 e m2,
separação R e frequência orbital ω . A direção do observador define o eixo z. O ângulo en-
tre a normal ao plano orbital e a direção do observador é a inclinação ι .

Fonte: Li [47].

Para simplicidade, consideramos apenas a radiação proveniente do momento qua-

drupolar de massa, que é dado por

Mi j(t) =
∫

d3yT 00(t,y)yiy j. (2.77)

Aproximamos esse termo como

Mi j(t)≈
∫

d3y [m1δ (y− y1)+m2δ (y− y2)]yiy j. (2.78)

Isso nos dá a seguinte matriz para o momento quadrupolar

Mi j = µR2

(
cos2 ωt cos ι cosωt sinωt

cos ι cosωt sinωt cos2 ι sin2
ωt

)
. (2.79)

Essa matriz descreve a evolução temporal do momento quadrupolar da massa em

um sistema binário, essencial para calcular a radiação gravitacional emitida.

Inserindo essas expressões nas Equações. (2.72) e (2.73), obtemos:

h+ =
4µR2ω2

r

(
1+ cos2 ι

2

)
cos(2ωtret), (2.80)
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h× =
4µR2ω2

r
cos ι sin(2ωtret). (2.81)

Finalmente, assumimos que as duas massas estão suficientemente afastadas e usa-

mos a força centrı́peta newtoniana para expressar R em termos de ω , m1 e m2. Para m1, temos

m1 (Rµ/m1)
2

ω2

Rµ/m1
=

m1m2

R2 (2.82)

e existe uma expressão análoga para m2.

Resolvendo para R e definindo a massa de chirp.

Mc =
(m1m2)

3/5

(m1 +m2)1/5 (2.83)

podemos reescrever as equações para as polarizações como

h+ =
4M5/3

c ω2/3

r

(
1+ cos2 ι

2

)
cos(2ωt), (2.84)

h× =
4M5/3

c ω2/3

r
cos ι sin(2ωt). (2.85)

Podemos notar que a radiação gravitacional emitida é monocromática e possui am-

plitude constante. Além disso, a fonte irradia em duas vezes a frequência orbital. Isso pode

ser explicado observando que o momento quadrupolar na Equação (2.79) é invariante sob a

transformação yi →−yi.

No entanto, esse resultado é válido apenas para a radiação quadrupolar dominante,

associada ao modo (ℓ,m) = (2,2), cuja frequência é ωgw ≃ 2Ω (sendo Ω a frequência orbital).

Quando correções de ordem superior4 são incluı́das na Equação (2.83), o sinal deixa de ser

puramente quadrupolar e passa a conter uma série de harmônicos em múltiplos inteiros da

frequência orbital, ωn = nΩ, n = 1,2,3, . . .. Esses harmônicos correspondem, no formalismo

4O que significam harmônicos de “maior” e “menor” ordem:

• No sentido do ı́ndice harmônico n: maior ordem significa n maior (componentes em frequências mais
altas: 3Ω,4Ω, . . .); menor ordem significa n mais próximo do dominante (tipicamente 2Ω; com excentrici-
dade/precessão, pode surgir também 1Ω).

• No sentido pós-newtoniano (PN): maior ordem PN refere-se a correções em potências mais altas de v/c na
amplitude/fase, que suprimem os modos subdominantes longe da fusão e os tornam relevantes à medida
que v/c cresce (isto é, perto do merger). Menor ordem PN corresponde ao termo newtoniano dominante
(quadrupolar).

Operacionalmente, os harmônicos de ordem superior enriquecem a morfologia do chirp, melhorando a estimação
de parâmetros (inclinação, razão de massas e distância) e a localização no céu, além de estender a sensibilidade
para sistemas não face-on e com massas muito desiguais. Em contraparte, em binárias quase circulares, não
precessantes e de massas quase iguais, os harmônicos ı́mpares tendem a ser fortemente suprimidos e o modo (2,2)
domina a emissão.
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de decomposição em harmônicos esféricos de spin −2, aos diversos modos hℓm(t) que compõem

o sinal observado:

h(t; ι ,φ0) =
∞

∑
ℓ=2

ℓ

∑
m=−ℓ

Aℓm(t)e−imΦ(t)
−2Yℓm(ι ,φ0)/DL, (2.86)

onde Φ(t) é a fase orbital, DL é a distância luminosa, e −2Yℓm codifica a dependência angular

(inclinação ι e fase φ0).

Para órbitas quase circulares e sem precessão, o ı́ndice harmônico coincide com

n = |m|, de modo que o modo dominante (2,2) produz o termo de frequência 2Ω, ao passo

que modos subdominantes como (3,3), (4,4), (2,1), (3,2) etc. introduzem harmônicos em

3Ω, 4Ω, 1Ω, 2Ω, respectivamente. Na prática, a visibilidade desses termos depende (i) da

razão de massas q, (ii) da inclinação ι (modos subdominantes são mais salientes em sistemas

quase rasantes, edge-on), e (iii) de excentricidade e/ou precessão, que podem ativar harmônicos

ı́mpares e quebrar cancelamentos de simetria.

Na realidade, as massas não permanecem em órbitas circulares fixas. À medida

que a energia orbital é irradiada através da emissão de ondas gravitacionais (GWs), a separação

entre as massas diminui, fazendo com que a velocidade angular ω aumente. Isso resulta na

emissão de ondas gravitacionais com frequência e amplitude crescentes, um efeito conhecido

como chirp, que dá nome à massa de chirp definida na Equação (2.83).

Até este ponto, analisamos as propriedades das ondas gravitacionais no contexto da

teoria linearizada da Relatividade Geral, que é suficiente para descrever a radiação emitida por

fontes lentas e fracas no regime de campo distante [48]. No entanto, à medida que o sistema

binário se aproxima da fusão, as velocidades tornam-se relativı́sticas e os campos gravitacionais

tornam-se fortes, exigindo um tratamento completo das equações de Einstein [29]. Para descre-

ver corretamente a fase final de coalescência, são necessários métodos numéricos e analı́ticos

avançados, como aproximações pós-newtonianas de alta ordem e simulações de relatividade

numérica [49, 50].
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3 DETECÇÕES DE ONDAS GRAVITACIONAIS

No contexto histórico das detecções das ondas gravitacionais, destaca-se que, em

1917, o matemático alemão David Hilbert aprofundou-se nos estudos sobre ondas gravitacio-

nais decorrentes das soluções da teoria de Einstein [51]. Entretanto, embora a existência das

ondas gravitacionais fosse uma consequência teórica bem estabelecida da Relatividade Geral,

sua detecção experimental direta e a observação da perda de energia por radiação gravitacional

permaneceram por décadas além do alcance tecnológico disponı́vel

Dessa forma, somente em 1918, Einstein apresentou a conhecida equação do qua-

drupolo, usada como artifı́cio matemático para elucidar a perda de energia na Teoria da Re-

latividade Geral [2, 52]. Não obstante, alguns anos depois, em 1935, o renomado fı́sico Paul

Dirac, estudou uma forma de quantizar as ondas gravitacionais, admitindo uma partı́cula teórica

denominada por gráviton [53].

As lentes gravitacionais foram previstas na Teoria da Relatividade de Albert Eins-

tein antes de serem observadas pelos modernos telescópios. Este efeito foi observado pela

primeira vez em 1919, durante um eclipse total do Sol [54]. Com a possibilidade do desvio da

luz devido à ação do campo gravitacional de uma estrela, o conceito de lente gravitacional foi

formalizado como consequência da distorção no espaço-tempo causada pela presença de um

corpo de grande quantidade de massa entre um objeto e um observador [55]. Este foi um testes

bem sucedidos da Relatividade.

As soluções de ondas planas exatas das ondas gravitacionais foram encontradas,

em 1959, por Bondi Felix, A. E. Pirani e I. Robinson [56]. Até que, na década de 1960, os

astrofı́sicos descobriram e começaram a estudar um novo tipo de objeto cósmico, o pulsar. Os

cientistas também iniciaram o trabalho em instrumentos para a detecção das ondas gravitacio-

nais [57]. Entretanto, apesar de todo o trabalho e desenvolvimento teórico, os fı́sicos do século

XX não tiveram sucesso na detecção das ondas gravitacionais previstas por Einstein.

Anos depois, os cientistas Russel Hulse e Joseph Taylor Jr, demonstraram pela pri-

meira vez a evidência indireta da existência das ondas gravitacionais [3] que lhes renderam o

prêmio Nobel de fı́sica em 1993. Eles observaram, em 1974, duas estrelas de nêutrons orbi-

tando cada vez mais rápido, exatamente o que seria esperado se as estrelas binárias de nêutrons

estivessem perdendo energia na forma de ondas gravitacionais. Essa emissão de radiação de

acordo com a Relatividade Geral foi verificada com estudos observacionais de alta precisão [5].

Um século após a previsão de Einstein, houve a primeira observação direta das

ondas gravitacionais, realizada em 14 de setembro de 2015, e só então anunciada, através das

colaborações do Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO) e VIRGO [58],
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em 11 de fevereiro de 2016 [7, 9, 29]. A distorção do espaço-tempo associada a uma onda

gravitacional foi detectada simultaneamente pelos dois observatórios do LIGO, localizados em

Hanford, no estado de Washington, e em Livingston, no estado da Louisiana (Estados Unidos

da América). O sinal observado coincidiu com as previsões da Relatividade Geral para uma

onda gravitacional gerada pela fusão de um sistema binário de buracos negros.

A primeira onda gravitacional detectada diretamente pelo LIGO foi denominada

GW150914, onde a sigla GW refere-se a Gravitational Wave (onda gravitacional) e os números

150914 indicam a data do evento (14 de setembro de 2015). Esse sinal foi gerado pela co-

alescência de um sistema binário de buracos negros com massas estimadas em 29+4
−4M⊙ e

36+5
−4M⊙. Após a coalescência dos buracos negros, a massa total culminou em 63,1 M⊙, por-

tanto, havendo energia de radiação de 3,1 M⊙ em forma de onda gravitacional [8], no qual

ocorreu a uma distância de aproximadamente 430 Mpc 1, demonstrando a existência de siste-

mas binários de buracos negros [29]. Observado pelos dois detectores do LIGO Avançado ou

aLIGO [9], com uma significância estatı́stica surpreendente de 5,1σ [7].

A principal dificuldade associada à detecção das ondas gravitacionais decorre do

fato de que essas ondas produzem perturbações extremamente pequenas na geometria do espaço-

tempo. Do ponto de vista teórico, tais perturbações são descritas pelo tensor hµν , que carac-

teriza a amplitude da onda gravitacional e sua polarização. No entanto, essa quantidade não é

acessada diretamente pelos detectores interferométricos.

Experimentalmente, o observável fı́sico medido é a deformação relativa (strain)

induzida pela passagem da onda gravitacional, definida como h(t) = ∆L(t)/L, onde ∆L(t) re-

presenta a variação diferencial dos comprimentos dos braços do interferômetro de comprimento

L. Essa grandeza é adimensional e, para eventos astrofı́sicos tı́picos observáveis na Terra, as-

sume valores caracterı́sticos da ordem de hµν ∼ 10−21. Dessa forma, embora a amplitude da

onda gravitacional esteja relacionada à intensidade da perturbação do espaço-tempo gerada na

fonte, o strain corresponde à resposta efetiva do detector a essa perturbação, estabelecendo a

conexão entre a descrição teórica das ondas gravitacionais e sua observação experimental.

A interação gravitacional é intrinsecamente muito fraca e, consequentemente, para

que os efeitos das ondas gravitacionais sejam observáveis, é necessária a ocorrência de eventos

envolvendo grandes quantidades de massa e energia. Entre esses eventos destacam-se as ex-

plosões estelares de supernovas, bem como os sistemas binários compactos formados por pares

de estrelas de nêutrons ou pela fusão de buracos negros, que constituem algumas das fontes

mais intensas de radiação gravitacional. Nesse contexto, a detecção direta das ondas gravita-

cionais fornece evidência observacional robusta da existência de sistemas binários de buracos

negros e valida, de forma independente, as previsões fundamentais das teorias relativı́sticas

1Um parsec (pc) é aproximadamente igual a 31 trilhões de quilômetros e equivale a cerca de 3,3 anos-luz.
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da gravitação. Ademais, todas as teorias de gravitação relativı́sticas consistentes preveem a

existência de ondas gravitacionais como consequência dinâmica da geometria do espaço-tempo

[59, 60].

3.1 O LIGO

O Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO) é um projeto ofi-

cialmente fundado em 1992 por Kip Thorne e Ronald Drever, do Instituto de Tecnologia da

Califórnia (Caltech), e Rainer Weiss, do Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT). Com

financiamento da National Science Foundation (NSF), os locais e os detectores do LIGO foram

projetados por cientistas e engenheiros dessas duas instituições. Entre novembro de 2005 e se-

tembro de 2007, o LIGO operou em sua sensibilidade de projeto em modo contı́nuo de coleta

de dados, durante a chamada fase Science Run 5 [61].

Como ilustrado na Figura 2, o padrão de tensão quadrupolar oscilante de uma

onda gravitacional é bem compatı́vel com um interferômetro de Michelson, que realiza uma

comparação extremamente sensı́vel dos comprimentos dos seus dois braços ortogonais.

O LIGO opera com dois observatórios geograficamente distintos (ver Figura 5). O

observatório de Hanford, localizado no estado de Washington, abriga o interferômetro H1, com

braços de 4 km de comprimento, enquanto o observatório de Livingston, situado na Louisiana,

abriga o interferômetro L1, também com braços de 4 km. Esses detectores possuem o mesmo

princı́pio de funcionamento interferométrico, porém apresentam orientações diferentes, o que

resulta em padrões distintos de resposta às polarizações das ondas gravitacionais.

O uso de múltiplos detectores em locais geograficamente separados é fundamen-

tal para a identificação confiável de sinais astrofı́sicos, pois permite a rejeição de artefatos

instrumentais e ruı́dos ambientais por meio da coincidência temporal entre os instrumentos.

Com apenas dois observatórios operando simultaneamente, a localização das fontes de on-

das gravitacionais no céu não é única, sendo inicialmente restrita a regiões compatı́veis com

a diferença de tempo de chegada do sinal entre os detectores de Hanford e Livingston. Essa

degenerescência pode ser parcialmente reduzida pela combinação das informações de tempo,

amplitude e padrões de resposta dos interferômetros. A determinação mais precisa da posição

da fonte no céu requer a operação conjunta de três ou mais detectores geograficamente separa-

dos.

É importante notar que a sensibilidade dos detectores LIGO variou e melhorou sig-

nificativamente ao longo do tempo. O LIGO Avançado, por exemplo, opera numa faixa de

frequência mais ampla e com maior sensibilidade geral, que geralmente se estende de cerca de

10 Hz a 10000 Hz, com capacidade para detectar amplitudes de deformação do espaço-tempo

tão pequenas quanto 10−21[63].
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Figura 5 – Observatórios do LIGO em Hanford, Washington e Livingston, Louisiana. Os
lasers e os elementos ópticos estão contidos nos grandes edifı́cios de esquina. De cada edifı́cio
de esquina, tubos de feixe evacuados se estendem em ângulos retos por 4 km em cada direção
os tubos são cobertos pelos recintos de concreto.

LIGO Hanford H1. LIGO Livingston L1.
Fonte: LIGO [62].

Em 11 de fevereiro de 2016, o LIGO anunciou a primeira detecção direta de ondas

gravitacionais, um evento histórico na fı́sica moderna [29]. Subsequentemente, novas detecções

foram publicadas: em 15 de junho de 2016 [64], e ainda outra em 1◦ de junho de 2017 [58].

A Figura 6 apresenta o esquema ótico avançado do interferômetro LIGO, deta-

lhando o percurso da luz laser desde sua emissão até a saı́da do sinal detectado. O feixe de

luz é inicialmente filtrado pelo limpador de modo de entrada para garantir a pureza do modo

espacial, antes de ser amplificado na cavidade de reciclagem de energia, aumentando a potência

efetiva no interferômetro. A seguir, o feixe é dividido em dois caminhos perpendiculares por um

divisor de feixe, propagando-se por braços de 4 km, refletido múltiplas vezes entre as massas de

entrada e as massas de teste final, que atuam como espelhos suspensos e isolados de vibrações

externas. As variações relativas no comprimento desses braços, causadas pela passagem de uma

onda gravitacional, geram um padrão de interferência que pode ser extraı́do na saı́da por meio

do espelho de reciclagem de sinal e do limpador de modo de saı́da.

Esse arranjo óptico confere ao Advanced LIGO (aLIGO) a extraordinária sensibili-

dade necessária para detectar deformações relativas extremamente pequenas no espaço-tempo,

da ordem de 10−21, induzidas pela passagem de ondas gravitacionais. O observável fı́sico

medido corresponde à deformação relativa dos braços do interferômetro, permitindo converter

perturbações geométricas microscópicas em variações detectáveis no padrão de interferência do

feixe laser.

Os detectores do aLIGO apresentam sensibilidade efetiva em uma ampla faixa de

frequências, que se estende aproximadamente a partir de 10 Hz a 10 kHz, sendo essa a faixa

instrumental caracterı́stica dessa geração de detectores. Essa banda é particularmente adequada

para a detecção de sinais provenientes de sistemas binários compactos, como fusões de buracos
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Figura 6 – Esquema ótico avançado do LIGO. A luz viaja do laser através do limpador de modo
de entrada para a cavidade de reciclagem de energia. A luz é dividida no divisor de feixe e, em
seguida, entra nos dois braço longas de 4 km formadas pelas massas de entrada e teste final.
Qualquer sinal sai pelo espelho de reciclagem de sinal e pelo limpador do modo de saı́da.

Fonte: Science News [65].

negros e estrelas de nêutrons, cujas assinaturas gravitacionais dominam esse intervalo espectral.

Em operação conjunta com outros interferômetros terrestres, como o Virgo, locali-

zado na Europa, cuja sensibilidade efetiva inicia-se tipicamente a partir de algumas dezenas de

hertz (∼ 20–30 Hz) e se estende até alguns quilohertz, alcançando da ordem de 6 kHz, essas

instalações compõem uma rede global de detecção de ondas gravitacionais. A contribuição con-

junta desses detectores torna-se particularmente relevante acima de algumas dezenas de hertz,

onde a relação sinal-ruı́do melhora significativamente e permite uma caracterização mais ade-

quada dos eventos observados [66].

Além do aLIGO e do Virgo, a rede atual e futura de detectores inclui o KAGRA,

no Japão, já em operação [67], e o LIGO-India, previsto para entrar em funcionamento nos

próximos anos [68]. A expansão dessa rede global é fundamental para melhorar a sensibilidade

conjunta, reduzir regiões degeneradas de localização no céu e permitir uma reconstrução mais

precisa das propriedades fı́sicas das fontes de ondas gravitacionais, por meio da combinação

de informações temporais, amplitudes relativas e padrões de resposta dos diferentes inter-

ferômetros.
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3.2 O Evento GW150914

O evento GW150914 constitui o primeiro sinal de onda gravitacional detectado di-

retamente por interferômetros terrestres e representa um marco experimental fundamental para

a astrofı́sica relativı́stica. O sinal foi registrado pelos detectores do LIGO em 14 de setembro

de 2015, às 09:50:45 UTC, e anunciado oficialmente pela LIGO Scientific Collaboration em 11

de fevereiro de 2016.

A análise do sinal indica que ele foi gerado pela coalescência de um sistema binário

de buracos negros, com massas estimadas em aproximadamente 35,6M⊙ e 30,5M⊙, resultando

na formação de um único buraco negro com massa final da ordem de 63,1M⊙. A diferença de

cerca de 3,1M⊙ foi convertida em energia gravitacional radiada sob a forma de ondas gravita-

cionais durante o processo de fusão [69].

O sinal observado apresentou duração de aproximadamente 0,2 segundos e exibiu

uma evolução caracterı́stica em frequência e amplitude, compatı́vel com as previsões da Re-

latividade Geral para as fases de inspiral, fusão e ringdown de sistemas binários de buracos

negros. Nesse breve intervalo, uma fração significativa da massa total do sistema foi convertida

em energia gravitacional, resultando na liberação de uma quantidade de energia comparável,

em ordem de grandeza, à luminosidade combinada de todas as estrelas do universo observável

durante o mesmo intervalo de tempo.2

O sinal propagou-se predominantemente em uma faixa de frequências compreen-

dida entre aproximadamente 35 Hz e 250 Hz, produzindo um deslocamento fı́sico efetivo dos

espelhos interferométricos da ordem de 10−18 m3.

A análise da forma de onda observada, em comparação com os modelos previs-

tos pela Relatividade Geral, indicou que a fonte estava localizada a uma distância de aproxi-

madamente 410 Mpc, correspondente a cerca de 1,34 bilhão de anos-luz [69]. Como análise

complementar aos procedimentos padrão, estudos recentes mostraram que a série temporal do

evento GW150914 apresenta estrutura multiescala e comportamento não-extensivo, sendo bem

descrita por uma distribuição q-Gaussiana de Tsallis. Além disso, sua dinâmica pode ser ca-

racterizada pelo q-tripleto (qstat, qsen, qrel), cujos ı́ndices servem como parâmetros estatı́sticos

para identificar a frequência dominante durante o processo de coalescência [21].

A forma de onda do evento GW150914 foi registrada simultaneamente pelos detec-

tores de Hanford e Livingston, como ilustrado na Figura 7. Os dados brutos passam inicialmente

2Embora as ondas gravitacionais não sejam visı́veis nem audı́veis, sua frequência situar-se-ia na faixa audı́vel
caso fossem ondas sonoras.

3Para o evento GW150914, o valor tı́pico da deformação relativa do espaço-tempo foi da ordem de h ∼ 10−21,
onde h é uma grandeza adimensional conhecida como strain. Considerando que os braços do interferômetro do
LIGO possuem comprimento L = 4Km = 4× 103 m, a variação absoluta correspondente pode ser estimada por
∆L ≈ hL, ∆L ≈ h ·L ∆L = 10−21 ×4×103 = 4×10−18 m.
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por um processo de branqueamento, no qual o espectro do sinal é dividido pela curva de sensibi-

lidade do detector e transformado de volta para o domı́nio do tempo, permitindo a visualização

tanto do ruı́do quanto do sinal. Em seguida, técnicas consolidadas, como o filtro casado, são

aplicadas para comparar os sinais com um banco de formas de onda modeladas pela relatividade

geral, verificando assim o grau de correspondência.

Como extensão a esses métodos tradicionais, abordagens não lineares e não exten-

sivas têm sido aplicadas ao GW150914, evidenciando multifractalidade e q-estatı́stica no sinal.

Nesse enquadramento, o q-tripleto de Tsallis resume a sensibilidade às condições iniciais e a

dinâmica de relaxamento do traço [21].

Conforme mostra a Figura 7, que exibe o dado tratado, a curva vermelha representa

a previsão teórica da relatividade geral, enquanto a curva cinza corresponde ao sinal efetiva-

mente detectado, havendo excelente concordância entre ambos.

Os ruı́dos nos detectores são pequenas perturbações causadas por efeitos ambientais

ou flutuações internas do próprio instrumento, que podem mimetizar padrões semelhantes aos

das ondas gravitacionais. A chave para distinguir ruı́do de sinais reais está no uso de múltiplos

detectores: apenas um verdadeiro sinal gravitacional aparece em ambos os detectores com o

intervalo de tempo exato correspondente à velocidade da luz entre os locais [69].

O evento GW150914, detectado pelo LIGO, corresponde com maior precisão a um

sistema binário composto por dois buracos negros. O sinal mais compatı́vel com os dados foi

identificado utilizando o banco de templates gerados por simulações de relatividade numérica.

A relação sinal-ruı́do (SNR) para esse evento foi significativamente alta, e a curva de sensibili-

dade do aLIGO só começa a responder a partir de aproximadamente 30 Hz.

A deformação relativa do espaço-tempo, representada por h strain, é uma combinação

linear dos dois modos de polarização da onda gravitacional, h+ e hx, conforme definido nas

Equações (2.84) e (2.85).

Essa deformação corresponde a uma variação no comprimento dos braços de 4 km

dos interferômetros LIGO da ordem de 10−18 m, ou seja, cerca de mil vezes menor que o

raio de um próton, uma precisão metrológica sem precedentes na Fı́sica experimental [29]. A

frequência de pico do sinal atingiu cerca de 150 Hz, e a velocidade orbital final dos buracos

negros antes da fusão foi estimada em 60% da velocidade da luz. Além disso, a separação entre

os objetos compactos nesse instante pode ser expressa em termos do raio de Schwarzschild, que

representa o horizonte de eventos de um buraco negro (ver a Figura 8). Para referência, o raio

de Schwarzschild de um buraco negro com massa igual à do Sol é de aproximadamente 3 km.

Assim, os buracos negros envolvidos, com massas de cerca de 29 e 36 massas solares, possuem

raios de Schwarzschild aproximados de 90 km e 110 km, respectivamente4.

4Para comparação, o raio do Sol é de aproximadamente 700.000 km.
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Figura 7 – O evento de onda gravitacional GW150914 foi observado simultaneamente pelos
detectores do LIGO em Hanford (canto superior esquerdo) e em Livingston (canto superior di-
reito). Esses sinais são comparados com as previsões teóricas (linha inferior) para a fusão de
dois buracos negros com massas estimadas em 29 e 36 massas solares, localizados a cerca de
1,3 bilhão de anos-luz da Terra. Na terceira linha, é apresentada a forma residual, obtida pela
subtração da forma de onda teórica, gerada por simulações de relatividade numérica, dos da-
dos observacionais filtrados. Essa etapa é fundamental para verificar a compatibilidade entre a
observação e os modelos baseados na relatividade geral. Na quarta linha, duas representações
espectrotemporais mostram como a tensão da onda gravitacional variou ao longo do tempo
em cada detector. Os gráficos apresentam a evolução da frequência da onda gravitacional (em
hertz) em função do tempo (em segundos). Ambas as representações exibem uma nı́tida var-
redura ascendente de frequência, o chamado chirp, partindo de cerca de 35 Hz e atingindo
aproximadamente 150 Hz ao longo de 0,2 segundo.

Fonte: Abbott et al. [29].

3.3 Fontes e tipos de ondas gravitacionais

Tecnicamente falando, ondas gravitacionais são de fato produzidas por qualquer

massa em aceleração, incluindo objetos do cotidiano. No entanto, as ondas gravitacionais gera-

das por massas tão pequenas na Terra são fracas demais para serem detectadas com a tecnolo-

gia atual. Para observar ondas gravitacionais significativas, os pesquisadores precisam observar

eventos cósmicos muito além do nosso sistema solar, onde corpos massivos sofrem acelerações
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Figura 8 – No topo: Amplitude de deformação relativa da onda gravitacional estimada de
GW150914 projetado em H1. Abaixo: A separação efetiva de buracos negros em unidades de
raios de Schwarzschild e a velocidade relativa efetiva dada pelo parâmetro pós-newtoniano.

Fonte: Abbott et al. [29].

extremas [70].

O Universo está repleto de objetos incrivelmente massivos que sofrem acelerações

rápidas e geram ondas gravitacionais que agora podemos detectar. Tais objetos conhecidos

são pares de buracos negros ou estrelas de nêutrons orbitando um ao outro, ou uma estrela

de nêutrons e um buraco negro orbitando um ao outro, ou estrelas gigantescas explodindo no

fim de suas vidas. Os astrônomos definiram quatro categorias de ondas gravitacionais com

base no objeto ou sistema que as gera: Contı́nua, Binária Compacta Inspiral, Estocástica e

Explosiva [69, 71, 72]. Cada categoria de objetos gera um conjunto caracterı́stico de sinais de

ondas gravitacionais que os pesquisadores podem procurar nos dados do Observatório de Ondas

Gravitacionais por Interferômetro a Laser da Fundação Nacional de Ciências dos EUA (NSF

LIGO).
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3.3.1 Ondas gravitacionais de binárias compactas em espiralamento

A primeira classe de eventos buscada pelo LIGO são as ondas gravitacionais de

binárias compactas em espiralamento (inspiral). Até o momento, todas as detecções confirma-

das pelo LIGO [73]/Virgo [74]/KAGRA [75] pertencem a essa categoria. Ondas gravitacionais

binárias compactas inspirais são produzidas por pares de objetos massivos e densos (“compac-

tos”) em órbita, como buracos negros e estrelas de nêutrons. Existem três subclasses de sistemas

“binários compactos” nessa categoria:

i) Estrela de nêutrons binária (BNS) - duas estrelas de nêutrons orbitando uma à outra;

ii) Buraco Negro Binário (BBH) - Como ilustrado na Figura 9, durante a fase de inspiral a

separação orbital do sistema binário diminui progressivamente em decorrência da emissão

de ondas gravitacionais;

iii) Binário Estrela de Nêutrons-Buraco Negro (NSBH) - uma estrela de nêutrons e um buraco

negro orbitando um ao outro.

Figura 9 – Representação esquemática da fase de inspiral em um sistema binário compacto de
buracos negros (BBH).

Fonte: Shanika Galaudage [76].

Cada binário cria um padrão caracterı́stico de ondas gravitacionais que depende,

entre outros fatores, das massas dos objetos componentes, da orientação orbital em relação

à Terra e da distância à fonte. No entanto, o mecanismo fı́sico responsável pela emissão de

ondas nessas subclasses é comum a todos os casos e corresponde à fase denominada inspiral,
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caracterizada por um movimento orbital acelerado em espiral, no qual a perda contı́nua de

energia por radiação gravitacional conduz à aproximação progressiva dos componentes e ao

aumento de suas frequências orbitais e de rotação (spin) [77].

Durante a fase de inspiral, a emissão contı́nua de ondas gravitacionais promove uma

redistribuição do momento angular do sistema binário, resultando não apenas na redução da

separação orbital, mas também na intensificação progressiva de sua dinâmica rotacional. Esse

processo manifesta-se no aumento das frequências orbitais e no crescimento do spin efetivo dos

objetos compactos à medida que o espiralamento se acelera.

Esse processo de aceleração do spin é análogo ao de um patinador artı́stico girando.

Imagine que os punhos estendidos do patinador representam estrelas de nêutrons ou buracos

negros, enquanto o corpo do patinador simboliza a força gravitacional que os mantém ligados.

À medida que o patinador em rotação aproxima os punhos do corpo, isto é, à medida que os

objetos orbitam cada vez mais próximos, o sistema passa a girar mais rapidamente, em de-

corrência da conservação do momento angular. Diferentemente do patinador, entretanto, pares

de estrelas de nêutrons ou buracos negros não conseguem interromper sua rotação. O processo

contı́nuo de emissão de ondas gravitacionais e a consequente redução do raio orbital desenca-

deiam uma sequência irreversı́vel de eventos que culmina, inevitavelmente, na coalescência dos

dois objetos.

3.3.2 Ondas gravitacionais contı́nuas

Espera-se que ondas gravitacionais contı́nuas sejam emitidas por objetos compactos

isolados em rotação, em particular estrelas de nêutrons, conforme ilustrado na Figura 10. Esses

objetos podem apresentar pequenas deformações estruturais ou irregularidades na distribuição

de massa, frequentemente denominadas mountains, que os tornam ligeiramente assimétricos

em relação ao seu eixo de rotação. Tal assimetria quebra a simetria axial do sistema e resulta

em perturbações periódicas na curvatura do espaço-tempo, as quais se propagam na forma de

ondas gravitacionais.

A emissão dessas ondas ocorre de maneira persistente enquanto a rotação do objeto

se mantém estável. Nessa condição, a frequência das ondas gravitacionais está diretamente rela-

cionada à frequência de rotação da estrela de nêutrons, enquanto a amplitude depende da magni-

tude da assimetria e da distância da fonte ao observador. Caso a taxa de rotação permaneça apro-

ximadamente constante ao longo do tempo, o sinal gravitacional gerado apresenta frequência e

amplitude quase invariáveis, caracterizando uma emissão contı́nua e estacionária do ponto de

vista observacional.

Devido a essa estabilidade espectral e temporal, os sinais associados a esse tipo

de fonte podem ser descritos como aproximadamente monocromáticos, em contraste com os
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sinais transitórios observados em eventos de coalescência binária ou explosões astrofı́sicas.

Essa caracterı́stica distingue as ondas gravitacionais contı́nuas das demais classes de sinais e

fundamenta sua denominação, além de motivar o desenvolvimento de estratégias especı́ficas de

busca baseadas na integração coerente de dados ao longo de longos intervalos de observação

[78].

Figura 10 – Representação artı́stica de uma estrela de nêutrons com rotação rápida e altamente
magnetizada é um resultado possı́vel da fusão de duas estrelas de nêutrons menores.

Fonte: Shanika Galaudage [76].

3.3.3 Ondas gravitacionais estocásticas

Os astrônomos preveem que existem fontes de ondas gravitacionais contı́nuas ou

provenientes de sistemas binários em espiral no universo [79]. No entanto, os sinais individuais

associados a essas fontes são, em sua maioria, extremamente fracos e difı́ceis de detectar iso-

ladamente pelos interferômetros terrestres atuais. Como consequência, a probabilidade de que

múltiplos sinais intensos e individualmente resolvı́veis se sobreponham simultaneamente nos

detectores do LIGO é baixa, reduzindo a possibilidade de confusão na identificação de eventos

transitórios.

Entretanto, presume-se que inúmeras ondas gravitacionais de baixa intensidade es-

tejam constantemente cruzando o espaço, provenientes de todas as direções do universo. Essas

pequenas perturbações, geradas por várias fontes astrofı́sicas independentes, compõem o que

é conhecido como fundo estocástico de ondas gravitacionais, como ilustrado na Figura 11. O

termo “estocástico” refere-se a um padrão aleatório, que pode ser analisado estatisticamente,
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mas não pode ser previsto com precisão.

Figura 11 – Representação esquemática do fundo estocástico de ondas gravitacionais gerado
por múltiplas fontes astrofı́sicas distribuı́das no Universo.

Fonte: Shanika Galaudage [76].

Esse fundo estocástico representa um dos tipos mais sutis e difı́ceis de detectar entre

todos os sinais gravitacionais. No entanto, é possı́vel que parte desse sinal tenha origem nos

primeiros momentos após o Big Bang, oferecendo uma janela única para sondar a fı́sica do

Universo primordial. Detectar ondas gravitacionais remanescentes dessa época nos permitiria

acessar um perı́odo da história cósmica anterior ao que qualquer radiação eletromagnética pode

revelar, indo além da radiação cósmica de fundo em micro-ondas [80].

3.3.4 Ondas gravitacionais explosivas

Ondas gravitacionais explosivas são associadas a fontes desconhecidas ou impre-

visı́veis, a exemplo das super-novas, como ilustra a Figura 12, onde são gerados sinais de curta

duração. A busca por esse tipo de sinal exige uma abordagem metodológica altamente aberta,

pois não se espera que essas ondas apresentem formas previamente modeladas ou previstas por

teorias estabelecidas. Nesse contexto, as ferramentas de análise de dados do LIGO precisam ser

capazes de reconhecer padrões mesmo sem um modelo teórico explı́cito. Como é difı́cil identi-

ficar algo que não se sabe exatamente o que procurar, essa é uma das tarefas mais desafiadoras

da astronomia de ondas gravitacionais [81].

De fato, a busca por ondas gravitacionais explosivas é, essencialmente, uma busca

pelo inesperado. O LIGO ainda não detectou com certeza esse tipo de sinal, e a grande quanti-

dade de incógnitas associadas a possı́veis fontes, como colapsos estelares assimétricos, fusões

exóticas ou eventos ainda não concebidos, amplia ainda mais o desafio. Muitas vezes, não
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Figura 12 – Representação esquemática de ondas gravitacionais explosivas (burst) associadas
a eventos astrofı́sicos transientes e imprevisı́veis.

Fonte: Shanika Galaudage [76].

compreendemos completamente a fı́sica dos sistemas candidatos para prever como suas ondas

gravitacionais se manifestariam [82].

Além disso, é possı́vel que tais sinais venham de sistemas astrofı́sicos ainda des-

conhecidos. Por isso, as análises não podem ser restritas a buscas por sinais com propriedades

especı́ficas, como os templates empregados na detecção de fusões de buracos negros ou estre-

las de nêutrons. Detectar ondas gravitacionais explosivas exigirá ferramentas e abordagens que

não dependam de modelos precisos, mas sim de estratégias robustas para identificar padrões

anômalos e transientes nos dados [81].
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4 MECÂNICA ESTATÍSTICA NÃO-EXTENSIVA DE TSALLIS

4.1 Mecânica estatı́stica de Boltzmann-Gibbs

A mecânica estatı́stica de Boltzmann–Gibbs constitui o arcabouço teórico clássico

para a descrição estatı́stica de sistemas fı́sicos em equilı́brio termodinâmico e tem sido ampla-

mente bem-sucedida na explicação de uma vasta classe de fenômenos fı́sicos. O conceito de

entropia foi inicialmente introduzido no contexto da termodinâmica no século XIX por Clau-

sius, como uma grandeza associada à irreversibilidade dos processos fı́sicos.

Posteriormente, Boltzmann e Gibbs estabeleceram a formulação estatı́stica da entro-

pia, conectando-a ao número de microestados acessı́veis a um sistema macroscópico e atribuindo-

lhe um papel central na compreensão do comportamento coletivo de sistemas fı́sicos comple-

xos. Nessa abordagem, a entropia emerge como uma medida da incerteza estatı́stica associada

à distribuição de probabilidades dos microestados do sistema.

Na formulação de Boltzmann–Gibbs, a entropia estatı́stica, formalmente equiva-

lente à entropia de Shannon, é definida por

SBG =−kB

W

∑
i=1

pi ln pi. (4.1)

onde kB é a constante de Boltzmann, pirepresenta a probabilidade associada ao i-ésimo micro-

estado, e W é o número total de microestados acessı́veis ao sistema.

A entropia de Boltzmann-Gibbs SBG desempenha um papel fundamental ao conec-

tar as propriedades microscópicas do sistema às suas propriedades macroscópicas, sendo am-

plamente utilizada na fı́sica, quı́mica, e outras áreas do conhecimento. Sua definição estabelece

as bases da mecânica estatı́stica clássica e fornece uma ponte entre o comportamento estatı́stico

dos microestados e a termodinâmica macroscópica.

Quando os microestados de um sistema possuem probabilidades iguais, ou seja,

pi =
1

W (hipótese de equiprobabilidade), a entropia de Boltzmann-Gibbs (SBG) pode ser expressa

pela relação:

SGB = k lnW. (4.2)

Esta expressão, amplamente conhecida como o princı́pio de Boltzmann, constitui

uma das relações fundamentais da mecânica estatı́stica, sendo uma ponte entre a descrição

probabilı́stica dos microestados e as propriedades macroscópicas do sistema.

A equação original de Boltzmann-Gibbs, apresentada na Equação (4.1), possui di-

versas propriedades matemáticas fundamentais. Primeiramente, a entropia SBG é sempre não-
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negativa, refletindo sua natureza fı́sica como uma grandeza mensurável que aumenta com o grau

de desordem do sistema. Além disso, ela é côncava, o que implica que combinações de esta-

dos tendem a maximizar a entropia, consistindo com o comportamento estatı́stico de sistemas

isolados. A entropia também é extensiva, ou seja, para sistemas compostos por subsistemas

independentes, a entropia total é a soma das entropias dos subsistemas. Por fim, SBG é estável

ou experimentalmente robusta, garantindo que pequenas flutuações nas probabilidades dos mi-

croestados não resultem em alterações significativas na entropia.

Desde a formulação original do princı́pio de Boltzmann, há um interesse contı́nuo

em determinar se tal princı́pio pode ser derivado diretamente a partir das leis dinâmicas mi-

croscópicas dos sistemas fı́sicos. Essa questão, intimamente relacionada à conexão entre a

mecânica clássica e a estatı́stica, permanece sem uma solução definitiva [83]. Embora o princı́pio

de Boltzmann trate de estados microscópicos, a implementação rigorosa de tal derivação ainda

não foi alcançada.

Atualmente, a mecânica estatı́stica de Boltzmann-Gibbs continua fundamentada em

hipóteses importantes, como a de caos molecular [84] e ergodicidade [85]. Essas suposições

permitem que a abordagem estatı́stica funcione para descrever sistemas com interações de curto

alcance, tanto espaciais quanto temporais. Em tais casos, as condições de ergodicidade e (quase)

independência são favorecidas, validando a abordagem de Khinchin para a entropia SBG [85].

Mesmo na ausência de uma derivação fundamental, o formalismo estatı́stico de Boltzmann-

Gibbs demonstrou um sucesso inquestionável na descrição de sistemas fı́sicos regidos por

interações locais e de curto alcance, onde os princı́pios de extensividade, ergodicidade e in-

dependência estatı́stica são válidos. Esse arcabouço teórico constitui um dos pilares centrais

da mecânica estatı́stica clássica, oferecendo uma fundamentação solida para a termodinâmica

e para a descrição do equilı́brio de uma vasta gama de sistemas fı́sicos, desde gases ideais até

sólidos e lı́quidos convencionais [22, 86–89].

4.2 Introdução à estatı́stica não-extensiva: fundamentos e motivação

A mecânica estatı́stica desenvolvida por Boltzmann e Gibbs, e posteriormente for-

malizada por Shannon no âmbito informacional, conhecida como mecânica estatı́stica de Boltz-

mann–Gibbs–Shannon (BGS), constitui o paradigma tradicional para a descrição de sistemas

em equilı́brio térmico, fundamentando-se em hipóteses como ergodicidade, interações de curto

alcance e mistura caótica no espaço de fases [86, 90].

Nessa base teórica, a entropia desempenha papel central ao estabelecer uma ponte

entre as descrições microscópicas e os observáveis macroscópicos. Entretanto, ao considerar

sistemas complexos que exibem interações de longo alcance, memória de longo tempo, he-

terogeneidade estrutural e/ou ocupação multifractal do espaço de fases, torna-se evidente que
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a mecânica estatı́stica convencional apresenta limitações descritivas. Tais cenários são recor-

rentes, por exemplo, em sistemas autogravitantes, plasmas não colisionais, turbulência hidro-

dinâmica, redes complexas e em sistemas fora do equilı́brio [13, 26]. Diante dessas limitações,

emergem generalizações entrópicas que buscam expandir a aplicabilidade da mecânica es-

tatı́stica clássica.

Ao longo das últimas décadas, foram propostas diversas generalizações capazes de

lidar com contextos informacionais, dinâmicos e fı́sicos em que as hipóteses de BGS são ina-

propriadas; todas recuperam BGS em limites apropriados dos axiomas de Khinchin–Shannon

[91]. Resumimos quatro linhas influentes:

• Kolmogorov–Sinai (KS): medida de complexidade dinâmica (produção média de informa-

ção por unidade de tempo) para sistemas caóticos; não é uma entropia termodinâmica,

mas uma invariante dinâmica para quantificar caos e mistura [92];

• Rényi: famı́lia aditiva no sentido informacional, parametrizada por α , amplamente usada

em multifractais e teoria da informação; recupera Shannon quando α → 1 [93];

• Kaniadakis: deformação κ inspirada em cinética relativı́stica, com log/exponencial κ-

deformados e aplicações em plasmas e fenômenos com restrições relativı́sticas [94];

• Tsallis: proposta para sistemas com correlações de longo alcance, memória e não-ergodici-

dade, conduzindo a uma entropia não-aditiva parametrizada por q; recupera BG no limite

q → 1 [95].

4.2.1 Extensividade versus aditividade

É importante distinguir aditividade de extensividade. A aditividade refere-se à pro-

priedade pela qual a entropia total de um sistema composto por dois subsistemas estatistica-

mente independentes A e B,

S(A+B) = S(A)+S(B), (4.3)

desde que as variáveis associadas a A e B sejam estatisticamente independentes. Essa igualdade

traduz que, na ausência de correlações, a informação total é a soma das informações parciais,

propriedade herdada da entropia de Shannon [96].

Por outro lado, a extensividade diz respeito ao comportamento assintótico da en-

tropia quando o número de graus de liberdade N tende ao infinito: espera-se que, no limite

termodinâmico, S(N) ∝ N, desde que as correlações decaiam suficientemente rápido com a

distância (aglutinação espacial), o que costuma ocorrer em interações de curto alcance [86,90].

No contexto desta tese, identificamos A e B com os dois componentes de uma

binária autogravitante de buracos negros. A gravitação, regida por um interação gravitacio-
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nal de longo alcance, cuja força decai como (∝ 1/r2), induz correlações relevantes entre A e

B mesmo a grandes distâncias, violando a hipótese de independência estatı́stica. Consequente-

mente:

• a aditividade simples de SBG deixa de ser garantida, pois as variáveis microscópicas não

fatorizam;

• a extensividade de SBG pode falhar (ou exibir anomalias de escalonamento) devido a

correlações persistentes e metaestados de longa duração.

Essas dificuldades não são meramente sutilezas formais, mas manifestam-se empi-

ricamente nas distribuições de probabilidade (ou de frequência) associadas às séries temporais

gravitacionais. Em particular, observa-se a presença de caudas pesadas, desvios sistemáticos

da gaussianidade, intermitência e processos de relaxação não exponenciais. Tais caracterı́sticas

indicam que a estatı́stica clássica de Boltzmann–Gibbs pode não capturar adequadamente a

estrutura multiescala e as dependências de longo alcance presentes nesses sistemas.

Binárias compactas (BBH, BNS, NSBH) são sistemas autogravitantes com forte

acoplamento dinâmico e múltiplas escalas. As séries temporais associadas (sinal de chirp,

resı́duos e coeficientes em bases tempo–frequência) podem exibir assimetrias, caudas pesadas e

estruturas de dependência fora do regime Gaussiano de BGS. Resultados prévios em astrofı́sica

sugerem ı́ndices efetivos compatı́veis com leis de potência e descrições não-extensivas em da-

dos reais [24]. Neste trabalho, essa motivação é testada diretamente no domı́nio de ondas gra-

vitacionais: investigamos se as estatı́sticas estacionárias, a sensibilidade e a relaxação inferidas

de séries temporais (com pré-processamento adequado) alinham-se melhor a um formalismo

não-extensivo do que ao paradigma clássico.

Retomando à interpretação fı́sica de A e B como os dois corpos de uma binária de

buracos negros: sob BGS, a aditividade em (4.3) pressupõe independência estatı́stica entre as

partes. Para sistemas autogravitantes, essa hipótese é violada pelo longo alcance da interação

e pela retroação radiativa (emissão de ondas gravitacionais), o que demanda uma regra de

composição entrópica que incorpore explicitamente um termo efetivo de interação estatı́stica.

Por fim, notamos que as propostas de KS, Rényi (exemplo de entropia aditiva no sentido infor-

macional) e Kaniadakis (relacionada à cinética relativı́stica) mostram-se menos adequadas para

o escopo especı́fico de sistemas gravitacionais fortemente correlacionados aqui considerado.

4.3 Mecânica estatı́stica não-extensiva de Tsallis

Como discutido na seção anterior, é plenamente justificável considerar que formula-

ções alternativas à entropia de Boltzmann-Gibbs (BG) podem ser desenvolvidas para descrever
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sistemas complexos ou anômalos. Esses sistemas frequentemente violam premissas fundamen-

tais da mecânica estatı́stica convencional, como a hipótese de ergodicidade e a independência

estatı́stica, no sentido da ausência de correlações de longo alcance entre os constituintes do

sistema.

No presente estudo, a adoção do formalismo de Tsallis se justifica porque os siste-

mas analisados, pares binários de buracos negros, são fortemente acoplados e autogravitantes,

exibindo memória de longo prazo, não-ergodicidade e possı́veis assinaturas de multifractali-

dade. A dinâmica orbital e a retroação radiativa geram séries temporais de ondas gravita-

cionais cujas propriedades estatı́sticas (caudas pesadas, relaxação não-exponencial) são com-

patı́veis com um regime não-extensivo. Assim, o formalismo de Tsallis constitui uma ferra-

menta apropriada para a descrição desses sistemas extremos, preservando a recuperação de

Boltzmann–Gibbs–Shannon no limite q → 1. A discussão das propriedades formais, em parti-

cular, a regra de composição, é apresentada na subseção seguinte.

Em 1988, Constantino Tsallis propôs uma generalização formal da entropia [97],

motivada inicialmente pela análise de sistemas multifractais e posteriormente consolidada no

âmbito da fı́sica estatı́stica não extensiva. A chamada entropia de Tsallis é definida por:

Sq = kB
1−∑

W
i=1 pq

i
q−1

, com
W

∑
i=1

pi = 1 e q ∈ R (4.4)

onde pi representa a probabilidade associada ao i-ésimo microestado do sistema, W é o número

total de microestados acessı́veis, q ∈ R é o ı́ndice entrópico que caracteriza o grau de não

extensividade do sistema e k é a constante de Boltzmann.

A entropia de Tsallis recupera a forma clássica de Boltzmann-Gibbs-Shannon no

limite extensivo limq→1 Sq = SBG, isto é,
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Sq = k
1−∑i pq

i
q−1

= k
1−∑i pi p

q−1
i

q−1

= k
1−∑i pie(q−1) ln pi

q−1

≈ k
1− [∑i pi +(q−1)∑i pi ln pi]

q−1
(expansão em torno de q = 1)

= k
1−1− (q−1)∑i pi ln pi

q−1

= k
−(q−1)∑i pi ln pi

q−1

SBG =−k
W

∑
i=1

pi ln pi. (4.5)

Essa propriedade assegura que a generalização proposta mantém consistência for-

mal com a mecânica estatı́stica convencional, funcionando como um formalismo mais abran-

gente, aplicável tanto a sistemas extensivos quanto a não extensivos.

A entropia Sq estabelece, portanto, uma base teórica fundamentada para a extensão

da mecânica estatı́stica, possibilitando sua aplicação a sistemas que exibem caracterı́sticas

como:

• correlações de longo alcance (espaciais, temporais ou causais);

• não ergodicidade;

• multifractalidade;

• dinâmica não markoviana;

• memória de longo prazo.

Essa generalização tem sido amplamente empregada em diversos contextos cientı́-

ficos, incluindo fı́sica estatı́stica, astrofı́sica, sistemas gravitacionais, turbulência, dinâmica

de plasmas, redes complexas e até economia, consolidando sua relevância na descrição de

fenômenos fora do regime clássico de Boltzmann-Gibbs [98, 99].

O parâmetro q, denominado ı́ndice entrópico ou parâmetro de não extensividade,

desempenha um papel central no formalismo. Seu valor reflete propriedades fundamentais do

sistema, estando diretamente associado ao grau de complexidade, ao nı́vel de correlação e à

classe de universalidade a que o sistema pertence [100].
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Conceitualmente, acredita-se que o valor do parâmetro q de um sistema especı́fico

deva ser, em princı́pio, derivável a partir de sua dinâmica microscópica subjacente. Essa

questão conecta-se diretamente a um problema fundamental e ainda não completamente re-

solvido na fı́sica estatı́stica: a rigorosa derivação da mecânica estatı́stica, seja no formalismo de

Boltzmann-Gibbs, seja na generalização proposta por Tsallis, a partir das leis determinı́sticas

da mecânica clássica ou da mecânica quântica. Esse desafio epistemológico reflete a busca por

uma ponte formal entre a dinâmica microscópica, muitas vezes não ergódica ou fracamente

caótica, e a descrição estatı́stica de estados de equilı́brio ou metaestáveis [22, 27, 101–103].

4.3.1 Regra de composição (pseudo-aditividade) e termo efetivo de interação

A partir da definição da entropia de Tsallis Equação 4.4 e da propriedade de pseudo-

aditividade do q-logaritmo1, é possı́vel demonstrar a seguinte relação para dois subsistemas

estatisticamente independentes A e B, a entropia de Tsallis satisfaz a regra de composição

Sq(A+B) = Sq(A)+Sq(B)+(1−q)Sq(A)Sq(B), (4.6)

desde que as probabilidades conjuntas satisfaçam a condição de independência estatı́stica: pi j
A+B

= pi
A p j

B. Isso é válida para subsistemas estatisticamente independentes, conhecida como pseudo-

aditividade [13, 104, 105]. No limite q → 1, o termo adicional desaparece e recupera-se a aditi-

vidade de Boltzmann–Gibbs–Shannon, da Equação 4.3.

A Equação (4.6) pode ser interpretada como a introdução de um termo efetivo de

interação estatı́stica: mesmo quando A e B são independentes (no sentido probabilı́stico), a

composição entrópica em q ̸= 1 não é aditiva. Essa propriedade é crucial para sistemas reais em

que a independência não vale, por exemplo, binárias autogravitantes de buracos negros, pois

a interação de longo alcance e a retroação radiativa (emissão de GWs) geram correlações que

violam a fatorização de microestados. Nesses casos, escolhas apropriadas de q podem restaurar

extensividade (escalonamento linear com o tamanho) mesmo quando a aditividade simples fa-

lha, alinhando o formalismo à consistência termodinâmica em presença de correlações de longo

alcance.

No contexto desta tese, ao identificar A e B com os dois componentes do sis-

tema binário, a pseudo-aditividade explicita a diferença conceitual em relação ao caso BG: a

composição de entropias incorpora um termo que capta, de forma efetiva, o papel das correlações

e da estrutura multiescala que emergem da dinâmica gravitacional.

1lnq(xAxB) = lnq(xA)+ lnq(xB)+(1−q) lnq(xA) lnq(xB)
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4.4 Generalização não-extensiva das distribuições de equilı́brio: do caso discreto ao
contı́nuo

A entropia de Tsallis admite duas formulações operacionais distintas, conforme a

natureza do sistema em estudo:

i) Versão discreta (espaços de estados finitos ou contáveis): Para um conjunto discreto de

microestados i = 1, . . . ,W caracterizados por probabilidades pi satisfazendo ∑
W
i=1 pi = 1,

define-se

Sq = k
1−∑

W
i=1 pq

i
q−1

,

Esta formulação é particularmente adequada quando o espaço de estados é intrinseca-

mente discreto, como em modelos de redes, autômatos celulares, cadeias de Markov, ou

em representações via coarse-graining2 (histogramas, dinâmica simbólica).

ii) Versão contı́nua (variáveis contı́nuas em domı́nios reais): Para variáveis contı́nuas des-

critas por uma função densidade de probabilidade p(x) normalizada (
∫

∞

−∞
p(x)dx = 1),

tem-se

Sq = k
1−

∫
∞

−∞
[p(x)]qdx

q−1
. (4.7)

Esta forma constitui o formalismo operativo preferencial quando as observáveis são quan-

tidades contı́nuas (amplitudes de sinal, incrementos, coeficientes tempo-frequência, ener-

gias) e objetiva-se a maximização de Sq sob vı́nculos integrais (normalização e momen-

tos). Ressalta-se que, análoga à entropia diferencial de Shannon, Sq na forma contı́nua

apresenta dependência dimensional, requerendo cuidado na interpretação fı́sica.

4.5 Escolha do formalismo para análise de ondas gravitacionais

No presente trabalho, adotaremos sistematicamente a versão contı́nua da entropia

de Tsallis, por sua pertinência ao estudo de observáveis reais extraı́dos de séries temporais de

ondas gravitacionais. Embora a formulação discreta seja natural para microestados finitos ou

representações discretizadas via histogramas, o objeto central de investigação aqui compreende

2coarse-graining: refere-se a uma classe de métodos e técnicas utilizadas para simplificar a descrição de um
sistema fı́sico complexo. O objetivo é reduzir o número de graus de liberdade do sistema agrupando componen-
tes microscópicos (ex.: átomos, moléculas) em unidades efetivas maiores. Dessa forma, consegue-se modelar o
comportamento do sistema em escalas de tempo e comprimento maiores, capturando suas propriedades médias ou
emergentes, enquanto se ignoram detalhes de alta resolução. É uma abordagem comum em mecânica estatı́stica,
fı́sica de materiais e simulações computacionais.
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densidades de probabilidade p(x) associadas a variáveis contı́nuas (amplitudes, incrementos,

parâmetros de sinais).

Para contornar a dependência espúria de unidades inerente à entropia diferencial,

empregaremos variáveis adimensionalizadas mediante procedimentos de reescala apropriados,

conjuntamente com vı́nculos formulados no esquema escort. Sob essa estrutura de vı́nculos, o

processo de maximização da entropia Sq conduz naturalmente à distribuição q-Gaussiana, cuja

adequação empı́rica será rigorosamente testada em regimes de quase-estacionariedade e através

de múltiplas escalas temporais τ .

4.5.1 Versão contı́nua da entropia de Tsallis

Nesta seção adotaremos a versão contı́nua da entropia de Tsallis, apropriada a ob-

serváveis reais extraı́das das séries temporais de ondas gravitacionais. Embora a forma discreta

de Sq seja natural para microestados finitos, o objeto de interesse aqui são densidades p(x) de

variáveis contı́nuas (amplitudes/incrementos).

A maximização da q-entropia, na formulação contı́nua, requer a imposição de vı́ncu-

los que garantam a consistência fı́sica e estatı́stica do sistema. A função entropia de Tsallis é

expressa pela Equação 4.7 em que p(x) representa a função densidade de probabilidade, q é o

ı́ndice de não extensividade caracterı́stico do sistema, e kB é a constante de Boltzmann.

A determinação da distribuição de probabilidade que maximiza Sq exige a aplicação

de restrições variacionais apropriadas, conforme descrito a seguir:

i) Condição de Normalização da Densidade de Probabilidade:

No contexto da mecânica estatı́stica, a condição fundamental que qualquer função densi-

dade de probabilidade p(x) deve satisfazer é a condição de normalização:∫ +∞

−∞

p(x)dx = 1. (4.8)

Essa condição assegura que p(x) seja uma função densidade de probabilidade legı́tima,

consistente com as leis da teoria de probabilidade clássica. Trata-se de um requisito

indispensável, independentemente do formalismo estatı́stico adotado, seja ele extensivo

(Boltzmann-Gibbs) ou não extensivo (Tsallis).

Essa condição garante que p(x) seja uma função de densidade válida, em conformidade

com os princı́pios da teoria clássica das probabilidades. Trata-se de um requisito es-

sencial, independentemente do formalismo estatı́stico adotado, seja ele o tradicional de

Boltzmann-Gibbs ou a abordagem não extensiva de Tsallis.

A normalização assegura que a soma (ou integral, no caso contı́nuo) das probabilidades
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associadas a todos os eventos possı́veis no espaço de estados seja unitária, fundamento

indispensável para a interpretação estatı́stica correta das observáveis do sistema.

ii) Definição e Interpretação Fı́sica da Medida Escort:

No formalismo de Tsallis, introduz-se a medida escort, uma construção matemática au-

xiliar que desempenha papel central na caracterização de médias generalizadas e outras

grandezas estatı́sticas. A medida escort associada ao ı́ndice q é definida como:

Pq(x) =
[p(x)]q∫ +∞

−∞

[p(x)]qdx
, (4.9)

onde Pq(x) é a densidade de probabilidade na medida escort associada ao ı́ndice entrópico

q.

A medida escort pode ser interpretada como uma reponderação da densidade de proba-

bilidade original, na qual diferentes regiões do espaço de estados são amplificadas ou

atenuadas em função do valor de q. Suas principais propriedades são:

• Para q > 1, dá maior peso às regiões onde p(x) é grande (regiões de alta probabili-

dade);

• Para q < 1, confere maior peso às regiões onde p(x) é pequena (as caudas da

distribuição);

• No limite q → 1, recupera-se a distribuição padrão: Pq(x)→ p(x).

iii) Sobre a Normalização na Medida Escort:

Em alguns contextos especı́ficos, particularmente em tratamentos variacionais simplifica-

dos ou em determinadas aplicações na fı́sica estatı́stica, econofı́sica e teoria da informação,

adota-se uma condição de normalização alternativa, baseada diretamente na medida es-

cort: ∫ +∞

−∞

[p(x)]qdx = 1. (4.10)

Embora matematicamente legı́tima, essa imposição não equivale à normalização padrão

da densidade de probabilidade p(x), mas sim à normalização da medida auxiliar Pq(x). Tal

abordagem pode ser útil para simplificar certos cálculos, mas não substitui a necessidade

de que p(x) satisfaça a condição canônica de normalização (Equação anterior).

Na formulação rigorosa da estatı́stica não extensiva, conforme estabelecido na literatura

seminal, como em Tsallis (1998) [99], a condição fundamental e universalmente adotada

continua sendo a Equação 4.8.
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Ignorar essa distinção pode levar a equı́vocos conceituais e interpretações incorretas dos

resultados estatı́sticos e fı́sicos. Portanto, é essencial manter a clareza entre essas duas

formas de normalização, reconhecendo o papel distinto que cada uma desempenha no

arcabouço teórico da estatı́stica não extensiva.

iv) Definição da média q-generalizada (ou valor esperado q-escort):

No formalismo não extensivo, a média estatı́stica é modificada para incorporar os efeitos

da medida escort. Define-se a média q-generalizada como:

⟨x⟩q ≡ µ̄q =

∫ +∞

−∞

x[p(x)]qdx∫ +∞

−∞

[p(x)]qdx
. (4.11)

Essa expressão representa o valor esperado da variável x ponderado pela densidade de

probabilidade deformada [p(x)]q, refletindo o papel da não extensividade na estatı́stica do

sistema. A média µ̄q tende ao valor clássico x̄ quando q → 1, recuperando a definição

usual da estatı́stica de Boltzmann-Gibbs.

v) Definição da variância q-generalizada:

De modo análogo, a dispersão das flutuações ao redor da média também é modificada

pela presença da medida escort. Define-se a variância q-generalizada como:

σ
2
q =

∫ +∞

−∞

(x− µ̄q)
2[p(x)]qdx∫ +∞

−∞

[p(x)]qdx
. (4.12)

Essa expressão representa a extensão da variância clássica à estrutura não extensiva, sendo

consistente com a redefinição da média e com os princı́pios da mecânica estatı́stica ge-

neralizada. A variância σ2
q incorpora a influência de correlações de longo alcance e de

flutuações não gaussianas, comuns em sistemas complexos.

Esses vı́nculos variacionais, normalização, medida escort, média e variância q-

generalizadas, garantem uma descrição estatı́stica coerente no formalismo de Tsallis. Eles

estendem de forma natural os conceitos clássicos da estatı́stica para lidar com sistemas que

apresentam: não extensividade (entropia não aditiva), correlações de longo alcance, heteroge-

neidade estrutural, ou dinâmica multifractal.

As quantidades µ̄q e σ2
q dependem explicitamente do parâmetro q, funcionando

como indicadores sensı́veis das propriedades estatı́sticas e dinâmicas do sistema sob análise [99].
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Adicionalmente, vale destacar que ao longo do desenvolvimento histórico da es-

tatı́stica não extensiva, diferentes formas de médias e normalizações foram propostas e estu-

dadas. Embora nem sempre equivalentes, essas abordagens se relacionam entre si por meio

de transformações matemáticas consistentes, conforme discutido por Najafi et al. [106]. Essa

diversidade de formulações confere flexibilidade ao formalismo e amplia sua aplicabilidade em

diferentes contextos cientı́ficos.

4.5.2 Maximização da Entropia e a Distribuição q-Gaussiana

O processo de maximização da entropia de Tsallis (Eq. 4.7) sob os vı́nculos va-

riacionais apropriados, nomeadamente a normalização da distribuição de probabilidade e a

imposição de um valor finito para a variância generalizada, conduz a uma generalização não-

extensiva da distribuição gaussiana padrão. Como detalhado no Apêndice A, este problema

variacional, resolvido via multiplicadores de Lagrange no formalismo das medidas escort, re-

sulta uma famı́lia de distribuições que preservam a estrutura máxima-entrópica caracterı́stica da

termodinâmica estatı́stica, agora estendida para sistemas com correlações de longo alcance ou

memória.

A densidade de probabilidade que maximiza Sq para uma variável contı́nua x é dada

pela expressão:

Pq(x) = Aq
[
1+(1−q)Bq(x− µ̄q)

2] 1
1−q , (q < 3), (4.13)

onde Aq é o fator de normalização e Bq está relacionado à variância q-generalizada do sistema.

Essa expressão define a chamada distribuição q-gaussiana, que reduz-se à distribuição normal

padrão no limite q → 1.

Os coeficientes Aq e Bq são dados explicitamente por:

• Para q < 1:

Aq =
Γ

(
5−3q
2−2q

)
Γ

(
2−q
1−q

) √1−q
π

Bq, (4.14)

• Para q > 1:

Aq =
Γ

(
1

q−1

)
Γ

(
3−q

2q−2

)√q−1
π

Bq. (4.15)

O parâmetro Bq depende da variância generalizada σ2
q e é dado por:
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Bq =
[
(3−q)σ2

q
]−1

. (4.16)

Além disso, a relação entre a variância usual σ2 (definida com base na média

clássica) e a variância q-generalizada σ̄2
q é:

σ̄
2
q = σ

2 · 5−3q
3−q

. (4.17)

Essas expressões evidenciam como os parâmetros estatı́sticos da distribuição depen-

dem diretamente do ı́ndice de não extensividade q, refletindo a presença de efeitos não clássicos,

como correlações de longo alcance, flutuações amplificadas ou estruturas multifractais.

A distribuição q-gaussiana pode ser reexpressa em termos da função q-exponencial,

definida por:

ex
q ≡ [1+(1−q)x]1/(1−q), com ex

1 = ex. (4.18)

A função q-exponencial reduz-se à exponencial usual no limite q → 1, mas apresenta um

domı́nio limitado: ex
q = 0 para 1+ (1− q)x ≤ 0, o que assegura a positividade e a normali-

zabilidade da densidade p(x).

Utilizando essa definição, a Eq. 4.13 pode ser escrita de forma compacta como:

Pq(x) = Aqe−Bq(x−µ̄q)
2

q . (4.19)

O parâmetro q é o responsável por modular como a cauda da distribuição se com-

porta em comparação com a Gaussiana tradicional:

Quando (q > 1) (Subextensivo): As caudas da distribuição se tornam mais pesadas

e decaem mais lentamente do que as da Gaussiana. Isso implica em uma probabilidade maior

de ocorrência de eventos extremos (valores muito distantes da média). Sistemas que exibem

esse comportamento são frequentemente associados a fenômenos com efeitos de longo alcance,

memória ou correlações fortes.

Quando (q < 1) (Superextensivo): As caudas da distribuição se tornam mais leves

e decaem mais abruptamente do que as da Gaussiana. Neste caso, a probabilidade de eventos

extremos é ainda menor do que em uma distribuição normal. Este comportamento é observado

em sistemas com restrições fı́sicas que limitam a variabilidade.

4.6 Centragem e fixação de µq.

Nesta tese, adotamos distribuições q-Gaussianas centradas em zero. Especifica-

mente, impomos que a média generalizada (q-média) seja nula,
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µq ≡

∫ +∞

−∞

x p(x)q dx∫ +∞

−∞

p(x)q dx
= 0,

de modo que a distribuição de probabilidade assume a forma

Pq(x) = Aq

[
1− (1−q)Bq x2

] 1
1−q

, (q < 3).

Operacionalmente, essa escolha equivale a impor o vı́nculo
∫

x p(x)q dx = 0, o

que é consistente com o pré-processamento aplicado às séries interferométricas (remoção de

tendência, branqueamento e filtragem passa-alta), procedimentos que suprimem componentes

de muito baixa frequência e deslocamentos residuais, tornando o sinal aproximadamente esta-

cionário e compatı́vel com média clássica e q-generalizada nulas.

Essa convenção não implica a inexistência fı́sica de possı́veis efeitos de memória

gravitacional. A memória corresponde a uma contribuição não oscilatória e hereditária do sinal,

que pode produzir um deslocamento residual idealizado após a passagem da onda; contudo, in-

terferômetros terrestres como o LIGO têm baixa sensibilidade a essa componente e não “retêm”

permanentemente um deslocamento do tipo memória devido às forças de restauração associadas

à suspensão e ao controle das massas de teste (Favata, 2009)[107]. Assim, a análise estatı́stica

é conduzida sobre as flutuações em torno do estado médio, que são o foco do formalismo não

extensivo adotado.

Fixar µq não o torna um parâmetro livre do ajuste, pelo contrário, reduz o número

de graus de liberdade. Na prática, a tripla {Aq,Bq,µq} é redundante: Aq é determinado pela

normalização, Bq é fixado pela variância q-escort via

Bq =
1

(3−q)σ2
q

(q < 3),

e, com µq = 0, evita-se a conhecida degenerescência entre o parâmetro de posição e a lar-

gura/forma (especialmente para q > 1, quando as caudas pesadas correlacionam fortemente as

estimativas de µq e Bq). Dessa forma, a fixação de µq melhora a identificabilidade de {q,σq} e

estabiliza o ajuste.

Observação prática. Se um conjunto especı́fico de dados apresentar assimetria re-

sidual ou desvio sistemático de zero, recentramos a variável por x 7→ x− µ̂q (ou removemos

a média clássica se q ≈ 1) antes do ajuste. Nos casos analisados aqui, testes de consistência

indicaram µq ≃ 0 dentro das incertezas, justificando a convenção adotada.
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4.6.1 Propriedades das distribuições q-Gaussianas

As distribuições q-Gaussianas apresentam propriedades estatı́sticas que diferem sig-

nificativamente da distribuição Gaussiana clássica, refletindo os efeitos introduzidos pela não

extensividade do parâmetro q. A Figura 13 ilustra graficamente essas diferenças fundamentais.

(i) Recuperação da distribuição Gaussiana padrão (q → 1):

No limite q → 1, a função q-exponencial recupera a exponencial usual, e a q-

Gaussiana converge suavemente para a distribuição normal clássica:

lim
q→1

p(x) = A1 exp
[
−B1(x− µ̄)2] , (4.20)

onde A1 e B1 são os parâmetros usuais de normalização e inverso da variância,

respectivamente.

(ii) Caudas pesadas com comportamento de lei de potência (q > 1):

Para q > 1, a distribuição q-Gaussiana exibe caudas largas, que decaem segundo

leis de potência. Isso implica uma maior probabilidade de ocorrência de eventos extremos, em

comparação com a distribuição normal. Tais propriedades tornam essa função útil na modela-

gem de sistemas complexos com flutuações amplificadas e correlações de longo alcance.

(iii) Suporte finito e presença de corte abrupto (cut-off ) (q < 1):

Para q < 1, o argumento da função q-exponencial é restrito a valores que mantêm

sua positividade:

1+(1−q)Bq(x− µ̄q)
2 > 0. (4.21)

Isso resulta em um suporte finito, ou seja, a distribuição é truncada fora de um

intervalo simétrico em torno da média. Tal comportamento indica que valores extremos têm

probabilidade nula, um traço tı́pico de sistemas com barreiras fı́sicas ou recursos limitados.

(iv) Condição de normalização das distribuições q-Gaussianas

A função q-Gaussiana é normalizável somente no intervalo de ı́ndices:

−∞ < q < 3. (4.22)

Fora desse intervalo, a integral de normalização diverge, impedindo a interpretação

de p(x) como uma densidade de probabilidade válida. Essa condição é derivada do comporta-

mento assintótico das caudas da distribuição e é crucial para a construção de qualquer modelo

probabilı́stico baseado em q-Gaussiana.
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Figura 13 – Distribuições q-Gaussianas para diferentes valores de q: para q = 1 (região azul),
obtém-se a Gaussiana clássica; para q > 1 (região escura), observa-se o surgimento de caudas
largas; para q < 1 (região verde), a distribuição possui suporte finito, com corte abrupto nos
extremos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.7 O q-tripleto de Tsallis

No contexto da estatı́stica não-extensiva de Tsallis, o chamado q-tripleto emerge

como uma ferramenta conceitual central para a caracterização da dinâmica de sistemas comple-

xos, nos quais a extensividade e a independência estatı́stica não são satisfeitas. Essa estrutura

fornece uma descrição integrada de diferentes aspectos da dinâmica estatı́stica, permitindo re-

lacionar propriedades estacionárias, sensibilidade dinâmica e processos de relaxação em um

único arcabouço teórico [22, 108–111].

Dentro deste formalismo generalizado, o chamado q-tripleto emerge como uma fer-

ramenta conceitual central para a caracterização da dinâmica de sistemas complexos [13, 112].

Essa estrutura é composta por três expoentes:

i) (qstat): associado à distribuição estatı́stica do estado estacionário;

ii) (qsen): ligado à sensibilidade às condições iniciais;

iii) (qrel): relacionado à dinâmica de relaxação rumo ao equilı́brio.

Esses três ı́ndices, embora distintos em definição, descrevem aspectos interligados

do comportamento dinâmico e estatı́stico de sistemas que violam as hipóteses convencionais da

estatı́stica de Boltzmann-Gibbs [113].

No limite em que tais hipóteses são rigorosamente satisfeitas, ergodicidade, mistura

caótica e equiprobabilidade dos microestados acessı́veis, recupera-se a equivalência entre os três

expoentes: (qstat = qsen = qrel = 1), refletindo a natureza extensiva e aditiva da termodinâmica

clássica [14].



78

A motivação para a introdução do q-tripleto está na observação de que muitos siste-

mas complexos não exploram uniformemente seu espaço de fases disponı́vel. Em vez disso, as

trajetórias frequentemente se restringem a subconjuntos hierárquicos, multifractais ou topolo-

gicamente não triviais, como redes livres de escala, o que viola a hipótese de equiprobabilidade

microcanônica [20, 114].

Essa ocupação não uniforme do espaço de fases está esquematicamente represen-

tada na Figura 14, onde se destaca que os três ı́ndices q expressam diferentes manifestações de

uma mesma estrutura dinâmica subjacente: o modo pelo qual o sistema, condicionado por suas

propriedades iniciais, ocupa total ou parcialmente seu espaço de fases Γ.

Figura 14 – O triângulo dos valores fundamentais de q, nomeadamente aqueles associados à
sensibilidade às condições iniciais, relaxação e estado estacionário. Nas situações mais rele-
vantes, espera-se que (qsen ≤ 1), (qrel ≥ 1) e (qstat ≥ 1). Presume-se que esses ı́ndices estejam
inter-relacionados, uma vez que todos derivam da exploração dinâmica particular que o sistema
realiza em seu espaço de fases completo.

Fonte: Tsallis [15].

Em sistemas fortemente caóticos, caracterizados por expoentes de Lyapunov3 sig-

3Os expoentes de Lyapunov quantificam a taxa média de divergência (ou convergência) entre trajetórias inici-
almente infinitesimalmente próximas no espaço de fases. Um expoente de Lyapunov positivo indica sensibilidade
exponencial às condições iniciais, caracterı́stica de sistemas caóticos. Quando os expoentes são nulos ou muito
próximos de zero, a divergência ocorre de forma subexponencial, associando-se a regimes fracamente caóticos,
não ergódicos ou metaestáveis, nos quais a estatı́stica extensiva pode falhar.
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nificativamente positivos e por mistura rápida4 no espaço de fases, no sentido de perda expo-

nencial de correlações temporais entre trajetórias inicialmente próximas, a estatı́stica de Boltz-

mann–Gibbs permanece válida, com todos os ı́ndices do q-tripleto tendendo ao valor unitário.

Por outro lado, em sistemas fracamente caóticos, nos quais os expoentes de Lya-

punov são nulos ou muito próximos de zero, a divergência entre trajetórias ocorre de forma

subexponencial, e o sistema pode permanecer por longos intervalos de tempo confinado em

regiões especı́ficas do espaço de fases, frequentemente associadas a estruturas multifractais.

Esse confinamento dinâmico implica quebra da ergodicidade e a persistência de correlações de

longo alcance, conduzindo a regimes metaestáveis [115].

Nesses regimes metaestáveis, as distribuições estatı́sticas observadas são mais bem

descritas por entropias não-extensivas com q ̸= 1, e os três expoentes assumem valores distintos:

(qstat,qsen,qrel) ̸= (1,1,1).

Com o tempo, e frequentemente apenas em escalas assintoticamente longas, o sis-

tema pode evoluir para um estado em que qstat → 1, qsen → 1 e qrel → 1, sinalizando a recuperação

da extensividade e da ergodicidade tı́picas da estatı́stica convencional [116].

É relevante observar que, no formalismo de Boltzmann-Gibbs, os três aspectos

fı́sicos representados por (qstat,qsen,qrel) colapsam em um único valor, ocultando a riqueza es-

trutural que emerge em sistemas longe do equilı́brio. A dissociação entre esses ı́ndices constitui

uma das maiores contribuições do formalismo q não-extensivo, permitindo uma descrição mais

completa da complexidade intrı́nseca presente em sistemas com múltiplas escalas temporais,

acoplamento de longo alcance e não ergodicidade.

4.8 Comportamentos exponenciais na mecânica estatı́stica de Boltzmann-Gibbs e a gene-
ralização via o q-tripleto

Sistemas descritos pela mecânica estatı́stica de Boltzmann-Gibbs (BG) apresentam

caracterı́sticas dinâmicas e estatı́sticas bem estabelecidas, que refletem sua natureza extensiva

e sua tendência ao equilı́brio térmico. As principais manifestações dessas propriedades são

descritas a seguir:

(i) Distribuição de probabilidades com forma exponencial:

Na mecânica estatı́stica de Boltzmann-Gibbs, a probabilidade de um sistema estar em um

estado com energia E é dada pela distribuição de Boltzmann:

4Mistura rápida refere-se à propriedade dinâmica pela qual correlações temporais entre observáveis do sistema
decaem exponencialmente no tempo, indicando que trajetórias inicialmente próximas tornam-se estatisticamente
independentes em escalas temporais curtas. Em termos do espaço de fases, essa propriedade implica que o sistema
explora de forma homogênea e eficiente as regiões acessı́veis, caracterizando um regime ergódico e fortemente
caótico. Essa condição é fundamental para a validade da estatı́stica de Boltzmann–Gibbs.
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P(E) ∝ e−
E

kBT , (4.23)

onde kB é a constante de Boltzmann e T representa a temperatura absoluta. Essa carac-

terı́stica de sistemas extensivos, ergódicos e em contato com um reservatório térmico.

Essa forma exponencial constitui a assinatura estatı́stica fundamental do regime descrito

pelo formalismo clássico.

(ii) Sensibilidade exponencial às condições iniciais (caos forte):

Sistemas dinâmicos caóticos, compatı́veis com a estatı́stica de BG, apresentam sensibi-

lidade exponencial às condições iniciais. Tal comportamento é quantificado pelos expo-

entes de Lyapunov, que indicam a taxa de separação exponencial entre trajetórias inicial-

mente próximas no espaço de fases.

Se os expoentes de Lyapunov forem positivos, pequenos desvios iniciais crescem expo-

nencialmente com o tempo, caracterizando o regime de caos forte. Esse crescimento

exponencial é matematicamente expresso por

∆(t)∼ ∆(0)eλ t, (4.24)

onde ∆(t) é a separação entre trajetórias no tempo t, e λ é o maior expoente de Lyapunov.

Essa propriedade é tı́pica de sistemas ergódicos de alta dimensionalidade, cuja dinâmica

leva à ocupação uniforme do espaço de fases.

(iii) Decaimento exponencial das variáveis fı́sicas (relaxação):

Grandezas fı́sicas macroscópicas, como energia, magnetização ou momento, tendem ao

equilı́brio por meio de um decaimento exponencial caracterizado por um tempo de relaxação

τ . O decaimento exponencial da grandeza fı́sica pode ser escrito como

X(t)∼ X0e−t/τ , (4.25)

onde X(t) é a grandeza fı́sica no tempo t, e X0 é o valor inicial da variável e τ é o tempo

caracterı́stico de relaxação. Tal comportamento reflete a rápida dissipação de flutuações

em sistemas dominados por interações locais e sem correlações de longo alcance.

Esses três comportamentos, distribuição de energia, sensibilidade às condições ini-

ciais e relaxação, compartilham a mesma estrutura funcional exponencial e são naturalmente as-

sociados ao regime q = 1, no qual a entropia de Tsallis recupera a forma clássica de Boltzmann-
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Gibbs. Neste limite, o sistema é extensivo, aditivo e obedece à equiprobabilidade dos microes-

tados acessı́veis, sendo bem descrito pela mecânica estatı́stica tradicional.

Contudo, há evidências crescentes de que diversos sistemas complexos, incluindo

plasmas astrofı́sicos, redes complexas, turbulência e sistemas fora do equilı́brio, não se ajus-

tam adequadamente ao paradigma de BG. Para tais sistemas, as propriedades estatı́sticas e

dinâmicas descritas acima apresentam comportamentos não exponenciais, os quais são mais

adequadamente modelados por uma generalização baseada em três ı́ndices distintos: (qstat),

(qsen) e (qrel), coletivamente denominados q-tripleto [14, 112].

No regime de Boltzmann-Gibbs, os três expoentes colapsam em (q = 1), mas em

sistemas fora do equilı́brio eles geralmente assumem valores diferentes, refletindo correlações

de longo alcance, memória e estrutura multifractal no espaço de fases [113].

Estudos recentes têm investigado o comportamento desses três ı́ndices em uma vari-

edade de contextos fı́sicos e computacionais, revelando que o q-tripleto constitui uma estrutura

eficaz para descrever dinâmicas complexas e não ergódicas [20, 117]. Essa abordagem gene-

ralizada permite uma compreensão mais refinada da transição entre regimes extensivos e não

extensivos, além de capturar a diversidade de escalas temporais e estruturas topológicas envol-

vidas na evolução de sistemas complexos.

4.8.1 Índice q de estacionariedade de Tsallis (qstat)

O parâmetro (qstat) está associado ao comportamento de equilı́brio ou de metaesta-

bilidade de sistemas dinâmicos no contexto da estatı́stica não extensiva de Tsallis. Em particu-

lar, ele descreve como a distribuição de probabilidade dos estados do sistema se ajusta a uma

q-Gaussiana, a qual representa uma generalização da distribuição Gaussiana tradicional [15].

Nessa formulação, o ı́ndice q desempenha papel central na caracterização do grau

de não extensividade. Quando associado à distribuição estacionária do sistema, é denotado por

(qstat), pois governa diretamente a forma funcional da densidade de probabilidade no estado

de equilı́brio ou quasiestacionário. Valores de (qstat > 1) são frequentemente observados em

sistemas não extensivos, indicando distribuições com caudas pesadas (ou de lei de potência),

nas quais eventos extremos ocorrem com probabilidade significativamente maior do que predito

por uma Gaussiana [22].

A forma funcional da q-Gaussiana associada ao estado estacionário é dada por

p(x) ∝
[
1+(1−qstat)βx2]1/(1−qstat)

, (4.26)

onde β é um parâmetro relacionado à largura da distribuição, e (qstat) controla o decaimento

assintótico. No limite (qstat → 1), recupera-se a distribuição Gaussiana usual, compatı́vel com

o regime extensivo da mecânica estatı́stica tradicional.
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Distribuições q-Gaussianas com qstat > 1 têm sido amplamente verificadas em di-

versos contextos fı́sicos e interdisciplinares [118], tais como:

• Distribuições de velocidades em plasmas espaciais e não térmicos;

• Dinâmica de preços e flutuações financeiras com eventos extremos;

• Transporte anômalo em meios turbulentos ou desordenados;

• Sistemas gravitacionais de longo alcance com estrutura hierárquica ou multifractal;

• Processos em redes complexas, econofı́sica e biologia teórica.

Esses exemplos evidenciam a solidez e aplicabilidade do ı́ndice (qstat) na descrição

quantitativa de sistemas fora do equilı́brio termodinâmico convencional. Sua presença indica

a necessidade de uma abordagem generalizada, na qual a entropia de Tsallis fornece a base

estatı́stica para interpretar fenômenos coletivos com forte complexidade intrı́nseca.

4.8.2 Índice q de sensibilidade de Tsallis (qsen)

Esse ı́ndice mede a sensibilidade às condições iniciais em sistemas dinâmicos com-

plexos dentro do formalismo da estatı́stica não-extensiva de Tsallis. Ele generaliza o conceito

clássico de sensibilidade exponencial (ligada ao expoente de Lyapunov) e está diretamente re-

lacionado à dispersão de trajetórias no espaço de fases.

Uma caracterı́stica fundamental dos sistemas caóticos é a descrição de trajetórias

irregulares no espaço de fases. Esse comportamento está intrinsecamente relacionado à instabi-

lidade do sistema e ao crescimento da entropia [22].

A sensibilidade ξ (t), mede a separação entre duas trajetórias inicialmente próximas

no espaço de fases ao longo do tempo. Para trajetórias x(t) e x′(t) com condições iniciais x(0)

e x′(0), definimos um pequeno desvio inicial como

δx(0) = x′(0)− x(0). (4.27)

No instante t, a separação será

δx(t) = x′(t)− x(t), (4.28)

|δx(0)| é o módulo desse desvio.

A sensibilidade ξ (x(0),δx(0), t) é então definida como

ξ (x(0),δx(0), t)≡ lim
|δx(t)|→0

|δx(t)|
|δx(0)|

. (4.29)
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onde x(0) é a condição inicial no espaço de fases, δx(0) representa um pequeno vetor de

separação inicial no espaço de fases, δx(t) é o desvio entre as trajetórias no instante t, |δx(t)| é

o módulo desse desvio no espaço de fases e t é o tempo. O limite é tomado para garantir que o

desvio inicial seja infinitesimal.

Nos regimes caóticos, a separação entre as trajetórias |δx(t)| cresce exponencial-

mente com o tempo, sendo descrita pela expressão

|δx(t)|= |δx(0)|eλ t . (4.30)

Substituindo essa expressão na definição de ξ (t), tem-se

ξ (t) =
|δx(t)|
|δx(0)|

=
|δx(0)|eλ t

|δx(0)|
= eλ t , (4.31)

em que λ é o coeficiente de Lyapunov e é formalmente definido como

λ = lim
t→∞

lim
|δx(0)|→0

1
t

ln
(
|δx(t)|
|δx(0)|

)
(4.32)

Esse coeficiente mede a taxa média de crescimento exponencial das separações en-

tre trajetórias próximas. As possı́veis situações são:

i) λ > 0: Crescimento exponencial (eλ t) indicando caos;

ii) λ = 0: Crescimento algébrico (tn) indicando caos fraco;

iii) λ < 0: Decaimento exponencial (e−λ t) indicando estabilidade local.

Importante notar que, em geral, o valor de λ é independente das condições iniciais

x(0)) e δx(0)), refletindo uma propriedade global do sistema.

Sistemas com Dimensão d > 1: Espectro de Lyapunov

Para sistemas cujo espaço de fases possui dimensão d > 1, a dinâmica caótica é ca-

racterizada por um espectro de coeficientes de Lyapunov, denotado por
[
λ k], onde k = 1,2...,d.

Esse espectro fornece informações detalhadas sobre as direções de expansão e contração no

espaço de fases, sendo essencial para a compreensão completa do comportamento caótico em

sistemas de maior dimensionalidade [15].

Nos sistemas conservativos, o Teorema de Liouville garante a conservação do vo-

lume no espaço de fases, implicando que

d

∑
k=1

λ
k = 0. (4.33)

Além disso, se o sistema também for simplético (isto é, obedecer à estrutura das
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equações de Hamilton), os coeficientes de Lyapunov ocorrem em pares, cada um com o mesmo

valor absoluto, mas com sinais opostos [15].

Classificação de Trajetórias com Base em λ

(i) λ < 0: As trajetórias próximas convergem, resultando em órbitas regulares;

(ii) λ > 0: As trajetórias próximas se afastam exponencialmente, indicando uma dinâmica

caótica;

(iii) λ = 0: Corresponde ao caos fraco, onde a separação entre trajetórias ocorre de forma

algébrica, em vez de exponencial.

O caos fraco é observado em diversos sistemas fı́sicos, biológicos e econômicos,

nos quais a sensibilidade às condições iniciais tem uma dependência não-exponencial, muitas

vezes associada a estruturas fractais no espaço de fases [15].

Formalismo Não-Extensivo e Sensibilidade q-Exponencial

Em sistemas cuja dinâmica se desenvolve sobre conjuntos invariantes não suaves

(por exemplo, atratores com geometria complexa), a separação entre trajetórias inicialmente

próximas pode apresentar crescimento não exponencial, tı́pico de regimes de caos fraco (nos

quais o expoente de Lyapunov ordinário satisfaz λ = 0). Nesses casos, propõe-se que a sensi-

bilidade às condições iniciais seja descrita pela função q-exponencial,

ξ (t) = eλqt
q ≡ [1+(1−q)λqt]1/(1−q), q,λq ∈ R, (4.34)

onde q é o parâmetro não-extensivo e λq é o coeficiente de Lyapunov generalizado.

A relação entre λ e λq pode ser estabelecida de forma direta por meio do q-logaritmo,

lnq(x)≡
x1−q −1

1−q
(4.35)

de modo que ξ (t) = eλqt
q é equivalente a

lnq(ξ (t)) = λqt ⇒ λq =
1
t

lnq(ξ (t)) =
d
dt

lnq(ξ (t)). (4.36)

No limite q → 1, recupera-se o caso extensivo: lnq(x) → ln(x), ex
q → ex e, conse-

quentemente,

ξ (t)→ eλ t , λq → λ , (4.37)

isto é, λ surge como o caso particular do formalismo generalizado quando o crescimento volta

a ser exponencial. Assim, enquanto λ quantifica a divergência exponencial tı́pica de caos forte,
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λq parametriza a divergência q-exponencial (frequentemente associada a crescimento tipo lei

de potência), apropriada para regimes não-hiperbólicos e de caos fraco. No limite q → 1, a

q-exponencial recupera a forma clássica, conduzindo a λq → λ .

Essa conjectura foi validada analiticamente para bifurcações de forquilha e tan-

gente, bem como no limiar do caos em mapas logı́sticos unimodais unidimensionais. Por

meio de técnicas de renormalização, foi possı́vel determinar os valores de q e λq analiticamente

[119, 120].

Relação com Equações Diferenciais

A sensibilidade exponencial clássica é solução da equação diferencial

ξ̇ = λξ , ξ (0) = 1. (4.38)

A solução dessa equação é

ξ (t) = eλ t . (4.39)

De forma análoga, a sensibilidade q-exponencial é solução da equação diferencial

generalizada

ξ̇ = λqξ
q, ξ (0) = 1. (4.40)

A solução dessa equação é a q-exponencial

ξ (t) = e(λqt)
q = [1+(1−q)λqt]1/(1−q). (4.41)

Essa generalização reforça a aplicabilidade do formalismo não-extensivo para des-

crever sistemas complexos que fogem ao paradigma clássico da mecânica estatı́stica.

4.8.3 Índice q de relaxação de Tsallis (qrel)

Esse (qrel) ı́ndice está relacionado ao comportamento de relaxação (ou dissipação)

de sistemas complexos descritos pela estatı́stica não-extensiva de Tsallis. Ele quantifica como

um sistema retorna ao equilı́brio após uma perturbação, sendo uma generalização do decaimento

exponencial clássico.

Considere um observável arbitrário Ω(t), devidamente normalizado, que relaxa em

direção ao seu valor de estado estável, como ocorre em sistemas que tendem ao equilı́brio

termodinâmico [15]. Em muitos casos, a evolução temporal desse observável pode ser descrita

por uma equação diferencial linear do tipo

dΩ(t)
dt

=−1
τ

Ω(t), (4.42)
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em que τ > 0 representa o tempo caracterı́stico de relaxação. A solução da Equação (4.42),

obtida por separação de variáveis, resulta na expressão

dΩ(t)
Ω(t)

=−1
τ

dt. (4.43)

Integrando ambos os lados

∫ dΩ(t)
Ω(t)

=−
∫ 1

τ
dt, (4.44)

resultando em

lnΩ(t) =− t
τ
+C, (4.45)

sendo C uma constante de integração. Reescrevendo a solução em função da condição inicial

Ω(0) = eC, obtém-se:

Ω(t) = Ω(0)e−
t
τ , (4.46)

que representa um decaimento exponencial. Essa forma de relaxação é amplamente observada

em sistemas lineares e regulares, cuja dinâmica se ajusta aos princı́pios da mecânica estatı́stica

clássica de Boltzmann-Gibbs.

Um exemplo paradigmático ocorre no limiar do caos em mapas logı́sticos, nos quais

o expoente de Lyapunov tende a zero e o tempo de relaxação τ diverge. Nessa condição crı́tica,

a dinâmica do sistema não pode mais ser descrita por uma equação linear, sendo necessário

adotar uma generalização não linear da forma [15]:

dΩ(t)
dt

=− 1
τqrel

Ω(t)qrel , (4.47)

em que

i) qrel é o ı́ndice de relaxação, que caracteriza o grau de não-linearidade do processo;

ii) τqrel é o tempo de relaxação para o sistema não-exponencial;

iii) Ω(t)qrel descreve a dependência não linear da variável dinâmica.

Aplicando a separação de variáveis na Equação (4.47), obtém-se

dΩ(t)
Ω(t)qrel

=− 1
τqrel

dt. (4.48)
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Integrando ambos os lados e assumindo (q ̸= 1) obtém-se∫
Ω(t)−qrel dΩ(t) =

Ω(t)1−qrel

1−qrel
=− t

τqrel

+C. (4.49)

Ajustando a constante de integração à condição inicial Ω(0), obtém-se a solução

geral

Ω(t) =
[

Ω(0)1−qrel − 1−qrel

τqrel

t
]1/(1−qrel)

. (4.50)

Essa expressão é equivalente à função q-exponencial de Tsallis, definida por

Ω(t)∼ e(−t/τq)
q =

[
1− (1−q)

t
τqrel

]1/(1−q)

, (4.51)

onde:

i) τqrel > 0 é o tempo caracterı́stico generalizado de relaxação;

ii) qrel > 0 descreve a não-linearidade do processo generalizado de relaxação.

válida para (1−q) t
τqrel

> 0, condição que garante a positividade do argumento da função.

Esse tipo de relaxação não exponencial está frequentemente associado a fenômenos

de aging (envelhecimento dinâmico), nos quais as propriedades de relaxação do sistema depen-

dem explicitamente do tempo de observação e da história prévia da dinâmica, caracterizando

a quebra da invariância por translação temporal. Adicionalmente, tais comportamentos emer-

gem em sistemas com memória de longo alcance, nos quais as correlações temporais decaem

lentamente, de modo não integrável, impedindo a descrição por leis de relaxação exponenciais

usuais. Esses efeitos têm sido amplamente evidenciados em estudos experimentais e computa-

cionais [121, 122].

No contexto de mapas logı́sticos unimodais, o ı́ndice (qrel) está intimamente re-

lacionado à estrutura multifractal do atrator no limiar do caos, estabelecendo uma conexão

direta entre a geometria do espaço de fases e a dinâmica temporal do sistema. Esse comporta-

mento, no entanto, não se restringe a sistemas de baixa dimensionalidade, sendo também identi-

ficado em modelos Hamiltonianos, sistemas artificiais e outras classes de dinâmicas complexas

[14, 123, 124].

Atualmente, diversas investigações buscam compreender os mecanismos que con-

duzem à relaxação não exponencial. Dentre os principais aspectos discutidos, destacam-se a

correlação entre esse tipo de relaxação e a anulação do expoente de Lyapunov, caracterı́stica

de regimes de caos fraco [125–127], e a inter-relação entre (qrel) e os demais elementos do

q-tripleto da estatı́stica não extensiva: o ı́ndice (qsen), que mede a sensibilidade às condições

iniciais, e o ı́ndice (qstat), associado ao comportamento estatı́stico estacionário [100].
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Essas evidências reforçam a relevância do formalismo não extensivo de Tsallis na

descrição de dinâmicas complexas, especialmente em cenários nos quais os pressupostos da

mecânica estatı́stica clássica deixam de ser válidos. Sua capacidade de capturar efeitos não

lineares, correlações de longo alcance e estruturas multiescalares o torna uma poderosa ferra-

menta para o estudo da relaxação em sistemas fora do equilı́brio.

4.9 Análise da relação entre os ı́ndices do q-tripleto

O interesse na determinação experimental dos ı́ndices que compõem o q-tripleto tem

crescido significativamente nas últimas décadas, especialmente em contextos astrofı́sicos e sis-

temas complexos não-equilibrados. Em um estudo pioneiro, Burlaga e Viñas, do NASA/GSFC,

determinaram pela primeira vez os três ı́ndices do q-tripleto a partir de dados experimentais ob-

tidos pela sonda Voyager 1 [20]. Desde seu lançamento em 1977, a Voyager 1 vem registrando

medições da intensidade do campo magnético interplanetário B ao longo de sua trajetória. A

partir de 2004, a sonda passou a operar na heliosfera distante, região além da influência direta

do Sol, onde realiza observações diárias do campo magnético local.

A análise dessas séries temporais de B permitiu obter a função de densidade de

probabilidade das flutuações do campo magnético, a partir da qual foi possı́vel determinar o

ı́ndice estatı́stico estacionário (qstat). Por meio de uma análise multifractal, utilizando o espec-

tro de singularidades f (α), estimou-se o ı́ndice de sensibilidade às condições iniciais (qsen).

Finalmente, o ı́ndice de relaxação (qrel) foi calculado com base na função de autocorrelação

temporal dos dados.

Cada um desses ı́ndices é extraı́do por técnicas especı́ficas, análise multifractal,

correlação temporal e ajuste q-Gaussiano, que serão apresentadas em maior detalhe no Capı́tulo

seguinte, onde se descreve a aplicação prática dessas abordagens às séries temporais das ondas

gravitacionais.

Com isso, foi possı́vel determinar empiricamente o q-tripleto para esse ambiente

astrofı́sico

(qsen, qrel, qstat) = (−0,6±0,2, 3,8±0,3, 1,75±0,06). (4.52)

Posteriormente, de Freitas e De Medeiros [19] estenderam a aplicação do forma-

lismo não extensivo ao estudo da atividade magnética solar, com foco na fase ascendente do

ciclo solar 23 (1996–2001). Utilizando séries temporais da intensidade da radiação solar e de

indicadores da atividade magnética, os autores calcularam os três ı́ndices do q-tripleto de Tsallis

(qsen), (qrel) e (qstat), com o objetivo de caracterizar a dinâmica subjacente aos processos fı́sicos

que ocorrem na heliosfera durante esse perı́odo.

Nesse estudo, os seguintes procedimentos metodológicos foram adotados:
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i) O ı́ndice (qsen) foi estimado por meio de análise multifractal do espectro de singularida-

des, refletindo a sensibilidade do sistema às condições iniciais;

ii) O ı́ndice (qrel) foi determinado a partir da análise do decaimento de correlação temporal

e da informação mútua média, representando a dinâmica de relaxação do sistema;

iii) O ı́ndice (qstat) foi obtido via ajuste de funções q-Gaussianas à distribuição de proba-

bilidade das flutuações da atividade solar, capturando o comportamento estatı́stico esta-

cionário.

Os valores obtidos apresentaram as seguintes caracterı́sticas:

• (qsen < 1): indicando comportamento de caos fraco, com separação subexponencial entre

trajetórias próximas;

• (qrel > 1): refletindo um decaimento lento das correlações temporais, caracterı́stico de

sistemas com memória de longo alcance;

• (qstat > 1): evidenciando distribuições com caudas pesadas, associadas a intermitência e

ocorrência de eventos extremos.

Esses resultados, significativamente distintos da unidade, indicam que a dinâmica

da atividade magnética solar no perı́odo analisado não é adequadamente descrita pelos pressu-

postos da mecânica estatı́stica de Boltzmann–Gibbs, sendo mais bem representada pelo forma-

lismo não extensivo de Tsallis. Nesse contexto, o estudo de de Freitas e De Medeiros constitui

um marco relevante na validação empı́rica do q-tripleto como ferramenta descritiva da com-

plexidade em sistemas astrofı́sicos, ao evidenciar a presença simultânea de não extensividade

estatı́stica, sensibilidade anômala às condições iniciais e relaxação não exponencial [24].

A partir desses avanços, a aplicação do q-tripleto passou a emergir como uma

abordagem promissora para a caracterização de fenômenos astrofı́sicos complexos fora do

equilı́brio. Resultados mais recentes, incluindo a aplicação desse formalismo à série tem-

poral da onda gravitacional associada ao evento GW150914, revelaram assinaturas claras de

complexidade multiescalar, relaxação não exponencial e estatı́stica não Gaussiana, reforçando

a adequação do formalismo de Tsallis para a descrição de dinâmicas gravitacionais extremas

[21].

O presente estudo dá continuidade e aprofunda essa abordagem, adotando meto-

dologia análoga para o cálculo sistemático dos ı́ndices do q-tripleto não apenas para o evento

GW150914, mas também para outras ondas gravitacionais disponı́veis, com o objetivo de veri-

ficar se tais eventos cosmológicos compartilham propriedades universais associadas à dinâmica

complexa fora do equilı́brio.
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5 METODOLOGIA

Este trabalho fundamenta-se na análise estatı́stica de sinais de ondas gravitacionais

registrados pelos interferômetros avançados LIGO e VIRGO. Tradicionalmente, esses sinais

têm sido analisados por meio de técnicas como wavelets e inferência bayesiana [128]. No en-

tanto, este projeto propõe uma abordagem alternativa baseada em modelos estatı́sticos não con-

vencionais, com ênfase na estatı́stica não-extensiva de Tsallis. Essa estrutura teórica se mostra

particularmente adequada para a descrição de flutuações multiescalares em séries temporais

ruidosas e complexas, permitindo a incorporação de efeitos de vizinhança ao longo de escalas

temporais variadas por meio da análise dos incrementos ∆h(t,τ). A metodologia adotada visa,

assim, investigar a fenomenologia associada ao comportamento dinâmico desses sinais sob uma

perspectiva complementar, ou mesmo alternativa, à formulação tradicional da Relatividade Ge-

ral.

Os dados analisados nesta pesquisa foram obtidos do repositório público Gravitati-

onal Wave Open Science Center (GWOSC) [129], mantido pelas colaborações LIGO e VIRGO.

Este acervo disponibiliza séries temporais associadas a eventos de ondas gravitacionais registra-

dos pelos interferômetros Hanford (H) e Livingston (L), abrangendo tanto eventos confirmados,

que passaram por processos sistemáticos de calibração, limpeza e validação estatı́stica, quanto

eventos em fase preliminar, cuja análise ainda está em andamento e pode sofrer revisões.

O acesso aos dados foi realizado por meio da Application Programming Interface

API oficial do GWOSC, disponı́vel em: ⟨https://gwosc.org/eventapi/html/GWTC/⟩. Os sinais

extraı́dos referem-se ao canal de deformação espaço-temporal h(t), utilizados para as análises

estatı́sticas não extensivas propostas nesta tese.

5.1 Fundamentos de análise de séries temporais

A análise de séries temporais constitui uma ferramenta fundamental para a investi-

gação de sistemas dinâmicos complexos, particularmente quando os dados observados resultam

de processos fı́sicos estocásticos e fora do equilı́brio [130]. De modo geral, uma série tem-

poral pode ser definida como uma sequência ordenada de observações {x(ti)} registradas ao

longo do tempo, representando a evolução de uma variável associada a um determinado sistema

fı́sico [131]. No contexto desta tese, os sinais de ondas gravitacionais detectados pelos inter-

ferômetros do LIGO são tratados como realizações de processos estocásticos não triviais, nos

quais coexistem ruı́do instrumental e assinaturas fı́sicas de origem astrofı́sica.

Um processo estocástico pode ser caracterizado pela natureza estatı́stica de suas

https://gwosc.org/eventapi/html/GWTC/
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flutuações, sendo comum a distinção entre ruı́do branco, caracterizado por correlações tem-

porais nulas e espectro de potência plano, e ruı́dos coloridos, nos quais existem dependências

temporais e espectros de potência do tipo lei de potência [132]. Sistemas fı́sicos reais, es-

pecialmente aqueles associados a interações de longo alcance e dinâmica fora do equilı́brio,

raramente exibem comportamento puramente branco, apresentando estruturas correlacionadas

em múltiplas escalas temporais [133].

Um conceito central na análise estatı́stica de séries temporais é o de estacionarie-

dade [132]. Um processo é dito estritamente estacionário quando todas as suas distribuições

estatı́sticas são invariantes sob translações temporais. Na prática, entretanto, costuma-se traba-

lhar com a noção de estacionariedade fraca, na qual apenas os primeiros momentos estatı́sticos,

média e função de autocorrelação, são invariantes no tempo [134]. A distinção entre estacio-

nariedade fraca e forte torna-se particularmente relevante em sistemas complexos, nos quais a

presença de não linearidades, memória de longo tempo e flutuações intermitentes pode violar

as hipóteses clássicas da mecânica estatı́stica de Boltzmann–Gibbs [27].

A presença de correlações de longo alcance em uma série temporal manifesta-se

quando a função de autocorrelação decai lentamente, tipicamente segundo uma lei de potência,

indicando que flutuações separadas por longos intervalos de tempo não são estatisticamente in-

dependentes. Tal comportamento é frequentemente quantificado por meio do expoente de Hurst

[?], que permite distinguir entre processos persistentes, antipersistentes e não correlacionados.

Em muitos sistemas naturais, incluindo sinais astrofı́sicos, essas correlações estão associadas a

uma organização multiescala da dinâmica [135].

Em situações ainda mais complexas, a série temporal pode exibir multifractali-

dade, caracterizada pela coexistência de múltiplos expoentes de escala, refletindo uma hie-

rarquia de flutuações com diferentes intensidades e correlações. A multifractalidade fornece

uma descrição mais rica da dinâmica do sistema do que abordagens monofractais e tem sido

amplamente empregada na análise de fenômenos fora do equilı́brio [136]. Nesse contexto, a

estatı́stica não extensiva de Tsallis emerge como um arcabouço teórico natural para a descrição

dessas séries temporais, uma vez que incorpora explicitamente efeitos de correlação de longo

alcance, não ergodicidade e heterogeneidade dinâmica, estabelecendo uma ponte conceitual

direta entre a teoria estatı́stica e os métodos empregados na análise dos sinais de ondas gravita-

cionais.

5.1.1 Formalismo não extensivo de Tsallis aplicado às séries temporais

A análise estatı́stica de séries temporais associadas a sistemas fı́sicos complexos fre-

quentemente revela limitações dos formalismos clássicos baseados na entropia de Boltzmann-

Gibbs, especialmente quando tais séries exibem correlações de longo alcance, não estacionarie-
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dade, memória temporal e organização multifractal [27]. Nessas situações, as hipóteses funda-

mentais de extensividade e ergodicidade, implı́citas na mecânica estatı́stica tradicional, podem

não ser plenamente satisfeitas, motivando a adoção de generalizações entrópicas mais abran-

gentes.

Nesse contexto, a estatı́stica não extensiva proposta por Tsallis introduz uma generali-

zação da entropia clássica por meio de um ı́ndice real q, o qual quantifica desvios em relação ao

comportamento extensivo. Para q = 1, recupera-se a entropia de Boltzmann-Gibbs, enquanto

valores q ̸= 1 estão associados a sistemas com interações de longo alcance, correlações per-

sistentes e dinâmica fora do equilı́brio. Essa generalização tem se mostrado particularmente

adequada para a descrição estatı́stica de séries temporais complexas, nas quais flutuações em

múltiplas escalas desempenham papel fundamental.

No caso de séries temporais multifractais, o formalismo não extensivo fornece uma

interpretação natural para a coexistência de diferentes regimes de escala e intensidades de

flutuação. Em particular, o chamado q-tripleto, composto pelos ı́ndices (qstat), (qsen) e (qrel),

permite caracterizar, respectivamente, as propriedades estatı́sticas estacionárias, a sensibilidade

a condições iniciais e os mecanismos de relaxação do sistema. Essa estrutura conceitual esta-

belece uma ponte direta entre a teoria estatı́stica e os métodos empregados na análise de séries

temporais de ondas gravitacionais, justificando a aplicação do formalismo de Tsallis no trata-

mento dos dados observacionais considerados nesta tese.

5.2 Seleção das amostras de ondas gravitacionais

Os detectores LIGO e VIRGO disponibilizam sinais de ondas gravitacionais em

diferentes configurações de taxa de amostragem, associadas a múltiplas resoluções temporais.

As combinações mais comuns envolvem janelas de 32 e 4096 segundos com frequências de

amostragem de 4 kHz ou 16 kHz, resultando em quatro formatos principais: 32 s/4 kHz, 32

s/16 kHz, 4096 s/4 kHz e 4096 s/16 kHz. Esses dados são fornecidos nos formatos GWF

(formato nativo), HDF5 e TXT, amplamente utilizados pela comunidade cientı́fica [137].

Neste trabalho, optou-se pela amostragem de 32 segundos a 16 kHz, no formato

TXT. Essa escolha foi motivada pela elevada resolução temporal oferecida, que favorece análises

espectrais refinadas e a detecção de estruturas de alta frequência, possivelmente comprometidas

em configurações com menor taxa de amostragem.

Para fins comparativos, a versão reduzida a 4 kHz corresponde a 4096 amostras por

segundo. Embora essa redução mantenha a faixa de frequência útil das ondas gravitacionais (∼
10 Hz a ∼1 kHz), a resolução espectral é substancialmente inferior, tornando-a menos adequada

para estudos que envolvem estruturas de alta frequência ou modelagens complexas do ruı́do

instrumental [138].



93

A classificação dos eventos foi baseada na natureza dos sistemas astrofı́sicos emis-

sores das ondas gravitacionais, conforme descrito nos catálogos GWTC (Gravitational-Wave

Transient Catalog). São consideradas três classes principais: binárias de buracos negros (BBH

— Binary Black Hole), binárias de estrelas de nêutrons (BNS — Binary Neutron Stars), e sis-

temas mistos de buraco negro com estrela de nêutrons (BH-NS — Black Hole–Neutron Star).

Para fins desta investigação, priorizou-se exclusivamente a análise dos eventos classificados

como BBH. Essa escolha deve-se à predominância estatı́stica desses eventos, à maior ampli-

tude dos sinais envolvidos, à frequência mais favorável à detecção por interferometria a laser e à

maior profundidade cosmológica alcançada, o que os torna os mais robustos para caracterização

estatı́stica e espectral [139].

Todos os dados utilizados referem-se às versões mais atualizadas e refinadas dos

eventos, conforme disponibilizadas nas revisões sucessivas dos catálogos GWTC-1, GWTC-

2.1 e GWTC-3. Isso se justifica pela polı́tica de reprocessamento contı́nuo das colaborações

LIGO/VIRGO, que frequentemente atualizam os dados após avanços nos modelos de ruı́do,

calibração e inferência bayesiana dos parâmetros fı́sicos dos sistemas [140].

A seleção dos eventos foi conduzida por meio de scripts em linguagem Python,

implementados na IDE PyCharm, utilizando a biblioteca gwosc, desenvolvida por Macleod et

al. [137]. Essa biblioteca permite o acesso programático aos arquivos do Gravitational Wave

Open Science Center (GWOSC), viabilizando o download automatizado, filtragem e extração

das informações relevantes.

Cabe ressaltar que, embora a maioria dos eventos contenha registros simultâneos

provenientes dos dois detectores principais, LIGO Hanford (H) e LIGO Livingston (L), em

alguns casos apenas um dos detectores estava em operação ou o sinal em um deles não foi con-

siderado confiável. Nesses casos, a análise foi realizada com base nas informações provenientes

de um único interferômetro, preservando o critério de qualidade do sinal.

Ao término do processo de seleção e filtragem automatizada, foram identificados

103 eventos de ondas gravitacionais registrados nos catálogos GWTC-1, GWTC-2.1 e GWTC-

3. Dentre esses, 87 eventos atenderam aos critérios de elegibilidade para classificação como

sistemas binários de buracos negros (BBH), sendo, portanto, incluı́dos na amostra final ana-

lisada neste estudo. A Tabela 2 apresenta uma amostra reduzida desses eventos, contendo o

identificador do evento, a versão dos dados utilizada, o catálogo de origem e a disponibilidade

dos sinais de strain registrados pelos detectores LIGO Hanford (H) e LIGO Livingston (L).

Os critérios de elegibilidade foram definidos com base em requisitos observacio-

nais, computacionais e metodológicos. Foram selecionados exclusivamente os eventos:

i) Classificados com alta confiança como sistemas BBH nos catálogos oficiais GWTC;
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ii) Que apresentassem disponibilidade do sinal de deformação h(t) para ambos os detectores

(H1 e L1), no formato .txt, com resolução temporal de 16 kHz e janela de 32 segundos;

iii) Com arquivos completos, calibrados e validados pela colaboração LIGO-VIRGO, exclu-

indo eventos com inconsistências temporais, ruı́do instrumental excessivo ou status de

candidato marginal;

iv) Isolados temporalmente, de modo a evitar interferências causadas por sobreposição com

outros eventos em janelas próximas.

Nesta Tabela 2, adota-se a seguinte convenção de notação: o sı́mbolo (✓) indica que

os dados do respectivo detector foram considerados válidos, ou seja, estão disponı́veis, ı́ntegros

e aptos para as análises subsequentes; já o sı́mbolo (×) sinaliza que os dados foram descartados

por estarem ausentes, incompletos, corrompidos ou por não atenderem aos critérios mı́nimos de

qualidade estabelecidos para este trabalho.

Tabela 2 – Lista de eventos de ondas gravitacionais do tipo BBH detectados.

Nº Evento Version Release Data de Detecção (L) (H)

1 GW150914 v3 GWTC-1-confident 2015 (O2) ✓ ✓
2 GW151012 v3 GWTC-1-confident 2015 (O2) ✓ ✓
3 GW151226 v2 GWTC-1-confident 2015 (O2) ✓ ✓
4 GW170104 v2 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓
5 GW170608 v3 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓
6 GW170729 v1 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓
7 GW170809 v1 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓
8 GW170814 v3 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓
9 GW170818 v1 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓

10 GW170823 v1 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓
11 GW190403 051519 v1 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓
12 GW190408 181802 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

Fonte: Elaborada pelo autor com base nos catálogos GWTC-1, GWTC-2.1 e GWTC-3.

A avaliação da integridade e da disponibilidade dos dados resultou no seguinte pa-

norama estatı́stico da amostra BBH:

i) Total de eventos BBH selecionados: Do total de 87 eventos BBH inicialmente selecio-

nados;

ii) Eventos com dados completos (sinais disponı́veis em ambos os detectores): 79 apresen-

taram dados completos em ambos os detectores;

iii) Eventos com dados incompletos (Eventos com dados incompletos (ausência ou indis-

ponibilidade da série temporal calibrada de h(t) em ao menos um dos detectores LIGO
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Hanford ou LIGO Livingston): 8. Em tais casos, os dados correspondentes não estavam

integralmente disponı́veis no repositório público do Gravitational Wave Open Science

Center (GWOSC), seja por ausência de liberação da série temporal completa, seja por

limitações associadas ao processo de calibração e validação dos dados, inviabilizando

sua inclusão na amostra principal.

A aplicação desses critérios visa assegurar a consistência metodológica das análises

subsequentes, priorizando eventos com registros completos e simultâneos nos dois interferôme-

tros (H1 e L1), sempre que disponı́veis. Nessa perspectiva, a amostra principal é composta

majoritariamente por eventos com dados completos em ambos os detectores.

Dos eventos inicialmente identificados, 14 foram classificados como não-BBH (isto

é, sistemas compostos por estrelas de nêutrons (BNS), ou mistos (BH-NS)), sendo, portanto,

excluı́dos da análise principal. Outros dois eventos apresentaram inconsistências crı́ticas nos

arquivos disponibilizados pelo GWOSC, o que inviabilizou sua inclusão. A listagem completa

dos 79 eventos selecionados, juntamente com os critérios individuais de aceitação e descarte,

encontra-se disponı́vel no Apêndice B.

5.3 Tratamento das séries temporais das ondas gravitacionais

Os dados das ondas gravitacionais selecionados, embora válidos em termos de inte-

gridade estrutural, não se encontram imediatamente prontos para a aplicação direta das análises

estatı́sticas propostas neste estudo. Isso se deve à presença dominante de componentes de baixa

frequência com alta amplitude, que acabam por mascarar o sinal fı́sico da onda gravitacional

propriamente dito.

Na prática, o sinal gravitacional está imerso em um ambiente altamente ruidoso,

no qual o ruı́do instrumental e ambiental apresenta maior intensidade justamente nas faixas de

baixa frequência. Tal caracterı́stica dificulta a identificação precisa da deformação do espaço-

tempo (h(t)), exigindo o uso de técnicas especı́ficas de tratamento espectral e filtragem para

isolar o conteúdo informativo relevante à dinâmica fı́sica do fenômeno analisado.

Todas as etapas de pré-processamento e filtragem espectral foram conduzidas uti-

lizando o pacote GWpy, uma biblioteca desenvolvida em Python dedicada à manipulação e

análise dos dados provenientes dos detectores LIGO e VIRGO [137].

Segundo Abbott et al. (2016), os detectores do LIGO apresentam maior sensibili-

dade na faixa de frequências entre 50 Hz e 300 Hz, intervalo que corresponde à região de maior

relação sinal-ruı́do para detecção de OGs astrofı́sicas [29]. Com base nesse intervalo, adotou-se

neste trabalho uma margem estendida de 40 Hz a 350 Hz, de modo a garantir um equilı́brio

entre a exclusão do ruı́do e a preservação de possı́veis componentes relevantes do sinal.
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É importante destacar que o intervalo entre 30 Hz e 38 Hz foi propositalmente

evitado, uma vez que compreende as chamadas linhas de calibração dos detectores, responsáveis

por introduzirem artefatos espectrais recorrentes e sistemáticos nos dados observacionais [141].

O primeiro passo do tratamento envolveu a aplicação de uma Transformada Rápida

de Fourier (Fast Fourier Transform FFT) sobre o sinal bruto de strain, possibilitando a construção

da Densidade Espectral de Amplitude (ASD – Amplitude Spectral Density), com a qual se tor-

nou possı́vel visualizar o conteúdo espectral e identificar regiões contaminadas por ruı́do.

Na sequência, foi aplicado um filtro passa-banda (band-pass filter) com frequência

mı́nima de 40 Hz e máxima de 350 Hz, por meio da função bandpass() da biblioteca GWpy.

Tal filtro atenua os componentes de frequência fora da região de interesse, suprimindo significa-

tivamente o ruı́do de baixa frequência (inferior a 40 Hz) e eliminando componentes superiores

a 350 Hz, os quais são predominantemente associados a ruı́dos técnicos e limitações instrumen-

tais dos interferômetros.

Mesmo após essa filtragem, verificou-se a presença persistente de picos espec-

trais de alta amplitude que não são compatı́veis com a natureza fı́sica esperada para os sinais

gravitacionais, notadamente por sua baixa amplitude caracterı́stica. Esses picos ocorrem em

frequências especı́ficas e recorrentes, em especial em 60 Hz, que corresponde à frequência da

rede elétrica, e em seus harmônicos mais comuns (como 120 Hz e 180 Hz). Tais componentes

são fontes bem conhecidas de interferência eletromagnética nos detectores LIGO/VIRGO [66].

Para suprimir essas interferências espectralmente localizadas, aplicou-se um filtro

rejeita-faixa (notch filter), cuja função é eliminar seletivamente as bandas contaminadas, pre-

servando as regiões vizinhas do espectro nas quais o sinal gravitacional real pode estar presente.

Essa etapa também foi conduzida utilizando as funções especializadas da biblioteca GWpy.

A janela temporal utilizada na análise não é arbitrária nem fixa, sendo definida a

partir de uma relação funcional com a massa final estimada da fonte binária. Dessa forma, a

largura da janela reflete a escala temporal fı́sica associada à dinâmica do sinal de onda gravi-

tacional, em particular ao regime de inspiral e coalescência. Embora variável entre eventos, a

janela mantém caráter fı́sico, pois se adapta às propriedades intrı́nsecas do sistema, garantindo

consistência entre sinais de diferentes massas.

5.3.1 Pré-processamento e filtragem espectral dos sinais gravitacionais

Para fins metodológicos e ilustrativos, o evento GW150914 foi selecionado como

estudo de caso nesta tese, com o objetivo de demonstrar, de forma clara e replicável, as etapas de

aquisição, recorte temporal, pré-processamento e análise espectral aplicadas aos sinais de ondas

gravitacionais. Os dados analisados referem-se à versão 3, correspondente ao terceiro catálogo

de eventos transitórios de ondas gravitacionais (GWTC-3 — Gravitational-Wave Transient Ca-
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talog 3), disponibilizado pela colaboração LIGO/Virgo/KAGRA. Esse catálogo fornece séries

temporais com taxa de amostragem de 16.384 Hz e duração de 32 segundos por segmento,

contendo os sinais dos eventos e os respectivos ruı́dos instrumentais associados.

A coalescência de buracos negros constitui um fenômeno astrofı́sico extremamente

rápido, sobretudo quando comparado à fusão de estrelas de nêutrons. A maior parte da informa-

ção gravitacional relevante está concentrada em janelas temporais de poucos décimos de se-

gundo (Abbott et al., 2016; Buonanno & Damour, 2000) [29, 142], ao passo que a fusão de

estrelas de nêutrons pode produzir sinais de duração muito mais longa (Abbott et al., 2017)

[143]. Nessa escala, os sinais observados incluem tanto a passagem da onda gravitacional

quanto diversos ruı́dos instrumentais e ambientais, os quais dificultam a identificação precisa

da estrutura do transiente.

A Figura 15 apresenta o sinal bruto de strain registrado pelo detector LIGO Hanford

(H1) associado ao evento GW150914. Os dados foram obtidos diretamente do Gravitational

Wave Open Science Center (GWOSC) por meio da função fetch_open_data da biblioteca

GWpy, considerando segmentos temporais de 32 s amostrados a uma frequência de 16384 Hz.

Nesta etapa, não foi aplicado qualquer procedimento de filtragem ou remoção de ruı́do, de modo

a preservar integralmente as caracterı́sticas instrumentais originais do sinal.

Figura 15 – Sinal bruto do evento GW150914 registrado pelo detector Hanford (H1).

Fonte: Elaborada pelo autor com base em dados públicos do LIGO Open Science Center.

A Figura 16 apresenta uma ampliação temporal da região do sinal na qual ocorre

o evento GW150914, com o objetivo de evidenciar a estrutura da onda gravitacional. Nessa

representação, observa-se a predominância de componentes de baixa frequência associadas a

amplitudes elevadas, caracterı́sticas do estágio inicial do sinal e da dinâmica inspiral do sistema

binário.

Conforme ilustrado anteriormente na Figura 15, os dados registrados pelo detector

Hanford (H1) são apresentados originalmente no domı́nio do tempo. Essa representação, em-

bora útil para descrever a evolução temporal do sinal de strain, é limitada no que se refere à

identificação das componentes espectrais, as quais são essenciais tanto para o diagnóstico de
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Figura 16 – Ampliação temporal do sinal bruto de strain do evento GW150914 registrado pelo
detector LIGO Hanford (H1), evidenciando a região da onda gravitacional antes de qualquer
tratamento em frequência.

Fonte: Elaborada pelo autor com base em dados públicos do LIGO Open Science Center.

ruı́dos quanto para a detecção de transientes gravitacionais.

Para superar essa limitação, aplicou-se a Transformada Rápida de Fourier, FFT, uma

técnica matemática amplamente utilizada na análise de séries temporais. A FFT permite con-

verter o sinal do domı́nio temporal para o domı́nio da frequência, decompondo-o em suas com-

ponentes harmônicas fundamentais. Essa transformação possibilita a identificação precisa das

frequências com maior densidade espectral de energia, bem como a detecção de interferências

sistemáticas e ruı́dos não astrofı́sicos [29].

A Figura 17 apresenta o espectro de amplitude resultante após a aplicação da FFT

aos dados do evento GW150914. Nela, observam-se picos espectrais bem definidos, que indi-

cam a presença de frequências dominantes, muitas das quais associadas a ruı́dos instrumentais,

como harmônicos da rede elétrica ou vibrações mecânicas internas aos interferômetros. Essa

visualização é fundamental para orientar as etapas subsequentes de filtragem e remoção seletiva

de ruı́dos, contribuindo para o aprimoramento da razão sinal-ruı́do (SNR) e a recuperação das

assinaturas gravitacionais genuı́nas.

Como etapa complementar, foi utilizado um filtro rejeita-faixa (notch filter) para

remover frequências espúrias associadas à rede elétrica e seus harmônicos, que afetam criti-

camente experimentos de alta sensibilidade, como os conduzidos pelo LIGO. As frequências

eliminadas foram as de 41 Hz, 60 Hz, 120 Hz, 180 Hz, 299 Hz, 303 Hz e 332 Hz, por es-

tarem associadas a ruı́dos técnicos, harmônicos da rede elétrica e ressonâncias mecânicas dos

detectores [7].

A justificativa para a exclusão de cada uma dessas componentes espectrais, com

base em documentação técnica dos detectores LIGO (Covas et al., 2018; Aasi et al., 2015)

[9, 141]:
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Figura 17 – Densidade espectral de amplitude (ASD) do evento GW150914 obtido após a
aplicação da FFT.

Fonte: Elaborado pelo autor.

• 60 Hz: Corresponde à frequência da rede elétrica nos EUA, uma das fontes de ruı́do

técnico mais comuns, conhecida como power-line noise. É amplamente reconhecida em

todas as análises espectrais de LIGO;

• 120 Hz e 180 Hz: São o segundo e terceiro harmônicos da linha de 60 Hz, geralmente pre-

sentes devido à não linearidade de sistemas eletrônicos e acoplamentos eletromagnéticos

internos;

• 299 Hz, 303 Hz e 332 Hz: Estas frequências têm sido observadas como modos de res-

sonância mecânica ou estrutural dos componentes ópticos e eletrônicos do interferômetro,

como suportes de espelhos ou atuadores;

• 41 Hz: Frequência próxima ao limite inferior da banda de análise (tipicamente 40 Hz).

Sinais anômalos nesta região são frequentemente associados a ruı́dos instrumentais de

fundo, como microfonia ou acoplamentos sı́smicos residuais.

Na Figura 18, observa-se a densidade espectral de amplitude (ASD) do evento

GW150914 após a aplicação dos filtros. O limiar espectral adotado foi definido como
√

f =

3,0131× 10−23 Hz−1/2, correspondente a 2,4 vezes a média da ASD na faixa [40–350] Hz

[144]. Esse critério permitiu identificar e remover contribuições não astrofı́sicas, resultando em

um sinal mais limpo e apropriado para análise.
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Figura 18 – Densidade espectral de amplitude (ASD) do evento GW150914 com os filtros.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Após a etapa de filtragem no domı́nio da frequência, que compreende a aplicação

de filtros passa-banda e a remoção de linhas espectrais por meio de filtros notch, o sinal filtrado

é reconvertido ao domı́nio temporal por meio da transformada inversa de Fourier (IFFT). Essa

etapa possibilita a análise direta da evolução temporal do sinal de strain associado ao evento

GW150914.

Em seguida, define-se uma janela temporal fı́sica adaptativa, delimitada em torno

do instante do evento reportado pelo Gravitational Wave Open Science Center (GWOSC), com

base no tempo Global Positioning System (GPS)1 do pico do sinal. Os limites dessa janela são

dados por [gps−∆tinf(M f ), gps+∆tsup(M f )] onde ∆tinf e ∆tsup dependem da massa final esti-

mada M f da fonte. Tal procedimento torna o recorte temporal fisicamente motivado e adaptativo

entre diferentes eventos, refletindo a escala temporal caracterı́stica do regime de coalescência

da onda gravitacional.

A Figura 19 apresenta o recorte temporal do sinal de strain extraı́do dos dados pro-

cessados para os detectores LIGO Hanford (H1) e Livingston (L1). Observa-se claramente o

crescimento progressivo da amplitude e da frequência, caracterı́stico da fase final de inspiral e

merger, seguido por um decaimento abrupto, compatı́vel com a coalescência de dois buracos

negros de massas estelares. A emissão gravitacional correspondente foi detectada simultanea-

mente pelos interferômetros LIGO Hanford e Livingston em 14 de setembro de 2015.

Esse protocolo de pré-processamento, que inclui filtragem espectral, recorte tem-

poral e normalização, é essencial para assegurar a qualidade e a confiabilidade das análises

subsequentes, tais como a extração dos expoentes do q-tripleto e os ajustes realizados com

1O tempo GPS é uma escala temporal contı́nua utilizada para sincronizar os dados dos detectores LIGO e Virgo,
definida como o número de segundos decorridos desde 00h00m00s de 6 de janeiro de 1980 (UTC), desconside-
rando os segundos intercalares. As séries temporais dos sinais gravitacionais são frequentemente referenciadas em
uma escala relativa ao tempo GPS do pico do evento, que é redefinido como t = 0, facilitando a análise centrada
na coalescência.
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Figura 19 – Recorte temporal do sinal de strain do evento GW150914 registrado pelos detec-
tores Hanford (H1) e Livingston (L1).

Fonte: Elaborado pelo autor com base nos sinais filtrados do LOSC.

modelos estatı́sticos fundamentados no formalismo não extensivo de Tsallis.

5.4 Determinação dos parâmetros do q-tripleto

Nas seções a seguir, serão abordadas as estratégias computacionais adotadas para a

estimativa dos três expoentes fundamentais da estatı́stica não-extensiva de Tsallis, conhecidos

como a q-tripleto: o ı́ndice de sensibilidade às condições iniciais (qsen), o ı́ndice de relaxação

(qrel) e o ı́ndice de estacionariedade (qstat).

A determinação desses parâmetros é essencial para a compreensão da dinâmica

não-linear e da complexidade associada aos sinais de ondas gravitacionais. Cada um desses

expoentes será calculado com base em séries temporais obtidas a partir de eventos reais regis-

trados pelos detectores LIGO/VIRGO, utilizando ferramentas e métodos da fı́sica estatı́stica

computacional.

O objetivo é, portanto, caracterizar o comportamento não-extensivo do sistema gra-

vitacional observado, fornecendo uma nova perspectiva sobre a dinâmica interna desses sinais,
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para além das abordagens convencionais da relatividade geral.

5.4.1 Estimativa computacional do ı́ndice (qstat)

A estimativa do ı́ndice entrópico q de Tsallis, denominado ı́ndice estacionário (qstat),

está associada à caracterização do regime metaestável de equilı́brio de sistemas complexos.

Esse parâmetro está diretamente relacionado à estrutura das caudas da função de distribuição

de probabilidade, refletindo o grau de não extensividade presente no sistema.

No contexto da mecânica estatı́stica não extensiva, a modelagem de distribuições

com caudas pesadas é frequentemente realizada por meio da distribuição q-Gaussiana de Tsallis,

uma generalização da distribuição normal que descreve adequadamente comportamentos de tipo

lei de potência [145, 146]. Essa distribuição é expressa pela a Equação 4.19.

5.4.2 Método de estimativa de (qstat)

A estimativa do ı́ndice entrópico q de Tsallis, comumente referido como estacionari-

dade (q= qstat), está intrinsecamente relacionada ao comportamento das caudas das distribuições

de probabilidade, sendo, portanto, um indicador direto do grau de não-normalidade estatı́stica

do sistema [20]. No âmbito da estatı́stica não-extensiva, esse parâmetro caracteriza desvios em

relação à distribuição de Boltzmann-Gibbs, descrevendo fenômenos em que há correlações de

longo alcance, flutuações de larga escala ou a presença de estados metaestáveis [22].

A obtenção de (qstat) baseia-se na modelagem da densidade de probabilidade empı́rica

por meio de distribuições q-Gaussianas, as quais representam as generalizações da distribuição

normal e são capazes de capturar caudas longas com comportamento de lei de potência. Es-

sas distribuições emergem naturalmente em sistemas complexos, como ilustrado por Umarov

et al. (2008) [145] e Picoli et al. (2009) [146], sendo especialmente adequadas para descre-

ver regimes estacionários não canônicos. Nesse contexto, a forma funcional da distribuição

q-Gaussiana fornece não apenas uma ferramenta de ajuste, mas também uma base conceitual

para a quantificação da não-extensividade estatı́stica associada à dinâmica subjacente do sistema

estudado.

Após o pré-processamento espectral dos sinais de ondas gravitacionais (GWs), os

dados na forma de série temporal h(t) foram utilizados para análise da estacionariedade es-

tatı́stica. A análise foi realizada com o auxı́lio do software MATLAB [147], onde foi imple-

mentado um algoritmo capaz de estimar a distribuição estacionária generalizada associada às

flutuações do sinal.

Para reduzir o impacto de tendências de longo prazo e destacar as flutuações internas

do sistema, foi utilizada a série diferenciada, dada por
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∆h(t,τ) = h(t + τ)−h(t), (5.1)

onde τ representa o parâmetro de defasagem temporal. A análise baseou-se na varredura sis-

temática de múltiplos valores de τ , definidos segundo a relação

τ = 2n, n ∈ R, (5.2)

o que permite uma abordagem multiescala eficiente, favorecendo a identificação de leis de

potência entre variáveis estatı́sticas e a escala de defasagem. Para sistemas genuinamente q-

estacionários, o parâmetro (qstat) tende a permanecer aproximadamente constante em um inter-

valo robusto de valores de τ , como demonstrado em sistemas fı́sicos e complexos [20].

A metodologia adotada baseia-se no arcabouço teórico desenvolvido por Frisch et

al. [148], inicialmente aplicado ao estudo da turbulência e flutuações no vento solar. Estudos

posteriores, como os de Burlaga e colaboradores [16, 149–151], reforçaram a aplicabilidade do

método em diferentes contextos fı́sicos, inclusive na análise de campos magnéticos solares.

Com a série de incrementos ∆h(t,τ) obtida, a função densidade de probabilidade

(PDF) foi estimada por meio da função ksdensity2, disponı́vel no MATLAB, aplicada à série

normalizada. Os valores obtidos foram ajustados a uma função q-Gaussiana da forma

pq(∆h) = Aqe−Bq(∆h)2

q = Aq
[
1+(1−q)Bq(∆h)2] 1

1−q . (5.3)

O ajuste dos dados à equação q-Gaussiana foi realizado utilizando o método de

Levenberg-Marquardt [152, 153], amplamente empregado para minimização de funções não-

lineares. Este ajuste é central para a quantificação do desvio da distribuição em relação à forma

gaussiana clássica, sendo interpretado como um indicador do grau de não-normalidade do sis-

tema.

A presença de caudas longas nas distribuições empı́ricas ajustadas indica uma maior

probabilidade de ocorrência de flutuações extremas do que o previsto pela estatı́stica de Boltz-

mann-Gibbs. Tais caracterı́sticas são comuns em sistemas com dinâmicas complexas, regimes

fora do equilı́brio termodinâmico e/ou interações de longo alcance [154].

Para a determinação do valor do ı́ndice estacionário (qstat), foram consideradas di-

ferentes escalas temporais {τi} associadas às flutuações do sinal gravitacional analisado. Em

particular, foi adotada como escala temporal de referência aquela correspondente à frequência

de pico do evento, por representar o regime dinâmico dominante no instante de máxima emissão

energética.

2Em MATLAB, ksdensity é uma função que calcula uma estimativa da função de densidade de probabilidade
(PDF) de um conjunto de dados usando suavização de kernel.
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Essa escolha assegura que o valor estimado do (qstat) esteja diretamente relacionado

à dinâmica mais relevante do sistema durante a fase de coalescência, sem prejuı́zo da análise

realizada em outras escalas temporais. Com isso, obtém-se o primeiro elemento do q-tripleto

(qstat , qsen, qrel) no contexto do formalismo da estatı́stica não extensiva de Tsallis.

5.4.3 Determinação do parâmetro de sensibilidade (qsen)

Em sistemas dinâmicos dissipativos, não periódicos e não lineares, pequenas diferen-

ças entre estados vizinhos no atrator3 do sistema podem divergir rapidamente. Essa divergência,

denotada por ξ , é chamada de sensibilidade às condições iniciais. Especificamente, ξ é definida

como lim∆t→0
∆x(t)

∆t ≡ ξ (t) onde ∆x(t)≡ x(t)−x′(t) representa a diferença entre duas trajetórias

inicialmente próximas.

No caso de sistemas descritos eficientemente pela mecânica estatı́stica não exten-

siva de Tsallis, espera-se que a sensibilidade às condições iniciais ξ seja q-exponencial, em

contraste com a estatı́stica de Boltzmann-Gibbs (BG), que se baseia na hipótese de sensibili-

dade exponencial. Nesta última ξ (t) = eλmaxt , onde λmax é o expoente de Lyapunov máximo.

Quando λmax > 0, o sistema é considerado fortemente sensı́vel às condições iniciais (caos forte).

No entanto, no cenário da estatı́stica não extensiva, λmax = 0 (caos fraco ou borda

do caos), ξ (t) é dado por

ξ (t) =
[
1+(1−qsen)λqsen t

] 1
1−qsen . (5.4)

assim, na borda do caos, existe uma sensibilidade de lei de potência às condições iniciais: para

(qsen < 1), o sistema é fracamente sensı́vel, enquanto para (qsen > 1), é fracamente insensı́vel

de acordo com [Tsallis, (2004) [14]. O comportamento exponencial é recuperado no limite

(qsen = 1).

De acordo com Lyra e Tsallis (1998) [119], no limiar do caos a sensibilidade às

condições iniciais apresenta crescimento em lei de potência, estabelecendo uma ligação natu-

ral entre o ı́ndice entrópico q e a geometria do conjunto invariante que governa a dinâmica do

sistema. Nesse regime, a dinâmica evolui sobre um atrator multifractal4, cuja estrutura é carac-

3Atrator é um conceito fundamental na teoria dos sistemas dinâmicos. Em termos simples, um atrator é um
conjunto de estados para os quais um sistema evolui ao longo do tempo, independentemente das condições iniciais
(desde que estas estejam em uma região especı́fica do espaço de fases chamada bacia de atração) [155].

4Um atrator multifractal é um conjunto invariante no espaço de fases associado à dinâmica assintótica de um
sistema não linear, cuja geometria é caracterizada por uma distribuição contı́nua de expoentes de singularidade.
Diferentemente de atratores simples, descritos por uma única dimensão fractal, um atrator multifractal apresenta
regiões com diferentes intensidades de concentração de trajetórias, cada uma associada a um expoente de singu-
laridade α . O espectro multifractal f (α) descreve a dimensão fractal das regiões do atrator que compartilham o
mesmo valor de α , fornecendo uma caracterização geométrica detalhada da dinâmica. Em sistemas no limiar do
caos, essa estrutura multifractal está diretamente relacionada à sensibilidade às condições iniciais e ao surgimento
de leis de potência na divergência entre trajetórias próximas.
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terizada pelo espectro de singularidades f (α), o qual descreve a distribuição dos expoentes de

singularidade associados às diferentes regiões do atrator no espaço de fases.

Os valores extremo αmax e αmin correspondem, respectivamente, às regiões mais

concentradas e mais rarefeitas desse atrator multifractal, sendo definidos pelos pontos em que

f (α) = 0. Lyra e Tsallis demonstraram que a assimetria entre esses extremos controla a sensi-

bilidade do sistema às condições iniciais, permitindo determinar o ı́ndice entrópico associado à

sensibilidade, (qsen), a partir do espectro multifractal do atrator, segundo

qsen = 1− αmin ·αmax

αmax −αmin
. (5.5)

Este método é utilizado neste trabalho (outros métodos equivalentes podem ser en-

contrados em Latora et al., (2000) [156].

A metodologia empregada para a determinação do espectro multifractal f (α), ex-

traı́do a partir da série temporal h(t) associada ao sinal gravitacional, fundamenta-se na proposta

original de Lyra e Tsallis [119], posteriormente aplicada e aprimorada por de Freitas et al. [157],

no âmbito da estatı́stica não-extensiva de Tsallis. Neste trabalho, adotou-se o método conhe-

cido como Multifractal Detrended Fluctuation Analysis (MF-DFA), originalmente introduzido

por Kantelhardt et al. [158], em virtude de apresentar uma melhor performance de acordo com

Gu e Zhou (2010) [159] na presença de tendências não estacionárias e de ruı́do instrumental,

caracterı́sticas inerentes aos sinais de ondas gravitacionais.

O MF-DFA permite a investigação sistemática da multifractalidade diretamente no

domı́nio temporal, sem a necessidade de reconstrução do espaço de fases ou de hipóteses adici-

onais sobre a dinâmica subjacente. Além disso, esse método possibilita a extração consistente

do espectro multifractal a partir de séries temporais finitas, sendo particularmente adequado

para a análise de sinais astrofı́sicos reais. Dessa forma, o MF-DFA constitui uma ferramenta

apropriada para investigar a sensibilidade às condições iniciais e a estrutura multiescalar das

flutuações presentes nas séries temporais associadas às ondas gravitacionais.

Uma caracterı́stica recorrente em sistemas complexos é a ocorrência de leis de

potência, que emergem como reflexo da invariância de escala, também referida como autoa-

finidade no domı́nio de séries temporais. No caso de sinais monofractais, essa autoafinidade

é descrita por um único expoente de Hurst H, que quantifica a persistência ou antipersistência

da série. No entanto, muitos sistemas naturais exibem estrutura multifractal, na qual diferentes

regiões da série são caracterizadas por diferentes escalas locais de singularidade, conduzindo à

necessidade de uma famı́lia contı́nua de expoentes de Hurst generalizados h(q), que descrevem

de forma mais completa a complexidade do comportamento dinâmico [160].
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5.4.4 Método MF-DFA

O método MF-DFA (Multifractal Detrended Fluctuation Analysis) é uma técnica

estatı́stica amplamente empregada para investigar a multifractalidade de sistemas complexos,

permitindo analisar a variabilidade de sinais em múltiplas escalas temporais. Essa abordagem

estende o método DFA (Detrended Fluctuation Analysis), originalmente proposto para caracte-

rizar a monofractalidade de séries temporais, generalizando-o para detectar propriedades multi-

fractais [158]. Intuitivamente, o MF-DFA pode ser compreendido como uma “lupa matemática”

que revela a complexidade estrutural de um sistema em diferentes escalas.

O procedimento do MF-DFA envolve os seguintes passos metodológicos:

5.4.4.1 Passo 1: Construção do perfil acumulado da série temporal

Dada uma série temporal unidimensional xk = {x1,x2, ...,xN}, em que N representa

seu comprimento, ou seja, a quantidade de observações presente na série, calcula-se o perfil

acumulado da série, definido por Y (i)

Y (i) =
i

∑
k=1

[xk −⟨x⟩] , (5.6)

onde ⟨x⟩ representa a média da série. Essa transformação tem como objetivo converter a série

original em uma trajetória aleatória para posterior análise de tendências.

Esta é a etapa de “perfil”, tı́pica da DFA, onde o sinal é integrado para detectar

tendências locais.

5.4.4.2 Passo 2: Segmentação da série em janelas

No segundo passo deve-se dividir a série Y (i) em Ns ≡ inteiro
(N

s

)
segmentos de

tamanho fixo s. Como o comprimento N da série frequentemente não é um múltiplo da escala

temporal s, sobrará o resto da divisão. A fim de levar em conta esta parte, repete-se o mesmo

procedimento partindo do final para o começo da série. Assim, teremos 2Ns segmentos no total,

com o comprimento N da série sendo sua quantidade de pontos e a escala temporal s sendo

determinada conforme a série a ser estudada e os objetivos buscados.

5.4.4.3 Passo 3: Cálculo da variância local e da função de flutuação

O terceiro passo consiste em calcular a tendência local para cada um dos 2Ns seg-

mentos por uma regressão de mı́nimos quadrado na série e, então, determinar a variância

F2(s,v) =
1
s

s

∑
i=1

[Y ((v−1)s+ i)− ym
v (i)]

2 , (5.7)
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onde ym
v (i) representa o ajuste polinomial de ordem m (tendência local) em cada segmento ν e

para cada segmento ν , com (ν = 1, . . . ,Ns). Para ν = Ns +1, ...,2Ns

F2(s,v)≡ 1
s

s

∑
i=1

[Y [N − (v−Ns)s+ i]− ym
v (i)]

2 , (5.8)

então, calcula-se a função de flutuação média para a janela ν de tamanho s.

F2(s) =

(
1

2Ns

2Ns

∑
v=1

[F2(s,ν)]

)1/2

. (5.9)

O próximo passo é determinar a função escalar da função de flutuação média, ao

analisar o gráfico log-log de F2(s) versus s. Esta relação é obtida ao repetir os passos de calcular

a série integrada Yi, calcular a função de variância e a flutuação média para a janela ν de tamanho

s, para diferentes tamanhos de janelas s. Se a série temporal xt possui correlações de longo

alcance, o valor de F2(s) aumenta à medida que o tamanho da janela s aumenta, de acordo com

a lei de potência

F2(s)∼ sα , (5.10)

onde o parâmetro α é chamado de correlação, representa as propriedades de correlação da série

temporal, da seguinte maneira:

i) Se α = 0,5 não existem correlações de longo alcance presentes na série;

ii) Se 0 < α < 0,5 a série é antipersistente e possui correlação negativa;

iii) Se 0,5 < α < 1 a série é persistente e possui correlação positiva.

A obtenção do parâmetro utilizando as Equações 5.9 e 5.10 representa o método de

cálculo-padrão do DFA.

5.4.4.4 Passo 4: Generalização para momentos de ordem q

A técnica do MF-DFA pode ser descrita através da generalização da Equação 5.9,

chamada de função flutuação média generalizada, para momentos de ordem q.

No quarto passo pode-se notar que o componente [F2(s,ν)]q/2 é a função de variância

de cada segmento ν de dados e dos diferentes segmentos s escolhidos. Calcula-se a média para

todos os 2Ns segmentos, a fim de obter a função de flutuação de q-ésima ordem

Fq(s) =

(
1

2Ns

2Ns

∑
v=1

[F2(s,ν)]q/2

)1/q

, (5.11)
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onde a variável q (com sentido equivalente aos momentos de ordem q da estatı́stica) pode as-

sumir qualquer valor real, exceto zero. O valor de Fq(s) não pode ser determinado diretamente

quando q = 0, por causa do expoente divergente da Equação 5.11. Este problema é resolvido

ao utilizar a equação abaixo

F0(s) = exp

(
1

4Nn

2Ns

∑
v=1

ln[F2(s,ν)]

)
. (5.12)

5.4.4.5 Passo 5: Análise da escala e extração dos expoentes multifractais

É importante observar que o interesse está em determinar o quanto a função de

flutuação média generalizada Fq(s) depende da escala temporal s, para diferentes valores de q.

Assim como observado na Equação 5.10, Fq(s) deve seguir uma lei de potência.

Determina-se, no quinto passo, o comportamento de escala da função de flutuação,

analisando os gráficos log-log de Fq(s) versus s para cada valor de q

Fq(s)∼ sH(q). (5.13)

Para séries temporais estacionárias, o expoente de Hurst generalizado H(q) coincide

com o expoente clássico de Hurst quando q = 2, ou seja, H(2) = H.

Admitindo que a função de flutuação obedeça a uma relação de escala com cons-

tante multiplicativa A, tem-se

Fq(s) = A · sH(q). (5.14)

Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da equação, obtém-se:

logFq(s) = H(q) · logs+ logA, (5.15)

onde logA é uma constante aditiva. Essa relação linear permite estimar o expoente

H(q) como a inclinação do gráfico log-log de logFq(s) em função de logs.

O expoente de Hurst generalizado H(q), relaciona-se com o expoente de escala

τ(q), definido pela função de partição, no formalismo multifractal [158]. Essa relação é dada

por

τ(q) = qH(q)−1. (5.16)

É possı́vel, ainda, relacionar H(q) com a dimensão multifractal generalizada D(q)

[161]
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D(q) =
τ(q)
q−1

=
qH(q)−1

q−1
. (5.17)

Finalmente, pode-se definir o expoente de singularidade de ordem q, h(q), como a

taxa de variação de τ(q) em relação a q

h(q) =
dτ(t)

dq
. (5.18)

Ressalta-se que, embora a notação h(q) utilize o mesmo sı́mbolo empregado para

o sinal de strain h(t), ambas as quantidades possuem naturezas fı́sicas completamente distin-

tas. Enquanto h(t), uma função do tempo que quantifica a deformação relativa do espaço-

tempo. Ela é medida diretamente pela mudança no comprimento óptico dos braços dos inter-

ferômetros LIGO e Virgo, seguindo a relação ∆L(t)/L = h(t), onde L é o comprimento nominal

do braço, h(q) corresponde ao expoente de singularidade associado às flutuações multiescalares

da série temporal no contexto da análise multifractal, não possuindo qualquer relação direta

com a variável de deformação do detector.

Cabe ressaltar que os expoentes H(q) e h(q) são as principais medidas de mul-

tifractalidade obtidas por meio da técnica de (MF-DFA), e constituem parâmetros de escala

amplamente utilizados em diversas investigações.

O expoente H(q) denominado expoente de Hurst generalizado, está diretamente

relacionado ao grau de correlação temporal da série analisada. Valores de H(q)> 0,5 indicam

correlações de longo alcance (persistência), enquanto H(q)< 0,5 apontam para comportamento

antipersistente. A variação de H(q) com o parâmetro q revela a presença de estruturas em

múltiplas escalas e contribui diretamente para a caracterização do comportamento multifractal

da série temporal.

Por outro lado, o expoente h(q), denominado expoente de singularidade local, está

associado à intensidade das flutuações e à natureza estatı́stica das caudas da distribuição de

probabilidade. Valores elevados de h(q) estão relacionados à presença de caudas pesadas (heavy

tails), indicando forte contribuição de eventos raros e intensos, o que acentua a largura do

espectro multifractal. Em particular, a dispersão de h(q) para diferentes ordens q caracteriza a

heterogeneidade local do sinal e está diretamente relacionada à dimensão de singularidade f (α)

Assim, H(q) e h(q) oferecem visões complementares sobre a estrutura interna da

série temporal: o primeiro enfatiza as correlações de longo alcance, enquanto o segundo evi-

dencia a distribuição de intensidades locais. A análise conjunta desses parâmetros permite uma

compreensão mais profunda da complexidade subjacente a sistemas dinâmicos não lineares e

fora do equilı́brio, como é o caso dos sinais de ondas gravitacionais.
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5.4.5 Conexões conceituais entre os formalismos multifractais e a estatı́stica não exten-
siva de Tsallis

Para a presente pesquisa, a relação entre o método (MF-DFA) e o formalismo mul-

tifractal clássico, introduzido por Halsey et al. (1986) [162], estabelece-se por meio da função

de partição generalizada τ(q). Essa função permite conectar os expoentes obtidos a partir da

análise de flutuações multiescalares no domı́nio temporal à caracterização geométrica do atrator

multifractal no espaço de fases.

Cabe ressaltar que, na implementação adotada neste trabalho, o procedimento de

detrending não utiliza ajustes polinomiais de ordem superior do tipo DFA-m. Em vez disso,

emprega-se a remoção da média local do perfil integrado da série temporal, caracterizando

um detrending de ordem zero, correspondente a um polinômio de grau zero. Tal escolha é

equivalente a uma abordagem do tipo Multifractal Detrended Moving Average (MF-DMA),

preservando a consistência com o formalismo multifractal baseado na função de partição τ(q).

Nessas condições, a função de partição generalizada é definida como

τ(q) = qh(q)−1. (5.19)

onde h(q)representa o expoente de Hurst generalizado obtido a partir da análise MF-DFA/MF-

DMA.

A partir da função τ(q), é possı́vel derivar o espectro multifractal f (α) utilizando

a transformada de Legendre. Neste contexto, o expoente de Hurst (também chamado de expo-

ente de singularidade) é obtido pela derivada da função τ(q) em relação a q, o que permite as

seguintes relações

α(q) =
dτ(q)

dq
= h(q)+q

dh(q)
dq

, (5.20)

f (α) = qα − τ(q) = q [α −h(q)]+1. (5.21)

Essas equações descrevem, respectivamente, a intensidade local das flutuações (por

meio de α) e a dimensão fractal dos subconjuntos associados a cada valor de α (por meio de

f (α)).

A forma do espectro multifractal f (α) fornece uma descrição quantitativa da com-

plexidade local de uma série temporal, sendo particularmente útil para identificar regimes de

variabilidade associados a diferentes intensidades de flutuação. No contexto da análise multi-

fractal, a largura do suporte do espectro f (α), dada pela diferença entre os valores extremos da

exponência de singularidade, αmax e αmin, constitui uma métrica direta da heterogeneidade do

sinal.
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Esse parâmetro, definido como

∆α = αmax −αmin, (5.22)

representa a largura do espectro multifractal, sendo amplamente reconhecido como um indica-

dor do grau de multifractalidade da série temporal analisada. Em termos práticos, quanto maior

o valor de ∆α , maior a dispersão dos expoentes de Hurst locais, o que implica uma estrutura de

flutuações mais complexa, com diferentes regimes dinâmicos coexistindo em distintas escalas

temporais. Portanto, ∆α é um parâmetro fundamental para distinguir entre sinais monofractais

(com ∆α ≈ 0), ou seja, dependência linear de τ(q) com q, e sinais fortemente multifractais, nos

quais a distribuição de singularidades é mais ampla e irregular.

Diversos estudos teóricos e numéricos em sistemas dinâmicos dissipativos unidi-

mensionais têm apontado uma conexão entre a geometria multifractal do atrator e o ı́ndice de

sensibilidade (qsen) da estatı́stica não-extensiva de Tsallis [119]. Em particular, foi conjectu-

rada e posteriormente demonstrada para uma variedade de sistemas dissipativos uma relação

analı́tica que vincula os extremos do espectro de Hurst generalizado h(q) ao valor de qsen, ex-

pressa pela equação

qsen = 1− αmin ·αmax

αmax −αmin
, (5.23)

onde αmin e αmax representam, respectivamente, os valores mı́nimo e máximo do expoente de

Hölder extraı́dos do espectro multifractal da série temporal.

Essa relação estabelece uma ponte conceitual entre a estrutura multifractal do atra-

tor e a dinâmica de sensibilidade às condições iniciais em regimes de caos fraco. À medida

que ∆α aumenta, torna-se mais pronunciada a coexistência de regiões suaves e abruptas na

dinâmica, caracterizando um atrator fortemente multifractal. Nesse regime, a separação entre

trajetórias próximas segue uma lei de potência menos anômala, fazendo com que o ı́ndice de

sensibilidade qsen se aproxime progressivamente do valor extensivo qsen = 1, correspondente ao

limite exponencial clássico.

O parâmetro (qsen), portanto, constitui um indicador dinâmico fundamental da natu-

reza não linear e da complexidade temporal dos sinais analisados. Sua aplicação permite discri-

minar entre diferentes regimes dinâmicos, extensivos, caóticos ou crı́ticos mesmo em contextos

ruidosos ou parcialmente estacionários, como ocorre nos sinais de deformação associados à

onda gravitacional do evento GW150914.
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5.4.6 Métricas de confiabilidade aplicadas ao cálculo do ı́ndice (qrel)

O estudo da relaxação de uma grandeza macroscópica Ω(t) em um sistema com-

plexo descreve a evolução do sistema em direção a um possı́vel estado estacionário ou meta-

estável, a partir de uma dada classe de condições iniciais. Nesse contexto, a dinâmica efetiva

pode ser interpretada como a exploração de um espaço de estados dinâmicos efetivo, associado

às configurações acessı́veis da variável macroscópica considerada, e não do espaço de fases

microscópico completo.

O processo de relaxação pode ser caracterizado pela grandeza normalizada [163]

Ω(t)≡ Ω(t)−Ω(∞)

Ω(0)−Ω(∞)
. (5.24)

A equação diferencial que relaciona o processo de relaxação ao ı́ndice entrópico

(qrel) da estatı́stica de Tsallis é

dΩ

dt
=− 1

τqrel

Ω
qrel , (5.25)

onde τ é o tempo de relaxação e (qrel) é o parâmetro de relaxação, que leva à seguinte solução

Ω(t) =
[

1− (1−q)
t

τqrel

]1/(1−q)

. (5.26)

Como grandes candidatos observáveis Ω(t) para estimativa de (qrel), pode se usar a

função de autocorrelação ou a informação mútua. Neste trabalho, utilizamos este último, devido

à sua eficiência em capturar caracterı́sticas tanto lineares quanto não lineares, ao contrário da

função de autocorrelação, que considera apenas propriedades lineares. Em particular, o ı́ndice

(qrel) é dado por

qrel =
s−1

s
, (5.27)

onde s é o coeficiente angular (inclinação) do gráfico log-log da informação mútua média I(τ),

conforme proposto por Fraser e Swinney (1986)[164], pela seguinte relação

I(τ) = ∑
s(t),s(t+τ)

p(s(t),s(t + τ)) log
(

p(s(t),s(t + τ))

p(s(t)) p(s(t + τ))

)
, (5.28)

onde:

i) s(t) é o valor da série temporal no instante t;

ii) p(s(t)) é a distribuição de probabilidade de s(t);

iii) p(s(t),s(t + τ)) é a distribuição conjunta entre s(t) e s(t + τ);
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iv) τ é o atraso (lag) temporal.

A Informação Mútua Média (AMI) mede o quanto uma variável aleatória nos in-

forma sobre outra. No contexto da análise de séries temporais, a AMI ajuda a quantificar a

quantidade de conhecimento obtido sobre o valor de s(t + τ) ao observa s(t).

Para medir a AMI de uma série temporal, criamos um histograma dos dados usando

compartimentos (bins). Seja p(s(t)) a probabilidade de que o sinal tenha um valor dentro do

i-ésimo compartimento, e seja p(s(t)),s(t + τ) a probabilidade de que s(t) esteja no comparti-

mento i e s(t+τ) esteja no compartimento j. Então, a AMI para um atraso temporal τ é definida

como a Equação 5.28.

A estimativa do ı́ndice de relaxação (qrel) neste trabalho foi realizada a partir do

tratamento das séries temporais das ondas gravitacionais, inicialmente processadas em Python.

Posteriormente, desenvolveu-se um código em MATLAB que implementa o cálculo da Informa-

ção Mútua Média (Mutual Average Information – AMI) para diferentes defasagens temporais

τ de uma série temporal unidimensional. Essa função é uma forma adequada para a análise

da dependência não linear e da complexidade informacional da dinâmica temporal dos sinais

analisados [164]. Assim, a AMI constitui um indicador mais sensı́vel e fidedigno dos processos

de relaxação e da estimativa do expoente de Tsallis (qrel) em sistemas complexos.

Formalmente, a AMI entre duas variáveis h(t) e h(t +τ), para diferentes valores de

defasagem τ , é definida por

I(τ) = ∑
ht ,ht+τ

p(ht ,ht+τ) log2

(
p(ht+τ ,ht)

p(ht)p(ht+τ)

)
∼ τ

s, (5.29)

onde p(ht ,ht+τ) representa a distribuição de probabilidade conjunta entre os estados da série

em t e t + τ . O expoente s caracteriza a taxa de perda de dependência estatı́stica à medida que

os pontos ficam mais distantes no tempo:

i ) Se s é mais negativo, a informação mútua decai mais rapidamente → o sistema perde

correlação mais rapidamente → mais caótico ou mais estocástico.

ii ) Se s é mais próximo de zero, a dependência decai mais lentamente → sistema com

memória longa ou com forte dependência temporal (processo persistente, autocorrelacio-

nado ou multifractal).

Essa equação quantifica a quantidade de informação obtida sobre h(t + τ), dado o

conhecimento prévio de h(t), permitindo capturar correlações complexas de natureza não linear

ao longo do tempo, ou seja, o termo I(τ) mede quanto de informação sobre o presente ht pode

ser prevista conhecendo o passado a um atraso I(hτ+t).
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A partir da Equação (5.29), realizou-se a análise do comportamento inicial da curva

de AMI. Observa-se, para pequenos atrasos temporais τ , um decaimento pronunciado da AMI,

indicando forte dependência temporal entre amostras próximas da série. Em alguns casos, po-

dem surgir oscilações ou mı́nimos locais na curva de AMI, associados à presença de estruturas

temporais organizadas, como quase-periodicidade, batimentos ou memória temporal persistente

no sistema. Esse comportamento evidencia a existência de uma estrutura temporal correlacio-

nada e não puramente aleatória.

O primeiro mı́nimo local da AMI, identificado em uma defasagem τ∗, é então in-

terpretado, com base no Teorema de Embedding de Takens, como o atraso temporal ótimo para

a reconstrução do espaço de fases do sistema dinâmico [164, 165]. Essa escolha minimiza a

redundância informacional entre cópias defasadas da série temporal, ao mesmo tempo em que

preserva a dependência dinâmica essencial, resultando em uma representação mais eficiente do

atrator dinâmico do sistema.

Para sistemas que exibem relaxação não extensiva, assume-se que a função I(τ)

decai segundo uma lei de potência, como

I(τ)∼ τ
s. (5.30)

Tomando logaritmo em ambos os lados, obtém-se a forma linear

log I(τ) = s · logτ + constante, (5.31)

permitindo a aplicação de um ajuste de regressão linear ao gráfico logI(τ) versus logτ conside-

rando τ ∈ [1,n]. O coeficiente angular obtido, denotado por s, representa a inclinação da curva

em escala log-log.

Com base nos trabalhos de Tsallis e colaboradores, sabe-se que o decaimento de

funções como a AMI em sistemas não extensivos pode ser descrito por uma relaxação q-

exponencial, cuja forma assintótica se aproxima de uma lei de potência. A relação entre o

expoente s e o ı́ndice qrel é dada por

qrel = 1− 1
s
. (5.32)

Esse ı́ndice quantifica a natureza da relaxação do sistema rumo a estados esta-

cionários metaestáveis, caracterı́sticos de sistemas complexos fora do equilı́brio termodinâmico

convencional. Valores de qrel > 1 são esperados para sistemas com relaxação lenta e memória

de longo alcance, como evidenciado nas séries temporais de ondas gravitacionais associadas a

fusões de buracos negros.
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5.5 Estimativa da frequência de pico de amplitude em eventos de ondas gravitacionais
para análise do q-tripleto

Para a análise do comportamento do q-tripleto no contexto da estatı́stica não ex-

tensiva aplicada a eventos de ondas gravitacionais, é fundamental considerar a frequência de

pico da deformação h(t). No caso do evento GW150914, essa frequência corresponde a apro-

ximadamente 150 Hz, momento em que o sinal atinge sua maior amplitude (h ∼ 1× 10−21),

caracterizando o instante da coalescência, ou seja, o ponto em que os dois buracos negros se

encontram em máxima aproximação e se fundem em um único objeto compacto.

Esse regime corresponde à porção fortemente não linear da dinâmica do sistema

(representada pela região laranja na Figura 20), na qual a gravidade atinge sua intensidade

máxima e o espaço-tempo encontra-se intensamente distorcido. Trata-se de uma fase crı́tica

para a caracterização da evolução do sistema, pois é justamente nesse ponto que se concentram

os principais indı́cios de comportamento fora do equilı́brio, sensı́veis à análise não extensiva

baseada no q-tripleto de Tsallis.

Figura 20 – Um sinal tı́pico de onda gravitacional produzido por um par de buracos negros em
coalescência. A fase espiral pode ser descrita pela expansão em série pós-newtoniana, enquanto
a parte final da fase de anel descendente pode ser descrita pela teoria de perturbação linear
(partes azuis do sinal). A fusão e o anel descendente inicial, no entanto, exibem dinâmica
espaço-temporal não linear (parte laranja do sinal).

Fonte: (Top) Kip Thorne; (Bottom) B. P. Abbott et al. [29]; adapted by APS/Carin Cain.

Segundo o fı́sico teórico John Wheeler, “O espaço-tempo diz à matéria como se

mover; a matéria diz ao espaço-tempo como se curvar” (Wheeler, 2011, p. 175 [166]. Essa

caracterı́stica reflete de forma precisa a essência da Relatividade Geral, ao descrever a recipro-

cidade dinâmica entre a geometria do espaço-tempo e a distribuição de energia-momento. Um

dos aspectos mais marcantes dessa teoria é o seu caráter não linear, ou seja, a própria curvatura

do espaço-tempo afeta a evolução subsequente da curvatura, uma caracterı́stica particularmente

evidente em regimes gravitacionais extremos.
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A não linearidade da Relatividade Geral torna-se particularmente relevante em re-

gimes gravitacionais extremos, como durante a fusão de buracos negros binários, quando a

curvatura do espaço-tempo atinge valores máximos. Estudos recentes, uma liderada por Keefe

Mitman (Caltech) [167] e outra por Mark Ho-Yeuk Cheung (Johns Hopkins University) [168],

demonstraram, com base em simulações da relatividade numérica, a presença explı́cita de com-

ponentes não lineares nos sinais de OGs pós-coalescência, especialmente durante os estágios

iniciais do anelamento (ringdown) [167, 168].

Esses resultados indicam que os sinais gravitacionais provenientes de fusões binárias

de buracos negros representam um laboratório natural para testar a gravidade em regimes não

perturbativos, nos quais as aproximações lineares deixam de ser válidas. As fontes dominantes

detectadas pelos interferômetros LIGO, Virgo e KAGRA são justamente fusões de buracos ne-

gros binários com órbitas quase circulares [169], o que permite modelagens realistas por meio

de simulações numéricas de alta precisão. Nessas simulações, a não linearidade manifesta-se de

forma significativa tanto na região próxima aos buracos negros durante a coalescência quanto

nos momentos iniciais da fase pós-fusão (ver Figura 20).

A possibilidade de identificar tais assinaturas não lineares observacionalmente for-

talece o argumento a favor do uso de ferramentas analı́ticas não convencionais, como a es-

tatı́stica não extensiva de Tsallis, para investigar os sinais gravitacionais em seus regimes mais

crı́ticos. Essa abordagem permite capturar aspectos complexos da dinâmica fora do equilı́brio,

presentes no comportamento multifractal e não gaussiano dos sinais de deformação h(t).

Atualmente, a literatura disponibiliza os valores da frequência de pico apenas para

um número restrito de eventos, incluindo GW150914-v3 [69], GW151226-v2 [170], GW170104-

v2 [171], GW170608-v3 [172], GW170814-v3 [173] e GW190521-v3 [174]. Esses valores

podem ser observados na Tabela 3, que reúne os parâmetros principais dos sistemas binários

analisados.

Diante dessa limitação, desenvolveu-se um código computacional destinado a esti-

mar a frequência de pico para os demais eventos catalogados pelas colaborações LIGO e Virgo.

Esse código fundamenta-se em dois pilares teóricos principais: (i) a dinâmica relativı́stica de

sistemas binários compactos, (ii) a modelagem da frequência dos modos quasi-normais (QNMs)

do buraco negro resultante da fusão.

Após a fusão, parte da massa total do sistema binário é convertida em energia gra-

vitacional emitida sob a forma de ondas. Considerando os resultados de simulações numéricas

em relatividade geral (Pretorius, 2005 [175]; Campanelli et al., 2006 [176]), o código adota

uma perda de massa total de 5%, ou seja, assume-se uma eficiência de radiação gravitacional

ε = 0,5, simplificação alinhada com simulações numéricas de relatividade geral que indicam

perdas entre 3%− 5% para BBH (Blanchet, 2014) [177, 178]. Assim, a massa final do buraco
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Tabela 3 – Comparação de parâmetros fı́sicos dos eventos BBH selecionados.

Evento Massa 1 Massa 2 Massa Final Frequência de Pico Literatura Frequência de Pico

(M⊙) (M⊙) (M⊙) (Hz) (Hz)

GW150914-v3 35,6 30,6 62,89 150 154,09

GW151226-v2 13,7 7,7 20,33 420 476,67

GW170104-v2 30,8 20,0 48,26 160–199 200,80

GW170608-v3 11,0 7,6 17,67 453-610 548,42

GW170814-v3 30,6 25,2 53,01 155–203 182,81

GW190521-v3 95,3 69,0 156,09 60 62,09

Fonte: Dados calculados pelo autor e valores de referência dos catálogos GWTC-1, GWTC-2.1 e GWTC-
3.

negro remanescente é estimada por

Mfinal = (m1 +m2)(1− ε). (5.33)

A estimativa da frequência de pico do ringdown é baseada na modelagem do modo

quasi-normal fundamental com ℓ = m = 2, que domina a fase de relaxação do buraco negro

recém-formado. Para um buraco negro não rotante5, a frequência associada ao modo funda-

mental é dada por

fring =
c3

πGMfinal
, (5.34)

em que c é a velocidade da luz, G é a constante gravitacional e Mfinal é a massa corrigida do

buraco negro remanescente. Esta fórmula, extraı́da das soluções de perturbações da métrica

de Schwarzschild (Berti et al., 2006) [179], constitui uma aproximação válida na ausência de

informações sobre o spin do sistema.

Para compatibilizar as estimativas teóricas com os valores observacionais registra-

dos, o código computacional aplica um fator empı́rico de correção igual a 0,15, conforme in-

dicado por simulações numéricas da relatividade geral, como as de Berti et al. (2006) [179] e

Ajith et al. (2008) [180].

fpico = 0,15 · fring. (5.35)

Esse fator reflete a defasagem sistemática entre a frequência de pico observada no

espectro de energia gravitacional e a frequência do modo quasi-normal fundamental do bu-

raco negro recém-formado. Embora o anelamento (ringdown) seja dominado por modos quasi-

5Embora a maioria dos remanescentes de BBHs apresentem rotação não nula, a ausência de informações deta-
lhadas sobre o spin nos catálogos públicos justifica a adoção do modelo Schwarzschild como aproximação inicial.
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normais, a radiação gravitacional não é emitida de forma uniforme em torno dessa frequência.

Em vez disso, a maior parte da energia é irradiada de maneira mais eficiente em uma faixa

inferior, tipicamente entre 10% e 20% da frequência natural do sistema. Assim, o uso do fator

0,15 fornece uma aproximação realista para a frequência de pico observável, especialmente útil

na caracterização do sinal gravitacional durante a fase final da coalescência ajustaram-se os va-

lores estimados para faixas de frequência tı́picas da sensibilidade dos detectores LIGO/Virgo,

conforme indicado por Abbott et al. (2016) [29].

Essa correção considera não apenas a ausência de parâmetros de rotação nos dados

públicos disponibilizados, mas também as limitações instrumentais na detecção de componen-

tes de alta frequência do espectro gravitacional. Com isso, foram calculadas as frequências

de pico para as ondas gravitacionais analisadas, comparando-se os resultados obtidos com os

valores reportados na literatura e com a estimativa aproximada utilizada neste trabalho, con-

forme apresentado na Tabela 3. As estimativas da frequência de pico para todos os eventos

gravitacionais considerados nesta pesquisa encontram-se reunidas no Apêndice C.

Portanto, o código desenvolvido permite a obtenção sistemática de estimativas rea-

listas da frequência de pico para eventos de ondas gravitacionais que não possuem esse parâmetro

diretamente reportado na literatura. Esse procedimento é essencial para a análise subsequente

dos parâmetros do q-tripleto (qsen, qrel , qstat), uma vez que a frequência dominante constitui o

ponto de referência para a segmentação da série temporal e para a interpretação fı́sica do sinal

gravitacional em suas diferentes fases dinâmicas.

5.6 Dinâmica dos parâmetros utilizados nas análises de correlação

Antes de proceder às análises de correlação estatı́stica entre os ı́ndices do q-tripleto

e os parâmetros fı́sicos dos eventos de ondas gravitacionais, é fundamental explicitar a natureza

dinâmica das quantidades envolvidas. Os parâmetros analisados neste trabalho não devem ser

interpretados como meros descritores estatı́sticos, mas como grandezas que codificam proprie-

dades dinâmicas fundamentais associadas à evolução temporal do sistema e à sua sensibilidade

às condições iniciais.

No contexto da análise multifractal e da estatı́stica não extensiva de Tsallis, o expo-

ente de Hurst generalizado H(q) desempenha um papel central na caracterização das correlações

temporais da série analisada. Diferentemente do expoente de Hurst clássico, que descreve ape-

nas a persistência ou antipersistência global de um processo monofractal, o expoente H(q)

permite capturar a dependência das flutuações em diferentes ordens estatı́sticas, refletindo a

presença de estruturas multiescalares. Assim, a variação funcional de H(q) com o parâmetro

q fornece uma assinatura dinâmica da heterogeneidade temporal do sinal, estando diretamente

associada à presença de memória de longo alcance e à complexidade da dinâmica subjacente.



119

No que se refere ao ı́ndice estacionário qstat, este está associado ao regime estatı́stico

efetivo assumido pelas flutuações do sinal em condições quase-estacionárias. Esse ı́ndice carac-

teriza a forma das distribuições de probabilidade das amplitudes do sinal gravitacional, quan-

tificando o desvio em relação à estatı́stica Gaussiana clássica de Boltzmann-Gibbs. Valores de

qstat ̸= 1 indicam a presença de caudas longas, eventos extremos e heterogeneidade dinâmica,

frequentemente associadas a sistemas fora do equilı́brio e com correlações de longo alcance.

Nesse sentido, qstat fornece uma descrição estatı́stica complementar aos ı́ndices dinâmicos do

q-tripleto, refletindo o estado estacionário ou quase-estacionário das flutuações observadas.

De forma complementar, o ı́ndice de sensibilidade qsen pode ser interpretado como

uma generalização do expoente de Lyapunov no contexto de sistemas fracamente caóticos. En-

quanto o expoente de Lyapunov clássico quantifica a taxa exponencial de separação entre tra-

jetórias próximas no espaço de fases, o ı́ndice qsen descreve regimes nos quais essa separação

ocorre de forma subexponencial, tipicamente obedecendo a leis de potência. Esses regimes são

caracterı́sticos da borda do caos e estão intimamente relacionados à geometria multifractal do

atrator dinâmico. Dessa forma, qsen estabelece uma ponte conceitual entre a sensibilidade às

condições iniciais e a estrutura estatı́stica das flutuações temporais observadas no sinal gravita-

cional.

O ı́ndice de relaxação qrel, por sua vez, está associado à forma como grandezas

macroscópicas evoluem em direção a estados estacionários ou metaestáveis. No formalismo

não extensivo, esse ı́ndice descreve processos de relaxação não exponencial, frequentemente

observados em sistemas fora do equilı́brio termodinâmico e com interações efetivas de longo

alcance. No contexto das ondas gravitacionais, qrel pode ser interpretado como um indicador

da complexidade do processo de dissipação de energia e da reorganização dinâmica do sistema

após a coalescência, refletindo propriedades globais da evolução temporal do sinal.

Os parâmetros fı́sicos considerados nas análises de correlação, tais como a massa

final do sistema, a massa chirp e a frequência de pico de amplitude, não são tratados como

causas diretas dos valores assumidos pelos ı́ndices do q-tripleto. Em vez disso, essas grandezas

são interpretadas como proxies fı́sicos do regime dinâmico da coalescência binária, fornecendo

informações sobre a escala temporal caracterı́stica do evento, a intensidade da emissão gravita-

cional e o estágio dinâmico dominante do sistema. A correlação entre esses parâmetros fı́sicos

e os ı́ndices dinâmicos visa, portanto, identificar tendências globais e possı́veis associações en-

tre propriedades fı́sicas da fonte e regimes dinâmicos inferidos a partir da análise estatı́stica do

sinal.

Nesse sentido, as análises de correlação apresentadas nas seções subsequentes de-

vem ser compreendidas como ferramentas exploratórias, destinadas a investigar associações

estatı́sticas entre parâmetros dinâmicos e fı́sicos, sem implicar causalidade direta. Essa abor-
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dagem é particularmente adequada em sistemas complexos, nos quais múltiplos mecanismos

fı́sicos e dinâmicos coexistem e interagem de forma não linear. Assim, a combinação entre

análise dinâmica e correlação estatı́stica permite uma caracterização mais abrangente do com-

portamento dos sinais de ondas gravitacionais, integrando informações fı́sicas, estatı́sticas e

dinâmicas em um mesmo arcabouço interpretativo.

5.7 Correlação de Pearson

A análise da correlação entre variáveis quantitativas é uma ferramenta estatı́stica

fundamental utilizada para investigar se existe, e em que grau, uma relação de dependência li-

near entre dois conjuntos de dados. O coeficiente de correlação mais amplamente utilizado é o

coeficiente de correlação de Pearson (r), que mede a força e a direção da associação linear entre

duas variáveis contı́nuas [181]. Neste estudo, avaliou-se a existência de correlações lineares en-

tre os ı́ndices da estatı́stica não extensiva de Tsallis (qsen, qrel , qstat) e os parâmetros fı́sicos dos

sinais de ondas gravitacionais (OGs), tais como massa final, massa chirp e frequência de pico.

Para essa finalidade, aplicou-se o coeficiente de correlação de Pearson, que avalia a associação

linear entre duas variáveis contı́nuas.

5.7.1 Definição e interpretação

O coeficiente de correlação de Pearson, denotado por r, mede a força e a direção da

associação linear entre duas variáveis. Seu valor varia no intervalo [−1,1] sendo interpretado

da seguinte forma:

• r > 0: correlação positiva — à medida que uma variável aumenta, a outra também tende

a aumentar;

• r < 0: correlação negativa — à medida que uma variável aumenta, a outra tende a dimi-

nuir;

• r = 0: ausência de correlação linear.

Segundo a classificação proposta por Kuckartz et al. (2013) [181], a intensidade da

correlação pode ser avaliada conforme a Tabela 4:

Cabe ressaltar que o coeficiente de correlação de Pearson r não constitui uma métrica

no sentido matemático estrito, tampouco representa uma distância entre variáveis no espaço de

parâmetros. O valor de r quantifica exclusivamente a intensidade e a direção da associação

linear entre duas variáveis contı́nuas, não satisfazendo propriedades fundamentais de métricas,

como positividade definida ou desigualdade triangular.
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Tabela 4 – Interpretação da força da correlação baseada no valor de r.

Valor de r Interpretação da força da correlação

0,0 < |r|≤ 0,1 Correlação nula ou desprezı́vel

0,1 < |r|≤ 0,3 Correlação fraca

0,3 < |r|≤ 0,5 Correlação moderada

0,5 < |r|≤ 0,7 Correlação forte

0,7 < |r|≤ 1,0 Correlação muito forte

Fonte: (Adaptado de Kuckartz et al., 2013, p. 213) [181]

As classificações adotadas neste trabalho, correlação fraca, moderada, forte ou

muito forte, devem, portanto, ser compreendidas como convenções estatı́sticas amplamente uti-

lizadas na literatura, com caráter essencialmente interpretativo. Tais categorias visam apenas

facilitar a análise comparativa da força das associações observadas, não possuindo significado

geométrico ou fı́sico direto.

5.7.2 Aplicação no presente estudo

O cálculo do coeficiente de Pearson foi realizado para os seguintes pares de variáveis:

• (qsen, qrel , qstat) vs. Massa Final;

• (qsen, qrel , qstat) vs. Massa Chirp;

• (qsen, qrel , qstat) vs. Frequência de Pico.

Os dados empregados foram previamente tratados e organizados com base na média

dos ı́ndices extraı́dos dos detectores Hanford e Livingston, a fim de conferir maior robustez

estatı́stica às análises. A análise foi conduzida utilizando o pacote scipy.stats.pearsonr do

Python [182], que retorna o valor de r e o p-valor associado, o qual foi utilizado para inferência

estatı́stica.

5.7.3 Cálculo do coeficiente

O coeficiente de correlação de Pearson é calculado pela fórmula:

r =
∑(xi − x̄)(yi − ȳ)√

∑(xi − x̄)2 ·
√

∑(yi − ȳ)2
, (5.36)

onde xi e yi são os valores observados, e x̄ e ȳ são as respectivas médias amostrais.
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5.7.4 Teste de significância

A significância estatı́stica do coeficiente de correlação de Pearson foi avaliada por

meio de um teste de hipótese bilateral, com o objetivo de verificar se a associação observada

entre duas variáveis é estatisticamente diferente de zero [181].

As hipóteses formuladas foram:

• Hipótese nula H0: r = 0 (ausência de correlação linear significativa);

• Hipótese alternativa H1: r ̸= 0 (presença de correlação linear significativa).

A estatı́stica de teste t associada ao coeficiente de correlação é dada por:

t =
r ·
√

n−2√
1− r2

, (5.37)

r é o coeficiente de correlação de Pearson, e n é o número de pares de observações válidas.

Essa estatı́stica segue uma distribuição t de Student com n− 2 graus de liberdade

sob a hipótese nula. Uma vez calculado o valor da estatı́stica t, obtém-se o p-valor associado

por meio da função de distribuição acumulada (CDF) da distribuição t [183]

p = 2∗ [1−Ft (|t|; ν = n−2)] , (5.38)

onde Ft(|t|; ,ν) representa a probabilidade acumulada da distribuição t até o valor |t|, com ν =

n−2 graus de liberdade. O fator 2 é aplicado em razão do teste ser bicaudal.

Valores de p < 0,05 foram considerados estatisticamente significativos, indicando

evidência suficiente para rejeitar a hipótese nula e, portanto, confirmar a existência de uma

correlação linear entre as variáveis analisadas [184].

A aplicação do coeficiente de correlação de Pearson pressupõe que as variáveis en-

volvidas sejam quantitativas contı́nuas e que apresentem uma distribuição aproximadamente

normal. No presente estudo, embora os ı́ndices q da estatı́stica não extensiva e as variáveis

fı́sicas analisadas sejam quantitativos, a hipótese de normalidade não foi rigorosamente verifi-

cada. Diante dessa limitação, os resultados obtidos com Pearson foram complementados pela

análise do coeficiente de Spearman [185].

5.7.5 Complemento com regressão linear

A fim de complementar a análise de correlação, foram ajustados modelos de re-

gressão linear simples para os pares de variáveis que apresentaram correlação estatisticamente

significativa (p < 0,05) segundo o teste de Pearson [181]. A regressão linear permite não ape-

nas verificar a tendência entre duas variáveis contı́nuas, mas também quantificar a variação da
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variável dependente explicada pela variável independente, por meio do coeficiente de determina-

ção R2 [186].

5.7.5.1 Modelo matemático

O modelo de regressão linear simples é definido pela equação:

y = β0 +β1x+ ε, (5.39)

onde:

• y é a variável dependente (neste estudo, um dos ı́ndices q: qstat, qsen, ou qrel);

• x é a variável independente (parâmetros fı́sicos: massa final, massa Chirp ou frequên-cia

de pico);

• β0 é o intercepto, ou seja, o valor estimado de y quando x = 0;

• β1 é o coeficiente angular (ou inclinação da reta), que representa a variação média de y a

cada unidade de incremento em x;

• ε é o termo de erro aleatório, assumido com distribuição normal e média zero.

A estimação dos parâmetros β0 e β1 é feita pelo método dos mı́nimos quadrados

ordinários (MQO), que minimiza a soma dos quadrados dos resı́duos [187]

Soma dos resı́duos =
n

∑
i=1

(yi − ŷi)
2, (5.40)

onde ŷi = β0 +β1xi é o valor ajustado pelo modelo para a observação i.

5.7.5.2 Coeficiente de determinação R2

Uma das métricas mais importantes na análise de regressão é o coeficiente de determi-

nação, denotado por R2 [188]

R2 = 1− ∑(yi − ŷi)
2

∑(yi − ȳ)2 . (5.41)

Este valor representa a fração da variância total da variável dependente y que é

explicada pela variável independente x. Seu valor varia entre 0 e 1:

R2 ∼ 1 indica forte capacidade preditiva do modelo;

R2 ∼ 0 indica que o modelo não explica a variação de y.
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5.7.5.3 Aplicação ao presente estudo

Os modelos de regressão foram aplicados às seguintes relações estatisticamente sig-

nificativas:

qsen ∼ Massa Final;

qsen ∼ Massa Chirp;

qsen ∼ Frequência de Pico;

qrel ∼ Massa Chirp.

A análise permitiu identificar associações estatı́sticas entre os ı́ndices do q-tripleto e

variáveis fı́sicas dos eventos. Em particular, observou-se uma tendência de diminuição do ı́ndice

(qsen) com o aumento da massa do sistema. Tal comportamento sugere uma possı́vel redução

da sensibilidade dinâmica em sistemas binários mais massivos; entretanto, essa associação deve

ser interpretada com cautela.

Cabe destacar que a massa do sistema pode atuar como um indicador indireto para

outras grandezas relevantes, notadamente a razão sinal-ruı́do (SNR), que influencia diretamente

a qualidade estatı́stica da série temporal analisada. Assim, a correlação observada entre (qsen) e

a massa pode refletir, ao menos em parte, efeitos associados à variação da SNR entre os eventos

considerados, não implicando necessariamente uma relação causal direta entre essas grandezas.

Além disso, os gráficos de dispersão acompanhados das linhas de tendência ajus-

tadas oferecem uma visualização clara da natureza da relação (direta ou inversa) e do grau de

dispersão dos dados em torno da reta de regressão.

5.7.5.4 Significância estatı́stica

Para cada modelo, foi testada a hipótese nula de que β1 = 0 (ausência de efeito de

x sobre y). O teste t associado e os respectivos p-valores permitiram avaliar a significância dos

coeficientes. Relações com p < 0,05 foram consideradas estatisticamente significativas, o que

justifica a interpretação das tendências e o uso do R2 como métrica de explicação.

5.8 Correlação de Spearman

O coeficiente de Spearman é uma medida não paramétrica que avalia a força e

direção de relações monotônicas, independentemente de sua linearidade. Diferentemente da

correlação de Pearson, que quantifica exclusivamente relações lineares sob pressupostos de

normalidade, o coeficiente de Spearman baseia-se na ordenação (ranks) dos dados. Por essa

razão, é ideal para identificar padrões de dependência que não necessariamente obedecem a

uma estrutura linear [181].
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5.8.1 Fundamentos teóricos e interpretação

O coeficiente de correlação de Spearman, denotado por ρ , varia no intervalo [−1,1]

e é interpretado da seguinte forma:

• ρ > 0: associação monotônica positiva — à medida que uma variável aumenta, a outra

também tende a aumentar;

• ρ < 0: associação monotônica negativa — à medida que uma variável aumenta, a outra

tende a diminuir;

• ρ = 0: ausência de correlação monotônica.

A força da correlação pode ser lida em uma Tabela 5.

Tabela 5 – Classificação da força da correlação pelo coeficiente ρ .

Valor de ρ Força da correlação

0,0 < |ρ|≤ 0,1 Nenhuma correlação

0,1 < |ρ|≤ 0,3 Baixa correlação

0,3 < |ρ|≤ 0,5 Correlação média

0,5 < |ρ|≤ 0,7 Alta correlação

0,7 < |ρ|≤ 1,0 Correlação muito alta

Fonte: (Adaptado de Kuckartz et al., 2013, p. 213) [181]

Os Valores negativos (−1,0 ≤ r < 0) indicam correlação inversa com mesma mag-

nitude.

Matematicamente, ρ é definido como o coeficiente de correlação de Pearson apli-

cado às classificações (ranks) das observações:

ρ = rPearson(rg(X), rg(Y )), (5.42)

onde rg(X) e rg(Y ) representam os vetores de postos (ranks) das variáveis X e Y . Quando não

há empates nas observações, uma forma alternativa e simplificada da equação é:

ρ = 1− 6∑d2
i

n(n2 −1)
, (5.43)

sendo di a diferença entre os postos das observações para cada par (xi,yi) e n o número de pares

de dados.

Dado que não pressupõe normalidade na distribuição das variáveis, a correlação

de Spearman [189] é particularmente útil em contextos onde os dados apresentam variabilidade

não gaussiana ou relações não lineares, situação comum em sinais reais de ondas gravitacionais.
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5.8.2 Testando a significância dos coeficientes de correlação

Calculamos o coeficiente de correlação para os dados da amostra. Agora podemos

testar se o coeficiente de correlação é significativamente diferente de 0.

A hipótese nula e a hipótese alternativa são as seguintes:

• Hipótese nula: o coeficiente de correlação ρ = 0 (Não há correlação);

• Hipótese alternativa O coeficiente de correlação ρ ̸= 0 (Existe uma correlação).

É possı́vel testar se o coeficiente de correlação é significativamente diferente de

zero, com base na amostra coletada, usando um teste t.

t =
ρ ∗

√
n−2√

1−ρ2
, (5.44)

onde ρ é o coeficiente de correlação e n é o tamanho da amostra. Um valor de p pode então

ser calculado a partir da estatı́stica de teste t [190]. Se o valor de p for menor que o nı́vel de

significância especificado (geralmente 5%), a hipótese nula é rejeitada; caso contrário, não.

5.8.3 Aplicação no presente estudo

Neste trabalho, o coeficiente de Spearman foi empregado como estratégia comple-

mentar à correlação de Pearson, com o objetivo de verificar se as associações entre os ı́ndices

da estatı́stica não extensiva de Tsallis (qsen, qrel, qstat) e os parâmetros fı́sicos caracterı́sticos dos

sinais de ondas gravitacionais (massa final, massa chirp e frequência de pico) persistem mesmo

quando a hipótese de linearidade é relaxada.

Foram examinadas as seguintes combinações:

• qstat,qsen,qrel versus Massa Final;

• qstat,qsen,qrel versus Massa Chirp;

• qstat,qsen,qrel versus Frequência de Pico.

Os valores de ρ e seus respectivos valores de significância estatı́stica (p-valores) fo-

ram calculados utilizando a função scipy.stats.spearmanr, presente na biblioteca cientı́fica

SciPy. Resultados com p < 0,05 foram considerados estatisticamente significativos, em con-

formidade com os critérios usuais de inferência.
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5.8.4 Justificativa para o uso da correlação de Spearman no presente contexto

A adoção do coeficiente de Spearman se mostra particularmente pertinente neste

estudo por três razões principais:

1. Robustez frente à não normalidade: as variáveis analisadas não foram submetidas a

transformações que garantam distribuição gaussiana, sendo o Spearman mais adequado

nessas condições;

2. Capacidade de detectar dependências não lineares: o coeficiente de Spearman permite

capturar relações monotônicas mesmo quando não há proporcionalidade linear estrita;

3. Validação cruzada dos achados: a comparação entre os coeficientes de Pearson e Spe-

arman contribui para aferir a natureza da dependência entre variáveis e reforça a solidez

das inferências estatı́sticas.

Dessa forma, a utilização conjunta dos dois coeficientes de correlação enriquece a

análise estatı́stica, permitindo distinguir entre dependências estritamente lineares e associações

monotônicas complexas, o que é especialmente relevante em contextos de sistemas dinâmicos

não lineares, como os descritos pelas OGs.

A abordagem estatı́stica adotada permite a identificação refinada de relações entre

variáveis fı́sicas e ı́ndices de complexidade, consolidando o uso da estatı́stica não extensiva de

Tsallis como ferramenta eficaz na caracterização de sinais astrofı́sicos.

A metodologia desenvolvida neste trabalho foi implementada de forma totalmente

reprodutı́vel, utilizando linguagens e bibliotecas cientı́ficas de código aberto. As rotinas princi-

pais foram desenvolvidas em Python (versão 3.11), com suporte das bibliotecas NumPy, Pandas,

SciPy e GWpy, e complementadas por scripts auxiliares em MATLAB R2016b para análise

multifractal (MF-DFA) e extração de espectros f (α). Todos os códigos foram modularizados

em três blocos funcionais pré-processamento dos dados, extração dos ı́ndices (qstat ,qsen,qrel) e

análises de correlação estatı́stica (Pearson e Spearman), de forma a assegurar rastreabilidade e

consistência entre as etapas.

Para garantir transparência e reprodutibilidade dos resultados, o conjunto com-

pleto de scripts, dados de entrada e exemplos de execução foi disponibilizado em um repo-

sitório público do GitHub6 (licença MIT). O repositório contém instruções detalhadas de de-

pendências, parâmetros de execução e ambiente virtual de software, de modo que outros pes-

quisadores possam reproduzir integralmente os resultados apresentados nesta tese.

6Disponı́vel em: ⟨https://github.com/cleovieira/Tsallis-GW150914⟩

https://github.com/cleovieira/Tsallis-GW150914
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A estrutura geral da metodologia adotada é sintetizada no fluxograma da Figura 21,

que ilustra de forma integrada as três principais etapas do processo analı́tico, desde o pré-

processamento das séries temporais h(t) até a extração dos ı́ndices não-extensivos e a análise

de correlações estatı́sticas entre os parâmetros obtidos.

Figura 21 – Fluxograma geral da metodologia de análise das ondas gravitacionais, destacando
as etapas de pré-processamento, extração dos ı́ndices q e análise de correlação estatı́stica.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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6 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Neste capı́tulo, são apresentados e discutidos os principais resultados obtidos a par-

tir da análise estatı́stica não extensiva aplicada às séries temporais de ondas gravitacionais detec-

tadas pelo LIGO. Como estudo de caso inicial, foi analisado o evento GW150914, selecionado

em função da alta qualidade do sinal e da ampla caracterização fı́sica disponı́vel na literatura.

A investigação foi conduzida em três frentes principais: (i) análise do comportamento temporal

bruto do sinal h(t) nos detectores de Hanford e Livingston; (ii) caracterização estatı́stica do

sinal por meio dos ı́ndices q da teoria não extensiva de Tsallis, com foco nos parâmetros qstat,

qsen e qrel; e (iii) exploração das relações entre esses ı́ndices e os parâmetros fı́sicos dos siste-

mas binários de buracos negros (BBH), como massa final, massa chirp e frequência de pico. O

objetivo é investigar a natureza estatı́stica e multiescalar do sinal gravitacional, evidenciando

sua complexidade e comportamento fora do equilı́brio.

6.1 Análise temporal preliminar do evento GW150914

Como ponto de partida da análise, considerou-se o evento GW150914, com o ob-

jetivo de investigar o comportamento temporal da série h(t) registrada nos detectores do LIGO

Hanford (H1) e Livingston (L1).

Os interferômetros do LIGO são instrumentos que operam no domı́nio do tempo,

registrando as variações diferenciais no comprimento de seus “braços” causadas pela passa-

gem de uma onda gravitacional. A saı́da primária de cada detector é um único fluxo de dados

temporal conhecido como strain, representado por h(t), que expressa a deformação relativa do

espaço-tempo.

Após o pré-processamento espectral, que incluiu a aplicação de filtros passa-banda e

rejeita-faixa (bandpass e notch), os sinais foram analisados com uma frequência de amostragem

de 16 kHz. A Figura 22 apresenta os sinais resultantes para ambos os detectores, evidenciando

o perfil caracterı́stico de chirp associado ao evento GW150914.

Observa-se um aumento progressivo da amplitude do sinal a partir de aproximada-

mente 0,30 s dentro da janela temporal analisada, seguido de uma intensificação rápida até cerca

de 0,42 s, instante que marca a região final do evento. Esse comportamento é compatı́vel com

a fase final da coalescência de um sistema binário de buracos negros. Essa evolução temporal é

acompanhada por um aumento contı́nuo da frequência instantânea, atingindo valores da ordem

de 150 Hz, em concordância com os resultados reportados na literatura para o GW150914.

Para alinhar os sinais dos dois interferômetros, considerou-se o atraso de chegada
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Figura 22 – Sinais de strain observados nos detectores Hanford (cinza) e Livingston (preto),
ambos filtrados por técnicas bandpass e notch. O sinal de Hanford foi deslocado em 6,9 ms e
invertido em fase (−h). A duração visı́vel do sinal é de aproximadamente 0,2 segundos.
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Fonte: Silva [191].

do sinal ao detector de Hanford. Como os detectores estão separados por cerca de 3000 km,

e as ondas gravitacionais propagam-se à velocidade da luz (c), há um atraso de 6,9 milisse-

gundos entre a chegada do sinal em Livingston (primeiro) e Hanford (depois). Assim, o sinal

de Hanford foi deslocado retroativamente em 6,9 ms para sincronizar temporalmente com o de

Livingston.

Adicionalmente, o sinal de Hanford foi invertido em fase (−h), uma vez que os

detetores possuem orientações fı́sicas diferentes em relação à direção de propagação da onda

gravitacional. Essa diferença pode resultar em sinais com fases opostas, exigindo a inversão

para permitir uma comparação direta e visual entre os sinais.

Ressalta-se que a eventual inversão de fase dos sinais foi realizada exclusivamente

para fins de alinhamento e comparação visual entre os detectores, sendo aplicada apenas quando

necessária, em função da orientação geométrica relativa dos interferômetros e da polarização

dominante da onda gravitacional. Esse procedimento não altera as propriedades estatı́sticas dos

sinais analisados, nem impacta a estimativa dos ı́ndices do q-tripleto, uma vez que as metodo-

logias empregadas são invariantes sob a transformação hH(t)→−hH(t).

Após essas correções, torna-se evidente a semelhança entre os sinais capturados por

ambos os detectores, reforçando a confiabilidade da detecção e a coerência fı́sica da interpretação
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do evento GW150914.

6.2 Estado estacionário representado pelo ı́ndice entrópico (qstat)

A função de distribuição de probabilidade (PDF) utilizada neste estudo segue a

forma q-Gaussiana, apresentada na Equação 5.3, e descreve estados metaestáveis ou quase-

estacionários caracterizados pelo parâmetro entrópico (qsta) [13, 20]. Para determinar esse

parâmetro, a série temporal h(t) do evento GW150914 foi submetida ao processo de extração

de incrementos multiescalares conforme

∆h(t,τ) = h(t + τ)−h(t), (6.1)

com τ = 2n, onde n ∈ R. A escolha dessa progressão geométrica visa capturar informações

multiescalares, o que inclui a frequência de pico observada no evento GW150914 é (∼ 150 Hz).

A frequência de pico em torno de 150 Hz corresponde a um momento intermediário da fusão,

quando os buracos negros estão em órbita muito próxima e acelerando rapidamente, emitindo

ondas gravitacionais com essa frequência caracterı́stica. Essa fase dura cerca de 0,2 segundos e

representa a fase final da espiralização antes da fusão propriamente dita [29].

Cada distribuição de incrementos ∆h(t,τ) foi normalizada e ajustada numerica-

mente por uma função q-Gaussiana por meio de regressão não linear com o algoritmo de

Levenberg-Marquardt [152, 153]. Esse ajuste permitiu obter o valor ideal do parâmetro q que

melhor descreve a distribuição empı́rica observada.

A Figura 23 apresenta os ajustes das distribuições empı́ricas de ∆h(t,τ), para τ =

64, com os dados filtrados dos detectores LIGO de Hanford e Livingston. Os pontos repre-

sentam os dados normalizados da série temporal; as curvas contı́nuas indicam os ajustes q-

Gaussianos, enquanto as curvas tracejadas representam a comparação com a Gaussiana tradici-

onal (q = 1).

Para o detector de Hanford (H1), o ajuste revelou q = 1,379 com desvio padrão

σ = 0,0556. Já para Livingston (L1), obteve-se q = 1,335 com σ = 0,0342. Em ambos os

casos, as caudas da distribuição são melhor descritas pela q-Gaussiana, superando claramente

a estatı́stica de Boltzmann-Gibbs. Os resı́duos confirmam a qualidade do ajuste, sem padrões

sistemáticos.

Para caracterizar a dependência do parâmetro q com a escala temporal, realizou-se

uma análise em múltiplos valores de τ abrangendo desde 1 até 1024, com incrementos não

uniformes. Para facilitar a interpretação, as escalas temporais foram convertidas em frequência

via

f =
1

τ ∗δ t
, (6.2)
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Figura 23 – Distribuições das flutuações multiescalares da onda GW150914 para τ = 64 nos
detectores LIGO de Hanford e Livingston.

Fonte: Elaborada pelo autor.

onde δ t ∼ 61µs representa a cadência da amostragem. A Figura 24 apresenta a evolução

do parâmetro (qstat) em função da frequência (painel superior), e o espectro de amplitude da

deformação h(t) (painel inferior).

A Figura 24 apresenta a evolução do ı́ndice estacionário (qstat) em função da escala

temporal, expressa de forma equivalente pela frequência relativa do sinal, para os detectores

LIGO de Hanford e Livingston. As barras de erro e as bandas sombreadas correspondem aos

intervalos de confiança de 95%1, refletindo a incerteza estatı́stica associada à estimativa de

(qstat) em cada escala analisada. Essas regiões permitem avaliar a significância dos desvios em

relação ao valor extensivo q = 1, caracterı́stico da estatı́stica de Boltzmann–Gibbs.

Embora os sinais tenham sido submetidos a procedimentos de filtragem espectral

e pré-processamento, tais etapas reduzem significativamente o ruı́do instrumental, mas não o

eliminam completamente. Dessa forma, permanece uma contribuição residual de ruı́do cuja

influência varia com a escala temporal e a frequência analisadas

Observa-se que, nas escalas dominadas pelo sinal astrofı́sico, isto é, nos intervalos

em que a contribuição da onda gravitacional é significativamente superior à do ruı́do instru-

mental residual, tipicamente associados a frequências abaixo de aproximadamente ∼ 100 Hz, o

ı́ndice (qstat) assume valores maiores que a unidade, alcançando valores superiores a 1,5 e, em

alguns intervalos, próximos de 2,0 no detector de Hanford. Esses valores indicam distribuições

com caudas pesadas, evidenciando um regime estatı́stico não gaussiano associado à dinâmica

fora do equilı́brio do sistema binário em coalescência.

Em contrapartida, nas escalas correspondentes a frequências mais elevadas, acima

de aproximadamente ∼ 200 Hz, onde o sinal passa a ser progressivamente dominado pelo ruı́do

1Os intervalos de confiança de 95% indicam que, sob repetição do procedimento de estimação adotado, espera-
se que aproximadamente 95% dos intervalos assim construı́dos contenham o valor verdadeiro do parâmetro esti-
mado, refletindo a incerteza estatı́stica associada à amostra finita do sinal.
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Figura 24 – Painel superior: Evolução do ı́ndice entrópico (qstat) em função da frequência re-
lativa para os detectores LIGO de Hanford e Livingston. As bandas sombreadas representam
os intervalos de confiança de 95% associados à estimativa de (qstat) em cada escala, enquanto
as curvas tracejadas indicam tendências suavizadas obtidas por ajuste polinomial. A linha hori-
zontal q = 1 corresponde ao caso extensivo da estatı́stica de Boltzmann–Gibbs. Painel inferior:
Espectro de amplitude da deformação h(t) para o evento GW150914.

Fonte: Elaborada pelo autor.

de fundo residual dos detectores, (qstat) tende a se aproximar de 1, indicando um comporta-

mento estatı́stico compatı́vel com ruı́do aproximadamente gaussiano. Essa transição entre re-

gimes reforça a interpretação de que os desvios de extensividade observados estão diretamente

associados às regiões do sinal com maior conteúdo fı́sico astrofı́sico.

A dependência do parâmetro (qstat) em relação à frequência revela a natureza mul-

tiescalar e não extensiva do sinal gravitacional. Em especial, as flutuações intensas de baixa

frequência revelam um regime estatı́stico multifractal que escapa às ferramentas tradicionais
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da estatı́stica clássica, uma conclusão fundamentada e suportada pelas observações. Vale notar

que a escolha de uma escala de referência correspondente à frequência de pico (∼ 150 Hz) para

cálculo preciso de (qstat) é justificável, pois esse ponto marca fisicamente a máxima emissão de

energia (momento imediatamente antes da fusão dos buracos negros) e estatisticamente onde a

coerência entre os detectores é maior.

Os valores do qstat(150Hz)∼ 1,47 (Hanford) e 1,43 (Livingston), significativamente

maiores que 1, o que confirma quantitativamente a presença de distribuição não-gaussiana no

pico do evento. Esses valores reforçam a hipótese de um regime não extensivo subjacente à

dinâmica da fusão.

6.2.1 Análise do ı́ndice estacionário (qstat) nos sinais gravitacionais

A análise gráfica do catálogo de eventos revela, analisar o Apêndice D, uma tendên-

cia sistemática no comportamento do ı́ndice (qstat), estimado a partir das distribuições multies-

calares dos sinais de deformação h(t). Em particular, observa-se que:

• Valores de (qstat > 1) são recorrentes na maioria dos eventos analisados, indicando um

desvio significativo da estatı́stica extensiva de Boltzmann-Gibbs (q = 1) e apontando para

a predominância de distribuições com caudas pesadas. Este comportamento é tı́pico de

sistemas fı́sicos que apresentam flutuações intermitentes, forte correlação de longo al-

cance e estruturas dinâmicas não lineares.

Este regime estatı́stico não extensivo está intrinsecamente associado à complexi-

dade da dinâmica astrofı́sica envolvida na geração das ondas gravitacionais, particularmente

nos eventos de coalescência de sistemas binários de buracos negros (BBH). Tais sistemas ope-

ram sob condições extremas de energia, curvatura espaço-tempo e não linearidade gravitacional,

resultando na emissão de sinais altamente complexos e não estacionários.

A recorrência de (qstat) significativamente superior à unidade permite uma interpreta-

ção fı́sica consistente:

• As ondas gravitacionais analisadas são produtos de processos dinâmicos transientes, do-

minados por mecanismos de aceleração intensa, fusão e relaxação gravitacional de objetos

compactos com massas e spins variados. Este processo é caracterizado por um aumento

monotônico da frequência e da amplitude do sinal, fenômeno conhecido como chirp, se-

guido por um amortecimento abrupto na fase de ringdown;

• O fato de (qstat > 1) refletir a presença de caudas pesadas nas distribuições é uma as-

sinatura clara de que as séries temporais h(t) apresentam comportamento multifractal,

intermitente e não gaussiano. Este cenário é incompatı́vel com a hipótese de equilı́brio
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térmico ou de ergodicidade global, pressupostos fundamentais da mecânica estatı́stica

clássica;

• Consequentemente, os sistemas analisados parecem evoluir em estados metaestáveis, go-

vernados por uma dinâmica espaço-temporal altamente complexa, na qual o formalismo

da estatı́stica não extensiva de Tsallis oferece uma descrição mais adequada. Este forma-

lismo captura, de maneira consistente, os efeitos de não aditividade, memória de longo

alcance e ocupação não uniforme do espaço de fases, caracterı́sticas tipicamente observa-

das em sistemas autogravitantes e caóticos.

Portanto, os resultados obtidos consolidam a hipótese de que as ondas gravitacionais

provenientes de coalescências de BBH não podem ser plenamente descritas sob o paradigma da

estatı́stica extensiva. Ao contrário, elas exigem uma abordagem generalizada, na qual os ı́ndices

do q-tripleto, em particular, (qstat) tornam-se parâmetros fundamentais para a compreensão das

propriedades dinâmicas, estatı́sticas e estruturais desses sistemas astrofı́sicos extremos.

6.3 Estado de sensibilidade para o ı́ndice entrópico (qsen)

Para a obtenção do parâmetro (qsen), utilizou-se o espectro multifractal f (α) pre-

viamente obtido a partir da série temporal da deformação gravitacional h(t), conforme o pro-

cedimento metodológico descrito na Seção 5.4.4. Inicialmente, a série foi transformada em

incrementos multiescalares ∆h(t,τ), com τ = 2n escalas de modo a capturar a dinâmica multi-

escalar relevante do evento GW150914.

A análise multifractal foi conduzida por meio do método MF-DFA, a partir do

qual se obtiveram os expoentes de Hurst generalizados h(q) e o espectro multifractal f (α).

O parâmetro (qsen) foi então estimado a partir das propriedades geométricas do espectro mul-

tifractal, em particular por meio da largura e da assimetria de f (α), conforme discutido na

literatura sobre estatı́stica não extensiva e sistemas multifractais.

Essa relação permite uma interpretação geométrica da distribuição das flutuações

ao longo de diferentes escalas. Os valores obtidos para a série temporal h(t) associada ao

evento GW150914 revelam uma estrutura multifractal bem definida no intervalo de escalas

caracterı́stico do sinal. Os pares (αi, fi) correspondentes aos detectores de Hanford (H1) e

Livingston (L1) são apresentados, respectivamente, nas Figuras 25 e 26.

No caso do detector de Hanford (H1), Figura 25, observa-se que o espectro multi-

fractal f (α) apresenta um intervalo significativo de expoentes de Hölder, variando de αmin =

0,4982 ± 0,0031 até αmax = 1,0144 ± 0,0029, caracterizando um comportamento autentica-

mente multifractal da série temporal analisada. Essa dispersão reflete a coexistência de regiões
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Figura 25 – Painel superior: Espectro multifractal f (α) em função do expoente de Hölder α ,
obtido a partir da série temporal do evento GW150914 registrado pelo detector LIGO-Hanford
(H1). A curvatura acentuada e assimétrica do espectro revela a forte multifractalidade do sinal.
Painel inferior: Expoente de escala τ(q) em função do momento estatı́stico q, no intervalo
q ∈ [−5,5] com passo de 0,2. A não linearidade de τ(q) indica a presença de múltiplas escalas
de flutuação.

Fonte: Elaborado pelo autor.

com flutuações suaves e abruptas, evidenciando a heterogeneidade dinâmica do sinal gravitaci-

onal. Para o caso particular de q = 2, o expoente de Hurst generalizado obtido foi h(2) = H =

0,6145± 0,0357, sugerindo persistência temporal, ou seja, uma tendência de que flutuações

positivas (ou negativas) sejam seguidas por flutuações do mesmo sinal, caracterı́stica tı́pica de

processos correlacionados em sistemas complexos.

Resultados análogos são observados para o detector de Livingston (L1), Figura 26,

cujo espectro multifractal também exibe ampla variação dos expoentes de Hölder, com αmin =

0,452107±0,001288 e αmax = 1,334634±0,005536. O expoente de Hurst generalizado para

q = 2 foi estimado como h(2) = H = 0,584160±0,034798, igualmente indicando persistência

temporal. A concordância qualitativa entre os resultados de Hanford e Livingston reforça a

robustez da multifractalidade observada e sugere que tal comportamento reflete propriedades

intrı́nsecas da dinâmica da onda gravitacional, e não efeitos locais ou puramente instrumentais.
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Figura 26 – Painel superior: Espectro multifractal f (α) em função do expoente de Hölder
α , obtido a partir da série temporal do evento GW150914 registrada pelo detector LIGO-
Livingston (L1). Painel inferior: Expoente de escala τ(q) em função do momento estatı́stico q.
Ambos os gráficos revelam a presença de estrutura multifractal robusta.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A simetria e a largura dos espectros multifractais obtidos a partir dos dados dos

detectores Hanford (H1) e Livingston (L1) indicam que as caracterı́sticas multifractais obser-

vadas não se originam unicamente de ruı́do instrumental ou local, mas refletem propriedades

intrı́nsecas da dinâmica da onda gravitacional associada ao evento GW150914.

A complexidade dessas séries temporais pode ser quantificada pela largura do es-

pectro multifractal, ∆α , definida como a diferença entre os valores extremos dos expoentes de

Hölder

∆α = αmax −αmin,

onde αmin e αmax representam, respectivamente, as flutuações mais intensas e mais suaves do

sinal. Essa métrica fornece uma estimativa da diversidade de singularidades locais na série

temporal, servindo como indicador da complexidade dinâmica do sistema.

Nos casos em que ∆α apresenta valores reduzidos, a série tende a se comportar de

maneira mais uniforme, caracterı́stica tı́pica de processos monofractais. Em contrapartida, uma
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largura elevada do espectro multifractal indica a presença de uma ampla gama de comporta-

mentos locais, compatı́vel com a existência de múltiplos mecanismos dinâmicos atuando em

diferentes escalas temporais, um traço marcante de sistemas multifractais.

A função f (α), da qual se extrai ∆α , é obtida por meio da transformada de Legendre

da função de escala τ(q) e é sensı́vel às variações de crescimento das flutuações para diferentes

ordens q. A curvatura e a assimetria dessa função oferecem informações adicionais sobre a

predominância relativa de flutuações suaves ou abruptas.

Em sistemas monofractais ideais, espera-se que ∆α = 0, ou seja, uma dependência

linear entre τ(q) e q. No entanto, conforme ilustrado nas Figuras 25 e 26, os espectros ob-

tidos para os dados de Hanford e Livingston apresentam larguras de ∆α = 0,5161± 0,0043

e ∆α = 0,8625± 0,0076, respectivamente. Tais valores evidenciam um grau elevado de he-

terogeneidade temporal, consistente com assinaturas complexas originadas por processos não

lineares e fora do equilı́brio, que se manifestam por meio de múltiplas escalas de flutuação.

De modo geral, quando um conjunto fractal é homogêneo, ele é caracterizado por

uma única dimensão fractal e um único expoente de escala. No presente estudo, os espectros

multifractais f (α) calculados para os dados do evento GW150914 exibiram um amplo inter-

valo de expoentes de Hölder ∆α , o que confirma o caráter multifractal das séries temporais

analisadas. Esse comportamento indica a presença de correlações de longo alcance e flutuações

dinâmicas estruturadas, reforçando a complexidade e a natureza fora do equilı́brio do sistema

gravitacional.

Adicionalmente, estudos anteriores sobre sistemas dissipativos não lineares estabe-

leceram uma relação analı́tica entre os extremos do espectro multifractal f (α) e o ı́ndice (qsen),

este último associado à sensibilidade às condições iniciais no contexto da mecânica estatı́stica

não extensiva de Tsallis. Essa relação, validada tanto analiticamente quanto empiricamente em

diversos sistemas fı́sicos, incluindo turbulência, dinâmica caótica, plasmas espaciais e até redes

complexas, é expressa matematicamente pela seguinte equação

qsen = 1− αmin ·αmax

αmax −αmin
(6.3)

Com base nos valores extraı́dos do espectro multifractal f (α) para o evento gra-

vitacional GW150914, estimaram-se os seguintes valores para Hanford (H) e Livingston (L)

respetivamente para o ı́ndice de sensibilidade (qsen) nos dois detectores

{qsen}H = 0,0208±0,0085, {qsen}L = 0,2761±0,0101.

Esses valores confirmam a presença de uma sensibilidade subexponencial às condi-

ções iniciais (qsen < 1), caracterı́stica tı́pica de sistemas dinâmicos situados na borda do caos.
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Tal comportamento é indicativo de regimes intermediários entre ordem e desordem, nos quais

coexistem flutuações suaves e abruptas em múltiplas escalas.

O resultado obtido é compatı́vel com valores reportados na literatura para sinais

reais que exibem comportamento crı́tico e multifractal, tais como séries financeiras (Mandelbrot

et al., 1997) [192], regimes turbulentos (Muzy et al., 1993; Frisch, 1995) [148,193] e fenômenos

geofı́sicos complexos (Lovejoy & Schertzer, 2013) [194].

Os valores estimados para o ı́ndice (qsen) em função da frequência de pico são apre-

sentados na Figura 27, tanto para os dados do detector de Hanford (H1) quanto para os de

Livingston (L1), considerando diferentes escalas temporais associadas aos parâmetros τ = 2n.

Figura 27 – Valores do ı́ndice de sensibilidade às condições iniciais (qsens) em função da
frequência, derivados do espectro multifractal f (α) do evento GW150914, para os detectores
LIGO de Hanford (H1) e Livingston (L1). As curvas sólidas representam os valores estimados
de (qsens), enquanto as bandas sombreadas correspondem aos intervalos de confiança estatı́stica
(95%) associados à estimativa em cada escala. A linha tracejada horizontal indica o valor ex-
tensivo q = 1.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 27 apresenta a variação do ı́ndice de sensibilidade a condições iniciais

(qsen) em função da frequência, obtido a partir do espectro multifractal f (α) do sinal gravitaci-

onal registrado pelos detectores para o evento GW150914. As curvas correspondentes aos de-

tectores de Hanford (cinza) e Livingston (preto) exibem uma tendência crescente de (qsen) com

o aumento da frequência, aproximando-se gradualmente de q = 1, o que indica uma transição

de um regime de dinâmica complexa e intermitente (nas baixas frequências) para um compor-

tamento mais regular e quase extensivo (nas altas frequências).
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Os resultados mostrados indicam uma dependência clara de qsen com a frequência,

refletindo mudanças na complexidade dinâmica. Observa-se que, para frequências abaixo de ∼
200 Hz, os valores de qsen permanecem bem abaixo de 1 em ambos os detectores, e no caso

de Hanford chegam a ficar negativos num intervalo de ∼ 30–160 Hz (faixa que engloba tanto

a fase de crescimento do chirp quanto a região do pico de frequência do evento GW150914).

Essa ocorrência de qsen < 0 (matematicamente possı́vel dada a definição em função de αmin e

αmax) é interpretada como um indicativo de instabilidade dinâmica acentuada nessas escalas.

Fisicamente, isso corresponde às flutuações altamente intermitentes e não lineares

durante a aproximação orbital dos buracos negros, isto é, na fase pré-fusão onde pequenas

variações iniciais pouco influenciam o resultado macroscópico. Conforme a frequência aumenta

(acima de ∼ 200 Hz, entrando na fase final de ringdown), qsen de ambos os detectores cresce

gradualmente em direção a 1. Essa tendência indica que o sistema torna-se progressivamente

mais regular e tende ao comportamento extensivo em altas frequências, consistente com a ideia

de que, após a fusão, o sistema caminha para um estado mais estável (o buraco negro resultante

relaxando).

É importante notar que o detector Livingston apresenta sistematicamente valores

mais altos de (qsen) do que Hanford em praticamente toda a faixa de frequências analisada. Tal

discrepância pode estar relacionada a diferença a fatores instrumentais e geométricos, ângulos

de incidência da onda gravitacional e orientação dos braços dos interferômetros. Essa di-

vergência é consistente com as observações de Chatterjee et al. (2019) [195], que demonstraram

que o ângulo entre os braços dos detectores e a direção de propagação da onda influencia signi-

ficativamente a amplitude e fase do sinal detectado.

Um aspecto que merece aprofundamento diz respeito à interpretação fı́sica dos va-

lores negativos observados para o ı́ndice de sensibilidade (qsen) no detector de Hanford. Embora

tais valores possam, à primeira vista, estar associados a instabilidades intermitentes e dinâmicas

altamente não lineares, sua ocorrência também pode ser interpretada sob uma perspectiva alter-

nativa: a de um regime de superestabilidade momentânea, no qual as diferenças iniciais entre

trajetórias praticamente não se ampliam ao longo do tempo. Nessa condição, o sistema apre-

senta uma coerência temporal transitória, possivelmente vinculada a flutuações entropicamente

intensas, associadas a grandes variações locais da produção de entropia, durante a fase de maior

complexidade dinâmica da aproximação orbital dos buracos negros.

Do ponto de vista metodológico, é importante observar que as estimativas dos expo-

entes multifractais αmin e αmax, dos quais deriva-se o ı́ndice (qsen), podem apresentar variâncias

não desprezı́veis. Essas incertezas resultam de fatores como o tamanho finito das janelas de

análise, a não estacionaridade do sinal, verificada pela evolução temporal de sua amplitude e

frequência ao longo do evento, bem como pela variação estatı́stica observada entre diferentes
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janelas de análise, e a presença de ruı́do instrumental, que afetam diretamente a precisão na

estimativa do espectro multifractal. Os pontos exibem as estimativas de q por frequência acom-

panhadas de barras de erro, que quantificam a incerteza associada a cada medida. As linhas

pontilhadas correspondem à tendência obtida por regressão, na qual cada observação é ponde-

rada inversamente à sua variância, de modo que pontos mais precisos têm maior influência no

ajuste. As faixas sombreadas representam o intervalo de confiança de 95% da média ajustada,

isto é, a incerteza da própria curva de tendência, permitindo distinguir variações compatı́veis

com o erro de estimação de desvios com suporte estatı́stico.

Em todos os casos, (qsen) permanece abaixo da unidade no espectro inteiro, reforçan-

do que o sinal não se comporta como um processo aleatório ou em equilı́brio. Em linguagem

de dinâmica não linear, (qsen < 1) implica sensibilidade subexponencial às condições inici-

ais, tı́pica de sistemas de caos fraco (com mistura incompleta e memória de longo alcance).

Os valores quantificados inclusive (qsen) em um ponto de máxima coerência do sinal, obtendo

(qsenH ≈ 0,021) e (qsenL ≈ 0,276). Esses números condensam a informação de que o sistema

apresenta um nı́vel de caos bastante fraco, isto é, variações iniciais nos parâmetros orbitais

resultam em mudanças sutis na forma final do sinal, comparado ao que seria esperado num

sistema caótico convencional.

6.3.1 Análise do ı́ndice de sensibilidade (qsen) nos sinais gravitacionais

A partir da análise do catálogo dos eventos de ondas gravitacionais, do tipo binário

de buracos negros (BBH), analisar o Apêndice E, foram investigadas as propriedades dinâmicas

subjacentes às séries temporais h(t) por meio do ı́ndice de sensibilidade às condições iniciais,

denotado por (qsen). Este ı́ndice integra o chamado q tripleto da estatı́stica não-extensiva de

Tsallis, e tem sido amplamente empregado para caracterizar a complexidade de sistemas fı́sicos

fora do equilı́brio e com estrutura multifractal. Especificamente, o parâmetro (qsen) fornece

uma medida da taxa de separação de trajetórias próximas no espaço de fases, sendo, portanto,

diretamente relacionado à presença de caos fraco ou crı́tica dinâmico-temporal.

A análise do conjunto de gráficos apresentados no catálogo revela um padrão e

recorrente de não-extensividade estatı́stica na maioria dos eventos considerados. Os valo-

res obtidos de (qsen) situam-se sistematicamente abaixo da unidade (qsen < 1), evidenciando

uma sensibilidade subexponencial às condições iniciais. Este comportamento é indicativo de

uma dinâmica determinı́stica não linear, caracterı́stica de sistemas caóticos fracos, nos quais a

separação entre trajetórias inicialmente próximas não cresce de forma exponencial, como no

caos clássico, mas sim de acordo com uma lei q-exponencial. Essa propriedade foi teorizada

por Lyra e Tsallis (1998) e posteriormente validada por diversos estudos empı́ricos.

A persistência de valores de (qsen) significativamente menores do que 1, especial-
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mente nas faixas de frequência associadas à fase de coalescência dos buracos negros, sugere

que o processo de fusão compacta envolve regimes de alta complexidade dinâmica. Nessa

fase, observam-se flutuações altamente não gaussianas, estruturadas em múltiplas escalas, com-

patı́veis com uma organização multifractal da deformação gravitacional.

Adicionalmente, observa-se que os valores de (qsen) extraı́dos dos sinais de Hanford

tendem a ser ligeiramente inferiores aos de Livingston. Essa assimetria pode estar associada a

diferenças na geometria de recepção dos interferômetros, aos efeitos de inclinação angular da

onda incidente e às caracterı́sticas locais de ruı́do instrumental. Essa interpretação encontra res-

paldo nos resultados de Chatterjee et al. (2019), que demonstraram a influência do alinhamento

interferométrico na detecção e reconstrução de sinais gravitacionais.

6.4 Estado de Relaxação para o ı́ndice entrópico (qrel)

A estatı́stica de Tsallis está associada à descrição de processos de relaxamento em

sistemas complexos, nos quais a aproximação ao equilı́brio térmico não segue uma dinâmica

exponencial simples, como preconizado pela estatı́stica de Boltzmann-Gibbs, mas sim uma

relaxação q-exponencial. Essa forma generalizada de relaxamento é caracterizada pelo parâmetro

(qrel), que quantifica o grau de não-extensividade do sistema e está diretamente relacionado à

inclinação de curvas em escala log-log da função de correlação ou da Informação Mútua Média

(Mutual Average Information – AMI).

A Figura 28 apresenta os gráficos de log I(τ) em função de log(τ), corresponden-

tes à análise da função AMI para a onda gravitacional GW150914, obtida a partir das séries

temporais dos detectores Hanford (painel superior) e Livingston (painel inferior). As curvas

pretas representam os dados empı́ricos da AMI. A linha tracejada azul indica o ajuste por lei de

potência, enquanto a linha pontilhada vermelha representa o ajuste exponencial logarı́tmico.

De acordo com a mecânica estatı́stica clássica de Boltzmann-Gibbs, espera-se que

o decaimento da função I(τ) ocorra de forma exponencial. No entanto, os dados obtidos para

ambos os detectores não exibem esse comportamento. Observa-se, em contrapartida, um de-

caimento mais lento, compatı́vel com uma lei de potência. Este resultado é indicativo de uma

relaxação não-extensiva, em conformidade com a proposta da estatı́stica de Tsallis.

Para o detector Hanford, o ajuste por lei de potência foi obtido na faixa τ = 1−35,

com coeficiente angular s =−0,7776±0,01 e coeficiente de determinação R2 = 0,98889. Já o

ajuste exponencial apresentou desempenho inferior, com R2 = 0,85996. A partir da inclinação

da curva log-log, estimou-se o ı́ndice (qrel) pela expressão

qrel = 1− 1
s
, (6.4)
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Figura 28 – Painel superior: Gráfico log-log da Informação Mútua Média I(τ) em função da
defasagem temporal τ , para o detector Hanford. Painel inferior: Mesma análise aplicada aos
dados do detector Livingston.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

resultando em (qrel = 2,28602±0,01799). Esse valor indica que o sistema se encontra em um

regime de relaxação q-exponencial para estados estacionários de meta-equilı́brio não extensivo.

Para o detector Livingston, os resultados foram qualitativamente semelhantes. O

ajuste por lei de potência resultou em uma inclinação de s = −0,78783± 0,01774, com R2 =

0,98997, enquanto o modelo exponencial obteve R2 = 0,86191. A estimativa do ı́ndice de

relaxação forneceu (qrel = 2,26931±0,01774), confirmando novamente a presença de um de-

caimento não-exponencial compatı́vel com a formalização de Tsallis.

Os resultados obtidos para os ı́ndices (qstat) e (qsen) indicam que o sinal gravita-

cional analisado apresenta uma dinâmica não estacionária, multifractal e fora do equilı́brio,

com correlações de longo alcance. Nesse contexto, espera-se que o processo de relaxação da
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informação ao longo do tempo não siga um decaimento exponencial tı́pico de sistemas exten-

sivos. De fato, os resultados mostram que, para ambos os detectores, o processo de relaxação

da informação presente nas séries temporais do evento GW150914 segue uma dinâmica não

extensiva, caracterizada por um comportamento q-exponencial. Assim, a análise do ı́ndice de

relaxação (qrel) fornece uma caracterização complementar da dinâmica temporal do sistema,

permitindo investigar como a informação estatı́stica se dissipa ao longo das escalas temporais.

6.4.1 Análise do ı́ndice de relaxação (qrel) nos sinais gravitacionais

A estimativa do parâmetro (qrel) fundamenta-se no comportamento da Informação

Mútua Média (AMI) como função do atraso temporal τ , avaliada sob uma perspectiva de de-

caimento não exponencial tradicional, mas sim q-exponencial, tı́pico de sistemas que relaxam

para estados metaestáveis fora do equilı́brio termodinâmico. Para cada evento do catálogo, essa

abordagem foi aplicada às séries temporais h(t) dos detectores Hanford (H1) e Livingston (L1),

proporcionando uma estimativa direta da dinâmica de relaxação subjacente à deformação do

espaço-tempo registrada pelas ondas gravitacionais.

Os valores de (qrel) extraı́dos apresentaram uma tendência sistemática de se mante-

rem acima da unidade (qrel > 1), indicando um processo de relaxação mais lento que o expo-

nencial, caracterı́stico de sistemas que não seguem a termodinâmica extensiva de Boltzmann-

Gibbs. Esse comportamento é compatı́vel com o cenário fı́sico de fusões de buracos negros,

em que as interações gravitacionais de longo alcance, a não linearidade e a memória temporal

desempenham papéis centrais na evolução do sistema.

A comparação entre os detectores revela uma consistência qualitativa dos perfis de

(qrel) ao longo da frequência associada, sugerindo que a estrutura informacional da dinâmica é

preservada em ambos os observatórios, embora pequenas variações quantitativas possam refletir

diferenças nos nı́veis de ruı́do local, na orientação relativa dos detectores ou na geometria de

recepção do sinal.

Para a maioria dos eventos analisados, observa-se um decaimento não exponen-

cial da AMI, bem descrito por uma lei q-exponencial, indicando uma dinâmica de relaxação

não-extensiva. Esse comportamento é consistente com a presença de correlações temporais de

longo alcance e memória dinâmica nos sinais gravitacionais, reforçando a aplicabilidade do

formalismo de Tsallis à análise estatı́stica global do catálogo.

Esse comportamento reforça a interpretação de que os sinais de ondas gravitacionais

não são simplesmente ruı́do estocástico ou flutuações aleatórias, mas sim manifestações de

sistemas altamente complexos em evolução não linear, cujos estados transitam por diferentes

regimes de relaxação até atingirem condições quase estacionárias não extensivas.
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6.5 Caracterização integrada da dinâmica das ondas gravitacionais via q-tripleto

A análise conjunta dos ı́ndices (qstat,qsen,qrel) permite uma caracterização integrada

da dinâmica estatı́stica das ondas gravitacionais, indo além da interpretação fornecida por cada

ı́ndice isoladamente. Enquanto (qstat) descreve a natureza não gaussiana das distribuições as-

sociadas às flutuações do sinal, (qsen) quantifica a sensibilidade dinâmica às condições iniciais

em diferentes escalas, e (qrel) caracteriza o processo de relaxação temporal da informação es-

tatı́stica. Considerados em conjunto, esses ı́ndices fornecem uma evidência consistente de que

os sinais gravitacionais analisados evoluem em um regime fora do equilı́brio termodinâmico,

com memória temporal e correlações de longo alcance.

No caso do evento GW150914, os valores obtidos para o q-tripleto satisfazem sis-

tematicamente as desigualdades esperadas para sistemas não extensivos, isto é, (qstat > 1),

(qsen < 1) e (qrel > 1). Essa combinação de ı́ndices confirma que a dinâmica do sistema binário

em coalescência não pode ser descrita adequadamente pelo formalismo extensivo de Boltz-

mann–Gibbs, sendo mais bem representada por uma abordagem estatı́stica não-extensiva.

Com base nas séries temporais do evento gravitacional GW150914, detectado si-

multaneamente pelos interferômetros LIGO Livingston (L1) e Hanford (H1). A partir de ajus-

tes baseados na distribuição q-Gaussiana de Tsallis e na aplicação de métodos multifractais e

informacionais às séries h(t), foi possı́vel estimar os três parâmetros que compõem o q-tripleto.

De um ajuste da distribuição de Tsallis para as observações associadas à região espectral em

torno da frequência de pico (∼ 150 Hz) do evento obteve o conjunto de três ı́ndices conforme

listado abaixo:

{qstat ;qsens;qrel}L = {1,4345;0,2533;2,2693} e {qstat ;qsens;qrel}H = {1,4699;0,0215;2,2860} .

Para facilitar a visualização da interdependência desses três parâmetros, a Figura 29

apresenta o triângulo do q-tripleto construı́do com base nos valores obtidos para o evento

GW150914. Esta Figura inspirado no modelo proposto por Burlaga e Viñas (2005) para o

estudo do vento solar, e aqui adaptado para o contexto das ondas gravitacionais. As vértices

do triângulo correspondem aos três aspectos fundamentais da descrição estatı́stica de sistemas

não extensivos: estado estacionário (qstat), sensibilidade às condições iniciais (qsen) e relaxação

temporal (qrel).

Esses valores demonstram que a dinâmica associada ao evento GW150914 não pode

ser descrita por modelos estatı́sticos tradicionais baseados na hipótese de extensividade. Em

vez disso, os resultados confirmam que o sistema encontra-se em um estado estacionário fora

do equilı́brio, com comportamento multifractal e flutuações não gaussianas. Tais caracterı́sticas

são compatı́veis com a interpretação da coalescência de buracos negros como um fenômeno
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Figura 29 – Triângulo do q-tripleto para o evento GW150914: Sensibilidade, Relaxação e
Estado Estacionário.

qsens <1< qstat < qrel

(0,02 ± 0,0062)H
(0,25 ± 0,0029)L

qsens

(2,28 ± 0,0179)H
(2,26 ± 0,0177)L

qrel
(1,47 ± 0,0464)H

(1,43 ± 0,0708)L

qstar

Fonte: Elaborado pelo autor com base nos dados públicos do LIGO Open Science Center. Adaptação
metodológica inspirada em: Burlaga, L.F., & Vinas, A.F. (2005). Triangle for the entropic indices (qsen),
(qrel), and (qstat) of nonextensive statistical mechanics and solar wind magnetic field fluctuations. Phy-
sica A, 356, 375–384. NASA Goddard Space Flight Center. [Dados originais: Voyager 1 spacecraft
(1989–2002); 40–85 AU; médias diárias].

altamente não linear, cuja descrição teórica é mais bem fundamentada no contexto da estatı́stica

generalizada de Tsallis.

Essa representação triangular reforça o fato de que os ı́ndices não são independen-

tes, mas sim expressões distintas de uma mesma dinâmica estatı́stica subjacente. A região ocu-

pada por esses valores no espaço do q-tripleto evidencia que os sinais da GW150914 se afastam

significativamente da estatı́stica extensiva, corroborando a presença de uma estrutura multiesca-

lar, não gaussiana e sensı́vel a estados metaestáveis. Tais caracterı́sticas são compatı́veis com a

interpretação da coalescência de buracos negros como um fenômeno altamente não linear, cuja

descrição teórica é mais bem fundamentada no contexto da estatı́stica generalizada de Tsallis.

Com base na análise conjunta dos três ı́ndices do q-tripleto (qstat), (qsen) e (qrel)

extraı́dos dos catálogos de séries temporais de ondas gravitacionais, foi possı́vel investigar, de

forma sistemática, as condições fı́sicas subjacentes às dinâmicas de coalescência de sistemas

binários de buracos negros. O estudo compreendeu todos os eventos disponı́veis nos catálogos

analisados e foi fundamentado no formalismo estatı́stico não-extensivo de Tsallis.

O ı́ndice (qstat), associado à distribuição de probabilidade dos incrementos ∆h(t,τ),
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revelou que praticamente todos os eventos apresentam valores superiores a 1. Isso indica

a presença de distribuições com caudas pesadas (não gaussianas), o que é compatı́vel com

flutuações intermitentes e dinâmicas caóticas nos sinais analisados. A superação do limiar

(qstat = 1) implica que os sistemas gravitacionais estudados operam fora do regime de equilı́brio

térmico descrito pela estatı́stica de Boltzmann-Gibbs, reforçando a complexidade estrutural dos

processos de emissão de ondas gravitacionais.

O ı́ndice (qsen), estimado a partir da largura do espectro multifractal f (α), apre-

sentou valores consistentemente inferiores a 1 em todos os eventos analisados, com variações

dependentes da frequência dominante e das caracterı́sticas especı́ficas de cada coalescência.

Este comportamento reflete uma sensibilidade subexponencial às condições iniciais, tı́pica de

sistemas não caóticos no sentido clássico, mas que apresentam mistura incompleta e memória

de longo alcance. Os valores de (qsen < 1) observados, mesmo com algumas exceções pontuais,

apontam para a predominância de estados dinâmicos regidos por mecanismos determinı́sticos

com fraca sensibilidade às perturbações iniciais, caracterı́stica marcante de sistemas crı́ticos ou

na borda do caos.

Por fim, o ı́ndice de relaxação (qrel), obtido a partir do decaimento da Informação

Mútua Média (AMI), confirmou que os sinais estudados não relaxam segundo uma lei expo-

nencial clássica, mas sim de forma compatı́vel com uma relaxação q-exponencial. Os valores

observados de (qrel > 1) indicam uma desaceleração do processo de relaxação, com persistência

de correlações temporais em múltiplas escalas. Tal comportamento denota uma lenta perda de

memória do sistema, que tende a atingir estados metaestáveis tı́picos de processos dissipativos

de alta complexidade.

Portanto, ao reunir os resultados obtidos com os três parâmetros, observa-se uma

coerência estatı́stica entre os eventos do catálogo, consolidando a hipótese de que as ondas

gravitacionais emitidas durante coalescências BBH apresentam assinaturas inequı́vocas de sis-

temas fı́sicos complexos, cuja descrição mais adequada se dá no âmbito da estatı́stica ge-

neralizada de Tsallis. Esses resultados não apenas confirmam a robustez do formalismo q-

tripleto na análise de séries temporais astrofı́sicas, como também fornecem subsı́dios para novas

interpretações da estrutura dinâmica das ondas gravitacionais em regimes extremos do universo.

6.6 Discussão das relações estatı́sticas entre os ı́ndices q e parâmetros fı́sicos dos sinais
de OGs

Nesta seção, discute-se a relação entre os expoentes da estatı́stica não extensiva de

Tsallis, o q-tripleto (qstat), (qsen) e (qrel) e os principais parâmetros fı́sicos dos eventos de ondas

gravitacionais (OGs), tais como a massa final, a massa chirp e a frequência de pico. Para isso,

foram empregadas regressões lineares e análises de correlação de Pearson.
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Para a realização das análises estatı́sticas apresentadas, foi adotada a estratégia de

combinar os dados provenientes dos detectores Hanford (H) e Livingston (L) por meio do

cálculo da média dos parâmetros extraı́dos em cada detector. Esta abordagem tem como prin-

cipal motivação o aumento do número efetivo de amostras, o que resulta em uma melhoria

substancial na qualidade estatı́stica dos ajustes, refletida na redução dos erros padrão, no es-

treitamento dos intervalos de confiança e na obtenção de coeficientes de regressão mais robus-

tos. Além disso, considerando que ambos os detectores observam o mesmo evento astrofı́sico,

a média dos resultados representa uma estimativa conjunta mais estável e menos sensı́vel a

flutuações especı́ficas de cada instrumento, preservando a informação fı́sica relevante associada

à fonte das ondas gravitacionais.

A partir dos gráficos de dispersão e dos ajustes lineares realizados, foram identifi-

cadas correlações estatisticamente significativas entre os ı́ndices q da estatı́stica não extensiva

de Tsallis e variáveis fı́sicas associadas aos sinais de ondas gravitacionais. As equações de re-

gressão linear, os coeficientes de determinação R2 e os p-valores das inclinações estão descritos

na Tabelas (vide Apêndice H). Os principais resultados estão organizados conforme segue.

6.6.1 O (qsen) e parâmetros fı́sicos

Os resultados demonstraram que o ı́ndice (qsen), que caracteriza a sensibilidade

do sistema às condições iniciais, a apresenta as relações estatı́sticas mais expressivas com os

parâmetros fı́sicos dos sinais de ondas gravitacionais. Os coeficientes de determinação R2 su-

peraram 70% nas três variáveis analisadas:

qsen = 0,8257−0,0074∗MassaFinal, R2 = 0,72,

qsen = 0,8127−0,0167∗MassaChirp, R2 = 0,70,

qsen =−0,0025+0,0017∗FreqPico, R2 = 0,78.

Observa-se que o ı́ndice (qsen) decresce com o aumento da massa final e da massa

chirp, conforme ilustrado na Figura 30. Esse comportamento indica que sistemas mais mas-

sivos tendem a apresentar dinâmicas estatisticamente mais estáveis, com menor grau de caos

determinı́stico. Tal resultado corrobora a hipótese de que sistemas fortemente acoplados gravi-

tacionalmente evoluem em regiões do espaço de fases associadas a comportamentos dinâmicos

mais regulares, caracterizados por menor sensibilidade a perturbações iniciais e maior estabili-

dade estatı́stica.

A Figura 30 também revela regiões de maior densidade de pontos na relação entre

(qsen) e os parâmetros de massa, especialmente para sistemas menos massivos. Esses agrupa-

mentos aparentes sugerem a existência de regimes dinâmicos distintos, embora nenhuma análise
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formal de clusterização tenha sido conduzida, limitando-se a interpretação ao nı́vel qualitativo.

Figura 30 – Correlações entre o ı́ndice de sensibilidade às condições iniciais (qsen) e os
parâmetros fı́sicos do sistema binário: (painel esquerdo) massa final e (painel direito) massa
chirp. Os pontos azuis representam os valores observados de (qsen) estimados individualmente
para cada evento do catálogo analisado. A linha vermelha indica o ajuste linear obtido por re-
gressão de mı́nimos quadrados, evidenciando a tendência média de diminuição de (qsen) com o
aumento das massas. A região sombreada em vermelho corresponde ao intervalo de confiança
de 95% do ajuste, refletindo a incerteza estatı́stica associada à estimativa da tendência linear.
A dispersão dos pontos em torno da curva ajustada reflete a variabilidade intrı́nseca entre os
eventos e possı́veis efeitos de ruı́do e não estacionaridade residual.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por outro lado, o aumento de (qsen) com a frequência de pico (Figura 31) sugere

que eventos com maior frequência dominante, normalmente associados a fusões mais rápidas

e menos massivas, são estatisticamente mais sensı́veis às variações iniciais. Tal caracterı́stica

é compatı́vel com regimes mais caóticos, comuns em sistemas não lineares com elevada ins-

tabilidade geométrica do espaço-tempo e rápidas transições energéticas. Este achado reforça

a natureza estatı́stico-dinâmica e multifractal dos sinais de ondas gravitacionais oriundos da

coalescência de buracos negros.

6.6.2 O (qrel) e parâmetros fı́sicos

O ı́ndice (qrel), responsável por caracterizar o regime de relaxação estatı́stica do

sistema, apresentou uma correlação positiva moderada com a massa chirp. Isso sugere que

sistemas mais massivos tendem a relaxar mais lentamente após a coalescência

qrel = 2,1493+0,0025∗MassaChirp, R2 = 0,26.

Embora o coeficiente de determinação R2 seja relativamente baixo, o resultado se

mostrou estatisticamente significativo (p < 0,001), indicando que há uma tendência clara de

crescimento de (qrel) com o aumento da massa chirp, conforme ilustra a Figura 32.
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Figura 31 – Correlações lineares entre o ı́ndice (qsen) e o parâmetros fı́sicos: frequência de
pico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 32 – Relação linear entre o ı́ndice (qrel) e a massa chirp dos sistemas coalescentes.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Esse comportamento é caracterı́stico de dinâmicas não-Markovianas, ou seja, pro-

cessos com persistência temporal e memória de longo alcance, tı́picos de sistemas fora do

equilı́brio termodinâmico. Em termos astrofı́sicos, essa lentidão na relaxação pode estar as-

sociada à preservação de modos oscilatórios residuais na fase de ringdown, mesmo após o pico

da emissão gravitacional. Tal resultado reforça o potencial do ı́ndice (qrel) como indicador da
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complexidade temporal nas fusões de buracos negros.

6.6.3 O (qstat) e parâmetros fı́sicos

O ı́ndice (qstat), associado à distribuição estacionária das flutuações do sinal de onda

gravitacional, não apresentou correlações estatisticamente significativas com os parâmetros

fı́sicos avaliados. Conforme ilustrado na Figura 33, que exemplifica a relação com a massa

final, os coeficientes de determinação R2 obtidos foram inferiores a 0,1. Esse comportamento

indica que a estrutura estatı́stica estacionária do sinal gravitacional não é substancialmente in-

fluenciada por variáveis macroscópicas, como a massa de chirp ou a frequência de pico.

Figura 33 – Relação linear entre o ı́ndice (qstat) e a massa final dos sistemas coalescentes.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Longe de representar um resultado nulo, essa ausência de correlação reforça o

caráter intrı́nseco e local do ı́ndice (qstat). Diferentemente de (qsen) e (qrel), cuja variação re-

flete propriedades dinâmicas do sistema binário, o (qstat) parece capturar flutuações estocásticas

e ruı́dos residuais oriundos do ambiente gravitacional e instrumental. Assim, o valor meto-

dológico desse achado reside em evidenciar que a componente estacionária do sinal é dominada

por processos internos de natureza aleatória, possivelmente relacionados ao ruı́do instrumental,

ao espectro local de Fourier do detector ou à geometria deformada do espaço-tempo durante a

coalescência.

Essa interpretação sugere que o ı́ndice (qstat) é particularmente sensı́vel à microes-

trutura estatı́stica local do sinal, refletindo a forma da distribuição dos incrementos temporais

∆h(t,τ). Diferentemente de (qsen) e (qrel), que capturam propriedades dinâmicas globais as-
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sociadas à sensibilidade e à relaxação temporal, o (qstat) responde de maneira mais direta às

flutuações de curta escala e à granularidade estatı́stica do processo observado.

Nesse contexto, valores elevados de (qstat) podem resultar tanto de caracterı́sticas

intrı́nsecas do sinal gravitacional, como intermitência e não gaussianidade associadas à dinâmica

da coalescência, quanto da contribuição de ruı́do residual não completamente eliminado no pré-

processamento. Assim, o (qstat) não deve ser interpretado exclusivamente como um marcador

instrumental, mas como um indicador da complexidade estatı́stica local do sinal, cuja origem

pode envolver tanto efeitos fı́sicos quanto limitações experimentais.

6.6.4 Comparação entre os coeficientes de correlação de Pearson e Spearman

Com o objetivo de conferir a validade aos achados obtidos por meio da análise

de Pearson, aplicou-se também o coeficiente de correlação de Spearman, que é uma medida

não paramétrica de associação monótona entre variáveis. Essa abordagem é especialmente útil

quando os pressupostos de normalidade ou linearidade não são plenamente atendidos, como

pode ocorrer em sistemas complexos e sinais ruidosos, caso das ondas gravitacionais analisadas

neste estudo.

Os valores dos coeficientes de Spearman foram obtidos a partir das mesmas combi-

nações de variáveis fı́sicas e ı́ndices da estatı́stica não extensiva (qstat, qsen, qrel), sendo os re-

sultados detalhados no Apêndice H. A Tabela 6 resume as principais correlações significativas,

comparando os coeficientes de Pearson (r) e de Spearman (ρ), bem como interpretando as

diferenças encontradas.

Tabela 6 – Comparação entre os coeficientes de correlação de Pearson e Spearman

Relação Pearson r Spearman ρ Diferença Interpretação

qsen MassaFinal -0,851 -0,856 Muito baixa Altamente consistente

qsen FreqPico 0,881 0,856 Baixa Fortemente monotônica e quase linear

qrel MassaChirp 0,506 0,563 Moderada Pode haver não-linearidade leve

qstat MassaFinal 0,158 0,214 Pequena Relação fraca, possivelmente não linear

qrel FreqPico -0,471 -0,541 Moderada Relação monotônica, possivelmente não linear

Fonte: Elaborado pelo autor.

A análise comparativa evidencia que, nos casos em que os valores de r e ρ são muito

próximos, como nas relações envolvendo (qsen) com a massa final e com a frequência de pico,

a dependência entre as variáveis pode ser considerada ao mesmo tempo linear e monotônica,

indicando alta confiabilidade nos dois métodos.

Por outro lado, diferenças mais expressivas entre r e ρ , como observado nas relações
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envolvendo qrel, sugerem a presença de não-linearidades sutis, embora a associação monotônica

ainda se mantenha. Nesses casos, o coeficiente de Spearman pode oferecer uma representação

mais fiel da estrutura de dependência presente nos dados.

Adicionalmente, as correlações envolvendo (qstat) permaneceram fracas sob ambos

os métodos, reforçando a hipótese de que esse ı́ndice apresenta baixa sensibilidade a parâmetros

fı́sicos diretos do sistema binário de buracos negros. Isso pode indicar que o comportamento

estacionário descrito por (qstat) está mais relacionado à estrutura do ruı́do ou a propriedades

estatı́sticas globais do sinal, do que a variáveis fı́sicas especı́ficas como massa ou frequência.

Portanto, a utilização conjunta dos métodos de Pearson e Spearman não apenas

valida os resultados obtidos, como também fornece uma visão mais completa das relações en-

volvidas, distinguindo dependências lineares clássicas de associações monotônicas mais gerais,

essenciais para o entendimento da dinâmica complexa das OGs no escopo da estatı́stica não

extensiva de Tsallis.

6.7 Distribuições bimodais: evidência estatı́stica de múltiplos regimes astrofı́sicos

A análise da distribuição normalizada da frequência de pico dos eventos de ondas

gravitacionais revela uma caracterı́stica estatı́stica notável: a presença de uma clara bimoda-

lidade. Como ilustrado na Figura 34, o histograma da frequência de pico, acompanhado da

estimativa da densidade de probabilidade (KDE), exibe dois máximos bem definidos, separados

por uma região de baixa densidade. O primeiro pico está localizado na faixa aproximadamente

entre 0,1 e 0,3 (valores normalizados), enquanto o segundo surge de forma mais suave entre

0,85 e 0,95.

Este comportamento bimodal indica que a distribuição da frequência de pico não

se ajusta a uma única população estatı́stica, mas reflete a coexistência de dois regimes fı́sicos

distintos no conjunto de eventos analisados. Do ponto de vista astrofı́sico, tal distribuição está

intimamente associada à variação das massas dos sistemas binários de buracos negros. A relação

inversa entre a frequência de pico e a massa final do sistema ( fpico ∝ 1/Mfinal) implica que

sistemas com massas totais mais elevadas geram frequências de pico mais baixas, enquanto

sistemas menos massivos estão associados a frequências mais altas.

Consequentemente, a bimodalidade pode ser interpretada como a sobreposição de

duas populações astrofı́sicas bem definidas [196]. A primeira corresponde a sistemas binários

de alta massa total, cujos sinais gravitacionais apresentam frequências de pico na faixa mais

baixa do espectro observado.

A segunda refere-se a sistemas de menor massa, caracterizados por frequências de

pico mais elevadas. Esta distinção é compatı́vel com cenários astrofı́sicos de formação de bu-

racos negros, nos quais coalescências de primeira geração (originadas da evolução estelar) pre-
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Figura 34 – Distribuição bimodal da frequência de pico normalizada dos eventos de ondas
gravitacionais: evidência estatı́stica de regimes astrofı́sicos distintos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

dominam nas frequências mais altas [197], enquanto fusões de segunda geração, provenientes

de ambientes densos, como aglomerados globulares ou núcleos galácticos, tendem a apresen-

tar frequências de pico relativamente mais baixas em função das maiores massas envolvidas

[198, 199].

Ressalta-se, contudo, que tais frequências permanecem integralmente dentro da

banda de sensibilidade dos detectores LIGO–Virgo, de modo que a distinção observada refere-

se a uma variação relativa dentro do conjunto de eventos detectados, e não à presença de sinais

fora da capacidade instrumental dos interferômetros.

Adicionalmente, esta mesma estrutura bimodal manifesta-se nas distribuições dos

ı́ndices não extensivos, (qstat), (qsen) e (qrel), que caracterizam as propriedades dinâmicas e

estatı́sticas dos sinais gravitacionais. As Figuras 35, 36 e 37 apresentam uma comparação direta

entre a distribuição normalizada da frequência de pico e os valores individuais dos ı́ndices q,

permitindo observar, de forma explı́cita, a correlação entre os dois regimes de frequência e o

comportamento dos parâmetros não extensivos.

As Figuras 35–37 demonstram que os valores dos ı́ndices não extensivos se organi-

zam de forma consistente com os dois modos espectrais identificados na frequência de pico.

O ı́ndice (qstat), associado à caracterização do estado estacionário e à não-Gaussiani-

dade do sistema, apresenta valores mais elevados no modo de baixa frequência, indicando

distribuições com caudas mais longas e, portanto, maior afastamento da estatı́stica de Boltz-

mann–Gibbs.
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Figura 35 – Distribuição normalizada da frequência de pico com sobreposição dos valores de
qstat para os detectores Hanford (H1) e Livingston (L1).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 36 – Distribuição normalizada da frequência de pico com sobreposição dos valores de
qsen para os detectores Hanford (H1) e Livingston (L1).

Fonte: Elaborada pelo autor.

O ı́ndice (qsen), relacionado à sensibilidade às condições iniciais e à dinâmica mul-

tifractal, mostra tendência oposta: seus valores aumentam sistematicamente com a frequência,

atingindo máximos no modo de alta frequência. Isso reflete sistemas com maior complexidade

e maior resposta a pequenas perturbações.

O ı́ndice (qrel), por sua vez, descreve o processo de relaxação temporal e revela

valores mais altos no regime de baixa frequência, sugerindo tempos de correlação mais longos

e decaimento mais lento das flutuações estatı́sticas.
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Figura 37 – Distribuição normalizada da frequência de pico com sobreposição dos valores de
qrel para os detectores Hanford (H1) e Livingston (L1).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Essa estrutura bimodal observada nas distribuições dos ı́ndices não-extensivos está

associada à dependência desses parâmetros em relação à frequência de pico do sinal, a qual

apresenta, por si só, uma distribuição bimodal no catálogo analisado. No entanto, a persistência

dessa bimodalidade nos ı́ndices (qstat), (qsen) e (qrel) indica que os diferentes regimes espectrais

refletem também distinções fı́sicas reais entre as populações de fontes, associadas a massas,

escalas temporais e dinâmicas de coalescência distintas.

Portanto, os resultados aqui apresentados não apenas confirmam a existência de

duas populações distintas de eventos no domı́nio da frequência, como também demonstram

que essa distinção se reflete de forma consistente nos parâmetros da estatı́stica não extensiva.

Ressalta-se, contudo, que a manifestação de estruturas bimodais nos ı́ndices (qstat), (qsen) e

(qrel) está associada à dependência desses parâmetros em relação à frequência de pico fpico,

cuja distribuição já apresenta caráter bimodal no catálogo analisado. Ainda assim, a coerência

observada entre os regimes espectrais e os valores dos ı́ndices não extensivos reforça que tal de-

pendência não é meramente tautológica, mas reflete diferenças fı́sicas reais entre as populações

de fontes gravitacionais, associadas a distintas escalas de massa, dinâmicas de coalescência e

regimes de complexidade
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7 CONCLUSÃO

Os resultados obtidos nesta tese mostram que sinais de ondas gravitacionais exibem

propriedades multiescalares, não gaussianas e não-extensivas, para as quais o formalismo de

Tsallis fornece uma caracterização mais adequada do que abordagens de equilı́brio da estatı́stica

de Boltzmann-Gibbs. A extração sistemática do q-tripleto {qstat ,qsen,qrel} permitiu mapear

diferentes regimes dinâmicos ao longo da coalescência (inspiral/chirp, merger e ringdown),

algo que vai além do que análises tradicionais no domı́nio tempo-frequência (Fourier/Wavelet)

tipicamente capturam, pois agrega, em três expoentes, informações sobre não-gaussianidade,

sensibilidade às condições iniciais e relaxação temporal do sistema.

Com base na análise minuciosa das séries temporais associadas ao evento GW1509-

14, registradas pelos interferômetros Hanford (H) e Livingston (L), foram extraı́das os três

intervalos do q-tripleto. Os valores encontrados, para uma frequência de pico de 150 Hz foram:

A análise do ı́ndice de estacionariedade (qstat) revelou valores significativamente

superiores a 1, sendo {qstat}H = {1,46} para o detector de Hanford e {qstat}L = {1,43} para

o de Livingston. Esses resultados indicam que a distribuição estatı́stica das flutuações do sinal

gravitacional possui caudas pesadas, ou seja, há uma maior ocorrência de flutuações de alta

amplitude do que seria esperado em uma distribuição Gaussiana convencional.

Esse comportamento sugere que tais flutuações intensas não são raras, mas sim ca-

racterı́sticas fundamentais da dinâmica do sistema, o que é tı́pico de fenômenos com interações

de longo alcance, efeitos de memória persistente e estruturas complexas, exatamente o cenário

fı́sico da coalescência de buracos negros. Assim, o ı́ndice (qstat) se mostra um marcador es-

tatı́stico sensı́vel para caracterizar a fase estacionária do sistema fora do equilı́brio. Além disso,

os valores obtidos apontam para o potencial uso dos parâmetros entrópicos da estatı́stica não

extensiva como descritores estatı́sticos sensı́veis às mudanças de regime dinâmico ao longo da

evolução dos sinais de ondas gravitacionais, especialmente durante a fase crı́tica da fusão dos

buracos negros, quando ocorre intensa emissão de radiação gravitacional. Tal interpretação

está em consonância com a abordagem apresentada em Multiscale structure of the gravitational

wave signal from GW150914 based on the non-extensivity q-triplet [21], na qual os ı́ndices não-

extensivos são empregados para caracterizar a complexidade multiescalar e a dinâmica fora do

equilı́brio, sem pressupor um critério automático de detecção de transições.

O ı́ndice (qsen), obtido por meio da análise multifractal e do expoente de Hölder,

revelou valores significativamente inferiores a 1, {qsen}H = {0,02} e {qsen}L = {0,25}, o que

é interpretado, da teoria de Tsallis, como um indicativo de caos fraco ou sensibilidade su-

bexponencial às condições iniciais. Em termos fı́sicos, isso implica que as variações iniciais



158

na separação orbital, spins ou assimetrias dos buracos negros influenciam a estrutura fina do

sinal com intensidade muito abaixo da esperada em sistemas caóticos clássicos. Tal carac-

terı́stica multifractal reforça a hipótese de que os sinais de OGs contêm informação codificada

em múltiplas escalas, compatı́vel com uma hierarquia de instabilidades no campo gravitacional.

Por fim, o ı́ndice (qrel), relacionado à relaxação do sistema, apresentou valores sis-

tematicamente superiores a 1, {qrel}H = {2,28} e {qrel}L = {2,26}, sugerindo que a perda de

correlação temporal nos sinais de h(t) ocorre de maneira lenta e prolongada, em oposição ao

decaimento exponencial tı́pico de sistemas ergódicos. Essa lenta relaxação pode estar associada

à persistência de modos oscilatórios e ressonâncias gravitacionais residuais no final da fusão,

como o ringdown (fase de anelamento) do buraco negro resultante.

Esses parâmetros refletem diferentes aspectos da dinâmica não extensiva do sis-

tema:

i) (qstat): descreve o grau de não gaussianidade da distribuição de probabilidade dos in-

crementos da série temporal, associado à presença de flutuações intermitentes e caudas

pesadas no espectro estatı́stico do sinal gravitacional;

ii) (qsen): quantifica a sensibilidade do sistema às condições iniciais, refletindo o grau de

imprevisibilidade e a complexidade na evolução das trajetórias dinâmicas durante a fase

de coalescência;

iii) (qrel): caracteriza o processo de relaxação temporal do sistema, indicando se a dissipação

de energia e a perda de correlação ocorrem de forma convencional (exponencial) ou se-

gundo uma dinâmica desacelerada, tı́pica de processos não lineares e com memória de

longo alcance.

Para o conjunto completo dos eventos de OGs analisadas, a investigação estatı́stica

das correlações entre os ı́ndices da estatı́stica não extensiva de Tsallis (qstat, qsen, qrel) e os

parâmetros fı́sicos caracterı́sticos das OGs revelou evidências consistentes da relevância dos

expoentes q na descrição da dinâmica de fusões de buracos negros.

No plano quantitativo, as correlações estatı́sticas no conjunto multi-evento confir-

mam o papel de destaque de (qsen), esse ı́ndice mostra correlações muito fortes com frequência

de pico e massas (|r|≳ 0,84) e o maior poder explicativo entre os modelos lineares testados,

com R2 ≈ 0,776 para (qsen) vs. fpico(10−24). Isso indica que o (qsen) é o candidato mais pro-

missor para aplicações futuras, por capturar de maneira eficaz as dependências estruturais do

sistema binário.

Adicionalmente, o ı́ndice (qrel) demonstrou uma tendência de crescimento com a

massa chirp, refletindo um comportamento de relaxação mais lento em sistemas mais massivos.
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Essa caracterı́stica é compatı́vel com a presença de efeitos não-Markovianos e persistência tem-

poral na fase de anelamento (ringdown) das OGs. Em contrapartida, o ı́ndice (qstat) apresentou

baixa correlação com os parâmetros fı́sicos, sugerindo que a estrutura estatı́stica estacionária

do sinal gravitacional é governada por fatores mais intrı́nsecos, como a morfologia espectral e

a natureza multifractal das flutuações.

Do ponto de vista estatı́stico-astrofı́sico, a distribuição normalizada da frequência

de pico dos eventos apresenta bimodalidade clara, com dois máximos separados por região de

baixa densidade (primeiro modo em 0,1− 0,3 e segundo em 0,85− 0,95, valores normali-

zados). Essa estrutura indica a coexistência de duas populações no conjunto de eventos e é

coerente com a relação inversa entre frequência de pico e massa final do sistema binário, distin-

guindo sistemas mais massivos (baixa frequência) de menos massivos (alta frequência).

Crucialmente, a mesma estrutura bimodal se manifesta nos ı́ndices não- extensivos

(qstat, qsen, qrel), quando analisados por grupos definidos pela frequência de pico. Os histo-

gramas segregados por grupo com a sobreposição de q sobre a distribuição da frequência nor-

malizada) tornam explı́cito que as duas populações espectrais também se refletem nos regimes

de não-gaussianidade, sensibilidade e relaxação descritos pelo q-tripleto. Com isso, a análise

conjunta de fpico e {qstat ,qsen,qrel} fornece uma descrição unificada multiescalar, conectando

complexidade, não linearidade e dissipação nas fusões de buracos negros.

As conclusões especı́ficas dos três ı́ndices são consistentes com a literatura e com a

fı́sica do processo: (qstat > 1), confirma não-gaussianidade e caudas pesadas; (qsen < 1) carac-

teriza sensibilidade subexponencial (caos fraco), compatı́vel com hierarquias de instabilidades

durante o chirp; e (qrel > 1) aponta relaxação lenta com persistência de correlações no ring-

down. Em conjunto, o q-tripleto constitui uma “impressão digital estatı́stica” da coalescência

de buracos negros, com potencial para complementar as análises espectrais convencionais ba-

seadas em modelos da Relatividade Geral. Além disso, os resultados indicam que tais eventos

podem ser reinterpretados como mudanças de regime dinâmico não-extensivo na evolução do

sinal gravitacional, com implicações tanto na fı́sica estatı́stica quanto na astrofı́sica computaci-

onal.

Conclui-se, portanto, que a mecânica estatı́stica não-extensiva de Tsallis constitui

uma abordagem teórica promissora para a caracterização de sinais gravitacionais oriundos de

eventos extremos. Ao revelar propriedades multiescalares, não-gaussianas e fortemente corre-

lacionadas, os ı́ndices q-estatı́sticos extraı́dos fornecem evidências relevantes da complexidade

intrı́nseca desses fenômenos, abrindo novas perspectivas para a compreensão da fı́sica de sis-

temas fora do equilı́brio. Esta tese, ao integrar fundamentos estatı́sticos avançados com dados

observacionais, estabelece um marco conceitual relevante na intersecção entre astrofı́sica, teoria

da complexidade e análise de dados em gravitação.
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8 PERSPECTIVAS DE TRABALHOS

Considerando os avanços alcançados nesta tese, que propõe uma abordagem me-

todológica inovadora baseada na mecânica estatı́sticas não extensivas, caracterizadas pelo q-

tripleto (qstat , qsen, qrel) de Tsallis, para caracterização de sinais de ondas gravitacionais, as

seguintes diretrizes são sugeridas para trabalhos futuros:

a) Aplicar a metodologia a outros sistemas astrofı́sicos (fusões de estrelas de nêutrons, fon-

tes estocásticas): Esta é uma sugestão natural e muito relevante. Testar o q-tripleto em

diferentes regimes dinâmicos verificaria a teoria e universalidade do formalismo. Em par-

ticular, fusões NS–NS possuem caracterı́sticas de sinal distintas (duração maior, possı́vel

tidal deformability etc.), e fontes estocásticas (como fundo cósmico de OG) representa-

riam um regime totalmente diferente (superposição de muitas fontes, possivelmente gaus-

siano). Verificar se os ı́ndices de Tsallis continuam informativos nesses casos seria um

passo importante para generalizar a abordagem. Essa perspectiva denota originalidade

pois sugere levar uma técnica desenvolvida para BH–BH a outros domı́nios; caso bem-

sucedido, mostraria que o q-tripleto pode ser uma ferramenta universal em astrofı́sica

de OG. Recomenda-se, inclusive, não se limitar a NS–NS: eventos de BH–NS (misto)

também seriam um interessante caso de teste, assim como supernovas (se sinais curtos

de colapso estelar forem detectados no futuro). A menção explı́cita de fontes estocásticas

demonstra visão de longo prazo, pois envolveria aplicar o formalismo a ruı́do de fundo,

algo desafiador, porém muito inovador caso revele estruturas não-extensivas num sinal

estocástico cosmológico.

b) Integrar a análise não-extensiva com algoritmos de detecção de sinais e templates teóricos

aprimorados: Esta sugestão é particularmente inovadora. Isso propõe combinar os parâme-

tros não-extensivos com as técnicas padrão de detecção (baseadas em match filtering,

métrica de overlap etc.). A ideia seria usar os ı́ndices q como parâmetros complementa-

res na identificação e caracterização de eventos, possivelmente melhorando a inferência

de propriedades fı́sicas. Essa integração poderia, por exemplo, ajudar a diferenciar si-

nais reais de glitches de ruı́do: se um evento detectado não apresenta o fingerprint q

esperado para um sinal astrofı́sico, poderia ser um falso alarme. Ou então, no ajuste de

modelos, além de encaixar a forma de onda no domı́nio do tempo, poder exigir que o q-

tripleto simulado coincida com o observado, adicionando um critério estatı́stico adicional

à análise de parameter estimation. Essa perspectiva mostra originalidade ao pensar fora

da caixa: até agora, os métodos de detecção não consideram caracterizações estatı́sticas
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não-extensivas. Desenvolver isso pode abrir um novo campo de pesquisa, unindo métodos

de data science de OG com fı́sica estatı́stica.

c) Desenvolver modelos termodinâmicos da coalescência (calculando entropia BG e Tsal-

lis): Essa linha de futuro busca aprofundar a base teórica. Isso sugere quantificar a entro-

pia fı́sica do sistema durante a fusão, tanto na forma tradicional quanto na generalizada.

Isso poderia elucidar como se dá a dissipação de energia gravitacional e a evolução da de-

sordem ao longo das fases do evento. Trata-se de uma perspectiva ambiciosa e original,

pois envolveria provavelmente associar um conteúdo entrópico ao horizonte do buraco ne-

gro em formação, ou à radiação gravitacional emitida, e verificar se a não-extensividade

está ligada a alguma definição de entropia generalizada do sistema gravitacional. Alguns

trabalhos já discutem entropia de ondas gravitacionais sob óticas diversas, mas aplicar

a entropia de Tsallis explicitamente à fusão de BHs seria algo novo. Essa direção pode

criar pontes entre termodinâmica de buracos negros (que tem todo um arcabouço teórico)

e complexidade estatı́stica. No mı́nimo, calcular a entropia de Shannon/Boltzmann do

sinal versus entropia de Tsallis e compará-las ao longo do tempo do chirp seria esclarece-

dor. Sugere-se realmente investir nessa ideia, pois pode responder questões fundamentais:

por exemplo, a fusão maximiza alguma entropia não extensiva? Há conservação de algo

como energia livre não extensiva?. É um terreno fértil para publicações teóricas de alto

impacto.

d) Implementar simulações computacionais multiescala combinando dados observacionais,

relatividade numérica e estatı́stica avançada: Isso propõe sı́ntese interdisciplinar, usar

simulações de fusão (resultados de relatividade numérica) e “contaminar” ou analisar es-

ses dados simulados com o ferramental estatı́stico para modelar a complexidade dinâmica.

Essas simulações serviriam para explorar correlações entre multifractalidade e parâmetros

astrofı́sicos. Em outras palavras, variar condições (massas, spins, excentricidade etc.) em

simulações de fusão e medir os ı́ndices q resultantes, para ver como cada parâmetro im-

pacta qstat,qsen,qrel. Essa abordagem seria extremamente útil para validar e calibrar a

interpretação fı́sica dos ı́ndices. Por exemplo, poderı́amos confirmar em ambiente con-

trolado que aumentar a massa realmente diminui qsen, ou investigar como a presença

de precessão (não presente em GW150914) afetaria o q-tripleto. A combinação de data

science (análise multifractal) com simulações de relatividade não tem precedentes na lite-

ratura conhecida, sendo portanto uma perspectiva bastante original. Também demandará

alta performance computacional, como citado, indicando que visualiza colaboração entre

áreas (astrofı́sica, computação).

e) Investigar a sensibilidade dos parâmetros não-extensivos a ruı́dos instrumentais e incerte-
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zas de calibração: Esta é uma perspectiva de caráter prático e necessário. Antes de aplicar

o formalismo a dados de próxima geração (Einstein Telescope, LISA), é preciso estabe-

lecer critérios de confiabilidade, entendendo como ruı́do e erros de calibração afetam a

estimação dos ı́ndices q. Essa sugestão demonstra rigor e preocupação com a teoria expe-

rimental. Seria importante realizar testes com ruı́do real: por exemplo, aplicar o cálculo

do q-tripleto em segmentos de dados sem sinal (ruı́do puro) dos detectores atuais para

verificar qual é o “falso q-tripleto” de ruı́do. Se o ruı́do puro produz ı́ndices próximos

de (1,1,1), ou seja, estatı́stica gaussiana extensiva, ótimo, isso confirma que os desvios

encontrados vêm do sinal. Se porém o ruı́do contém artefatos que geram q significati-

vamente diferente de 1 (devido a non-stationarities, linhas espectrais, etc.), então seria

preciso isolar esses efeitos ou corrigi-los. Também convém analisar a estabilidade dos

ı́ndices com respeito à calibração: pequenas incertezas na amplitude/fase do strain po-

dem alterar os incrementos ∆h e seu espectro multifractal. Avaliar isso (talvez injetando

sinais em diferentes versões de dados calibrados) garantirá que quando novos detectores

mais sensı́veis surgirem, a metodologia estará preparada com critérios de erro. Essa pers-

pectiva é menos “glamourosa” que as demais, mas é crucial para pavimentar a aplicação

real do método na era dos grandes observatórios de OG.

f) Explorar a fı́sica fundamental através de teorias gravitacionais com torção. Esta pers-

petiva propõe uma extensão conceptual ambiciosa, visando utilizar o formalismo não-

extensivo como uma ferramenta para testar os próprios fundamentos da gravitação. A

ideia central é investigar se as métricas de complexidade do q-tripleto e as análises mul-

tifractais são sensı́veis a assinaturas de fı́sica além da Relatividade Geral, nomeadamente

aos efeitos de torção do espaço-tempo previstos por teorias como a Relatividade de

Einstein-Cartan. A originalidade desta abordagem reside em utilizar a estatı́stica não-

extensiva do sinal para procurar distorções sutis na forma de onda que possam ser indı́cios

de modos de polarização adicionais ou de uma dinâmica do espaço-tempo mais rica, asso-

ciada ao acoplamento entre a curvatura e o spin intrı́nseco da matéria. A implementação

prática envolveria a análise comparativa de sinais sintéticos: por um lado, formas de onda

geradas no contexto da Relatividade Geral padrão e, por outro, formas de onda que in-

corporam os efeitos da torção, simuladas no âmbito de teorias alternativas. O objetivo

seria verificar se os parâmetros qstat,qsen,qrel exibem uma sensibilidade distintiva a es-

tas alterações, funcionando como um “classificador estatı́stico” entre diferentes teorias

gravitacionais. Caso bem-sucedida, esta linha de pesquisa não só validaria o poder discri-

minatório do formalismo de Tsallis, como também abriria um novo canal de baixo custo

computacional para restringir fisicamente teorias da gravitação quântica em regimes de
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campo forte, complementando as análises tradicionais baseadas no overlap de templates.

Esta é, portanto, uma perspetiva de elevado impacto potencial, que posiciona a análise de

dados de ondas gravitacionais na vanguarda da fı́sica teórica.

Estas perspectivas abrem caminho para estudos interdisciplinares que unifiquem te-

oria gravitacional, métodos estatı́sticos inovadores e análise computacional de alta performance,

ampliando a compreensão da fı́sica de sistemas coalescentes.
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APÊNDICE A -- DISTRIBUIÇÃO DE EQUILÍBRIO DA MECÂNICA ESTATÍSTICA
NÃO-EXTENSIVA

Neste apêndice derivamos, passo a passo, a distribuição de equilı́brio que maximiza

a entropia contı́nua de Tsallis sob vı́nculos na medida escort. O resultado final é a distribuição

q-Gaussiana,

p(x) = Aq

[
1− (1−q)Bq (x−µq)

2
] 1

1−q ≡ Aq e−Bq(x−µq)
2

q ,

com Bq = [(3−q)σ2
q ]

−1 e constantes de normalização Aq dadas adiante.

Objetivo

Maximizar a entropia contı́nua de Tsallis

Sq[p] = k
1−

∫+∞

−∞
p(x)q dx

q−1
, (A.1)

sujeita aos vı́nculos de normalização e de momentos definidos na medida escort.

Vı́nculos variacionais (versão contı́nua com escort

Usaremos: ∫ +∞

−∞

p(x)dx = 1, (A.2)

µq =

∫ +∞

−∞

x p(x)q dx∫ +∞

−∞

p(x)q dx
, (A.3)

σ
2
q =

∫ +∞

−∞

(x−µq)
2 p(x)q dx∫ +∞

−∞

p(x)q dx
. (A.4)

Para a variação, é conveniente escrever vı́nculos equivalentes sem denominadores:∫ +∞

−∞

(x−µq) p(x)q dx = 0, (A.5)∫ +∞

−∞

(x−µq)
2 p(x)q dx = σ

2
q

∫ +∞

−∞

p(x)q dx. (A.6)

Funcional de Lagrange



179

Definimos o funcional

J [p] =
Sq[p]

k
+α

(∫
p−1

)
+β

(∫
(x−µq)

2 pq −σ
2
q

∫
pq
)
+ γ

(∫
(x−µq)pq

)
, (A.7)

onde α,β ,γ são multiplicadores de Lagrange e os integrais são em (−∞,+∞).

Variação funcional

As variações elementares são

δ

(∫
p
)
=
∫

δ p, (A.8)

δ

(∫
pq
)
= q

∫
pq−1

δ p, (A.9)

δ

(∫
(x−µq)pq

)
= q

∫
(x−µq) pq−1

δ p, (A.10)

δ

(∫
(x−µq)

2 pq
)
= q

∫
(x−µq)

2 pq−1
δ p, (A.11)

δ

(
Sq

k

)
=− q

q−1

∫
pq−1

δ p. (A.12)

Logo,

δJ =
∫

δ p(x)
{
− q

q−1
pq−1 +α +qβ [(x−µq)

2 −σ
2
q ] pq−1 +qγ(x−µq) pq−1

}
dx. (A.13)

Estacionariedade

Impondo δJ = 0 para todo δ p, o colchete em (A.13) deve anular-se:

− q
q−1

pq−1 +α +qβ [(x−µq)
2 −σ

2
q ] pq−1 +qγ(x−µq) pq−1 = 0. (A.14)

Dividindo por q pq−1 (em p > 0):

− 1
q−1

+
α

q
p1−q +β [(x−µq)

2 −σ
2
q ]+ γ(x−µq) = 0. (A.15)

Simetria e eliminação do termo linear

O vı́nculo (A.5) implica simetria de p(x) em torno de µq, o que força γ = 0. Com

isso, (A.15) torna-se

α

q
p1−q =

1
q−1

−β [(x−µq)
2 −σ

2
q ]≡C0 −β (x−µq)

2, (A.16)

onde C0 é uma constante.

Solução geral e forma q-exponencial
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Elevando à potência 1/(1−q), obtemos

p(x) =
[
A−C (x−µq)

2
] 1

1−q ≡ Aq
[

1− (1−q)Bq (x−µq)
2 ] 1

1−q = Aq e−Bq(x−µq)
2

q , (A.17)

onde definimos a função q-exponencial

ez
q ≡ [1+(1−q)z]

1
1−q , lim

q→1
ez

q = ez. (A.18)

Parâmetros Bq e Aq

A partir dos vı́nculos (A.6) e (A.2), obtém-se

Bq =
1

(3−q)σ2
q
, (q < 3). (A.19)

A constante de normalização Aq segue de integrais Beta/Gamma. Usando (A.19):

para q < 1 : Aq =

Γ

(
5−3q

2(1−q)

)
Γ

(
2−q
1−q

) √
1−q

π
Bq, (A.20)

para 1 < q < 3 : Aq =

Γ

(
1

q−1

)
Γ

(
3−q

2(q−1)

)√q−1
π

Bq. (A.21)

Condições de existência

• Normalizabilidade: requer q < 3.

• Variância q-escort finita: requer q < 5/3.

• Variância usual (clássica) finita: para q > 1, a cauda é de lei de potência ∼ |x|−2/(q−1);

a variância clássica existe apenas se 2/(q−1)> 3 ⇒ q < 5/3.

Limite Gaussiano q → 1

Usando limq→1[1− (1−q)z]
1

1−q = e−z, segue que

lim
q→1

p(x) = A1 exp[−B1 (x−µ)2], (A.22)

isto é, recupera-se a Gaussiana de Boltzmann–Gibbs–Shannon.

Convenções (sinal e interpretação fı́sica)

A forma unificada (A.17) usa p(x) = Aq [1− (1−q)Bq(x−µq)
2 ]

1
1−q .
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• Para q > 1: 1− (1−q)z = 1+(q−1)z ⇒ caudas pesadas (sem cut-off ).

• Para q < 1: há suporte finito (existência de cut-off ).

Resumo (resultado principal)

p(x) = Aq
[

1− (1−q)Bq (x−µq)
2 ] 1

1−q , Bq =
1

(3−q)σ2
q
, Aq dados em (A.20)–(A.21).
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APÊNDICE B -- LISTA DE EVENTOS DE ONDAS GRAVITACIONAIS DO TIPO BBH
DETECTADOS

De acordo com os dados da Tabela 7 foi realizada uma avaliação completa do con-

junto de dados. Do total de 103 eventos catalogados, 87 corresponderam a sistemas binários

de buracos negros (BBH) que satisfizeram os critérios de elegibilidade estabelecidos pelo algo-

ritmo em Python, enquanto 14 eventos foram classificados como não-BBH (incluindo sistemas

mistos ou binários de estrelas de nêutrons) e 2 eventos descartados devido a inconsistências nos

dados. A predominância de BBH (84,5% do total) reforça a eficácia dos critérios de seleção, ali-

nhados à sensibilidade dos detectores LIGO (Hanford e Livingston) para eventos de alta massa.

A Tabela 7 apresenta uma amostra dos eventos do tipo BBH selecionados, com

informações sobre a versão dos dados, a origem catalográfica e a disponibilidade dos regis-

tros para os detectores LIGO Livingston (L) e LIGO Hanford (H). Nesta tabela, utiliza-se

a convenção: (✓) indica que os dados do detector foram aprovados (disponı́veis e em boas

condições para análise), enquanto (×) indica que os dados foram reprovados (ausentes, corrom-

pidos ou considerados inadequados para os objetivos deste estudo).

Após a aplicação do algoritmo de triagem e análise da integridade dos arquivos,

obteve-se o seguinte panorama:

i) Total de eventos BBH encontrados: 87;

ii) Eventos com pares completos (dados de Hanford e Livingston disponı́veis): 79;

iii) Eventos com problemas (dados ausentes ou inutilizáveis em pelo menos um dos detecto-

res): 8.

Essa filtragem visa garantir a consistência metodológica da análise, restringindo os

resultados a eventos com strain completo e confiável, quando possı́vel. Casos com apenas um

detector foram mantidos sob critério de qualidade do dado remanescente.

Tabela 7 – Lista de eventos de ondas gravitacionais do tipo BBH detectados.

Nº Evento Version Release Data de Detecção (L) (H)

1 GW150914 v3 GWTC-1-confident 2015 (O2) ✓ ✓

Continua na próxima página
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Tabela 7 – Continuação da página anterior

Nº Evento Version Release Data de Detecção (L) (H)

2 GW151012 v3 GWTC-1-confident 2015 (O2) ✓ ✓

3 GW151226 v2 GWTC-1-confident 2015 (O2) ✓ ✓

4 GW170104 v2 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓

5 GW170608 v3 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓

6 GW170729 v1 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓

7 GW170809 v1 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓

8 GW170814 v3 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓

9 GW170818 v1 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓

10 GW170823 v1 GWTC-1-confident 2017 (O2) ✓ ✓

11 GW190403 051519 v1 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

12 GW190408 181802 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

13 GW190412 v3 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

14 GW190412 053044 v4 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

15 GW190413 052954 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

16 GW190413 134308 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

17 GW190421 213856 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

18 GW190424 180648 v1 GWTC-2.1-auxiliary 2019 (O3a) × ✓

19 GW190426 190642 v1 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

20 GW190503 185404 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

21 GW190512 180714 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

22 GW190513 205428 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

23 GW190514 065416 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

24 GW190517 055101 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

25 GW190519 153544 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

26 GW190521 v3 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

27 GW190521 030229 v4 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

28 GW190521 074359 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

29 GW190527 092055 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

30 GW190602 175927 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

31 GW190620 030421 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) × ✓

32 GW190630 185205 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) × ✓

33 GW190701 203306 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

34 GW190706 222641 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

35 GW190707 093326 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

Continua na próxima página
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Tabela 7 – Continuação da página anterior

Nº Evento Version Release Data de Detecção (L) (H)

36 GW190708 232457 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) × ✓

37 GW190719 215514 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

38 GW190720 000836 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

39 GW190725 174728 v1 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

40 GW190727 060333 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

41 GW190728 064510 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

42 GW190731 140936 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

43 GW190803 022701 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

44 GW190805 211137 v1 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

45 GW190828 063405 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

46 GW190828 065509 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

47 GW190909 114149 v1 GWTC-2.1-auxiliary 2019 (O3a) ✓ ✓

48 GW190910 112807 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

49 GW190915 235702 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

50 GW190916 200658 v1 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

51 GW190924 021846 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

52 GW190925 232845 v1 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ×
53 GW190926 050336 v1 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

54 GW190929 012149 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

55 GW190930 133541 v2 GWTC-2.1-confident 2019 (O3a) ✓ ✓

56 GW191103 012549 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

57 GW191105 143521 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

58 GW191109 010717 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

59 GW191113 071753 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

60 GW191126 115259 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

61 GW191127 050227 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

62 GW191129 134029 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

63 GW191204 110529 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

64 GW191204 171526 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

65 GW191215 223052 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

66 GW191216 213338 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ×
67 GW191222 033537 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

68 GW191230 180458 v1 GWTC-3-confident 2019 (O3b) ✓ ✓

69 GW200112 155838 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) × ✓

Continua na próxima página
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Tabela 7 – Continuação da página anterior

Nº Evento Version Release Data de Detecção (L) (H)

70 GW200128 022011 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

71 GW200129 065458 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

72 GW200202 154313 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

73 GW200208 130117 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

74 GW200208 222617 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

75 GW200209 085452 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

76 GW200216 220804 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

77 GW200219 094415 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

78 GW200220 061928 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

79 GW200220 124850 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

80 GW200224 222234 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

81 GW200225 060421 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

82 GW200302 015811 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ×
83 GW200306 093714 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

84 GW200308 173609 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

85 GW200311 115853 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

86 GW200316 215756 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

87 GW200322 091133 v1 GWTC-3-confident 2020 (O3b cont.) ✓ ✓

Total 87 82 84

Fonte: Elaborada pelo autor com base nos catálogos GWTC-1, GWTC-2.1 e GWTC-3.

É relevante destacar que a execução do código de seleção ocorreu em 22 de Janeiro

de 2025, limitando a base de dados aos eventos catalogados até essa data. Essa delimitação

temporal assegura a reprodutibilidade dos resultados e evita viés decorrente de atualizações

posteriores nos catálogos públicos (atualizações do GraceDB ou inclusão de eventos retroativos

[200].
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APÊNDICE C -- TABELA DAS FREQUÊNCIAS DE PICO DE EVENTOS BBH
DETECTADOS

A Tabela 8 apresenta os resultados obtidos para a frequência de pico das ondas

gravitacionais emitidas por sistemas binários de buracos negros (BBH, do inglês Binary Black

Hole), detectados por colaborações como LIGO e Virgo. Esses valores foram calculados por

meio de um código computacional desenvolvido em Python, com base em parâmetros fı́sicos

extraı́dos diretamente dos dados oficiais disponibilizados nos catálogos de eventos observacio-

nais.

O código utiliza as massas individuais dos componentes do sistema (m1 e m2), para

estimar a massa final do buraco negro remanescente, levando em consideração uma perda média

de aproximadamente 5% da massa total do sistema em forma de radiação gravitacional durante o

processo de fusão. Essa perda é consistente com resultados relatados na literatura especializada.

A frequência de pico ( fpico) foi obtida a partir da relação entre a frequência carac-

terı́stica de anelamento do modo fundamental (modo l = m = 2) e a massa final do buraco negro

formado. A fórmula empregada baseia-se na relação inversa entre a massa do buraco negro fi-

nal e a frequência do modo quasinormal fundamental, ajustada por um fator empı́rico de escala.

Esse fator, de ordem 0,15, foi adotado com base em estudos prévios sobre o espectro de ener-

gia emitida durante a fusão de buracos negros e corresponde aproximadamente à frequência de

maior intensidade no espectro gravitacional.

Tabela 8 – Parâmetros de massa e frequência de pico de eventos BBH detectados.

Evento Massa 1 (M⊙) Massa 2 (M⊙) Massa Final (M⊙) Frequência de Pico (Hz)

GW150914-v3 35,6 30,6 62,89 154,0886716

GW151012-v3 23,2 13,6 34,96 277,1921213

GW151226-v2 13,7 7,7 20,33 476,6668254

GW170104-v2 30,8 20 48,26 200,8005918

GW170608-v3 11 7,6 17,67 548,4231217

GW170729-v1 50,2 34 79,99 121,1481005

GW170809-v1 35 23,8 55,86 173,4807834

GW170814-v3 30,6 25,2 53,01 182,8077072

GW170818-v1 35,4 26,7 58,995 164,2619978

Continua na próxima página
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Tabela 8 – Continuação

Evento Massa 1 (M⊙) Massa 2 (M⊙) Massa Final (M⊙) Frequência de Pico (Hz)

GW170823-v1 39,5 29 65,075 148,9148914

GW190403˙051519-v1 85 20 99,75 97,14923869

GW190408˙181802-v2 24,6 18,4 40,85 237,2248852

GW190412-v3 30,1 8,3 36,48 265,6424496

GW190412˙053044-v4 27,7 9 34,865 277,9474132

GW190413˙052954-v2 33,7 24,2 55,005 176,1773759

GW190413˙134308-v2 51,3 30,4 77,615 124,8552027

GW190421˙213856-v2 42 32 70,3 137,8468927

GW190424˙180648-v1 40,5 31,8 68,685 141,088106

GW190426˙190642-v1 105,5 76 172,425 56,20203891

GW190503˙185404-v2 43,3 28,3 68,02 142,467459

GW190512˙180714-v2 23,2 12,5 33,915 285,733055

GW190513˙205428-v2 36 18,3 51,585 187,8576439

GW190514˙065416-v2 40,9 28,4 65,835 147,1958162

GW190517˙055101-v2 39,2 24 60,04 161,4030073

GW190519˙153544-v2 65,1 40,8 100,605 96,32360777

GW190521-v3 95,3 69 156,085 62,08563641

GW190521˙030229-v4 98,4 57,2 147,82 65,55700554

GW190521˙074359-v2 43,4 33,4 72,96 132,8212248

GW190527˙092055-v2 35,6 22,2 54,91 176,482181

GW190602˙175927-v2 71,8 44,8 110,77 87,48430586

GW190620˙030421-v2 58 35 88,35 109,6846243

GW190630˙185205-v2 35,1 24 56,145 172,6001703

GW190701˙203306-v2 54,1 40,5 89,87 107,8294933

GW190706˙222641-v2 74 39,4 107,73 89,95299879

GW190707˙093326-v2 12,1 7,9 19 510,0335031

GW190708˙232457-v2 19,8 11,6 29,83 324,8621039

GW190719˙215514-v2 36,6 19,9 53,675 180,542833

GW190720˙000836-v2 14,2 7,5 20,615 470,0769614

GW190725˙174728-v1 11,8 6,3 17,195 563,5729316

GW190727˙060333-v2 38,9 30,2 65,645 147,6218533

GW190728˙064510-v2 12,5 8 19,475 497,5936616

GW190731˙140936-v2 41,8 29 67,26 144,0772608

GW190803˙022701-v2 37,7 27,6 62,035 156,2124052

Continua na próxima página
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Tabela 8 – Continuação

Evento Massa 1 (M⊙) Massa 2 (M⊙) Massa Final (M⊙) Frequência de Pico (Hz)

GW190805˙211137-v1 46,2 30,6 72,96 132,8212248

GW190828˙063405-v2 31,9 25,8 54,815 176,7880427

GW190828˙065509-v2 23,7 10,4 32,395 299,1398845

GW190909˙114149-v1 45,8 28,3 70,395 137,6608645

GW190910˙112807-v2 43,8 34,2 74,1 130,7778213

GW190915˙235702-v2 32,6 24,5 54,245 178,6457104

GW190916˙200658-v1 43,8 23,3 63,745 152,0219085

GW190924˙021846-v2 8,8 5,1 13,205 733,8611556

GW190925˙232845-v1 20,8 15,5 34,485 281,0101946

GW190926˙050336-v1 41,1 20,4 58,425 165,8645539

GW190929˙012149-v2 66,3 26,8 88,445 109,5668106

GW190930˙133541-v2 14,2 6,9 20,045 483,4440788

GW191103˙012549-v1 11,8 7,9 18,715 517,8005108

GW191105˙143521-v1 10,7 7,7 17,48 554,3842425

GW191109˙010717-v1 65 47 106,4 91,07741127

GW191113˙071753-v1 29 5,9 33,155 292,2828098

GW191126˙115259-v1 12,1 8,3 19,38 500,0328462

GW191127˙050227-v1 53 24 73,15 132,4762346

GW191129˙134029-v1 10,7 6,7 16,53 586,2454059

GW191204˙110529-v1 27,3 19,2 44,175 219,3692487

GW191204˙171526-v1 11,7 8,4 19,095 507,496023

GW191215˙223052-v1 24,9 18,1 40,85 237,2248852

GW191216˙213338-v1 12,1 7,7 18,81 515,1853567

GW191222˙033537-v1 45,1 34,7 75,81 127,8279456

GW191230˙180458-v1 49,4 37 82,08 118,0633109

GW200112˙155838-v1 35,6 28,3 60,705 159,6348993

GW200128˙022011-v1 42,2 32,6 71,06 136,3725944

GW200129˙065458-v1 34,5 29 60,325 160,6404734

GW200202˙154313-v1 10,1 7,3 16,53 586,2454059

GW200208˙130117-v1 37,7 27,4 61,845 156,6923205

GW200208˙222617-v1 51 12,3 60,135 161,1480263

GW200209˙085452-v1 35,6 27,1 59,565 162,6901126

GW200216˙220804-v1 51 30 76,95 125,9341983

GW200219˙094415-v1 37,5 27,9 62,13 155,9735484

Continua na próxima página
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Tabela 8 – Continuação

Evento Massa 1 (M⊙) Massa 2 (M⊙) Massa Final (M⊙) Frequência de Pico (Hz)

GW200220˙061928-v1 87 61 140,6 68,92344637

GW200220˙124850-v1 38,9 27,9 63,46 152,7046417

GW200224˙222234-v1 40 32,7 69,065 140,3118303

GW200225˙060421-v1 19,3 14 31,635 306,3264283

GW200302˙015811-v1 37,8 20 54,91 176,482181

GW200306˙093714-v1 28,3 14,8 40,945 236,6744794

GW200308˙173609-v1 60 24 79,8 121,4365484

GW200311˙115853-v1 34,2 27,7 58,805 164,7927312

GW200316˙215756-v1 13,1 7,8 19,855 488,0703379

GW200322˙091133-v1 38 11,3 46,835 206,9101433

Fonte: Elaborada pelo autor com base nos catálogos GWTC-1, GWTC-2.1 e GWTC-3.
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APÊNDICE D -- Q ESTACIONÁRIO

Durante o processo de análise, constatou-se a existência de inconsistências nos da-

dos de alguns eventos, tais como: GW190424 180648-v1, GW190620 030421-v2, GW190630

185205-v2, GW190708 232457-v2, GW190925 232845-v1, GW191216 213338-v1,

GW200112 155838-v1, GW200302 015811-v1. Para garantir a confiabilidade da análise es-

tatı́stica, optou-se por considerar apenas os eventos cujos sinais de deformação h(t) estivessem

disponı́veis de forma ı́ntegra e sincronizada em ambos os detectores do LIGO — Hanford (H1)

e Livingston (L1). Essa decisão metodológica visa assegurar a consistência das comparações

entre eventos e a qualidade dos parâmetros extraı́dos.

A análise conjunta dos gráficos disponibilizados no catálogo evidencia um padrão

recorrente de não extensividade estatı́stica na maioria dos eventos do tipo binário de buracos

negros (BBH), detectados pelos interferômetros LIGO e VIRGO. A predominância de valores

de (qstat > 1) indica que os sinais não seguem uma distribuição gaussiana clássica, mas sim

distribuições com caudas pesadas, como as q-Gaussianas previstas pela estatı́stica não exten-

siva de Tsallis. Esse comportamento é compatı́vel com dinâmicas não lineares, intermitentes e

multifractais, tı́picas de sistemas fı́sicos em estados fora do equilı́brio e de alta complexidade,

como os envolvidos na coalescência de buracos negros.

Adicionalmente, o catálogo permite observar variações sutis no valor de (qstat) en-

tre os diferentes eventos. Em geral, eventos com menor amplitude espectral ou baixa razão

sinal-ruı́do apresentam valores de (qstat) ligeiramente inferiores, enquanto sinais mais intensos,

com estrutura espectral mais rica, resultam em valores mais elevados. Essa sensibilidade do

parâmetro (qstat) à morfologia do sinal e à escala de observação corrobora sua relevância como

ferramenta diagnóstica da complexidade estatı́stica e estrutural dos sistemas emissores.

Os resultados obtidos, portanto, consolidam a aplicação da estatı́stica não extensiva

como uma abordagem teórica robusta e promissora para a caracterização de sinais gravitacio-

nais. Essa metodologia permite extrair propriedades fı́sicas relevantes dos sistemas astrofı́sicos

extremos, ampliando nossa capacidade de compreender a dinâmica subjacente aos fenômenos

detectados pelos observatórios de ondas gravitacionais.



GW150914-v3 GW151012-v3

GW151226-v2 GW170104-v2

Catálogo de Ondas Gravitacionais  q_stationary 



GW170608-v3 GW170729-v1

GW170809-v1 GW170814-v3



GW170818-v1 GW170823-v1

GW190403_051519-v1 GW190408_181802-v2



GW190412-v3 GW190412_053044-v4

GW190413_052954-v2 GW190413_134308-v2



GW190421_213856-v2 GW190426_190642-v1

GW190503_185404-v2 GW190512_180714-v2



GW190513_205428-v2 GW190514_065416-v2

GW190517_055101-v2 GW190519_153544-v2



GW190521-v3 GW190521_030229-v4

GW190521_074359-v2 GW190527_092055-v2



GW190602_175927-v2 GW190701_203306-v2

GW190706_222641-v2 GW190707_093326-v2



GW190719_215514-v2 GW190720_000836-v2

GW190725_174728-v1 GW190727_060333-v2



GW190728_064510-v2 GW190731_140936-v2

GW190803_022701-v2 GW190805_211137-v1



GW190828_063405-v2 GW190828_065509-v2

GW190909_114149-v1 GW190915_235702-v2



GW190916_200658-v1 GW190924_021846-v2

GW190926_050336-v1 GW190929_012149-v2



GW190930_133541-v2 GW191103_012549-v1

GW191105_143521-v1 GW191109_010717-v1



GW191113_071753-v1 GW191126_115259-v1

GW191127_050227-v1 GW191129_134029-v1



GW191204_110529-v1 GW191204_171526-v1

GW191215_223052-v1 GW191222_033537-v1



GW191230_180458-v1 GW200128_022011-v1

GW200129_065458-v1 GW200202_154313-v1



GW200208_130117-v1 GW200208_222617-v1

GW200209_085452-v1 GW200216_220804-v1



GW200219_094415-v1 GW200220_061928-v1

GW200220_124850-v1 GW200224_222234-v1



GW200225_060421-v1 GW200306_093714-v1

GW200308_173609-v1 GW200311_115853-v1



GW200316_215756-v1 GW200322_091133-v1
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APÊNDICE E -- Q SENSIBILIDADE

Para assegurar a confiabilidade da análise multifractal aplicada às séries tempo-

rais de ondas gravitacionais, foi realizada uma triagem rigorosa dos eventos disponı́veis nos

catálogos GWTC-1, GWTC-2.1 e GWTC-3. Foram excluı́dos da amostra final todos os eventos

que apresentaram ausência de dados simultâneos nos detectores LIGO Hanford (H1) e Livings-

ton (L1), bem como aqueles cuja integridade dos dados revelou inconsistências técnicas ou lacu-

nas que comprometeriam a extração precisa dos parâmetros multifractais. Os seguintes eventos

foram descartados com base nesses critérios: GW190620 030421-v1, GW190630 185205-v2,

GW190708 232452-v2, GW190910 112807-v2, GW190925 232845-v1, GW191216 213338-

v1, GW200112 155838-v1, GW200302 015811-v1.

A exclusão desses registros garante que as análises realizadas estejam fundamenta-

das em séries temporais completas, contı́nuas e sincronizadas entre os dois detectores, condição

imprescindı́vel para a correta construção do espectro multifractal f (α) e, por conseguinte, para

a estimativa precisa do ı́ndice de sensibilidade às condições iniciais, (qsen).

Destaca-se ainda que os resultados foi corroborada pela coerência dos espectros

multifractais obtidos, os quais apresentaram larguras significativas (∆α), refletindo uma com-

plexidade estrutural evidente nas flutuações temporais dos sinais. Tais caracterı́sticas indicam a

presença de correlações de longo alcance e comportamento não estacionário, compatı́veis com

dinâmicas tı́picas de sistemas fora do equilı́brio termodinâmico.

Em sı́ntese, a análise do parâmetro (qsen) aplicada ao conjunto selecionado de even-

tos BBH demonstrou que os sinais gravitacionais analisados não seguem modelos gaussianos ou

estatisticamente extensivos. Pelo contrário, revelam uma dinâmica não linear altamente com-

plexa, intermitente e multifractal, cuja descrição mais adequada se dá no contexto da estatı́stica

não-extensiva de Tsallis, consolidando essa abordagem como uma ferramenta promissora para

a caracterização fı́sica de sinais gravitacionais em ambientes extremos do universo.



GW150914-v3 GW151012-v3

GW151226-v2 GW170104-v2

GW170608-v3 GW170729-v1

Catálogo de Ondas Gravitacionais - q_sensitivity



GW170809-v1 GW170814-v3

GW170818-v1 GW170823-v1

GW190403_051519-v1 GW190408_181802-v2



GW190412-v3 GW190412_053044-v4

GW190413_052954-v2 GW190413_134308-v2

GW190421_213856-v2 GW190426_190642-v1



GW190503_185404-v2 GW190512_180714-v2

GW190513_205428-v2 GW190514_065416-v2

GW190517_055101-v2 GW190519_153544-v2



GW190521-v3 GW190521_030229-v4

GW190521_074359-v2 GW190527_092055-v2

GW190602_175927-v2 GW190701_203306-v2



GW190706_222641-v2 GW190707_093326-v2

GW190719_215514-v2 GW190720_000836-v2

GW190725_174728-v1 GW190727_060333-v2



GW190728_064510-v2 GW190731_140936-v2

GW190803_022701-v2 GW190805_211137-v1

GW190828_063405-v2 GW190828_065509-v2



GW190909_114149-v1 GW190910_112807-v2

GW190915_235702-v2 GW190916_200658-v1

GW190924_021846-v2 GW190926_050336-v1



GW190929_012149-v2 GW190930_133541-v2

GW191103_012549-v1 GW191105_143521-v1

GW191109_010717-v1 GW191113_071753-v1



GW191126_115259-v1 GW191127_050227-v1

GW191129_134029-v1 GW191204_110529-v1

GW191204_171526-v1 GW191215_223052-v1



GW191222_033537-v1 GW191230_180458-v1

GW200128_022011-v1 GW200129_065458-v1

GW200202_154313-v1 GW200208_130117-v1



GW200208_222617-v1 GW200209_085452-v1

GW200216_220804-v1 GW200219_094415-v1

GW200220_061928-v1 GW200220_124850-v1



GW200224_222234-v1 GW200225_060421-v1

GW200306_093714-v1 GW200308_173609-v1

GW200311_115853-v1 GW200316_215756-v1



GW200322_091133-v1
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APÊNDICE F -- Q RELAXAÇÃO

Durante a análise do parâmetro de relaxação (qrel), alguns eventos do catálogo de

ondas gravitacionais apresentaram inconsistências que comprometeram a aplicabilidade dos

métodos de extração baseados na função de Informação Mútua Média (AMI). Esses problemas

se manifestaram de diferentes formas, incluindo: ausência de dados em um dos detectores (Han-

ford ou Livingston), falhas no alinhamento temporal entre os sinais, dados corrompidos, séries

temporais incompletas ou ruı́do excessivo que inviabilizou a detecção confiável do primeiro

mı́nimo da função I(τ), fundamental para estimar o atraso informacional.

Foram identificados os seguintes eventos com inconsistências que impossibilitaram

a extração confiável do ı́ndice (qrel): GW190424 180648-v1, GW190620 030421-v2, GW190630

185205-v2, GW190708 232457-v2, GW190910 112807-v2, GW190925 232845-v1,

GW191216 213338-v1, GW200112 155838-v1, GW200302 015811-v1.

Dentre esses eventos, alguns apresentaram ausência total de strain em um dos de-

tectores no intervalo padrão de 32 segundos. A exclusão desses eventos da análise de (qrel)

teve como objetivo preservar a integridade metodológica do estudo e garantir a consistência es-

tatı́stica dos resultados obtidos. Dessa forma, somente os eventos que apresentaram dados com-

pletos e confiáveis em ambos os detectores, com detecção clara da defasagem temporal carac-

terı́stica do mı́nimo local da AMI, foram considerados na amostra final de análise do parâmetro

(qrel).

Essa triagem rigorosa reforça a metodologia adotada e assegura que as conclusões

obtidas estejam fundamentadas em dados observacionais de alta qualidade, compatı́veis com os

pressupostos teóricos da estatı́stica não extensiva de Tsallis aplicados à caracterização de sinais

gravitacionais complexos.



GW150914-v3-JANELA-H1 GW150914-v3-JANELA-L1

GW151012-v3-JANELA-H1 GW151012-v3-JANELA-L1

GW151226-v2-JANELA-H1 GW151226-v2-JANELA-L1

Catálogo de Ondas Gravitacionais q_relaxation.



GW170104-v2-JANELA-H1 GW170104-v2-JANELA-L1

GW170608-v3-JANELA-H1 GW170608-v3-JANELA-L1

GW170729-v1-JANELA-H1 GW170729-v1-JANELA-L1



GW170809-v1-JANELA-H1 GW170809-v1-JANELA-L1

GW170814-v3-JANELA-H1 GW170814-v3-JANELA-L1

GW170818-v1-JANELA-H1 GW170818-v1-JANELA-L1



GW170823-v1-JANELA-H1 GW170823-v1-JANELA-L1

GW190403_051519-v1-JANELA-H1 GW190403_051519-v1-JANELA-L1

GW190408_181802-v2-JANELA-H1 GW190408_181802-v2-JANELA-L1



GW190412-v3-JANELA-H1 GW190412-v3-JANELA-L1

GW190412_053044-v4-JANELA-H1 GW190412_053044-v4-JANELA-L1

GW190413_052954-v2-JANELA-H1 GW190413_052954-v2-JANELA-L1



GW190413_134308-v2-JANELA-H1 GW190413_134308-v2-JANELA-L1

GW190421_213856-v2-JANELA-H1 GW190421_213856-v2-JANELA-L1

GW190426_190642-v1-JANELA-H1 GW190426_190642-v1-JANELA-L1



GW190503_185404-v2-JANELA-H1 GW190503_185404-v2-JANELA-L1

GW190512_180714-v2-JANELA-H1 GW190512_180714-v2-JANELA-L1

GW190513_205428-v2-JANELA-H1 GW190513_205428-v2-JANELA-L1



GW190514_065416-v2-JANELA-H1 GW190514_065416-v2-JANELA-L1

GW190517_055101-v2-JANELA-H1 GW190517_055101-v2-JANELA-L1

GW190519_153544-v2-JANELA-H1 GW190519_153544-v2-JANELA-L1



GW190521-v3-JANELA-H1 GW190521-v3-JANELA-L1

GW190521_030229-v4-JANELA-H1 GW190521_030229-v4-JANELA-L1

GW190521_074359-v2-JANELA-H1 GW190521_074359-v2-JANELA-L1



GW190527_092055-v2-JANELA-H1 GW190527_092055-v2-JANELA-L1

GW190602_175927-v2-JANELA-H1 GW190602_175927-v2-JANELA-L1

GW190701_203306-v2-JANELA-H1 GW190701_203306-v2-JANELA-L1



GW190706_222641-v2-JANELA-H1 GW190706_222641-v2-JANELA-L1

GW190707_093326-v2-JANELA-H1 GW190707_093326-v2-JANELA-L1

GW190719_215514-v2-JANELA-H1 GW190719_215514-v2-JANELA-L1



GW190720_000836-v2-JANELA-H1 GW190720_000836-v2-JANELA-L1

GW190725_174728-v1-JANELA-H1 GW190725_174728-v1-JANELA-L1

GW190727_060333-v2-JANELA-H1 GW190727_060333-v2-JANELA-L1



GW190728_064510-v2-JANELA-H1 GW190728_064510-v2-JANELA-L1

GW190731_140936-v2-JANELA-H1 GW190731_140936-v2-JANELA-L1

GW190803_022701-v2-JANELA-H1 GW190803_022701-v2-JANELA-L1



GW190805_211137-v1-JANELA-H1 GW190805_211137-v1-JANELA-L1

GW190828_063405-v2-JANELA-H1 GW190828_063405-v2-JANELA-L1

GW190828_065509-v2-JANELA-H1 GW190828_065509-v2-JANELA-L1



GW190909_114149-v1-JANELA-H1 GW190909_114149-v1-JANELA-L1

GW190915_235702-v2-JANELA-H1 GW190915_235702-v2-JANELA-L1

GW190916_200658-v1-JANELA-H1 GW190916_200658-v1-JANELA-L1



GW190924_021846-v2-JANELA-H1 GW190924_021846-v2-JANELA-L1

GW190926_050336-v1-JANELA-H1 GW190926_050336-v1-JANELA-L1

GW190929_012149-v2-JANELA-H1 GW190929_012149-v2-JANELA-L1



GW190930_133541-v2-JANELA-H1 GW190930_133541-v2-JANELA-L1

GW191103_012549-v1-JANELA-H1 GW191103_012549-v1-JANELA-L1

GW191105_143521-v1-JANELA-H1 GW191105_143521-v1-JANELA-L1



GW191109_010717-v1-JANELA-H1 GW191109_010717-v1-JANELA-L1

GW191113_071753-v1-JANELA-H1 GW191113_071753-v1-JANELA-L1

GW191126_115259-v1-JANELA-H1 GW191126_115259-v1-JANELA-L1



GW191127_050227-v1-JANELA-H1 GW191127_050227-v1-JANELA-L1

GW191129_134029-v1-JANELA-H1 GW191129_134029-v1-JANELA-L1

GW191204_110529-v1-JANELA-H1 GW191204_110529-v1-JANELA-L1



GW191204_171526-v1-JANELA-H1 GW191204_171526-v1-JANELA-L1

GW191215_223052-v1-JANELA-H1 GW191215_223052-v1-JANELA-L1

GW191222_033537-v1-JANELA-H1 GW191222_033537-v1-JANELA-L1



GW191230_180458-v1-JANELA-H1 GW191230_180458-v1-JANELA-L1

GW200128_022011-v1-JANELA-H1 GW200128_022011-v1-JANELA-L1

GW200129_065458-v1-JANELA-H1 GW200129_065458-v1-JANELA-L1



GW200202_154313-v1-JANELA-H1 GW200202_154313-v1-JANELA-L1

GW200208_130117-v1-JANELA-H1 GW200208_130117-v1-JANELA-L1

GW200208_222617-v1-JANELA-H1 GW200208_222617-v1-JANELA-L1



GW200209_085452-v1-JANELA-H1 GW200209_085452-v1-JANELA-L1

GW200216_220804-v1-JANELA-H1 GW200216_220804-v1-JANELA-L1

GW200219_094415-v1-JANELA-H1 GW200219_094415-v1-JANELA-L1



GW200220_061928-v1-JANELA-H1 GW200220_061928-v1-JANELA-L1

GW200220_124850-v1-JANELA-H1 GW200220_124850-v1-JANELA-L1

GW200224_222234-v1-JANELA-H1 GW200224_222234-v1-JANELA-L1



GW200225_060421-v1-JANELA-H1 GW200225_060421-v1-JANELA-L1

GW200306_093714-v1-JANELA-H1 GW200306_093714-v1-JANELA-L1

GW200308_173609-v1-JANELA-H1 GW200308_173609-v1-JANELA-L1



GW200311_115853-v1-JANELA-H1 GW200311_115853-v1-JANELA-L1

GW200316_215756-v1-JANELA-H1 GW200316_215756-v1-JANELA-L1

GW200322_091133-v1-JANELA-H1 GW200322_091133-v1-JANELA-L1
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APÊNDICE G -- RESULTADOS DO Q-TRIPLETO PARA EVENTOS BBH

Este apêndice apresenta a consolidação dos dados obtidos para os três ı́ndices da

estatı́stica não-extensiva de Tsallis o chamado q-tripleto: (qstat, qsen, qrel) aplicados ao conjunto

de séries temporais de ondas gravitacionais associadas a coalescências de sistemas binários de

buracos negros (BBH), detectadas pelos interferômetros LIGO e VIRGO.

Os dados foram processados individualmente para cada evento, a partir dos arqui-

vos disponibilizados pelo Gravitational Wave Open Science Center (GWOSC), empregando-se

metodologias especı́ficas para cada componente do q-tripleto:

• (qstat): obtido a partir do ajuste de distribuições q-Gaussianas aos incrementos multiesca-

lares ∆h(t,τ) da série temporal de deformação h(t), para diferentes valores de defasagem

τ;

• (qsen): estimado com base na análise multifractal dos sinais, pela extração do espectro

f (α) via MF-DFA e cálculo do ı́ndice de sensibilidade às condições iniciais conforme a

equação de Lyra-Tsallis;

• (qrel): derivado da análise da função de Informação Mútua Média (AMI), identificando o

primeiro mı́nimo local da função I(τ) e ajustando a regressão logarı́tmica para a obtenção

da lei de potência.

Dos 87 eventos inicialmente selecionados do catálogo GWTC, todos classificados

como sistemas BBH, 74 eventos foram analisados com sucesso para os três parâmetros do q-

tripleto. A exclusão de 13 eventos decorreu de inconsistências nos dados observacionais, tais

como ausência de sinais em um dos detectores, falhas no sincronismo temporal ou impossibili-

dade de ajuste confiável aos modelos estatı́sticos adotados.

A Tabela G apresenta os valores de (qstat), (qsen) e (qrel) obtidos para os eventos

analisados. Para cada evento, são fornecidos os valores individuais calculados a partir dos

dados de Hanford (H1) e Livingston (L1), assim como as respectivas escalas τ e as frequências

associadas.

Os resultados reunidos neste apêndice reforçam a robustez da abordagem baseada

na mecânica estatı́stica não-extensiva, evidenciando que os sinais de ondas gravitacionais de sis-

temas BBH apresentam, em sua maioria, comportamento estatı́stico fortemente não-gaussiano,
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multifractal e com dinâmicas temporais fora do equilı́brio térmico convencional. Essa análise,

portanto, aprofunda a compreensão fı́sica dos processos de fusão de buracos negros, revelando

caracterı́sticas dinâmicas que escapam às descrições tradicionais baseadas exclusivamente na

relatividade geral e na estatı́stica de Boltzmann-Gibbs.

Tabela 9 – Tabela do q tripleto dos eventos de onda gravitacional.

Evento Freq. Pico tau Hanford Livingston

(Hz) qstat qsen qrel qstat qsen qrel

GW150914-v3 154,08867 110 1,4699 0,0215 2.28602 1,4345 0,2533 2.26931

GW151012-v3 277,19212 56 1,0067 0,5763 2.18165 1,1015 0,4597 2.08993

GW151226-v2 476,66683 40 1,1277 0,7401 2.15911 1,0326 0,7942 2.10896

GW170104-v2 200,80059 110 1,1285 0,4444 2.27514 1,1582 0,5676 2.25135

GW170608-v3 548,42312 40 1,0478 0,7150 2.13713 1,0954 0,7972 2.17293

GW170729-v1 121,14810 128 1,3749 0,0189 2.27402 1,5024 0,1819 2.14598

GW170809-v1 173,48078 96 1,1429 0,3940 2.28743 1,2732 0,1238 2.12853

GW170814-v3 182,80771 96 1,1437 0,1973 2.15751 1,6584 0,3743 2.32944

GW170818-v1 164,26200 110 1,1521 0,4887 2.22131 1,6205 0,2384 2.20552

GW170823-v1 148,91489 96 1,1763 0,4124 2.22505 1,4570 0,1833 2.26828

GW190403 051519-v1 97,14924 160 1,0000 0,1017 2.15658 1,1329 0,0848 2.12540

GW190408 181802-v2 237,22489 64 1,3383 0,3015 2.19089 1,3694 0,6036 2.20714

GW190412-v3 265,64245 80 1,3520 0,3128 2.18039 1,3128 0,0829 2.26367

GW190412 053044-v4 277,94741 80 1,4767 0,3642 2.16476 1,1216 0,2950 2.27291

GW190413 052954-v2 176,17738 96 1,7051 0,3040 2.14941 1,0525 0,1275 2.13923

GW190413 134308-v2 124,85520 128 1,1472 0,2390 2.21040 1,2079 0,3099 2.46914

GW190421 213856-v2 137,84689 128 1,6382 0,3757 2.32699 1,6423 -0,1004 2.15767

GW190426 190642-v1 56,20204 320 1,1857 0,2393 2.21315 1,2484 0,1061 2.13503

GW190503 185404-v2 142,46746 112 1,4181 0,2616 2.30200 1,4406 0,4280 2.18720

GW190512 180714-v2 285,73305 56 1,2730 0,6062 2.14334 1,3596 0,6784 2.19237

GW190513 205428-v2 187,85764 80 1,0000 0,5578 2.16011 1,0000 0,4676 2.16994

GW190514 065416-v2 147,19582 112 1,0319 0,2433 2.17175 1,1164 0,3645 2.19220

GW190517 055101-v2 161,40301 96 1,0432 0,6173 2.20060 1,1476 0,4924 2.20240

GW190519 153544-v2 96,32361 192 1,3308 0,4184 2.40207 1,0636 0,1761 2.32388

GW190521-v3 62,08564 256 1,0317 -0,1585 2.32838 1,1001 -0,4270 2.39409

GW190521 030229-v4 65,55701 256 1,0447 -0,1175 2.32947 1,0467 -0,5597 2.38577

GW190521 074359-v2 132,82122 128 1,4543 0,3208 2.36560 1,5310 0,1263 2.43524

GW190527 092055-v2 176,48218 96 1,0050 -0,1562 2.12401 1,0334 0,4558 2.21436

GW190602 175927-v2 87,48431 192 1,3655 0,2322 2.14350 1,3502 -0,0848 2.32279

Continua na próxima página
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Tabela 9 – Continuação da página anterior

Evento Freq. Pico tau Hanford Livingston

(Hz) qstat qsen qrel qstat qsen qrel

GW190701 203306-v2 107,82949 160 1,1403 0,3632 2.19062 1,1220 0,0914 2.30725

GW190706 222641-v2 89,95300 192 1,4193 -0,1346 2.30920 1,3378 -0,6105 2.22719

GW190707 093326-v2 510,03350 32 1,2519 0,8697 2.19182 1,0000 0,8828 2.17214

GW190719 215514-v2 180,54283 96 1,2302 0,3894 2.14599 1,1963 0,2988 2.17574

GW190720 000836-v2 470,07696 32 1,0131 0,8181 2.09277 1,1349 0,8496 2.11667

GW190725 174728-v1 563,57293 32 1,2380 0,8255 2.15020 1,0665 0,9119 2.12695

GW190727 060333-v2 147,62185 112 1,2928 0,2216 2.36338 1,2578 0,2765 2.17789

GW190728 064510-v2 497,59366 32 1,0328 0,7714 2.14987 1,1240 0,8708 2.18759

GW190731 140936-v2 144,07726 112 1,2439 0,6020 2.20474 1,0683 0,0746 2.17107

GW190803 022701-v2 156,21241 110 1,1790 0,3942 2.13381 1,1504 0,1967 2.26510

GW190805 211137-v1 132,82122 128 1,2039 0,4022 2.13086 1,3474 0,1853 2.25247

GW190828 063405-v2 176,78804 96 1,3515 0,2273 2.21871 1,5796 0,2849 2.25866

GW190828 065509-v2 299,13988 48 1,2697 0,5818 2.10582 1,0382 0,6216 2.19752

GW190909 114149-v1 137,66086 128 1,0101 0,3897 2.17377 1,2124 0,1995 2.19347

GW190915 235702-v2 178,64571 96 1,2068 0,4616 2.31544 1,2716 0,2846 2.24871

GW190916 200658-v1 152,02191 112 1,1474 0,5180 2.16000 1,0132 0,3013 2.19754

GW190926 050336-v1 165,86455 96 1,0748 0,2198 2.19695 1,1836 0,3701 2.11368

GW190929 012149-v2 109,56681 160 1,6170 0,2199 2.20485 1,1285 0,1780 2.21332

GW190930 133541-v2 483,44408 32 1,2146 0,8458 2.07629 1,0000 0,8807 2.20212

GW191103 012549-v1 517,80051 32 1,1564 0,8388 2.14548 1,3315 0,8302 2.19207

GW191105 143521-v1 554,38424 32 1,0871 0,8589 2.17000 1,0000 0,8200 2.15850

GW191109 010717-v1 91,07741 192 1,3572 0,1789 2.33561 1,3054 0,1304 2.38234

GW191113 071753-v1 292,28281 80 1,3444 0,5317 2.17375 1,0762 0,5739 2.13731

GW191126 115259-v1 500,03285 32 1,0000 0,7909 2.13606 1,0884 0,8114 2.16785

GW191127 050227-v1 132,47623 128 1,1997 0,2298 2.17613 1,2101 0,0446 2.12823

GW191129 134029-v1 586,24541 32 1,1082 0,9155 2.27010 1,1145 0,8651 2.12198

GW191204 171526-v1 507,49602 32 1,2074 0,9295 2.24098 1,3370 0,7770 2.18339

GW191215 223052-v1 237,22489 64 1,2823 0,7091 2.28776 1,3381 0,3780 2.20607

GW191230 180458-v1 118,06331 128 1,2072 0,0719 2.24965 1,2369 0,2090 2.22779

GW200128 022011-v1 136,37259 128 1,1091 0,3089 2.22602 1,0001 0,2679 2.19092

GW200129 065458-v1 160,64047 96 1,3001 0,2729 2.34929 1,1906 0,3122 2.56045

GW200202 154313-v1 586,24541 32 1,2931 0,8634 2.15410 1,2031 0,8810 2.15447

GW200208 130117-v1 156,69232 96 1,0160 0,2806 2.15725 1,0324 0,2592 2.11777

Continua na próxima página
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Tabela 9 – Continuação da página anterior

Evento Freq. Pico tau Hanford Livingston

(Hz) qstat qsen qrel qstat qsen qrel

GW200208 222617-v1 161,14803 110 1,0556 0,2215 2.18312 1,0875 0,5448 2.26231

GW200209 085452-v1 162,69011 96 1,0000 0,3547 2.17400 1,0000 0,1721 2.15902

GW200216 220804-v1 125,93420 128 1,0000 0,0089 2.33232 1,1076 0,1574 2.21826

GW200219 094415-v1 155,97355 110 1,1627 0,3205 2.18950 1,1088 0,3886 2.24384

GW200220 061928-v1 68,92345 256 1,5901 0,3461 2.21295 1,0008 -0,3823 2.23731

GW200220 124850-v1 152,70464 110 1,0000 0,3317 2.17302 1,3115 0,3847 2.17576

GW200224 222234-v1 140,31183 112 1,3346 0,3285 2.38374 1,5366 0,1108 2.39131

GW200306 093714-v1 236,67448 64 1,1580 0,6264 2.16403 1,0082 0,5386 2.13802

GW200308 173609-v1 121,43655 128 1,0000 0,3071 2.18069 1,5260 -0,1501 2.17835

GW200311 115853-v1 164,79273 96 1,4056 0,1999 2.25961 1,1427 0,6049 2.33363

GW200316 215756-v1 488,07034 32 1,0000 0,8463 2.11119 1,1069 0,8753 2.14402

GW200322 091133-v1 206,91014 80 1,4135 0,6117 2.18990 1,0000 0,5067 2.15131

Fonte: Elaborado pelo autor.



257

APÊNDICE H -- RESULTADOS ESTATÍSTICOS DETALHADOS DAS
CORRELAÇÕES E REGRESSÕES

Este apêndice apresenta, além dos resultados discutidos no Capı́tulo de Análise, tabelas com dados es-

tatı́sticos completos das análises de correlação de Pearson, Spearman e regressão linear simples reali-

zadas entre os ı́ndices das estatı́sticas de Tsallis não extensivas (qstat, qsen, qrel) e os parâmetros fı́sicos

dos sinais de ondas gravitacionais (massa final, massa de chirp e frequência de pico). Essas informações

corroboram as interpretações e conclusões apresentadas nos capı́tulos principais da tese.

A Tabela 10 apresenta a matriz de correlação de Pearson entre as variáveis analisadas.

Observa-se, por exemplo, uma correlação negativa muito forte entre (qsen) e a massa final (r = −0,85),

bem como uma correlação positiva muito forte entre (qsen) e a frequência de pico (r = 0,88).

Tabela 10 – Matriz de correlação de Pearson entre os parâmetros analisados.

MassaFinal FreqPico MassaChirp qstat media qsen media qrel media

MassaFinal 1.00 -0.80 0.99 0.16 -0.85 0.48
FreqPico -0.80 1.00 -0.79 -0.28 0.88 -0.47
MassaChirp 0.99 -0.79 1.00 0.18 -0.84 0.51
qstat media 0.16 -0.28 0.18 1.00 -0.30 0.39
qsen media -0.85 0.88 -0.84 -0.30 1.00 -0.51
qrel media 0.48 -0.47 0.51 0.39 -0.51 1.00

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Tabela 11, são listadas as correlações de Pearson com seus respectivos coeficientes r,

valores de significância (p-valor) e número de observações válidas (n). Esses resultados reforçam a

robustez das associações detectadas para os ı́ndices (qsen) e (qrel), sobretudo em relação à massa de chirp

e à frequência de pico.

A Tabela 12 sintetiza os modelos de regressão linear simples ajustados para os pares de

variáveis com correlações significativas. Para cada modelo, são apresentados os valores estimados do

intercepto (β0), coeficiente angular (β1), o coeficiente de determinação R2, que indica a proporção da

variabilidade explicada, o valor-p associado à inclinação e o número total de eventos (n). O modelo com

maior poder explicativo foi o que relaciona qsen e a frequência de pico, com R2 = 0,776 e p < 10−24.

Ao examinar essas regressões, nota-se que a força das correlações varia significativamente

entre os ı́ndices do q-tripleto. As relações envolvendo qsen e qrel exibem coeficientes de determinação

elevados (R2 > 0,2), refletindo dependências estatisticamente consistentes com parâmetros fı́sicos do

sistema binário. Entretanto, para os modelos em que R2 < 0,3, especialmente aqueles associados a qstat,

os resultados devem ser interpretados com cautela, sendo classificados como evidências fracas (weak

evidence) de tendência estatı́stica, sem implicação direta de relevância fı́sica.
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Tabela 11 – Correlações de Pearson entre as variáveis analisadas.

Variáveis Pearson r p-valor n

qstat media vs MassaFinal 0.158 1.78×10−1 74
qsen media vs MassaFinal -0.851 8.64×10−22 74
qrel media vs MassaFinal 0.480 1.53×10−5 74
qstat media vs FreqPico -0.275 1.76×10−2 74
qsen media vs FreqPico 0.881 4.16×10−25 74
qrel media vs FreqPico -0.471 2.23×10−5 74
qstat media vs MassaChirp 0.177 1.31×10−1 74
qsen media vs MassaChirp -0.839 1.09×10−20 74
qrel media vs MassaChirp 0.506 4.19×10−6 74

Fonte: Elaborada pelo autor com base nos resultados estatı́sticos da análise de correlação de Pearson.

Tabela 12 – Resultados das regressões lineares entre variáveis selecionadas.

Modelo Intercepto Coef. Angular R2 p-valor n

qsen media ∼ MassaFinal 0.8257 -0.0074 0.724 8.64×10−22 74
qsen media ∼ MassaChirp 0.8127 -0.0167 0.704 1.09×10−20 74
qsen media ∼ FreqPico -0.0025 0.0017 0.776 4.16×10−25 74
qrel media ∼ MassaFinal 2.1517 0.0010 0.230 1.53×10−5 74
qrel media ∼ MassaChirp 2.1493 0.0025 0.256 4.19×10−6 74
qrel media ∼ FreqPico 2.2651 -0.0002 0.222 2.23×10−5 74
qstat media ∼ MassaFinal 1.1676 0.0007 0.025 1.78×10−1 74
qstat media ∼ MassaChirp 1.1634 0.0017 0.031 1.31×10−1 74
qstat media ∼ FreqPico 1.2657 -0.0003 0.076 1.76×10−2 74

Fonte: Elaborada pelo autor com base nos modelos de regressão linear simples aplicados.

Essa distinção é metodologicamente importante, pois correlações fracas podem decorrer de

flutuações aleatórias, ruı́do instrumental ou da própria natureza estocástica do sinal gravitacional, e não

necessariamente de uma causalidade fı́sica subjacente. Assim, este trabalho reconhece explicitamente as

limitações interpretativas desses baixos valores de R2, reforçando que sua principal contribuição reside

na caracterização estatı́stica e metodológica do comportamento dos ı́ndices não extensivos.

Complementarmente, a Tabela 13 apresenta os coeficientes de correlação de Spearman (ρ)

calculados para os mesmos pares de variáveis. Essa análise não paramétrica fornece suporte adicional

aos achados da correlação de Pearson, ao capturar associações monotônicas mesmo na ausência de line-

aridade estrita. Os resultados mostram forte concordância entre os dois métodos, notadamente nos casos

envolvendo qsen, com ρ ≈±0,85 e p < 10−21.

A comparação entre as análises de Pearson e Spearman está sintetizada e discutida no corpo

do texto principal (ver Tabela 6), permitindo uma avaliação crı́tica sobre a natureza linear ou não linear

das dependências entre variáveis.

As tabelas deste apêndice foram geradas automaticamente a partir de scripts desenvolvi-

dos em Python, com uso das bibliotecas pandas, scipy.stats, statsmodels e seaborn. Todas as

análises foram reproduzidas com controle rigoroso da significância estatı́stica (α = 0,05), garantindo
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Tabela 13 – Coeficientes de correlação de Spearman (ρ) entre variáveis selecionadas.

Relação Spearman ρ Valor-p n

qstat MassaFinal 0,214 0,0670 74

qsen MassaFinal -0,856 2,34e-22 74

qrel MassaFinal 0,541 6,62e-07 74

qstat FreqPico -0,214 0,0670 74

qsen FreqPico 0,856 2,34e-22 74

qrel FreqPico -0,541 6,62e-07 74

qstat MassaChirp 0,245 0,0355 74

qsen MassaChirp -0,859 1,24e-22 74

qrel MassaChirp 0,563 1,80e-07 74
Fonte: Elaborado pelo autor.

confiabilidade e transparência nos resultados apresentados.
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