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RESUMD 

Espalhamento Raman por transições eletrônicas en 

tre níveis de Landau é considerado. Calcula-se a seção de 

choque diferencial incluindo efeitos da interação eletroJ-f� 

non LO para um semicondutor tipo-n, usando o formalismo das 

funções de Green. Uma aplicação é feita para o caso específi 

co do GaAs em campos magnéticos intensos. 
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ABSTRACT 

Raman scattering by electronic transitions between 

Landau levels is considered. We calculate the differential 

cross section including effects of the electron-10 phanon 

interaction for an n-doped semiconductor, making use of the 

Green function formalism. An application is made for the 

specific case of GaAs in strong magnetic fields. 
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CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO 

O estudo de plasmas em semicondutores dopados ou 

fotoinjetados, tem sido um campo ativo de pesquisas nos Últi 

mos anos devido ao interesse na compreensão de suas propri� 

dades microscópicas e suas aplicações na prática, Plasmas de 

semicondutores são sistemas físicos bastante interessantes 

devido à flexibilidade na escolha de número de característi 

cas tais como energia de Fermi, massa efetiva, tipos difere� 

tes de portadores, frequ�ncia do plasma, frequ�ncia do fonon, 

ressonância ciclotrônica, etc. 

Experiências sobre espalhamento de luz têm sido u 

sadas para estudar as propriedades de plasmas de semiconduto 

res obtendo assim informações sobre excitações de modos col� 

tivos e de quase-partícula Única, bem como sobre processos de 

relaxação e o acoplamento da radiação com o plasma.A presen 

ça de campos externos adiciona uma nova dimensão ao problema. 

'Quando um sólido contendo portadores de carga mo 

veis é colocado em um campo magnético, suas funções de onda 

e níveis de energia sao alterados. O acoplamento dos ele 

trons com o campo m2gnético é representado pela 

do momento cinéticc{ 1 } 

1T = p -
o 

e 
c 

introdução 



2 . 

As equações de movimento são formalmente idênticas às do os 

cilador harmônico simples. o·movimento ao longo do eixo-z 

não é afetado pelo campo magnético, de modo que nesta dire 

ção o movimento� como o de uma partícula livre. A energia é

escrita como: 

-

O primeiro termo na expressao da energia corresponde ao movi 

mento ciclotrônico transversal que é agora quantizado com nf 

veis de energia adjacentes separados por wc. Estes são chama

dos níveis de Landau{2}. Em Mecânica Clássica este movimento 

transverso é o movimento em um círculo sobre um centro fixo. 

No tratamento quântico o centro da Órbita não é definido pois 

as coordenadas x
0 

e y
0

, que classicamente corresponderiam às

coordenadas do centro da Órbita, não comutam e portanto nao 

podem ser determinadas simultaneamente. 

A expressão para a energia não contém a quantidade 

kx, is�o significa que para um cristal de dimensões Lx, L
y

, 

Lz, 

eB0
2-rrc 

os níveis de energia são degenerados com degeneresc�ncia 

L L , 
X Z 

sendo B
0 

o valor do campo magnético. Em virtude

da grande degenerescência dos níveis de Landau, pode-se admi 

tir todos os eletrons localizados no estado de energia mais 

baixa (n = O, kz = O), se a concentração de portadores for 

suficientemente baixa. 

o espalhamento inelástico de luz por um sistema de

eletrons na presença de um campo magnético que resulta na ex 

citação dos eletrons de um nível de Landau para outro é c�a 



.. . 

=�do espalhamento Raman por fllveis de •Landau. 

3. 

A possibilidade de espalhamento Raman por eletrons 

�nveis em cristais em um campo magnético, foi primeiramente 

sugerida por Wolff{3}. Ele mostrou que em um semicondutor ti 

?º n, tendo uma banda de condução não-parabÔlica, um pequeno 

"gap" de energia e uma pequena massa efetiva; a seção de eh� 

que de espalhamento é finita e pode ser detectada experime� 

talmente. 

Na aproximação de dipolo nenhum espalhamento envol 

vendo transições entre diferentes níveis de Landau encon 

trado devido à barmonicidade dos níveis de energia.Os níveis 

de Landau igualmente espaçados refletem o fato de que o ele 

tron em um campo magnético comporta-se como um oscilador har 

mônico e nenhum resultado finito é encontrado para a seçao 

de choque. Entretanto, se as propriedades dos eletrons sao 

anarmônicas, o processo Raman apresenta um elemento de ma 

triz finito. No trabalho de Wolff{4} esta anarrnonicidade de 

ve-se à não-parabolicidade da banda de condução. Wolff mos 

trou que�a não-parabolicidade mud� apreciavelmente a reaçao 

coletiva dos eletrons nos sólidos. Em particular ela dá ori 

gem a urna nova forma de espalhamento de luz aproximadamente 

elástico que pede ser usado para medir a distribuição de ve 

locidades dos eletrons em situações de não eçuilÍbrio. 
- . 

Espalhamento Raman por portadores moveis em um cam 

po magnético também é estudado por Yafet{S} que faz uma ex 

tens�o ao trabalho de Wolff. Nesse trabalho al�m de conside 

rar espalhamento por eletrons em que o número quântico do ní 

vel de Landau muda por �n = 2, Yafet também calcula a seçao 
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=e choque de espalhamento pop buracos na banda de valência e 

�s transições devidas à inversão do spin com 6n = O. 

Patel e Slusher{ 6 } estudaram o espalhamento inelâs 

tico de luz em InAs encontrando linhas stokes com transições 

eletrônicas de 6n = 1,2. 

O objetivo deste trabalho é estudar o espalhamento 

de luz pelos eletrons. Os fonons apesar de não participarem 

diretamente no processo, exercem grande influência no espe� 

tro da luz espalhada.Esta influência é devida à interação e� 

tre os eletrons e os fonons longitudinais Óticos, interação 

esta que é repr�sentada pela hamiltoniana de Fr8hlich. 

interação provoca uma mistura nos estados dos eletrons 

Esta 

e e a

responsável pela anarmonicidade de forma que os elementos de 

matriz não mais se anulam. Este tipo de anarmonicidade devi 

da ao acoplamento de polaron de Fr8hlich, também foi introdu 

zida por Harper{7} no seu trabalho� 

No desenvolvimento deste trabalho é usado o método 

das funções de Green segundo Zub�rev{ 8 }, 

� No capítulo 3 obtém-se o resultado para a seção de 

choque em termos de um fato1.' de amortecimento e uma aplic� 

ção específica do� resultados obtidos é feita no capítulo 4 

para um cristal de Arseneto de Gálio (GaAs). 



CAPÍTULO 2 

SEÇÃO DE CHOQUE DE ESPALHAMENTO 

2.I - A hamiltoniana

5. 

Considere-se um semicondutor tipo n, de bandas p� 

rabÓlicas na presença de um campo magnético estático B , na ' o 

direção-Z, descrito por um potencial vetor A no calibre de o 

Landau, A
0 

= (-yB
0

, O, O). Um feixe rnonocrom�tico de fotons 

de urna fonte de laser tendo frequência wL incide sobre a a 

mostra. A energi9 dos fotons incidentes w1, é muito menor do

que o "gap 11 da banda para garantir a penetração da luz no in 

terior da amostra cristalina. A hamiltoniana que descreve es 

te sistema é dada por: 

(2.1) 

Devido à presença do campo magnético, a energia do 

eletro� é quantizada em níveis de Landau acrescida da contri 

buição da energia livre devida ao movimento ao longo da di�e 

ção-Z. Assim sendo a hamiltoniana dos eletrons na banda de 

condução HE, é dado por:

(2.2a) 

com n = O, 1, 2, º 

Aqui 
._., -

é a frequência de ciclotron e m  e a massa 



6. 

-=..:'eti va do eletrõn na banda d�~. condução. Em todo o trabalho 

��ota-se o sistema de unidades em que n pode ser considera 

to igual a 1. c k(c'k) são osn z n z 
ção) de eletrons nos estados de 

operadores aniquilação 

Landau e obedecem as 

e comutação para os operadores de F�rmi. 

(cria 

regras 

As funções de onda dos eletrons são as funções de 

�andau ln� k , k > ou de uma maneira abreviada ln, t> . n , 
X Z 

o numero quântico do nível de Landau.

Para simplificar o problema, os termos dependentes 

de spin são omitidos. Tais termos realmente existem e dão o 

rigem ao espalhamento Raman "spin-flip 11 que tem sido observa 

do em InSb e InAs. Entretanto os efeitos causados pelos ter

mos contendo o spin, são relativamente pequenos sobre transi 

çÕes orbitais como é o caso do espalhamento Raman por níveis 

de Landau. Estas transições são o objetivo principal deste 

trabalho de modo que fica justificada a omissão de termos de 

pendentes do spin na hamiltoniana do sistema. 

H10 é a energia dos fonons LO, que sao considerados

sem dispersão, dentro de um modelo de Einstein com 

eia w10, assim:

( 

= WLO 1 lbt(t)b➔(t)q l q . q + 112,
I 

frequê� 

C2o 2b) 

q varia sobre a zona de Brillouin, b➔ (bt.) sao os operadoresq q 

aniquilação (criação) de fonons Lo no estado lq> e obedecem 

às relações de comutação para os operadores de Bose. 

A interação entre eletrons e fonons LO é tomada na 

forma de uma harniltoniana de Fr8hlich{9}: 
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+���o F(q) dado por: 

FCô) == 
i 

A energia da radiação é escrita como: 

___ de µ e Q são a polarização e o vetor de onda dos. fotons. 
µ 

a (ab ) são os operadores aniquilação (criação) para os 
µµ µµ 

= tons no modo(µ, Q ). 
µ 

A interação entre o sistema de eletrons e o campo 

�:etromagnético da radiaç�o descrito pelo potencial 

� _,t), é levada em conta através da substituição do momentum 
- • -► + e -r , + =�-onico TI por rr - - A onae TI= e ' 

+ e -i-
p

0 
- - A sendo c o 

::;omentum iinear e A
0

, como já foi mencionado ê 

e�or do campo magnético estático. 

➔ 
D = -iv' �o 

o potencial 

O interesse deste trabalho é investigar transições 

�e eletrons entre níveis de Landau. Assim sendo o termo A2

-i_ apresenta contribuição para os elementos de matriz entre

-��erentes estados eletr6nicos j� que o potencial vetor A

:_�ito apenas em termos de operadores de fotons. Desse modo

; :evada em conta apenas a contribuição de A.11 até segunda or 

_e� em teoria de perturbaç�o. A interação entre os eletrons e 

� �adiação eletromagnética É então dada por: 



O potencial vetor da radiação escrito em 

dos operadores de fotons tem a seguinte forma· {10}: 

1loé volume do sistema. 

8. 

termos 

A hamiltoniana descrita na equação (2ol)pode ser re 

escrita como: 

-

Sendo H0 a parte nao perturbada da hamiltoniana e 

HINT. neste problema, é r�presentado apenas pela interação e.D

tre a radiação eletromagnética e o sistema de eletrons.Assim 

• Ho é dado por:

( 2. 3) 

2.II - Cálculo da seção de choque

Considere-se o �spalhamento de um foton de luz do 
➔ 

laser do estado ( w1, k1) para o estado com energia e

propagação ao longo da direção ks dentro de urn•ângulo sólido 

díl, acompanhado pela transição de um eletron nos n:i:veis de 

Landau de �n = 2. Para se obter a seção de choque para este 

espalhamento, torna-se necessário calcular a probabilidade 
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de transição entre os estados inicial e final do sistema. 

A seção de choque é···dada em termos da probabilid� 

de de transição como: 

der 
díl = 

-- (2.4) 

V0 é o volume do sistema, p(wS) é a densidade de estados de

fotons em frequ�ncia w8 e Wi 
-

➔ f e a probabilidade por unida

de de tempo de uma transição entre o estado inicial i, para 

o estado final f. O estado inicial se refere ao foton no es

tado lw1, kL> e o eletron em um determinado nível de Landau

ln> e o estado final se refere ao foton no estado lws, ks> e 

o eletron no nível de Landau n + ôn com ôn = 2.

A probabilidade de transição é dada por: 

(2.5) 

Sendo a matriz de espalhamento S, dada em termos do operador 

de espalhamento T através da seguinte equação: 

(2.6) 

No espalhamento de luz acompanhado pela transição 

eletrônica nos níveis de Landau de ôn = 2, os elementos de 

matriz de primeira ordem não contribuem pois estes sao nulos 

ou responsáveis pelo espalhamento elástico que não é o caso 

abordado neste trabalho. Conclue-se então que o termo domi 

nante da matriz Sé dado pelo elemento de matriz em segunda 
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__ dem <fls2li>. Deste elemento de matriz os termos que sao

i�portantes para o processo estudado são representados pelos 

.:.iagramas de Feynman abaixo: 

---)� elétron � fôton 

Fig. 1 

-

Desenvolvendo-se as equaçoes (2.5) e (2.6) e subs 

�ituindo-se o resultado de Wi ➔ f em (2.4), obtém-se para a

seção de choque de espalhamento a seguinte expressão:

2 ..
d cr 

díldw� = p(ws ) 

o.:> 

V0 f iwt 
- e <Tt (t) T (o)>dt (2.7) 

de w = wL - w8_é a energia transferida no espalhamento e o

�ermo <Tt (t) T Co)> é a média estatística dos operadoresTt(t) 

e T(o) à temperatura T: 

(2.8) 

é o operador densidade: 
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-• • .-- - _.....,,�

"11,, 

::: e-HolkBT z-l sendo Z a função de partição:

O cálculo para a obtenção do operador de espalh� 

-ento T é desenvolvido no apêndice B. Apenas a expressão fi

�al é mostrada aqui:

+ 

(2-9) 

Se a expressão para o operador T dado na equaçao (2.9)· for 

substituída em (2.7), observa-se que a seção de choque depe� 

derá diretamente de uma função correlação dependente do tem 

po: 

J(t) = <A(t) B(o)> (2.10) 
� 

nde A(t) = c;
1<z

( t) cn+2k� t)

B(o) cn+ 2k� o) cn�(o)

Esta função correlação contém praticamente toda a 

informação sobre o espectro de espalhamento Raman de materi 

ais� 

Introduz-se a função densidade espectral, envolven 

os operadores A(t) e B(o) definida por{ll}; 
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�Jw) = l ill"-'• (a..Lo1ct)l b )(b i B(o)I<>.) 6 (w+ (,-l,_-Wi,)

o..b (2-11) 

��e tem a propriedade de: 

<A(t)B(o)> = J· - ( ) -iw(t + iS)
awJ AB w, e 

e ) ( ) ( -e ( 
-iwt< B o A t > ::: j dwu AB w ) e 

(2.12a) 

(2J_2b) 

Substituindo-se a equaçao (2.12a) em (2.7), já com 

- operador T substituído pela eq. (2.9), obtém-se:

e 
aw 

+ « e..2iã" 11._. ]j( i'•l)k"l<l t'+l )ir lê[ f, 1 € R")} J 
A 
J w) /

wi1 � -Welf; + Ws

Neste ponto é conveniente introduzir a função de 

creen retardada, de duplo tempo, dependente da temperatura� 

=ressaem termos dos operadores A(t) e B(o). Esta função de 

�reen é relacionada com a função densidade espectral através 

r
! 

G(w +. Ü:) - G.(w - iE:) / 

"' e Sw - l JAB(w) = l

j 

(2.14) 
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�s o limite E +  O é supeni:er1dído sendo a 

_ -_3-tante de B0,l timann. 

Substi-tuindo-se a equaçao (2.14) em (2.13), obtém-

ara a seçao de choque o seguinte resultado: 

A funç�o de Green � definida por: 

=�de os colchetes 
-

1 
L ... j, como é usual 5 

• ,-'1. in-. .. ncam 

(z- L5) 

o comutador

�=s operadores de cada lado da vírgula e a função e(t) � a 

:·_:_7ção descontínua que se relaciona com a função delta de 

_:.::-ac através da equaçao: 

eCt) dt. 

Aplicando-se as relações de comutação para a equ� 



= 

= 

ô o ºkl,' ' '
D,t,. J\. <. � 

De modo que se pode expressar a função de Green de 

�inida pela equação (2.17), da seguinte maneira: 

G(t,0) 

(2.17) 

� 
Outra maneira de se expressar o resultado (2.17) e: 

-

Na expressao da seçao de choque de espalhamento dada 

pela equaçao (2.16),aparecem elementos de matriz do tipo: 

...;,. I ➔
• 1r n'k'> 

O cálculo desses elementos de matriz desenvolvido no apêndi_ 

ce A dá os seguintes resultados: 

+!+ 
➔, <Cn + 2)k e8 

. 1r (n + l)k> =

➔,➔ <(n + l)k eL

onde 

(x) = e -
L 

(+) - e 
s

( (n + 2 )m * wc/2 ) 112

(2 � 18a) 

(2.18b) 

(2,19a) 

(2.19b) 

Desse modo a expressão para a seção de choque tornar-se-á: 



+ 
.Qt> ��>J(-n.+l)(Yt--::; 

Wh•l R,: -wn Ri;- vJs 

15 . 

(Z-Zo) 

A interação entre os eletrons e os fonons, represe� 

tada pela hamiltoniana de Fr8hlichna eq. (2.2c), ê suficient� 

mente pequena de modo que pode ser considerada como parte da 

hamiltoniana não perturbada. Entretanto, devido a essa inter� 

ção os estados dos eletrons são misturados de maneira que não 

se pode mais considerá-los·como perfeitamente estacionários.A 

tribue-se então a esses estados um tempo de vida T de uma ma 

neira fenomenolÓgicà{lO}. Levando-se em conta tal condição, a 

diferença nas energias de níveis de Landau vizinhos, como ap� 

�ece no denominador da equação (2.20) será: 

w lk. - w 
k = WC - iy 1n + 2 n 

2 
n, n+ 

sendo y +l relacionado com os tempos de vida dos estados den,n 
1 1 1 ...,andau da seguinte forma: Yn ,n+l = -2 (-- + ----) com T e

'n Tn + 1 n 

n+l os tempos de vida dos estados de Landau correspondentes.

ú) -i'W' 
c 

evando-se em conta que w = w
1 

- w
8 

e ainda que a frequência 

e ciclotron wc' obtéw-se, após alguns cálculos:
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( z-z 1) 

A seçao de choque de espalhamento ficará, portanto,conhecida 

se for calculada a função de Green definida na equação { 2 .17 ). 

Este é o objetivo do próximo capítulo. 
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CAPÍTULO 3 

CÁLCULO DA FUNÇÃO DE GREEN 

A função de Green 

No capítulo anterior a seçao de choque é expressa 

em termos de uma função correlação dependente do tempo ;que 

por sua vez é relacionada com uma função de Green retardada 

de duplo tempo de acordo com o trabalho desenvolvido por 

Zubarev. Vê-se então a necessidade de calcular a função de 

Greert definida na equação (2.17) e re-escrita abaixo: 

A equação de movimento para esta função de Green é:

dG 
l dt (-t,O)

Os operadores dependentes do tempo satisfazem 

equaçao de movimento do tipo: 

r t 7 
/ cnk (t)cn+2 k (t)' Ho 

J
I

L z z 
( 3. 2) 

Sendo H a parte não perturbada da hamiltoniana,definida nao 
equação (2. ) e" cada um dos seus termos expressos pelas 



equaç5es (2.2a) -a- (2.2d). 

� equação (3.2) então, torna-se:

i d� ( c�k (t)cn+2 kz (t)) = [ c�k
z 

(t)cn+2 k (t), HE]
+ 

z z 

- [ c�k
z 

(t)cn+2 k (t)' HLO]
+· [c:kz(t)cn+2 kz

( t) , 8ELO] + 

z 

A hamiltoniana para o sistema de fonons,HLO'e para

a radiação,HR,são ambas expressas em função de opera_dores de

�ose que comutam com os operadores de Fermi c�k ( t) e + 2 k (t) .
z 

n 
z 

~ºm estas observações e as equaçoes (2.2) vê-se que a equaçao

de movimento para a função de Green será dada por:



19. 

Usando as relações·· de comutação para os operadores 

de Fermi, obtém-se: 

Aplicando os resultados acima à equação ( 3-4) ,rotem-

se: 

idG(t,ol• :: :;(t) { (Nn ",) - < Nn,zs,)} + Zwc G(t , o )

dt 

+ 

( 3-6) 



A equaçao de movimento expressa em (3.5) dá origem 

� :-ovos tipos de funções de Green de ordem mais alta do que 

��·ela definida na eq. (2.17). Estas novas funcões são expres� -
��s em termos de operadores de Fermi e de Bose e são dadas a 

-=;::,uui· ..... • - - o 
,. • .

G1(t,O)

G2(t,O)

G/t,O) 

G4(t,O)

= 

= 

= 

= 

+ {'/ t t 
� e , (t)c

mk
, (t)b (t);TIKZ 

. 
z q c�+2 k (o) e k (o)��

z n z 
(3.7a) 

t { c�kz
(t)cmJ,,

2

(t)eq(t); cn+2 k (o) cnk (o)}
z z 

{._ e�, 
z 

(t)cn+2

<( e� , ( t) cn + 2. z 

t k
2

(t)bq(t);

k (t)b (t);
z -q 

t cn+2

t cn+2

(3.7b) 

k ( o ) e k ( o )i�-
z 

n 
z 

(3.7c) 

� k (o)c k (o)/)
z n z 

// 
(3.?d) 

E�identernente todas as funções acima definidas p� 

�em ser expressas em termos da média estatística do comutador 

entre os operadores e o procedimento adotado para obter-se as 

- as equaç5es de movimento i o mesmo que foi usado para ob 

-::er··se a equação de movimento da função de Green 

:em-se então: 

< i-

..., 
:! d Gj ( t, O) d0(t) 

l Aj ( t) ' B(�
)

J) 
+ 

- dt
= 

dt 

Í/ i d B(o)) + -
d
. A. (t);

� � J 

original. 

( 3. 8) 
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� nde j = 1, 2 , 3, 4- e o operador A. ( t) é o operador depende.!?_
J 

�e do tempo para cada urna das funções dadas: 

+ 

(t) b\(t)A1(t) = cnk cmkr (t)
z 

(3.9a) 

A2(t)
+ 

(t) (t) b➔ (t)= c;,_k c
ffik , z -q 

(3.9b) 

.l. 

it➔(t)A/t) 1 (t) (t)= c
rnk , 

cn+2 kz q 
(3.9c) 

A4(t) t (t) (t) b+(t)= e c n+2 k mk_1 -q z z 

(3.9d) 

operador B(o) t 
(o) (o).= cn+2 kz 

c nK 

s operadores A.(t) obedecem às mesmas equações de movimento
J 

do tipo expresso em (3.3). Convém lembrar que agora o comuta 

or com a hamiltoniana dos fonons, H10, não é nulo pois os

operadores Aj(t) são definidos, também, em termos de operad�

�es pa�a os fonons. 

As equações de movimento para as novas funções de 

:;reen sao: 
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.i. I bt ( t - e ,,. t \ � ( wn k - wM1./) -t-
.6/ c ,O) = \�➔ (i:) C1,�.)J(,(O)ô (· 11 -e 1(O)C (O)).e < < > r 
't n ·.;? TlR� m,7:+-Z k, f<'. n+z � 'n, l,• • -

1 . � <' < < ') 

-, � �0 1 • 'L• -+ l ' • J,. ·'> 
/,1/ t 

4- ( + 
t 

_ �) Hâ.,'/4nR k. \ / i1ú{)iC L:�)c �(i)b){) 1�(1)-i/o). <:. b.(ojÇ (o)� _1 , �n R r, , u q, -.q • , ) I'\ + 2 rS- "h k � 
T l ' 1 i l ' -� 

' H Ql 

n. i

• ➔ - \ '( + 
r t 

0 
t 

t �; 
� f -'>l1n'•i' � I, i 1 \ \\ -IL i:-(0\)(11'k'le', 'jr,.k;\c ,,J{k_.C-i.hb)t)-:>t(-t) 6(-t,) e L(::>)C\(ô));· +

i 

í\.t;: mR 1 ci, -1.4, õ r1+ZR ri /1 
1 3! ; Í 1 i � 

��1

((;..) I - (.,.) - (.,J l G ('t Ô) 
M �' ;1L Lo i i 

"� � 

º 1,- (· ) _ .IÍ /.1)/ t .� ( ç e .!í!Ei -c,O - \��\" �C (.1)C O)o o 
I_L Q "tlR, ?'ti< • ......,.,...,., /;:, r-.' 

ct."C i Ç 2 ''Ili Jj •�'"-,l

(3-.l.Oa. ') 

t \ '" 'w , - w , ,.,:• 1-·, }'\�.. -,.,.,k. ; ·> - C . (O),- (a;)z --:- .? + 
' • -- � n-1-i r<� h-,1,(.., < .:: 

[ l · , � 1 z-tI ti -> \// ,+
{ + ) J. )} 

� F(g, 'b·n!<' 2 •1, 1)-L �
I ,lC

1 

(f.)c '-06 ({) b (t)-b (o I e 
I 

fo)c (o) 
-, - \ 1 '\ n, , , ,� •> ·;'- � ) , -

,, � l1x -q 0· • -�• n1--2k 'h.R • 
·t, -> � i � '.l l 

yt!{ �·

[ 2-
1 

� • � •. 1 -,. \ � t • / t \ f 
) - F(q•/r,'.R'.le�''ln.k/ e ,,Jl)c ,Jt)�h� (-t)-b/OJbJt). e (o)C (O)J; +

....J "iA/. • '\ 'h.� mR �, -:,i; -q > n+2k n h ,'t,. --,. Z 'l l v Z "? 
'h.f'( i' 

[w .(_ - c.u .
t.. 

+ w 

1
)1 GCt

)
o)

YnR' ·n ,� LO ? 
� ' � 
"'- .,:: 

(3-�jOb) 



w - w + w 

J
G (to) 

7lP 1, wik' LO 1, 1 
(.,;l'\,.....! � 

-1 
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(3-10 e) 

(3-lOJ)



Um novo tipo de -função de Green foi introduzido: 

G'(t,O) ti t -1- ( t = � c
0 k,Ct) c.k, ,(t) b'-,.(t), b ➔ ,Ct)
,{_, z J z. q q 

- b_., ( t))
-q 

Poder-se-ia continuar� construir, para estas 

ções, equações de movimento obtendo-se assim uma cadeia 

equações acopladas. Uma maneira de desacoplar as equaçoes 

fazer uso de uma aproximação nas equações (3.10) em que os 

24. 

fun 

de 

o

peradores para fonons, são substituídos pelos seus valores mé 

dios onde for possívei{8}, isto é:

(3.lla) 

(3.llb) 

Durante a transição entre os estados inicial e fi 

nal, ocorre a criação e a aniquilação de fonons. Considerando 

o sistema em equilíbrio, pode-se admitir que, em média, o nu

mero de fonons criados é igual ao número de fonons aniquilados. 

Portanto os termos do tipo e devem 
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ser nulos. 

Como j� foi mencionado no capítulo 2, a hamiltonia 

::a de Fr8hlich atua como uma pequena per·turbação. Entretanto 

esta hamiltoniana faz parte de H0 , a hamiltoniana considera 

�a não perturbada.Istose explica em virtude da interação en 

-re os eletrons e os fonons ser considerada tão pequena que

s estados perturbados não diferem muito dos estados nao­

?erturbados. Desta maneira pode-se calcular a média dos ope 

e ( bq bq ,) fazendo a aproximação de 

ue a hamiltoniana Ho nao contém o termo de Fr8hlich. Sendo 

'*)Representa-se pelo ket ln(Q)) o estado do sistema de fo 
nons cuja distribuição de vetores de onda é a função n(Q). 

Ao se criar um fonon com vetor de onda� esta distribui 
ção é alterada para n(Ô) + 6-+�.Tem-se portanto nesta nota 

q '< 

çao 
:: lncô) + 6-+�)q'</

De forma semelhante o estado do sistema de eJ.etrons cuja 
- ->- -

distribuiç�o de momenta e n(K) e representado pelo ket

lnCi<)). ... 



Conclue-se então que < b\ b\ 1) = zero. 

Do mesmo modo obtém-se < bq bq ,) = zero. 

Os Únicos termos que são diferentes de 

8
--Q

, il) ,: :,; p l- ( w LO + (;.),, R,) t /1< 8 T l
' 

zero sao 

26. 

do tipo 

,. -+ -+, Esta expressao sera diferente de zero apenas quando q = -q , 

tem-se então: 

z -1 L /, / w,o +W�R_, )t /kBT <h <OI ,-,(k ��1(Q >I ;b 1 lnc t !,> :::
n(Q)n<i.t) 
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(3-12) 

~

De acordo com o resultado expresso na equaçao (3.12) pode-se 

fazer as seguintes substituições: 

onde = / 1)4- b-+ >
\ q q 

Note-se que no modelo de Einstein todos os fonons 

Óticos t�m"a mesma energia e poPtanto o número médio de ocu 

- < > / ) 
1' -(llLQIKBT l -1 ... paçao Nq , dado por \ Nq = 
\ 
e - l J , e inde 

+ .., .. ➔ - _,,. 

pendente de q. O indice q pode ser entao abandonado, isto e: 

<N10)

Usando o mesmo procedimento, obt6m-se que a média 

estatística dos operadores b+
-q

mos do tipo: 

e é nula. Portnnto os ter 
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+ [ w k' -w + w -l G Ct.oJ
Tt'1 z ·n.t:.: z LO z I 

(3-1sb) 

(3-lSc)



lcLG/ t, o ) .::

cLt 

+ l Ú.) - (.,.) 1 
l1+Z li_

.? 
>n� 

+ w lG<to\ 
LO J 4 1 • 
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-+ 

(3-15 d.) 

Tem-se então as equaç5es de movimento desacopladas, 

expressas em termos de funções de Green semelhantes à orJ.g� 

_nal, definida na equação (2.17), is�o �, as equaçoes (3.15) 

são expressas em termos de funç�es de Green do tipo: 

(3.16) 

Desenvolvendo o comutado� entre os operadores de Fermi, den 

tro da aproximação consider-ada papa a harniltoniana. 

turbada, obtém-se: 

= 

nao per 

(3.17) 



::: 

o 1 
n n 

Com estes resultados e observando-se (2.17), as 

(3.15) podem ser escritas como segue: 

31 .. 

(3.18) 

(3.20) 

eq_uaçoes 
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(3-2 i d.) 

k relaçâo entre a funç�o de Green e a funç�o inten 

sidade espectral, J(w), expressa pela equaçao (2.14), mostra 

a necessidade de se calcular a transformada de Fourier da fun 

ção de Green: 

GCw) 

que satisfaz também às relações: 

dG foo -iwt 
l dt (t,�) =

00

we G(w)dw 

(3.22) 



wGCw) ( 3. 2 3b) 

~ 

Re-escrevendo a equaçao ( 3. 5) de uma forma mais cem 

pacta: 

+ 2w G(t,0) +e 

e substituindo a equaçao (3.24) em (3.?.3b) obtém-se: 

+ 

Outrossim, tornando as transformadas de Fourier das 

(3.21) o:::té::1-se: 

eq uaçoes 



= -F( q) f (N10)

- ( 1 + (N10))

w
mk

'2: 

+ ú.J -
nk

2 

< mk I le-iq.r I Cn + 2)f') -

( nk I e-iq • r I n�) l G e w)
) 

= F ( q) ( ( 1 + ( N10)) < � ' 1 e -iq • r I C n + 2 ) k) 

- <NLO) <nk!e-iq.rlnk) l G(w)

G( c.u) 

34. 

(3.26a) 

(3.26b) 

(3.26c) 

= FC�) ( ( 1 + < N10)) ( C n + 2 ) k I e - i q • 1� 1 ( n + 2 ) k ) -

- < N LO) < nk I e - icf • r I mk ') J G cw J

Finalmente, substituindo-se as equações (3.26) em 

obtém-se: 

(3.26d) 

(3.25), 



,! 

l 
G(w) 

2TI 

<N k '\, n ,..,t . � . 

ú) - 2w 

3 5 . 

/\N . 
kz) 1 

, n+2 (3.27) 
M 1 (w) 

Foi introduzida a função M'(w) oue por analogia com 

a teoria quântica de campos pode ser chamada de operador mas 

sa: 

+ 

X 

(J·-28)



Até agora a energia w foi considerada como urna qua� 

tidade real.Supondo que ela tem uma pequena parte imaginária, 

diferente de zero: 

w = Rew + iirnw ➔ w = w + is 

onde E é uma pequena quantidade que tende a zeroº Assim es 

creve-·se a equação (3.2'7) do seguinte modo: 

< Nnk) - I N \ 

[ 
n+2 k ) 

iel l
1 

z· z· ,�3- 29) 
G(w ± id :: 

2TT iE 2w M' ( w w ± - -

O operador massa M'(w ± iE) pode ser expresso como 

sendo composto por l.Hna parte real mais uma parte imaginária : 

M'Cw ± iE) = M(w) � ir(w) (3.30) 

Pode-se obter a parte imaginária de M'(w) usando a 

identidade simbólica: 

w + Q ±Í€: w + 
( 3. 31) 

onde o limite E ➔ O é subentendido. 

Com as equações (3.30) e (3.31) obtém-se: 
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rcw) ::: 

+
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A parte real de M 1 (w + iE) designada por M(w) tem a 

mesma expressao que (3.28) com w real. 

Aplicando a equação (3.46) à expressão ( 3 . l� 2) e 

usando os resultados expressos nas equações (3.44) e (3.45) , 

tem-se: 

( 3-33) 

No que segue, pode-se supor que M(w) pode ser incorporado na 

massa efetiva do eletron, isto é, M(w) simplesmente renorma 

liza � frequ�ncia de ciclotron: 

2w + M(w) = 2w e e

onde wc é a frequência de ciclotron renormalizada, assim:

r ! r ) l .. 0. 
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No capítulo 2, a seçao de choque de espalhamento 

foi, finalmente, expressa em termos do imaginário da trans 

formada de Fourier da função de Green dada aqui pela equaçao 

(3.48). Se este resultado for substituído na equaç�o (2.21), 

ter-se-á a seção de choque em sua expressão final, dada em 

termos de um fator de amortecimento representado pelo termo 

r(w) expresso na equação (3.45): 

onde C é um fator constante dado por: 

'<;

e 
Vo m

No próximo capítulo, estes resultados serao aplic� 

dos ao estudo do espalhamento inelástico de luz por níveis 

de Landau em um cristal de GaAs, tipo-n. 
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CAPÍTULO 4-

4.1 APLICAÇÃO AO GaAs 

Este capítulo é dedicado ao estudo dos resultados 

obtidos nos capítulos anteriores, aplicados ao Arseneto de G� 

lio (GaAs). Justifica-se a escolha deste material por sua ban 

da de condução aproximadamente parabólica e, portanto a con 

tribuição eletrônica para o espectro Rarnan, através de proce� 

sos sugeridos por Wolff{4} é muito pequenaº Considera-se urna 
- - 14 -3 concentraçao da ordem de 5 x ..1.0 cm , de modo que em temper�

turas suficientemente baixas, os eletrons na banda de condu 

çao ocupem somente os estados n = O, k
2 

= O. 

Nos cálculos que se seguem, são usados os seguintes 

valores para os parâmetros do GaAs. 

,·� 

m = 0,068 mo{l2}, sendo m0 a massa do eletron. 

a"= 0,06{14} 

E
00 

= 10 ,9Q{l_5} 

Em temperaturas próximas de OK, tem-se <N10>, que 

ê dado por: 

(4-1) 
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aproximadamente igual a zero. Nestas condições, a equaçao p� 

ra o fator de amortecimento r(w) fica sendo: 

r(w) 

.+ ➔ . + + 

+I iq ri+ +I -iq 
r

i+ + <2k e • mk'><ok e • ok>ô(w-w
mk 1 +

(4-2) 

. + ➔ 

Os el ementos de matriz do tipo <Lkle
±iq .rll'k'> es

tão calculados no apêndice C e são expressos da 

forma: 

+iÀ2 , - --( k + .k ) qy
2 X X 

q )ô(k', kz + 
X Z 

seguinte 

(4-3) 



.t-.e. 1

-2- -n11 1/2( À ']o or.f.-i..' À2 2 2 c
-<--

,f !') l+ 2(qx - iqy)J
,{_,-

,l. L.e , (2 ql.)

42. 

= < 
se ,f�, l' 

!. 
( 

; 

À l.e_r-l _fr_.e À 2 
2 -( q + iq ) · L 17 (-2 q.1 )

2 X Y , � 

L�(x) são as funç�es associadas de Laguerre. 

Em particular para .l = l' = O, tem-se: 

.➔ ➔ 
➔ 1 

-iq .r 
1 

-
<ok e ok> 

À2 
= ---;,;-­rn "W c

q..L = 

Lx e L2 
são dimensões do cristal. 

2 + q
2

qx y 

(4-4) 

(4-5) 

~ 
Usando as equaçoes (4-3), (4-4) e (4-5) em (4-2), 

-
➔ ➔ 

.+ ➔ 
os termos do tipo <ttle±iq .rj . .t 1 t:><n,le-iq.rln'> se anulam.

As delta de Kroenecker contidas na expressão (4-2) permitem 

que as sornas sobre k' e k' sejam feitas imediatamente. A ex 
X Z 

pressão para r(w) fica então com o seguinte aspecto: 



r(w) 7f 
À 2 -·-. \-, 

.L L� F 2
(q) e

m q 

2 ( 
qz 

i I i o w + (m - 2) w + �om , c 2m 
+ 

(4.6) 

Por conservaçao de energia, representada pelas fun 

çoes delta de Dirac da equação (4-6), ve-se que na soma so 

bre o Índice m apenas algumas parcelas da série contribuemº 

De fato, no primeiro termo de (4-6) só contribuem 

las para as quais w - mw 2 
•'· 

qz/2mn - WLO = o,

w - mwc - w1O > O donde se conclui que as Únicas

as 

ou 

pare,::;_ 

seja, 

parcelas 

não nulas nQ primeiro termo de (4-6) são aquelas para as 

quais 

w WLO 
w 

Um raciocínio semelhante leva ao resultado que no segundo 

termo de (4-6) as Únicas parcelas não nulas da série sao as 

que têm 

m 2 - WLQ 

w 

43



Para uma transferência de energia da ordem de w = 2w obtém­e 
WLO se que no segundo termo m< - -- , ou seja, o segundo termo 
WC 

de (4-6) n�o contribue em nada nesta região do espectro e po 

de ser totalmente abandonado. 

A expressão (4-6) simplifica-se ainda consideravel 

mente quando o campo magnético, B0, tem um valor entre 112 

KGauss e 223 KGauss. Com isto o valor para a energia de ciclo 

tron, w , estara entre 18,5 rneV e 36,8 meV, isto é, o valore 

de w
10

/wc estará entre 1 e 2. Neste caso o Único valor de m

satisfaz 
-

relação w w10 que a m < -

wce 
, portanto satisfaz 

da 
-

valor conservaçao energia e o m = O. A contribuição para 

o fator de amortecimento r(w), será apenas da primeira pare!

la da série: 

r(w) = 
2

íí À 
._---, 

\ 

/ __, 

ú.) tr l + ú.) - ú.)_LÜ) (4-7) 
º"'z oo 

➔ ..
No modelo de Fr8hlich o termo F(q) e dado por: 

(-'"�----· - -•-·--\ 

/ 2 'TfWLO 
/ 

1 1 
1 1 1/2 

F(q) e 
l -- 1 

l-
- __ j 

\j V
1 

1
+

1 
1 

,q o E:º E:º )

(4-8a) 

d 1 t "', F( +q) -Em termos da constante e acop amen o � e:

:----·-\ 

[

(2 ) 3 \ 1/4 ➔ l ! ª íT w LO 1 F(q) = 
\i 1 (4-8b) 

1 ➔ , 
}� 

,q V Vo m } 

"' 



Sendo a dado por{l4} 

r ... 
2 f m" u = e , . --\' 2wLO

.,­
i 

1 1 (4-9) 

-
Como já foi mencionado no capítulo 2, a e a constante de aco 

plamento de Fr8hlich, que para o cristal de GaAs tem valor 

0,06 e Va é o volume do sistema. 

Usando a eq. (4-8b) juntamente com o 

k ➔ 

L
0

(x) = 1 e transformando-se a soma em q em uma

obtém-se: 

r(w) = 

2,2 
'lf ÍC 

(L L ) 2 

X Z 

V0 id3 e -- 1 q 

( 2 ) 3 ; --;s-TI ..,.· L 

fato que 

integral 

(4-10) 

A integral (4-10) é mais facilmente realizada em 

coordenadas· cilíndricas d 3q = q1 dq1d� dq
2

. Fazendo uso da 

identidade 

ô(w - w -
LO 

= 
2m 

. qi sao os valores de q
2 

para os

(4-11) 

quais 
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. ------. 
) 1/2 1 

i; 
( WLO. v 

w 
1q. = ± 2m w c w w 1 

( 4-12) 
'- c c

) 

e fazendo-se a transformação de variáveis: 

r (w) 

r(w) 

mo{ 16} :

-

I 

À 2 2 
.X = �2 obtém-se 

2 -x 
X e 

A expressão para r(w) finalmente será dada corno:. 

\ i w10:2 
: 

-- expw ' 
c ; ' 

' w ' 

,-·--, 

\ 
f wLO 1

J w w 

w1olw 
- -

--: w w c e i 

(
W

C 

11
/2� 

- WLO � 

( w 
El ! 

w 

'- c 

( w 

, W . e

WLO l, -i- - + w f 
(4-14) 

,, c c 
/ 

E1(x) é a função integral exponencial definida co 

-te 
� dt l arg x I , < 1r (4-15) 



Aq_ui 

também é 
- -

. dado pela expansao em serie: 

00 

�· 
\ 

= -y - lnx - L 
n=l 

y e a constante de Euler, 

larg xi

y = 0,57721 
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< 1T (4-16) 

A expressão (4-13) pode ainda ser desenvolvida um 

pouco mais, e assim tem-se para r(w) a expressão: 

r Cw 1 
( w 
1 (- -
1 w ! c\ 

WLO 3/2 w 
--) exp C- -w w e c 

(4-17) 

O fator de amortecimento r(w) � mostrado na figura 

2 para trê� diferentes valores de campo magnético. 
-

Para avaliar a seçao de choque, usa-se o resultado 

da equação (3-49) com r(w) dado pela equação (4-17). 

Na figura 3 mostra-se a seção de choque para os 

mesmos valores de campo magnético da figura 2 . 



48 • 

4.2 COMENTÁRIOS FINAIS 

O objetivo deste trabalho foi calcular a seçao de 

choque de espalhamento por um sistema eletron-fonon LO na 

presença de um campo magnético estático. O fato do sistema 

estar imerso em campo magnético, produz mudanças nos seus ní 

veis de energia e autofunções, de modo que os elementos de 

matriz são calculados entre estados de Landau. 

Os fonons, apesar de participarem do processo ap� 

nas virtualmente, têm um papel muito importante uma vez que 

a interação entre os eletrons e os fonons longitudinais Óti 

cos contribue com a anarmonicidade necessária a fim de que 

os elementos de matriz envolvidos no operador de espalhame� 

to T sejam diferentes de zero. Dessa maneira obtém-se um rê 

sultado finito para a seção de choque. 

No desenvolvimento do trabalho foi usado o método 

dps funções de Green obtendo-se a seção de choque em termos 

de um fator de amortecimento. 

Uma aplicação foi feita na primeira parte deste c� 

pítulo para um cristal de Arseneto de Gálio. Nessa aplicação 

considerou-se que os eletrons estariam localizados no estado 

fundamental, suposição perfeitamente razoável uma vez que os 

níveis de Landau são altamente degenerados e foi considerada 

uma baixa concentração de portadores e temperatura nas vizi 

nhanças de O K. Os cálculos para o fator de amortecimento fi 

caram bastante simplificados quando o campo magnético foi 

considerado com valores entre 112 KGauss e 223 KGauss.Campos 

magnéticos com intens�dades dessa ordem já sao conseguidos 



4 9 . 
em laboratórios, justificando-se portanto, o uso desses valo 

res. 

As figuras 2 e 3 ilustram, respectivamente, o fator 

de amortecimento r Cw) e a seção de choque diferencial de es­

palhamento para tr�s valores diferentes do campo magn�tico. 

Observa-se na figura 3 que a intensidade da luz espalhada a� 

menta com o campo. O que se sup6e deste resultado,� que ex­

perimentalmente, os efeitos deste tipo de espalhamento sejam 

mais bem observados para grandes valores do campo magn�tico. 

Na figura 3 a maior intensidade corresponde ao valor de 

t01O
/ (llc = 1, 2 o nue significa campos da ordem de 18 O KGauss.

Os gráficos das figuras 2 e 3 foram feitos para v� 

lores de y/wc = 0,05. Para valores menores o resultado para

a seção de choque mostrado na figura 3 não foi observada. Pe 

quenos valores de y, para cada w�, significam grandes valo -
'--

res para o tempo de vida dos estados de Landau. Quanto maior 

for o tempo de vida, menos se observa o espalhamento, pois e 

estado passará a se comportar praticamente cerno um estado es 

tacionário e a anarmonicidade necessária para que a seçao de 

choque seJa diferente de zero tenderá a desaparecer. Por ou 

tro lado, os valores de y/w não podem ser c 
muito grandes 

pois, para cada wc, y muito t:rande significa tempos de vida

muito pequenos. Assim sendo a perturbação provocada pela inte 

raçao entre os elétrons e os fonons, será grande de modo que 

a harniltoniana de Fr8hlich não uoderá mais ser considerada co 

mo fazendo parte da hamiltoniana não perturbada como foi fei­

to neste trabalho. 
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APÊNDICE A 

CÁLCULO DOS ELEMENTOS DE MATRIZ DE 
-+ -+

e.1T 

52. 

Este apêndice é dedicado ao cálculo detalhado dos 

elementos de matriz do tipo 

que occirrem na equaçao (2.9). 

Como já foi mencionado, um eletron em um campo ma� 

nético tem os níveis de energia quantizados em níveis de Lan 

dau e o acoplamento dos eletrons e o campo magnético é repr� 

sentado pela introdução de um momento cinético;: 

-+ -+ 

1T = Po 
e -+ 

- -A c o (A-1) 

com p
0 

= -�V e A
0 

o potencial vetor do campo magnético es

tático na direção z.

como: 

Define-se os operadores 1T+ e 1T_ corno:

1T + = 1T + ÍTT
X y 

(A-2a) 

1T - = 1TX - ÍTT
Y

(A-2b) 

- �* � 
Usando as equaçoes (A-2) escreve-se esº1T e



onde 

-

*Cz)
TT_ + e TT s z 

53. 

( A-3a) 

(A-3b) 

(A-4a) 

(A-4b) 

Usando as equaçoes (A-1) e (A-2) pode-se desenvol 

ver os operadores TT+ e TT_ dentro do calibre de Landau,isto ê:

·'· 

'IT+ 
= Px

- m"w cY + lp
y

(A-5a) 

'1T = Px
- m*w cY - lpy (A-Sb) 

-

A equaçao de Schr8dinger para o eletron em um campo 

magnético é formalmente idêntico à de um oscilador harmônico 

linear com frequência w� = eB
0

/m*c sobre o ponto y = cp /eB0
•

. � O X 

As equações (A-5) podem ser escritas corno: 

1í + 
= -m·':w

c ( y - Yo) + l Py
(A-6a) 

TT = -rn·\.l.l (y -

e yo) - l Py
(A-6b) 

Introduzindo uma mudança de variáveis: 

e 



obtern-se: 

TT+ =

= 

Sendo -, 

Cl e Cl 

ex= 
,--. 

\j 2 

✓ 2m 1\.u 

í .,. 

e 

\'2m�w , 
e

dados 

a \ 
l TT)

por: 

54. 

Cl (A-7a) 

Cl (A-7b) 

= 

Os operadores -t
a e a 

- . -

sao os operadores criaçao e aniqui 

lação de excitações ciclot�Ônicas semelhantes aos operadores 

criação e aniquilação do oscilador harmônico { 10 }. Os oper� 

dores TT+ e TT_ obedecem então às equações: 

TT_ln) = 

--·-1

\j 2m:'-w (n + 1) ln + 1> e 

- 1 

12m:':w n I n - 1)e 

(A-8a) 

(A-8b) 

Usando as equações (A-3) e (A-8) nos elementos de 

matriz, os termos do tipo: 

< 
+ (-) 1 + \ (n + 2)kies TI_ (n + l)k / ,

nulos. Então tem-se apenas: 

/(n + l)kJe:':(z) ,r ·1·n+k) 
\ L z • sao 



(A-9a) 

(A-9b) 



56. 

APÊNDICE B 

CÁLCULO DO OPERADOR DE ESPALHAMENTO T 

- .. A expressao para o operador de espalhamento Te ob 

tida neste apêndice com maiores detalhes. 

Um feixe de fotons no estado J w1 k1) = 1 L) incide

sobre um sistema de N eletrons no estado J n k k \ = 1 nk) ·cau 
X ZI -

sando uma transição para o estado lm k') enquanto a luz 

espalhada no estado lwsks) = Is) º A probabilidade de tran

sição de que isto ocorra é: 

(B-1) 

sendo s a matriz de espalhamento e os estados li) e lf) 

dados por: 

(B-2a) 

(B-2b) 

Corno já foi mencionado no capítulo 2, os termos do 

minantes que contribuem para os dois diagramas de Feynman da 

fig. 1, são provenientes do elemento de matriz de 2ª ordem: 

-oo _,. -oo

(B-3) 



Para um sistema de N eletrons, o operador HER(t) 
é:

e 

m c 

➔ ➔ 

) ./ . ,. ➔ 17 ➔
, 

➔, + ' 
� 1 mk 1 1 A • 1T nk '> c • - ( t J c • ( t ) m n , mk nk 
k'k 

z z 

5 7. 

(B-4) 

A.;rpode ser escrito em termos dos operadores TT+ e TT :

TT 

7f' + iTT 
X y 

+ A TT
z z

C B-5) 

(B-6a) 

(B-6b) 

Como os operadores TT+ e TI_ operam como criadores e 

aniquiladores de excitações ciclotrônicas enquanto que os es 

tados de Landau são auto estados de TT e o operador A(�,t)nãoz 

atua sobre os eletrons, HER(t)
... -

dife a expressao para so sera 

rente de zero para aquelas em que m = n + 1 ou n ou n - 1 

� -.;-, 

r / (n
e

J ➔ IA ➔, :+'\ t 

HER(t) = 
7: � 

+ 1) k 1 • TT nk J e n+l kz
(t)c nk

2 
(t)

c nk l..\ 

+ 

(B- 7) 

) 

-

A expressao (B-3) envolve o produto dos operadores 



58. 

+ 

+ 

No desenvolvimento da express�o acima muitos ·termos nao con 

tribuir�o para o espalhamento Raman estudado neste trabalho. 

Os termos importantes que descrevem o espalhamento sao: 



59. 

1 ((n1-2)f�! f�,71 l(11tl) t) x

-

O primeiro termo corresponde a componente Stokes 

do espalhamento e o segundo corresponde à componente anti­

Stokes. No que segue o segundo termo é abandonado uma vez 

que a componente anti-Stokes ê muito pequena nas 

ras de interesse neste trabalho. 

·temperat� 

O potencial vetor A da radiação eletromagnética,p� 

de ser escrito em termos de operadores criaç�o e aniquilaç�o 

de fotons: 

iQ .; 
e JJ 

(B-10) 

é é o vetor unitârio de polarização dos fotonsº 
Qµµ 



6 O. 

Seja 

Usando a express�o (B-10) em (B-9) obt;m-se: 

Os termos envolvendo a criação e aniquilação de 2 

fotons, não .foram considerados no espalhamento em quest�o. 

Substituindo-se (B-11) em (B-3) e efetuando as inte 

grais envolvidas obtém-se: 



61. 

< 
� 1 ➔ • ➔ 1 ➔ '- t • t

(( X (n+J) k 9.. 
1 

➔ TI ]') � ; o.. ➔ Q -:. e L e & 1 w . k. - eu L)u G�, µ., -G µ' Q· n+z. R. nk , n+z z nRz l
j)rt l f' z Z \ 

(B-iZ) 

Quando o eletron sofre uma transição do estado fn> 

para o estado_! n + 2), o foton é espalhado do estado I L) para
• 

1 ) 
• t ~ o �stado s . Assim quando os operadores ªu 1 1; 1 e a,,-x sao

' '< µ 1 µ'<µ 
aplicados ao estado inicial, um foton é destruído no estado 

11) e criado no estado Is) . Portanto a soma sobre µQµ e



µ'Qµ, na primeira parcela desaparece sobrando apenas os valo

e 

e 

� n • � 2ª �s· v mesmo se aplica a - parcela,

Q . A equaç�o (B-12) torna-se:s 

(8-13) 

Da relação entre a matriz s e o operador T{ lO J: 

" . 
= L'ITJ.. O" ( '0 - (J.) • '1 '' f l

(B-14-} 

.Comparando (B-14) e (B-13) conclue-se que o operador T e dado

por: 



TCt):::: - , '~ ::---i , -t .... J1 •➔ .,,. r .., I ·?
[ / !- / J,5 f\} <ln+Z)R/,es-n/(nt1)k)(Cn1-1)R.!1vn ln.fr<.),111 e 1

1 
¼' l (.,J .. , - w i - w hR . n;-c Rz nRz L 

+ (C-n+z)k /.t ,n I e n+O; )((n+ J); I :<s" 111 n k) }. e+ 
({)e (t)

. 
7\+ .z k

7 
rt.kz 

W7\tl i< z - ú\J,.z + 0s-
~ 

63. 

+

(B-15) 



64. 

APÊNDICE C 

O objetivo deste 

lementos de matriz do tipo 

nas expressões para M(w) e 

apêndice é mostrar o cálculo dos e 

+·+ + > 
<,e_ kle_iq.rl.f..'k' que aparecem

r(w) equações (3-32) e (3-33).Como

já foi mencionado anteriormente, os estados lt k) sao dados 

pelas funções de Landau: 

onde 

1 
= 

X:lY) = C .f.. exp ( (y - Yofl r y - Yo -,j 
1- 2À2 i H l j 
' > l À 

Aqui 8:,e são os polinômios de Hermi te.

C.,e_ -=

(C-1) 

(C-2) 

y0 corresponde à coordenada clássica, y, do centro. 

da Órbita no plano x - y e é dado por: 

(C-3) 

Sendo 
* - -

, m e a massa efetiva do eletron e wc e
ID W

C

frequência de ciclotron. 

a 
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Denotando por I o elemento de matriz (t kleiq .;lf'k') 

e usando a forma integral: 

Denotando por A o expoente: 

A= iq y -
y 

(y 

e c-4) 

obtém-se após urna manipulação algébrica: 

A = 

Do resultado da integração em x tem-se que 

k' = k - o 
X X �x 

' = ,. 2k • , b 
• t • , ' k' Desde que y

0 
A x susti uinao-se y

0 
e x na

(C-5) 

(C-6) 

ex 
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pressao para �-�hega-se ao resultado: 

À 2 
2 

.À 2 

A =

- 4 q.L
+ _J._ (k + k' )q 

2 X X y 

( y 

À 
2
k 

À - iq ) l 2X 
(q ( C-7) 

À 
+ 

2. X
y J 

onde 2 2 + 2 
qJ. 

= 

qx qy 

Substituindo o resultado (C-7) em (C-4), obtêm-se: 

O interesse agora é calcular a integral em y. Para 

isso será adotada a seguinte notação: 



67. 

r 
., ( y - À2ki 1 � / J - 1 X 

I .e.e T ( q) :: dy exp 1 + ' � 
1 l 
\ 

. ) 12 ) ( y À2k / À 2k T y -' 
1 ( C-9)X X 

+ 

2 
(qx

- iqy ) H ,e i H i'
) ' ) 

Mudando a variável para y
1 tem-se: 

- :Xy'(qx - iqy) 
J Ht(y')Ht 1 ( y' + Àqx) ( C-10) 

Usando a fórmula de Rodrigues para os 

de Hermite: 

polinômios 

Y 12

e ( C-11) 

A expressão (C-10) depois de algum desenvolvimento 

terá a seguinte forma: 

:x 2 2,.
.e_ l Tq.J.. ( ( 

:: À ( -1) + ,e_ e dy' j exp 
j \ 

y' + 

.l' 
d 

dy'.f 

2 
-(y'+Àq) 

(C-12) 

Efetuando uma mudança de variáveis: y' + �2 (q + iq) == u
X y 

obtém-se: 



onde: 

À 

n' = -2- Cq - iq)
X y 

6 8. 

( C-13) 

cé-14) 

( C-15) 

Note-se agora que qualquer função de y' = u - n, sa 

tisfaz às seguintes relações: 

df 

df 

:: 

= 

df dU 
duayT" 

= 

:: 

df 
du 

df 
dn 

( C-16) 

(C-17) 

Com estas relações a equação (C-13) pode ser escrita assim: 

e 
2 2 2 

u -(u-n) -(u+n ')

(C-18) 

Com algum desenvolvimento algêbrico, chega-se à:



f O? - [ ..,._ - frt~ 72 1) ]
2

X ,.e, 

-Oo

( C-J

A integral em u é tabelada e o resultado para 
Ill'(i) é:

.t' 
d

dn ,-l' 
-2nn'e 

(C-20) 

Considerando l > l', deriva-se t vezes em rela 

ção a n e introduzindo uma nova variável: x = 2nn',tem-se: 

Usando a fórmula de Rodrigues para os 

associados de Laguerre: 

l-l'
L

.f.
' (x) =

l 
-:-:-TT 
.f_ • 

(C-21) 

polinônios 

(C-22) 

e as expressões para x, n e n' obtém-se finalmente: 



( C-2 3) 

~

Com o resultado (C-23) a equaçao (C-4) tem a seguinte forma: 

(c-z4) 

Do mesmo modo obtém-se um resultado semelhante para 
• ➔  -

(t kle�iq.rlf'k'). Se l' > l, obtém-se um resultado idêntico 

a (C-24) para o elemento de ·matriz. Pode-se então escrever o 

resultado: 



onde I 1!..t
,

.-., 

L 

1 tt' =

2 

-
agora e dado por: 

.e.-.e' 
-2- f � '1112• l�

\ ) 

l' - t 

-2- r .e! 1 112
l I'T J

:' 

i 
+ 

i ' 

I 

l +
l_ -

À 
(q -2 X 

À 
(q +2 X 

71. 

. 
J 

.t-t' ·,t- i' / À 2 2 \iqy ) L ,e., , 2 q .1. j

se .e.);

. ]t'-.L "l'-l ( x 2 

iqy ) Ll \ 2 

se l' )., 

..e 1 

2 
q J,. 

l

(C- 2 6) 
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