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nas contribuições de efeitos anarm5nicos de terceira e quarta 

ordem na te6ria anarm6nica para s6lidos. Este comportamento 1 

indica que existem fortes efeitos anarm5nicos afetando estes' 

modos quando variamos a temperatura e podem ser, em parte,re� 

ponsãveis pelas transições de fase de 2�- ·ordem confínua e ferro­

eletrica ➔ paraelêtrica que acontecem no cristal de KDP em 

torno de lOOK e 122K, respectivamente. 



A B S T R A C T 

Raman spectra of KH2Po4 (KDP), as a function of

temperature, were studied in the range from 14K to 476K. From 

these experiments three phase changes were observed in the 

Raman spectra of KDP when the temperature was in€reased. The 

first change occurs at temperature around 203
° c and is known 

to be first-order, taking the crystal from a tetragonal to a 

monoclinic structure. 

This work presents the first observation of the 

Raman spectra of KDP in the monoclinic phase. The second change 

occurs at 122K and is the well-known paraelectric t ferroelectric 

transition, when the crystal goes from the tetragonal to an 

orthorhombic structure. The third change, discovered in the 

present work, occurs at temperatures between 50K and lOOK. This 

transition, that is of the continual type, is induced by 

the modifications in the local symmetry sites of the Po; 3 ions.

The remainder. of this work was concerned with the 

detailed study of the line frequencies and widths for all Raman-
... 

active optical phonons in the temperature range from 14K to 

476K. No soft-mode was observed near the phase transitions of 

KDP when the temperature was increaded. Most of the line 

frequencies and widths of the Raman medes have a linear dependence 

with_ the temperature, which is a normal behaviour for any type 

of crystal when subject to a temperature variation of 460K. 

However, sarne lattice medes, one with frequency 
. - 1 150cm belonging to A1 representation, and the others with

1 - l 147cm- and 213cm belonging to the A2 representation of the

iocal group c2v in the orthorhombic structure (ferro-electric

phase) of KDP, display an exponential dependence with the 



temperature. Such behaviour can be explained taking in account 

the contribution of anharmonic effects of third and fourth order 

in the theory of anharmonicity in solids. The existence of 

strong anharmonic effects th�t affect these modes when the 

temperature is varied, can be partially responsible for the 

phase transitions of continual and ferro-paraelectric types 

that occur in the KDP crystal around lOOK and 122K, respectively. 



1 N D I C E 

CAPÍTULO I - INTRODUÇÃO 01 

CAPÍTULO II - PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL............ 07 

1. Os espectros Raman. . . . . . . . . . . . . . . . O 7 

2. As Amostras....................... 07 

3 � Temperatura.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 08 

4. O Dedo Quente..................... 08 

CAPÍTULO III - ESPECTROS RAMAN E INFRA-

VERMELHO NO KDP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . l O

1. Estrutura cristalina do KH2Po4.... 10 

2. Vibrações e rotações do Grupo

-3
PO 4 . ·, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 3 

3. Modos normais· de vibração do

KH2Po4 .......................... . l 4

3.a. Análise de grupo para es -

trutura tetragonal.............. 14 

3.b. Análise de grupo para es -

trutura ortorrômbica do KDP..... 18 

4. o Espectro Raman e Infra-veE

melho do KH2Po4 .................. 20 

CAPÍTULO IV - UMA NOVA TRANSIÇÃO DE FASE NO 

KH2Po4 ............................... 27 

1. Introdução........................ 27 

2. Re&iltados e Discussão............ 27 

3. Conclusão......................... 36 



CAPÍTULO V - TRANSIÇÃO DE FASE TETRAGONAL + MONO 

CL!NICA... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 

1. In troduçao. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 7 

2. Resultados e Discussão ..................... 39 

3. Conclusão.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 4 

CAPÍTULO VI ·- DEPEND�NCIA DA TEMPERATURA DOS FONONS 

ÕTICOS ATIVOS NO RAMAN DO. KH2Po4 •.....•.•.•.. 45 

1: Dependência dos Fonons óticos do 

KH2Po4 com a temperatura .......... , ........ 45 

2. Efeitos anarmônicos em sólidos ............. 49 

3. Efeitos anarmônicos no KDP . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 5 

4. Conclusão. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 7 

CAPÍTULO VII - CONCLUSÃO......... . . . . . • . . . . • . . . . . • . . . . • . . • • 58 

6 (:) 
FIGURA.S . . .  �· . . . . .  � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . _ 

REFE�NCIAS BIBLIOGRÁFICAS • . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . • . • • • 80 



01 

INTRODUÇ�O 

O KH2Po4, tradicionalmente abreviad� como KDP, existe

em três diferentes modificações sendo que duas delas conheci­

das como, (i) - fase tetragonal, pertencente ao grupo espa 

cial 142d {.if:) e/ estãvel ã temperatura ambiente e, (ii) - fa 

se ortorrômbica, que pertence ao grupo espacial Fdd2 (C��) e 

existe para temperaturas abaixo de Te= 122K. A terceira mo -

dificação, fase monoclínica, existe num intervalo de tempera­

tura de aproximadamente 453K a 525K que e a temperatura de fu 

são do material. 

Sendo um cristal representativo da família dos cris 

tais com ligação de pontes de hidrogênio que sofrem transi 

çoes de fase ferroeletr-ica, o KDP tem sido amplamente pesqui­

sado em relação ao seu comportamento elãstico e piezoeletri -

co (l). A transição ferroelêtrica ê extensivamente estudada 1 

pelos mêtodos espectroscõ�icos como por exemplo, absorção in-

fravermelho (2-10), espalhamento Raman (11,12) e NMR (13-15). 

Alem disso, os cristais do grupo do KDP são largamente usados 

em tecnologia de laser (16) e seus efeitos eletro-õticos e 

piezoelêtricos têm sido utilizados em vãrios aparelhos eletro 

mecânicos e eletro-õticos (17). 

SLATER (18) e TAKAGI (19) foram os primeiros a pes­

quisar as propriedades ferroelêtricas do KDP e desde então 

tanto estes cristais como seus isomorfos têm sido muito discu 

tidos (2,19) porem, nenhuma teoria obteve sucesso em explicar 

o mecanismo microscÕlico da transição de fase ferroelêtrica 1 

nestes compost s (20).
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Uma característica da estrutura cristalina do KDP 

consiste na existência de ligações curtas de hidrogênio orien 

tadas quase que perpendicularmente ao eixo C e ligando dois 
-3 tetraedros P04 (2,19). Dados de difração de Raios-X tem esta-

belecido firmemente (20) que na fase ferroeletrica, os Tons 

K+, p +5 e o-2 são deslocados ao longo do eixo-e relativamente

as suas posições simétricas na fase paraeletrica e que estes 

deslocamento�explicam satisfatoriamente a magnitude observada 

da polarização saturada. TOKUNAGA e MATSUBARA (21) mostraram• 

que a deuteração causa mudança apreciãvel na temperatura de 

transição ferroeletrica (Te = 122K no KDP e Te = 213K no 

KD2Po4) enquanto que a temperatura de Curie To ·permanece quase sem 

mudar. 

Objetivando explicar o grande efeito isotõpico em 

Te, BLINC (9,22) propôs um modelo no qual o proton e admitido 

fazer um movimento de tunelamento entre os dois minimos do p� 

tencial ao longo da ligação de hidrogênio. Como TOKUNAGA e 

MATSWBARA (21) assinalaram pela primeira vez, o modelo de 

BLINC (9,a2), que considera somente o sistema de protons nas 

pontes de hidrogênio, parece não ser somente insuficiente a 

este respeito como tambem falha na explicação de um efeito 

isotõpico apreciãvel na polarização espontânea. Posteriormen­

te, BLINC e RIBANIC (23) consideraram as interações rede 

proton nestes cristais e investigaram a energia dos espectros 

nos �casos de acoplamentos fracos e fortes pelo metodo varia -

cional em analogia ao problema do polaron. Segundo KOBAYASHI 

(24), na teoria proposta por BLINC e RIBANIC (23), os aspec - 

tos dinâmicos da transição de fase não foram discutidos e 

nenhuma explicação foi dada âs longas ·distorções ao longo do 

eixo-e acompanha as transições rotônicas. 
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Por outro lado, TOKUTIAGA e MATSUBARA (21) discutiram 

vãrias possibilidades de explicar a transição de fase do KDP 

dando ênfase ã importância do movimento iônico ao longo dó 

eixo-e e como um exemplo, discutiram um novo modelo de ordem­

desordem supondo que existem duas configurações passiveis pa­

ra o complexo [ K-Po4 J ao longo do eixo-e, o que corresponde

ã du�s passiveis orientações permanentes ao longo destes ei -

xos. 

KOBAYASHI (24) explicou os aspectos dinâmicos da 

transição de fase ferroelêtrica em cristais do tipo KDP, com 

base no acoplamento entre o modo de tunelamento de proton e 

a vibração do modo Õtico do complexo [K-P04 J ao longo do ei

xo-C. Assim como BLINCK et al (26,27), KOBAYASHI (24) propôs 

que os cristais da família do KDP pertencem ao tipo ferroelê­

trico misto, isto ê, um arranjo de ordem e desordem dos pro 

tons e um a i n s ta b i l i d a d e n'a vi b r a ç ão d a rede a o l o n g o d o e i -

xo-C,ocorrem simultaneamente,e estes cristais manifestam as 

caracteristicas ferroeletricas do tipo displacivo e do tipo 

ordem-desordem. SILVA e ROVERSI (25) apresentaram um mo­

delo de um poço de potencial comparando-a com o modelo corres 

pendente de tunelamento. A comparação dos ·resultados obtidos• 

por ambos modelos com os dados experimentais avaliãveis so 

bre a dependência isotõpica da temperatura critica, constante 

de Curie e polarização mãxima espontânea para o zero absolu -

to levaram-nos a concluir que a precisão dos dados experimen­

tais juntamente com as incertezas dos cãlculos teõricos, nao 

permitem ainda uma discriminação a favor de uma caracteristi­

ca de um p��o duplo d� ordem e desordem para estes cristais 1 

ferroel etri CDS.

Recen�e-e e, TOKU AGA e ATS ZAKI (28), num artigo 



de revisão, sumarizam os modelos representativos anteriores 

e os resultados experimentais analisados em termos desses 1 

modelos. A principal conclusão deste artigo estã no fato de 

que mesmo para o KDP, as flutuações nas polarizações dos es 

pectros dinâmicos são bem descritos em termos do modelo de 

Debye. O modo central ativo no Raman, que atê então acredi­

tava-se ser uma evidência direta do tunelamento de proton , 

foi proposto por TOMINAGA et al (2 9,30) ser devido a um mo-

U4 

do libracional de 

tânea ê atribuida 

isto sugere que o 

ion P04� Uma vez que a polarização espon­

ao deslocamento relativo dos Tons p +5 e o: 2

-3 dipolo Po4 desempenhe o papel de uma uni-

dade de ordem-desordem (31). 

Com base nos resultados de TOMINAGA et al (2 9, 30). 

TOKUNAGA (31) propôs um modelo de ordem-desordem do dipo-
• -3 lo P04, o qual ê desenvolvido numa forma teõrica explicita'

de um sistema pseudo-spin:de Ising e que tem sido confirma­

do pelos recentes estudos de espectroscopia Raman sobre os 

modos internos do Po4
3 (32).

Apesar do KDP ter sido extensivamente estudado pe­

las mai� diversas técnicas, observamos que nenhum estudo de 

espalhamento Raman, objetivando uma completa identificação' 

dos modos ativos no Raman no intervalo de temperatura que 

variasse de lOK ã aproximadamente ao ponto de fusão do ma -

terial, 5 2 7K, tinha sido realizado. AGRAWAL et al (33), fi­

zeram a identificação dos modos ativos no Raman, porem so -

mente nas temperaturas de 20K e 300K. 

Neste trabalho apresentamos medidas detalhadas das 

frequências e larguras de linhas dos modos ativos no Raman' 

num monocristal d� KDP no intervalo de temperatura de lOK 

a 476K e que foi subdividida do seguinte modo: no Capitulo 

III, apresentamos e discutimos detalhadamente os espectros' 



Raman e medidas de infra-vermelho no KDP em vãrias tempera­

turas obtidas por outros autores (6,10,34) e os comparamos' 

com os nossos resultados. Neste capítulo, especificamente 1 

discutimos através da teoria de grupo as vibrações do ion 
-3

molecular P04 e os modos normais de vibração do KDP nas fa

ses paraelétrica (PE) e ferroeletrica (FE). O capítulo IV 

trata de uma nova transição de fase no KDP. Fazemos uma ana, 

lise detalhada dos espectros Raman deste material no inter­

valo de frequência de O a 1300 cm-l variando a temperatura•

de lOK a 117K. A anãlise da teoria ·de grupo para a distri -

buição dos modos internos dos ians P04� mostra que estes 

ians não ocupam sitias de simetria local c2 no grupo fator

c2v para temperaturas abaixo de 90K. No capitulo V, estuda­

mos os espectros Raman do KDP entre a temperatura ambiente' 

05 

e 476K e observamos pela primeira vez, sem an:biguidade
1
a transi­

ção de fase que acontece neste cristal passando da fase te­

tragonal ã fase monoclínica para temperaturas acima de 453K, 

oncle a temperatura de transição depende fortemente da hist� 

ria térmica da amostra (35,36). Esta transição jã tinha si­
·'! 

do observada por outras têcnicas como Raio-X (37), DTA e 

TGA (35), condutividade 

trica (38). 

elétrica (36) e constante dielé-

Ao iniciarmos este trabalho, o primeiro grande de­

safio surgiu exatamente na obtenção da amostra. Uma vez que 

seria extremamente oneroso, tornando portanto inviãvel a 

aquisição de uma amostra do cristal de KH2Po4, optamos por

crescer o cristal em nossos laboratõrios,; pelo processo de 

evaporação lenta a partir de uma solução supersaturada do 

pôde KDP em ãgua�tridestilada mantida a uma temperatura de 

aproximadamente 35° c. Como resultado, obtivemos cristais 



transparentes de boa qualidade Õtica e com aproximadamente 

3 6 x 8 x 20mm .

O restante deste trabalho e organizado da seguin­

te maneira: o Capitulo II descreve o comportamento experi­

mental. No Capitulo VI ê feita uma discussão sobre a de -

pendência explicita dos fonons Õticos ativos no Raman com 

a pressao e a temperatura, assim como apresentamos um resu 

mo teõrico sobre as anarmonicidades em cristais. Ainda nes 

te Capitulo, a�resentamos e discutimos amplamente os efei-

- -1 -1tos anarmonicos dos modos 147cm e 211cm da simetria 

y(xy)x. 

Finalmente, as conclus�es sao apresentadij$ no ca­

pitulo VII. 

06 



CAPTTULO II 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

Neste Capitulo descreveremos o equipamento experime� 

tal usado em nossas experiências. 

Os itens l, 2 e 3 descrevem respectivamente o equip� 

mento empregado na obtenção dos espectros, o processo de ob -

tenção e preparação das amostras e as experiências realizadas 

em função da temperatura. 

O item 4 apresenta o forno usado na sêrie de altas 1 

temperaturas. 

II.l. - � Espectros Raman

Na obtenção dos espectros, foi usado um Laser de 

Arg�nio da Spectra Physics, Modelo 170, emitindo de 500mW at� 

2,5 watts nas linhas 4880g e 5145�; um monocromador duplo da 

Spex, Modelo 1402, acopladn a uma fotomultiplicadora da Pro -

duçts Rese�rch Inc., Modelo C310 34-RF, resfriada a -25° c e 

um Registrador Hewlett-Packard 7100-B de duas penas. A resol� 

çao instrumental, mantida constante em todas as experiências, 

foi de aproximadamente lcm-1.

A figura 1 mostra a montagem experimental utilizada' 

na obtenção dos espectros Raman. 

II-.2. - As Amostras 

Os cristais, transparentes e de boa qualidade Õtica 

com dimensões aproximadas de 6 x 8 x 20mm3, foram crescidos• 

e nossos laboratõrios utilizando-se o processo de evapora -

07 



çao lenta ã temperatura controlada e a partir de uma solução 

supersaturada de pÕ de Fosfato Diãcido de Potãssio (KH2Po4)

da VETEC com um baixo limite de impureza e diluido em 

tri-destilada a uma temperatura de 35 ° c. 

agua 

As amostras foram cortadas em uma mãquina de serra• 

a fio diamantado, construida em nossas oficinas e semelhantes 
-

a LASTEC MODELO 2006A. O polimento das amostras foi feito nu 

ma suspensao de po de alumina e Õleo singer. 

II.3. - Temperatura

Os espectros Raman do monocristal de KDP,(KH2Po4) ,

foram obtidos em duas series: a primeira desde a temperatura 

de 12K ate ã ambiente e a segunda, da ambiente a aproximada­

mente 476K que estã no intervalo da transição tetragonal + 

monoclinica. 

Para obtermos os espectros Raman de baixa temperat� 

ra, usamos um sistema de refrigeração.Duplex de ciclo fecha­

do, Modelo CSA-202 da Air Products and Chemicals, tipo CGl , 

onde as temperaturas foram medidas por um termopar de Cromel 

vs Ouro - o.o7ide ferro e mantida constante a! 0.5K, com um 

controlador de temperatura Modelo 625-60A da Research Inc. 

I I . 4 ". - O D e d o Que n te 

Os espectros Raman em alta temperatura foram obti­

dos em um forno, 1
1 dedo quente 11

, construido em nossas afiei -

nas. 

O 1

1 dedo quente 11 e operado com o sistema de vacuo li 

gado, a ãgua circulando nas serpentinas e com um controlador 

de temperatura Modelo 625-60A da Research Inc. 

08
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O forno, figura 2, ê constituído das seguintes par-

tes: 

a. Fonno pnopniamente dito: e composto de um suporte de cano

de latão, com uma cabeça e suporte do cristal de latão e

uma capa do mesmo-material com três janelas de quartzo.

b. Sí�tema de aqueQimento: e constituído do aquecedor que e

uma resistência de 200V-300W, do guia isolante da ligação

do aquecedor e do controlador de temperatura.

c. Si�tema de medição de tempenatuna: e composto de termopar

de cobre-constantan, um guia isolante do termopar e um

controlador de temperatura Termac 6000.

d. Sí�tema de neónigenação: a refrigeração do forno e feita'

por um fluxo d 1 ãgua,' de pressão controlãvel, nas serpentl

nas.

e. Si�tema de vaQuo: o vacuo e obtido por meio de uma bomba'

mecânica e uma bomba de difusão acopladas dando um vãcuo'

mãximo de 4 x l0-5 torr.



CAPITULO III 

ESPECTROS RAMAN E INFRA-VERMELHO NO KH2Po4 (KDP)

Neste Capitulo, apresentamos e discutimos detalha-

damente os espectros Raman e medidas de Infra-vermelho no 

KDP em vãrias temperaturas obtidos por outros autores e os 

comparamos com os nossos resultados. No item l, apresentamos 

as estruturas cristalinas do KDP nas fases tetragonal (Para­

eletrica) e ortorrômbica (Ferroeletrica). Nos itens 2 e 3

discutimos atraves da teoria de grupo as vibrações do ion mo 

lecular P0�
3 e os modos normais de vibração do KDP nas fases 

paraeletrica (PE) e ferroeletrica (FE) respectivamente. No 

item 4, discutimos os espectros Raman deste material obtidos 

em nosso trabalho e os comparamos com os resultados obtidos' 

por outros autores. 

1. Estrutura Cristalina do KH2!:.Q,4

O cristal de KH2Po4, na temperatura ambiente, e 

paraeletrtco e tem estrutura tetragonal com grupo espacial 1 

r I42d (D2â) contendo 4 moleculas por celula unitãria,cujas di

mensoes são: a = 7.448 R; c = 6.977� (39,40). 

Segundo WYCHKOFF ( 39), os parâmetros dos oxigênios 

s a o .: X = o . 8 2 8 g , y = o . 1 4 8 6 g , z = o . 1 2 6 1 � . As p r o Vã V e i s 1 

posições dos hidrogênios são: 

(8d) 1/4, u,l/8; u, 3/4,7/8; 3/4, u, 1/8; u, 1/4, 7/8; B.C . 

de forma que os hidrogênios nas ligações 0-H ... O, estão lo -

IU 



calizados mais pr�ximos de um dos oxigênios com distâncias 

0-H dadas por l.04 � e 1.45 �-

O KDP apresenta uma transição de fase estrutural 1 

em 122K envolvendo pequenas mudanças, lentas e reversíveis 

na sua estrutura. As estruturas cristalinas do KDP têm si­

do determinadas para temperaturas imediatamente acima e 

abaixo da temperatura de Curie, Te = 122K, onde a transi -

ção foi caracterizada como PE t FE. (39) 

Em 126K, o KDP apresenta uma estrutura cristali­

na tetragonal e, em 116K, a estrutura e ortorrômbica. No 

sentido de comparar· mai.s facilmente estas duas estruturas 1 

cristalina, a forma tetragonal pode ser descrita pelo gru­

po espacial F4d2 com 8 moléculas por célula unitãria onde 

uma das arestas desta célula e a diagonal mais longa da ce 

1 u 1 a u n i t ã r i a d o K D P e o m g r u p o e s p a e i a 1 I ?f 2 d ( 3 9 ) . As d i - • 

mensões da célula com simetria F4d2 em 126K, sao: 

c 1 = e = 6,90 � 

As coordenadas atômicas para esta célula sao: 

K: (8b) 001/2; 1/4, 1/4, 1/4; F.C. 

P: (8a) 000; 1/4, l/4, 3/4; F.C. 

O: ()2e) xyz; xyz; 1/4-x; y+l/4, z+3/4; x+l/4, l/4-y,z+3/4; 

yxz; yxz; y+l/4, x+l/4, 3/4-z; 1/4-y, 1/4-x, 3/4-z; F.C. 

com x = o. 118�; y = 0.033�; z = º· 132�. 

e :a�a e te abaixo da transição, Te = 122K, o 

l l 



KDP apresenta estrutura cristalina ortorrômbica pertencendo 

ao grupo espacial Fdd2 (C2v) com 8 moléculas por célula uni 

tãria e suas dimensões em 116K são: 

ao == 10,53g bo == 10,44R 

Os ãtomos posicionam-se em: 

(8a) OOu, 1/4, 1/4, u + 3/4; F.C. 

( 1 6 b ) xy z ; xy z ; x + 1 / 4 , 1 / 4-y , z + 3 / 4 ; l / 4 -x, y + 1 / 4 , z + 3 / 4 ; F . C . 

A distribuição atômica e dada por: 

P: (8a) com u == O 

k: (8a)·com u == 0,512 � 

ô(l):(16b) com x == 0,116�, y == 0,035�, z == O,l36R 

0(2):(16b) com x == -0,035 �; y == 0,116g, z == 0,124 � 
"! 

A figura 3 mostra a estrutura cristalina do KDP p� 

ra a fase tetragonal juntamente com sua projeção no plano ba 

sal considerando o grupo espacial 142d com a distribuição 

at6mica segundo WYCKOFF (40) 

K: ( b_) 0,0,1/2; 1/2,0,3/4; 1/2,1/2,0; 0,1/2, 1 / 2 . 

p : (a) 0,0,0; 1 / 2, 0,1/4; 1 / 2, 1 / 2 , 1 / 2; 0,1/2,3/4.

o : (e) xyz; yxz; xyz; yxz; 1/2-x, y, 1/4-z; x+l/2; y,

1/4-z; 1/2-y, x, z+l/4; y+l/2, x, z+l/4, F. C. 

l 2



2. Vibrações e Rotações do Grupo f�4
3

-3 O ion P04 pertence ao grupo pontual Td. Este ion

ê do tipo de moleculas tetraedricas XY4 e seus 15 graus de

liberdades estão distribuídos nas representações irreduti -

veis do grupo pontual Td como: r = A1 + E + F 1 + 3 F2 (41)

o modo da representação irredutível A1 consiste de uma vi -

bração característica do tipo que não deforma o í on 

("Stretching 11 ), o modo de simetria E consiste de uma vibra­

ção do tipo que deforma o íon (11 Bending 11 ), o modo F1 consis

te de uma rotação em torno dos eixos x,y e z e os 3 modos 

de simetria F2 consistem de uma translação ao longo dos

eixos x, y e z e de duas vibrações caracteristicas, uma do 

tipo 11 stretching 11 e outra do tipo 11 bending 11 • A figura 4,mo� 

tra ãs coordenadas de simetria para as representaç5es irre­

dutiveis A1, E e F2, onde os três eixos c2 da molêcula, fo­

ram escolhidos como os eixos cartesianos x,y,z. (41) 

A tabela III-1 lista as frequências observadas do 

ion Po 4
3 livre juntamente com suas identificações obtidas 1 

das referências (41,42). 

w (cm-l) Re f.

v l A l 9 80 

\) E 363 

V
3

F2 1082 

V4F2 515 

41 Identificação Ref. 

11 s t re t chi n g 11

11 bending 11

"stretching 11

11 bending 11

42 

TABELA III-1�- Frequências observadas e suas identi­
ficações para o ion ro; 3 livre segun­
do as referências 41 e 42. 



3. Modos Normais de Vibração do KH
2

.E..Q.4

O cristal de KH2 Po4 apresenta três modificações

cristalinas no intervalo de temperatura entre 77K e 525K,que 

e o ponto de fusão deste material. Na estrutura monoclínica, 

que o materia l exibe para temperaturas entre 476K<T<525K,ai� 

da não foi possível se determinar com precisão o grupo espa­

cial e as distribuições atômicas na célula unitãria. A modi-

ficação tetragonal existe nas temperaturas 

consistente com o grupo espacial 142d (D��) 

1 22K<T<476K.-e e 

(39 ) com 4 mole-

culas por célula unitãria ou 2 moléculas na célula primiti -

va. A outra modificação, consiste de uma estrutura ortorrôm­

bica existindo para a temperatura T < 1 22K com grupo espa 

cial Fdd (c 19) contendo 8 moléculas por célula unitãria ou 
· 2 2 V 

2 moléculas na célula �rimitiva (43).

3.a. - Anãlise de Grupo para Estrutura Tetragonal do KDP

Os ions p+5 e K+ ocupam simetria local s4, os

ions H +situam-se em sítios c
2 

e os ians o-2acupam sítios de 
1 2 simetria c 1 na célula unitãria da estrutura tetragonal o
2d 

�

Como mostrado por IONA (2), a molécula de KDP pode ser consi 

derada como constituida de ions de K+

tios de simetria s4 no grupo espacial

lação da Tabela III-2 mostra com� as vibrações, rotações e trans 
~ � -3 ~ � + + laçoes dos ,ons P04 e as translaçoes dos 1ons K e H sao

correlacionados com o grupo fator D
2d. Desta anãlise, os 48

graus de liberdade do KDP são distribuidos nas representa 

çoes irredutiveis d� grupo fator o
2d como:

( 43) 

1 '+ 



TABELA0 

D
2d E 2 S4 c

2
2 C' 2 od n� T T' R' n ' .•• Raman ( R) I. R

2 1 1 

Al l l l l l 4 o o l 3 x2 +y2 , 2
2 

-

A
2

l l l -1 -l 5 o o l 4 - -

s, l -1 l l -l 6 o 2 o 4 x2 -y2 
-

B
2

l -1 l -1 l 7 l l o 5 xy z 

E 2 o - 2 o o 13 l 3 2 7 (xz,yz) ( X ,y) 

cp oº 90 ° 180 ° 180 ° oº
cp g G 

WG 16 4 4 2 o w

wG(S) 4 4 4 o o w (s)
a 

wG(S-P) 2 2 2 o o w9(s-p)

X ( n i ) 48 -4 -4 -2 o X ( T ) = + l + 2cosqi9

( T) 3 -1 -l -l l ( n i ) w9x (T)X X 
= 

X ( T • ) 9 -3 -3 l -l X ( T • ) = 1 w
9(s) - l 1 x(T)

1Y. (R') -2
X ( R • ) = w (s-p)(l + 2coscp ) 

6 +2 o o g 
-

g 

TABELA III.2 - Carta de correlação mostrando como os modos normais de vibração do KDP são distribuídos
�egundo: T - modos acústicos, T'- modos da rede, R' - modos libracionais e ni - modos 
internos dos ions P043 .

u, 



Estes sao distribuidos entre modos acústicos, vibrações, li­

brações e translações dos grupos PO�� K+ e H + como sendo: 

rAC = B2 + E

P0-3
4 

r = A1 + A2 + 2E
LIB 

EXT 

r = 2B1 + B2 + 3E
VIB 

(III-1) 

Onde os mod?s de simetria A2 sao inativos tanto no

Raman como no infra-vermelho. Os modos A1 e B1 são ativos no

Raman e inativos no infra-vermelho e os modos de simetria B2 
e E são ativos tanto no Raman como no infra-vermelho. A tabe � � 

-3 la I I I . 3 ( a -) mos t r a a c a r ta d e c o r r e l ação d os 'í o n s P O 4 o cu p a n -

do sitias de simetria s 4 na estrutura tetragonal. A correla­

ção efetiva e feita para operar somente entre duas moleculas 

de KDP da celula primitiva do cristal· {65). 

Os tensores de polarizabilidade eletrônica (44) as 

saciados com os diferentes fonons são: 

a O O 

ô a O , 

o 

c O 

B1= o -c

o o 

o 

o 

o 

O d O 

o o o

l 6



Grupo Pontual 

ld 

A2 

11 Si te 11 Grupo 

�4 

A(v,1,v2)

_B(v 2,v3,v4) -

T > Te 

Grupo Espacial 

-º-2 d 

A1 (v1 ,v2)

A2(v1 ,v
2)

B1 (v2,v3,v4) 

( a)

e· -2 v

. 
<

A,(v ,,2v 2 •V3• v4) 

A(v1 ,2v 2,v3,v4)

A2(v1 ,
2v 2 ,v3,v4)

L

Bl (2v 

3 ,2v 
4)

F 1 L...--..,---
B ( 2v 3 , 2v 4 ) B 

2 ( 2v 3 , 2v 4 )

F2(V3,V4)

T <Te ( b ) 

TABf[Jl·.I:II.3 - Diagrama de correlação do Po-; no KH
2

Po
4 

nas a-
ses não polar (a) e polar (b). 



E (X) = 

o 
o 
o 

o 
o 
e 

o 
e 

o 

o 
E(y) = O 

e 

O e , 

o o 

o o 
(III-2) 

3 .b. - Anãlise de Grupo para a Estrutura Ortorrômbica do KDP 

Abaixo da temperatura de Curie, Te= 122K, a estr� 

tura cristalina do KDP vem ortorrômbica com grupo espacial 1 

cl� (43,45,46) com 8 moléculas por célula unitãriaou 2 mole 

culas por célula primitiva. Nesta configuração, os ions de 
+5P congelam-se em posições (Oüz) em relação a6 centro da pi-
- -3 ramide de P04 na estrutura cristalina. Como consequência 1 

deste congelamento, os sitios locais de simetria s4 ocupados

anteriormente pelos ions moleculares Po4 3 no grupo ol� :·,to_c 

nam-se agora sitios locais de simetria c
2
(z) no grupo cl� e 

os eixos de rotação c
2

(x) e c
2

(y) no grupo ol� . sao agora 

pro'ibido"!s no grupo espa�ial cl�-
A ta bel a III . 4 mo s t r a a e o r r e l a ç ã o e n t r e as vã r i a s r e -

presentações irredutiveis dos grupos fatores o
2d 

e c2v. De

acordo com esta correlação, os modos 4A1 + 7B
2
(z) da sime

tria o2d 
�ransformam-se em 11A1(z) da simetria c2v, os modos

5A
2 

(inativos) + 6B
2 

de .o
2d transformam-se em 11A

2 
de c

2v e

os modos d uplamente degenerados l3 E de o
2d transformam-se em

13B1 + 13B
2 

do grupo c
2v.



02d
e 2v

4A1 11 Al ( z)

5A
2

11 A2

6B1 l 3 s, (X)

78 2
(2) 1 3B 

2 
( y) 

13E(x,y) 

TABELA lII.4. - Correlação entre as vãrias representações 

i rreduti,vei s dos grupos fatores o
2d 

e 

Czv·

19 

Desta anãlise, os 48 graus de liberdade do KDP sao 

distribuídos -nas representações irredutíveis do grupo fator c
2v

como: 

Os modos de simetria A
2 

são ativos no Raman e inati -

vos no infra-vermelho -f6 os modos de simetria A1, s1 e



s a o a t i v o s t a n t o n o R ama n c o mo n o i n f r a -v e r me l h o . A ta b e 1 a 

III(b) m0stra a carta de correlação dos ians P0�3 ocupando si­

tios de simetria c2(z) na estrutura ortorrômbica. A correla­

ção efetiva e feita para operar somente entre duas moleculas 

de KDP na celula primitiva do cristal (66). 

Os tensores de polarizabilidade eletrônica (44) as 

saciados com os diferentes fonons s ao : 

[� 
o o o d o 

A l ( z) = b o A2 = d o o 

o c o o o

(III-3) 

o o e o o o

B l ( x) = e o o B2(y) = o o f
o o o o f o

4. O Espectro Raman e Infra-Vermelho do KH2f�
4

Devido ao caracter ferroeletrico de grande intere� 

se tecno\ôgico, o KDP tem recebido especial atenção de um 

grande numero de pesquisadores interessados em explicar o me 

canismo da transição de fase paraeletrica t ferroeletrica 

que acontece em 122K. v;rios investigadores estudaram os mo­

dos õticos de k = 01usando técnicas de espalhamento Raman e

abs�rção infra-vermelho (3,6,34,38,47,50). Muitos destes au­

tores, estavam tambem interessados na identificação dos mo -

dos õticos ativos no Raman e no infra-vermelho. A respeito 1 

da identificação dos modos Õticos ativos no Raman e no in 

fra-vermelho, podemos citar MURPHY et al (34), WIENER et al 

(6) e AGRAWAL et al (33). MURPHY et al (34), estudaram o es-

pectro de a s  o infra-vermelho do KDP na região de l a

20 



25µm, nas temperaturas de 2 98K e 77K. As amostras utilizadas 
1 

nestas experiências eram monocristais e as polarizações eram 

paralelas ao eixo z correspondendo ã simetria B
2
(z), perpendi­

cular ao eixo z, correspondendo ã simetria E(x,y) do grupo 1 

espacial o1� em T = 2 98K. Na temperatura de 77K, o cristal 1 

apresenta um grupo espacial C�� e a polarização paralela ao 

eixo z corresponde agora ã simetria A1(z) e a polarização 1 

perpendicular ao eixo z corresponde ãs simetrias B1(x)+B
2
(y).

Em particular, �stes autores (34) observam em 2 98K, bandas ' 

de simetria v1(A1) em seus espectros, tanto para polariza

ções paralelas como perpendicular ao eixo cristalino z. Como 

o "stretching"

paraeletri ca,

v1 (A1) ê proibido no infra-vermelho na fase '
-3 os autores (34) sugeriram que os íons P04 po-

deriam ocupar sítios de simetria c
2v ou c

2 
na estrutura cris

talina do KDP pertencendo ao grupo fator 0
2d. WIENER et al

(6) realizaram medidas de absorção ho infra-vermelho na re -
gião de 250 a 4000cm-1, em pÕ de KDP, nas temperaturas de

300K 'e lOOK e, em particular, identificaram o modo 900cm-l
... 

-3n a f as e p à r a e l e t ri c ar e o m 0
1 

/ s e n d o u m II s t r e t c h i n g II v 3 ( P O 4 e - 1 -

as bandas l038cm-l e 1316cm-l na fase ferroeletrica como sen

do vibração y(OH). 

Das medidas de Espalhamento Raman, AGRAWAL et al 

(33) estudaram os espectros Raman do KDP no intervalo de 

frequência de 10 a 3500cm-l nas temperaturas de 300K e 20K .

Estes autores (33), identificaram 26 modos dos 28 que podem' 

ser observados por espalhamento Raman na fase paraeletrica 

(T = 300K). Estes modos estão distribuídos segundo as repre­

sentações i rredutíve--is do grupo fator _o 2d como:

. 

= 
r-

- o + 5B2 + llE.



Os modos internos de vibração do 10n P04-3 foram classifica-
A • A A � 

dos como: v1
1 (918cm-1), v2

1 (360cm-1), v4
1 (514cm-1) e a

banda de 2.700cm-l foi identificada como o 11 stretch 11 O-H-0 

d e s i me t ri a A 1 . Os mo d os B 1 ( 4 7 9 cm -1 ) e B 1 ( 5 7 O cm -l -) , sã o

vibrações internas do ro 4
3 enquanto que B1 (1366cm-1),

B1(1806cm-1) e B1 (2. 3 90cm-1) são devido a movimentos do

hidrogênio. Na simetria B2, os modos 386cm-l e 510cm-l sao

vibrações internas do Po 4
3 e a banda 1350cm-l pode ser des

crita pelo movimento do hidrogênio. 

Na fase ferroeletrica, T = 20K, estes autores 

(33) encontram 38 dos 45 modos que podem ser observados no

espalhamento Raman. Estes modos estão distribuidos nas re -

presentações irredutiveis do grupo fator c2v como:

Nos espectros d� simetria B1 + B2, os autores tambem obser­

�aram o modo 4i4cm-l e uma banda em 1318cm-l que nao foram'

identificadas hem como ·s, nem como B2.

Recentemente, NELMES et al (51) usando a técnica' 
... 

� -3 de difraião de neutrons, determinaram que os ,ons de P□4
1 

ocupam sitios instantâneos de simetria local c2(z) na estr�

tura tetragonal com grupo espacial o1� . Esta conclusão 

evidentemente contraria estudos de difração de raios-X (37) 
- � -3 -que.mostram que o sitio de simetria dos 1ons P04 e s 4 nesta 

estrutura. Uma explicação plausivel para esta discrepância, 

e que os ions de P+5 vibram entre posições z e -z em rela 

ção ao centro da pirâmide de ro 4
3 (51) com periodo de osci­

lação menor do que 10-8s, que e o tempo mãximo que a tec�i­

ca de difração de r�ios-X pode resolver. Desta maneira, os 

resultados de difração de raios-X estão determinando uma p� 

22 



sição media para os ions de P+s e, consequentemente, estes 

resultados dete�minam sítios locais de simetria s 4 para os
� -3 12 1ons P04 na estrutu�a tetragonal com grupo espacial 02d. TO

MINAGA et al (32), usando a tecnica de Espalhamento Raman,e� 
... -3 tudaram os modos internos de vibração dos 1ons P04 e con

cluiram que seus resultados Raman são consistentes com os 

de difração de neutrons publicados por NELMES et al (51), is 
-3 to ê, os ians P04 devem ocupar sitios de simetria c

2
(z) na

estrutura com ·grupo espacial o1� . A tabela III.5 mostra·. a car-
- ... -3 ... 1 ta de correlaçao dos 1ons P04 ocupando sitias de simetria

c
2

(z) na estrutura tetragonal. A correlação efetiva ê feita'

para operar nas quatro molêculas do KDP da cêlula unitãria 1 

convencional do cristal. 

Simetria do ion 
P0-3 livre

4 

··"TAB 1: Lft.

Simetria local do 
... -3
lOíl P04

4C2(z)

Simetria do 
grupo fator 

B2(v,+2v2+V3+V4)

... -
3 

d ... t. e açao dos 1ons P04 ocupan o s1 s 
=a 

2
(z) na estr tura tetrago a,.

e 

23 



Das Tabelas III.3(a)- e-III.5 observamos que-as vibrações in­

ternas do ion Po;3 têm distribuições diferentes segundo as 

representações irredutiveis do grupo fator 0
2d, dependendo 1 

se o 10n ocupa s1tio s4 ou c
2
(z).

Nossos resultados mostram os espectros Raman dó· 

KDP na região de frequência de 10 a l100cm-1, na temperat�

r a d e 3-0 O K . A f i g u r a 5 mos t r a o s e s p e e t r os R a ma n n a tem p e -
ratura de 300K, para as representações irredutiveis A1(zz),

B 1 ( x 2 -y 2 ) , B 
2 
( xy,) e E ( x z ) . C o n si d era n d o a notação d e PORTO

(52), escrevemos A{BC)D que significa: luz incidente na di­

reçao A com polarização B e luz espalhada na direção D com 

polarização C. O sistema de coordenadas e definido de tal 1 

forma que o eixo-z coincide com o eixo-e do cristal (63). 1 

Usamos as geometrias de_espa1hamento Y(ZZ)X, Y(XY)X e 

Y(XZ)X ·para obtermos os fonons de simetria A1' B2 
e E res -

p e e t i v a me n t e , e o m o m os t ·r a m a s f i g u r a s '5 ( a ) , � ( e ) � e 5 ( d ) . N e � • 

tes espectros, os modos B2 são T� puros e os modos E sao 

misturados. Os fonons da simetria B1 foram obtidos da geom�

tria de es'f.>alhamento z(x+Y,x-y)(x+y), onde o cristal foi 

cortado de 45 ° em relação aos eixos cristalinos X,Y. A fig� 

r a 5 ( b ) , mo s. t r a o e s p e e t r o Rama n d a s i me t ri a B 1 . T o d os os 

nossos espectros estão em bom acordo com os espectros pu 

blicados anteriormente (3,32-33). Nos espectros da figura 5,

identificamos os modos 364cm-1, 5 20cm-l e 917cm-l da sime -

t ri a , A 
1 

( z z ) , c o_m o sendo vi b rações i n ternas v 
2 
, v 4 e v 1 d o

ion P04� respectivamente. Os modos de simetria B1 podem ser

identificados como: l56cm-l vibração da rede, 3 vibrações 1 

internas do Ton P0�3...,,do tipo 11 bending 11

: v
2 

= 359cm-l v 2 =

395cm-l e v = -7� -l, uma vibração interna do Po4
3 do ti

o 11 stret = -- -
-1 

a a a. 
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dos B2 podem ser identificados como: o modo de tunelamento de

-1 proton (modo central) com frequência w < 20cm , um modo da

rede de 179cm-l, os modos internos 

v4 = 510cm-l e o 11 stretching 11 v1 = 

� -3 -1 
do 10n P04 , v2 = 394cm ,

920cm-l que apare�e bastan 

te fraco. Na simetria E, observamos três modos da rede em 95 

cm-l, 11 3cm-l e l90cm-l e os modos internos do Po 4
3 do tipo '

11 bending 11, v4 = 5 33cm-l e v4 = 562cm-1. Os modos internos v
3

do ion Po 4
3 ( 11 stretching 11 ), são muito fracos e largos em todos

os nossos espectros, não permitindo assim, uma identificação'

precisa de suas frequências e larguras de linha. Portanto, os 

modos internos do ion Po 4
3 são distribuídos segundo as repre­

sentações irredutíveis do grupo fator 02d' como:

onde: 

P0-3

r 
4 = 3A

l 
+ 4B1 + 3B2 + 2E

VIB 

E 

2E = v4 (5 33cm-1) +
(III-5) 

Esta ·s·r-; uição parece est_ar de melhor acordo co.

d• t • b • - • t d P -3 d �:, ;::,. a 1s ri u ça. --= - _ __ s n ernos o apresenta a 2 ----
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la III • 5 is to �, nos s os r e s u l ta d os s a o c o n s i s tente com os o b ti 

dos por NELMES et al (51) e TOMINAGA et al (3 2) indicando 1 

assim, que os 1ons P0� 3 ocupam sities de simetria instan 

tâneos c
2

(z) na estrutura tetragonal com grupo espacial 
12 

D2d
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CAP!TULO IV 

UMA NOVA TRANSIÇÃO DE FASE NO KH
2
Po4

l. Introdução

Neste capitulo, fazemos uma anãlise detalhada dos 

espectros Raman do KDP com a temperatura no intervalo de tem­

peratura de 14K a 117K. O numero de modos internos devido aos 
-3 ions PO4 na temperatura de 117K, e consistente com os íons 1 

Po;
3 ocupando sities locais de simetria c

2
(z) no grupo fator' 

c
2v, discutido no Capítulo III. Porem, o numero de modos in -

ternos destes ions na temperatura de 14K, não e consistente • 

com a distribuição destes modos na temperatura de 117K. A anã 

lise de teoria de grupos para a distribuição dos modos inter­

nos dos ions Po;
3 , mostra que estes íons ocupam sítios de si 

me t ri a l o c a l C 1 p a r a te m p .e r a t u r a s a b a i x o d e 5 O K .

��o restante deste capítulo, apresentamos os resulta 

dos e discussão no item 2 :e no item 3 apresentamos a conclu -

sao. 

2. Resultados e Discussão

A figura 6 apresenta os espectros Raman do KDP na 

fase ferroeletrica na temperatura de 14K. Usamos as geometrias 

de espalhamento 

espectros Raman 

Bl + B
2 

do gr

TO puros e

y(zz)x, y ( xy ) X , y ( X z ) X a fim de 

das representações irredutiveis 

obtermos 

A l ,
A

2 
...,, 19ator c

2v . Os modos de simetria A1(z),

- 32(Y) aparecem rn·sturados. Os mo

os 

e 

sao 

s de 
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simetria A1, sao identificados como quat�o vibrações do tipo 
· 

-1 -1 -1 11 stretching 11 v1 (911cm ); v3(873_cm ); v3(969cm ); v3
{l038cm-1); cinco vibrações do tipo 11 bending1 1, v

2
{345cm-1) ;

v
2

(395cm-1); v4(456cm-1); v4(514cm-1); v4(594cm-l) e um modo 

da rede com frequência em (150cm-1). Os modos de simetria A2,

são identificados como uma vibração do tipo 11 stretching 11 

..:)l 
-1 l ( 9 l 2 cm ) , quatro vi b r a ç-õ e s d o ti p o II b e n d i n g 11 ; v 

2 
( 3 4 5 cm - ); V 2

-1 -1 -1 -
( 3 9 2 cm ) ; v 4 ( 4-8 4 cm ) ; v 4 ( 5 l 4 cm ) , d u as v i b r a ç o e s d a r e d e 

• - -1 • -1 
com frequencias em 150cm e 213 cm , respectivamente, e uma 

vibração muito fraca do tipo (OH) em l303cm-1. Os modos da 

simetria B1 + B
2

, que aparecem juntos na geometria y(xz)x,

são identificados como cinco vibrações do tipo 11 stretching11 , 

v1 (914cm-l); v1 (973cm-l); v3(937cm-l); v3( l085cm-l); v3
(ll80cm-1); oito vibrações do tipo 11bending 11 , v

2
(309cm-1)

v
2

(345cm-1); v
2

(393cm-1); v
2

(423cm-1); v4(49 2cm-1); v4(520

cm_-l); v4(53 2cm-l); v4(583cm-l); dez vi.brações da rede com

frequências em 97cm-1, l04cm-1, ll3cm-1, ll8cm-1, l30cm-l_ ,

l40cm'1, 149cm-1, 178cm-1, 214cm-l e 264cm-1, e uma vibração'

do tipo (OH) em l35lcm-1. ·Assim, os modos internos do ion

Po;3 são distribuídos segundo as representações irredutíveis

do grupo· fator c
2v 

como: 

onde 

(IV.l) 

28
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A A A A A

9 A 1 = \! 1 
1 ( 9 1 1 cm - 1 ) + \! 2 

1 ( 3 4 5 cm - 1 ) +\! 2
1 ( 3 9 5 cm - 1 ) +\! 

3 

1 ( 8 7 3 cm - 1 ) +\! 
3 

1 ( 9 6 g cm - 1 )

A A A A 

\! 
3 

1 
( l O 3 8 cm - 1 

) +\! 
4 

1 
( 4 5 6 cm - 1 

) +\! 
4 

1 
( 5 1 4 cm - 1 ) +\! 

4 
1 

( 5 9 4 cm - 1 )

(IV.2) 

Esta distribuição estã claramente em desacordo com a 

apresentada na carta de correlação da tabela III.3(b), mostran 

do assim, que os Tons de Po; 3 nio ocupam sitios locais de si 

me t r i-a C 
2 

( z ) d o g r u o tª to r C 
2 v n a tem p e r a t u r a d e l 4 K .

A fi S � , - stra os espectros Raman do KDP na -�-

se ferroelet • ... =. -= :=--= =- - a de 17., se sada a es-:: 



geometria de espalhamento de 14K, para obtermos os espectros 

das representações irredutíveis A1, A2 e B1+B2 do grupo fa -

tor c2v. Os modos da simetria A1, são identificados como

duas vibrações do tipo 11 stretching 11 , v1(917cm-1) e v
3 

(1045cm-1), e três vibrações do tipo 11 bending 11 , v2(352cm-1 ),

v2(400cm-1) e v4(518cm-1). Os modos da simetria A2, são ide�

tificados como uma vibração do tipo 11 stretching 11 ,v1(915cm-1),

três vibrações do tipo 11 bending 11 , v2(345cm-1); v2(393cm-1) ,

v4(519cm-1) e dai� modos da rede com frequência em l 34cm-l e

203cm-1. Os modos da simetria B1 + B2, são identificados co-

30 

m o c i n c o vi b ra ç õ e s II s t r etc h i n g 11 , v 1 ( 91 5 cm -l ) ; v 1 ( 9 7 5 cm-1 .) ; 1 

v
3
(940c�-l); �

3
(1085cm-1) _e vJ(ll7 3cm-1), seis vibrações

11ber.ding11 , v2(394cm-1); v2(�-19cm-1); v4(486c;-i·)·; v4(52lcm-1); v4(533cm-1)

e v4(586cm-1),· dez modos da rede cbm frequências em 96cm-l 

lOOcm-l, lllcm-l, ll6cm-l, l20cm-l, l37cm-l, 148cm-l, 179

cm-1, 209cm-l e 260cm-l e uma vibração do tipo y(OH) em

l 348cm-1. Assim, os modos internos do íon Po4
3 são distribuí

dos segundo as representações irredutíveis do grupo fator 

c
2v como: 

onde 

A 
l -

+ v 4 ( 51 8c .•

(IV.3) 
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(IV.3) 

Esta distribuição poderã estar de acordo com a carta 

d e c o r r e l a ç ão a p r e s e n ta d a n a ta bel a III . 3 (b) s e i g n o r a r mos as q u a -

tro vibrações 2
\Jl 

+ 2-
v2 

, d a simetria s
1

+B
2

. Uma explicação pla� 

s1vel para esta discrepância seria que o cristal de KDP sofre' 

uma nova transição de fase estrutural do tipo 

entre 14K e llOK . 

cont1nua 

As figuras 8 , 9_, 10, mostram os espectros Raman do 

KDP em função da temperatura, no intervalo_ de temperatura de 

14K a 471K, para as configurações y(zz)x, y(xy)x e y(xz)x, res 

pectivamente. Os espectros Raman apresentados nas figuras .8, 

9, 10 para temperaturas maiores do que 120K, são os espectros' 

carac.ter1sticos do KDP na fase tetragonal (paraelétrica) para' 

as representações irredutiveis A1, B2 e E do grupo fator o2d ,

respectivamente� Como pode ser visto nestas figuras, estes es­

pectros são qualitativamente diferentes dos espectros Raman 

nas temperaturas e ores do que 120K. Os espectros Raman obti-

dos na tempe a�- _ :e sao caracteristicos da fase or 

a (fe o e
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anteriormente e de acordo com a carta de correlação apresenta-· 

da na tabela III.3(b). Quando aumentamos a temperatura, no in­

tervalo de l0K a ll0K, observamos o desaparecimento gradual de 

alguns modos internos que não estavam previstos pela carta de 

correlação, tàbela III.3(b), onde os s1tios locais de simetria 

.... -3
dos ,ons P04 eram c2(z). Como mostrados nas equações IV.l e 

IV.2 e nas figuras 8,9,10, observamos o desaparecimento dos 

modos de simetria A1 identificados como: duas vibrações do ti-

po 11 stretching 11 �3(873cm-1), 3(969cm-1), e duas do tipo 11 ben-

-l -1
ding 11 v4(456cm ), v4(594cm ) e um modo da rede com frequên -

eia em 150cm--
l
, um modo de simetria A2, do tipo 11bending 11 , v2

(345cm-1) e dois modos de simetria B1 
+ B2, do tipo 11bending 11 , 

-1 -1 v 2(309cm ) e v 2(345cm ) .

A tabela IV.l lista as frequências para todos os mo� 

... -3 dos internos dos 1ons P04 observados em nosso trabalho nas

temperaturas de 14K, 117K e 300K, assim como os resultados de 

outros pesquisadores. Os nossos resultados na temperatura am -

biente estão, em geral, de acordo com os resultados de AGRAWAL 

et al ( 33) e T0MINAGA et a•l ( 32). 

A figura 11, apresenta um estudo detalhado do modo 

da rede com frequência de 150cm-l (em T = 14K) da simetria Al'

no intervalo de temperatura de 27K a 102K. Nesta figura obser­

vamos que este modo decresce abruptamente de inte�sidade entre 

as temperaturas de 57K e 102K mostrando claramente a existência 

de uma instabilidade ria rede do KDP. Neste intervalo de tempe­

ra tu r a não f o i o b s e r v a d o II s o f t -mo d e 11• 

Para este intervalo de temperatura, tambem observàm� 
- "" -1 -1 -1 o desaparecimento dos modos v3(873cm ) , v3(345cm ) , v4(456cm )



TADELA IV.I � frequênci1s observ1d1s p•r• o KH2Po4 •• virl•s temper1tur1s. A t1bel1 ttmbêm mostr1 1s frequencl•s 

observ1d1s por outros autores. 

freq.Obser. NOSSOS RESULTADOS 
-1 

•(cm l JOOK 117K IOK 

AJ 
"1 917 917 911 

v�2 - 915 9U .. 

v�I 921 - -

v�2 920 - -

v�1•8
2 - 914 914 

v�1•82 - 976 973 

"
E 

1 533 - -

E 562 "1 
- -

v�l 346 352 345 

v�l - 400, 395 
A 

- 345 345 "22 

393 392 "z2 

359 - -"2 1 

: 
v�l 395 - -

B 394 - -

·- ":t::2 .. 

81•82 
"2 

-· - - - ·345 
01t8

2 

"2 
- 393 393 

01•8
2 

"2 
- - 423 

A
I 

"3 
- . 873 

"1 
"3 

- . 969

/·1 - 1045 10363 
61•8

2 

"3 
- 940 937 

61•62 
"J 

\ . 1085 1085 
61•8

2 

"3 -·"! 1173 1180 

"1 
"4 

. 406 456 
Al V 4 520 - 514 
A

I 
"4 

- - 594 

"2 
"4 

- 407 . 

"2 
. 

"4 
. 484 

"2 
V4 . . 514 

ª1 
"• 

414 - .

ª2 
"4 

510 . -

••··•• -- ·-
o 

• 81•8
2 

�4 
·- 486 492 

81•82 
"4 

. 521 520 

01•62 
"4 

. 533 532 

01•82 
"4 

. 566 583 

E . 

V4 533 . 

E . 562 
"4 

Agr1w11 et 11 Tomtn191 et 11 

JOOK JOOK 

918 915 

- -

- 915 

- 915 

- -

- -

- -

- -

360 -

- -

- -

- -

- -

- -

386 -

·--· -· .... -- - . ·-- ·-----

- --

- -

. . 

- . 

- . 

. 1050 

. lOO(B1) 

. I030lBil 

. . -

. -

514 514 

- . 

. . 

- -

. . 

479 t 570 550 

510 . 

---------··•- ·- ···-···--·----- .. - ...

. � 

. 
-

. 
. 

. 
. 

. 
.. 

. -

G. 

•1 

"2 

"3 
V3 
V3 

•3 

•3 

"4 

"4 

"4 

"4 

"4 

"4 

- .

Hurphy 

JOOK 

669 

-

847 

-

1075 

1100 

-

-

430 

-

-

-

538 

e t • 1 (IR 

77K 

093 

-

847 

-

1010 

1026 

-

-

-

475 

-

-

540 

Welner 

300K 

-

350 

-

900 

-

1090 

-

390 

-

386-505 

-

5 30

-

et 11 

1001 

91 

34 

66 

95 

105 

109 

114 

2. 

2 

o 

s 

5 

o 

5 

p 

r, 

39 

43 

.46 

51 

52 

54 

33 
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e\>4(594cm-1) de simetria A1, v3(345cm-1) de simetria A
2

e 
- l l v

2
(309cm ) e v

2
(345cm- ) de simetrias s1 + s

2
.

As dependências da frequência e largura de linha do 
-1 modo A1(150cm ) com a temperatura no intervalo de 14K a 100 K

são mostradas na figura 1 2. Os pontos representam as medidas 1 

experimentais e as linhas sõlidas representam o modelo teõrico 

usando termos de interação de 3ª- e 4ª ordem no potencial anar­

mônico cristalino, segundo BALKANSKY (53), veja capitulo VI.Co 

mo pode ser obsefvado nesta figupa, os pontos experimentais e� 

tão de bom acordo com a teoria. As dependências da frequência' 

e largura de linha com a temperatura usando o modelo de poten­

cial anarmônico podem ser escritas como 

r(T) = A[ l + + ( I V . 5 ) 

onde x = 

hw 

2K'!B T 3K8 T

(IV.6) 

e w , A-,B ,e e D sao parâmetros ajus -o 

tãveis. No capítulo VI apresentamos uma discussão detalhada so-

bre anarmonicidade em cristais. 

A tabela IV.2 apresenta a frequência e largura de li-

( 
- l -

nha do fonon A1 150cm ) em T = 14K juntamente com os parame 

tros das curvas teõricas r(T) e w(T).

Como pode ser observado nesta tabela, a di.ferer-iç.a.entre• 

rexp. e r 1 ê de 2,3% e a diferença entre íl e íl 1 ê deca . exp. ca . 
l ,0%, o q�e mostra que existe um excelente acordo entre os pon-
tos teóricos e experimentais. Em outras palavras, existe a

-l grande ana rmo • -= a.::e a:e ando o modo A1 ( l 50 cm ) no i nte .-a1 1 

de tempera K.



-1 a a TA B ELA I V,. 2 - A j u s te d o mo d o A 1 � 1 5 O cm ) u s a n d o i n te r a ç ã o d e 3- e 4- n as f r e -

quências e largura de linha com T segundo o modelo de potencial 

a na rm ô nico. 

MODO Largura do modo (cm-l) Frequência do modo (cm-1)

A B 

6.533,85 -930,0 934,25 

r l =A+Bc a . 

4,21 

r e xp. e D o 

149,-37, 0,71 -0�07

íl l =w +C+Ooca . o 

159, 01 150,56 

w 
c..n 

a na rm ô nico. 

A1 (150)  



36 

3. Conclusão 

Em conclusão, sugerimos por meio de es�udos de espa­

lhamento Raman e teoria de grupo que o cristal de KDP sofre 

uma nova transição de fase contínua no intervalo de temperatu-

ra de 50K a lOOK. O espectro Raman do cristal em T < lOOK e 

consistente com a atribuição da simetria c1 aos lítios dos 

íons Po4 3. Com os Po4
3 em sítios locais de simetria c1, expli­

camos o excesso de modos na região de frequência dos modos in-
-3 ternos dos íons P0
4 

nas simetrias A1-y(zz)x; A
2
-y(xy)x e 

(B1 + B
2
) - y(xz)x. Da anãlise de teoria de grupos, encontra -

� -3 � 1 mos que o grupo fator c2v não comporta os ,ons P04 em s,tios

locais de simetria c1. Assim, a estrutura cristalina do KDP de 

d d . t . d d ci =l , 2, 3 1 ve mu ar para um novo grupo e s,me r,a po en o ser 
2 

ou c:
= l, 2, 3, 4 com os íons Po4

3 em sítios locais de simetria'

c1 � para temperaturas abaixo de 50K.



CAPITULO V 

TRANSIÇAO DE FASE TETRAGONAL + MONOCLfNICA

Neste capitulo apresentamos, atraves de observa -

çoes de Espalhamento Raman, uma clara evidência da transi -

çao da fase. tetragonal para a fase monoclínica, sofrida' 

pelo cristal de KH2Po4 quando aquecido da temperatura am

biente a uma te,mperatura acima de 453K. No item l, apresen­

tamos uma discussão sobre as propriedades Õticas do KDP na 

fase tetragonal, estudadas por vãrios autores utilizando ou 

tras técnicas de medidas alem do espalhamento Raman, assim 

como o nosso estudo sobre a transiçã� de fase tetragonal + 

monoclínica comparando-o aos resultados anteriormente obti­

dos por outros métodos. No item 2, apresentamos os result� 

dos e discussão do nosso estudo dós espectros Raman polari 

zidos e a concl�são e apresentada no item 3. 

O KH2Po4 (KDP) existe em três diferentes modifica

çoes cristalinas. Duas delas conhecidas como fases tetrago-

nal e ortorrômbica, pertencendo aos grupos espaciais 142d 

(D1�) e Fdd2 (c1�), respectivamente. A fase tetragonal e 

estâvel ã temperatura ambiente e a fase ortorrômbica existe 

para temperaturas abaixo de Te = 122K. Outra modificação, a 

fase monoclínica (37), � obtida quando uma amostra monocris 

talina ou põe aquecida a uma temperatura acima de 453K. A 

transição tetragonal�+ monoclínica e de primeira ordem e 

usualmente 

e oval 

e .�a e peratura entre 453K e 493K, se, 

stra (3 ,-� 

37 



fase monoclinica existe num intervalo de temperatura de 

aproximadamente 453K a 525K. Esta ultima temperatura e o po� 

to de fusão do material. Apõs aquecer o KDP a uma temperatu­

ra maior do que 476K, a fase monoclinica estã numa condição' 

metaestãvel: o material pode permanecer nesta fase por um 

longo tempo mesmo apõs ter sido levado de volta ã temperatu­

ra ambiente. Estudos de Raios-X em altas temperaturas da fa­

se monoclinica, são consistentes com uma estrutura pertence� 

te ao grupo espacial P21 (C�) ou P2,Jm (C�h) (37). A distri -

buição atômica dentro da célula unitãria na fase monoclínica 

ainda e desconhecida. 

As p r o p ri e d a d e s. õ t i c as d o K D P n a f a s e t e t r a g o n a l ' 

têm sido amplamente discutidas (6,54-57). Espectros Raman e 

infra-vermelho das fases tetragonal e ortorrômbica foram es­

tudadas por vãrios autores. AGRAWAL et al. (33), identifica-

ram todas as estruturas que aparecem nos espectros das fases 

tetragonal e ortorr�mbica. TOMINAGA et al. (58), estudaram ' 

os espectros Raman do KDP no intervalo de temperatura de 

129K a 455K. Estes autores não observaram qualquer modifica-

38 

çao nos espectros Raman do material. t provãvel que para a 

amostra em particular,estudada por TOMINAGA et al(58), a temper� 

tura para a transição da fase monoclinica não tenha sido 

atingida. Os espectros Raman do KDP foram -.discutidas por SHE 

e PAN (59) num intervalo d� temperatura da temperatura am 

biente a 440K. Contudo, estes autores utilizaram seus dados 

para mostrar que a transição ê dirigida por um mecanismo de 

modos acoplados das ligações de hidrogênio, sem contudo mos­

trarem uma mudança qu�litativa nos espectros Raman do KDP. 

Es e �  ê.�a _mostra sem ambiguidade, observação 

da trans ·ça_ -- n ca or me 



tudo de espalhamento de luz. Os espectros Raman de amostras 

de monocristal e põ de KDP foram estudados começando da fa� 

se tetragonal na temperatura ambiente e terminando com a 

fase monoclinica em T = 490K. Observamos mudanças qualitati 

vas na forma do espectro Raman do material quando a temper� 

tura aumenta. Retornando ã temperatura ambiente, o espectro 

Raman obtido a 490K persiste, ocorrendo somente mudanças 

usuai's produzidas no espectro Raman de qualquer material 

quando a temper�tura sofre uma diferença de 190K. Em resu -

mo, quando a temperatura aumenta, duas fases distintas sao 

observadas, a fase de alta temperatura tem um espectro Ra -

man caracteristico que e qualitativamente diferente do es�":' 

pectro da fase da temperatura ambiente. O espectro observa­

do da fase monoclinica e composto de estruturas de formas 1 

bem definidas e largas. As observações reportadas aqui es -

tão em concordância com os resultados de raios-X (37), DTA, 

TGA (35), condutividade de proton (36) e constante dieletri 

ca (38) como evidência de duas fases com estruturas bem de­

finidas. A variação observada na temperatura de transição 1 

reportada por resultados anteriores, e devido ã dependência 

do tipo de amostra usada (p5 ou monocristal) e seu tratamen 

to termice anterior. 

2. Resl!ltados e Discussão

O espectro Raman do KDP na temperatura ambiente 1 

foi estudado em detal�e por AGRAWAL et al (3 3). Os resulta­

dos éfls·c-utidos aqui estão em bom acordo com os destes auto­

res. Os modos ativos -00 Raman pertencem ãs representações A1 ,

B1 , B2 e E do g ator 02d. Os mod s pertencentes ãs re-
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presentações s2 e E - ;:; -" ultaneamente ativos no Raman e ln_. 
fravermel_h.o. Os espe � =: .a an polarizados de amostras mono­

cristalinas, foram -�-�=�s em intervalos regulares de tempe-

ratura entre 25K e 

tal (simetria A1 da

são mostradas na fi 

�s ec�ros representativos do cris -

�=� agonal� e p� (fase monoclinica) 

.:.. :::spectros denominados (a) e -(b) 

corresponden ã fase !=� �;: � i temperatura ambiente e a 

T = 471K, respectiva�e r �=- ��=5 são qualitativamente simila­

res exceto a pequenas -�-��
T

�s as larguras de linha, posi -

ções e intensidades e 2.�- �s. :::stas são mudanças usuais de­

vidas a uma difere a ce �e� _ e� ra de 170K. Em contraste 

uma pequena mudança e �e pe ã
T a (5K) entre os espectros 1 

das figuras 13(b) e 3(c) prod 

te drãstica. Um posterior aume 

a mudança qualitativamen­

e temperatura não produz 

novas mudanças no espectro Rama a amostra. Ao subsequente 

resfriamento-� temperatura ambie !e o espectro não retorna 

aquele .da fase tetragonal. Ao in e- isso, o espectro mostr� 

do na fisura 13(d) foi obtido. Este espectro e essencialmen­

te o mesmo que o da figura 13 (c) e s .ente ocorrem mudanças 1 
.... 

qualitativas devido·ã diferença de te. eratura, em torno de 

170K, existente entre eles. E claro, das evidências 

apresentadas acima, que os espectros das figuras 13 (a) e 

13(b) pertencem ã simetria A1, da fase tetragonal do KDP. 

Aqueles das figuras 13(c) e l3(d), sendo qualitativamente di 

ferentes dos outros dois e mostrando irreversibilidade ca 

racteristica,podem ser atribui dos, ã fase monoclini ca do KDP. 

Estas conclusões são mais evidenciadas pela figura 14, onde 

e mostrada um grãfico da frequência versus temperatura para 

as linhas mais pro�minentes dos espectros. Nesta figura, os 

pontos representam caracteristicas que aparecem na região de 
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estabilidade da fase tetragonal enquanto que os triingulos r� 

presentam caracteristicas da fase monoclínica do KDP. Nesta 1 

figura, a transição de fase ê evidenciada pela descontinuida­

de nas linhas de w versus T, com algumas linhas desaparecendo 

e novas linhas aparecendo em ambos os lados da transição. Es 

tas observações da transição de fase parecem estar em bom 

acordo com todos os resultados publicados por raios-X (37) 

DTA (35), TGA (35), constante dielétrica (38) e condutividade 

de pro tons (36) .• A figura 15 mostra outras evidências da ob -

servação da transição de fase tetragonal ➔ monoclínica. Aqui, 

os espectros Raman denominados (a), (b), (c) e (d), correspo.!!_ 

dem, respectivamente, aos espectros das representações: 

y(xz)x -(E), y(xy)x-(B2), y(zz)x-(A1) e y(xx)x-(A1 + B1), da

fase tetragonal do KDP tomados na temperatura ambiente. A fi­

gura 15 (e) mostra o espectro obtido do põ da fase monoclínica 

do KDP em T = 300K. Se a amostra da fase monoclínica e manti­

da no vãcuo, ã temperatura ambiente, o espectro da figura 15 

(e) e· sempre obtido quando ê tirado mesmo que se tenha passa­

do vãrios qias apõs a ocorrência da transição. Entretanto, se 

a amostra ê deixada na atmosfera normal, ela gradualmente re­

torna ã fase tetragonal em poucos dias. O pÕ obtido apõs a 

transição tetragonal ➔ monoclínica ê solúvel em ãgua porem os 

monocristais crescidos dessas soluções são da fase tetrago 

nal. As condições exatas para crescimento de amosiras mono 

cristalinas de KDP monoclínico ainda não foram descobertas.As 

frequências das linhas Raman das fases tetragonal e monoclíni 

ca do KDP, na temperatura ambiente, são listadas na tabela 

V.l e comparadas com os resultados anteriormente obtidos por

AGRAWAL et al (33). As frequências das linhas Raman correspo� 

dendo ã fase e a a são vistas por es ar em bom acordo. 
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FASE TETRAG0NAL (à) 

Modos 

E 

E 

E 

E 

E 

Nosso Trabalho Agrawal et al 

363,9 

520,3 

91 6, 9 

l 5 5, 8

474,5 

564,l 

l 79, 5 

394,0 

98,4 

11 4, O 

190,0 

533,0 
'! 

5 6 4, l 

360 

514 

918 

l 56

479 

570 

174 

386 

95 

l l 3

190 

530 

568 

FASE M0N0CLfNICA (b) 

Nosso Trabalho 

81 , 3 

97,3 

l 36, 7

157,3 

369,9 

51 l , 7 

565,9 

894,8 

943,9 

TABELA v. l - a) Frequências dos modos ativos no R aman da fase

tetr ag onal do KDP; b) Frequências dos modos da fa 

se monocl,nica do KDP em 300K. 
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MODOS 
w.(300K) r. ( 300K) l o2 . ( ów. / óT) 1 o2 . (ar./ oT) 

l -1 l -l (cm-lK-�)( cm ) (cm ) (cm-lK-1)

A1(364) 363,9 33,6 - 0,0 2, l -

A1(5 20) 5 20,0 - 3,8

A1(917) 916,0 21 ,o - 3,4 5,5 

B1 (155) 155,8 - 4, l 

B1(564) 564, l - 7,6 

B
2
(180) 179 ,5 30,7 - 4,2

B2(394) 394,0 9,8 - 2,2 l , 5

E ( 98) 98,4 9,4 - 2,0 0,8 

E ( 114) 114,0 7,3 - 2,9 3,9 

E ( 190) 190,0 11 ,2 - 6,2 13, 7 

E (533) 533,0 16,7 - O ,9 2,9 

TABELA V. 2 - Frequências, larguras de linhas e suas dependências com 

a temperatura para as linhas mais representativas nos 

espectros Raman do monocristal de KDP. 



Tanto as frequências (w) como as larguras de 

linhas (f) das linhas Raman mais proeminentes da fase tetra­

gonal do KDP, dependem 1·nearmente da temperatura para o in­

tervalo de temp�ratura de 30OK a 46OK. Os coeficientes de re 

gressao linear realizados com os dados de w x T e r  x T da 

fase tetragonal do KDP são listados na tabela V.2. 

3. Conclusão

Este Capítulo apresenta uma observação detalhada da 

transição de fase tetragonal + monoclínica do KDP por meio 

de espalhamento de luz. Estes resultados estão em bom acordo 

com medidas anteriores de raio-X, DTA, TGA e constante die -

letrica. Os es pectros foram obtidos com claras diferenças 

qualitativas em ambas as fases. Os espectros observados na 

fase monoclínica sto cómpostos de estruturas de algumas for­

mas de linhas bem definidas e largas. Atualmente neste labo­

ratõ r,io. estã sendo feito uma tentativa de crescer monocris­

tais de KD,f na fase monoclínica. Com estas amostras, espec -

tros Raman polarizados poderiam ser obtidos dando mais infor 

mações sobre o grupo espacial do KDP nesta fase. 
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CAPITULO VI 

DEPENDtNCIA DA TEMPERATURA DOS FONONS ÔTICOS ATIVOS NO RAMAN DO 
KH2Po4.

No item l deste capítulo apresentamos e discutimos 

o comportamento das frequ�ncias e larguras de linha dos mo -

dos estudados com a temperatura. Uma discussão sobre a depe�

ciência explicita dos fonons Õticos ativos no Raman com a

pressão e a temperatura e um resumo teõrico a respeito das 1 

anarmonicidades em cristais, são apresentados no item 2. No

item 3, apresentamos um estudo detalhado dos modos l47cm-l e

213cm-l de simetria y(xy)x-com a temperatura e seus comport�

mentos anômalos prõximo ã transição ferroeletrica + paraele-

trica, são explicados usando termos anarmônicos de 3ª e 4� 

ordem na teoria de potencial anarmônico para cristais. A 

conclusão e apresentada 'no item 4. 

l. Dependência dos fonons Õticos do KH2.!:.Q,4 com a temperatura

EJtudamos os espectros Raman do KH2Po4 no interva­

lo de temperatura de 14K a 471K. As figuras 8, 9., 10 mostram, 

respectivamente, os espectros Raman em função da temperatura 

para as simetrias y(zz)x, y(xy)x e y(xz)x, com as caracterí1 

ticas que são comuns nos espectros destas simetrias sendo da 

das como se segue. 

i) - Todas as linhas estreitam-se em 14K. Ao aumentarmos a

temperatura, algumas linhas alargam-se mais do que as 
-l outras, como exemplo, os modos 150cm da simetria

·y(zz)x, 147cm-l e""213cm-l da simetria y(xy)x e 345cm-l

e 423cm-l da simetria y(xz)x.
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