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Resumo 

Neste trabalho é feita uma análise detalhada da fibra tipo coaxial, que é constitu.íàa de quatro 

regiões. Estuda-se quatro estruturas desse guia, particularmente denominadas de W e M, 

usando- se nos cálculos a aproxirnação L P. As equações transcendentais que possibilitam 

uma análise completa da fibra em estudo são obtidas e analisadas. Através da variação de 

alguns parâmetros, tais como índices de refração e da razão entre os raios das regiões 

existentes, são analisadas diversas características das fibras tais como: dispersão, pedis de 

can1po e de Í...'1tensidade e as condições de corte O estudo àas fibras coa..xiais é importante 

em face do 52U uso na fabricação de disoositivos a serem emoregados em telecomunicacões. 
,J;_ .:e - ;;; 

Particularmente' -os filrros espectrais recentemente desenvoívi4g _pelo CPqD-Telebrás, já em 

uso comercial. 



Abstract 

In this work we make a detailed ai;_alysis of coa.xial fiber, "-'-ich is composed of four 

regions with different refraction index valurs. We study four strutures of this guide, wich are 

nominated as W and M. L P aproxi.:-nation was used in our calculations and transcendental 

equations were obtai.ned leading to a numerical analysis of the fibers in question. Through 

the variation of some parameters like refraction index and rate between the radius of the 

existent regions, we are able to analysi variores-.featmes of :fibres like: dispersion relation, 

field prnfile and intensity aird cut-off conditions. The study of coa.xial fiber is in1porta...11t for 

the fabrication of telecomunications devices, particulariy the spectral füter recently 

develooed iÍ-1 the CPaD - Telebrás. -váüch are already being comercialy used. 
l. ., s ,, -
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INTRODUÇÃO 

- Motivação do trabalho.

Os anos setenta trouxeram uma inexorável mudança tecnológica na área das 

comunicações, quando ficou patenteado o uso de um novo componente, a fibra óptica. Este 

componente é, em resumo, um fio flexível de vidro à base de sílica (Si02), capaz de guiar a 

luz. Ou seja, sendo capaz de confinar luz, a partir de um princípio básico que é o fenômeno 

da reflexão interna total, a fibra permite que nela a radiação se propague sendo pois um guia 

de ondas eletromagnéticas. O transporte de informação, via o modulamento da luz que se 

propaga numa fibra, é uma conseqüência natural. Associada à existência dos lasers a 

semicondutor, a fibra óptica não demorou a se transformar numa das grandes bases da 

revolução tecnológica das comunicações ópticas. 

IJàií-i::�p:fsf¼Jl)�I 
�:.;��:::::::
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Fig.(1-1) Seção transversal dafibra bastão 
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A fibra óptica mais simples é composta de uma região central, o núcleo, uma 

intermediária, a casca, e uma região externa, a jaqueta. Na figura (I-1) mostra-se a seção 

transversal desta fibra, ref [l], sendo indi ... adas as três regiões citadas anteriormente. Sendo 

observada a condição em que o índice de refração do núcleo seja maior do que o da casca, 

obtém-se o requisito de poder ocorrer reflexão interna total de luz, e, com isto, o guiamento 

da radiação eletromagnética. 

Conquanto o fenômeno da reflexão interna total já fosse conhecido desde o século 

XIX e já a partir de 1920 já se fabricasse fibras ópticas sem casca, as fibras com casca só 

surgiram em 1950, quando foram usadas na transmissão de imagens. O grande problema no 

uso de fibras era o das perdas na intensidade de luz, que nessa época chegavam a 1000 

d.B/km, ref. [2]. Para se ter uma idéia do que isto significa, consideremos que uma perda de 

3,0 d.Bikm implica numa atenuação de 50% do sinal transmitido a cada quilômetro. O 

crédito para a fabricação da primeira fibra para telecomunicações é dado à Corning Glass 

Words, nos Estados Unidos, com sua fibra de 20 d.Bikm produzida em 1970. Rapidamente, 

em 1973 e 1974, conseguiu-se reduzir as perdas das fibras a partir da técnica de oxidação 

de gases, obtendo;5e fibras com atenuação em torno de 4,0 dBf1an, ref.[3]. Com altos 
' 

. 

progressos na tecnologia de fabricação, em 1979 conseguiu-se confeccionar fibras com 

perdas da ordem de 0,2 dB/km, para compri.'TI�nJo de onda de 1;55 µm. Patan1ares menores 

de perda são limitados por processos intrínsecos de espalhamento de luz, tais como o 

espalhamento Rayleigh ref. [2], afora o fenômeno da absorção da radiação eletromagnética 

pela própria sílica. 
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Dependendo das dimensões do núcleo, as fibras podem ser classificadas em 

monomodo e multimodo. Fibras do tipo monomodo apresentam núcleos cujo diâmetro é da 

ordem de 5,0 µm, enquanto que. fibras multimodo apresentam o núcleo com diâmetro da 

ordem de 50,0 µm. Devido às dimensões do núcleo o processo de transmissão de luz em 

fibras multimodo podem ser analisa<ias mesmo na aproximação de Óptica Geométrica, 

enquanto nas fibras monomodo o tratamento matemática deva ser o da Óptica Ondulatório. 

Após o advento das fibras como meio de transmissão de sinal e informação, outros 

propósitos apareceram para o seu uso, vindo a ser insumo básico para diversos tipos de 

dispositivos. Entre estes destacamos: sensores, acopladores ópticos, divisores de luz, 

chaveadores e filtros espectrais. Destaca-se aqui o aparecimento de fibras dopadas com 

materiais Terra-raras, levando a fibra a ser um meio opticarnente ativo e advindo o seu uso 

como amplificadores de luz e mesmo lasers. 

Vários tipos de fibras surgiram com o passar dos anos, corno por exemplo as fibras 

W ref. [ 4), as Graduais ref.[ 3] e outras, cada uma apresentando caracteristicas diforentes e 

adequadas a determinados fins. Entre as fibras que surgira..rn nos últimos anos temos as 

coaxiais. Elas'-Sào �compostas de quatro regiões, com 4m1.ens.9es e índices de refração
- ----

distintos ou não. O interesse nesta fibra se iniciou com Boucouvalas ref[S), na sua tentativa 

de fazer um filtro espectral destinado ao mundb -das telecomunicações. Entretanto, entre os 

seus trabalhos publicados encontra-se uma atenção especial a apenas uma dada estrutura de 

fibra coaxial . Além disto, os filtros espectrais por ele desenvolvidos não atingiram os 

restritos índices de desempenho exigidos para os fins das telecomunicações. O uso das fibras 

coaxiais na manufatura de filtros espectrais foi reativado com os resultados obtidos por 
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Celaschi e outros no CPqD-Telebrás ref[6). Tais autores conseguiram manufaturar filtros 

espectrais usando as técnicas de tapering com as seguintes características: 

Comprimento de onda de operação - 1,3 e 1,55 

FSR (Free Spectral Range) - 0,55 nm (a 1,55 µm) 

Perdas por lnserç.ão - 0,5 dB 

Tais filtros, então, passaram a ter aplicação prática factível. 

- Objetivo do trabalho.

Este trabalho é dedicado ao estudo de diferentes estruturas de fibras coaxiais, 

procurando-se como objetivo principal o de se obter os elementos básicos para o estudo das 

suas características principais. Entre os elementos fundamentais está a solução da equação 

de ondas para cada estrutura da fibra coaxial. Isto é feito por meio de uma equação 

transcendental, característica de cada estrutura. Dado à complicada forma das equações 

transcendentais, envolvendo muitos termos constituídos de combinações de funções de 

Bessel, cuidados foram tomados no método numérico usado com o fim de garantir uma 

precisão adéquada qas soluções obtidas. Em face do elevado número de parâ,"Tietros ligados 
--

a uma fibra coaxial, o estudo detalhado de cada estrutura é deixado para a continuidade dos 

trabalhos iniciados nesta tese. Entretanto é feito um esmdo inici.aJ-rlê alm.imas características 
- - � 

importantes dos quatro tipos de fibras coaxiais consideradas, corno por exemplo: curva de 

dispersão, distribuição de campo e intensiàade, e condições de corte. O trabalho está 

dividido conforme está exposto a seguir. 
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No capítuio I é apresentado o método usado neste trabalho para a solução do guia 

de ondas. É usada a aproximação LP (Linearly Polarized), aplicando-a a duas estruturas, a 

saber: bastão e tubo. A análise de tais estruturas é importante porque elas servem de base 

para o modelamento dos filtros manufaturados com as fibras coaxiais. Isto porque as fibras 

coaxiais, com as quais se manufatura filtros espectrais, podem ser entendidas como um 

sistema de fibras bastão e tubo acopladas ref. [7]. 

No capítulo II é feito o modelamento da fibra coaxial, sendo estudado quatro 

estruturas diferentes. É dado ênfase à estrutura usada na confecção de filtros espectrais, 

conforme foi feito por Celaschi e outros. 

No capítulo III são apresentados os resultados para a dispersão, obtidos através de 

métodos numéricos, onde são variados alguns parâmetros tais como: os índices de refração e 

as razões entre os raios das diversas regiões das fibras coa.xiais. 

No capítulo IV é apresentado o estudo do perfil de ca..mpo e intensidade de luz dos 

modos propagantes na fibra coaxial e no capítulo V são apresentados os resultados sobre as 

condições àç �orte das fibras coaxiais. 

Para melhor manuseio e entendimento do trabalho, �;prirciu-se da parte principal do 

texi:o os extensos cálculos desenvolvidos, deixando-os à disposiçãcYdo leitor nos apêndices 

que se encontram no final. 



CAPÍTULO 1 

APROXIMAÇÃO L P 

Neste capítulo é apresentado o método usado para analisar a fibra coaxial, no caso a 

aproximação para guiamento fraco ou LP ("Linearly Polarized"). É feito um breve 

comentário sobre tal aproximação, aplica,_'ldo-a a duas estruturas simples, a fibra bastão e a 

fibra tubo. O entendimento do comportamento das fibras coaxiais pode ser facilitado com o 

uso destas estruturas básicas. 

1 - Aproximação de guiamento fraco ou L P 

Na aproximação LP, considera-se que os campos propagantes são linearmente 

polarizados, sendo a condição indispensável à validade do seu uso a de que todas as 

variações de índice de refração sejam muito menores do que qualquer valor de índice de 

refração das re�ões que compõem a fibra. A aproxin:ação LP é muito interessru7.te no 

estudo das fibras em gera), por permitir uma expressiva redução na complexidade e extensão 

dos cálculos realizados. 

1 . 1 - Descrição da aproximação 

Para o guiamento fraco têm-se, de acordo com a refl8]: 
N -N 

Ô,= 
j l 2 << 1 

N
J 
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onde !:,. é a diferença relativa entre os índices de refração de um guia de ondas, no caso o 

guia bastão que será tratado na seção 1.2. Com essa aproximação pode-se considerar que as 

constantes de propagação dos modos transversais magnéticos TM são aproximadamente 

degeneradas com relação ao modo transversal elétrico TE. Nestas condições, pode-se 

construir modos cujo campo transversal é polarizado em uma direção. Pode-se assim 

postular as componentes do campo da seguinte forma: 

onde Z0 são funções de Bessel. Em particular, essa condição aparece em fibras que 

apresentam "modos linearmente polarizados", daí o nome da aproximação. Esses modos são 

degenerados, sendo denominados de pseudo-modos. Eles apresentam uma correspondência 

com os modos hI'bridos, que são os modos propagantes na fibra em estudo. Nos modos 

híbridos as soluções são combinações lineares dos modos puros TE e TM, não sendo 

possível separá-los, como mostradas na figura abaixo: 

Fig.(1.1-1) Ilustração de modos híbridos na.fibra bastão 
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Nas seções (1.2) e (1.3) serão analisados exemplos que utilizam esta aproximação, ref.[9]. 

Os detalhes matemáticos sobre a mesma estão no apêndice A. 

1 . 2 - Estruturas básicas de fibras ópticas 

1 . 2 - 1 - Fibra bastão 

A fibra bastão é um guia de ondas que apresenta simetria cilíndrica, sendo composta 

de uma região interna, o núcleo, e urna externa, a casca, ref.[10]. Tais regiões apresentam, 

respectivamente, índices de refração N 1 e N2, e a é o raio do núcleo, corno está índicado na 

figura (1.2-1). 

Nl 

(1) N 

1 N 
� 1 2 

, Fig.(i.2-1) Perfil do indice de refração do guia bastão. 

Para haver guia.rnento de ondas eletromagnéticas faz-se necessário que o índice de 

refração do núcieo seja maior que o da casca: Desta forma é assegurado um dos pré-

requisitos para haver reflexão interna total. Uma onda plana, propagando-se nessa fibra, é 

descrita pela equação àe onda dada na eq.(1-3), encontrada diretamente das equações de 

Max\vell, ref. [ 11 ], como está demostrado no apêndice A: 
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(1-1). 

Nesta equação, 'f poderá ser tanto o campo elétrico quanto o campo magnético, sendo uma 

função de 8, p, z e t. Fazendo-se o uso do método da separação de variáveis, escreve-se

'f = <?>(8,p,z) T(t). Efetuando-se as devidas operações matemáticas, obtém-se as seguintes 

equações: 

Usando-se N2 = dEo e ro = kc, temos: 

A equação(l-4) tem como solução: T = To e±i(:)1. 

(1-2), 

(1-3). 

(1-4) 

(1-5) 

A equação (1-5) precisa ser resolvida usando-se, novamente, o método da separação das 

variáveis. Para isso usa-se a seguinte definição, <P=cp(8,p )Z(z). Assim 

( í-6), 

Dividi.rido a equação (1-6) por <P, tem-se: 

(í-7). 
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Como Q) é função de (8 e p) e Z é função apenas de z, a equação ( 1-7) deverá satisfazer à 

seguinte condição: 

1 
2
cr{ ) 2 2 1 riz .., -V 8p+Nk = ---- = r:t-

Q) t 
' 

z àz;. 1-' (1-8), 

onde�' a constante de separação de variáveis, é a constante de propagação do modo. Logo, 

a equação (1-8) pode ser dada por: 

(1-9) 

(1-10). 

A equação (1-9) tem como solução: 

(1-11). 

Na equação (1-10) faz-se outra vez o uso do método da separação de variáveis, pois o 

índice de refração N depende apenas da variável p. Para isso usa-se a seguinte mudança, 

<p = 0(0) R(p ). Assim procedendo-se, chega-se à __seguinte equação: 

01 àR d 2R7 R d20 2 . .., 
2 

pt"ctp+ P àp2 j+P de2 +[N k- -!3 }eR = o

Dividindo-se a,equàção (1-12) por R 0, obtém-se: 

p2 r[d 2R 1 dR] 2 2 2 1 1 d20 
-i -:-:;-+-- +ÍN k -� F+--,., =Ü R L ctp- P dp • J 0 de- __

Como R e 0 são variáveis independentes, a eq.(1-13) leva às equações: 

(í-12). 

(1-13). 

(1-14); 
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d
2
R l dR í 2 2 2 t_2 l 

-+--+jNk -� ---;;-,=O 
dp2 p dp � p� 

11 

(1-15); 

onde f. é a constante do método de separação de variáveis. A equação (1-14) tem solução do 

tipo 0 = 00 e±tte, que é uma solução oscilante do tipo sen( f0 + 0 0) ou co� f0 + 0 0), sendo 

0º uma constante a ser determinada. Já a equação (1-15) é conhecida como equação 

diferencial de Bessel, cujas soluções gerais são dadas a seguir: 

(1-16). 

Então, a solução para a equação (1-1) será: 

( ){
co'?Í._f 0)

\Jl=Rp sentf 0)
(1-17). 

As constantes A* e B * são igualadas a zero, porque as funções de Bessel Y e I apresentam 

problemas de convergência. A função de Bessel, ref.[12] de segunda espécie diverge quando 

seu argumento tende a zero, enquanto a função modificada de Besseí de segL1I1da espécie 

diverge para argu�entos que tendam para infinito. Então, a solução será reduzida a: 

O< p< a 
(l-18). 

p > a 

Para que as funções apresentadas sejam soluções da eq.(1-15) os argumentos das funções de 

Bessel deverão ser: 

(1-19), 
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sendo f3 a constante de propagação transversal do modo e ko = ro/c, onde e é a velocidade da 

luz no vácuo. Seguindo a aproxi.rnaçâo L P os campos existentes são considerados como 

polarizados linearmente da seguinte forma: 

(1-20); 

(1-21). 

Neste trabalho usa-se a primeira polarização, desta forma a solução para o campo elétrico é 

dada por: 

p<a 

p >a 

Os argumentos das funções de Bessel serão escritos na forma: 

U
1 

= [N; - N2 ]2 k
0
a e W

2 
= [N2 

- N�]2 k 0a 

(1-22). 

(1-23); 

onde N é o índice de refração efetivo, N = ! , associado ao modo correspondente a í3. A

definição de N como índice de refração efetivo, indica que o modo propagante "vê", não o 

índice de réfração ... do meio mas N, que não poderá ser imaginário puro, pois a solução 

perderá sua característica de onda propagante. Logo o índice de refração efetivo indica o 

número de modos suportados peio guia de <?n_das Usando-se-as-' equações de 1\.-faXVliell, 

pode-se encontrar as outras componentes do campo elétrico que são Ez e Ee , visto que E
p 

= 

Ey, como é demonstrado no apêndice B. As expressões para as demais componentes serão: 
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p<a

(1-24); 
P >a

(1-25); 

Impondo-se, às soluções encontradas, as condições de continuidade dos campos nas 

interfaces de separação de regiões de índices de refração diferentes, chega-se à seguinte 

equação transcenàental: 

J l (u 1 ) Kl (wz ) 

U1J l±l(ui) = W2 Km (w2)
(1-26);

onde os argumentos U 1 e W 2 serão dados em função da freqüência normalizada "v" e da 

constante normalizada de propagação "B" ref. [8], definidas a seguir; 

N2 -N2 
B= i 

Com elas a �q.(1-23), toma-se: 

N2 -N:
: i. 

W2 = 
B 112 v

1 . 2 - 2 - Fibra tubo 

(1-27). 

(l-28). 

A segunda estrutura a ser analisada será a da fibra tubo ref.[13], cuja distribuição de 

índice de refração é descrita na figura (1.2-2). A fibra tubo apresenta três índices de refração

N1, N2, N3 e duas dimensões a considerar, os raios a e b das duas regiões internas. As 
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soluções a serem encontradas, dependerão do intervalo de valores do índice de refração 

efetivo N. Como se vê na figura abaixo, há duas situações possíveis, indicadas por 1 e 2. Os 

cálculos para essa estrutura estão apresentados no apêndice B. Esta fibra possui outras 

estruturas, as quais não serão analisadas. 

(2) 

(1) 

Ns 

:
N1 

a 

N2 

1 

1 

b 

Fig. (1.2-2) Perfil do índice de refração para o guia tubo. 

Para a situação(l), N3<N<N 1, as equações para as componentes do campo elétrico serão as 

seguintes: 

a< p< b (1-29); 

p > a 
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p<a 

a<p<b (i-30); 

p>a

(1-31). 

Exigindo-se que as soluções, expressas nas equações (1-30) e (1-31), satisfaçam às 

condições de continuidade dos campos nas interfaces do guia, encontra-se a seguinte 

equação transcendental; confira apêndice B. 

(1-32). 

Os argumentos das funções de Bessel serão dados em função da freqüência normalizada "v" 

e da constante de propagação normalizada "B", definidas a seguir; 

1 N2 -N2 
v=Í

L
N;-N2

3
)2k

0
b e B= 3 

-
N2 -N2 

2 3 

Então os argumentos U; e Wi serão os seguintes: 

(1-33). 
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W = [1- B]1'2v�·
3 b' 

W B
112 

4 = v. 

16 

(1-34). 

Fazendo-se o mesmo procedimento para a situação(2), N 1 < N < N2, as equações 

para as componentes do campo elétrico serão as seguintes: 

p<a 

a< p< b (1-35); 

p>a

p<a 

a< p< b (1-36); 

p>a 

p<a

(1-37). 

p>a

Submetendo-se as soluções dadas nas equações (1-36) e (1-37) às condições de 

continuidade dos campos nas interfaces do guia, encontra-se a seguinte equação 

transcendental, conforme é mostrado no apêndice B. 
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(1-38). 

Neste caso, os argumentos das fünções de Bessel serão dadas em função da freqüência 

normalizada 'V' e da constante de propagação normalizada "B", que são definidas a seguir; 

Com isto, os argu..-nentos Ui e Wi são dados pelas expressões: 

v2 a 
W

3 =[1-B] vb;

\V
4 

= Bu2v. 

(I-39). 

(1-40). 

Para solucionar às equações (1-26), (1-32) e (1-38), são usados métodos numéricos com os 

quais pode-se calcular a dispersão característica e os perfis de campo e de intensidade dessas 
.., 

-

estruturas. Tais resultados serão aprnsentados a seguir. 



Aproximação L P 

1 . 3 .. Resultados. 

1 . 3 - 1 - Fibra bastão. 

Mostra-se, a seguir, os resultados obtidos através de solução numérica. 

A figura (1.3-1), é um diagrama de B versus v, ref[8], para a fibra bastão. 

1, 

0,8 

!:i, 

0,6 

0.4 

0,2 

º·ºo 5 20 
" 

Fig. (1.3--1) Diagrama de B versus v, que mostra as curvas de dispersão. 

18 

As figuras (1.3-2) e (1.3-3) são os pe�s áe carnpo e de fütensidade para o modo 

HE11. Observa-se, neste caso, que o campo sofre uma deformação a medida ele percebe a 

dífer�nça dos índices de refração. As figuras (1.3-4) e (1.3-5) são os perfis de campo e de 

intensidade para o modo HE12. 
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0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

15 

PJ001LDOCAMPO, FIBRA BASfÃO 

10 5 o 

p 

---Y •1,Ht'5i •B•t,Nllt9 

5 

1,318'� l,15'4925 

l,- ll,416455 

5,-750 0,840917 
U,'30001 t-'86864 

10 15 

Fig.(1.3-2) Mostra o perfil do campo elétrico para o modo HE11 

P:rnFILDEINTINSIDADF., FIBR..\ BASTÃO 

0,8 

0,6 

0.4 

0.2 

15 10 5 o 

p 

5 

,. = 1,800950 r B = 0,041199 

1,320934 0,154925 

2,000900 0,0 6-I 55 
5,600750 C,840987 

19,1'80001 0.986864 

10 15 

Fig. (1.3-3) Perfil de intensidade para o modo HE11 
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20 

20 
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E 

PERFIL DO O\MPO, FIBR.\ BASTÃO 

1,0 

•"' 4,IN8l6 eBs0,80.'Jl 
0,8 HF,2 4,llMl7'0 0,.035136 

S,ff075fi l,?15589 

0,6 
l,HtóOO 0,630110 

lt,ffOOOl 1,930851 

0,4 

0,2 

0,0 

-0,2 

-0,4 

-0,6 
2J 15 10 5 o 5 10 15 2J 

p 

Fig. (1.3-4) Mostra o perfil do campo modo HE12

PERFIL DE INTENSIDADE, FIBRA BASTÃO 

1,0 ,--.....,...--r---,---.-----,,-....----,--..----,,---r--.--.....,...--r---,--....----.. 

0,8 

0,4 

0,2 

15 

p 

t--�v = 4,D00800eB=0,004SJl 

4,20079G 0,035136 

S,000750 0,215589 

8,000600 0,630110 

19,980001 8,930851 

Fig. (1.3-5) Perfil de intensidade para o modo HE12

20 
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1 . 3 - 2 - Fibra tubo 

Os resultados apresentados a seguir foram obtidos através de resolução numérica das 

equações (1-32) e (1-38). A figura (1.3-6) mostra a curva de dispersão de B versus v. 

B 

V 

Fig. (1.3-6) Diagrama de B versus v. 

As figuras (1 .3-7) e (1.3-8) são os perfis de campo" �)nte11sidade para o modo HEll,
· -----

enquanto as figuras (1.3-9) e (1.3-10) apresentam os perfis de campo e intensidade para o 

modo HE12. Analisando o comportarnento do éáinpo nessa estrutura, observa-se que para o 

modo HE11 a intensidade do campo está confinada na regi.ão onde o índice de refração é 

maior. Já o modo HE12 apresenta-se, em sua maior parte, fora desta regi.ão de confinamento. 
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E 

0,8 

0,6 

J-

0,2 

PERFIL DO CAMPO ( MODO HEi 1 )

p 

Fig. (1.3-7) Perfil de campo para o modo HE11 

PERFIL DE INTFNSIDAD� FIBRA TUBO 

v = 19.980001 • B = º"72746 

p 

18,00&100 0,!168809 

15,000250 0,!160712 

12,0011400 0,!14'7850 

9,000550 • .,2,677 

5,000750 0,82>678 

l,000850 O,O;?OI 

2,000900 0,406641 

Fig.(1.3-8) Perfil de Íntensidade para o modo HE11 
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E 

I 

PliXFIL DO O\MPO, FIBRA TIJBO 

1,0 

0,8 BEiz 

0,6 

0,4 

0,2 

0,0 
v =1','110001 • B =l-'°8191 

-0,2 1,800600 1,683"3 

6,220689 1,111573 
5,000750 1,194027 

-0,4 
4,2807ll6 t,137100 

4,800800 0,900656 

-0,�
00 8) 8J ,4() 20 o 20 ,4() 8J 8) 100 

p 

Fig. (1.3-9) Perfil de campo para o modo HE12-

PERFILDEINTENSIDAD� FIBR� TIJBO 

1,0 .---.----.---,,--....--"""T'"--.-.,---r---,--.....--,-"""T""--r-.--.----.--,-....--"""T""-, 

0,8 

0,4 

0,2 

.- = 1','80001 • B = 0,900198 
&,OOOó-00 C,.6!l3JJJ 

6,Z206l� 
S,110<1750 
,,28071,6 
4,1100800 

Ciy411SíJ 
6,I9402i 
G,1137100 
6,000656 

2D o 

p 

40 S'.} 8'.) 

Fig. (1.3-1 O) Perfil de intensidade para o modo HE12 

100 
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CAPÍTULO li 

ANALISE TEÓRICA DA FIBRA COAXIAL 

Neste capítulo analisa-se a fibra coaxial e seus diversos perfis de índices de refração, 

que definem várias estruturas. O método usado para analisar a fibra é a aproximação L P, 

ref.[9], vista no capítul9 I e usado para a obtenção das soluções para as fibras bastão e tubo. 

Usando-se a condição de continuidade dos campos nas interfaces de separação entre as 

regiões de índices de refração diferentes do guia e realizando-se algumas operações 

matemáticas, o apêndice C, obtêm-se as equações transcendentais para a fibra coaxial. Para 

solucionar esta equação usa-se métodos numéricos, ref.[14], que conduzem à obtenção de 

alguns parâmetros, como a constante de propagação dos modos, que possibilita encontrar a 

dispersão característica . 

2 .1 - Perfis de índices de refração da fibra coaxial. 

A fibra coaxial é composta de quatro regiões àe índices _d�refração diferentes. No

centro existe uma região chamada de núcleo, uma região intermediária chamada de poço, a 

região da barreira e a casca, ref [ 5]. As diversas combinações de índices de refração leva a 

vários tipos de estruturas, como se observa na figura(2. l-l) abaixo. 
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(1) (III) 

(IV) 
(VI) 

Fig.(2.1-1) Mostra dos perfis de índices de refração das diversas estruturas da fibra 

coaxial. 

Serão estudas as estruturas I, Il, III e IV, enfatizando-se as estruturas I e m, pois 

suas soluções são as mais gerais. As demais estruturas serão casos particulares destas duas. 

A estrutura V foi estudada por Boucouvalas, ref [ 5], com o método usado neste trabalho 

pode-se reproduzir os seus resultados. Já a estrutu!a VI, ref[15], também pode ser analisada 

usando-se um procedimento semelhante ao anteriormente descrito. 

2 . 2 - Fibra coaxial Ws estruturas I e li 

As estruturas I e Il apresentam uma característica comum, a relação entre os índices 

de refração N1, N2 e N3. Elas recebem a denominação de fibra coaxial W, ref.[4], devido à 

aparência do perfil dos índices. A figura (2.2-1) retrata alguns outros detalhes dessas 

estruturas. 
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N, N, 

(3) 
N

l 
N

l 

(2) 
N3 

Nz
(1) 

N4 

a li e P. a li e P, 

(I) (II) 

Fig. (2.2-1) Perfil das estruturas I e II, com seus respectivos situações. 

2 . 2 - 1 - Estrutura W - 1 

Inicia-se a análise da fibra W pela estrutura I, pois as demais terão algumas de suas 

equações transcendentais iguais àquelas obtidas para esta estrutura, diferindo quanto aos 

argumentos das funções de Bessel. Na figu�a (2.2-1) observa-se que essa estrutura

apresenta três situações a serem analisados quanto ao índice de refração efetivo. As soluções 

para a equªção de onda neste caso é dada pelas componentes do campo elétrico a seguir: 

Situação(l) N4 < N < N2 

Eliminando-se as funções de Bessel que não satisfazem às condições de convergência 

nas quatro regiões da fibra, a componente do campo na direção y será dada por: 
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E= 
y 

AJ ,(�P) cosee

[ BJ ,(�P) + cv,(�P) ]coses

[01 ,( º:) + EY,(º:) ]coses

FK,(w;) cosee

;O<p<a 

;a<p<b 

;b<p<c 

;c<p 

A componente do campo elétrico na direção z. obtido pela expressão: 

E = _1 õEr = _1 [sene õEr + cose õEr]
� knôy kn ap p 00 

será: 

A componente do campo na direção 9 , por sua vez, é dada -pela_.expressão: 

27 

(2-1). 

(2-2); 

(2-3). 

(2-4) 



Análise teórica da fibra coaxial 28 

AJ ,( �
p

) cos ee cose ;0<p<a 

[ BJ ,(�P) + cv,(�P) ]cosi8 cose ;a<p<b 
(2-5) 

;b<p<c 

FK,(�J)) cosl8cos8 ; c< p. 

Os detalhes de cálculos das componentes Ez e Ee são apresentados nos apêndice C. Os 

argumentos das funções de Bessel usados nas eqs. (2-1), (2-3) e (2-5) são dados a seguir: 

(2-6). 

Impondo-se a condição de continuidade dos campos nas interfaces do guia, obtêm-se a 

seguinte equação transcendental:. 

Jt=i{U,) 
Y

m(U4) 

_ Jt:1{U3) 

Ji{UJ + KiW.) 
UJt:i(u4) �K1)w4) 

Y;(U4) + Ki('�\�)
U,Y;::(U,) W.K1,,.(W.) 

1lU3) 

Y;±J(W.) u;r
l=.(u3

) 
Yw(U3) Yl:l(\¾) Ji{Ul) 

U,Jw(U1) 

yt:1('¾) 
Yw(�) 

J l±.(W.) 
J,i'¾) 

Y;(W.) 
W.X::.(W.) 
Y;(�) 

'¾X::1('¾) 

Y;(U3) _ Y;(W.) 
U3I';,.1(U3) \¾Yw(W.) + 

J lU1) _ Y;(\¾)
U) t:1(Di) \¾Ya.(�)

Yi{U3) � Ji.\\Q--

U3Y;: 1(U3) W) t,,.('¾) 
1 i(v1) _ 1 l\¾L

ÚIJ�:l(U1) '¾J ti�) 

= 

J,(U3
) Ji(W.) 

- Jl±l(W.) u;rl=I u3) w;rw '¾)
Iw('¾) Jl(U1) J, '¾)

U1Jt:1(u1) \\�Jw(�) 

Os detalhes de cálculo podem ser encontrados no apêndice C. 

(2-7). 
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A freqüência nonnalizada v e da constante nonnalizada de propagação B, são definidas por: 

(2-8). 

onde N = � é o índice de refração efetivo, como foi definido no capítulo I, A partir disto, os 

parâmetros Ui e W; podem ser escritos na fonna: 

W = [(N; -N;)- B]112 

_! .
2 N2 -N2 v 

e' 1 4 
W = [(N; -N�)- B]112 � • 

3 2 2 V ' 
N1 

-N4 
e 

W - B112 •
4 - V' 

Situação(2) N2 < N < N3 

[( 2 
2
J ]

"2 
U = N3-N4 -B v_!:. 

3 N2 -N2 ' 
1 4 

e 

Para este caso a componente do campo elétrico na direção y será: 

Er=

A] ,(u,p) cos.ee
a ... 

[ Br,(;P) + CK,(;P) }o,ee

[01e:) +EYe:) }osee

FK,(�P) coste 

;0<p<a 

;a<p<b 

; b <p < c 

;c<p 

(2-9). 

(2-1 O). 

A partir de Ey obtêm-se as componentes do campo elétrico nas direções z e 9. Os detalhes 

de cálculos estão no apêndice C. Têm-se: 
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A componente do campo na direção 0 é dada por: 

E=e 

AJ ,(U�p) cosee cose

[ B1,(;p) +CK,(;p) ]cost8cos8 

[ DJ e:) + EY,( V:) ]cosl8 cose 

FK,(�P) cosR0cos0 

Onde os argumentos das funções de Bessel são: 

;O<p<a 

;a<p<b 

;b<p<c

; c< P. 

(2-12). 

(2-13). 

Novamente, impondo-se a condição de continuidade dos campos n.as--interfaces de índices de 

refração diferentes da fibra coaxial, obtém-se a equação transcendental dada abaixo: 
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Jl±l(u4) 
Yw(U4) 

_ J l±i{U3) K,±1(\¾) 
- �±i(U3) Kl±I(\¾)

± �(u3) _ Kl\¾) 
Kw(\¾) U3�±t U3 \¾Kl±! \¾ + 
Kl±I(\¾) + J, U1) + Ki\¾) 

Il±l(\¾) 
Iw('¾) 

UJ l±i(D;) \¾Kw(\¾) 
-�(u3) + Il\¾)

U3Yl±i{U3 

-

�1l±I \¾ 
JiU1) + 1l\¾ 

UJrn(U1) -\¾I,±i{\¾) 

= 

1,±1(\¾) 
Il±I(\¾) 

J iU3) + Ii\¾) 
u;rl±l(u3)- wJ,±1('¾) 

JlU1) + 1i'¾) 
qJl±i(U1) -\¾Iw(\¾) 

31 

(2-14). 

Substituindo-se a eq.(2-8) na eq.(2-13), encontra-se as seguintes expressões para os 

argumentos ui e wi 

(2-15). 

A componente � será dada a seguir: 
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AJ ,( u�p) cos ee

[ Bl,(�P) + CK,(";P)] coste

[ Dle:) +EK,(
U
:) ]coste

FK,(w:) cosee

32 

;O<p<a 

;a<p<b 
(2-16). 

;b<p<c 

;c<p 

Com a componente Ey e as expressões (2-2) e (2-4), obtêm-se as seguintes

expressões para as componentes Ez e Ee. 

(Up' ;O<p<a 
AJ t _I I C0Sf0 COS0

a ; 

[ m,(';P) � CK,(';P)] coste cose ;a<p<b

E = (2-18). 

[ m,( u:) + EK,(u:)] coste cose ;b<p<c

iw j 
FK{ �P cose0cos0 ; e< P.

Os argumentos das funções de Bessel serão os seguintes: 
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W2 = [�2 
- k!N�r

'2 
a;

w = [A2 - k2N2]
l'2b· 

3 J,J o 2 > (2-19). 

Fazendo-se a mesma imposição de continuidade dos campos chega-se à seguinte equação 

transcendental: 

Il±l(u.) 
K,,u(U.) 

Ii{U.) Ki(W.) 
_.....,____-"--- + --'------'--

U .It±i(u◄
) w.Kl±i(w.)

K1(u.) _ Ki(w.) 
U.K,JU.) W.Kw(\\�)

K1±i(W3) 

K1:i{W2) 

+ Il±l(W3)
1,±i(w2) 

_ I!ju3) K,=l(W3) 
- Kw(U3) K,=1{Wi) 

Ki(W3) _ I1(U3) 
W3

Kt±!(W3) U3J'=i(U3) 

Ki(W2) + Ji(Ui) 
W2

Kw(W2) - UJ l±l(U1) 

Ki{W3) _ Ki{U3) 
W3Kt±l(W3) U3K,±i(U3) + 

Ki{W2) _ J i(Ui) -��+-��
W2Kt±l(w2) U IJ w(u1) 

Ii{W3) _ Ki{U3) 
W),±i(w3) U3Kt±l(u3) 

Ii(wi) _ 1i(u1) _.....,____�+-�� 
w21w(w2) ulJl±l(u i)

= 

li(W3) _ Ii(U3) 
-l.. 11Jw3) w31,�1(w3) u311ju3) 
' 1,±i(W2) Ii(W2) + Ji(Ul) 

WJl±i(Wi) - UIJ l±i(Ul) 

As funções de Bessel têm os seguintes argumentos: 

Todos os detalhes de cálculos deste tópico estão no apêndice C. 

(2-20). 

(2-21 ). 
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2 . 2 - 2 - Estrutura W - li 

A estrutura II é um caso particular da estrutura I. A diferença está na relação entre 

os índices de refração N2 e N4 pois, na estrutura II têm-se N2 < N4, enquanto na estrutura I a 

relação é N2 > N4. Essa condição implica em uma modificação nos argumentos das funções 

de Bessel. Logo, para esta estrutura, têm-se duas situações: 

Neste caso a equação transcendental é igual à eq.(2-14). A diferença fundamental 

está nos parâmetros Ui e Wi, os quais em função da constante de propagação normalizada B 

e da freqüência normalizada v, dadas pela eq.(2-8), são definidos a seguir: 

l/2 
W _ B-L (N!-N�J � 

�- ,1-----"- V ,� l N2 -N2 c '- 1 4 

W.= B+(N;-N;J v�,i/
2 

., N2 -N2 
1 - 4 e 

Situação(2) N3 < N < N1 

[( 2 
2J ]

1'2 
u = N

3 - N4 - B V,
4 N2 -N2 

.t. i""" 4 

(2-22). 

Para esta situação a equação transcendental é idêntica à eq.(2-20), diferindo apenas 

quanto aos argumentos das funções de Bessel que são: 
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-[B (N� -N;)]
112 � 2 - + N2 - N2 

v e ' 
1 4 

W 
112 

4 
=B v, 

[ ( 2 2J]
l/2U = B- N3-N4 v_!: 

3 N2 -N2 ' 
1 4 

e 
[ ( 2 2)]

112 
u = B- N3 -N4

V 
4 N2 -N2 ' 

1 4 
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(2-23). 

Obtidas as equações transcendentais para este tipo de estrutura W, se está em condições de 
obter os parâmetros desejados: dispersão, distribuição de campo e intensidade. 

2 . 3 - Fibra coaxial M, estruturas Ili e IV 

Essas estruturas, ill e IV, apresentam uma característica comum, pois a relação entre 
os índices N1 e N3, é tal N1 < N3. Devido a essa condição, vamos denominá-la de fibra 
coaxial de fibra tipo M. As fibras W e M coincidem em alguns aspectos, tais como as 
equações transcendentais das situações (1) e (2). 

N• N• 

(3) 
N3 N3

(2) 
"'! 

Nl

N2
(l) 

Nl
.: ..._.�::.. -

-

N2
N4

4-

a b e 
"· a b e P, 

(III) 

Fig. (2.1-3) Perfil das estruturas III e IV, com suas respectivas situações quanto ao índice 

de refração efetivo 
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Já a freqüência normalizada v e a constante de propagação normalizada B são diferentes. 

Suas novas definições são dadas logo abaixo. 

(2-24). 

2 . 3 - 1 - Estrutura M - 111 

A seguir são analisadas as situações dessa estrutura. 

Situação(!) N4 < N < N2 

Nesta situação a equação transcendental é idêntica à eq. (2-7), diferindo pelos 

parâmetros Ui e Wi os quais são mostrados abaixo; 

W = [(N� -N�J-B]
112 

v�
,3 

N� -N� e 

W• Bl/2 
4 

= V, , 

Situação(2) N2 < N < N1 

u 3 = [ i - B r2 v b •
e 

Para esta situação a equação (2-14) e os argumentos das funções de Bessel, 

definidos abaixo, descrevem as características desse caso. 

(2-25). 
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W = [B-(N; -N�)]112 v.!.
2 N2 -N2 , 

3 4 c 
[ ( 2 2)]112 

w, = B - N:z - N4 
V 

b 
- N2 -N2 , 

3 4 
e "' - B112 

n4 
-

v,

Situação(3) N1 < N < N3 

[( 2 2) ]112 

u = Nl -N4 -B V� l N2-N2 , 
3 4 c 

u 3 = [ 1 - B r2 v b ,

U4 = [1 - BJ1'2v. 

A componente do campo elétrico na direção y será 

As componentes Ez e Ee, obtidas no apêndice C, serão as seguintes: 

37 

(2-26). 

(2-27). 
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;0<p<a 

; a< p< b 

(2-29). 

; b < p< c 

; c< P. 

Da mesma forma que as estruturas anteriores, têm-se os argumentos Ui e Wi, dados por: 

(2-30). 

De posse das componentes do campo elétrico, e usando-se o mesmo processo feito para as 

situações anteriores, a continuidade das componentes tangenciais nas interfaces do guia, 

obtêm-se a seguinte equação transcendental: 

(2-31). 

Os argumentos dessa expressão são: 
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(2-31). 

Os detalhes de cálculos são encontrados no apêndice C. 

2 . 3 - 2 - Estrutura M - IV 

A estrutura IV é um caso particular da anterior, diferindo pela relação N2 < N4 . 

Com essa condição, têm-se apenas duas situações a serem solucionados, cujas equações 

transcendentais são iguais às situações correspondentes da estrutura m. Novamente, a 

diferença está nos argumentos das funções de Bessel. 

Situação(!) N4 < N < N1 

Tal situação é idêntico à situação(!) da estrutura anterior e a solução para a equação 

de onda é dada pela eq.(2-20) com os parâmetros Ui e W; dados por: 
''! 

W = [B+(N� -N�J]

!

/2 v�, 
3 

N2 -N2 
\ 3 4 c 

W - B
112 

4 - V, 

[( 
2 2

J ]

112 

U,= N1-N4_B v�,
• N2 -N2 ...., . 

3 - 4 c-

(2-33). 
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Situação(2) N 1 < N < N3 

A equação transcendental desse caso é igual a eq.(2-31) onde os argumentos das 

funções de Bessel serão: 

(2-34). 

A solução das equações (2-7), (2-14), (2-20) e (2-28) não é analítica por isso usa-se 

métodos numéricos para soluciona-las, que levam a obtenção de diferentes características da 

onda propagante tais como a dispersão, perfis de campo e de intensidade, condições de 

corte e outros. No próximo capítulo são apresentados os resultados para essas equações, 

obtidos através de métodos numéricos. 



CAPÍTULO Ili 

CURVA DE DISPERSÃO PARA A FIBRA COAXIAL 

Neste capítulo são apresentados os resultados quanto a curva de dispersão 

característica para as quatro estruturas da fibra coaxial estudadas no capítulo II. Tais 

resultados são obtidos a partir da solução das equações transcendentais referentes às 

estruturas de fibras coaxiais analisadas neste trabalho. O método numérico usado na solução 

das equações transcendentais foi constituído da junção de dois outros: o método da 

Bissecção, para a localização dos intervalos onde existem raízes, e o método de Van 

Wijngaarden, ref [14], para o cálculo das raízes. As equações transcendentais, foram 

resolvidas em estações de trabalho Sun-Sparc 12 do Departamento de Física da UFC. 

3 . 1 - Dispersão 

Nest� seção são mostrados os resultados obtidos para as curvas de dispersão 

característica das estruturas W-I, W-II, M-III e M-IV. -C.urp..9__..as fibras coaxiais têm três 

raios (a,b,c), com o intuito de diminuir o número de parâmetros envolvidos nos cálculos, 

usa-se dois parâmetros definidos a partir de razões entre os raios. Eles serão: 

b a 
P=- e Q=-

c e 

(3-1) 

As figuras (3 .1-1) e (3 .1-2) mostram, respectivamente, as curvas de dispersão para 

:nodos de diversas ordens, das estrutura W-I e W-II, estudadas no capítulo II. 
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As fibras possuem os mesmos valores para os parâmetros P e Q bem como os 

demais envolvidos nos cálculos, com exceção dos índices de refração N2 e N4. Os valores 

dos parâmetros a, b, c, N1, N2, N3 e N4, da estrutura W-I foram fornecido;; pelo CPqD­

Telebrás, que são usados nos dispositivos por eles fabricados. Como se vê indicado nas 

figuras, os valores destes índices estão permutados com o objetivo de satisfazer aos tipos de 

perfis de índice de refração das outras estruturas da fibra. 

A estrutura W-I apresenta algumas características de dispersão que a distinguem 

fortemente da estrutura W-Il. 

Em primeiro, claramente, se percebe que as fibras de estrutura W-I admitem a 

propagação de um maior número de modos dentro do mesmo intervalo (0,20) de valores de 

v. Também é fàci1 de ser percebido o sensível aumento das freqüências de corte Vc dos

modos da estrutura W-Il em relação aos da fibra W-I. Além disto, para os modos que têm 

condição de propagação na fibra W-Il, os valores de B são bastante inferiores aos que estão 

em mesma condição na estrutura W-I. 

Outra diferença marcante entre as curvas de dispersão das duas fibras está na taxa de 

crescimento.dos valOíes B em função de v. Na estrutura W-I a derivada ôB/àv é maior do 

que na estrutura W-Il. Isto leva a que a estrutura W._I ·in:ip.anha maior contribuição de 

dispersão do guia [8] à dispersão total a que está sujeito cada modoy_ropagante. A menos, é 

claro, que v seja tão grande que este efeito seja absolutamente anulado pelo fato de que 

õB/àv tende para zero quando v tende para infinito. 

É possível se perceber, também, que na fibra W-I há a tendência de degenerescência 

entre os modos HE13 e HE32, sendo degenerados em tomo de v=l 7. Isto, desaparece por 

completo no caso da fibra W-Il. Outras tendências de degenerescência devem aparecer, 



Curva de dispersão para a fibra coaxial 44 

como sugere a aproximação das curvas de dispersão dos modos HE12 e HE22, no caso da 

estrutura W-II. Observando-se o comportamento dos mesmos modos na estrutura W-1, 

observa-se que estes modos, no intervalo de análise de v, não apresentam a mesma 

tendência. 

As características de dispersão das fibras W-I e W-II apresentadas neste capítulo 

poderão sofrer marcantes alterações caso haja mudança no valor dos parâmetros das fibras. 

Considerando-se o número de parâmetros das fibras coaxiais, três dimensões e quatro 

índices de refração, um número elevado de detalhes poderá ser explorado. Entretanto, como 

o objetivo do trabalho é criar a base de cálculo para o modelamento das fibras coaxiais, não

serão realizadas maiores análises do que as feitas aqui. Isto será objetivo de trabalhos 

subsequentes. Particularmente, será importante o estudo dos modos HEu e HE12, uma vez 

que com estes modos se pode descrever o comportamento de dispositivos como os filtros 

espectrais, motivação deste estudo. 

FIBR.c\.S M-ID e M-IV 

Agora, serão analisados os casos das estmturas M-III e M-IV, cujas curvas de 

'"! 

dispersão estão apresentadas nas figuras (3 .1-3) e (3 .1-4). -Nos.cálculos realizados para estas 

fibras forai.-n considerados para P e Q os mesmos valores usados para _as fibras W-I e W-II. 

Quanto aos valores de índices de refração, houve a permuta entre os valores de N1 e N3, 

usados para as fibras W-I e W-Il. Quanto aos valores para N2 e N4, para a fibra M-III na 

qual N2<N4 foram usados os mesmos valores da fibra W-I; para a fibra M-IV, na qual 

N2>N4, foram usados os mesmos valores da fibra W-Il. Espera-se com isto facilitar a 

comparação dos dados entre os diferentes tipos de fibras coaxiais em análise. 
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Ao contrário das estruturas W-1 e W-II, as estruturas M-ID e M-IV não apresentam 

diferenças tão marcantes entre si quanto as primeiras. 

Em primeiro lugar percebe-se que o número de modos propagantes, no mesmo 

intervalo de v (0-20) é o mesmo, não havendo significativa diferença entre os valores de B 

para ambas as estruturas. Isto indica que as fibras coaxiais do tipo M são menos susceptíveis 

às variações do índice de refração da casca, N4. 

Observa-se, também, que, na fibra M-IV, as curvas de dispersão dos modos Heü 

possuindo um mesmo valor de j (1,2,3) tendem a se tornar mais próximas quando 

comparadas às curvas equivalentes na fibra W-ID. Esta tendência se mostra maior quanto 

maior é a ordem dos modos. Com isto denota-se, para as condições aqui usadas, uma maior 

tendência à degenerescência de modos na fibra M-IV do que na fibra M-ID. 

3 . 2 - Variações em P, com Q cõnstante 

Nesta seção serão aJ1alisadas as influências dos parâmetros P e Q sobre a dispersão 

das fibras W e M. A análise é feita apenas para os moaos-�í e HE12, em face da sua 

importância na descrição do comportamento dos filtrns espectrais. 

3 . 2 - 1 - Modo H E11

Para o modo HE11 a variação de P, mantendo�se o valor de Q constante e igual a 

0.072 leva aos resultados apresentados a seguir nas figuras (3.2-1) e (3.2-2), estruturas W-I 

e W-II, e nas fig.(3.2-3) e (3.2-4) para as estruturas M-ill e M-IV, respectivamente. 
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Uma conclusão a que se chega, com os resultados obtidos, é que o aumento no 

parâmetro P reduz o valor de B em junção de v. Este resultado será comentado na seção de 

conclusões deste capítul0. 

Outro ponto interessante é que a fibra W-1, entre as quatro, é a menos sensível às 

variações de P. A mais sensível é a fibra W-11, para a qual se verifica um inusitado aumento 

na dispersão do modo HE11 em tomo de v=14 . Tal comportamento já foi verificado em 

outros tipos de fibras. 

A fibra W-11 tem uma estrutura comparável ao da fibra W de três camadas, estudada 

por Monerie [15]. Estudando o efeito da variação das dimensões das diferentes regiões das 

fibras, bem como dos seus índices de refração, sobre o comportamento da curva de 

dispersão dos modos HEu, Monerie mostra que as fibras W de três camadas possuem este 

mesmo tipo de comportamento encontrado na fibra W-11 aqui estudada. 

Quanto às fibras M-m e M-IV, percebe-se que elas se situam como um caso 

intermediário entre as duas já discutidas. Entretant..9, percebe-se uma maior sensibilidade da 

fibra M-IV a mudanças no parâmetro P, se comparada à fibra M-ID. 

3 . 2 - 2 - Modo H E12 

A seguir, são apresentados os resultados obtidos para o-modo HEi2 nas mesmas 
- ..

condições do que foi feito para os modos HEu. Nas figuras (3.2-5) e (3.2-6) são 

apresentadas as variações que sofre o modo HE12 para as estruturas W-1 e W-11. O mesmo 

observa-se nas estruturas M-m e M-IV, que são mostradas nas fig.(3.2-7) e (3.2-8). 
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Como se viu, os modos HE12 têm comportamento análogo aos modos HEn, ou seja, 

a redução de P aumenta os valores de B em função de v. Aqui, alguns pontos são 

destacados. 

Em primeiro lugar há um forte deslocamento da curva de dispersão da estrutura W­

II, para menores menores valores de v com a diminuição de P. O mesmo não se verifica 

para o caso da estrutura W-1. 

Também se verifica que a relação de dispersão da fibra M-IV é mais sensível às 

variações de P do que a M-ill. Considerando-se os resultados do modo HE12 e aqueles do 

modo HEu, é fãcil se perceber que a variação dos valores de B dos primeiros é mais intensa 

do que aquela referente ao último modo mencionado. 

3 . 3 - Variações em Q, com P constante 

Nesta seção serão investigados o comportamento da dispersão dos modos HE11 e 

HE12 das fibras em estudo, ao se variar a razão Q. ~ 

3 . 3 - 1 - Moao HE11 

Agora, serão mostrados os resultados para a dispersão d<:_ !!!ado HEu, ao se variar

Q = a/c, mantendo-se P constante e igual a 0,352. Nas figuras (3.3-1) e (3.3-2) são 

apresentadas as variações deste modo, respectivamente para as estruturas W-I e W-II. As 

nguras (3.3-3) e (3.3-4) apresentam dados análogos para as estruturas M-ill e M-IV. 
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O efeito da variação do parâmetro Q, sobre os modos HE11 e HE 12, vai na direção 

oposta ao que foi observado para o parâmetro P. Ou seja, o aumento de Q provoca o 

aumento de B em função de v. 

Deve-se destacar também que, dentro das condições de cálculo utilizadas, as 

estruturas W-1 e W-11 têm os seus valores de B, mais fortemente alterados pela variação de 

Q do que os mesmos valores referentes às fibras M-m e M-IV. Basta se observar as curvas 

de dispersão referentes ao modo HE11 para que isto seja comprovado. Particularmente a 

estrutura W-11 se mostra extremamente sensível às mudanças provocadas nos valores de Q. 

Embora as estruturas M sejam menos susceptíveis às mudanças de Q, observa-se que 

a M-IV é um pouco mais sensível a tais mudanças do que a M-m. Pode-se dizer então, que 

os dados indicam que as fibras possuindo a região de casca com um índice de refração 

menor do que o índice de refração da região de barreira, são mais sujeitos a alterações de 

dispersão quando os parâmetros dimensionais das fibras, aqui representados pelas relações P 

e Q, são modificados. 

3 . 3 - 2 - Modo HE12 

Nesta seção serão analisados o comportamento cta's---q\iatro estruturas em estudo 

quanto a variações na razão Q, para o modo HE12 . Nas figur.as-(3.3-5) e (3.3-6) são 

observadas as estruturas W-I e W-11. As fig.(3.3-7) e (3.3-8) observa-se o comportamento 

da dispersão deste modo para as estruturas M-III e M-IV.
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Também para os modos HE12, se verifica um comportamento análogo das suas 

curvas de dispersão quando comparados àqueles dos modos HEu, qual seja: o aumento de 

Q aumenta os valores de Bem função de v. 

Aqui são destacados alguns fatos. Dentro das condições de cálculo usadas, o modo 

HE12 na estrutura W-I é menos sensível às variações de Q do que o modo HEu da mesma 

estrutura. Também se verifica a alta sensibilidade do modo HE12 da estrutura W-II às 

variações dos parâmetros dimensionais das fibras. 

É interessante se observar que o modo HE12, referente à estrutura M-ID, é muito 

pouco sensível às alterações do parâmetro Q, o que já se havia notado para o caso do modo 

HE11. Também no caso do modo HE12, a estrutura M-IV sofre variações maiores de 

dispersão quando comparadas à estrutura M-ill. 

3 . 4 - Variações no índices de refração N4 

Nesta seção serão analisados o comportamento dos modos HE11 e HE12 ao se variar 

o índice de refração da casca N4, para todas as estruturas estudadas.

3 . 4 - 1 - Modo H E11 

As figuras (3 .4-1) e (3 .4-2) mostram as -modificações que sofre este modo para as 

"'struturas W-I e W-II. Já nas figuras (3.4-3) e (3.4-4) pode-se observar as variações que 

rrem neste modo das estruturas M-ill e M-IV. 
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Os resultados obtidos evidenciam que a diminuição do índice de refração da casca 

(N4), de todas as estruturas de fibras, provoca o aumento da constante normalizada de 

propagação B. Este resultado é faciln,ente entendido quando percebe-se que a redução do 

índice do valor de N4 leva a um maior efeito de confinamento da radiação em propagação 

dentro da fibra. 

Deve ser notificado que as fibras de estrutura W são bem mais sensíveis às variações 

de N4 do que as de estrutura M. Particularmente é chamada a atenção do comportamento da 

dispersão dos modos HEn das estruturas W, que apresentam marcantes diferenças quando 

da variação dos parâmetros din1ensionais P e Q. No caso de N4 eles apresentam 

praticamente o mesmo comportamento. 

Por outro lado, tomando-se a curva de dispersão referente ao modo HEll, para 

N4
= 1.4587, e já apresentado na figura (3 .1-1 ), e comparando-se àquelas apresentadas na 

figura (3.4-2). Verifica-se que os valores de B nesta última são de quatro a cinco vezes 

maior do que os da figura do capítulo III. Isto mostra a intensa variação nos valmes de B 
.. 

quando o índice de refração da casca vai'1a, indicando a sensibilidade da dispersão da 

estrutura W-II com o valor deste Lqàice de refração. 

3 . 4 - 2 - r�odo HE12 

As figuras (3 .4-5) e (3 .4-6) mostram as modificações que sofre este modo para as 

estruturas W-I e W-ll. Já nas figuras (3.4-7) e (3.4-8) pode-se observar as variações que 

ocorrem neste modo das estruturas M-III e M-IV. 
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3 . 5 - CONCLUSÕES 

Para encerrar este capítulo vai-se tecer algumas considerações quanto aos resultados 

obtidos. Em primeiro lugar, fica patente a clara diferença de comportamento entre as fibras 

de estrutura W e M. Isto denuncia que a troca da região com o valor máximo de índice de 

refração entre o núcleo e a barreira provoca acéntuada variação no comportamento das 

fibras. 

Considerando-se as fibras W, percebe-se uma diferença acentuada entre as estruturas 

I e II, ao contrário das fibras M, cujo comportamento das estruturas m e IV não é tão 

diferenciado. 

Quanto à influência dos parâmetros dimensionais P e Q, percebe-se que a influência 

deles sobre a dispersão das fibras coaxiais é distinto. Enquanto o aumento no parâmetro P 

provoca a redução de valor da constante normalizada de propagação B, o inverso se dá com 

o parâmetro Q.

Quanto ao índice de refração N4, a influêrtcia definida que fica deste parâmetro é o 

aumento da constante normalizada de propagação B com a redução do seu valor. Esta 

influência é facilmente entendida na medida em que a redução de N4 aumenta o 

confinamento da luz na fibra, em decorrência do aumento d� bin-r�tra óptica que provoca. 

O estudo detalhado das influências dos parâmetros das fibras coaxiais, quanto ao 

comportamento da sua dispersão, ficará para um trabalho posterior. 



CAPÍTULO IV 

PERFIS DE CAMPO E INTENSIDADE DA FIBRA COAXIAL 

Nesta capítulo são analisados os perfis dos campos elétricos para cada estrutura 

estudada anteriormente. Para isto, são determinados os coeficientes A, B, C, D, E e F, que 

compõe as soluções das equações de onda das fibras em estudo, para todos os intervalos de 

valor do índice de refração efetivo de cada uma delas. Serão analisadas apenas as quatro 

situações que caracterizam as fibras W e M. A importância deste tópico está na geração de 

informações quanto a transmissão de luz em uma fibra, ref1S] e porque o estudo desses 

perfis é usado na caracterização dos perfis de índices de refração das fibras, ref. [ 16], [ 17]. 

4. 1 - Fibra W

A fibra coaxial W apresenta duas estruturas, I e II. A estrutura W-I possui três 

situações para o í.ndü;e de refração efetivo, cujas soluções abrnngem as demais estruturas. 

4 . 1 - 1 - Estrutura VV-1 

Situação(!) N4 < N < N2 

A expressão para o campo, neste caso, será dado pela eq.(3-1) e para comodidade 

do leitor será re-escrita a seguir: 
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AJl(�P) cosee ;O<p<a 

[ BJ ,(�P) + CY,(�P) }os ee ;a<p<b 

E =  
(4-1). y 

[ m ,( u:) + EY,( u;') ]coses ;b<p<c 

FKl(�J)) cosl8 ;c<p 

A situação (1) possui o seguinte sistema de equações, obtidos no apêndice C, quando 

estudou-se as dispersões: 

Como foi visto no capítulo m este é um sistema homogêneo, compatível e detem1inado, de 

seis equações e seis incógnitas. Por conveniência usa-se," 'sem---perder a generalidade, a 

condição A=l. Então, fica-se com o seguinte sistema: 

(4-2); 

(4-3); 

(4-4); 

(4-5); 
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(4-6); 

(4-7). 

Para obter-se as constantes B e C faz-se as seguintes operações com as equações ( 4-1) e 

(4-2). Multiplica-se a eq.(4-2) por W2Yt± 1CW2) e a eq.(4-3) -Yt(W2), então adiciona-se as 

equações obtidas; com isto encontra-se B. Faz-se as mesmas operações para obter-se C, só 

que agora multiplica-se respectivamente as equações (4-2) e (4-3) por W2Jt± 1(W2) e -Jt(W2) 

adicionando-se então as novas equações. As expressões encontradas para B e C são as 

seguintes: 

W2 Yl±1(w2)1 Au1 )-U 1J l±l(u1 )YAw2 ) 
B=--------------� 

w2 [Yt±1(w2)J Awi )-1 l±1(wi )YAw2 )] 

e
= W2J l±l(w2)1 e(u 1)- u 11 m(u 1 )1 Awi )

w2 [1 t±1(w2)YAw2)- Ym(wi)J Aw2 )] 

(4-8); 

(4-9); 

Na obtenção das constantes D e E faz-se uw processo semelhante ao anterior. Ao 

multiplicar-se a eq.(4-4) por U3Yc±1(U3) e a eq.(4-5) -Y,(U3) adicionando-se então as 

equações obtidas encontra-se D. Agora multiplicando-se as mesmas equações 

respectivamente por U3Jtt 1(U3) e -Jt(U3) obtêm-se a constafl.te E. A seguir têm-se as 

expressões para D e E. 

[u3Ym(U3)J A'½)-W3J m('½)Ye(U3)]B+[U3Y�)U3)Ye('½)-'½YtJ:J('½)Ye(U3)]c 
D=�-----------�--------------

U3 [Ym( U3)J A U3)-J tt1( U3)Ye(U3)] 
(4-10); 

[u3J l±l(u3)J A'½)-'½J m(\½)Je(u3)]B+[u3J �)u3)Ye('½)-\½Ym('½)JAu3)]c 
E=-=-------------'=--=------------� 

U3[1tJ:J(u3)YAu3)-Ym(U3)1e(u3)] 
(4-11); 
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Para encontrar a constante F basta adicionar as equações ( 4-6) e ( 4-7), resultando na 

expressão. 

(4-12). 

Substituindo-se estes coeficientes na eq.(4-1), obtêm-se o perfil do campo o qual elevado ao 

quadrado fornece a intensidade do modo. 

Situação (2) N2 < N < N3 

Para este caso o perfil do campo elétrico é dada a seguir: 

AJl(�
p
) cosf8 ;O<p<a 

[ m,(�P) + CK,(�P) ]cosee ;a<p<b 
E = (4-13). 

y 

[DJe:)+EYe:)]cose8 ;b<p<c

FKl(W4
p j cos.ee ;c<p 

e ,; 

-� 

Para a situação (2) desta estrutura, tem-se o seguinte sistema:-·�.:.._--

U IJ e±1(u1 )A ± W2 It±1(W2 )B + W2 Kt±l (w2 )C = Q 



Capítulo IV 69 

Também aqui, sem perder a generalidade, usa-se a condição A=l. Com ela fica-se com o 

seguinte sistema: 

(4-14); 

( 4-15); 

( 4-16); 

(4-17); 

(4-18); 

( 4-19). 

Fazendo-se o mesmo procedimento feito na situação(I) para a obtenção das constantes, 

encontra-se então as seguintes expressões para cada constante do sistema anterior: 

W2Ker1(w2)1 Au1) + U1J t±J (u 1)Kt(w2) 
B=------------

w2[Kf±l(w2)1,(wi) + 1t±1(wi}Kt(w2) ]  

e- W2 It±1(w2)1 t(B 1) ± u 11 l±l(u i )1AwJ 
- Wz [1t±1(W2 )KAw2) + Km(w2)1t (w2) ]  

( 4-20); 

: ...... _. .. , ___ (4-21); 

!u3 vti:I( U3)IA\¾) ±\½It±1(\½)Ye( u3)]B+[u3 Ye±l(ú3)KA\½) +\½Kt±I( \½)Ye( u3)]c D=-'-----------��---------� (4-22);
U3[Ym(U3)JiU3)-J tt1(U3))'e(U3)] 

[u3J tj) U3)IA'½) ±\¾Iti:l(\½)J Au3)]B+[�1 ffi(�)KA '¾) +'½�( '½)J Au3)]c 
E=-'-----------��--------�- (4-23); 

U3[Jt±l(u3)\i(u3)-Ym(�)J Au3)]
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(4-24). 

Substituindo-se essas expressões na eq.(5-13), encontra-se o perfil do campo e 

conseqüentemente sua intensidade. 

Situação(3) N3 < N < N1 

Com o propósito de encontrar uma solução para a situação (3) faz-se o mesmo 

procedimento feito para os outros casos. A componente transversal do campo elétrico neste 

caso é dado a seguir: 

AJ
t
(�

p) cosf8 ;0<p<a 

[sr,(�P) + CK,(�P) ]cosee ;a<p<b 
E = (4-25). 

y [ m_(D:) + EK,(u:) }osf8 ; b < p._< c 

(Wp' FK{l--:-J coses ; e< p 

·"! 

O sistema de equações correspondentes a este caso, que foi obtido-no apêndice C, será: 
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Por conveniência usa-se na solução deste sistema homogêneo, sem perder a generalidade, a 

condição A=l. Com isto, fica-se com o seguinte sistema: 

(4-26); 

(4-27); 

( 4-28);

(4-29); 

(4-30); 

(4-31). 

Usando-se o mesmo procedimento da situação(}), encontra-se as expressões .para cada 

constante do sistema: 

B- \\72Ke±t(wi )J Au 1 ) + u1J l±l(u i )K e (w2 )

- W2[ K t±1 (\\r
2 )I t(wz} + I t±i(W2 )Ke(wi )]

C 
= W2Iw (Wz }J JY 1 ) ± U 1J m(u 1 )1 t (w2 )

Wz [ Iw (w2 )K,(w2 ) + Kl±I (wJ1t(w2 )] 

D [q��(q)It(\¾J + \¼Is
(\¾)�(U3

)]B+{q�±1(lÜIÇ(�)-�1(�)Kt{U3)]C 
u_,[ ��(q)1

t(q) + Iw(U3)�(U3)] 

[u3Im(u3)Ii\¾)-W3Il±l(\'½)IAu3)]B+[u31tt1(u3)KA\'½}+w3�(\¾)IAu3)]cE=�--------��---------�
u3[Km( �)1A U3) + rttl( U3)Ke( U3)] 

(4-32); 

(4-33);' 

(4-34); 

(4-35); 
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[1Au4) +u_.1tti(u4)]o+[�(u4)-u4Kt±I( u4)]E 
F=�-----....a---.c--------c-

[�(W4)-W41<m(\¼)] 
(4-36). 

Ao substituir-se essas expressões na eq.(4:-25), encontra-se o perfil do campo e sua 

intensidade nesta região. Por conseguinte obtêm-se o perfil do campo e a intensidade para 

todas as regiões da estrutura W-1. 

4 . 1 - 2 - Estrutura li 

A estrutura W-11 é um caso particular da W-1, tendo apenas duas regiões de índice 

de refração efetivo para os quais pode ocorrer guiamento (2) e a (3). Elas coincidem às da 

estrutura W-L diferindo pelos argumentos das funções de Bessel. Logo, encontra-se os 

perfis de campo e intensidade dos modos desta estrutura mudando-se esses argumentos nas 

equações (4-13) e (4-25). A seguir serão dados os argumentos das funções de Bessel. 

Situaçâo(l), N4 < N < N3. 

Neste caso a diferença fundamental está nos parârrietto·s:..¼··e Wi que são definidos a 

seguir: 

(4-37). 
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Substituindo-se esses argumentos na eq.(4-13), obtêm-se os perfis de campo e de 

intensidade para esta situação da estrutura W-Il. 

Situação(2) N3 < N < N1

Para esta situação os argumentos das funções de Bessel que são: 

(4-38). 

Com esses argumentos substituídos na eq.(4-25) obtêm-se os perfis de campo e por 

conseqüência a intensidade dos modos. 

4. 1 - 3 - Perfis de campo e intensidade, modo HE11

Nesta seção são apresentados os resultados para os perfis de campo e intensiàaàe, 

obtidos através de métodos numéricos. As figuras ( 4 .1-1) é {4: "G2) mostram os perfis dos 

campos e das i.n.tensidade parn os modos HEu da estrutura W-1 e �-II. 

Quanto ao modo HE11 da estrutura W-1, observa-se no seu perfil uma alteração de 

forma na medida em que há a variação da freqüência normalizada, e por conseqüência a 

constante normalizada de propagação B. Pode-se explicar esta modificação através do índice 

de refração efetivo N. 
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Para pequenos valores de v, portanto de B e N, o modo HE11 da estrutura W-I se 

comporta corno se o guia fosse do tipo bastão. Desta forma, o perfil do modo tende a ser o 

do tipo HEu de uma fibra bastão. Observa-se distorções próximo ao máximo de intensidade, 

em p = O, em face da influência da parte tubo da fibra coaxial. O aumento do índice de 

refração efetivo N leva à maior influência da parte tubo, e o modo passa a ter alças na sua 

distribuição. Para valores ainda maiores de v, por volta de 100, o modo volta a se 

comportar como um modo do tipo HEu de um guia bastão; no caso, o núcleo da fibra 

coaxial. 

Observa-se que o modo tende a se comportar como se a fibra coaxial fosse do tipo 

tubo. Apenas para valores muito grandes de v (acima de 100) é que a influência da parte 

central começa a ser percebida. Com isto, o modo tende a ser mais largo do que o modo 

análogo da estrutura W-I e até mesmo das estruturas M, como pode ser visto nas figuras 

(4.1-1), (4.2-2) e (4.2-4). Com isto, a curva de dispersão dos modos da estrutura W-II 

mostram uma maior sensibilidade às mudanças dt>s parâmetros dimensionais P e Q, e do 

índice de refração da casca, já vistas no capítulo II. A explicação para a maior largura dos 

modos HE11, pode estar no prncesso de interação entre as partes bastão e tubo, que tenderia 
º'! 

a afastar o modo do centro em face de N 1 ser maior do· q1ie�3. Esta análise será feita 

futuramente. 

4 . 1 - 4 - Perfis de campo e intensidade, modo HE12 

Vejamos agora, os resultados obtidos para os modos HE12, calculados nas mesmas 

condições usadas para os modos HE11. 
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Comentários análogos aos feitos para os modos HE11 são válidos para os modos 

HE12. Enfatizando-se apenas o fato da estrutura W-II continuar a apresentar pouca 

dependência da parte central da fibra. 

4. 2 - Fibra M

Esta fibra apresenta duas estruturas a M-ID e M-IV. 

4 . 2 - 1 - Estrutura M-I11 

79 

A estrutura M-ID possui três situações para o índice de refração efetivo, sendo que 

apenas para a situação (3) necessita se determinar os parâmetros requeridos. As outras 

situações já foram obtidas quando estudou-se a fibra W. A expressão para a componente 

transversal do campo elétrico, neste caso, será dado pela eq.(4-39), a seguir. 

;O<p<a 

;a<p<b 

(4-39). 

;b<p<c 

; e< p 

Situação(3) N1 < N < N3 

A situação (3) possui o seguinte sistema de equações, que são mostrados no 

apêndice C: 
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Os argumentos das funções de Bessel deste sistema são: 

[ 
( 2 2 '

]
l/2 

w = B-l
N2 -N4

J 
V b

3 

N2 -N2 c' 
3 4 
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(4-40) 

O procedimento será o mesmo realizado nos casos anteriores para a solução de um sistema 

homogêneo compatível e determinado, de seis equações e seis incógnitas. Sem perder a 

generalidade usa-se a condição A= 1. Então, encontra-se com o seguinte sistema: 

(4-41); 

(4-42); 

(4-43); 
--

( 4-44); 

(4-45); 

(4-46). 

Com o mesmo procedimento para a situação(}) da fibra W, encontra-se as exprnssões para 

cada constante do sistema que são as seguintes: 
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e= w2rl±J(w2)J t(u 1)± u1J l±l(u 1)1Aw2) 
w2 [Kt±1(w2)I t(W2)+1l±l(W2)Kt(W2)]

D [uJ<i±l(u3)It(\¾) + \¾Iw(\¾)�(u3)]B+[q�1(q)�(\¾)-WJ<t±1(\¾)�(U3)Jc 
u��±1(U3)It(q) + Il±l(q)�(u3)]

E [uJt±1(U3)It(W3)- WJl±l(\¾)It(U3)P3+[U3It:t1(U3)�('.¾) + W�w(\¾)It{U3)]c
U3[Irn(U3)�(U3) + �±i(U3)It(U3)] 

F [1t(u4) + u;t±l(u4)]n+[�(q)-q�±l(q)}E
[ �(\¾) -'¾Kt±i(\¾)] 
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(4-47); 

(4-48); 

(4-49); 

( 4-50); 

(4-51 ). 

Substituindo-se estes coeficientes na eq.(4-39) obtêm-se o perfil do campo e em 

conseqüência a intensidade, para esta região da estrutura ID da fibra M. As demais regiões 

desta estrutura são dadas pelas expressões obtidas para as situações (2) e (3) da :fibra W, 

diferindo apenas pelos argumentos das funções de Bessel que serão dados a seguir: 

Situação(l) N4 < N < N1 

Tal situação é idêntica à situação(!) da estruturai dãfibrã W e a solução para o 

perfil do campo difere pelos parâmetros Ui e Wi dados por: 

W -[B (
N� -N;J]

112 
.!::_ 

3 

-

+ N2 -N2 v 
c , 

3 4 

W Bl/2 

4 = v, 

[( 2 2\ ]l
/2

U = N1 -N4J-B v� 
l N2 -N2 ' 

3 4 e 

U
3 

= [1-Bf'2v.!::_
, 

U4 

= [1- B)112v.

(4-52). 
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Situação(2) N 1 < N < N3 

O perfil do campo neste caso é semelhante ao da situação (2) da estrutura I da fibra 

W sendo diferente apenas pelos argumentos das funções de Bessel, que serão: 

(4-53). 

4 . 2 - 2 - Estrutura M-IV 

Situação(!) N4 < N < N1

Tal situação é idêntica à situação(l) da estrutura anterior diferindo apenas pelos 

parâmetros Ui e Wi que são dados por: 

W,, = [B + (lN!-N;)]
112 

v�, � N2 -N2 r 
3 4 

"' 

W 
-B112 

4 -
v, 

Situação(2) N1 < N < N3 

U3 = [ l - B ]1'2 v �, ( 4-53). 

U
4 

= [1-BJ1'2 v. 

O perfil do campo é elétrico é dado pela eq.(4-39) onde os argumentos das funções 

de Bessel serão: 
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(4-54). 

Ao substituir as constantes encontradas na situação (3) da fibra M e esses parâmetros na 

eq.(4-39) obtêm-se o campo para essa estrutura. 

4 . 2 - 3 - Perfis de campo e de intensidade, modo HE11 

Serão, agora, verificados o comportamento dos modos HE11 de uma fibra do tipo M. 

As figuras (4.2-1) e (4.2-2) apresentam, respectivamente, os perfis de campo e intensidade 

referente à estrutura M-lli. Neles, verifica-se que a distribuição de campo ou intensidade só 

apresenta um comportamento do tipo bastão para pequenos valores de N (ou B). O aumento 

de N leva ao aparecimento da influência da parte tubo ga fibra (região barreira) e os modos 

aprnsentam um comportamento de características de uma fibra tubo. Não há, no intervalo de 

B apresentados nas figuras, nenhuma aparente influência da parte bastão das fibras. 

Quanto à estrutura M-IV, o mesmo comportamento se repe1(,L.Apenas é perceptível 

um maior espaçamento entre os lóbulos de máxiino dos modos HE11 e uma maior largura 

-
.-

destes modos, quando comparados aos mesmos modos da estrutura M-ill. Observa-se, 

também, que os modos da estrutura M-IV, com a diminuição do valor de N (ou B), não se 

comportam como o da fibra bastão, como os da fibra M-ill. O elevado alargamento do 

modo deve levá-lo à condição de corte. Este detalhe será examinado futuramente. 



Perfis de campo e intensidade da fibra coáxial 

0,8 

0.6 

E 

0,4 

Q,2 

PFRFILDOC'AMPO Fl.ÉTRICQ FSI'RITURA m
�,282. Q=(l,072, N1

=1,46, Ni=l,4587, N
3

=1,46S8, N
4

=1,44 

a:) eo 

v=3�eB=Cl,61Sl13 
4,500!20 0.,768963 
7 flXf7'1JJ o,867290 
9,000640 (),903467 

2J o 

p 

2J eo a:) 1CD 

Fig.(4.2-1) Perfil de campo para o modo HEn estrutura M-III 

0,8 

0,6 

I 

0,4 

0,2 

PERFIL DE I1'TENSIDADE DO CÃMPO ELÉfRl(l), ESI'RUfUR4. m 
�.282, Q=0,072, N

1
=1,46, N2=1,4587, N

3
=I,4658, N

4
=1,44 

8J 6) 

Y=},000800e.B=(l,o15013 

4,Sffl20 0,768963 

7,(0)720 (),867290 

9,(rn64() o,903467 

a> o

p

4'.) 8) 8) 100 

Fig. (4.2-2) Perfil de intensidade para o modo HE11, estrutura M-III 

84 



Capítulo IV 

HEi1 
o.a 

0,6 

E 

0,4 

0,2 

PERFILOOC'AM>O ELÊIRKD, ES1RJIURA IV 
Nl,282, Q:4},072, 1' =1,46, � =1,44, N

3 
=1,4658, N

4 
=1.4587 

v = J,000960 e B = 0,0077 4 
1,875925 0,I79255 
2,500900 0,320815 
3,000880 0,415914 

o.o --�--------------------� 

I 

80 60 40 20 o 20 40 60 80 

p 

Fig.(4.2-3) Perfil de campo para o modo HEn estrotura M-IV 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

80 

PERFIL DE I!',�SIDADE DO CU-PO ELÉIRlCO, ESTRUIURA N 
P9!,282, Q=(l,072, N_i =1,46, � =1,44, N.J =1,4658, N

4 
=1,4587 

60 40 

,, = 1,000960 e B � 0,007746 
l,875925 O,r79255 

2,500900 0,32081:5 
3,000880 0,4159l4 

20 o 

p 

20 40 60 80 

'DO 

'DO 

Fig.(4.2-4) Perfil de intensidade para o modo HEJJ, estrntura M-IV 

85 



Perfis de campo e intensidade da fibra coaxial 86 

4 . 2 - 2 - Perfis de campo e de intensidade, modo HE12 

Quanto aos modos HE12 das fibras M-ID e M-IV, não têm-se nenhum comentário 

adicional aos já feitos para os modos HE11. 
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4. 3 - Conclusões

88 

Neste capítulo foram apresentadas as expressões obtidas para os coeficientes A, B, 

C, D, E e F com os quais se pode determinar as fünçôes de onda referentes às soluções doas 

fibras coaxiais W-I, W-II, M-ill e M-IV, estudadas neste-rrabalho. A seguir foram 

apresentados os perfis de campo e intensídade dos modos propagc!,rites nos quatro tipos de 

fibras estudadas. 

Foi dado ênfase apenas ao estudo do comportamento dos modos HE11 e HE12, em 

face da sua importância para o modelamento dos filtros espectrais em foco, bem como para 
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não se carregar demasiadamente o trabalho de informações que, quando necessária poderão 

ser obtidas com o uso dos programas desenvolvidos. 

Nas análises realizadas, ficaram patentes os diferentes tipos de comportamento dos 

modos em função do tipo de estruturas estudadas. A observação dos mesmos podem ajudar 

no entendimento das características das curvas de dispersão já apresentadas no capítulo II. 

Em particular, se observa a tendência do comportamento da distribuição espacial dos modos 

em seguir os tipos básicos de estruturas que compõem as fibras coaxiais, a saber as 

estruturas bastão e tubo. Um perfeito entendimento do processo de interação destas duas 

estruturas básicas requererá estudos adicionais, envolvendo a influência dos parâmetros que 

determinam o comportamento das fibras coaxiais. Entretanto, para que o trabalho não fique 

ainda mais longo, deixa-se para que maiores análises sejam realizadas a partir das bases aqui 

implantadas. 



CAPÍTULO V 

CONDIÇÕES DE CORTE DA FIBRA COAXIAL 

Neste capítulo são obtidas as informações referentes às condições de corte para a 

fibra coaxial. A condição de corte é uma característica importante para projetar uma fibra, 

pois informa em que circunstâncias há ou não guiamento para os modos que nela se 

propagam, ref.[18]. Assim são estudadas as modificações das condições de corte das fibras 

em estudo ao se variar alguns parâmetros tais como: P, Q e N4. Serão estudados os modos 

das estruturas W-I e M-III, uma vez que as outras duas irá requerer um maior 

desenvolvimento das rotinas de cálculo numérico, já que elas apresentam problemas de 

convergência que não foram atacados neste trabalho. 

5. 1 - Condição de Corte

Nesta seção são analisadas as condições de corte das fibras coaxiais determinando-se 
. ., 

a freqüência de corte Vc, característica de cada modo. Para valores de V menores que Vc não 

haverá guia..rnento do modo em consideração, ref. [ 19]. Na condição..de corte, se tem B = O o 

que se obtêm quando se verifica a condição N = N4. Caso N seja menor do que N4, o 

argumento da função de onda na região da casca passa a ser complexo e a solução passa a 

ser oscilante ou divergente. Com isto, o modo não é mais confinado pelo guia de ondas. 

Inicialmente, estuda-se a fibra W, pois as equações para a obtenção do corte da fibra 

M são as mesmas, diferindo apenas quanto aos argumentos das funções de Bessel. As 
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anâlises das fibras em estudo serão feitas com índices de refração distintos. O caso em que 

os indices são dados na forma N 1 = N3 e N2 = N4, foi tratado por Boucouvalas, ref[20]. O 

método usado para a obtenção das expressões para o corte da fibra coaxial W, foi testado 

com sucesso nas fibras bastão e tubo. 

5.2 - Condição de corte, para fibra W 

A fibra W possui duas estruturas, I e II, mostradas na fig.(5.1-1 ). 

N, 

N
l 

Nz

1 

a b 

(1) 

N3 

N"

e P, 

( II) 

a b e P, 

Fig.(5.1-1) Perfis de índices de refração das estruturas I e ll, da.fibra W 

: ...._ .....

5. 2 - 1 - Estrutura W-I

A estrutura I possui a seguinte equação característica: 



Condições de Corte 

Jw(u4) 
½1,(u4) 

_ Jl±l(u3) ½±i(�) 
- ½1,(U3) ½11(�) 

Yi(U3) _ YJVv�) 
Yl±l(�) U3Yl±l(u3) W3Yt±i(w3) 

-....,.....-''-,--'----'--.,=-a..,� + 
½±i(�) J lU,) - Yi�) 

Ji±,(�) 
Jl±I(�) 

JiU3) _ ½(�) 
u; w(U3) �yl±i(w3) 

JiU,) - ½(�) 
Uil±l(u,) �Yt±,(w2) 

U,J w(U,) �½1i(�) 
½(u3) _ Ji�) 

U3Yw(U3) WJw(\¾) 
JlU,) Jl�) 

-

Ull±l(u,) W2Jt±1(�) 

= 

J l±l(w3) 
Jt±l(�) 

Ji(U3) _ Jl�)
u;l±!(u3) w;m(�) 

JiU,) - 1l�) 
UJ l±i(u,) \¾I w(�) 

Os argumentos das funções de Bessel são os seguintes: 
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(5-1). 

(5-2). 

Usando-se a condição de corte: N = N4 e B=0, a equação (5-2) será re-escrita da seguinte 

forma: 

W = [(N; -N;)]
1,2 v_!: 

3 N2 -N2 
1 4 e 

[(N: _ N2

Jj
1'2 , 

U - •. ., ·4 D . - ---'--- - .. v-
j N2 -N2 1 4 e 

U = [(N� - N�\J]112 v 
4 N2 -N2 

1 4 

(5-3). 
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Substituindo-se essas expressões na eq.(5-1), encontra-se alguns problemas, pois a função 

modificada de Bessel Km diverge quando o argumento W4 é muito pequeno. Para contornar 

esse problema usa-se o limite da função Km para argumentos pequenos. 

(5-4), 

Ko(z) = -ln(z) +(In 2-y) (5-5), 

onde r = 0,577 é denominada constante de Euler's [12]. Fazendo-se essa substituição e 

reorganizando-se a equação (5-1), obtêm-se as equações de corte para cada um dos modos 

da fibra. Neste caso, os modos HE12 (.e = O) e HE21 (f = 1). 

Para ,e= O, caso do modo HE12, têm-se; 

(5-6). 

Para P = 1, caso do modo HE21, têm-se; 
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5. 2 - 2 - Estrutura W-11

Para a estrutura II usa-se o mesmo procedimento anterior. A equação -:aracteristica 

desta estrutura é dada a seguir: 

Jw(u4) 
yl±i(u4) 

�(U3) Ki{\¾) 
±-----'--� - ----'----'--

Kl±l (\¾) u3�±' u3 �Kl±I � + 
Kw(wJ + J i(u,) + Ki{� 

ul1l±i(u1) �Kl±I(�) 

�(U3) + li{\¾) 
rl±I(�) u3�±i(u3) - WJl±/\¾} 
Il±I(�) Ji{U,) + Ii�) 

UJ l±i(q) - �Ili�) 

= 

+ J e{U3) _ Ki{W3) J i{U3) + li{\¾)
Il±I(�) U)l±l(U3) - wJw(\¾) 
It±I(\¾) Ji(Ul) + li(�)

U/t±l(q) - \¾Il±l(\¾) 

_ J l±l(u3) Kl±i(�) -U)l±l(u3) W)(t,:i(�) 
- �±i(u3) Kl±i(�) + J i(ui) + Ki{\¾)

UJt±i(Di) �Kl±1(\¾) 

Os argumentos Ui e Wi, são: 

Fazendo-se B = O, os argumentos são re-escritos da seguinte forma: 

(5-8). 

(5-9). 
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b 
ui =v­

c 

9S 

(5-10). 

Após algumas operações matemáticas encontram-se as equações que levam a obtenção do 

corte para valores específicos de f. Também aqui serão estudados os casos referentes aos 

modos HE12 e HE21. 

Para f = O, caso do modo HE12, encontra-se: 

(5-11). 

Para f = 1, caso do modo HE21, têm-se; 

(5-12). 
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5 . 3 - Resultados para fibra W 

Nesta seção são mostrados os resultados numéricos, obtidos para as freqüências de 

corte das estruturas W-1. 

5. 3 - 1 - Estrutura W-I

A condição de corte para os modos HEu da estrutura W-1 é sempre vc=O, à 

semelhança das fibras bastão. Em face disto, a análise deverá ser feita para os modos de mais 

alta ordem. Neste trabalho, será analisado apenas o modo HE12, em face da sua importância 

prática. 

O gráfico da figura ( 5. 3- 1) mostra a dependência da :freqüência normalizada de corte 

Vc com o parâmetro Q=a/c. No mesmo gráfico se pode observar tal dependência para vários 

valores do outro parâmetro dimensional P=b/c. Como se vê Vc é uma função decrescente de 

Q, diminuindo de modo pouco acentuado com o aumento do parâmetro P. 

O gráfico da fig. (5.3-2) mostra que a freqüência de corte em função do parâmetro P 

para diferentes valo1es de Q. Neste caso Vc se apresenta como uma função decrescente de Q 

e sofrendo redução acentuada de valor com o aumento de P. 

i\.mbos os resultados encontrados vão ao. encontro do que-já se observou no caso do 

estudo das curvas de dispersão dos modos, feito no capítulo II. Segundo aqueles resultados, 

o aumento de P reduz a dispersão do guia, enquanto o inverso se dá para o parâmetro Q.



Capítulo V 

FREQ{Jt.NCIA DE CffifE, EfilmJTURA I 
N

1 
=1,46S8, � =1,4S8i, N

3 
=1,46 e N

4 
=1,44 

�00.-----r---r---r---.-----,---,-----r----r---r---, 

4,25 

3,75

3,00
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

Q=a'c 

Fig. (5.3-1) Variações da freqüência de corte ao variar-se a razão P 

V e

FREQUÊNCIA DE CffifE, l<SfmJTúR.\ I 
N

1 
=1,4658, Nz =1,4S87, � =1,46 e N

4 
=l,44 

4,75 ,-----,----,----,---.----r---r----.-----,----r---, 

4,9J 

Q=0,352 
0,288 

0,144 

0,4 

P= h'c 

.:-
.._ .. ,::.. 

0,6 0,8 1,0 

Fig.(5.3-2) Variação dafreqüência de corte ao variar-se Q 
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Na figura (5.3-3) é apresentado o comportamento de Vc em função de P para 

diferentes valores de N4. Observa-se que o aumento do índice de refração N4 causa a 

redução do valor das freqüências de corte do modo HE. 12. Este é um fato esperado na 

medida em que • a redução do índice de refração da casca reduz a capacidade de 

confinamento da fibra. 

Na fig.(5.3-3) mostra-se as alterações na freqüência de corte ao se variar N4 quando 

P está variando e Q = 0,072. Neste caso observa-se que a freqüência de corte sai de pontos 

distintos, oscila a medida que o fator P se aproxima de um, e decresce quando N4 aumenta 

Já na figura (5.3-4) observa-se que variações em N4, quando Q varia e P = 0,352, causam 

modificações na freqüência de corte, onde observa-se que ela diminui a medida que Q se 

aproxima de um, e decresce quando N4 é aumentado. 

V 

FREQUÊ.NCIA DE CIETE, ESfRUfURt\ I 
N

1 
= 1,4658, � = 1,4587 e N

3 
= 1,46 

4,5 �------.---....----,-----,-----.----�--. 

IQ=o.on 
4,0 

3,5 

3,0 

N
4 

=1.aJ.4 

1,4478 

1,4426 

2,5 

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

P= h'c 

Fig. (5.3-3) Freqüência de corte em função de P para diferentes valores de N4 
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�OA DE cnm?., FSIIlJTUM I 
N

1 
= 1,4658, � = 1,4587 e� = 1,46 

4,CD ,----,---,---,---,-----,,----,,-----,----,,-----....-----. 

P =0.352 

3,75 

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

Q= 8/c 

Fig. (5. 3-4) Freqüência de corte em junção de Q para diferentes valores de N4. 

5 . 4 - Condição de corte, para fibra M 

99 

A fibra M apresenta as estruturas m e rv, como indica a fig.(5.1-2). O estudo do 

corte para esta fibrá·utilíza as equações calculadas para a fibra W com as devida alterações 

nos argumentos das funções de Bessel. 

. --� . 
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N, N, 

N
3 

N
3 

N
l 

N
l 

N
z 

N
2 

N
4 

• i. e 
,. 

a b e P, 

(Ili) (IV) 

Fig.(5.1-2) Perfis de índices de refração das estruturas M-111 e M-IV 

5 . 4 -1 - Estrutura M-11I 

Para estudar o corte desta estrutura observa-se a condição B = O, ou seja S = k:N4. 

As equações ( 5-6) e ( 5-7) descrevem o comportan1ento da estrutura III, diferindo pelos 

argumentos das funções de Bessel, que na condição de corte são as seguintes: 

(5-13). 

5 . 4 - 2 - Estrutura fJI-IV 

Para essa estrutura, a condição de corte é descrita pelas equações (5-1 l) e (5-12). A 

principal diferença está nos argumentos das funções de Bessel que, para B = O, serão os 

seguintes: 
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[( 
2 2

)]
1'2 

w = N4-N2 V�
2 N2 -N2 , 

3 4 e 
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[( 
2 2)]

1'2 
u = Nl -N4 V�

l N2 -N2 ' 
3 4 e 

b U3 = v-,e 
u -v

4-

(5-14). 

5 . 5 - Resultados, para fibra M 

Nesta seção serão mostrados os resultados obtidos para a fibra M, onde são 

observados as modificações quando altera-se os parâmetros P, Q e N4. 

5 . 5 - 1 - Estrutura M-111 

Serão observadas as variações nas freqüências de corte para o modo HE12, da 

estrutura M-III. Na figura (5.5-1) é apresentada a freqüência de corte Vc em função de Q 

para diferentes valores de P. Observa-se que Vc se .. apresenta como uma função decrescente 

àe Q, aumentando de valor quando há o aumento de P. Comparado ao caso do mesmo 

modo na estrntura W-I, apresentado na figura (5.3-1), percebe-se que aqui Vc é uma função 

muito mais suave de Q. : .... -- ._ 

Na figura (5.5-2) é dada a freqüência normalizada de corte e!TI função de P para 

diferentes valores de Q. No caso, Vc se mostra uma função crescente de P, apresentâildo 

uma variação mais intensa do que aquela observada para o caso da estrutura W-I. A 

influência de Q, neste caso também é menor do que a que foi observada no caso análogo da 

estrutura W-1 
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4,4 

4,3 
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4,1 
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3,8 

3,7 

3,6 

3,5 
0,0 0,1 0,2 

FREQuiNClA DEamF., ESilUllJR-\ ID 
N1 =1,46, � =l,44, � = 1,4658 e N

4 =1,4S87 

0,3 0,4 0,5 

P=b'c 

0,6 0,7 

"'-Q=0.352 
0,288 

0,144 
0,072 

0,8 0,9 1,0 

Fig.(5.5-1) Variação da freqüência de corte para alguns valores de P 

FREQUÊNUA. DE CIRIE, ESIRUIURA m
N

1 
=1,46, � =1,44, � = 1,4658 e!\ =l,4587 

:: � 

� 

HE'-i2 
4,3 
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4,1 [
... 

-�
vc 4,0 ---

3,9 
--' 

3,8 

3,7 0,142 
0,282 

3,6 0,422 

3,5 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

Q=wc 

Fig. (5. 5-2) Variação da freqüência de corte para alguns valores de Q 
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Outro aspecto a ser observado é o comportamento do modo HE12 com P e Q, ao se 

variar o índice de refração N4. Na fig.(5.5-3) mostra-se as alterações na dependência da 

freqüência de corte com P ao se variar N4 e fazendo-se Q = 0,072. Neste caso observa-se 

que o aumento de N4 causa o aumento dos valores de Vc, Nos dados apresentados, todos os 

valores de N4 são todos menores do que aquele usado para os cálculos da figura (5.5-2) 

Neste caso, a freqüência de corte, em P=0, possui um mesmo valor para os três valores de 

N�, e cresce oscilando à medida que o fator P se aproxima de um.. 

" 

�-tNCTA DE CllrrF., FSfRUTURA m
Q=0,072, N

l 
=1,46, Nz =1,4587, � =1,4658 

�5 ...-...-..-...-..,..........,..........,............,............,............,.........,......,......,...,-.--,-.----,-_...-.--,----.--, 

5,0 

4,5 

4.0 ""l\=1.44 
1,4478 

.. 
1,4504 

3,5 
. -�...-

3,0 ,..._....__,.._......_..._����----��������
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

P = b/c 

Fig. (5.5-3) Variação da freqüência de corte ao variar-se N4, ao se variar P 
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Já na figura (5.5-4) observa•se o comportamento de Vc em função de Q para 

diferentes valores de N4 e P = 0,352. Observa•se que o aumento de N4 reduz a freqüência

normalizada de corte que é uma função decrescente de Q. 

4,5 

4.4 

4,3 

4,2 

4,1 

" e 4,0 

3,9 

3,8 

3,7 

3,6 

3,5 
0,0 0,1 0,2 

�CIADEURIE, FSilUIURAID 
P:(1,352, Ni =1,46, Ni =1,44, N.J = 1,4658 eN, =1,4587 

0,4 0,5 � 0,6 0,7 

Q=a/c 

"'-N. -1,44
1,4478 
1,4504 

0,8 0,9 1,0 

Fig. (5. 5-4) Variação da freqüência de corte ao variar-se N4, ao se variar Q 

A compreensão dos resultados obtidos para N4 são novamente entendidos usando-se 

o fato de que o aumento do índice de refração ·da casca da fibra provoca a redução de

confinamento dos modos que nela se propagam. 
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5 . 6 - Conclusão 

A partir dm dados apresentados neste capítulo, observou-se que o modo HE12 das 

fibras W-I e M-ID têm comportamentos opostos quanto aos parâmetros P e Q. Observou-se 

também que a estrutura M-ill é mais sensível a variações em Q, que a estrutura W-I. Já 

acontece o contrário quando se varia P. Ao variar N4 nota-se que a estrutura W-I apresenta 

comportamento oposto ao da estrutura M-m, que se deve a diferença dos perfis de índices 

de refração. Visto que, para a estrutura W-I o aumento do índice de refração N4 implica em 

uma queda na freqüência de corte Vc, pois neste caso o modo deixa de estar confinado 

apenas no núcleo. Já acontece o contrário para a estrutura M-ID, pois nela o modo está 

praticamente confinado na região da barreira, logo um aumento de N4 só irá contribuir para 

um maior confinamento, ou seja uma maior freqüência de corte. 



CONCLUSÃO 

Neste trabalho foi feito um estudo da fibra coaxial e suas diferentes estruturas. Para 

isso, solucionou-se a equação de onda de cada estrutura da fibra coaxial, através da 

aproximação L P onde obteve-se as equações transcendentais, que foram solucionadas 

numericamente. Com isto, pode-se estudar as principais características, das quatro estruturas 

analisadas, como por exemplo: curvas de dispersão, perfis de campo e intensidade, e 

condições de corte. 

Como foi visto o trabalho foi dividido em três etapas. Na primeira fez-se uma 

apresentação do método usado, a aproximação L P, onde foram descritos seus principais 

aspectos e fez-se duas aplicações, a saber; fibras bastão e tubo. Na segunda etapa usou-se a 

aproximação L P no modelamento da fibra coaxial, onde foram estudadas as quatro 

estruturas. Na terceira etapa foram apresentados os resultados obtidos através de métodos 

numéricos, os principais resultados obtidos foram as curvas de dispersão, os perfis de campo 

e intensidade, e as co41dições de corte. 

Com relação as curvas de dispersão, observou-se através dos resultados obtidos que 

as estruturas W e M apresentam diferenças claras. Que eram esperéttiâs devido a mudança da 

região de maior índice de refração, que neste caso foi permutado respectivamente entre o 

núcleo e a barreira. A fibra W, cuja região de maior índice de refração é o núcleo, apresenta 

diferenças acentuadas entre as suas estruturas W-1 e W-II. Já a fibra M, cuja região de maior 

índice de refração é a barreira, a variação de comportamento entre as estruturas M-ill e 
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M-IV não é tão diferenciado. Quanto a influência dos parâmetros P e Q, percebeu-se que

eles agem de maneira distinta nas fibras coaxiais, em estudo, enquanto o aumento do 

parâmetro P provoca a redução do valor de B, ocorre o inverso ao aumentar-se o parâmetro 

Q. Quanto a influência do índice de refração N4 fica patente que este parâmetro tem seu

valor reduzido quando a constante nonnalizada de propagação B é aumentada. Esta 

influência é facilmente entendida., pois a medida que N4 é reduzido aumenta o confinamento 

da luz na fibra, em decorrência do aumento da barreira óptica. 

Outra característica analisada foi a distribuição de campo e intensidade na fibra 

coaJCial. Foi enfatizado o estudo do comportamento dos modos HE11 e HE12, em face da sua 

importância para o modelamento dos filtros espectrais. Neste estudo apenas constatou-se 

que as características observadas quando analisou-se as curvas de dispersão, foram 

confirmadas. Observou-se que a tendência do comportamento da distribuição espacial dos 

modos é seguir os tipos básicos de estruturas que compõem a fibra coaxial, a saber; as fibras 

bastão e tubo. 

A partir dos dados apresentados no capítulo V, observou-se que o modo HE12 das 

fibras \\7-1 e M-ID têm comportamentos opostos quanto aos parâmetros P e Q. Observou-se 

também que a estrutura M-ill é mais sensível a variações ern-Q, que a estrutura W-I. Já 

acontece o contrário quando se varia P. Ao variar N4 nota-se que a estrutura W-I apresenta 

comportamento oposto ao da estrutura M-III, que se deve a diferença dos perfis de índices 

de refração. Visto que, para a estrutura W-I o aumento do índice de refração N4 implica em 

uma queda na freqüência de corte vc, pois neste caso o modo deixa de estar confinado 

apenas no núcleo. Já acontece o contrário para a estrutura M-ID, pois nela o modo está 
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praticamente confinado na região da barreira, logo um aumento de N4 só irá contribuir para 

um maior confinamento, ou seja uma maior freqüência de corte. 

Em face do elevado número de parâmetros ligados a fibra coaxial, o estudo 

detalhado de cada estrutura é deixado para a continuidade dos trabalhos iniciados nesta 

dissertação. Ficam ainda muitos aspectos a serem analisados, com respeito ao 

comportamento da dispersão, devido ao número de parâmetros visto que analisou apenas 

com três. No estudo da distribuição de campo ficou em aberto a analise detalhada sobre o 

processo de interação das duas estruturas básicas que compõem a fibra coaxial. E finalmente 

fica para trabalhos posteriores o estudo das condições de corte das estruturas M-Il e W-IV, 

visto que neste trabalho não obteve-se resultados satisfatórios. 
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DE FISICA APLICADA

PARA MOOELAMENTO DE lJ4 GUIA COAXIAL,CASO (1). 

.ICIT REAL*8 (A·H,O·Z) 

NSION XW1(1000),XW2C1000) 

NSION VECV(1000),RA(tOOO),RA1(t000,20),RT(1000,20) 

/PATH/ XN1,XN2,XN3,XN4,XQ,XP 

/VEIA/ XVl,XINC,NJN 

/COJT/ NOJTO,NOJT1,NOOT2,NOJT3 

� 1=1, 1000 

:>o 99 J=1, 20 

RA1 (1, J )=O.DO 

RT(l,J)=O.DO 

·:(*,*)'

"i:(*,*)'

.E(*,*) 1 

·cc* ,*> • 

�(* ,*) 1 

"E(*,*) 1 

QUAL A OPCAO DE ANALISE 

(1) • HE1n '

"E(*,*) 1 1 

(2) • HE2n '

(3) • HE3n '

(4) • HE4n 1 

(5) HESn 1 

"E(*,*) 1 0 PROGRAMA ESTA HABILITADO A ANALIZAR HOOOS'

"E(*,*)'PARA n=t,2 e 3 1 

:e(*,*), ,

"E(*,*)' PARA SELECIONAR A OPCAO, ENTRE COM O NUMERO'

"E(*,*)'ENTRE PARENTESES'

(*, *) ICCONTROL
"E(*,*)' 

"i:(*,*)'ENTRE COM N1,N2,N3,N4,A,B,C NESTA ORDEM' 

(•,*) XN1,XN2,XN3,XN4,XA,XB,XC 

=i .465B 

-=1.4587 

·l.4587

JXC e P=XB/XC

:.072

:.352

"E(*,*)' '

"E(*,*)'ENTRE COM O LIMITE INFERIOR,SUPERIOR E O'

"E(*,*)'NUMERO DE PONTOS DA VARIAVEL V, NESTA ORDEM'

(*,*) XVl,XVF,NIN 

·=(XN2*XN2·XN4*XN4)/(XN1*XN1·XN4*XN4)

•=(XN3*XN3·XN4*XN4)/(XNt*XN1-XN4*XN4)

"E(*,*)'XN = 1 ,XCUT, 1 YN =', YCUT

RACAO DOS DADOS DE ENTRADA: N,N8,X1,X2,XACC , ONDE; 

•= NUMERO DE PONTOS EM QUE O INTERVALO (X1,X2) DEVE SER 

DIVIDIDO. 
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tBsNtJIERO PROVAVEL DE RAIZES QUE EXISTEM NO INTEVALO {X1,X2). 

l1•LIMITE INFERIOR 00 INTERVALO. 

lZ•LIMITE SUPERIOR 00 INTERVALO. CX2 > X1) 

llACC• PRECISAO COM QUE AS RAIZES DEVEM SER DETERMINADAS. 

=OABS(XVF·XVl)/NIN 

l2=XCUT·1.0d·4 

1(1:1.0d-4 

•oo K:1,NIN 

olRITE(*,*) 1 '

iECV(K)=V

olRITE(*,10) VECV(K)

'0RHAT(6H** V =  ,F10.5,'

11=1001

18=20

XACC=1.D· 10

ACS) RAIZ(ES) SAO ') 

...... OETERMINACAO DOS INTERVALOS ONDE ESTAO AS RAIZES •••••••• 

NB=20 

:ALL ZBRA(F,V,X1,X2,N,XW1,XW2,NB) 

....... DETERMINACAO DAS RAIZES ........•.••.••• 

)0 40 1=1,NB 

W1=XW1(1) 

W2=XW2(1) 

RA(l)=ZBRENTCF,V,W1,W2,XACC) 

CONTINUE 

00 50 1=1,NB 

RA1(K,1+2)=RA{I) 

WRITEC*,45) RAi(K,1+2) 

FORMAT(' 

OONTINUE 

X = 1 ,F15.10) 

LHA DO MAIOR VALOR DA RAIZ PARA UM DADO VALOR DE K 

RT(K,1)=RA1(K,NB+2) 

,T(K,2)=RA1(K,NB+1) 

RT(K,3)=RA1CK,NB) 

V=V+XINC 

INUE 

O=O 

2=0 

3=0 
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WRITEC*,*)' 

WRITEC*,*) 'DESEJA GERAR ARQUIVOS 7 (1- SIM, O- NAO) ' 

READC*,*)NFAU 

WRITE(*,*) 1 

IF CNFAU.E0.1) THEN 

WRITE(*,*)'DESEJA ARQU!VAR OS DADOS EM UM SO ARQUIVO?' 

WRITE(*,*)' (1-SIM,0-NAO) 1 

READ(*,*) NOUTO 

IF (NOUTO.E0.1) THEN 

WRITE(*,*)'O NOME DO ARQUIVO SERA: caso1T.dat' 

WRITE(*,*) 

ELSE 

DO 200 K=1,NIN 

IF (RT(K,1).NE.0) KAU1=1 

IF (RT(K,2).NE.0) KAU2=1 

IF (RT(K,3).NE.0) KAl.13=1 

WRITE(*,*)' 1 

WRITE(*,*) 1 PARA CADA lMA DAS OPCOES QUE APARECERA, DIGA se• 

WRITE(*,*)'DESEJA ARQUIVAR OS DADOS (1· SIM, 0- NAO)' 

IF CKAU1.E0.1) THEN 

WRITEC*,*) 1 

WRITE(*,*)'HEn1 ·> NOME DO ARQUIVO caso11.dat' 

READC*,*) NOUT1 

END IF 

IF CKAU2.E0.1) THEN 

WRITEC*,*) 1 

WRITE(*,*)'HEn2 ·> NOME DO ARQUIVO caso12.dat' 

READ(*,*) NClJT2 

END IF 

IF (ICAU3.EO. 1) THEN 

IJR!TE{"' *) • 

WRITE(",*)'HEn3 ·> NOME DO ARQUIVO caso13.dat1

READ(*, 1r) NOUT3 

END IF 

END I F 

CALL ARQUl(RT) 

END IF 

END 

SUBRClJTlNE AROUl(RT) 

IMPLICIT REAL*8 (A·H,0-2) 

CHARACTER*30 LIVIAO,LIVIA1,LIVIA2,LIVIA3 

DlMENSION RT(1000,250) 

COMMOII /VEIA/ XVI,XINC,NIN 

COMMON /COUT / NOUTO, NOUT1, NOOT2, NOUT3 

GERACAO DOS ARQUIVOS 

LIVIAO=•caso1T.dat' 

LIVIA1= 1caso11.dat' 

LIVIA2='caso12.dat' 
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____ ______.

LIVIA3= 1 caso13.dat' 

V=XVI 

DO 100 l:=1,NIN 

lf (NOJTO.EQ.1) THEN 

KAU1=0 

KAU2=0 

KAU3=0 

DO 200 L=1,NIN 

IF (RT(L,1).NE.O) KAU1=1 

IF (RT(L,2).NE.O) ICAU2=1 

IF (R!(L,3),NE.0) ICAU3=1 

OPEN(10,FILE=LIVIA0) 

IF (KAU1.EQ.1,ANO.ICAU2.EQ,1.ANO.KAU3.EQ.1) THEN 

WRI TE ( 1 O, 1 ( f 10 .6, 3F14. 10)') V, RTCK, 1), RTCK, 2), RT(K,3)

ENO lf 

If (KAU1.E0.1.AND.KAU2.EQ.1.ANO.KAU3.EQ.0) THEN 

W'RITE(10, '(F10.6,2F14.10)') V,RT(K,1),RT(K,2) 

ENO IF 

lF (lCAU1.E0.1.ANO.KAU2.E0.0.ANO.KAU3.E0.0) THEN 

WRITE(10, 1 (F10.6,6F14.10) 1) V,RT(K,1) 

ENO IF 

ENO IF 

lF (NOOT1.E0.1) THEN 

OPEN(11,FILE=LIVIA1) 

WRITE(11,'(F10.6,F14.10)') V,RT(K, 1) 

ENO IF 

lF (NOUT2.EQ. 1) THEN 

OPEN(12,FILE=LIVIA2) 

WRITE(12, '(F10.6,Fi4.10)') V,Rí(K,2) 

END IF 

if (NOJT3.EQ.1) THEN 

OPEN(13,FILE=LIVIA3) 

W'RITE(13, '(F10.6,f14.10)') V,RT(K,3) 

END !F 

V=V+XINC 

CONTINUE 

CLOSE(10) 

CLOSE(11) 

CLOSE(12) 

STOP 

END 

EQUACAO TRANSCENDENTAL 

FUNCTION F(X, V) 
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IMPLICIT REAL*SCA·K,0-2) 

COMMOII /CONTROLE/ MCONTROL 

COMMOH /PATH/ XN1,XN2,XN3,lOl4,XO,XP 

U1=DSORT(1.DO·X)*V"XO 

U3=DSORT((XN3*XN3·XN4*XN4)/ClOl1*XNi·XN4*XN4)-X)*V*XP 

U4=DSORT((XN3*XN3·XN4*XN4)/(XN1*XN1·XN4*XN4)·X)*V 

W2=DSQRT((XN2*XN2-XN4*XN4)/(XN1*XN1·XN4*XN4)·X)*V*XO 

W3:0SORT((XN2*XN2·XN4*XN4)/(lOl1*XN1-XN4*XN4)·X)*V*XP 

W4=DSQRT(X)*V 

IF (MCONTROL.E0.1) THEN 

A=U1*8ESSJ1(U1)*8ESSJO(W2)-W2*8ESSJ1CW2)*BESSJO(U1) 

C=U1*BESSJ1(U1)*8ESSYO(W2)·W2*BESSY1(W2)*8ESSJO(U1) 

B=W3*8ESSY1(W3)*BESSJO(U3)·U3*BESSJ1(U3)*8ESSYO{W3) 

O=W3*BESSJ1{W3)*BESSJO(U3)·U3*BESSJ1(U3)*BESSJO(W3) 

G=W3*BESSY1(W3)*BESSYO(U3)-U3*BESSY1(U3)*BESSYO(W3) 

H=W3*8ESSJ1(W3)*BESSYO(U3)·U3*8ESSY1(U3)*BESSJO(W3) 

E1=U4*BESSY1(U4)*BESSKO(W4)·W4*BESSK1(W4)*BESSYO(U4) 

E2=U4*BESSJ1(U4)*BESSKO(W4)·W4*BESSK1(W4)*BESSJO(U4) 

CT1=(A*B·C*O)*E1 

CT2=(A*G·C*H)*E2 

CONTROL = CT1-CT2 

F = CONTROL 

END IF 

IF (MCO!ITROL.E0.2) THEN 

A=U1*BESSJ2CU1)*BESSJ1(W2)·W2*8ESSJ2(W2)*BESSJ1CU1) 

C=U1*BESSJ2CU1)*BESSY1(W2}-W2*BESSY2(W2)*6ESSJiCU1) 

B=W3*BESSY2(W3)*BESSJ1(U3)·U3*BESSJ2(U3)*BESSY1(\13) 

D=i.'3*BESSJ2(\13)*BESSJ 1 CU3) ·U3*BESSJ2(U3 )*BESSJ 1 (\13) 

G=ll3*BESSY2CW3)*BESSY1(U3)·U3*BESSY2(U3)*BESSY1(\13) 

H=W3*BESSJ2(\13)*BESSY1(U3)·U3*9fSSY2(U3)*BESSJ1(\13) 

E1=U4*BESSY2(U4)*8ESSK1CW4)·W4*BESSK2(W4)*SESSY1(U4) 

E2=U4*BESSJ2CU4)*BESSK1(W.)-W4*BESSK2(W4)*BESSJ1(U4) 

CT1=(A*B·C*O)*E1 

CT2=CA*G·C*H)*E2 

CONTROL = CT1·CT2 

F = CONTROL 

END IF 

IF (MCONTROL.E0.3) THEN 

A=U1*BESSJ3(U1)*BESSJ2(W2)·1J2*BESSJ3(W2)*BESSJ2(U1) 

C=U1*BESSJ3(U1)*BESSY2(W2)-W2*BESSY3(W2)*BESSJ2(U1) 

B=W3*BESSY3(W3)*BESSJ2(U3)-U3*BESSJ3(U3)*BESSY2(W3) 

O=W3*BESSJ3(W3)*BESSJ2(U3)·U3*BESSJ3(U3)*BESSJ2CW3) 

G=W3*BESSY3(W3)*BESSY2(U3)·U3*BESSY3(U3)*BESSY2(W3) 

H=W3*BESSJ3(W3)*BESSY2(U3)·U3*BESSY3(U3)*8ESSJ2t,,3) 
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E1=U4*BESSY3CU4)*BESSIC2(W4)-W4*BESSK3(W4)•BESSY2CU4) 

E2=U4*BESSJ3(U4)*BESSK2(W4)-W4*BESSK3(W4)*BESSJ2(U4) 

CT1=(A*B-C*D)*E1 

CT2=(A.*G-C*H)*E2 

CONTROL = CT1-CT2 

F = CONTROL 

ENO IF 

IF (MCOHTROL.E0.4) THEN 

A=U1*BESSJ4(U1)*BESSJ3(W2)-W2*BESSJ4(W2)*BESSJ3(U1) 

C=U1*BESSJ4(U1)*BESSY3(W2)-W2*BESSY4(W2)*BESSJ3(U1) 

B=W3*BESSY4(W3)*BESSJ3(U3)-U3*BESSJ4(U3)*BESSY3(W3) 

D=W3*BESSJ4(W3)*BESSJ3(l/3)-U3*BESSJ4(U3)*BESSJ3(W3) 

G=W3*BESSY4CW3)*BESSY3(U3)-U3*BESSY4(U3)*BESSY3(W3) 

H=W3*BESSJ4(W3)*BESSY3(l/3)-U3*BESSY4CU3)*BESSJ3(W3) 

E1�J4*BESSY4(U4)*BESSK3(W4)-W4*BESSK4(W4)*8ESSY3(U4) 

E2=U4*8ESSJ4(U4)*BESSK3(W4)-W4*BESSK4(W4)*8ESSJ3CU4) 

CT1=(A*B-C*O)*E1 

CT�=(A*G-C*H)*E2 

CONTROL = CTi-CT2 

F = CONTROL 

END lF 

IF (MCONTROL.E0.5) THEN 

A=U1*8ESSJ5(U1)*8ESSJ4(W2)-"'2"8ESSJ5(W2)*BESSJ4(U1) 

C=U1*BESSJ5(U1)*BESSY4(W2)-W2*BESSY5(W2)*BESSJ4(U1) 

B=W3*BESSYS(W3)*BESSJ4(U3)-U3*BESSJ5(U3)*BESSY4(W3) 

D=W3*BESSJ5(W3)*8ESSJ4(U3)-U3*BESSJ5(U3)*SESSJ4(W3) 

G=W3*BESSY5(W3)*8ESSY4(U3)-U3*SESSY5(U3)*BESSY4(W3) 

H=W3*BESSJ5(W3)*SESSY4(U3)-U3*SESSYS(U3)*8ESSJ4(W3) 

E1=U4*BESSY5(U4)*BESSK4(W4)-W4*8ESSK5(W4}*SESSY4(U4) 

E2=U4*BESSJ5(U4)*SESSK4(W4)-W4*1i!iESSK5(W4)*SESSJ4(U4) 

C.T1=(A*B-C*D )*E1 

CT2=(A*G-C*H)*E2 

CONTROL = CT1-CT2 

F = CONTROL 

END IF 

RETURN 

ENO 

FUNCTION ZBRENT(FUNC,V,X1,X2,TOL) 

IMPLICIT REAL*S(A-H,0-Z) 

PARAMETER (ITMAX=1OO,EPS=3.E-8) 

A=X1 
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* FA.GT.O.) PAUSE 

1
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fCa::FB 
00 
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E=D 
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ELS

E
D=XM 
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N
DIF 

A =B 
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ELS
E
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B +DSIGN( TO L1,XM)
ENDIF
FB=F UNC(B ,V)

C ONTINU

E 
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ZBRENT•B 

RET\JRN 

ENO 

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

* 

SUSRClJTINE ZBRA(FX,V,X1,X2,N,XW1,XW2,NB) 

!MPLICIT REAL*8 (A·H,O·Z)

OIMENSION Xll1(200),X\12(200),XC1(200),XC2(200) 

DIMENSION XXB1(200),XXB2(200) 

NBB=NB 

NB=O 

X=X1 

DX=CX2·X1)/N 

FP=FXCX,V) 

DO 11 Is1,N 

X=X+DX 

FC=FX(X,V) 

IF(FC*FP.LT.O.) THEN 

NB=NB+1 

XXB1CNB)=X·DX 

XXB2CNB)=X 

ENDIF 

FP=FC 

IFCNBB.EQ.NB)RETURN 

CONTINUE 

M=O 

K=O 

DO 20 J"1,NB 

E1=FX(XXB1(J),V) 

E2=FXCXXB2(J),V) 

IF (((E1.GT.0 ..  AND.E2.LT.0.).0R.CE1.LT .O .. AND.E2.GT.0.)).AND. 

(DAJl$(DABS(E1)-PABS(EZ)).GT.10.DO))THEN 

K=K+1 

XC1CK)=XXB1( J) 

XC2CK)=XXS2CJ) 

ELSE 

M=<M+1 

X111(M)=XXS1(J) 

XIJ2CM)=XXS2(J) 

END IF 

CONTINUE 

NB=M 

RETURN 

END 
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CALCULO DA CAMPO 

PROGRA>I CAMPO 

lMPLICIT REAL*B(A·H,O·Z) 

CHARACTER*25 PEPO 

O=XA/XC e P=XBíXC 

)(A:4.5 

XC=62.5 

XQ=0.072 

XP=0.282 

XN1=1.4658 

XN2=1.4587 

XN3=1.46 

XN4=1.44 

X=.0550388827 

V=S.000800 

XB=CXA*XP)/XQ 

U1=DSQRTC1.DO·X)*V*XQ 

U3=DSQRiC(XN3*XN3·XN4*XN4)/(XNi*XN1·XN4*XN4)-X)*V*XP 

U4:0SQRTC(XN3*XN3·XN4*XN4)/(XN1*XN1·XN4*XN4)·X)*V 

W2=0SQRi((XN2*XN2-XN4*XN4)/{XN1*XN1-XN4*XN4)·X)*V*X0 

IJ3=DSQRT((XN2*XN2·XN4*XN4)/(XN1*XN1-XN4*XN4)·X)*V*XP 

W4=DSQRT(X)*V 

T=U1*BESSYO(W2)*BESSJ1(U1)-W2*BESSJO(U1)*BESSY1(W2) 

T1=W2*BESSJO(U1)*BESSJ1(W2)·U1*BESSJ0(112)*BESSJ1(U1) 

TT=W2*CBESSYOCW2)*BESSJ1(W2)-BESSJO(W2)*BESSY1(W2)) 

B=T/Ti 

C=T1/TT 

Zí=U3*BESSY1(U3)*SESSJO(\c'3)·\6*BESSJi(W3)*BESSYO(U3) 

Z2=u'3*BESSY1CU3)*BESSYOCW3)-W3*BESSYi(�'3)*BESSYO(U3) 

23=U3*BESSJ1(U3)*BESSJO(W3)-W3�BESSJ1(W3)*BESSJO(U3) 

Z4=U3*BESSJ1(U3)*BESSYO(W3)-W3*BESSY1(W3)*BESSJOCU3) 

Z=U3*(BESSJO(U3)*BESSY1(U3)-BESSYO(U3)*BESSJ1(U3)) 

ZZ=U3*(BESSYO(U3)*BESSJ1(U3)-BESSJO(U3)*BESSY1(U3)) 

D=(Zí*B+Z2•C)/Z 

E=(Z3*B+Z4*C)/ZZ 

Q1=BESSJO(U4)+U4*BESSJ1(U4) 

02=BESSYO(U4)+U4*8ESSY1(U4) 

Q=BESSKO(W4)+W4*BESSKí(W4) 

F=(Q1*D+Q2*E)/Q 

R=O. 

NIN=1000 

RINC=0.1 

PEPO='c112p.dat• 

OPEN(10,FILE=PEPO) 

00 100 K=1,NIN 

IF (R.LE.XA) WRITEC10, 'CF10.6,F14.10)') R,BE'SSJO(U1*R/XA) 
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IF (R.GE.XA.AND.R.LE.XB) THEN 

FO=B*BESSJO(W2*R/XA)+C*BESSYO(W2*R/XA) 

WRITE(10,'CF10.6,F14.10)') R,FO 

END IF 

IF (R.GE.XB.AND.R.LE.XC) THEN 

F1=D*BESSJO(U3*R/XB)+E*SESSYO(U3*R/X8) 

WRITE(10,'(F10.6,F14.10) 1) R,F1 

END IF 

IF (R.GE.XC) WRITE(10, '(F10.6,F14.10)') R,F*BESSK0(114*R/XC) 

R=R + RINC 

CONTINUE 

CLOSE(10) 

STOP 

END 

GRUPO DE FISICA APLICADA 

DEPARTAMENTO DE FISICA DA UFC. 

PROGRAMA PARA MODELAMENTO DE UM GUIA COAXIAL,CORTE (1). 

IMPLIC!i REAL*8 (A·H,O·Z) 

CHARACTER*30 LIVIAO 

DIMENSION XW1(1000),XW2(1000) 

DIMENSION RA(1000) 

EXTERNAL F 

COMMON /PATH/ XN1,XN2,XN3,XN4,XQ,XP 

SELECIONE O MOOO 

DECLARACAO DOS DADOS DE ENTRADA : N,NB,X1,X2,XACC , ONDE ; 

N= NUMERO DE PONTOS EM QUE O INTERVALO (X1,X2) DEVE SER 

DIVIDIDO. 

NB=NUMERO PROVAVEL DE RAIZES QUE EXISTEM NO INTEVALO CX1,X2). 

X1=L!MiTE INFERIOR DO INTERVALO OE V 

X2=LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO DE V. (X2 > X1) 

XACC= PRECISAO COt,1 QUE AS RA!ZES DEVEM SER DETERMINADAS. 

XN1=1.46 

XN2;1.4587 

XN3=1.4658 

XN4=1.4504 

Q=XA/XC e P=XS/XC 

X2=2D.DO 

X1=0.0001DO 

X0=0.072DO 

XP=0.00100 

XPINC=0.01DO 

GERACAO DO ARQUIVO .DAT 

LIVIAO=•coiq12.dat• 

OPEN(10,FILE=LIVIAO) 

CONTINUE 

WRITE(*,*) 1 1 
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•

N=SOOO 

NB=20 

XÃCC=1.D·15 

......... DETERMINACAO DOS INTERVALOS ONDE ESTAO AS RAIZES ..•••••• 

NB=20 

CALL ZBRA(F,X1,X2,N,X\11,XW2,NB) 

.......... DETERMINACAO DAS RAIZES ............... . 

DO 20 1=1,NB 

IJ1 =XIJ1 (1 ) 

W2=XW2(1) 

RA(l)=ZBRENT(F,IJ1,W2,lCACC) 

WRITE(*,15) XP,RA(I) 

FORMAT(' XP= 1 ,FS.3, 1 V= ' ,F15.10) 

CONTINUE 

IJR ITEC 1 O, ' ( FS .3 ,6F15 .8) 1 )XP, RA( 1) ,RA(2), RA(3) 

XP=XP+XPINC 

IF (XP.LE.1.DO) GOTO 100 

CLOSE(10) 

END 

EQUACAO TRANSCENDENTAL 

FUNCTION F(V) 

IMPLICJT REAL*8CA·H,O·Z) 

C().IMON /PATH/ XN1 ,XN2,XN3,XN4,X0,.XP 

P1=3.141592654DO 

U't=DSQRT((XN1*XNi·XN4*XN4)/(XN3*XN3·XN4*XN4))*Y*XQ 

U3=\l"XP � 

U4=V 

W2=DSQRT((XN2*XN2·XN4*XN4)/(XN3*XN3·XN4*XN4))*Y*XQ 

W3=DSQRT((XN2*XN2-XN4"XN4)/(XN3*XN3·XN4*XN4))*Y*XP 

\.14=0 

A=U1*BESSJ1(U1)*BESSJO(IJ2)·W2'"BESSJ1(W2)*BESSJO(U1) 

B=U1*BESSJ1(U1)*BESSYO(W2)·W2'"BESSY1(1J2)*BESSJO(U1) 

C=U4*BESSJ1(U4) 

D=U4*BESSY1(U4) 

G=W3*BESSY1(W3)*BESSYO(U3)·U3*BESSY1(U3)*BESSYO(W3) 

G1=W3*BESSY1(W3)*BESSJO(U3)·U3*BESSJ1(U3)*BESSYO(W3) 

H=W3*BESSJ1(W3)*BESSYO(U3)·U3*BESSY1(U3)*BESSJO(W3) 

H1=W3*BESSJ1(W3)*BESSJO(U3)·U3*BESSJ1(U3)*BESSJO(W3) 

CT1=A*(C*G·D*G1) 

CT2=B*(C*H·D*H1) 

CONTROL=CT1·CT2 
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F IOCONTROL 

RETURN 

END 

FUNCTION ZBRENT(FUNC,X1,X2,TOL) 

IMPLICIT REAL*8CA·K,O·Z) 

PARAMETER CITMAX=100,EPS=3.E-8) 

A=X1 

B=X2 

FA=FUNC(A) 

FB=FUNCCB) 

IF(FB*FA.GT.0.) PAUSE 'Root III.ISt be bracketed for ZBRENT.' 

FC=FB 

DO 11 ITER=1,ITMAX 

IF(FB*FC.GT.0.) THEN 

C=A 

FC=FA 

D=B·A 

E=D 

ENDIF 

IF(DABS(FC).LT.OABS(FB)) THEN 

A=B 

B=C 

C=A 

FA=FB 

FB=FC 

FC=FA 

ENDIF 

TOL1=2.*EPS*OABS(B)+0.5*TOL 

XM=.S*CC-B) 

IF(DABS(XM).LE.iOL 1 .OR. FB.EQ.O.)iHEN 

ZBREIH=B 

RETURN 

ENDIF 

lF(DABS(E).GE.iOL1 .ANO. DABS(FA).GT.DABS(FB)) THEN 

S=FB/FA 

IF(A.EO.C) THEN 

P=2."XM*S 

0=1.-S 

ELSE 

Q=FA/FC 

"! 

R=-FB/FC 

P=S*(2.*XM*0*(0-R)·(B·A)*(R·i.)) 

0=(0-1.)*(R·1.)*(S·1.) 

ENDIF 

IF(P.GT.0.) 0=-0 

P=OABS(P) 

IF(2.*P .LT. MIN(3.*XM*O·DABS(TOL1*0),DABS(E*Q))) THEN 

E=D 

D=-P/0 

ELSE 

D=XM 

E=D 

ENDIF 

ELSE 

O=-XM 
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E=O 
ENDIF 

-• A=B 
fAz:FB 
IFCDABS(O) .GT. TOL1) THEN 

8=8+0 
ELSE 

B=B+DSIGN(TOL1,XH) 
ENDIF 
FB=FUNC(B) 

CONTINUE 
PAUSE 'ZBRENT exceeding maxillUII iterations.' 

ZBREIH=B 

RETURN 

END 

SUBROOTINE ZBRA(FX,X1,X2,N,XW1,XW2,NB) 
IHPLICIT REAL*8 (A·H,O·Z) 
OIMENSION X\11(200),XW2(200),XC1(200),XC2(200) 
DIMENSION XX81(200),XXB2C200) 
NBB=NB 

NB=O 

X=X1 

DX=(X2·X1)/N 

FP=FX(X) 
DO 11 1=1,N 

X=X+OX 

FC=FX(X) 

IF(FC*FP.LT.O.) THEN 

NB=NB+1 

XXB1(NB)=X·OX 

X.X.B2(NB)=X 

END!F 
FP=FC 

IF(NSB.EQ.NB)RETURN 

CONTINUE 

M=D 

K=D 

DO 20 J=1,NB 

E1 :FX(XX.B1( J)) 

E2=FX(XXB2(J)) 
IF (((E1.GT.0 .. AND.E2.LT.O.).OR.(E1.LT.0 .. AND.E2.GT.0.)).AND. 

{DABS(DABS(E1)·DABS(E2)).GT.10.00))THEN 
1(:1(+1 

XC1( K)=XXB 1( J) 

XC2(K)=XXB2(J) 

ELSE 

M::j,1+1 

XW1(M)=XXB1CJ) 

X.W2{M)=X.X.B2{J) 
END IF 

CONTINUE 
NB=M 

RETURN 
END 
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REAL*8 FUNCTION BESSJO(X) 
IMPLICIT REAL*8CA-H,O·Z) 
REAL*8 Y,P1,P2,P3,P4,P5,01,02,Q3,Q4,QS,R1,R2,R3,R4,R5,R6, 

S1,S2,S3,S4,S5,S6 
DATA P1,P2,P3,P4,PS/1.D0,·.1098628627D-2,.2734510407D·4, 

·.20733706390·5, .20938872110-6/, 01,02,03,04,05/·.1562499995D·
�1, 
• .1430488765D·3,·.6911i476510·5,.7621095161D-6,·.934945152D·7/
DATA R1,R2,R3,R4,R5,R6/57568490574.D0,-13362590354.00,651619640.7D

*O,
-11214424.1soo,m92_3301100,-184.90524S60o;,
S1,S2,S3,S4,S5,S6/57568490411.D0,1029532985,D0, 

9494680.71800,59272.6485300,267.853271200,1.D0/ 

IF(DABS(X).LT.8.)THEN 

Y=X**2 

BESSJO=(R1+Y*CR2+Y*(R3+Y*(R4+Y*CR5+Y*R6))))) 

/(S1+Y*(S2+Y*(S3+Y*(S4+Y*(S5+Y*S6))))) 

ELSE 
AX=OABS(X) 

Z=8./AX 

Y=Z**2 
XX=AX·.785398164 
BESSJO=DSQRT(.636619m/AX)*(DCOS(XX)*(P1+Y*(P2+Y*(P3+Y*CP4+Y 

.. *PS))))·Z*OSIN(XX)*(Q1+Y*(Q2+Y*(Q3+Y*(Q4+Y*05)))l)
ENOi F 
RETURN 
ENO 

REAL*8 FUNCTION BESSJ1(X) 
:MPLICIT REAL*8 (A·H,0-Z) 
REAL*8 Y,P1,P2,P3,P4,P5,01,02,03,04,05,R1,R2,R3,R4,R5,R6, 

S1,S2,S3,S�,S5,S6 
OATA R1,R2,R3,R4,R5,R6/72362614232.D0,-7895059235.D0,242396853.1DO � 

·2972611.43900,15704.4826000,-30. 1603660600/,
S1,S2,S3,S4,S5,S6/144725228442.D0,2300535í78.DO,
18583304.7400,99447.4339400,376.999139700, 1.DO/

,ATA P1,P2,P3,P4,P5/í.D0,.183105D:J,·.351639649ó0·4,.24575201740·5 

-.2403370190·6/, Q1,02,Q3,04,Q5/.04687499995D0,·.2002690873D·3 

.84491990960-5, • .882289870·6,. 1057874120-6/ 
•(ABS(X).LT.8,)THEN 
Y=X**Z 

BESSJí=X*CR1+Y*(R2+Y*(R3+Y*(R4+Y*(R$+Y*R6))))) 
/(S1+Y*(S2+Y*(S3+Y*(S4+Y*(S5+Y*S6))))) 

::_SE 
AX=ABS(X) 

2=8./AX 

Y=Z-2 
XX=AX-2.356194491 
BESSJ1=DSQRT(.636619mtAX)*CDCOS(XX)*CP1+Y*(P2+Y*(P3+Y*(P4+Y 

91D I F 

lETURN 

::ND 

*P5))))-Z*DSIN(XX)*(Q1+Y*(Q2+Y*(Q3+Y*(Q4+Y*QS)))))

*DSIGN(1.D0,X)
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REAL*8 FUNCTIOH BESSYO(X) 

IMPLICli REAL*8(A·H,O·Z) 

REAL*8 Y,P1,P2,P3,P4,P5,Q1,Q2,Cl3,04,Q5,R1,R2,R3,R4,R5,R6, 
S1,S2,S3,S4,S5,S6 

DATA P1,P2,P3,P4,P5/1.D0,·.10986286270·2,.2734510407D·4, 

·.20733706390·5,.209388n110·6/, Q1,02,03,04,05/-.1562499995D·

., , 

.14304887650·3,-.69111476510·5,.76210951610·6,-.9349451520-7/ 
DATA R1,R2,R3,R4,R5,R6/·2957821389.D0,7062834065.00,-512359803.600 

10879881.2900,·86327.9275700,228.462273300/, 
S1,S2,S3,S4,S5,S6/40076544269,D0,745249964.800, 

7189466.4>800,47447.2647000,226.103024400,1.00/ 

IF(X.LT .8. )THEN 

Y=X**2 

BESSYO=(R1+Y*(R2+Y*(R3+Y*(R4+Y*(R5+Y*R6)))))/(S1+Y*(S2+Y 

*(S3+Y*CS4+Y*CS5+Y*S6)))))+.636619m*BESSJO(X)*OLOG(X) 

ELSE 
2=8./X 

Y=Z**2 

XX=X·.785398164 

BESSYO=DSQRT(.636619m/X}*(OSIN(XX)*CP1+Y*(P2+Y*(P3+Y*(P4+Y* 
P5))))+Z*DCOS(XX)*(Q1+Y*C02+Y*CQ3+Y*(04+Y*QS))))) 

ENOi F 

RETURN 
ENO 

REAL*8 FUNCTION BESSY1(X) 

IMPL!CIT REAL*8(A·H,O·Z) 

REAL*8 Y,P1,P2,P3,P4,P5,01,02,Q3,04,05,R1,R2,R3,R4,R5,R6, 

S1,S2,S3,S4,S5,S6,S7 
DATA Pí,P2,P3,P4,P5/1.D0,.183105D·2,·.35163964960·4,.24575201740·5 � 

-.2403370190-6/, 01,Q2,03,04,Q5/.04687499995D0,-.2002690873D-3 

.84491990960·5,·.88228987D-6,.105787412D·6/ 
DATA R1,R2,R3,R4,R5,R6/·.4900604943D13,.1275274390D13,-.5153438i39 

"011, 
• .734Y264551D9,-�423792272607, .851193793504/,

S1,S2,S3,S4,S5,S6,S7/.2499580570D14,.4244419664D12,

.3?33650367010,.224590400208,.102042605006,.354963288503,1.DC/
IF(X.LT .8. )THEN 

Y=X**2 

BESSY1=X*(R1+Y*CR2+Y*(R3+Y*(R4+Y*(R5+Y*R6)))))/(S1+Y*(S2+Y* 

(S3+Y*(S4+Y*(S5+Y*(S6+Y*S7))))))+.636619772 
*(BESSJ1(X)*OLOG(X)-1./X) 

ELSE 

Z=8./X 

Y=Z**2 

XX=X-2.356194491 

BESSY1=DSQRT(.636619m/X)*COSINCXX)*CP1+Y*(P2+Y*(P3+Y*CP4+Y 
* 

ENOIF 

RETURN 

ENO 

*P5))))+Z*DCOS(XX)*C01+Y*(Q2+Y*(Q3+Y*(Q4+Y*Q5)))))
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REAL*S FUNCTION BESSIO(X) 

_.
IHPLIC!T REAL*S (A·H,0-Z) 

REAL*S Y,P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7, 

01,02,03,04,0S,06,07,08,09 

DATA P1,P2,P3,P4,PS,P6,P7/1.000,3.515622900,3.0899424DO, 1.20674920 

*O,

0.265973200,0.3607680-1,0.458130-2/ 

DATA 01,02,03,04,Q5,06,Q7,08,09/0.3989422800,0.1328592D·1, 

0.2253190·2,-0.157565D-2,0.9162810·2,·0.20577060·1, 

0.26355370·1,·0.1647633D-1,0.392377D-2/ 

IF (ABS(X).LT.3.75) THEN 

Y=CX/3.75)**2 

BESSIO=P1+Y*CP2+Y*(P3+Y*(P4+Y*(PS+Y*(P6+Y*P7))))) 

:LSE 

AX:ABS(X) 

Y=3.75/AX 

BESSIO=(DEXP(AX)/DSQRT(AX))*CQ1+Y*(02+Y*(Q3+Y*(04 

+Y*(QS+Y*(Q6+Y*C07+Y*(08+Y*Q9))))))))

ENDIF 

RETURN 

END 

REAL*S FUNCT!ON BESSl1(X) 

IMPLICIT REAL*B(A·H,O·Z) 

REAL*8 Y,P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7, 

01,02,03,04,05,06,07,08,09 

DATA P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7/0.5D0,0.87890594D0,0.51498869DO, 

0.15084934D0,0.2658733D-1,0.301532D-2,0.32411D·3/ 

DATA 01,02,03,04,0S,06,07,08,09/0.3989422800,-0.3988024D·1, 

-0.36201&>·2,0.1638010·2,-0.1031555P·1,0.Z282967D·1,

-0.2895312D·1,0.1787654D·1,·0.420059D-2/

IF CDABSCX).LT.3.75) THEN 

Y={X/3.75)**2 

BESSl1=X*(P1+Y*CP2+Y*(P3+Y*(P4+Y*(PS+Y*(Pó+Y*?7)))))) 

ELSE 

AX=DABS(X) 

Y=3.75/AX 

BESS!i=(DEXP(AX)/DSQRT(AX)}*(01+Y*C02+Y*(03+Y*(04+ 

Y*(QS+Y*(Q6+Y*(07+Y*(08+Y*i.9)))))))) 

ENDIF 

RETURN 

END 

REAL*8 FUNCTION BESSK1(X) 

lMPLIC!T REAL*8(A-H,O·Z) 

REAL*8 Y,P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7, 
* 01,02,03,04,05,06,07

DATA P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7/1.0D0,0.15443144D0,·0.67278579DO,

-0.1815689700,-0.1919402D·1,-0.110404D·2,·0.46860·4/* 

* 

DATA 01,02,03,04,05,06,07/1.25331414D0,0.2349861900,-0.3655620D·1, 

0.15042680-1,-0.7803530·2,0.3256140-2,-0.682450-3/ 

IF (X.LE.2.0) THEN 

Y=X*X/4.0 

BESSK1=(LOG(X/2.0)*BESSl1(X))+(1.0/X)*{P1+Y*(P2+ 

Y*(P3+Y*(P4+Y*(PS+Y*(P6+Y*P7)))))) 

ELSE 

Y=2.0/X 
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BESSK1=(DEXPC·X)/OSQRT(X))•(Q1+Y"(Q2+Y*(Q3+ 

Y*(04+Y*(Q5+Y*(Q6+Y*Q7)))))) 

ENOi F 

RETURN 

END 

... .. $ ............ ...................... ......................................................................... . 

FUNCTION BESSKO(X) 

IMPLICIT REAL•S(A·H,O·Z) 

iEAL*8 Y,P1,P2,P3,P4,PS,P6,P7, 

Q1,02,03,04,0S,Q6,Q7 

DATA P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7/·0.5m156600,0.4227842000,0.2306975600, 

0.34885900-1,0.2626980·2,0.107500·3,0.74D-5/ 

DATA 01,02,03,04,05,06,07/1.25331414D0,-0.7832358D-1,0.21895680-1, 

·0.10624460·1,0.5878720-2,-0.2515400-2,0.532080-3/

IF (X.LE.2.0) THEN 

Y=X*X/4.0 

BESSKO=(·DLOG(X/2.0)*BESSIO(X))+(P1+Y*(P2+Y*(P3+ 

Y*CP4+Y*(P5+Y*(P6+Y*P7)))))) 

ELSE 

Y=(2.0/X) 

BESSKO=(DEXP(-X)/DSORT(X))*(Q1+Y*(02+Y*(Q3+ 

Y*(04+Y*(Q5+Y*(06+Y*07)))))) 

ENDIF 

RETURN 

END 

REAL*8 FUNCTIOH BESSJ2{X) 

!MPLICIT REAL*8(A-H,O-Z)

EXTERNAl BESSJ1,BESSJO

IF (X.E0.0.DO) THEN 

F=O.DO 

ELSE 

F=2.dO*BESSJi(X)/X - BESSJO(X) 

ENO IF 

BESSJ2=i' 

RETURN 

END 
"'! 

REAL*8 FUNCTION SESSJ3(X) 

lMPLICli REAL*8(A-H,O-Z) 

IF (X.E0.0.00) THEN 

F=O.DO 

ELSE 

F=(8.D0/(X*X)-1.dO)*BESSJ1(X) - 4.00*BESSJO(X)/X 

END IF 

BESSJ3=F 

RETURN 

END 

REAL*8 FUNCTION BESSJ4(X) 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
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IF (X,EQ,O.DO) THEN 

F-=0.D0 

ELSE 

F=S.00*( 6.DO/(X*X)-1.D0 )"BESSJ1CX)/X + (1.D0·24,00/(X*X))*BESSJO(X) 

END I F 

8ESSJ4=F 

RETURN 

END 

.. . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

REAL*8 FUNCTION BESSJS(X) 

IMPLICIT REAL*S(A-H,O·Z) 

IF (X.EQ.O.DO) THEN 

F=0.00 

ELSE 

F1=(64.D0*(6.D0/(X*X)·1.D0)/(X*X)· 8.D0/(X*X) + 1.DO)*BESSJ1(X) 

F2=4.00"'(2.D0*(1.00·24.D0/CX*X)) + 1.00)*BESSJO(X)/X 

F=F1+F2 

ENO IF 

BESSJS=F 

RETURN 

END 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . .. . . . . .. . .. - . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . .  .

AS FUNCOES Yn(X) DIVERGEM PARA -INFINITO NA ORIGEM 

REAL*8 FUNCTION BESSY2{X) 

IMPLICIT REAL*8(A·H,O·Z) 

F=2.d0*BESSY1(X)/X • BESSYO(X) 

BESSY2=F 

REíURII 

ENO 

. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . .... .. .  - . . .. .. . . . . . . . .. . . .  - . .  - . . . . . . . . . . . . .  .

REAL*8 FUNCTION BESSY3(X) 

IHPLTCiT REAL*8(A·H,O·Z) 

F=(8.00/(X*X)·1.dO)*BESSYi(X) • 4.00*BESSYO(X)/X 

BESSY3=F 

RETURN 

END 

. .. . . . .. . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . .. . . . . . . . . .. . . . . .. . . . . . . . .. . . . . . . . . . .

REAL*8 FUNCTION BESSY4(X) 

IMPLICIT REAL*8CA·H,O·Z) 

F=B.00*( 6.00/(X*X)·1.DO )*8ESSY1(X)/X + (1.D0·24.D0/CX*X))*BESSYO(X) 

BESSY4=F 

RETURN 

END 

.... .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. . .. .. .. . ...... .. .. . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . .. . . . .. . .. .. . . . . . . . . . ..
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REAL*8 FUNCTION BESSY5(X) 

IMPLICIT REAL*8(A·H,O·Z) 

F1=( 64.D0*(6.D0/CX*X)·1.D0)/(X"'X)· 8.D0/(X"'X) + 1.00 )*BESSY1(X) 

F2=4.DO*( 2.D0*(1.D0·24.DO/(X"'X)) + 1.D0 )*BESSYO(X)/X 

fcf1+F2 

BESSY5=F 

RETURN 

END 

AS FUNCOES KnCX) DIVERGEM PARA INFINITO NA ORIGEM 

REAL*8 FUNCTION BESSK2(X) 

IMPLICIT REAL*8(A·H,O·Z) 

F=2.dO*BESSK1(X)/X + BESSKO(X) 

BESSK2=F 

RETURN 

END 

REAL*8 FUNCT!ON BESSK3CX) 

IHPLICIT REAL*8(A·H,O·Z) 

F=(8.D0/(X*X)+1.d0)*BESSK1(X) + 4,DO*BESSKO(X)/X 

BESSK3=F 

RETURN 

END 

REAL*8 FUNCTIOII BESSK4(X) 

!MPLíC!T REAL*8(A·H,O·Z)

F=S.00*( 6.D0/(X*X)+1.D0 )*BESSK1(X)/X + (1.00+24.D0/(X*X))*BESSKO(X) 

BESSK4=F 

RETURII 

EIID 

REAL*8 FUNCTION BESSKSCX) 

IMPL!CíT REAL*8(A·H,0·2) 

F1=( 64.D0*(6.D0/(X*X)+1.00)/(X*X) + 8.00/(X*X) + i.D0 )*BESSK1(X) 

F2=4.D0*( 2.D0*(1.D0+24.00/(X*X)) + 1.00 )*BESSKO(X)/X 

F=F1+F2 

BESSKS=F 

RETURN 

EIID 

REAL*8 FUNCTION BESSIZ(X) 

IMPLICIT REAL*B(A·H,O·Z) 

F=BESSIO(X) - 2.d0*BESSI1(X)/X 

BESSJ2=F 
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RETURN 

ENO 

REAL*8 FUNCTiON BESSl3(X) 

IMPLICIT REAL*8(A·H,O·Z) 

F= (8.D0/(X*X)+1.dO)*BESSl1(X) • 4.DO*BESSIO(X)/X 

BESSl3=F 

RETURN 

ENO 

REAL*8 FUNCTIOII BESSl4(X) 

IMPLICIT REAL*8(A·H,O·Z) 

F=(1.D0+24.00/(X*X))*BESSIO(X)-8.D0*(6.00/(X*X)+1.DO)*BESSl1(X)/X 

BESSI4=F 

RETURN 

END 

REAL*8 FUNCTION BESSI5(X) 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

F1=( 64.00*(6.D0/(X*X)+1.D0)/(X*X) + 8.00/(X*X) + 1.00 )*BESSl1(X) 

F2=4.D0*( 2.D0*(1.D0+24.DO/(X*X)) + 1.DO )*BESSIO(X)/X 

F=F1-F2 

BESS!S=F 

RETURN 

ENO 
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APÊNDICE A 

APROXIMAÇÃO L P 

Neste apêndice são descritos os detalhes da aproximação LP e sua aplicação ao guia 

bastão mostrados no capítulo I. 

A-1 - Fibra bastão 

A fibra bastão é um guia de ondas que apresenta simetria cilíndrica, sendo composta 

de uma região interna, o núcleo, e uma externa, a casca. Tais regiões apresentam, 

respectivamente, índices N I e N2 e a é o raio do núcleo, como está indicado na figura 

(A-1). 

Ns 

Nl 

(1) 

-- _, 

Fig. (A-1) Perfil do índice de refração do guia basião. 

Para se obter as soluções do guia bastão, toma-se as equações de Maxwell, para o 

caso de um meio dielétrico, que são dadas a seguir: 



Aproximação LP

àE VxH=t;­
ôt 

éEVxE=-µ 
ôt 

V•H=0

Aplicando-se o rotacional à equação(A-2),

V X V X E = -µ( V X õH)
\. ôt 

usando-se a seguinte identidade vetorial

V X ( y7 X A) = V · (V · A) - y7 2 A 

A2

(A-1) 

(A-2)

(A-3) 

(A-4) 

(A-5), 

e a condição das derivadas temporais e espaciais serem independentes entre si, logo se

obtem:

(A-6).

Usando-se a equação (A-3) na eq.(A-6), vem a segcinte equação:

(A-7), 

O mesmo procedimento pode ser feito para o campo magnêti-so, resultando na seguinte

equação:

(A-8).

Como as equações (A-7) e (A-8) são análogas, pode-se escrever, genericamente, a seguinte

equação de onda:
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(A-9) 

Nesta equação 4' pode ser tanto o campo elétrico quanto o campo magnético, os quais são 

urna função de (0,p,z, t). Fazendo-se o uso do método da separação de variáveis, escreve-se 

4' = <1>(0,p,z) T(t). Efetuando-se as devidas operações matemáticas, obtêm-se as seguintes 

equações: 

Usando-se N2 
= f.1&0 e ro = kc, ternos: 

A equação(A-12) tem como solução: 

T = To éirol 

(A-1O), 

(A-11) 

(A-12) 

(A-13) 

(A-14) 

A equação (l -7) precisa ser resolvida usando-se, novamente, o método da separação das 

variáveis. Para isso usa-se a seguinte mudança de variável, cI>=cp(8,p )Z(z) ;

2 1 õÍ ª] 1 82 

onde V =---;:-lp- +--.
1 P op ap P2 êB2 

Dividindo a equação (A-15) por <P, obtêm-se: 

1 2cp( ) 2 2 1 rl
z 

-\7 0 p +N k '--=O 
cp 1 > 

T z O'Z2 

(A-15), 

(A-16). 
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Como cp é função de (0 e p) e Z é função apenas de z, a equação (A-16) deverá satisfazer à 

seguinte condição: 

(A-17), 

onde J3, a constante de separação de variáveis, é a constante de propagação. Logo, a 

equação (A-17) pode ser dada por: 

(A-18) 

(A-19) 

A equação (A-18) tem como solução: 

(A-20). 

Na equação (A-19) faz-se outra vez o uso do método da separação de variáveis, pois o 

índice de refração N depende apenas da variável p. Para isso usa-se a seguinte mudança, 

cp = 0(8) R(p). Assim procedendo-se, chega-se à seguinte equação: 

(A-21). 

Dividindo-se a equação (A-21) por R 0, obtêm-se: 

(A-22). 

Como R e 0 são variáveis independentes, a eq.(A-22) leva às equações: 

(A-23); 
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d2R 1 dR [ 2 2 2 v2 l -+--+ N k -p -- R=O
dp2 p dp p2 .. 

A5 

(A-24); 

0nde é é a constante do método de separação de variáveis. A equação (A-23) tem solução 

do tipo, 0 = 0º ezwe _ Esta é uma solução oscilante do tipo sen( v0 + 0 0) ou cos( v0 + 0 0), 

onde 80 é uma constante a ser determinada. Já a equação (A-24) é conhecida como equação 

diferencial de Bessel. Como o guia bastão apresenta dois índices de refração distintos, N 1 e 

N2, têm-se que a equação para esta fibra serão as seguintes: 

(p < a) (A-25) 

(p > a) (A-26) 

As soluções das eqs.(A-25) e (A-26) serão do tipo: 

O<p<a 
(A-27). 

p>a

sendo U e W, àefinidos da seguinte forma: 

(A-28) 

AI:, constantes A* e B * são igualadas. a zero, porque as fünções d� Ressei Y e I apresentam 

problemas de convergência nos intervalos nos quais são usados. A função de Bessel de 

segunda espécie, Y, diverge quando seu argumento tende a zero, enquanto a função 

modificada de Bessel de segunda, I, espécie diverge para argumentos que tendam para 

infinito. Então, a solução será reduzida a: 
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E= 
z 

AJv(�)
J v(u) 

AK v(�)
Kv(W) 

p<a

p>a

BJv(
U

:) 
p<a

J v(U) e H = (A-29) z 

B Kv(�
p

) p>a
Kv(W) 

Onde A e B são constantes a serem determinadas. Para encontrar as demais componentes do 

campo basta desenvolver as equações (A-1) e (A-2) em coordenadas cilíndricas, chegando-

se às seguintes equações: 

E = p 

ª2 vroµ0BJ v(
U

:) iPUAJ�(
u

:)
u2 pJv(U) aJ v(u) 

ª2 vroµ0BKv(�P) iPW AK�.(�P) 

w
2 pKv(W) aKv(W) 

a" troµºUBJ�(�) PvAJ{�)
U2 aJ v(U) + pJ v(U) 

a2 i0µ
0
\\TBX�(�P) PvA.K{-�-P j

- ------+----

W2 aK,,(w) pKv(w) 

psa 

(A-30) 

p>a

(A-31) 

p>a
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ª2 

2 

(
Up� vN

1
roe0

AJ v - tf3UBJ�(
U

:)

H = 
p 

u
2 

ª2 

w
2 

ª2 

w
2 

a / 
pJv(U) aJv(U) 

N2 AK (
Wp) V 20)€0 V ---;- if3W13K�(�

p
)

pK
v(W) aKv(W) 

f3vBJ{�)
pJv(U) 

2 
• (

Wp
) tN

2
roe0WAKv ---;- f3vBK{�)

aKv(W) pKv(W) 

p$a 

p>a

p>a

onde J' e K' são as derivadas destas funções em relação a p. 

A7 

(A-32) 

(A-33), 

Usando a condições de contorno em p = a e calculando a razão entre as contantes A 

e B encontra-se a equação de autovalores. Na interface das regiões de mudança de índices 

de refração as componentes ta..'lgenciais dos campos elétricos e magnéticos são continuas. 

Pela equação (A-31) afirma-se que as componentes do can1pos são contínuos em p = a, 

sendo obtida a seguint� equação: 

(A-34) 

a equação (A-33) também deve ser continua em p = O, logo encontra-se a seguinte equação. 

(A-35) 
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igualando-se as equações (A-34) e (A-35) obtêm-se a seguinte equação de autovalores, 

(A-36), 

onde se usou: 

(A-37) 

Para o caso especial em que v = O, a equação (A-36) é bastante simplificada sendo possível 

obter os modos TE e TM, Mas para v � 1 a solução é complicada pois têm-se que resolver a 

eq.(A-36) completa. O interesse neste tipo de guia está no comprimento de onda óptico isto 

implica que a diferença entre os índices de refração seja muito pequena, da ordem de um por 

cento. Essa é a aproxirnação de guiamento fraco, /1 << 1, que facilita bastante na solução da 

eq (A-36) pois tomando-se o limite em que /1 ➔ O obtêm-se a seguinte expressão: 

usando as reiações para as funções de Bessel, 

K' (w) = - vK"(w)� K - rw'JV + w 
V+J\ 

(A-38) 

(A-39) 

(A-40) 

--

tomando-se o sinal mais na eq.(A-38) e substituindo-se as equações (A-39) e (A-40) 

encontra-se seguinte equação para o modo EH: 

(A-41) 

Para o sinal negativo, encontra-se a equação para os modos HE. 
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(A-42) 

Às eq.(A-37) e (A-38) são referentes aos modos denominados de híbridos. Usando as eq. 

(A-34), (A-35), (A-41) e (Aa:42) as razões entre as constan.tes A e B serão dadas a seguir: 

(A-43) 

(A-44) 

a eq.(A-43) é a razão para o modo EH e a eq.(A-44) o modo HE. 

A.2 - Aproximação L P

Para investigar os modos híbridos usa-se a aproximação LP, que consiste em 

escrevê-los através da combinação linear de pseudo-modos. Permanecendo a condição 

ti << 1. Substituin.do as eq. (A-43) e (A-44) na-s equações (A-30,31,32,33) obtêm-se as 

seguintes expressões: 

p<a 

E =  
2 

(A-45) 

p>a
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±tAN(E0J V Jv(�) 
H

2 = 
µo 1'1 J v{U)

K (
W

p
) 

±t Eº] V " a ) 

µJ lvi Kv{W) 

- akN J,±l(
U

p) 
+tA� a 

EP = U Jv(U) 

akN K,±1(
W

p) 

H -
p-

tA a 
W Kv(W) p>a

( 

akN2 ( Jl/2 J � 
l
fUp

)
- ê 

v.J 

+tA - , -º 

- a 
u �µ J (u' 

O V J 

p<a

p>a 

psa 

p>a

psa 

akN2 
( ]112 K (

W

p) tA 
E 

v±l 

·----º a 
W µº Kv(W) ; p > a

AJO 

(A-46) 

(A-47) 

(A-48) 

(A-49) 

(A-50) 
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Lembrando-se da dependência em e da eq.(A-22), as soluções tomam a seguinte forma:

O< p<a 

(A-51), 

p >a 

onde cp pode ser o campo elétrico ou o campo magnético. 

Seguindo a aproximação LP os campos existentes são considerados como 

polarizados linearmente da seguinte forma; E=E(O,Ey,Ez) e H = H(Hx, O, H2) ou E = 

H = H(O, Hy, H2). Neste trabalho usa-se a primeira polarização. Desta 

forma a solução para o campo elétrico é dada por: 

p<a 

p >a

Os argumentos das funções de Bessel serão: 

U = [N2
- N:,]

v
:k a

l I o 

(A-52). 

(A-53); 

P, 
dN, , •• ' fr~ ,.. N f-J .d d d r:tAon e _ e o mct1ce oe re açao eret1vo, _ = k, associa o ao mo o correspon ente a 1-'· 

... 

definição de N como indice de refração efetivo indica que o modo propagante vê não o 

índice de refração do meio mas N. Usando-se as equações de Ma�,1ell pode-se encontrar as 

outras componentes do campo elétrico que são Ez e Ee , visto que E
P 

= E.y, como é 

demonstrado no apêndice B. As expressões para as demais componentes serão: 
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E,= I
A

J ,\
ut )coiil0)cos0 • p < a

l BK Ll W: p )cos(f 0)cos0 ; p > a

A12 

(A-54); 

(A-55); 

Impondo-se, às soluções encontradas, as condições de continuidade dos campos nas 

interfaces de separação de regiões de índices de refração diferentes, chega-se à seguinte 

equação transcendental: 

1,(u) K,(w) 
VJ ,±1 (u) - WK l±1 (w) 

(A-56); 

onde os argumentos U 1 e W2 serão dados em função da freqüência normalizada v e da 

constante de prnpagação normalizada B definidas a seguir; 

N2 -N2 
e B = 2 

N2 -N2 
l .... 2 

Com elas a eq.(A-28), torna-se: 

(A-57). 

(A-58). 

A equação (A-56) será solucionada numericamente e os resultados serão visto no capítulo I. 
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FIBRA TUBO 

Os cálculos detalhados para o guia tubo serão desenvolvidos neste apêndice. 

B-1 - Fibra tubo

Este guia de ondas apresenta o seguinte perfil para os índices de refração. 

(2) 

(1) 

Ns

:
N1

a 

N2

1 

b 

Fig. (B-1) Perfil de índice de refração para o guia tubo 

Como está descrito na figura (B-1) o guia tubo apresenta duas situações para o 

índice de refração efetivo, onde ocorre guiamento de onda. Para resolver a situação (1) usa-

se o mesmo procedimento feito no apêndice A para fibra qast!º· Sendo necessário usar a

aproximação L P. Neste caso a componente transversal do campo elétrico é dada por: 

r AJ ,(
u

t )cos(W)

E, -j[ BJ
_(W/ )+cv,(

W

�
p 

)}o.:te);

l DK,(w/ )coá'.W);

p<a

a< p<b

p >a 

(B-1); 
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Na aproximação L P, a componente Ex será igual a zero e a componente do campo

elétrico na direção z será dada por: 

E ~ t ffiy _ l [ e ffiy COS8 ffiy
] z=---- sen -+----

kn ôy kn ôp p 00 

onde Ee será dada por, visto que a componente Ex é igual a zero;

(B-2); 

(B-3) 

Calcula-se então Ez e Ee. Para calcular Ez encontra-se primeiro a derivada de Ey com

relação a y. 

8E. U (Up\ f (U.p)_) =A-1 ( sen0cosf8).T'
t 

-1 j-A-(cos0senf9)Jt 
-' 

ôy a a p a 

:, = :, (senecosee{ar, (';P) + CI", (';P) ]-;;(cose senee{ BJ ,(';) + CY,(wt)] 
8E v.,, (w P \ R (w p)_Y = F-4 (sen0cosf8)K'

t 
-4-J1-F-(cos8senf8)KL 

-ª-· 

fy e e p c 

Usando-se as relações de recorrência para as funçq_ess de Bessel, dadas abaixo: 

J t(u)= 2
uf[J t __ i(u)+J,_1(u)], J',(u)= �[J 1_i(u)-J1+i(u)], 

Ylu) = ;f [Yt+i(u) +.. Yt_1(u)], Y't (u) = ½ [Yt_i(u)- Yt+i(u)], 

Kiu) = ;e [KH(u)-KH (u)], K', (u) = -¾ [K,_i(u) + Kt+ i(u)], 

e as identidades trigonométricas; 

sen( A + B) = sen A cos B + cos A sen B, 

sen(A-B) = senAcosB- cosAsenB, 

a derivada para cada região será dada por. 

(B-4) 

(B-5) 
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Intervalo O<p<a: 

ôE,. U1 ( ) (U• p) í!. 
( ) (U•p)

O'f 
= A

--;-
sen9cosf9 J\ -a- - A 

p 
cos9sent9 J 1 -a-

u. {< I (U,p) (U,p)l ( { (U·p) (U·p)l} 
=A 

28 
sen9cosee

1
1 1-1 -a- -1

1
•

1 
-

8
- J- cos0senf0lJ, .. 1 -

8
- +J t-1 -

8
- J 

=A�� {1sen0cost0-cos0sen e8]J ,_,(
u

t )-[sen0cosi0+ cos0sen t0]J ,.,(
u

t)}

=A�� { sen(J-t)0J,_,(
u

t )-sen(l + t)0J , .. (
u
t )}

=A�� {-sen(f-l)SJ 1_,(U�p )- sen(I!. + 1)0J t+i(U�p)}

� =-A�� { sen(e-J)0J ,_,(
u

t )+ sen(e + J)0J,.,(
u
t )} 

Intervalo a<p<b,

w2 ( ){J (W:P} (W2p)l r (�iP) (W2P)]}-
2

a cos9senf9 
1

1!-! -a-)+J,_ 1\.-a-J+9_Y,_1 -a- +Yt�\-a-

= � { BJ ,_,(w: )l sén e cost9- cose sen R8 ]- BJ ,..(w: )l sena CQSE8 + cose sen ee] +

+CYt-1(:p )[sen8 cosP8-cose sente]- CY1�1
(W: )[sena cos.ee +_.00s8 sente]}

= � {[ BJ,_,(
w

:) + CY,_,(;p) }en(l-l)e-[ BJ,.,(
w

:) + CY,.,(W:) ]ser<1 + e)e}

B3 

8Ey W2 {[ (W2p) (W2p)] n( )e [ (W2p) (Wp)] 1 )e}
Ô'f 

= -
28 

BJ ,_1 -

8
- + CY1_1 -a- se R -1 + BJ t+t -a- + CY1 .. 1 -

8
- seil\. R + 1 
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Intervalo b<p; 
õEY = F W, (sen9cost9)K\ (W,p)- F !..(cos9sene9)K,(W,p)� e � p � 
= -F: { ( sen ecos ee{K, ,( ;P) + K,.,(�)] + ( cose sen ee { K,.,( ;P )- K,.,( ;P) ]}

= -F: {[ sen e cosee -cose sen ee JK,-,(�p) + [ sen e cosffi + cose sen ee )l ,.,( ;p)} 
= -F � {sen(l-t)eK,.,(�) + sen(l + e)eK,,,(

W

:)}

= -F: {-sen(l-1)3K,_,(�P) + sen(e + l)eK,.1(;p)} 

:, = F: {sen(e- i)eK,.,(�.P )- sen(e + i)eK,.,(;P)}.

Então a componente do campo elétrico na direção z, para cada região da fibra, é dado pelas 
seguintes equar;;ões: 

Í t U 1 
(
U 1 p) (

U1 p) l -kN 2� Al_ J t-i -a- sen(f-1)8 + J t+i -a- sen(e + 1)8 j; p < a 

j 
Jr l/w2P) . (w2P)1 � , , . l 

E -- __ t_W2 _lBJc-J b TCYe-1 b Jsen\C-l)e..,..,. � a<p<b (B-6); z kN 2b I Í (W2 p) (W2p)j7 
1 , llBJ H -b- +CYc-t -b- sen(f+1)0j

l t W4 Í (W4 p
) (W4 p

) 
- 7 ---q K

H 
-b- sen(.c-1)8-Ke+1 -. - sen{.e+ l)Sj;kN 2a 1 , b 

._ - � 

A componente do campo na direção 8 , por sua vez, é dada por: 
p>a
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p<a 

a< p <b (B-7). 

p >a 

Onde os argumentos das funções de Bessel serão dados a seguir: 

Pelas condições de contorno as componentes do campo elétrico devem ser iguais nas 

interfaces de cada região da fibra. Então, pode-se afirmar o seguinte; para p = a as 

componentes Ee e Ez serão as seguintes: 

a componente Ee nos leva a seguinte equação; 

(B-8). 

Da componente Ez resultará as equações a seguir: 

(B-9); 

(B-10). 

Adicionando-se (B-9) a (B-1 O), encontra-se; 

(B-11). 

Para p = b, a componente Ee levará à seguinte equação: 

(B-12). 

Da componente Ez resultará as equações a seguir; 
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Adicionando-se as equações (B-13) a (B-14 ), encontra-se a seguinte equação: 

Por conveniência faz-se a seguinte mudança de variável; 

W _ W2
a

3- b 

B6 

(B-13); 

(B-14). 

(B-15). 

(B-16). 

Substituindo nas equações (B-8) e (B-9), fica-se com o sistema de equações dado a seguir: 

(B-17); 

(B-18)· 
/> 

(B-19); 

(B-20). 

Este é um sistema de equações homogêneo e co!:1-patível. Ele apresenta solução não-trivial 

caso o determinante dos coeficientes seja nulo. Disto vem: 

Jt(Ui) -JiW3) -Ye(W3) o 

U1Jw(Ui) -w;r,;
i
(w

3) -W3Yw(W3) o 

Ye{W2) -K
t(WJ 

= o·
· 

o JlWJ
\\T T "v-.·)

� !±i\ '2 W2Yw(W2) +\\·K r-w) 1

4 [±1\ 4 1 

Esse determinante é reduzido segundo a expressão, 

(B-21), 

onde se têm dois determinantes de ordem 3. Os determinantes 3 x 3 são: 
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-W3Jw(W3) 
a.(3) ·= J t(w2) 

W2Jt±i(W2) 

-Jt(W3) 
ç(3) = Jt(W2) 

W2Jt±1(W2) 

-W3Yt±i {W3) 

YlW2) 
W2Yrn(W2) 

o 

-KiW4)
+W4Kl±l(W4) 

B7 

Por conviniência pode-se ainda reduzir a.(3) e ç(3) a dois determinantes, os quais serão 

encontrados através das expressões; 

onde a.(2) e ç(2) serão os seguintes; 

A$ equações (B-24) e (B-25) podem ser escritas de outra forma: 

(B-22), 

(B-23), 

(B-24), 

(B-25). 

(B-26); 

(B-27). 

Para comodidade do leitor vamos re-escrever a equação transcendental a ser solucionada: 



• 
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Substituindo-se as equações (B-26) e (B-27) nas equações (B-22) e (B-23), e então 

substituindo-se na equação anterior obtêm-se a seguinte expressão: 

(B-28). 

Os argumentos das funções de Bessel serão dados em função da freqüência normalizada "v" 

e da constante de propagação normalizada "B", definidas a seguir; 

1 N2 -N2 
v=[N 2

2 -N2
3]

2k0 b e B= 3 

N;-N� 

Então os argumentos Ui e Wi serão os seguintes: 

W = [1-BJ1'2v�·
3 b, 

W - B112 
4 -

V. 

(B-29). 

(B-30). 

Fazendo-se o mesmo procedimento para a situação(2), N1 < N < N2, as equações 

para as componentes do campo elétrico serão as seguintes: 

(B-31); 
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p<a 

a< p< b (B-32); 

p>a

p<a 

a<p<b (B-33). 

p>a

Submetendo-se as soluções dadas nas equações (B-32) e (B-33), às condições de 

continuidade dos campos nas interfaces do guia, encontra-se a seguinte equação 

transcendental: 

(B-34) 

... 
Os argumentos das funções de Bessel serão dadas em função. -dajreqüência normalizada "v" 

e da constan.te de propagação normalizada "B", que são definidas a seguir; 

v=[N;-Ni)2k
0
b (B-35). 

Com isto, os argumentos Ui e Wi são dados pelas expressões: 
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(B-36). 

Com essas equações e usando-se métodos numéricos pode-se encontrar as curvas de 

dispersão e outras características. 



APÊNDICE C 

FIBRA COAXIAL 

Neste apêndice serão apresentados os cálculos para fibra coaxial tipo W e M, dentro 

da aproximação L P. 

C-1 - Fibra Coaxial W

Esta fibra apresenta duas estruturas diferenciáveis corno indica a fig.(C.1) (I) e (II). 

N, N. 

(3) 
N1 N1 

(2) 

(2) 
(1) 

N4 

(1) 
N,. 

a 1, e P, a b e P, 

(I) (II) 

Fig. (C.1) Perfil dos índices de refração das estruturas I e II 

Inicia-se o estudo da fibra W por sua estrutura I, ela apresenta três situações para o 

índice de refração éfetivo, onde ocorre guiamento de onda. �ara resolver a situação (1) usa­

se o mesmo procedimento feito no apêndice A para fibra bastão. É necessário usar a 

aproximação L P. Neste caso a componente transversal do campo elétrico é dada por: 
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Fibra Coaxial 

E = 
y 

AJ ,(U
�p) cosee

[B1,(�p) + CY,(�p) ]co,te

[ DJ ,(U:) + EYe:) ]coste

FK,(�P) cosee 

;O<p<a 

;a<p<b 

;b<p<c 

;c<p

Neste caso os parâmetros U i, U3, U4, W2, W3 e W4 são os seguintes: 

C2 

(C-1 ). 

(C-2) 

A partir da frequência normalizada v e da constante de propagação normalizada B, que 

serão definidas a seguir: 

Os parâmetros W; e U; poderam ser re-escritos na forma. 

[ ]

112 
N2-N2 W = ( 2 ~ •J- B av / e •2 
N2 -N2 

, 
1 4 

-. 

W = (N!-N!J-B bv/c·[ ]'" 3 N2 -Nl '
1 • 

(C-3). 

(C-4) 

Na aproximação L P , a componente Ex será igual a zero e a componente do campo

elétrico na direção z será dada por: 

E,. = _i_ aEY = _i_ [sen e aEY + cose aEY]
kn êJy kn ôp p 00

(C-5); 
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onde E.e será dada por, visto que a componente Ex é igual a zero; 

Calcula-se então Ez e E.e. Para calcular Ez encontra-se primeiro a derivada de Ey com 

relação a y. 

àEY = A U1 {sen0cos.ee)J•t (U1p)-AI(cos0sen.ee)Jt(U1p)
ôy a a p a 

: = :, (sen9cost9{ Br, (;P) +C)",(;P) ]- ; (cos9sent9{BJ,(;P) +CY,(;P)]

:, = �' {sen9cost9{m•, (
u
:) +E)",(

u
:) ]-;(cos9sent9{m,(

u
:) +EY,(

u

:)]

aEY = F W4 ( sen0cos.ee)K't (W4p)-Fi(cos0sen.e0)Kl(W4p) ôy e e p e 

Usando-se as relações de recorrência para as funçõess de Bessel, dadas abaixo: 

( \ - �[ { ) ( )] J ( U) -
2f 

J l+l l u, + J l-1 u '

K t (u) = ;e 
[ Kl+1 (u)-K 1)u)] 

1 ., 
K\ (u) = -2 [KH (u) + Kt+1 (u)] , 

( ) - -� [ f ) - , )] I, u -
21!. 

I,+
1
\U, I t_,(u. , 

1 
I\(u) = 2 [IH (u)+I t+i (u)], 

e as identidades trigonométricas; 

sen(A + B) = senA cosB + cosA sen B, 

sen(A- B) = senAcosB- cosAsenB, 

a derivada para cada região será dada por. 

Intervalo O<p<a:
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ul {r (U1P) (Ulp)}= A 
2a sen0cosl'8-cos8senf0]J l-t -a- -[sen6cosf6+ cos8senf0)J i+i -a-

� A�; {sen(I -l)0J ,_,(ut )- sen(I + l)0J ,.et )} 
�A�� {-sen(l-1)0J ,_,(ut )- sen(l + !)0J ,.,(ut )} 

Intervalo a<p<b, 

~ � (sen e oosf8}{ � J,_,(';
P 
)-J ,.,(';

P

)] + � Y,-,(';
P 

)- Y,.,(';
P

) ]} +

w2 <: ( í (W2P) (W2P)] e{"' (W2P \ , V rw2P)]} - -(co_Ssen.ee)�B! Jt-i - + Jt+i' - + Yt-1 -j • �t�1l-
2a L L a '-- a a / a 

= w2 I BJ l-JW2p �[sen e cos.ee - cose sen .ee]- BJ(+i(W2p)[sen 6 cos/!8 + cose sen .ee] +
2a l , a J , a

+CY,_,(;P }[sen 0�sl0-oos0sente]-CY,.,(';P}[sen0 ooSre-+ oos0senteJ}

1 (� ( ') ( \ � 
[ ( ' ( \ -J 

1
= ;; {l BJ !-1l ;P + CYl-1 :P) jsen(l -f)e- BJt�i\ ;P j + CYl:(;P j sen(l + e)e J

C4 
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Intervalo b<p<c 

� = �' (senecoste{ DJ',(
U

:) +E�,(
U

:) ]-¾(cosesente{m,(
U

:) +EYe:)],

Mudando apenas as constantes e os coeficientes, essa derivada é semelhante à do intervalo 

anterior. Logo, tem-se: 

Intervalo c<p; 

BEY = F w4 (sen8 cos.ee)K\ (W4p)- F i(cose senf0)K{
(W4p)

cy c 2c 
p 

2c 

= -F W4 {(sen8cosfe)[K{ _ 1(W4p) + Kt+i(W4p )] + (cose senf8}J K1+1(Wp )- K1_1(W4p )j-} 2c '- e e 
L 

e e 

= -F : {[ sen ecos te - cose sente ]K,_,( ';P) + [ sen ecos te + cose sente p ,.,( ';P)} 

= -F: {sen(l - l�K,,(';p) + sen(l + l�K,,,(W:)}

= -F : {- sen(t - 1 �K,_CP) + sen( e + l�K,.,(';P)}

8E. \V Í _ (W p \ (W p 'I 1 
--:::-1- = F-4 

� sen( e - i)eKl_ 1
! -�) - sen( f + l)eK!+i

' -4 1 � 
ay 2c L \. e , \. e ) J 

Então a compone�te do campo elétrico na direção z, para �ada região da fibra, é dado pelas 

seguintes equações: 



A componente do campo na direção 0 , por sua vez, é dada por: 

AJ t(�
p

) C0Sf8 C0S0 ;O<p<a 

[ BJ ,(';P) + cv,( ';P) ]cosle cose ;a<p<b 
E - (C-7). e-

[ DJ e:) + EY,( U:)] cosle cose ;b<p<c 

FK
t(;) cosf0cos0 ; c < P.

Pelas condições de contorno as componentes do campo elétrico devem ser iguais nas 

interfaces de cada região da fibra. Então, pode-se afirmar o seguinte; para p = a as 

componentes Es e E,. serão as seguintes: 

a componente E.e n� leva a seguinte equação; 

Da componente Ez resultará as equações a seguir: 

U.J ,_i(u1)A = w2[1 l_i(w2)B + Yi_.(w2)c]

u.rl+i(u1)A = w2 [1 t •• (w2)B + Yi.1(w2)c] 

Adicionando-se (C-9) a (C-1O), encontra-se; 

(C-8). 

(C-9); 

(C-1O). 
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Para p = b a componente Ee leva à seguinte equação: 

Da componente Ez resultará as equações a seguir; 

:, [1 ,_,(''t )B + Y,_,(;b) e]: �, [1 ,_,(u,)D + Y,_,(u,)E]

:, [ 1 ,.,( ;b)B + Y,.,(';b) e] : �' (1 ,.,(u,)D + Y,.,(u,)E]
Operando-se com as equações (C-13) e (C-14) obtêm-se: 

Para p = e, a componente Ee levará à seguiI1te equação: 

Da componente Ez resultará as equações a seguir; 

Adicionando-se as equações (C-17) a (C-18), encontra-se a seguinte equação: 

Por conveniência faz-se as seguintes mudanças de variáveis; 

C7 

(C-11). 

(C-12). 

(C-13); 

(C-14). 

(C-15). 

(C-16). 

(C-17); 

(C-18). 

(C-19). 
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Fibra Coaxial 

W = W2b e U = U3c 

3 a 4 b 

C8 

(C-20). 

Substituindo-as nas equações anteriores, fica-se com o sistema de equações dado a seguir: 

(C-21); 

(C-22); 

(C-23); 

(C-24); 

(C-25); 

(C-26). 

Este é um sistema de equações homogêneo e compatível. Ele apresenta solução não-trivial 

caso o determinante dos coeficientes seja nulo. Disto vem: 

J,(ui) -JlW2) -YlWJ o o o 

UJ,±1(U
1 ) -W2Jai(W2) -W

2
Yw(WJ o o o 

o JlW3) YlW3) -J i(u3) -YlUJ o 
=o. 

w3J,±i(w3) W,Y,±,(w3) -U)w(U3) -U/i�=i(U3) o 

o o o JlU4) YiU4) KlW,) 

o o ±UJ,±i(u.) ±U,Y,= 1(u.) -w.Khi(w4� 

Esse determinante é reduzido segundo a expressão, 

J {( u i }a.(s)- u1 1 w (u i )ç(s) = o (C-27), 

onde se tem dois determinantes de ordem 5. Eles são: 



' 
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-'¾Jl±l(w2) -w2Yt:1:,(wi) o 

J i(wJ Yi{w3) -J lu3)

a.(5) = W)w(W3)
o 

o 

-J i{Wi} 
JlW3) 

1;(5) = W3Jw(W3) 

o 

o 

-Yi{W2)
Yi{W3)

\V
3
Y

l±l(W3) 

o 

o 

-U3J w(u3) -U3YH,(u3)
Ji{U4) Yi{U4) 

o 

-JlUJ
-U)

w(U3)
Ji{U4) 

o 

-YlU
3)

-U3Yw
{U3

) 

Yi(U4) 

C9 

Os determinantes a.(5) e 1;(5) também são reduzidos de acordo com as seguintes 

expressões: 

resultando em dois determinantes 4x4, os quais são mostrados a seguir: 

Yi{W
3
) -JlU

3) -YlU
3) o 

a.(4) = W,Yw(W,) -U,J l±l(U3) -U3
Y

l±i
(U3) o 

o J
{
(u4) YiU4) -KiW4)

o ... ±U) w(U4) ±U
4
Y

t
jU4) -W

4
K

w
(W

4 )
1 

J,(w3) -Jl(UJ -Yi(U3 ) o 

�(4) = 
�Jw(WJ -U3 Jt±1 (U3 ) -U-1'i±1 (UJ o 

o 1,(u4) Y,(U4) -K,(W4 )
o ±u

41{±1 (u4) ±U4½±1(U4) -�Kl±l(�)

(C-28); 

(C-29), 

Esses determinantes, por sua vez, podem ser reduzidos a dois 3x3, conforme as expressões: 

(C-30); 



Fibra Coaxial 

Os determinantes 3 x 3 são: 

-U
3
J w(U

3
) -U

3
Y

l±i
(U

3
) 

a.(3) = JiU4 ) Yt(U.) 
±U)

l
:ti(u.) ±u.Yl:ti(u.) 

-Jl (UJ
;(3) = Jt (u4 ) 

±U4Jw(U4 ) 

-J't(U
3)

�(u4 )
±U4

Yl±l (U4) 

CIO 

(C-31). 

Por conviniência podemos ainda reduzir a.(3) e ç,(3) a dois determinantes, os quais serão 

� encontrados através das expressões;

onde a.(2) e 1;(2) serão os seguintes; 

As equações (C-30) e (C-31) podem ser escritos de outra forma: 

(C-32), 

(C-33), 

(C-34), 

(C-35). 

(C-36); 

(C-37). 

Para comodidade do leitor vamos re-escrever a equação transcendental a ser solucionada: 
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Substituindo-se as equações (C-28) e (C-29) na equação(C-27), obtêm-se a seguinte 

expressão: 

onde a(4) e 1;(4) serão dados por; 

(C-39); 

(C-40). 

Substituindo-se a.(4), 1;(4), a.(2) e 1;(2) na equação (C-38) encontra-se a seguinte equação: 

_ J l±J(U 3) Y/±i{W3) 
- Yl±l(U3) Y1,,.(W2) 

r Yi(U3) Yi{W3)
Y1,,i{w3) u,Yl=l(uJ) w3Ybl(wJ + 
Y1,i(w")

l 
Ji(ui) _ Yi(Wz)

u 11 1.i(u i) w:Y1Jw2) 

Yi(UJ _ Ji(W3) 
J t,i(W3) U3Y,,ju3) W3J ,./w�) 
J !=l(wJ 1 1(u 1) _ JJW�) 

j U]J l= l(U 1) W2J l:i(W2) 

J !(U 3) _ Y,(W3) 
U3J w(U3) W3Yw(W3) 

J 1(U 1) Y1(Wz} 
U 1J 111(U 1) W2Yh.i(Wi) 

J l±l(WJ) 
J 1.i(w2) 

J i{U 3) _ J 1(W3) 
U3J1

,:i{U3
) W)w(W3

) 

J i(ul) _ J i(w2) 
UJ t.i(u i) w21 1.,Jw2) 

(C-4i). 
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Essa é a equação transcendentaI para a primeira situação, N4 < N < N2, da fibra coaxial W. 

Usando-se um procedímento semelhante ao anterior, pode-se encontrar as outras 

situações das fibras coaxial W. 

Situação(2) N2 < N < N3 

Solucionando-se a situação (2) da fibra W, as componentes do campo elétrico, 

segundo a aproximação L P, Ez, E.a, Ey serão dados a seguir: 

A componente do campo na direção 0 é dada por: 

E = e 

(Up) AJ) -1 cos ee cose 
\. a 

[ B1,(;P) ct CK,(;P) ]costecose 

[ DJ ,(u:) + EY,(u:) ]oosf0cose

FKf;p) cosf0 cos0 

;O<p<a 

;a<p<b 

;b<p<c 

;c<p. 

A componente do campo elétrico na direção y será ; 

(C-43). 
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E =  
y 

AJ ,( u�p) cos ee

[Bl,(�P) + CK,(�P) ]co,ee
[m_(U:)+EYe:)]coseS
FK,(�P) coses

;O<p<a 

;a<p<b 

;b<p<c 

; e< p

Onde os argumentos das funções de Bessel são:

C13 

(C-44).

(C-45).

Os argumentos Wi e U; podem ser expressos como funções da frequência normalizada ve da

constante de propagação normalizada B, já definiàos no caso anterior eq.(C-2);

(C-46).

[ ]}/? ul = 1 - B • - av / e.

Usando-se a condição de continuidade dos campos nas interfaces do gma encontra-se

equação transcendental para esse caso seíá dada a seguir:
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J l±i(u4) 
Yw(U,) 

Ji{U4) _ Kt(W4) _.,___.__ + _ __,___---"---
Ui 

w(u4) \.Y.Kw(W. 
Y, U4) + Ki{"'4 

U�Y,±i(U,) W4Kw(W4} 

± Y1(U3) _ K,(�) 

Kh1(\¾) U3
Yl±l U3 W3K,±, W

3 + 
Kw('¾) + J l u,) + Ki{W2}

Ui w(U1) \¾Kt±i{W2) 

�(U 3) + IlW3)
1hi(w3) uJYw(u3 - WJ,±1 �

11±i(w2) J, u, + Ii(�) 
Ul w(U1) - \¾Il±I(\¾) 

= 

+ Ji(U3) Ki{�) 
_ J l±i(u3) Kt±,(�) -u3Jl±l(u3) W)(l±l(w1) _ Iw(w3) 
- Yw(U3) Kt±I(\¾) + J 1(U1) + Kt(W2) Iw(\¾) 

U) w(U,) W
2Kw(W1

) 

J lU3) + 1l\¾)
U)w(ul) - w3ll±l(w3)

J ,(u,) + 1,(w2) 
U) fai(q) - \¾Iw(\¾) 

Situação {3) N3 < N < N1

C14 

(C-47). 

Na solução para o situação (3), N3 < N < N1, faz-se o mesmo procedimento utilizado 

anterionnente, na resolução das situações (1) e (2). Usam-se novamente o campo elétrico 

que será. 

A componente Ez. dada por: 

(C-48). 

As componentes Ee e � serão dadas a seguir: 
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[ DI,(u:) + EKe:) ]cosl0 cose

[ FK,(�P) cos te cose

Componente Ey será: 

E = 
y 

[ m,(�P) + CK,(�P) ]coste

[me:)+ EK,(U
:) ]coste

FK
t
(";) cosf8

;O<p<a 

;a<p<b 

;b<p<c 

; e< p.

;O<p<a 

;a<p<b 

;b<p<c 

;c<p 

As funções de Bessel possuem os seguintes argumentos: 

C15 

(C-49). 

(C-50). 

(C-51 ). 

Os argumentos W; e U; são função da frequência normalizada v e da constante de 

propagação normalizada, já definidos na situação( l ), eq.(C-2); 
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u3 = [B-(N! - N�J]112 bv / c, 
N2-N2 

l • 4 

U = [B -(N! - N!
J]

112 v 
4 

N2 -N2 , 
1 4 

[ ]
112 

U 1 = 1- B av / c. 

C16 

(C-52). 

Utilizando-se essas componentes e a condição de continuidade dos campos nas interfaces da 

fibra, encontra-se a seguinte equação transcendental: 

It±i(U4) 
Kt±1(u4) 

Ic{U4
) Kc{W4

) 
-��+-��-
UJw(u4) W4Kai{\¾) 

Kc{U4) _ Kc{W4)
u4Kl±i(u4) \¾Kl±i(�) 

Kt±i(W3) 
Kt±i(\\�) 

+ It±1(w3)
Il±l(W,) 

Kc{W3) 
_ 

Ic{U3) 
_ l

w (U3) Kfai(�)
- Kt±l(U3) Kt±l(wJ

w3Kl±I (�) U),±1(u3)
Ki('¾) + Ji(Ul)

W2K!±i(wi) - UIJ eiu1)

K1(W3
) 

_ 

Kc{U3
) 

�Kl±l(w3) U3Kl±l(u3) + 
Kt{w2) _ Jc(u1) -��+--� 

W,Kt±l(wJ UJ t±l(u1) 

IiW
3

) 
_ 

Kc(U3) 
'¾It±1(w3) u3Kl±l(u3) 

Ii\¾) _ J c{U1 ) 
-��+-��

w;1t,A'¾) UJ w(u1)

= 

Ic(�) _ Ic{U3) 
, 1t±l(w3) w;l±l(wJ U)l±l(u3) 
• ti(w2) 1i(w2) + J c(ui) 

W,Il=i(\\�) - UJ l=i(q)

(C-53). 

Essas são as equações transcendentais para a fibra coaxial W, estrutura 1, as quais 

serão solucionadas numericamente. 

A estmtura II é um caso particular da I e as suas equa�ões transcendentais são as 

mesmas para as devidas situações, diferindo apenas nos argumentos das funções de Bessel. 
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Situação (1), N4 < N < N3 

Na primeira situação, N4 < N < N3, desta estrutura têm-se que a equação 

transcendental é igual a eq.(C-47) a diferença fundamentai está nos parâmetros Ui e Wi que 

são definidos a seguir: 

(C-54) . 

Situação (2), N3 < N < N1. 

Para a situação (2) desta estrutura, a equação transcendental é idêntica a eq.(C-53), 

diferindo apenas quanto aos argumentos das funções de Bessel, que são: 

nr _ BJ/2 
�4 - V,

Com essas condições pode-se fazer uma análise completa da fibra- coaxial W.

(C-55). 
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C-2 - Fibra M

A fibra M apresenta duas estruturas, que são mostradas na figura (C-2) abaixo. 

N. N. 

(3) 
N

3 
N

3 
(2) 

(2) 
Nl Nl (1) 

Nz Nz
N4 

(1) 
N4 

a b e P. a b e P, 

(IV) 

Fig.(C-2) Perfil de índice de refração das estrnturas III e IV, da.fibra M 

A analise da fibra M é facilitado por ser necessário calcular apenas a situação(3), 

N 1 < N < N3, para o índice de refração efetivo da estrutura ill, pois as demais foram 

calculadas para a fibra W. A diferença entre as fibras W e M esta na freqüência normalizada 

v e na constante de propagação normalizada B. Para a fibra M têm-se a seguinte definição: 

(C-56). 

A seguir são analisadas as situações dessa estrutura. 

Situação(l ), N4 < N < N2, 

Nesta situação a equação transcendental é idêntica à eq.(C-41), diferindo pelos 

parâmetros Ui e Wi os quais são mostrados abaixo; 
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(C-57). 

Situação(2), N2 < N < N1,

P
ar

a esta situação a equação (C-47) e os argumentos das funções de Besse� 

de finido s abaix o, descrevem as características desse caso. 

(C-58). 

Situa çã o( 3), N

1

< N < N3.

P
ar

a solucionar esta situação precisa- s e encontra r o campo em toda s regiões ao 

lon g o  da fibr a . 

r (u P) lAit 7 cosee 

jÍ (W�p) (W2p)l 

E 
= �

l BIL -:- + CKl -

8

- JcosC
9 

y [ (u P) (u P)] 
DJ l -:- + EY

i 

-:- cose
e 

(W4 p) Fl(l -C- COSf
0 

; O < p <a 

; a< p <
b 

; b< p <c 

; c < 
P 

Ne st e  caso os parâmetros U1, U3, Ü4, W2, W3 e W4são os seguinte s :

(C-59
)
. 
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(C-60). 

Usando novamente a frequência normalizada ve da constante de propagação normalizada B, 

definidas a seguir: 

(C-61). 

Com isto os parâmetros Wi e Ui poderam ser re-escritos na forma. 

(C-62). 

Segundo a aproxin1ação L P escolhe-se os cam2os com polarizações lineares, neste caso 

optou-se peia seguinte polarização: E = E( O, Ey, Ez ) e R = H( Hx, O, Hz). Onde a 

componente do campo elétrico na direção z, segundo as equações de Maxwell ,será dada 

pela eq.(C-5) e Ee será da1a pela eq.(C-6).Calcula-se então -Ez...e E.e, para a região em que 

p<a, pois as demais regiões foram encontrndas ao se estudar a _!i�a M. A derivada deste 

intervalo é dada a seguir: 

aEY = A U1 (sen8cosf8)I',(U1p)-A!_(cos8senf8)I,(U1p) 
cy a a p a 

(C-63). 

Usando-se uma das relações de recorrência para as funções de Bessel, dadas pelas eq.(C-7); 
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e as identidades trigonométricas das pela eq.(C-8). 

A eq.(C-65) será dada por: 

Intervalo O<p<a:

aEY = A ui (sen8cosee)rl(U1p)-A!....(cos8sen.ee)1l(U1p)
fy a a p a 

C21 

(C-64). 

= A� { ( sen B costB { I,_, ( �p) + I,.,( �p)] + ( cosB sen tB { I,,tP)- !,_,( �p) ]} 
=A�� {[ sene coste - cose sen tejJ ,_,(U�p) + [sen e coste + cose sente jJ ,.,(�P)} 
=A�� {sen(l- t)eI,_CP) + sen(l + t)er,.,(�P)}
=A�� {-sen(t- 1)01,_,(�P) ++sen(t + 1)er,,tP)} 
:, =-A�� { sen(t-1)01,_,(ut )- sen(t + 1)01,.,(ut)} 
Então a componente do campo elétrico na direção z, para cada região da fibra, é dado pelas 

seguintes equações: 

(C-65). 

A componente do campo na direção 8 , por sua vez, é dada por: 
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Al
t
(�p) cosf9cos9 ;O<p<a

[ B1,(;P) +cK_(W:) ]cosf9cos9
Ee =

[ DJ,(u:) + EY,(u:) ]cosf9cos9

; a<p<b
(C-66).

;b<p<c

; c<p.

Pelas condições de contorno as componentes do campo elétrico devem ser iguais nas

interfaces de cada região da fibra.

Para p = a

as componentes Ee e Ez serão as seguintes; a componente Ee nos leva a seguinte equação;

(C-67).

Da componente E:z resultará as equações a seguir:

(C-68);

(C-69).

Adicionando-se (C-68) a (C-69), encontra-se;

(C-70).

Para p = b a componente Ee leva à seguinte equação:

(C-71).

Da componente E:z resultará as equações a seguir;

(C-72);



Apêndice C 

Operando-se com as equações (C-72) e (C-73) obtêm-se: 

Para p = c, a componente Ee levará à seguinte equação: 

Da componente Ez resultará as equações a seguir; 

_ u3 [J (U3c)o + y (U3c)E] = w4 K (W)F 
b 1-1 b 1-1 b c 1-1 • 

Adicionando-se as equações (C-76) a (C-77)1 encontra-se a seguinte equação: 

C23 

(C-73). 

(C-74). 

(C-75). 

(C-76); 

(C-77). 

(C-78). 

Por conveniência faz-se as mesmas mudanças de variáveis feitas para fibra W, que é dada 

pela eq.(C-20). 

Substituindo-as nas equações anteriores, fica-se com o sistema de equações dado a seguir: 

(C-791· 
/> 

(C-80); 

(C-81); 

(C-82); 



Fibra coaxial C24 

(C-83); 

(C-84). 

Fazendo-se o mesmo procedimento dos casos anteriores para que o sistema apresente 

solução não-trivial então o determinante dos coeficientes será nulo, logo obtêm-se: 

It {U1) -I1(W2) -Kt{Wi) o o o 

U1Iw(U1) -W2Iw(W2) W2Kw(W2) o o o 

o It{W3) Kt{W3) -Jt(U3) -Yt(U3) o =O. 
o +W3Iw(W3) ±W

3Kt:i{W3) -UJt:ti(U3) -U3Yw(U3) o 

o o o Jt(U4) Yt(UJ -Kt {W4) 
o o ±u41,:,(u4) ±U4Yw(U4) -W

4Kw(W
4

Esse determinante é reduzido segundo a expressão, 

It(U1)a(s)- u11,:1(u1 )ç(s) = o (C-85), 

onde se tem dois determinantes de ordem 5. Eles são: 

-W21w(W2) W2Kl±l{W2) o o o 

lt{W3) K,(W3) -It{U3) -Yt(U3) o 

a(5) = +W3lw(W3) ±W:,Kt::{W3) -U3Iw{U3) -U3Yt:::1{U3) o 

o o J t{U4) Y1{U4) -Kt(W4) 
o o ±U4Jt,1:1(U4) ±U4Yl:!:l(U4) -W.,.Kl±l{W4) 

-1,(w2) .. -Kt{W2) o o o 

It{W3) K,(W3) -J,(U3) -Y,(U3) õ 

ç{5) = + 3lt:::1(W3) ±W3Kw(W3) -U31w(U3) -U3 Yt:::i{U3) o 

o o 11(V4) Y,(U4) -Kt(W.iT 
o ±U4Jw{U4) ±U4Yl±l(U4) -W4Ki:t1(W4)

Os determinantes a(S) e ç(S) também são reduzidos de acordo com as seguintes 

expressões: 

a(s) = -W2Iw(W2)a(4)- W2Kt:t1{W2)ç{4) (C-86); 
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(C-87), 

resultando em dois determinantes 4x4, os quais são mostrados a seguir: 

KlW3) -Jt(U3) -Yt(U:;) o

a(4)= 
±W3Kw(W3) -Ujl±J(U3) -U3Yl±i(U3) o 

o Jt(U4) Yt(U4) -Kt{W4) 

o ±U4Jrn(U4) ±U4Yw(U4) -W4Kw(W4) 

Ii{W3) -Ji(U3) -Yi(U3) o 

ç(4) = 
+WJw(W3) -Uiw(U3) -U3Yw(U3) o 

o Jt(U4) Yt{U4) -Kt{W4) 

o ±u4Jl±i(u4 ) ±U4Yw(U4) -W4Kw(W4

Esses determinantes, por sua vez, podem ser reduzidos a dois 3 x3, conforme as expressões: 

Os determinantes 3 x 3 são: 

-U3
J t=i(U3) -U3Yw(U3)

a(3) = 1iU4) Yt(u.) 
±U) t±i(U4) ±U4Yw(D4) 

.... 

-J,(UJ -YiU3)
ç(3) = Jt(U4) Yt(U4 ) 

±U,)w(U4) ±U4Yl±l (U4) 

o 

-Ke(�) 
-W4Kw(WJ

o 

-Kt{W4) 
-W4Kw(W4) 

(C-88); 

(C-89). 

Por conviniência pode-se reduzir-se a dois determinantes, a(3) e c,(3), os quais serão 

encontrados através das expressões; 

(C-90), 

(C-91) , 
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onde cx.(2) e ç(2) serão os seguintes; 

(C-92), 

(C-93). 

As equações (C-92) e (C-93) podem serre-escritos da seguinte forma: 

(C-94); 

(C-95). 

Para comodidade do leitor re-escreve-se a equação transcendental (C-85), a ser solucionada: 

Ao substituir-se as equações (C-86) e (C-87) na equação(C-85), encontra-se a seguinte 

expressão: 

onde cx.(4) e ç(4) serãõ dados por; 

(C-97); 
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(C-98). 

Substituindo-se a.(4), 13(4), a.(2) e 13(2) na equação (C-96) encontra-se a seguinte equação: 

(C-100). 

A estrutura V é um caso particular da anterior, àiferindo pela relação N2 < N4. Com 

essa co�dição tem-se apenas duas situações a serem solucionados, cujas equações 

transcendentais são iguais as situações correspondentes da estrutura IV, novamente a 

diferença esta nos argumentos das funções de BesseL 

Situação(l), N4 < N < N1. 

É idêntico à situação(l) da estrutura anterior e a solução para a equação de onda é 

dada pela eq.(3-15) com os parâmetros Ui e Wi dados por: 
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(C-101). 

Situação(2), N1 < N < N3. 

A equação transcendental desse caso é igual a eq.(C-100) onde os argumentos das 

funções de Bessel serão: 

(C-102). 

Com essa equações pode-se analisar o comportamento de uma onda propagando nas 

fibras W e M. 
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