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Resumo

Em 1988 G. W. Semenoff prop6s um modelo tedrico baseado no termo de Chern-
Simons (C.S) para a realizagdo explicita dos 4nions. Anions sdo particulas em um espago
(2 + 1)-dimensional capazes de explicar fendmenos importantes na fisica do estado sélido
como, por exemplo, a supercondutividade de altas temperaturas e o efeito Hall quantico
fraciondrio, entre outros. O modelo de Semenoff contém, além do termo de C. S., um
acoplamento minimo entre os campos de matéria ¢ e de calibre A,. Nesta dissertacdo,
nds procuramos investigar a fundo a origem da estatistica fraciondria no modelo de Seme-
noff. Propomos, entdo, modelos com acoplamento nao minimo na busca de alternativas
para a obtencao da estatistica fraciondria. Neles, o termo ndo minimo do acoplamento
é construido a partir de uma redefini¢do do campo A,. Encontramos, de fato, modelos
nao minimos com tal propriedade além de novos aspectos anteriormente mascarados pelo
acoplamento minimo. Uma outra forma de inserir a interagao ndo minima é apresentada
com os mesmos resultados sendo obtidos.



Abstract

In 1988 G. W. Semenoff proposed a theoretical model based on the Chern-Simons
term (C.S) for the explicit accomplishment of anyons. Anyons are particles in a (2 + 1)-
dimensional space involved in the explanation of important phenomena in solid state phy-
sics like, for example, the high temperature superconductivity and the fractional quantum
Hall effect, among others. Semenoff’s model contains, besides the C. S. term, a gauge
field A, which couples minimally to the matter field ¢. In this dissertation, we inves-
tigate further the origin of fractional statistics in the model of Semenoff. We consider,
then, models with non-minimal coupling in the search of alternatives for the attainment
of fractional statistics. In these models, the non-minimal term of the coupling is construc-
ted from a field redefinition of the gauge field A,. We find, in fact, non-minimal models
with such property as well as new aspects previously masked by the minimal coupling.
Another form to insert the non-minimal interaction is presented and the same results were
obtained.
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INTRODUCAO

A Fisica em 241 dimensoes apresenta aspectos muito interessantes. Tanto do ponto
de vista tedrico, pois permite testar a consisténcia matemadtica de nossas teorias, como do
ponto de vista experimental, pois, como veremos, hd fendmenos que ocorrem com simetria
total no eixo Oz de tal forma que podemos considerar apenas duas dimensoes espaciais,
o espago-tempo tridimensional tem recebido cada vez mais atencdo dos cientistas. Por
conta disso nds resolvemos dedicar esta dissertacdo de mestrado a este assunto tao fértil,

tao amplo e, por isso mesmo, tao fascinante.

Em trés dimensoes espaciais todas as particulas da natureza estao divididas conforme
o tipo de estatistica que obedecem. Os férmions, que recebem este nome porque obedecem
a estatistica de Fermi-Dirac, sdo particulas cujo spin é dado por multiplos semi-inteiros
de h. Estas particulas se caracterizam pelo fato de que a fun¢do de onda de muitos
corpos a elas associadas troca de sinal ao serem permutadas as posi¢es de duas particulas
quaisquer. J4 os bdsons, que recebem este nome por obedecerem & estatistica de Bose-
Einstein, sdo particulas cujo spin é dado por multiplos inteiros de . Quando se permuta

duas particulas bosonicas a fungdo de onda de muitos corpos nao sofre alteragao alguma.

Em 2+1 dimensdes tudo é bem diferente. Quando se acopla um campo de calibre a
um termo de Chern-Simons a natureza deste impde certos vinculos que levam a um termo
de spin anémalo no operador momento angular. O valor do spin nédo é mais miltiplo de 7,
podendo assumir um valor arbitrario. As particulas com esta propriedade sao chamadas
de 4nions e em 1982 mostrou-se que o conjunto formado por particulas carregadas e
vértices em 2+1 dimensoes e conjuntos carga-tubo de fluxo em 341 se comportam assim.
Neste contexto uma transformacg@o continua entre férmions e bosons é possivel a partir
da variacdo da constante adequada. Em nossa dissertagao vamos procurar mostrar como

isso acontece.

No capitulo 1 faremos uma descri¢ao do método adotado para o tratamento de siste-
mas com vinculos, a saber, o método de Dirac. Este método é geral, podendo ser usado
em qualquer tipo de sistema em qualquer dimensdo. Ele é apropriado para tratar siste-

mas hamiltonianos de tal forma que permite remover as inconsisténcias a que os vinculos
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levam ao se calcular os parénteses de Poisson de grandezas que os contém.

No segundo capitulo abordaremos o problema propriamente dito. Comegando por
uma descri¢do um tanto quanto caricata das particularidades de se trabalhar em duas
dimensdes espaciais e uma temporal chegaremos até o modelo apresent'ado em agosto de
1988 contendo a propriedade que define os anions, a estatistica fracionaria. Neste modelo,
o operador de momento angular candnico contém um termo a mais que é proporcional ao

quadrado da carga elétrica total.

O terceiro capitulo serd usado para apresentar os resultados obtidos neste trabalho de
mestrado. Usando um acoplamento diferente do descrito acima nds encontramos resulta-
dos que concordam entre si. Através da constante d& acoplamento que usamos podemos
rastrear a influéncia do novo termo. Além do termo proporcional ao quadrado da carga,
encontramos um termo proporcional & energia magnética contida no sistema, ressaltando
que isto sé é possivel devido ao tipo de associagdao entre carga e campo magnético que
s6 existe em 2+1 dimensées e que jd podia ser esperado em virtude das conclusdes do
trabalho de 1982.

Para o apéndice resta a dedugdo do termo referido acima e a demonstragdo de seu

cardter nao trivial.
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1 SISTEMAS HAMILTONIANOS
COM VINCULOS

1.1 Introducao

A quantizac@o de sistemas Hamiltonianos com vinculos por nés empregada nesta tese
foi desenvolvida notadamente pelo fisico inglés de descendéncia francesa Paul Adrien

Maurice Dirac (1), a quem chamaremos apenas de Dirac daqui para a frente.

Dirac percebeu que a existéncia dos vinculos implica necessariamente que nem todos
os graus de liberdade do sistema tenham a mesma importéancia fisica. Na realidade, ele
mostrou, e nés o repetiremos aqui, que a cada vinculo independente corresponde um grau
de liberdade espirio, que deve ser removido para se poder quantizar devidamente um tal
sistema. Ele, entdo, procurou desenvolver uma maneira sistemética de fazer a referida
remocdo dos graus de liberdade ndo interessantes fisicamente. Alguns outros autores
levaram mais adiante as idéias de Dirac. Dentre estes consideramos de maior relevancia
para os nossos estudos Marc Henneaux e Claudio Teitelboim em (2) e D. M. Gitman e
I. V. Tyutin em (3) Dessa forma se chegou ao que chamamos hoje de Método de Dirac
de Quantizacao de Sistemas Hamiltonianos com Vinculos. Este método serd esbogado no

presente capitulo desta dissertagao.

1.2 Invariancia de calibre - Vinculos

Nesta secdo procuraremos esclarecer a relagdo entre invaridncia de calibre de uma
teoria fisica e a existéncia ou nio de vinculos nessa teoria. Para tanto vamos explicitar o

que entendemos por invaridncia de calibre.

Para descrevermos um sistema fisico precisamos estabelecer um sistema de coorde-
nadas de referéncia no qual anotaremos os valores das propriedades do sistema em cada

instante de tempo. Por exemplo, no caso de um oscilador harménico unidimensional é
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preciso de uma coordenada espacial onde anotaremos o valor da posi¢do da particula em
cada instante, e de uma coordenada de momento onde anotaremos o valor do momento
da particula em cada instante de tempo. Temos, assim, um sistema de coordenadas bidi-
mensional. A escolha da origem desse sistema pode ser feita de maneira completamente
arbitraria. Qualquer que seja a posi¢ao de equilibrio da particula o movimento dela sera
sempre o de oscilagdo em torno daquele ponto sem importar o seu valor numérico. Da
mesma forma podemos escolher a velocidade do sistema de referéncia (lembremos que
este sistema é cldssico) de forma a alterar arbitrariamente valor numérico do momento
da particula, mas as equagdes de movimento serdo as mesmas de forma que, fisicamente,
nada foi alterado. Dizemos entdo que as coordenadas deste sistema sdo invariantes por*
uma transformagao de calibre, ou seja, sio independentes do sistema de referéncia, de

forma a serem consideradas variiveis verdadeiramente fisicas.

Entretanto existem teorias em que algumas varidveis dindmicas precisam ser especi-
ficadas em um sistema arbitrario de referéncia para que se possa efetuar os cédlculos e
obter resultados fisicos. Tais teorias sao chamadas Teorias de Calibre. Estas teorias tém
como propriedade o fato de suas equagdes de movimento conterem fungdes arbitrarias
do tempo devido ao fato de nem todas as varidveis canénicas serem independentes, ou
seja, da existéncia de vinculos entre elas. Tornaremos isso mais claro adiante assim como
daremos precisdo ao conceito de vinculo. Concluimos o raciocinio dizendo que toda teoria
de calibre é um sistema hamiltoniano com vinculos e alertando para o fato de que nem

sempre podemos associar os vinculos de uma teoria a uma simetria de calibre.

1.3 Lagrangeana - Vinculos Primarios

Tomaremos como ponto de partida o principio da agdo minima. Assumimos a existéncia
de uma acgao integral que depende do movimento de modo que, quando se varia o movi-
mento e se exige que a agao seja estaciondria, as equagdes do movimento sdo obtidas. Dirac
escolheu comegar assim porque esta é a maneira mais facil de tornar a teoria relativistica,

pois isto s6 depende das propriedades da lagrangeana.

Denotamos a agao integral por

I= f L(g, g)dt. (1.1)

Variando a agdo obtemos as N equagdes de Euler-Lagrange que determinam o movi-
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mento para N graus de liberdade;

d  OL oL
e n=1.2.--.N. 2
dt(acj") aq™’ Ladites, (12)

Se efetuarmos o cdlculo da derivada temporal obteremos

d (BL) 8L dg 8L dg™
dt'0g,”  8gv o dt  Bgv Hgn di
L .. PPL

e 3 “T
— aqn: aqnq 3 aq.n/ aqnq ’

=

, 0°L oL » 0°L

i ; =——-q" ; y 1.3
" oo o ! agrag (13)
Para que seja possivel obter univocamente ™ é necessdrio que
2
P (1.9
aq™ O™

O determinante da matriz (hessiana) acima é chamado de hessiano e quando ele

for nulo ndo se podera determinar ¢" de maneira tnica, e fungbes arbitrdrias do tempo

aparecerdo. A teoria é, entdo, dita singular.

Para se chegar ao formalismo hamiltoniano é necessario definir os momentos canoni-

camente conjugados &s coordenadas ¢",

)
pn, — aq-n'

(L5)

Usando a equagdo (1.5) podemos escrever a equagdo (1.4) como

op1  9p1 Ip1

gt 8¢? EX]

Gy o2 o

a¢ 94 9¢ 7& 0
dpn  Opn opn

Vemos a partir da equacio (1.3) que a nulidade do hessiano implica necessariamente

na existéncia de relacoes do tipo-
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®,.(¢g,p) =0, m=12,..., M. (1.6)

Agora ji podemos ver melhor como, devido aos vinculos contidos nessas teorias,
fungbes arbitrarias do tempo aparecem nas solugoes das equagdes de movimento nas teo-
rias de calibre. A equagio (1.6), que também pode conter derivadas de p, e ¢, é nossa
defini¢do de vinculo. Ressaltamos ainda que quando os p, sdo substituidos em (1.6) por
sua defini¢do (1.5) obtém-se uma identidade. Daqui em diante ndo usaremos mais o indice
n deixando claro que g e p devem sempre ser entendidos com se referindo as NV varidveis

geas N p.

Os ®,,(q,p) sdo chamados de winculos primdrios porque ndo usam as equagoes de

Euler-Lagrange (1.2) nem impdem restrigdes em ¢ ou g.

Algumas consideracées de natureza matemadtica devem ser feitas aqui. Assumimos
que o posto da matriz hessiana é constante em todo o espago (g, q) e que as relagdes (1.6)
definem uma subvariedade suavemente submersa no espago de fases. Se o posto da matriz
hessiana é N — M', entdo existem M' < M relagdes independentes entre os ®,,(g,Dp).
Daf vemos que a subvariedade definida por (1.6), conhecida como superficie dos vinculos
primadrios, tem dimensdo 2N — M'. A existéncia dos ®,,(g, p) implica que a transformacio
inversa dos p's para os ¢'s ndo é univoca. Dito de outra forma, a definicdo dos p's é
um mapeamento de uma variedade de dimensdo 2N para uma de dimensdo 2N — M’.
Para fazer com que essa transformacio seja univoca é preciso introduzir pelo menos M’

parametros extras. Estes parametros aparecerdo como multiplicadores de Lagrange.

1.4 Condicoes de Regularidade

Condigdes de regularidade sdo restricdes impostas nos vinculos (1.6) para se passar
para o formalismo hamiltoniano. Nesta altura tais condi¢bes podem parecer um pouco
obscuras mas seu uso futuro justifica completamente sua inclusdo neste ponto de nosso
trabalho.

Podemos colocar as condicoes de regularidade de varias formas e o faremos de pelo

menos trés maneiras diferentes (embora equivalentes) para facilitar a compreenséo:

e As funcdes ®,,(g,p) podem ser localmente tomadas como M’ coordenadas (ja que,
delas todas, M’ sdo independentes por hipétese) de um novo e regular sistema de

coordenadas na superficie dos vinculos (1.6);
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e Os gradientes d®,...,d®,s sdo localmente independentes entre si na superficie dos

vinculos;

e As variagoes 0P, sdo de ordem € para variagGes arbitrarias dq e ép de ordem e.

Com a ajuda destas condigoes, provaremos dois teoremas que serdo muito importantes

logo mais adiante.

Teorema 1 Se uma funcdo G do espaco de fases se anula na superficie ®,, = 0, entao
G = g™, para g™ arbitrdrias.

Demonstracdo: Se € possivel escolher localmente @) entre as ®,, como as primeiras
coordenadas de um sistema (Y, Te), cOmM Yy = Dy, entdo, por hipétese G(0,z) = 0,

dai

LdG(yt, z) LdG(yt,z), - o
= — e = = t = Ym/ t, = m@m.
G(y,2) /0 ==—at A ) (yt)dt =y /0 dG(yt,z) =g

Teorema 2 Se \,0¢" + u™dp, = 0 para variagdes arbitrdrias dq™, dp, tangentes d su-

perficie dos vinculos, entdo

m n m

i it 50
og™ salkeits Opn

AL

A igualdade aqui € vdlida na superficie dos vinculos.
Demonstracdo: Seja G uma funcdo tal que G = 0 na superficie dos vinculos. Pelo

teorema 1, temos que 6G é uma funcdo dos ¥,,(q,p), dal

8G oG (a@m -

0G = Ed‘bm = ?ﬁrm Bq" q + mdpn)y

demonstrando o teorema.

1.5 O Hamiltoniano Candnico

O Hamiltoniano é definido como sendo dado pela transformagéo de Legendre

H(q,p) = 4p — L(q, ). (1.7)
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Repare que a definigdo acima deveria fazer com que a fungdo H fosse uma fungio das
varidveis ¢ e ¢. Entretanto, como veremos a seguir, isto ndo acontece. Calculemos uma

variacao total na fungao H.

SE = d{dp + )~ %‘g’%q) - %‘fj’@a@)
= i~ %‘;"”6@) (18)

Da equagdo (1.8) podemos ver que realmente a fungdo hamiltoniana sé depende de ¢

€ D;

H = H(q,p).

Devemos ter em mente que H(g,p) ndo é unicamente definido a nédo ser na subvarie-
dade (1.6) ja que as variagGes §(p) devem preservar tais equagdes. Qualquer combinagio
linear das equagdes (1.6) pode ser adicionada ao hamiltoniano sem alterar de maneira
nenhuma a fisica por ele descrita, uma vez que cada um dos ®,,(g, p) se anula. Portanto,
o hamiltoniano mais geral que se pode obter é a funcdo definida pela transformada de

Legendre (1.7) mais uma combinagao linear dos vinculos (1.6)

H — H+ C™(¢,p)®m(g;p)- (1.9)

Vamos procurar esclarecer um pouco mais este ponto. Se encararmos H como H(g, p),

teremos
0H = —6q" + —0p,. 1.10
aqn q 6 n p ( )

Somando (1.10) & equagdo (1.8), obtemos

(Z—; + STI;)&J" + (% = "‘)5(pn) =0.

Pelo teorema 2,
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8,

L. 0 H _0%, oL
=N + u . .
oq"

_ oL __BH
= o, Opn Bq"

— 6qn
p

m

(1.11)

q

Vamos supor que todos os @,(¢,p) sejam independentes, ou seja, M = M'. Isto im-
plica que os vetores % também sdo independentes. Neste caso, a primeira das equagoes
acima tem uma grande importancia pois ela permite que, a partir do conhecimento dos

u™, se possa determinar unicamente os g".

Vamos encarar os ™ como coordenadas das imagens de um dado p, no espaco (g, g).

Definindo a transformacdo de Legendre do espago (g, ¢) para a superficie ®,,(¢q,p) = 0 do

L]

espaco (g,p, u) em termos de

" =q"

- 0oL
DPn = B_q"_ ]
u™ = u™(g,p)

vemos que esta transformacdo entre espacos de dimensdo 2N é perfeitamente in-

versivel:

"=q"
" =L
cbm(%p) =0

E importante notar que se M’ < M as coordenadas u™ serdo fungées ndo sé de ¢ e ¢

mas também de o = M — M’ parametros.

1.6 Principio da Acao na Forma Hamiltoniana

As equagbes de Lagrange podem ser postas sob a forma hamiltoniana

.. OH

0%, ; o0H
g —

OH | mO%m
pﬂ = aqn aqn b

m

~ Opn Opn

q’m(‘]ap) =0. (1'12)

Elas também podem ser obtidas através do principio variacional

6| (¢"pn— H—u™®,)dt=0. (1.13)
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Vamos explicitar como. Fazendo a variagio da equagdo (1.13) temos

o e o0H 0H
6/Ltotddt=/ [(511 pn+q 5pn'— (6 ndq e gp_'&pn)] d
—/[5um¢)m—um5@m] dt
0H 09,
= [ (e~ 5= ) @

Ao BE. BB e
_/[(pndt S~ " o) 4" b <I>m]dt

=0 . (1.14)

Dessa forma podemos identificar claramente a primeira e a terceira das equagoes
(1.12). Fazendo uma integral por partes e lembrando que as variagdes arbitrérias 6¢™, p,
e du™ estdo sujeitas as condigdes 6¢™(t1) = d¢"(t2) = 0, obtemos a segunda das equagdes
(1.12).

A luz do principio variacional fica mais ficil entender porque a teoria é invariante sob
uma transformacdo do tipo (1.9). Basta observar que uma tal transformacéo ndo vai além

de uma renomeagao nos parametros multiplicadores de Lagrange u™.

As equagdes de movimento para qualquer fungdo F = F(q,p) é, entdo, dada por

a O e BE

F = _qn b= mn
dq™ Opn
OF (0H L 0%,\ OF (0H , 0%,
= o \om T ) “omor T B )
F = {F,H} + u™{F, ®n}. (1.15)
Aqui o operador { , } ndo é nada mais do que o Parénteses de Poisson clédssico (4)

0A 0B 0A 0B
{A B} Oq™ Opn apn 5qn'
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1.7 Igualdades Fraca e Forte

Ao lidar com o formalismo hamiltoniano e, especificamente, com parénteses de Poisson

é necessario tomar algum cuidado ao se implementar os vinculos (1.6).

Os vinculos devem ser entendidos como condicOes a serem satisfeitas pelas varidveis
dindmicas da teoria e ndo como identidades que podem ser usadas a qualquer instante.
Por exemplo, se calcularmos {®,,(¢,p), G(¢,p)}, sendo G(g, p) uma funcdo qualquer, ndo
necessariamente obteremos um resultado nulo apesar de termos, sempre ®,,(¢,p) = 0,
quaisquer que sejam m ou o ponto do espaco de fases (g,p). Utilizar as condigGes (1.6)
antes de calcular todos os parénteses de Poisson da.teoria pode levar a erros. Portanto
devemos distinguir a maneira como os vinculos se anulam da maneira usual. Para isso
usamos 0 simbolo =, chamado de simbolo de igualdade fraca, para denotar a propriedade

dos vinculos, distinguindo-a, assim, da igualdade usual, chamada de igualdade forte.

Daqui para frente deveremos entender a equagao (1.6) como sendo dada por

Bn(g,p) ~0, m=12,..., M. (1.16)

Dito de outra forma: igualdade forte é aquela que é vilida em todo o espago de fases;

igualdade fraca s6 é vdlida na superficie (1.6).

Destaquemos ainda que, pelo teorema 1, se F' e GG sao fracamente iguais, entdo estas
duas funcgdes diferem por uma combinagdo linear dos vinculos (1.16). A volta também
vale, ou seja, se duas fungdes diferem por uma combinagao linear dos vinculos, elas sdo

fracamente iguais.'.Em linguagem matemaética,
Fx~G& F—G=d(q,p)?;. (1.17)

1.8 Vinculos Secundarios

Tendo estabelecido as equagbes de movimento, ou seja, a evolucdo temporal para
qualquer grandeza fisica através das equagdes (1.15), nés agora vamos analisar as con-

seqliéncias dessas equagoes.

Para manter a consisténcia da teoria faz-se necessario que os vinculos (1.16) se con-

servem com o0 passar do tempo. Logo deveremos ter <i>m(q, p) = 0 para qualquer valor de
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m, Ou seja;

{@m(q,p), H} + 4™ {®m (g, p), @ } ~ 0. (1.18)

Pode ser que as equagdes acima levem a identidades do tipo 1 = 1, neste caso nao hd
problema nenhum e saberemos prontamente que aquele vinculo (aquele valor particular
de 7n) ndo gerard novos aspectos fisicos para o problema. Mas e se em vez disso obtiver-
mos uma situagao do tipo 1 = 0?7 Bem agora tudo é diferente pois hd algo claramente
inconsistente na teoria. Vamos aproveitar este ponto e fazer algumas consideracoes sobre
a funcdo Lagrangeana de um determinado sistema; Esta fun¢do, importantissima pois
determina completamente as equagdes de movimento do sistema, contém uma certa ar-
bitrariedade uma vez que a ela pode ser adicionada uma derivada total com relagdo ao
tempo sem alterar a fisica por ela descrita (5). Isto pode ser visto facilmente notando que
o principio variacional de Hamilton exige que as variagGes nas coordenadas sejam nulas
nas extremidades do movimento considerado implicando na anulacido do termo que pode
ser integrado totalmente. Entretanto, a arbitrariedade na escolha da Lagrangeana do
sistema termina ai. H4 que se ter o cuidado de usar Lagrangeanas que levem a equagdes

de movimento consistentes. Caso contrario, situagées como 1 = 0 podem ocorrer.

E possivel, ainda, que a equagio acima resulte numa restrigio sobre as fungdes »™, mas
também pode gerar uma relagdo entre os p's e ¢'s independente dos outros vinculos. Neste
caso, dizemos que esta relacdo é um wvinculo secunddrio. Secunddrio porque difere dos
primdrios no sentido de que aqueles ndo requerem as equagdes do movimento (1.15) como
estes, advindo somente a definicio dos momentos (1.5). Quando vinculos secundérios sdo
gerados é necessario impor a eles as mesmas condi¢oes impostas aos primdrios e, assim,
sucessivamente até que ndo se tenha mais vinculos a serem descobertos, ou seja, todas
as equagoes (1.18) gerem identidades ou restrigdes sobre os u™. Sobre estas restrigdes

falaremos mais na préxima se¢do. Os vinculos secunddrios serdo denotados por

Oi(g,p) 0, k=1,2,... K. (1.19)

Os vinculos da teoria serdo agrupados todos (tanto os primdrios como os secunddrios)
numa mesma notagao ji que esta distin¢do, como serd visto na secdo 1.11.3, ndo é de

primeira importancia

B;(¢,p) =0, j=1,2.. ., M+1,... M+K=J (1.20)
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Assumimos que as mesmas condigdes de regularidade (veja segdo 1.4) valem para os
(1.20).

1.9 Restricoes nos Multiplicadores de Lagrange

Como jd vimos, as restrigoes nos u™ sao

{®(¢g,p);, H} + u™{®(q,p);, ®m} = O, i=12,...,J, m=12,...,.M. (1.21)
Tais equagdes podem ser vistas como equagoes lineares ndo homogéneas nos u™, de
forma que a solugdo mais geral u™ = u™(g,p) é dada por uma solugdo particular da
equagdo ndo-homogénea somada & solugdo geral da equagdo homogénea (6). Uma tal
solugdo deve existir pois o contrario significaria que a Lagrangeana do sistema néo leva &
equagoes de movimento consistentes, e nds ndo estamos considerando este caso. Natural-

mente, a solugdo ndo é tinica. Nao chega nem perto disso.

A equagdo homogénea é dada por

V™{®;, &} ~ 0. (1.22)

A solugdo mais geral é uma combinagio linear de todas as solugbes independentes
V™(q,p), onde a = 1,2,..., A. Para que o nimero A de solugdes independentes seja o
mesmo para todos os (g,p), assumimos que o posto da matriz {®;, ®,,} é constante em

todo o espago (g, ¢).

Se U™ for uma solugao particular da equagao ndo-homogénea, entao

u™ & U™+ v*V", (1.23)

Com relagdo ao hamiltoniano (1.9), vamos substituir os coeficientes dos vinculos (1.6)

pelas solugdes encontradas

Hr = H4U™d, +v"V"®p, (1.24)
= H +v°q,,
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com

H = H+U™®,e (1.25)
3, = V™o, (1.26)

a

Assim as equagGes de movimento ficam

F = {F, Hr}. (1.27)

Hy é chamado de hamiltoniano total.

Conforme o exposto acima os coeficientes v® sdo completamente arbitrarios. Como
resultado da andlise acima, nés implementamos todas as condigbes de consisténcia da
teoria e ainda temos fungées arbitrarias do tempo nas equagées de movimento, mostrando
que, em teorias com vinculos as condigGes iniciais ndo determinam o resto do movimento

como em teorias sem vinculos.

1.10 Funcoes de Primeira e Segunda Classes

Mais algumas definigdes sdo necessarias para um melhor apreci¢ao do poder do método

de Dirac para a abordagem de sistemas hamiltonianos com vinculos.

Como ja dissemos, a distin¢ao entre vinculos primérios e secunddrios ndo é importante
para o nosso estudo. Bem diferente é o caso da distingdo entre vinculos de primeira e

segunda classe. Ela tem um papel fundamental para nds.

Funcgées de primeira classe sdo aquelas que tém parénteses de Poisson fracamente nulo

com cada um dos (1.20). Ou seja, a fungdo F(g,p) é dita de primeira classe se

(F,3;}~0, j=1,2...,J (1.28)
Caso contrdrio, a fun¢do F(g,p) é dita de segunda classe. Aos poucos vai ficar mais
claro porque esta defini¢do é tdo importante.

A respeito desta definigio vamos demonstrar o seguinte teorema, que pode ser enten-

dido como uma generalizacdo do teorema de Poisson da mecéanica clédssica, que afirma que



24

o0 parénteses de Poisson entre duas constantes do movimento (que possuem parénteses de

Poisson nulo com o hamiltoniano) também € uma constante do movimento(4).

Teorema 3 O parénteses de Poisson de duas fungdes de primeira classe é também de

primeira classe.

Demonstraggo: Sejam A e B tais que {4, ®;} = a¥®; e {B, &} = b[*®,,. Pela identidade
de Jacobi (4, 5),

{{A,B},8,} = {A,{B,®,}}~(B,{4,2.}}
= {A,%n} — {B,a%nm)
= {4,t"}9,, + {4, ®,} - {B,a™}®,, — a™{B, ®,,}
= {A4,"}®, + Ea®,, — {B,a™}®,, — atb7 D,

0.

Q

E importante notar que tanto o hamiltoniano H’ definido por (1.25) quanto os @,
definidos por (1.26) sdo funces de primeira classe. Dessa forma o hamiltoniano total
(1.24) é separado em duas partes ambas de primeira classe. A primeira delas (1.25) é
responsavel por satisfazer as condicoes de consisténcia da teoria em si. J& a segunda,

(1.26), contém os termos arbitrrios caracteristicos das teorias com vinculos.

1.11 Vinculos de Primeira Classe: Geradores de
Transformacoes de Calibre

Nesta se¢ao vamos tentar entender fisicamente os resultados até aqui obtidos.

Nés partimos de uma Lagrangeana geral que supomos descrever um dado sistema
hamiltoniano com vinculos. Chegamos, através de uma transformada de Legendre, ao
hamiltoniano do problema e fizemos todas as consideragées que nos pareceram necessarias
para encontrar a solugdo mais geral possivel para as equagdes de movimento. Tal solugdo
contém termos que dependem do tempo que sdo completamente arbitrdrios de forma
a deixar claro que as condic¢des iniciais do problema nao determinam unicamente sua
evolucdo. Dito de outra forma, no inicio do movimento nds conhecemos todas as varidveis
q e p e estas determinam as propriedades fisicas iniciais do sistema, ou seja, o estado fisico

inicial. Com o passar do tempo nds ndo somos mais capazes de determinar os q e os p
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por causa das fungdes arbitrarias v* que aparecem. Entretanto, nés sabemos da mecénica
cldssica que o estado fisico final deve ser determinado pelo estado inicial. Concluimos
que, para acomodar o determinismo e a arbitrariedade dos v® deve haver varios conjuntos
(¢,p) que correspondem ao mesmo estado fisico. Nos propomos, agora, a procurar tais

conjuntos.

1.11.1 Transformacoes de Calibre

Na discussdo no comego desta se¢do, vimos que o estado fisico final é o0 mesmo quais-
quer que sejam os valores das fungdes arbitrarias v® e, portanto, a distingdo entre estados
que diferem entre si somente pelos valores das v® % fisicamente irrelevante. Queremos
dizer com isso que qualquer transformagio nas coordenadas que gere alteragdes somente
nas v® é considerada uma transformacdo que ndo altera o estado fisico, ou seja, uma

transformacdo de calibre.

Para entendermos como funciona este tipo de transformacdo, vamos tomar valores
especificos das coordenadas ¢ e p no instante ¢ e ver o que acontece a uma variavel fisica

qualquer F(g,p,t) depois de um pequeno intervalo de tempo dt. Vejamos.

F(t+6t) = F(t)+F6t
= F(t) +{F, Hr}ét
= F(t) + 6t[{F, H'} + v*{F, @,}). (1.29)

Os parametros v* sdo, como ji sabemos, completamente arbitririos de modo que
temos a intengdo de repetir o processo usando desta vez pardmetro diferentes e verificar

o que acontece. A diferenca serd dada por

AF(t+ 6t) = 6t(v® — w*){F, Do} (1.30)

A equagio acima pode ser escrita como

AF(t+6t) = {F 8.}, (1.31)
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onde

e = 6t —w® (1.32)

é um nimero pequeno e arbitrario.

Aqui nds usamos uma funcdo F'(g,p,t) que é a mais geral possivel. Vé-se, entdo,
claramente que qualquer uma das varidveis canonicas pode ser modificada por uma trans-

formagéo do tipo (1.31), sem que o estado fisico seja alterado.

2’

E importante notar que esta mudanca nas varidveis hamiltonianas é equivalente a

uma transformacdo de contato com uma fungdo gerwtriz (4, 5) dada por €*®,.

Pelo que foi exposto até aqui, vemos que as fungdes ®, que apareceram na teoria
como vinculos primdrios de primeira classe podem ser vistas como funcbes geratrizes de

transformacoes de calibre nessa teoria.

Acontece que as (1.31) ndo sdo as Unicas transformagdes de calibre possiveis. Se nds
fizermos duas dessas transformagcdes, a primeira gerada por €2®, e a segunda por ¥% @,

teremos

Fi(t+6t) = F(t) + {F,®,} + 7" {F + *{F, 0, }, 0, }.

Se invertermos a ordem das transformacéGes teremos

Fyft +6t) = F(2) + 7 {F, 80’} + ¢ {F +1°{F, 8}, B.}.

Na equagio acima nés desprezamos os termos de segunda ordem (e? e 4?). Calculando

a variacdo como de costume obtemos

AF = eaI'Ya [{{F) (Pa}7 @a:} e {{F, @a’}; <I)G}] :
(1.33)

Usando a identidade de Jacobi, temos

AF = ¥y F,{®,,0,}}. (1.34)
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A variacao acima também nao promove nenhuma, alteracido no estado fisico final pois
é composta de duas outras com esta propriedade. Logo {®,, P} também gera trans-

formacoes de calibre.

A situacdo agora é a seguinte: os vinculos primdrios de primeira classe ®, geram
transformaces de calibre, os parénteses de Poisson desses vinculos entre si {®,, @, }
também geram transformacoes de calibre mas estes, embora sejam vinculos de primeira
classe (veja teorema 3), ndo necessitam ser primérios. Como resultado é possivel que

vinculos secundérios sirvam de geradores para transformacoes de calibre.

H4 ainda um resultado importante a ser prova<_i.o: os parénteses de Poisson do Ha-
miltoniano com os vinculos de primeira classe { H', ®,} também geram transformagcdes de
calibre. Para mostrarmos este resultado vamos fazer o seguinte: primeiro nés faremos na
func¢do F' uma transformagio de calibre denotado por ¢ e depois uma evolugio temporal
(6¢) com o Hamiltoniano (1.24). Em seguida nds voltamos a realizar as duas operagdes sé

que, desta vez, na ordem inversa e entdao calculamos a diferencga. Temos, entdo

AF(t) = 6(0cF(t) — oc(8:F(t))

= 0 (e*{F(t), Du}) — 6c(F(t) + {F(t), Hr}bt)

= E{F(), @} — {{F (1), 2}, Hr}bt — {F(1), 2.} —
—b6c({F(t), Hr}ét)

= {*{F(t),Qa}, H'}0t + {*{F (), Da}, v*®a}dt — 6c ({F (), H'}62) +
+{{F(t), v, }61)

= {e"{F(t), ®a}, H'}ot — e*6t{{F (), H'}, D}

= {F(t),{®., H'}}€*t. (1.35)

No penultimo passo nds, como fizemos até aqui, desprezamos um termo de ordem 2

nos parametros da transformacao de calibre e no ultimo usamos a identidade de Jacobi.

Até este ponto nés fomos capazes de provar que os vinculos de primeira classe geram
transformacGes de calibre. J4 os tltimos resultados nos levam a crer que também vinculos
secunddrios gerariam este tipo de transformagdo uma vez que os vinculos de segunda
classe aparecem através das equagbes {®,,@»} ou {H',®,}. Entretanto ndo se pode
afirmar, como conjeturou Dirac, que todos os vinculos de primeira classe estdo associa-

dos a transformagdes de calibre. ‘E possivel, inclusive, encontrar contra-exemplos a esta
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conjetura. Entretanto hd muitas boas razées para tomé-la como verdadeira ao se tentar
desenvolver um método geral de quantizagido de sistemas com vinculos de tal forma que
preferimos postular a conjetura de Dirac. Para comegar podemos dizer que a distingao
entre vinculos primdrios e secunddrios, sendo oriunda da formulagdo lagrangeana, nio é
muito adequada do ponto de vista hamiltoniano. Jd a divisdo entre vinculos de primeira
e segunda classe estd fundamentada nos parénteses de Poisson, que constitui o alicerce do
formalismo hamiltoniano. Além do mais a conjetura parece bem consistente se levarmos
em conta que uma transformagio gerada por um vinculo de primeira classe preserva todos
os vinculos (sejam de primeira ou segunda classe). Logo leva um estado permitido em ou-
tro estado permitido e que, da mesma forma que a propriedade de gerar transformagoes
de calibre, a propriedade de ser de primeira classe, é preservada por uma operagio de
parénteses de Poisson. Temos ainda mais uma razao para postular a conjetura de Dirac:
segundo o que se sabe da literatura, os métodos de quantizagdo de sistemas com vinculos
tratam todos os vinculos de primeira classe em pé de igualdade, a saber, como geradores
de transformagdes de calibre. Por iltimo apresentamos um argumento de menor beleza
tedrica mas de enorme importéncia pratica: em todas as aplicagdoes que se conhece até

aqui a conjetura de Dirac vale, logo ndo temos nenhum motivo sélido para descarté-la.

1.11.2 Contra-exemplo & Conjectura de Dirac

Como reforgo ao que tem sido dito nesta se¢do, apresentamos agora um contra-exemplo

a conjetura de Dirac e alguns dos aspectos que o ndo emprego dela pode trazer.
Considere a Largangeana seguinte:

1
Jov= 5 €XP (y)>. (1.36)

As equagdes lagrangeanas do movimento (1.2) nada dizem sobre a varidvel y mas
implicam que a varidvel £ permanega constante no tempo em algum valor zo. A varidvel
y, portanto, ndo representa Fisica e o estado fisico deste sistema pode ser inteiramente
descrito pelo valor da sua coordenada z. Ao se passar ao formalismo hamiltoniano,

encontramos o vinculo primério

®, =p, = 0. (1.37)

O Hamiltoniano é, entdo, dado por
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1

H= 5 5P (~p)Es- (1.38)
H4 também um vinculo secundério
®,~0=>P2~0= P, ~0. (1.39)

Ambos os vinculos sdo de primeira classe. No entanto somente (1.37) gera trans-
formacgbes que ndo alteram o estado fisico do sistema. Como vimos, este estado é ca-
racterizado por seu valor da coordenada z e o que o vinculo (1.39) faz é justamente
gerar transformacoes no valor desta coordenada, constituindo um flagrante exemplo de

desobediéncia a conjetura de Dirac.

Poder-se-ia esperar que o sistema pudesse ser quantizado considerando-o como estd,
ou seja, sem necessidade de se postular a conjetura de Dirac. Acontece que ndo é bem
assim. Sendo vejamos. O sistema fisico é, entdo, unidimensional e 0 mesmo acontece com
o espago de fases fisicamente distinguivel para (1.36). Neste espago ndo hd estrutura de
parénteses e nao fica claro como a passagem para a Mecanica Quantica poderia se dar. A
saida para este impasse é postular que o vinculo (1.39) também gera transformagoes de
calibre. Desta forma o espago de fases fisico se torna zero-dimensional e a quantizagdo é

direta: assume-se que o espago de Hilbert do sistema contém um tinico estado.

1.11.3 O Hamiltoniano Estendido

Encerramos esta se¢do com uma pequena alteragdo em nossa notagdo e mais uma
definicao. Os beneficios da primeira estdo embasados nas discussoes anteriores e os da

segunda ficardo claros mais a frente.

Como vimos, a distingdo mais importante entre os vinculos é aquela entre os de
primeira e os de segunda classes. Vamos, daqui por diante, denotar os vinculos primeira
por v e os de segunda classe por x. Como antes, o conjunto de todos os vinculos sera
denotado por {®;}. Em termos da nova notacgdo, a transformacdo de calibre mais geral

Se escreve como
AF = &{F,7,}. (1.40)

O movimento mais geral possivel deve permitir que todas as transformacoes de ca-

libre possiveis possam ser feitas durante a evolugdo temporal do mesmo. Entretanto o
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hamiltoniano (1.24) contém apenas vinculos primérios, logo ndo é o mais apropriado. Por

isso, definimos o Hamiltoniano Estendido através de

Hg = H' + u%y,. (1.41)

Como o indice a corre sobre todos os vinculos de primeira classe, o hamiltoniano

estendido (1.41) satisfaz nossas consideragdes.

Aproveitamos para definir o conceito de fungdes invariantes de calibre. Uma fungao

f(g,p,1) é dita invariante de calibre se

{f(gp1),7%} = 0. (1.42)

Para entender melhor a motivagdo desta definicdo basta lembrar que (1.42) implica

em variagOes nulas sob as transformagdes de calibre (1.31).

Devemos ainda notar que para fungdes invariantes de calibre (1.42), os hamiltonianos
H', Ht e Hg predizem o mesmo movimento. Todavia isto ndo é verdade para fungdes que
ndo satisfazem (1.42) e, neste caso, devemos usar o hamiltoniano estendido Hg para ter

acesso a todas as simetrias de calibre.

Por ultimo, chamamos atencgdo para o fato de que também € possivel obter equagoes
de movimento ”estendidas” usando-se o hamiltoniano (1.41), assim como fizemos para o

hamiltoniano total (1.24). Basta partir da acdo ”estendida”

-

So= [(pn — H' = 'B;). (1.43)

As equagoes de movimento estendidas se reduzem a

F = {F, Hg}, (1.44)
o; ~ 0. (1.45)
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1.12 Vinculos de Segunda Classe: Os Parénteses de
Dirac

Nesta segdo vamos procurar entender um pouco melhor o papel dos vinculos de se-
gunda classe nos sistemas hamiltonianos com vinculos. Veremos também como tratd-los

de modo a levd-los em conta de maneira correta na implementagdo do método de Dirac.

1.12.1 Separacao em Vinculos de Primeira e Segunda Classes

17Z "y 4 _—

Vinculos de segunda classe estdo presentes sergpre que a matriz Cj; = {®;,®;}
for ndao nula na superficie dos vinculos. Vamos assumir que o posto da matriz acima é
constante na superficie dos vinculos. E importante mostrar um teorema muito simples

mas enriquecedor.
Teorema 4 Se |Cj;| = 0, eziste (pelo menos) um vinculo de primeira classe entre os ;.

Demonstragdo: Se |Cjj/| =~ 0 é possivel encontrar uma solugdo néo trivial para a equagdo
)\jCj]’/ =~ 0. (146)

Logo o vinculo M’ ®; é de primeira classe.

Com a ajuda do teorema que acabamos de demonstrar vamos agora expor a maneira

que Dirac encontrou para separar os vinculos de primeira dos de segunda classe.

Usando uma matriz Mj-q para redefinir os vinculos (®; — Mf@,-:) poderemos fazer
com que os vinculos de primeira classe, a serem identificados através da equagdo (1.46),
sejam as primeiras coordenadas de um representacio equivalente da superficie dos vinculos
(1.6).

A matriz definida pelos parénteses de Poisson entre os vinculos tem os elementos que

contém vinculos de primeira classe com a seguinte propriedade

Caj = —Cja = 0.

Usando esta propriedade podemos escrever a matriz Cj;/, ou, melhor dizendo, uma matriz

equivalente a ela, da seguinte maneira
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Yo Xea
% (0 0 )
xs\ 0 Cpa
Cpo € uma matriz anti-simétrica e inversivel em toda a superficie dos vinculos (1.6).

Desta maneira separamos completamente os vinculos de primeira classe (7,) dos de
segunda classe (Xx,). Chamamos atencdo para o fato de que o nimero de vinculos de

segunda, classe deve ser par pois do contrario teriamos |C’50| ==t

Gostariamos de destacar que a separag@o acima nao é unica pois ela claramente per-
L

mite as seguintes redefini¢oes

Yo M2y € Xa—> NE+ M2y, (1.47)

dado que |M®| # 0 e que |N?| # 0. Destacamos também que é possivel também adicionar

quadrados de vinculos de segunda classe as -y, sem que deixem de ser de primeira classe
(2).

Neste posto fazem-se necessdrias algumas observagdes. Primeira: enfatizamos que
partimos da idéia de que |Cpo| # 0 em toda a superficie xo = 0 e ndo somente em
vs = 0. Segunda: notemos que é sempre possivel que se tenha vinculos entre os ®; que
sejam conseqiiéncias de outros vinculos. Isto poderia levar & dependéncia do posto da
matriz C;7 no conjunto ®;(g, p) escolhido. Entretanto eles podem ser removidos sem que
se perca informagao alguma sobre o sistema de forma que sempre podemos escolher um
conjunto @;(q, p) r;linimo, ou irredutivel. E é assumindo uma tal escolha que acabamos de
demonstrar o teorema 4. Salientamos ainda que embora esta escolha facilite o tratamento

matemdtico ela ndo é obrigatéria e a andlise pode ser feita a revelia dela (2).

1.12.2 Exemplo do Tratamento de Vinculos de Segunda Classe

Vinculos de segunda classe ndo podem gerar transformacgées. Uma vez que, por de-
finigdo, uma transformagio gerada por eles ndo preserva os vinculos (1.20), ela mapeia
um estado permitido em um ndo permitido. Para que se possa compreender melhor como

se pode implementar adequadamente os vinculos de segunda classe vamos agora dar um

exemplo concreto.

Considere uma teoria com N:pares de coordenadas e que apresenta como vinculos as
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seguintes equagoes

¥i = g =

Yo = py 0. (1.48)

E fécil ver que estes vinculos sdo de segunda classe

{x1,x2} =14 0. (1.49)

Neste caso vemos que, j4 que nem a coordenada ¢! nem o seu momento canonicamente

L
conjugado p; podem ser nao-nulos, este grau de liberdade associado ndo tem nenhuma
importancia fisica e nds podemos simplesmente joga-lo fora. Passamos, entao, a trabalhar

com o parénteses de Poisson modificado

N
OF 0G 0G OF
F.G} = - ! 1.50
"6Y =2, G ap, ~ o opn) .30)

Este parénteses de Poisson modificado é bom para nossa descricdo da teoria porque
podemos implementar os vinculos (1.48) mesmo antes de calculd-lo. Além disso, ele d4
resultado nulo se calculado entre um dos vinculos (1.48) e qualquer outra fungdo das
varidveis canénicas. Ha também sua clara interpretacao fisica no sentido de excluir da

teoria o grau de liberdade espirio.

1.12.3 O Parénteses de Dirac

O exemplo anterior foi muito importante porque da uma idéia a cerca de como tratar
os vinculos de segunda classe. Agora vamos procurar generalizar essa idéia modificando

o parénteses de Poisson.

Vamos procurar motivar este conceito que as vezes parece um pouco obscuro. Para
implementarmos os vinculos de segunda classe de maneira correta é preciso encontrar
uma definicdo de parénteses que permita fazer x, = 0 a qualquer instante sem levar aos
problemas mencionados na se¢do 1.7, ou seja, permita tratar os vinculos de segunda classe

como igualdades fortes. Logo a nossa definicdo de parénteses deve satisfazer

{F,xa}" =0. (1.51)
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O parénteses modificado também nao pode ser muito diferente do parénteses de Pois-
son ja que deve preservar algumas de suas propriedades. Vamos supor que o parénteses

modificado seja dado por
{F, G} ={F,G} + f(F,G, Xa)

onde f(F,G,x.) vai a zero se ndo houver vinculos. Esta suposi¢io é razodvel porque
satisfaz as condigGes ditas acima e, além disso, se reduz ao parénteses de Poisson caso

tenhamos x, # 0 para todo c.

Para que a condicdo (1.51) seja satisfeita, deveremos ter

.

f(F7Xﬂ,Xa) = _{FaXﬁ}'

Isto nos leva a supor que o segundo termo da equagdo (1.12.3) pode ser escrito como
—{F, xg}D(G — x3), onde D(G — xp) ¢ igual a unidade se G = xp para qualquer valor de
B.

Uma vez que a matriz Cyp é inversivel entdo existe C* tal que

C¥ 0 =103,

Definimos entdo o parénteses modificado

{F,G}* = {F,G} — {F, x.}C*?{xs,G}, (1.52)
conhecido com parénteses de Dirac.

Nio ¢é dificil ver que o parénteses de Dirac { F, G}* tem a mesma &lgebra do parénteses
de Poisson {F, G}:

e ¢ linear em F' e em G

e ¢ anti-simétrico na troca de F' por G;

e satisfaz a regra do produto {F1Fy, G}* = Fi{F, G}* + {F1,G}* Fy;

e e obedece a identidade de Jacobi {{F, G}*, H}*+{{G, H}*, F}*+{{H, F}*,G}* = 0.
As trés primeiras propriedades podem ser inferidas apds uma breve apreciagao da

defini¢do (1.52). J4 a dltima propriedade requer um pouco mais de esforgo, meramente

algébrico é verdade. Demonstragdes podem ser encontradas em (7) e (8).



A pergunta natural depois do que discutimos até aqui nesta secdo é se o parénteses
de Dirac serd capaz de substituir completamente o parénteses de Poisson ou se a nova
defini¢do nos faz perder alguma informacao sobre o nosso sistema fisico. Para responder
adequadamente a esta pergunta deveremos olhar para as equagoes do movimento. Vamos
tentar escrevé-las em termos do parénteses de Dirac e ver se hd alguma diferenca fisica-
mente observdvel. Escrevendo as equagdes de movimento através do parénteses de Dirac

para uma funcdo arbitraria F', temos

{F7 HE}* = {F7 HE} - {F7 Xg}caﬁ{XﬂrHE}

A 1ltima igualdade pode ser justificada se lembrarmos que o hamiltoniano estendido

(1.41) é de primeira classe. Podemos, entdo, escrever

F ~ {F, Hg}". (1.53)

1.13 Fixacao de Calibre - Graus de Liberdade Inde-
pendentes

1.13.1 Calibres Canoénicos

Como vimos, a existéncia de vinculos de primeira classe na teoria implica que temos
uma liberdade de calibre de modo que a um determinado estado fisico correspondem vérios
pontos no espaco de fases, 0 que nem sempre é interessante. As vezes temos a necessidade
de ter uma correspondéncia um para um e, neste caso, precisamos impor certas condigdes a
serem obedecidas pelas varidveis canonicas do sistema de modo a obter a correspondéncia
desejada. Essas condig¢Ges recebem o nome de condigdes de calibre. Podemos fazer essas
imposicGes porque elas somente alteram graus de liberdade nao-fisicos, de maneira tal que

os graus de liberdade fisicamente interessantes do sistema nao sofrem alteracao alguma.

E importante notar que necessidade de se impor condigées de calibre é um aspecto
proprio da teoria mas o conteudo delas ndo. Isto significa que hd uma certa arbitrariedade
na escolha dessas condigGes e que elas sdo postas & mao na teoria como um artificio para-
se obter a resposta fisica adequada no que se refere ao espaco de fases. Vamos denotar as

condigdes de calibre por
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Cy(q,p) ~ 0. (1.54)

A primeira vista poder-se-ia pensar que as condigdes de calibre (1.54) sdo comple-
tamente arbitrarias. Entretanto ndo é bem assim e, por isso, preferimos usar acima a
expressao ”uma certa arbitrariedade” que pode até parecer restritiva demais mas serve ao
propésito de destacar que a arbitrariedade na escolba das condigGes de calibre ndo é total.

O que restringe, entdo, as condigoes de calibre?

e A primeira restricdo a ser obedecida pelas condigdes de calibre é bem clara: o cali-
bre escolhido deve ser acessivel ao sistema, oubseja, dado um conjunto de varidveis
candnicas (um ponto no espago de fases) o calibre escolhido deve diferir daquele
conjunto por uma transformacéio de calibre do tipo (1.40). Esta restricdo tem como
objetivo evitar que a imposicao do calibre altere de alguma forma os graus de liber-
dade fisicamente relevantes e fazer com que somente os graus de liberdade ndo-fisicos
sejam atingidos. Note-se que, uma vez que o nimero de parametros ¢* independen-
tes é igual ao nuimero de fungdes 7y, independentes, nés podemos concluir que o
nimero de condigoes de calibre (1.54) ndo pode ser maior que o nimero de fungdes

7. independentes.

e A segunda restrigdo é que as equagdes (1.54) devem fixar o calibre completamtente.
Esta restricio pode ser menos ébvia do que a anterior mas também é simples de
entender: se queremos eliminar a ambiguidade na correspondéncia entre estado
fisico e conjunto de varidveis candnicas, entdo ndo adianta remover alguns graus de
liberdade espiirios e outros ndo. Ela implica que ndo deve haver outra transformacao
de calibre que a identidade com a propriedade de preservar as equagdes (1.54).

Matematicamente temos que as equagoes
€*{Ch, 7.} =0 (1.55)

devem implicar em
@ = 0. (1.56)

Acontece que as equagdes (1.55) s6 podem implicar (1.56) se o nimero de equagdes
independentes for maior ou igual ao nimero de pardmetros €. Chegamos dessa forma, a
um resultado bastante interessante: as restricdes a serem obedecidas pelas condigoes de
calibre implicam que o nimero condigdes de calibre independentes seja igual ao nimero

de vinculos de primeira classe independentes. Dai vemos que os parénteses de Poisson
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{Ct,7.} formam uma matriz quadrada e que

|{Cb’7a}l 7é 0. (157)

Mas isso equivale a dizer que os vinculos Cj e 7, formam um conjunto de segunda classe,
ou seja, os vinculos de primeira classe foram removidos da teoria pela completa fixagao
do calibre. Melhor dizendo: a propriedade de primeira classe é que foi removida ji que

os vinculos v, permanecem.

Os resultado acima sdo bastante plausiveis e podem até ser justificados por uma argu-
mentagao simples. A liberdade de calibre estd fundamentalmente associada & existéncia
dos vinculos de primeira classe. Se vamos remover esta liberdade, é de se esperar a
remoc¢do também desses vinculos ou pelo menos de sua propriedade que gera a liberdade

de calibre.

Uma vez tendo fixado o calibre na teoria podemos passar ao parénteses de Dirac.
Nossa teoria agora pode ser vista como sendo livre de vinculos no sentido de que agora
os vinculos sdo meramente identidades entre as coordenadas e ndo mais representam o

perigo de nos levar a inconsisténcias.

1.13.2 Vinculos de Segunda Classe e Fixacao de Calibre

Na subsecdo anterior vimos que existe uma estreita relagdo entre a fixagao de calibre
e o surgimento de um conjunto de segunda classe (vinculos de primeira classe junto com
as condigdes de calibre). Naturalmente emerge a indagacdo sobre a possibilidade de se
associar de maneira mais forte vinculos de segunda classe & fixagdo de calibre. Através
do exemplo a ser dado a seguir veremos que € possivel restringir um sistema com graus
de liberdade espirios através de uma fixagdo de calibre e ter somente vinculos de segunda.
classe. Assim como também é possivel adicionar graus de liberdade espiirios a uma teoria
e, com apenas um rearranjo dos vinculos, ter de volta a propriedade de primeira classe. Em
principio € possivel obter de uma maneira geral tais conclusdes mas ndo nos preocuparemos

com isso aqui.
Imagine que temos uma teoria com dois graus de liberdade e os seguintes vinculos

® = ¢'+¢ =0

@, p1—p2=0.

Il
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Tais vinculos sdo de primeira classe e sdo invariantes sob

¢ —=d+a = —e,

P1— P1— € P2 — D2 — €.

Se resolvermos impor as condigdes de calibre ¢2 = 0 e p; = 0, que sfo permitidas por
(1.57), o segundo grau de liberdade desaparece e ficamos com ¢! = 0 e p; = 0 no lugar
dos vinculos originais. Os novos vinculos sdo, como se pode facilmente ver, de segunda
classe. Entretanto podemos ver o primeiro como umg condi¢ido de fixagdo de calibre para
a transformacio gerada pelo segundo: ¢! — ¢' 4+ u. Dessa forma os dois vinculos sio

equivalentes a p; = 0.

Considere agora uma teoria com os seguintes vinculos ¢ = 0 e p; = 0. Vemos que
sao vinculos de segunda classe. Se adicionarmos um grau de liberdade e impusermos
os vinculos ¢ = 0 e py = 0 voltamos ao inicio do caso anterior onde tinhamos somente
vinculos de primeira classe. Note que nem a adigdo de graus de liberdade nem a imposigao

de condigdes de calibre mudou o contetido dindmico da teoria.

1.14 Mais Sobre Transformagoes de Calibre

Para encerrar este primeiro capitulo vamos falar um pouco mais sobre as trans-
formacoes de calibre. Desta vez procuraremos ilustrar a teoria através de exemplos con-
cretos. O primeirc; deles é a teoria eletromagnética que costuma ser o primeiro contato
de um fisico com a simetria de calibre. Esta teoria é usada para descrever a interagdo
da matéria (elétrons) com os campos elétrico e magnético e nela a simetria de calibre
representa um papel fundamental. Aproveitando a conexdo entre invariancia de calibre e
interagoes, falaremos também de simetrias de calibre na teoria quantica como forma de

incluir o eletromagnetismo na teoria de Schrédinger.

1.14.1 A Teoria Eletromagnética Enquanto Teoria de Calibre

A teoria eletromagnética foi inicialmente desenvolvida a partir de fatos experimentais
que foram estabelecendo as equagdes que descrevem o movimento das cargas quando

expostas a campos elétricos £ e magnéticos B. Estas equagtes sao
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V-E = p (Lei de Gauss) (1.58)
V-B = 0 (Inexisténcia de cargas magnéticas) (1.59)
VxE = _%? (Lei de Faraday-Lenz) (1.60)
(1.61)

e, no caso de correntes estaciondrias, a ultima equagdo da teoria eletromagnética se escreve

como

-

VxB=J (Leide Ampére). (1.62)

Entretanto as equagdes acima entram em conflito com a equagao de continuidade para
a carga elétrica
Op

5tV I=0. (1.63)

Se tomarmos o divergente da equagdo (1.62) teremos pela equagdo (1.63) que g—ft’ =l
o que nem sempre é verdade. A equagdo (1.63) é de vital importéncia para a Fisica e
uma teoria ndo pode ser boa se ndo estiver de acordo com ela. A equagdo (1.63) afirma
que a carga elétrica liquida é conservada localmente. Isto significa que ndo se pode criar
nem destruir cargas elétricas a nao ser que os processos de criagdo e destruicdo ocorram
no mesmo ponto do espago-tempo e, que, além disso, as magnitudes criada e destruida
sejam as mesmas ou, o que é equivalente mas fisicamente mais significativo, que sejam

criadas quantidades iguais de cargas de ambos os sinais.

Maxwell resolveu este problema adicionando na equagéo (1.62) um termo, chamado de
corrente de deslocamento elétrico, capaz conciliar as equagdes (1.62) e (1.63), modificando

a Lei de Ampeére para

. . OE
as Jeparit 1.64
VxB=J+— (1.64)

As equactes (1.58), (1.59) e (1.60) junto com a equagdo (1.64) formam o que chamamos

de teoria eletromagnética de Maxwell.

Um aspecto muito importante desta teoria é que, dadas as fontes e as condigles
de contorno do problema, ndo se pode determinar unicamente os campos elétrico E e

magnético B, porque as equagdes acima estdo acopladas de forma que para se determinar
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E é preciso que se conhega B e vice-versa, ou que se imponha condigGes adicionais de
modo a restringir os valores de E e B possiveis. Essas sio as chamadas condicées de
calibre a que nos referfamos (1.54). Vamos ver de que maneira esta liberdade de calibre

estd expressa na teoria.

1.14.1.1 Invariancia de Calibre das Equagoes de Maxwell

Para se ter uma melhor compreensdo de como a simetria de calibre estd embutida na
teoria eletromagnética, vamos reescrevé-la usando uma formulagdo mais poderosa tanto
do ponto de vista fisico como matemadtico. Para tanto vamos introduzir os potenciais

L

escalar Ag e vetorA de forma que

g, 04

ot
V x A.

o =
Il Il

E facil ver que as equagoes (1.65) ndo sdo alteradas se fizermos as substituigoes

ox
Ao —= AB:AO_E

A o5 A =A+vy, (1.65)

onde x é uma fungio arbitrdria. Quando x depende do espago-tempo dizemos que a
transformacgdo de calibre é local. Caso contrdrio, dizemos que a transformacio é global,

ou seja, a mesma em todo o espaco-tempo.

Podemos obter uma notacio ainda mais concisa se definirmos A, = (Ao, 4), 0 quadri-
potencial eletromagnético, onde Ay é o potencial escalar e A é o potencial vetor. Em

termos de A, o tensor eletromagnético é definido por
Foy = Gy A,— 0,4, (1.66)

e o quadri-vetor corrente por J# = (p, J)

Nessa nova notagio, lembrando que os operadores (8/dt,—V) se comportam como

um quadrivetor 0¥, as transformagdes (1.65) podem ser escritas como
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AP - A'F = AF — Py (1.67)

e as equagoes de Maxwell como

8™ = J*. (1.68)

Note que agora a invaridncia de calibre das equagbes de Maxwell (1.68) é explicita e
vem da definico do tensor eletromagnético (1.66) que claramente ndo ¢ alterado pelas
transformacdes (1.67). A razdo para isso é que F), se comporta como um ”rotacional”
em quatro dimensdes. Usando o formalismo de forn;as diferenciais é possivel ver isto de

maneira ainda mais elegante, mas isso ficara para o apéndice.

1.14.2 Invariancia de Calibre na Mecanica Quéantica

Vamos falar um pouco sobre o efeito das transformacgoes de calibre na Mecéanica
Quantica, e aproveitar este topico para ilustrar uma aspecto importante da simetria de
calibre. Estd claro que se pode escolher livremente o calibre da teoria. Entretanto alguma
escolha deve necessariamente ser feita. Do contrario nao se pode tirar resultados. Porque
nao se pode deixar esta escolha por fazer é o que veremos com a ajuda da Mecanica

Quantica.

1.14.2.1 Introducao do Eletromagnetismo na Mecanica Quéantica de
Schrodinger

A forga de Lorentz para um corpo com carga ¢, massa m e velocidade ¥ imerso em
um campo eletromagnético,

F=q(E+7x B), (1.69)

pode ser encontrada através das equagdes de Hamilton e do hamiltoniano classico

1 — "‘2
R . 7
H=—(—qA)" + ¢4 (1.70)

Seguindo a maneira geral de se obter as equagdes quénticas a partir do problema

classico, chegamos & equagdo de Schrodinger para este problema

1 5 0U(Z,t
(5=(=iV — g4 + gAo) U(3,1) =i (€,1)

— (1.71)
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Por razoes a serem explicadas a seguir, definimos os operadores de derivagdo covariante

como

D = V= iqf_f
Q' .

Note que eles aparecem na equagdo (1.71).

Para que o eletromagnetismo possa ser incorporado & mecanica quantica sem que
precise ser alterado, é necessirio que também aqui ele exiba a propriedade de invariancia
sob as transformagdes (1.65). Para que isso seja verdade, é necessdrio que exista uma

equagcdo do tipo

1

g
(%(—iv — gA"? + qAy) ¥'(Z,1) = ZM

- (1.73)

e que a fungdo de onda U'(Z,t) descreva a mesma Fisica que a fun¢do de onda ¥(Z, ).

Resta-nos encontrar ¥'(Z,t). Um pouco de intui¢do matemdtica nos leva a

U'(Z,t) = exp{igx(Z,t)} ¥ (T, ?). (1.74)

Nao é dificil verificar que estamos corretos. Sendo, vejamos

(=iV — g A)U' = {~iV - gA - qVx}Hexp(igx)} ¥
= q(Vx){exp(igx)}¥ + exp(igx)(—iVY¥)
+exp(iqx) (—AY) — ¢(VX){exp (i)} ¥
iV — gA)¥, que ainda pode ser escrito como

—iD)W. (1.75)

(
= {exp(igx)}(
—iD'"0' = {exp(igx)}(

Prosseguindo da mesma maneira, encontramos outros dois resultados 1teis

iD= exp(igy)(iD°)¥ (1.76)
—i(D')*¥" = {exp(igx)}(-iD)*¥. (1.77)



43

Observando os resultados (1.76) e (1.77), ndo é dificil ver que (1.74) é a relagdo correta

entre U/ e U para que as equagOes (1.71) e (1.73) sejam consistente entre si.

A pergunta a que ainda devemos dar resposta é se U'(Z,t) e U(Z,t) descrevem de
fato a mesma Fisica. Para tanto vamos olhar para o que chamamos de "Fisica”. Uma
boa teoria quintica que inclua o eletromagnetismo, pelo menos até um certo ponto, deve
necessariamente fornecer as probabilidades de se encontrar as particulas que ela pretende
descrever em cada ponto do espago a cada instante de tempo. Por definigao, isto se faz

por meio da grandeza fisica densidade de probabilidade P(z,t) definida por

P(s, 1) = V' (3, ) U(F, t). (1.78)

Como a relagdo entre ¥’ e ¥ é apenas uma diferenca de fase, fica ficil de ver que P(Z,t) =
P(%,1)-

Entretanto outros observaveis fisicos incluindo operadores de derivada como a%— eV
podem n#o ser invariantes sob (1.74). Vejamos o caso da corrente de probabilidade que
depende essencialmente de ¥*(VV)—(V¥)*¥. Claramente esta grandeza néo é invariante
sob (1.74) uma vez que o parametro de fase x depende de Z. O que fazer, entdo, para
contornar este problema? As equagdes (1.75) e (1.77) sugerem que a solugdo é o opera-
dor de derivagdo covariante. Se trocarmos V por D poderemos construir uma corrente
covariante, pois ela passa a ser constituida de operadores covariantes, e invariante sob a

transformagdo (1.74)

i (D'V') = U* exp(—igx) - exp(igx)(D¥) = U*(DW). (1.79)

Podemos concluir do que foi dito acima que, para que a invariancia de calibre das

equagOes de Maxwell permaneca na mecénica quéantica, basta fazer as transformagoes

0
%-+%=%-%
Ao A=A+ Vx
U — U =exp(igx)¥. (1.80)

Um pouco de atengdo & equagdo de Schrodinger da particula livre nos leva a uma
conclusdo interessante: para se chegar a equagdo de Schrodinger que inclui a interagdo

eletromagnética basta fazer as substituigbes (1.65) na equagdo da particula livre. Isto
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que acaba de ser dito constitui a base do principio de calibre segundo o qual a forma da

interacao é determinada pela imposicdo da invaridncia de calibre local.

Gostariamos, ainda, de justificar porque a escolha de calibre deve necessariamente ser
feita embora ela seja arbitraria. Como uma transformagao de calibre ndo significa mais
do que uma mudanga de fase, a imposi¢ao do calibre pode ser vista como a escolha de
uma fase de referéncia para a funcdo de onda. Esta escolha deve ser feita para que se
possa determinar como a fungao de onda evoluiu a partir do momento da escolha. Vamos
dar um exemplo. Considere o bem conhecido experimento da fenda dupla, onde se faz um
feixe de elétrons colimado vindo de uma fonte pontual passar por dois orificios de tamanho
da mesma ordem de grandeza do comprimento de ofida de De Broglie do feixe e, entdo,
colidir com um anteparo colocado atras das fendas. Se ndo se atribui uma fase, qualquer
que seja ela, & funcdo de onda do feixe antes dele passar pelas fendas ndo se poderd, de
maneira alguma, prever o padrdo de interferéncia a ser observado no anteparo porque as
fases das fungdes de onda depois da passagem pelas fendas continuam arbitrarias. Mas,
na mecanica quantica, a escolha da fase inicial equivale a escolha do calibre. Isto é uma

ilustragdo de porque a escolha de calibre tem de ser feita.

1.14.3 O principio de Calibre

O caminho que vamos seguir nesta segdo é o oposto daquele da segdo anterior, onde
partimos da equagao de Schrédinger com interagdo eletrmagnética e vimos que a in-
varidncia de calibre da teoria exige as transformagées (1.80). Agora vamos exigir que

nossa teoria seja invariante sob uma transformagao de fase do tipo

U(3,t) = U'(Z,1) = exp{ia} U(Z, 1). (1.81)

Esta exigéncia é bastante razoavel uma vez que a fase da funcido de onda nunca pode
ser medida em mecdnica quantica. Somente diferencas de fase sdo observdaveis. Uma
simetria deste tipo é um exemplo emblemadtico do que se requer de uma simetria de

calibre.

Agora resta-nos explorar as possibilidades para o pardmetro da transformagao (1.81).

Primeiro vamos considera-lo constante para todo o espago-tempo.
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U(Z,t) = U'(Z,¢t) exp{ia}¥(Z,t),

o constante. (1.82)

Esta transformacao significa que a mesma fase deve ser escolhida em todos os pontos
do espago ao mesmo tempo, de forma que ndo se pode, por exemplo, colocar uma placa de
meia onda ou de um quarto de onda em uma das fendas no experimento de fenda dupla
(9). A teoria de Schrodinger é, obviamente, invariante sob esta transformacéo. H4 ainda
uma outra razdo para se procurar um outro tipo de_transformacao de fase, a saber, uma
em que o parametro dependa de z*. A transformacgdo global implica que, uma vez que
determinada convencdo de fase é adotada num ponto qualquer do espago, esta também ¢é
simultaneamente adotada em todos os outros. Isto viola a teoria da relatividade que diz
que nenhum tipo de informagdo pode viajar com velocidade maior que a da luz. Para

obtermos uma transformagcio de fase que seja relativistica é preciso que ela seja local.

Na transformacao de calibre local, temos

U(Z,t) = U'(£,t) — exp{ia}¥(Z,t),
a — oZ,?). (1.83)

A invaridncia da teoria de Schrodinger sob esta transformagdo nao é, de maneira
alguma, 6bvia. Pelo contrario, ela requer que acrescentemos novos aspectos para obtermos

a desejada invaridncia. Vamos ver aonde a imposicdo da invariancia sob (1.83) nos leva.

Acontece que a equagido de Schrodinger da particula livre ndo é nem pode ser invariante
sob a transfromacao (1.83), uma vez que o pardmetro depende de z*. Entretanto podemos
ver a permissdo para uma escolha da fase dependendo de z# como sendo equivalente 2
existéncia de uma determinada interagdo de forma que, com esta interagdo, a teoria de
Schrédinger seja invariante sob (1.83). Mas que interagdo seria essa? Se lembrarmos da
subse¢io passada, ndo é dificil ver que a interacdo é justamente a eletromagnética. Para

fazermos com que

(ﬁ(—iv — ¢A)?)U(E,1) = i(a% — qAo)¥(Z, 1) (1.84)
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satisfaca a transformacdo (1.83) basta impor que A e Ay se transformem de acordo com
- -a, - 1

10a

’— — —
Ay — AO—AO qat.

(1.85)
Numa notagdo covariante escreve-se A* em lugar de Ae Age 0" em lugar de —V e

%. O campo A* é, entdo, dito de calibre porque é introduzido em uma teoria livre para

estabelecer a invariancia local de calibre.

Terminamos dizendo que o que fizemos aqui ag encontrar a forma da interacio ao

impor a invaridncia de calibre foi aplicar a definicdo de principio de calibre.
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2 TEORIA DE CAMPOS COM
ESTATISTICA
FRACIONARIA

2.1 Introducao

O capitulo anterior foi dedicado & elaboragdo de um método geral que pudesse elu-
cidar a questdo de como tratar teorias que contenham vinculos. Essas teorias costumam
apresentar problemas na hora de serem quantizadas pelo fato de que aos vinculos estdo
associados graus de liberdade nao-fisicos. No presente capitulo temos a intengdo de apre-
sentar um exemplo particular dessas teorias e desenvolvé-lo tendo o método do capitulo
passado como um importante instrumento para que se possa detalhar as propriedades da
teoria, mas sempre tendo em vista que é na teoria fisica (representada por sua lagran-
geana) que temos interesse. Queremos com isso dizer que o método do capitulo 1 ndo é

mais o ponto central da discussao e sim as implicacoes que ele ajuda a tirar da teoria.

Antes de entrar no problema propriamente dito, vamos fazer uma excursao através
dos aspectos mais importantes para a sua descri¢do. Para tanto faz-se necessdrio falar um
pouco da fisica em duas dimensoes espaciais e uma dimensao temporal ou, como é mais

comurn, fisica em (2+1)-d, ou ainda, fisica planar.

A fisica em (2+1)-d apresenta muitos aspectos diferentes e interessantes tanto do ponto
de vista tedrico como do ponto de vista experimental. O comportamento dos férmions
e dos campos de calibre (elétrons e fétons, respectivamente) difere bastante daquele a
que estamos acostumados em (3+1)-d. Para falar dos aspectos que nos interessam mais,
podemos dizer, por exemplo, que existe um tipo de teoria de calibre em (2+1)-d que é
completamente diferente da teoria de Maxwell. Tais teorias sdo conhecidas como teorias
de Chern-Simons, em homenagem a Shiing-Shen Chern e James Harris Simons (10). Elas
sao importantes tanto por seus novos aspectos tedricos como por suas aplicagdes em

alguns fendmenos planares na matéria condensada, como, por exemplo: no efeito Hall
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quéntico fraciondrio (11-16) onde, em particular, as equagdes do eletromagnetismo cléssico
sdo derivadas de uma agdo de Chern-Simons pura (17); nos vértices em filmes de Hélio
superfluido (18); na supercondutividade anidnica (19) e de alta temperatura (20-22).
Nesta tltima, a teoria de Chern-Simons com o termo de Higgs de quebra espontinea
de simetria é considerada como um modelo para a supercondutividade (23). Cristais de
Wigner e defeitos do tipo solitonico sdo solugdes de um sistema com férmions ligados a
um numero par de tubos de fluxo magnético descritos por um campo de calibre de Chern-
Simons (24). Nesses sistemas, vé-se uma relacdo de auto dualidade precisa entre a carga

elétrica e os vortices de fluxo magnético no modelo de calibre de Higgs com o termo de
Chern-Simons (25).

L]

Nesta dissertagao, abordaremos as teorias de Chern-Simons do ponto de vista da
teoria de campos. Para tanto, comegaremos apresentando a notacdo a ser usada e que é
comum no tratamento de teorias de calibre. A teoria de Maxwell é definida em termos do
campo de calibre 4, = (Ao, A') (que se comporta como uma conexdo), onde Ag é o campo

escalar e A é o potencial vetor. A lagrangeana de Maxwell é entao dada por

1
Lr = =3 FuF™ — AuJ¥, (2.1)

onde o tensor eletromagnético é dado por F,, = 9,4, —0,A, e J# é a corrente de matéria.

As equagoes de movimento sdo dadas por:

B, = J. (2.2)

Note que a corrente de matéria é conservada pela propriedade de anti-simetria do
tensor F,,. Para ver isto basta diferenciar as equagbes (2.2) com relagdo a z”. Outro
aspecto importante da teoria de Maxwell (2.1) e, portanto, de suas equagoes de movimento

(2.2) é a invaridncia manifesta sob as transformagGes de calibre

A, — A, +0,A. (2.3)

A teoria de Maxwell em (3+1)-d, por ser baseada em um tensor anti-simétrico, pode
facilmente ser estendida a um espago tempo d-dimensional bastando para isso que o indice
1 passe a tomar os valores p = 0,1,2,...,d — 1. A unica diferenga real a ser percebida
é que agora teremos um numero diferente de campos independentes contidos no tensor

eletromagnético. Ja que F), é anti-simétrico, ele tem %d(d — 1) entradas independentes,
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onde d é a dimensdo de espago-tempo. Dessa forma, vemos que a teoria de Maxwell em
(3+1)-d é bem parecida com a teoria de Maxwell planar, sendo que agora o ndmero de
campos independentes é menor: somente 3. Como definido em termos do potencial 4, o

campo magnético B agora é um pseudo-escalar em vez de um pseudo-vetor

B = €99,4,. (2.4)

Isto se deve ao fato de que, em duas dimensdes, o rotacional gera um escalar e nao

um vetor. Por outro lado, o campo elétrico gera um vetor bidimensional

Vemos, entdo, que o tensor eletromagnético 3 x 3 tem 3 componentes nac-nulas: uma

referente ao campo magnético B e outras duas ao campo elétrico E.

Agora vem um fato realmente interessante. Em vez de lidarmos com a teoria de
Maxwell ”reduzida” , podemos obter a mesma fisica através da seguinte lagrangeana em
(241)-d:

£w=%WM@@—@ﬂ. (2.6)

A lagrangeana (2.6) recebe o nome de Chern-Simons. Ela possui algumas carac-
teristicas importantes para que seja 1itil como teoria de calibre. Ela é uma teoria local,
invariante de calibre e invariante de Lorentz. Embora no parega ser invariante de calibre,
pois essa invaridncia nao é manifesta, a teoria de Chern-Simons muda apenas por uma

derivada total quando se faz uma transformagio de calibre do tipo (2.3)

o v
(Sﬁcs = Ea,,(Ae” Pa,,Ap).

Assim, se os termos da fronteira puderem ser desprezados, a agdo de Chern-Simons S¢s =
J &3z Lcs ¢ invariante de calibre. Isto fica mais evidente apés uma olhada nas equagdes

de movimento da lagrangeana (2.6):

a .
4_€uvp B = % que pode ser escrita como
T
2m

Fpp = . EGI‘VPJP' (27)
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A estrutura canonica desta teoria difere de maneira fundamental da teoria de Maxwell
pelo fato de que ela contém apenas derivadas primeiras no espago e no tempo. Gostariamos
de dizer apenas de passagem que é possivel construir termos do tipo Chern-Simons em
qualquer espago-tempo de dimensdo impar e que apenas em (2+1)-d este termo é de ordem

2 no campo A,.

A teoria de Maxwell livre de fontes leva as equacgdes de propagacdo da luz. Ja as
equacOes de Chern-Simons sem fontes levam a F,, = 0, cujas solugdes sdo calibres puros
ou conexoes chatas. Isto pode fazer a teoria de Chern-Simons parecer trivial ou pouco
interessante. Entretanto hd vdrias maneiras de se usar a teoria de Chern-Simons para

descrever fendmenos interessantes do ponto de vistafisico. Algumas delas sdo:

e Acoplamento a campos de matéria;

Acoplamento a um termo de Maxwell;

Topologia ndo-trivial do espago-tempo;

Campos de calibre ndo-abelianos;

Gravidade.

Nesta dissertacdo vamos nos prender ao primeiro item mas, para ilustrarmos a im-
portancia do termo de Chern-Simons, vamos apresentar alguns dos principais resultados

dos itens que mais nos interessam na préxima secao.

2.2 Teoria de Campos Planar

2.2.1 Teoria de Calibre Topologicamente Massiva

E de se esperar que fazendo um acoplamento entre a teoria de Maxwell e a de Chern-
Simons em 241 dimensdes, resultados interessantes sejam obtidos, uma vez que ja sabemos
que a teoria de Maxwell é uma teoria de calibre neste espago e que, como veremos, a teoria

de Chern-Simons também é.

Considere, entdo, a lagrangeana de Maxwell-Chern-Simons

1 v a w
»CMC'S =.—Ze—2Fleu -+ EE" "Aua,,Ap, (28)
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cujas equagoes classicas de movimento sdo

2
w . %€ vop =
OuF™ + ¢ Fop = 0. (2.9)

Se escrevermos as equagoes de movimento para o campo dual F¥ = %e“”PF,,p, que

sao
o
O+ (2?62)2] Fk =0, (2.10)

podemos ver que existe um termo de ”massa”, mucs = (5=€?).

Este termo pode, ainda, ser identificado de duas outras maneiras. A primeira é através
da representacdo correspondente da dlgebra de Poincaré em 241 dimensdes. A outra é
através do cdlculo do propagador do campo em um calibre covariante com um termo de
fixagdo de calibre do tipo Lye = — 7. (8u4%),

A — g2 (p2g,,., — PuPy — i(a/4m) e € op” n gpupu\
v — )
SR PA(p® — 5e?) (r?)? )

donde se identifica o termo de massa como sendo o p6lo do propagador.

(2.11)

Esta teoria é, entdo, chamada de "teoria de calibre topologicamente massiva” (26).

2.2.2 Férmions em 241 dimensoes

O tratamento de férmions em duas dimensGes espaciais apresenta aspectos interes-
santes. O primeiro deles é que podemos construir as matrizes gama da representagao de

Dirac diretamente das matrizes de Pauli (27):

[N
(V]

v =10 ( —01 :)) (2.12)

Estas satisfazem a relagdo {v*,7*} = 29", onde g"* = diag(1, -1, -1).

A equagdo de Dirac em 2+1 dimensdes é



52

ig-\y =(-ie-V+mp)Y,
ot
para o caso livre. E
("0, — er* A, — m)¥ =0, (2.13)

para o caso em que h3 a interagao eletromagnética.

2.2.3 Simetrias Discretas

Um outro aspecto importante da Fisica em duas dimensoes espaciais é que as simetrias
discretas, de paridade P, conjugacdo de carga C e reversdo temporal 7, se apresentam
de maneira bem diferente do caso quadridimensional. Por exemplo ‘a transformagio de
paridade em trés dimensdes espaciais leva x em —x. Em duas dimensdes espaciais esta

transformacdo é definida como

- % =D
> — 2 (2.14)
Sob (2.14), temos
U — ',
Isto leva a
U¥ — —T7, (2.15)

de forma que um termo de massa fermionico em 2+1 dimensées quebra a simetria de

paridade.

Ainda sob (2.14), o campo de calibre se transforma como

Al -5 Al
A* 5 AP
AP o A% (2.16)

A equacdo (2.16) nos permite concluir que
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P A,8,A, — —€"P A8, A, (2.17)

Ressaltamos que esta maneira similar no comportamento sob P do termo de Chern-
Simons e de massa fermidnica ndo é por acaso. Pode-se mostrar que estes termos sido

parceiros supersimétricos em 2+1 dimensées (28).

Sobre a simetria C gostariamos de dizer que, como é padrao, ela é atingida por uma
matriz C tal que a equagdo de Dirac do elétron (2.13) se transforme na equagdo para o

positron

L

iv*8, + ey* A, — m)¥c =0, (2.18)
u p

com ¥ = Cy°T* e C satisfazendo

()T =-C'y*C.
Na representacio de Dirac C = 2.
Note que o termo fermidnico de massa é invariante sob C.

Resta-nos somente a simetria de reversdo temporal (7 : ¢ & —i) de tal forma que
2% = —2° mas preservando P® = #. Seu efeito nos campos espinorial e de calibre &,

portanto,

U = YU
i A —» —-A
A - A, (2.19)

Donde concluimos que o termo de Chern-Simons muda de sinal sob reversiao temporal.

2.2.4 Algebra de Poincaré em 241 dimensoes

O grupo de Poincaré em 241 dimensoes é definido como o grupo de transformacoes
(a,A) : z¥ — Abz” + a* (2.20)
em um espago pseudo-euclideano que deixa invariante a grandeza

|x L y|2 o (mo - y0)2 = (.’El s y1)2 i, ($2 N y2)2- (2'21)
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Ele é constituido de trés translagdes, dois boosts e uma rotagdo. Seus geradores

formam a algebra de Poincaré

{PIH PV} = 0,
{J", JV}r = ie”"p.]p,
{J", P"} = ie”"pPp. (2.22)

P# ¢ o gerador de translagao no espaco e no tempo. Jy é o gerador de rotagdo espacial

e J, geram os boosts nas diregées Oz e Oy. £

Os operadores de Casimir sdo

(PP—m?)T = 0
(PJ-I—sm)\II = (). (2.23)

Seus valores caracterizam as representagoes irredutiveis do grupo.

Destacamos ainda que o valor de s é arbitrario, diferentemente do caso quadridimen-

sional onde os valores de s s6 podem ser miltiplos inteiros ou semi-inteiros de f.

2.3 O sistema carga-fluxo e suas simetrias

Considere uma particula nao relativistica de massa m e carga e que se move no
campo magnético de um solenéide longo e fino orientado ao longo do eixo Oz. Podemos
desprezar o movimento ao longo do solendide e, desta forma, o movimento é governado

pela lagrangeana

L= %mv2 + Zv - A(r), (2.24)

onde r = (z,y) é a posiagdo no plano, v é a velocidade e A o potencial vetor para o

solendide que é dado por

P (—yi + z7)

onde Z, é o vetor unitdrio na direcao do eixo Ou,.
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O campo magnético B é dado por

B=VAA=%68(r). (2.26)

Dessa forma, vemos que, por construcao, ® é o fluxo do solendide.

O momento canoénico é

P=—=mv+ %A (2.27)

O hamiltoniano é
H:p-v—ﬁ:%mv2 (2.28)

O momento angular canénico é

Lc = rAp

Il

r/\mv+El,'/\A
c

ed
L+ — 2.29
¥, 2me ( )

O operador L, quando atua numa fungdo cuja dependéncia angular é exp(imyp), dd

como auto-valor m#f. Portanto, o auto-valor de L é

ed
L=~h - —|,meZ. 2.30
(m hc) ( )
O espectro de L é entdo composto inteiros mas adicionados de —%. Assim interpre-

tamos o tltimo termo em (2.30)como sendo o spin do conjunto carga-solendide.

L(m =0) ed
_ 1= B0 2.31

Para ver a conexao spin-estatistica, analisemos o que acontece & funcdo de onda de
dois conjuntos carga-solendide quando se lhes permuta a posigdo. Em nivel classico nada
acontece, mas em nivel quintico, Aharanov e Bohm mostraram que hd o surgimento de

uma fase dada por
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. E
exp <_Zﬁ2?€dr . A) -

Com a ajuda do teorema de Stokes, podemos escrevé-la como

exp (—27ri%) . (2.32)

Deduzimos, entdo, que a estatistica do sistema é dada por

2ed
hC H e

e que os spin e a estatistica estdo relacionados da maneira convencional » = 2s

(2.33)

vV =

Daqui pra frente faremos 2z =c= 1.

2.4 O Termo de Chern-Simons com Acoplamento
Minimo

Nesta secdo vamos mostrar o primeiro modelo de teoria de campos a apresentar es-
tatistica fraciondria. Trata-se de uma lagrangeana no espago-tempo tridimensional, com
uma corrente conservada U(1) modificada através da adi¢do de um acoplamento minimo,
e de um termo de Chern-Simons. Este modelo foi primeiramente introduzido por G. W.
Semenoff em (29).

A lagrangeana % que nos referimos é

Fe / Px[(B,+18,) ¢ (0% — 1A)g — mPP'd+ LMD AL (234)

Os momentos canonicamente conjugados aos campos sao dados por

= 6—((30£;$*—)=(60—on)¢=%¢, (2.35)
™ o= %z(@0+2Ao)¢*=D_o¢, (2.36)
o = 6(2)610)“0’ . (2.37)
1 o e = Ze A, (2.38)
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O simbolo = identifica um vinculo do sistema ou, como j4 foi dito, uma relagao que
s6 pode ser implementada depois do célculo de todos os parénteses de Poisson da teoria.

Estas relagdes, como sabemos, eliminam varidveis dindmicas do espago de fases do sistema.

Através da transformacgdo de Legendre, podemos obter a densidade hamiltoniana do

sistema,

H = D0¢60¢* + mao¢ + %'EzJAJaoA, - L
= Do¢dod* + -DT¢60¢ + ;f—;e”A]BOA, -
(B + 14,)¢° (8" — 1AM + midt —

(07

7 E”W\AM BVA)\ :

A forma final do hamiltoniano é

H = / d*zH
= / Ba[rn+ ¢ (5 +1A) - (B — 1A)p + m26*d — AolJo + —%_B]], (2.39)
onde Jy = i(¢*m — 7*¢) é a densidade de carga associada 3 simetria U(1) e B é o campo
magnético.

Para prosseguirmos de maneira consistente com o método de Dirac, exposto no pri-

meiro capitulo, devemos exigir a conservagdo do vinculo (2.37). Neste caso teremos

Jo+ —B ~0. (2.40)
2w

Agora vamos determinar a forma, do campo de calibre com base nos vinculos acima

e nas condicbes de calibre a serem impostas. Escolhemos essas condigoes como sendo

Ay =0, e 0-A=0. (2.41)

Para encontrar o campo de calibre basta usar as condigdes (2.41) junto com (2.40) e

lembrar que a fun¢io de Green em duas dimensdes é dada por 5= In|Z — 7], ou seja

1 s .,
V2§In|m—y| =4(Z - 7).

Desta forma chegamos a
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A= 1 y\Ty — Y -
AZ) = / d2yf’ﬁp(y, t). (2.42)

Nos serd bastante 1itil escrever o campo de calibre da seguinte forma

A= 8,[é/d2y arctan(22—%2)], (2.43)

1 — U

fazendo uso da identidade 8, arctan(za/z1)Jo(#) = —¢,,/|Z|>. Embora este pareca um

detalhe matemdtico sem tanta importincia, isto nao é verdade. Podemos notar que o
campo de calibre (2.42) pode ser escrito como a derivada de um operador claramente nao

univoco. Basta notar que existem infinitos valores do 4ngulo entre o vetor £ — % e o eixo

-

Oz que darao o mesmo valor de A.

Poderemos remover a interacio do hamiltoniano (que é dado por (2.39) com Ag =0

e A, trocado por A,) se fizermos a transformagcio de calibre
Bx) = exp[(5/a) [ dyarctan(x - 3)Jo)]$(x)
i) = exp[(/e) [ Pyarctan(x - y) Do)
P60 = e (/o) [ Py actantx - ()]

#*(x) = 7*(x)exp [(i/a) fdzyarctan(x — y)Jo(y)]. (2.44)

O hamiltoniano é, agora, dado por

-~

Y = FHEETT - Do+ midts. (2.45)

Para o campo ¢ as equacdes de movimento sdo 6"6qu5 +m2¢ = 0. Estas descrevem

um campo escalar sem interagao.

As relages de comutacio a tempos iguais obedecidas pelos campos ¢(x) e #(x) agora

sao

(X)) —eCDh(y)d(x) = 0,  F(X)dy) — el Dd(y)d*(x) =0,
$)7*(y) — eCDE(y)d(x) = 0,  $R)F(y) — e DR(Y)d(x) =0, (2.46)

I

com A=7(1+2n)enéeN
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Estas relagbes sdo obtidas através do emprego da férmula de Campbell-Hausdorff (30)
1 1 1
exp(~F)G exp(F) = G + 1[G, F] + (G, Fl, F] + 5 G, FJ, FL F]+ ...,

com F = (i/a) [ d%y arctan(x —y)Jo(y) e G = ¢(x). Notemos que a fase que aparece nas
relagdes de comutagao ndo é tnica mas possui infinitos valores discretos. Isto significa
que os estados obtidos pela acao dos operadores qg(x) sao funcbes multivalentes de x, e
isso se traduz na estatistica exdtica explicitamente apresentada por esses estados. Assim
podemos ver a teoria de duas formas: através dos campos ¢(x) que tem interagdo compli-
cada e hamiltoniano (2.39) e produzem estados univalentes; ou através dos campos livres

$(x) que tém hamiltoniano dado por (2.45) e estatistica exética explicita.

Com o objetivo de prosseguir a analise dos termos de Chern-Simons com acoplamento
minimo, vamos agora estudar as propriedades candnicas de rotacdo e translacao da teoria,
além da conexdo entre spin e estatistica para os campos cldssicos ¢(x). Para tanto vamos
ao tensor energia-momento Ty, que é simétrico e invariante de calibre. Ele é obtido

acoplando-se os campos & gravidade e entdo variando a agdo com respeito a métrica

_2 a5
/_.g 6g;u/'

Aqui —g é o determinante do tensor métrica g~”.

Ty =

A natureza topoldgica do termo de Chern-Simons faz com que o mesmo nao contribua
em nada para o cilculo do T,,. O que acontece é que, ao introduzirmos a gravidade,
substituimos dx por {/—gdx, mas também temos que trocar o tensor de Levi-Civita e**?

por ﬁe“”" de forma a nao alterar o termo de Chern-Simons na acao. Isto nos da

Tuu = D—u¢DV¢ 2 DV—¢D11¢ — Gpv (D—aEDOQﬁ B m2¢*¢) . (247)

Se lembrarmos de (2.39), podemos ver que, de fato, Too = H, indicando que o resultado

estd correto. Os geradores de translacao sao Ty, = 7*0,¢ + 70,¢0* + A,Jp, ou seja,

Sl = / d2y{¢(x), Tor}

/ Py{d(x), 70,6 + 108" + AJo}
= (B iA))
= D,¢(x). (2.48)
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Quanto & rotagdo, temos que o momento angular é dado por L = [ d%xx,e?Tg,(x).

Vemos que ele gera a transformagao

bo(x) = / Py {3(x), 1Ty ()}

= [ @960, 3: 2 (x°09+ 708" + Auto))

= (xx (0-i4))¢(x)
= x x D¢(x). (2.49)

Como era de se esperar, tanto a transformacdo (2.48) como a (2.49) sdo invariantes de

calibre.

Uma pergunta surge naturalmente. Que aspectos serdo acrescentados a teoria se
fizermos os cédlculos que acabamos de fazer mas, desta vez, implementando os vinculos
(2.40) além das condigbes (2.41)? Veremos que, se resolvermos calcular as grandezas
L = [ d%0x,e9Tq,(x) e P, = [ d®T,, substituindo A4 por A, encontraremos aspectos ainda

mais interessantes.

Omitindo os detalhes matemdticos menos importantes, apresentamos como resultado

da substituicdo sugerida no pardgrafo anterior as seguintes solugGes para P, e L

= 2/ * ' % _1_/ 2. 12 35=Y
P, = /d x(7*0,¢ + 0,¢* ) + = d“xd yJo(y)ez]———(x e

= /dzk(w*aﬂﬁ-{-&qﬁ*w), (2.50)
T2 / d*x(m"x x 0¢ + m*x X 9¢"m) + — / d2xdyJo(x) = e s )32,) o(¥)

= d*x(r*x x 8¢ + m*x x 8¢*m) + o (2.51)

O tltimo passo na equagdo (2.51) foi dado levando em consideragdo a simetria de
integracdo em x e y na linha anterior, além da defini¢do da carga total Q = [ d%xJp(x),

onde a integracao é feita em todo o espago.

O termo em @? foi encontrado por C. R. Hagen em (31), que o interpretou como uma
anomalia nas propriedades de rotacao da teoria. Ele ressaltou ainda que nao se tratava da
realizagdo explicita de dnions. Mas Gordon W. Semenoff, em seu trabalho (29), mostrou

que este termo pode ser visto como sendo um operador de spin. Hagen argumentou (32)
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que a escolha de calibre (2.41) é conflitante com as equagées de movimento para A, (2.55).
Disse também que a equacgdo para A, (2.43) estd errada pois, segundo ele, ndo se pode
permutar as operagoes de integragao e derivagdo necessdria para se escrever a equagao
(2.43) a partir de (2.42). Entretanto tais argumentagGes ndo se sustentam, como se vé
em (33), uma vez que a escolha do referido calibre em nada contraria as equagdes (2.55),
e que os requisitos para que se possa permutar as operacoes matemadticas citadas s@o

plenamente obedecidos (34).

Calculando a variagdo gerada em ¢(x) pela equagdo (2.50) vemos que o resultado é o
mesmo de (2.48). J4 para o momento angular o resultado é bem diferente. O momento

angular (2.51) gera em ¢(x) uma transformacdo dadg por

Go(x) = {¢(x),L}
= x X 0¢(x) + gqﬁ(x). (2.52)

O 1ltimo termo ndo pode ser removido por uma redefinicdo do momento angular sem
que seja quebrada a dlgebra de Poincaré (2.22), jd que deveremos ter {K,, K,} = ¢,L.

Usando a definigdo dos parénteses de Poisson

G 0F 4G

0F
{F,G} = f dzx[wa Do)~ i) B, (x)], (2.53)
e a definicdo dos boosts de Lorentz
B = /d%:ﬂz [r*7 + ¢*((5 +14A) - (3 —1A)¢ +m’$*P] (2.54)

. 0 2
podemos verificar a necessidade da presen¢a do termo %

2.5 Chern-Simons Acoplado a Campos de Matéria:
Uma Visao Geométrica

Nesta se¢do esbogaremos o comportamento geométrico da teoria de Chern-Simons
acoplado a campos de matéria. Para tanto vamos estudar as equagdes de movimento
para densidades de carga arbitrarias, e depois vamos considerar um caso especifico com o

objetivo de exemplificar o que foi dito.
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Para entender melhor o significado do acoplamento do termo de Chern-Simons a uma
corrente de matéria J* = (p, J), vamos considerar as equagdes (2.7) escritas em termos

de componentes:

. B
p= 2T
v = Lup 2.55
J — %E J' ( . )

A primeira das equagdes (2.55) j4 mostra uma caracteristica tnica da teoria de Chern-
Simons em 2+1 dimensdes, que é a de combinar a carga elétrica ao fluxo magnético tal
que sempre que houver carga elétrica haverd fluxo magnético e vice-versa. Diz ainda que

carga e fluxo sdo locamente proporcionais.

A segunda das equagdes (2.55) assegura que a primeira é preservada no tempo. Para
ver isso basta derivar esta com relagdo ao tempo

(07

- €98,4, (2.56)

o -
) = —B =
A 2w

e usar a equagdo de continuidade para a carga, p + 0,J* = 0, para obter

ol
27
O termo entre parénteses na equacgao acima pode ser nulo ou, de maneira mais geral, igual

8,(J* + —€¥8,A,) = 0. (2.57)

a um termo do tipo €9,x, onde x é arbitrdrio. A equagdo (2.57) continua vilida. Por

isso podemos escreyer

o, A 3
Jr = —g¢ 10,4, + €70,x. (2.58)

Se identificarmos x como sendo igual a 5 Ay, veremos que (2.58) é a segunda das equagGes

(2.55), provando o que dissemos sobre o seu significado.

Neste ponto podemos considerar o termo de Chern-Simons como tendo o efeito de um
vinculo sobre os campos ligando a carga elétrica ao fluxo magnético. Esta relagdo entre

carga e fluxo é a propriedade que define os dnions (35-41).

Considere, por exemplo, um conjunto de N particulas pontuais carregadas se movendo

no plano conforme a Figura 1.

A densidade de carga do sistema é dada por
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Figura 1: Vérios dnions pontuais com carga e e fluxo magnético £, com k = 27a.
K

p(E ) =) 6(F —Z'(1)). (2.59)

As equagdes (2.55) associam a esta densidade de carga o campo magnético

B(Z,1) = ?g?z(s(f— (%)) (2.60)

Por causa de suas propriedades, tais particulas ndo podem ser entendidas como cargas na
presenca de campos magnéticos, mas, sim como particulas que tém como propriedades

intrinsecas carga e fluxo e estes simplesmente nao podem ser dissociados.

Ao se observar a 1 surge naturalmente a pergunta sobre como € possivel, em apenas
duas dimensoes espaciais, desenhar o plano de movimento e ainda as linhas de fluxo de
forma a dar uma visdo geométrica do problema, fisico. Deixamos claro neste ponto que o
uso da expressao ”linhas de fluxo” serve para ilustrar nossas idéias mas nao corresponde
ao sentido fisico estrito uma vez que o campo magnético aqui é apenas um escalar. Para
responder a esta pergunta, vamos relembrar o problema do eletromagnetismo classico
em trés dimensdes espaciais, onde temos um fio estendido por todo o eixo Oz onde estd
distribuida uma densidade linear de carga elétrica. Como sabemos, este problema tem
simetria cilindrica e seu potencial é dado por ®(p) = (constante) In(p). Logo, para qual-
quer valor de z que possamos escolher para colocar uma carga de prova, serd observada
a mesma Fisica. Podemos, entdo, esquecer que estamos em trés dimensoes espaciais e
considerar o problema como sendo o de um potencial ® = ®(p) = (constante) log(p) em

duas dimensGes espaciais. Isto acontece porque cada plano pode ser visto como sendo
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uma, folha. Cada folha vai sendo superposta as outras infinitas folhas cada uma arbitra-
riamente proxima & seguinte de forma a constituirem o espago tridimensional. E neste

sentido que devemos entender a 1.

Se considerarmos que cada particula tem massa m, a acdo é entdo dada por

N
= -’;—’Z / 2 + % / Bxe™PA,8,A, — / dBxA,JH, (2.61)
=1

As equagtes de movimento (2.7) determinam o campo de calibre A, em termos da corrente

de matéria J#. Os detalhes serdao omitidos aqui uma vez que jd foram apresentados. O

campo de calibre é entdo dado por -
N

. T, — Yp) e (2 —y;(®)
AN (Z,t fd2ye’7( == (7. — 1 2.62
RS Sopmr0=t ey oo

Que pode ainda ser escrito como
gL

AYZ,t) = — Y O'arg(z — zF). 2.63
@9 =3 Y etarg(z - 2" (2.63)

Inicialmente este campo pode parecer um campo de calibre puro que pode ser removido
por uma transformacdo de calibre. Mas ndo é isso o que acontece. Depois de uma tal

transformacdo, o campo ndo-relativistico ¢(Z) adquire um fator de fase

2 N

“6(%) = (%) = ; Z arg(z — z* (“) (2.64)

A equagdo (2.64) mostra que o campo ¢(Z) é agora multivalente e esta é a principal
caracteristica do acoplamento com o termo de Chern-Simons. Embora pareca que o
campo de calibre tenha sido levado embora deixando somente um campo livre, a interacao

estatistica complicada estd escondida nas condigdes de contorno para o campo ¢'(Z).

Como exemplo de interagdo podemos citar que, em nivel quintico, quando um anion
se movendo adiabaticamente d4 uma volta completa em torno de outro (Figura 2), ele

adquire uma fase de Aharanov-Bohm (42)

2mie? ) (2.65)

exp ( ze?{A dx) —exp(2 -
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Al
7

* .1’ .

Figura 2: Interacdo de Aharanov-Bohm entre a carga e de um &nion e o fluxo £ do outro.

L]

Se este movimento pode ser interpretado como uma dupla permuta de dnions, entao

podemos ver que a mudanga de fase ao se trocar uma particula pela outra duas vezes é

= (2.66)
(03

A fase (2.66) pode ser alterada conforme se altera a constante de acoplamento de
Chern-Simons. Dessa forma pode se fazer com que a particula se comporte como férmion
ou béson. Esta é a origem da estatistica fraciondria em particulas pontuais. Um exemplo

explicito dessa ”transmutacao” de estatistica pode ser encontrado em (43).
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3 O TERMO DE
CHERN-SIMONS COM
ACOPLAMENTO
NAO-MINIMO

Nos perguntamos se ndo é possivel obter resultados fisicos andlogos aos do capitulo 2
com um outro tipo de acoplamento, ou seja, uma outra interagao. E de se esperar que a
resposta seja positiva uma vez que os referidos resultados se sustentam sobre o pilar da
invaridncia de calibre, e nao sobre caracteristicas particulares da interagdo. Tendo esta

invaridncia como ponto de partida, vamos em busca de um tal termo de interacgao.

Para encontrar um termo que, tal qual o campo A,,, permita construir uma interagdo
invariante de calibre, é conveniente migrarmos para o formalismo de formas diferenciais.
Para ndo mudar o foco neste momento dos aspectos fisicos para os mateméaticos do nosso
trabalho, preferimos deixar para o apéndice a explicagdo de como se usa este formalismo
para construir o acoplamento invariante de calibre que queremos. Por enquanto, nos
limitamos a dizer que decidimos usar uma redefinicio de campos que conecta o termo de
Chern-Simons, que parece ser de vital importancia para a estatistica fraciondria, com a
teoria de Maxwell-Chern-Simons (MCS) e a teoria Auto-Dual (AD). Esta redefinigdo foi
escolhida porque em (44) e em (45) foi mostrado que o termo de Chern-Simons gera o
modelo MCS através de uma redefini¢do de campos e, em (46), que a dualidade entre os

modelos MCS e AD implica que a redefinigdo é a mesma para ambos.

Usando esta redefinigdo somos levados ao seguinte campo de calibre:
Al = Ay + 16, 0" AP + 6| (Ay) — 8,8,A"] 4+ -+, (3.1)

onde c; e ¢ sdo constantes numérica e os termos omitidos ndo sdo mais do que poténcias
dos dois primeiros, porquanto ndo se espera que eles adicionem novos aspectos as nossas

investigagoes.
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Nés, entdo, nos pomos a testar nossa teoria em que a derivada covariante é a seguinte

D, = 9, +14, +19€,,,0" A®. 3.2
b= Oy p wvp

Para tanto, nés empregamos o método de quantizagao de Dirac & seguinte lagrange-

ana:
S = /dsx[(au + 34, + zgeuupa"Ap)¢*(6“ —1A* — 1ge’P9,A,)p —
—m?§"+ e 4,8, 4,), (3.3)
onde g é o pardmetro de acoplamento. "

Os momenta sao:

oL o L 5=
"= - T T a@e) A
oL oL o 4 g =
A " T Boedy)  dwv s H Sl D¢ — Dy (3.5)

Fazendo uma transformagao de Legendre obtemos o hamiltoniano.

H=pg—-L

H o= 7'm— Ao(5=€"0,4,+ Jo) + DigD.J + migh +
ge’0,A,J, (3.6)
onde Jy = i(¢*1m — 7* Q).
Como condigao de consisténcia para a teoria temos que

(67

B+ J,=0. 3N
2ﬂ_+00 (3.7)

Acontece que o Jp na (3.7) carrega em si dependéncia no campo A,. Isto se deve ao
fato de que os momentos m dependem de A, e essa dependéncia ndo pode ser removida
por uma, escolha de calibre. Isto implica que ndo existe o vinculo entre uma corrente de

matéria e o fluxo magnético.

Como resultado, obtemos que.este modelo néo apresenta estatistica fraciondria. Isto
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pode ser visto & luz das mudancas introduzidas pelo termo €,,,0” na derivada covariante.
Este termo, embora respeite a simetria de calibre devido & anti-simetria nos indices v e
p, quebra a simetria de paridade da teoria uma vez que o tensor de Levi-Civita nao é

invariante sob a transformagio de paridade (47).

Outra maneira de ver que este modelo ndo apresenta estatistica fraciondria serd dada

no apéndice.

J4 para o segundo termo em (3.1) isto é bem diferente. Ele é dado pelo quadrado do
termo €,,,0” e, portanto, obedece tanto & simetria de calibre quanto & de paridade. Isto
nos faz esperar que ele apresente estatistica e spin fraciondrios. Além disso, esperamos que
ele também apresente novos aspectos ainda ndo desvendados da teoria, que tenham sido

até agora mascarados pelo acoplamento ndo-minimo usado até aqui na literatura (48).

Com a derivada covariante
D, =0, +14, +19(6°A, — 8,0,A") (3.8)
construimos nossa lagrangeana

5= [ @x{(0,+ thu+ 160, — 9,0.A)9"
X [0F — 1A* —19(0% A, — 0,0, A%)]¢
—mi§'h + P 4,0,4,). (3.9)

O proximo passo no procedimento de Dirac é calcular os momenta canonicamente

conjugados aos campos. Sao eles:

oL oL  —

— e e D Fi= = D 3.10

"= e@e) -0 T T a@e Y Y
oL oL a

. S WY ——RPCROn = i ] Sl

o= Ay S0 T Ak - e pi)

Como de costume, o simbolo & serve para identificar um vinculo da teoria. O hamiltoniano

obtido é, entdo:
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H = 7*r— Ao(%e” +Jo) + Di¢D,§ + m*¢*¢ +
+19(8%4¢ — 6,0, 4%)
(808" — ¢*00¢) — 29°(8 Ao — 008, A”)$* P Ao —
— 2¢%((8% Ao — 808, A)*¢" 9. (3.12)

E importante ressaltar que uma escolha de calibre apropriada, a saber

Ag~0and 8-A R0, (3.13)

é capaz de remover completamente as duas iltimas linhas do hamiltoniano assim como o

acoplamento nio-minimo. Isto sugere fortemente que estamos no caminho certo.

Para que a teoria seja consistente é necessirio que a primeira das equacdes (3.11) seja

conservada no tempo. Isto acarreta a seguinte igualdade
o
%B + Jo + termos =~ 0, (3.14)

onde B = €”0,A; é o campo magnético e os termos omitidos se anulam na escolha de
calibre (3.13).

As condicdes de calibre (3.13) e os vinculos (3.11) determinam que o campo de calibre

A, tenha a forma

U/d2 27V g (y). (3.15)

(x—y)?

O Hamiltoniano é dado por (3.12) com as condigdes de calibre e A substituido por A

e os campos escalares satisfazendo os parénteses de Poisson

0(x-y)
S(x—-1y), (3.16)

{6(x), 7" (¥)}
{¢* (%), m(v)}

todos os outros sendo nulos.

Novamente podemos escrever o campo de calibre como a divergéncia de um operador

multivalente:

Ax) = dw,
1
onde w = p /d2y arctan(x — y)Jo(y). (3.17)
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Se tentarmos remover a interagdo através de uma transformagio para os campos com
dlgebra graduada ¢(x) e 7(x) através da transformagdo (2.44), ndés ndo obtemos um

hamiltoniano livre mas

H = n'r+¢°(9 +igd?A) - (T —ighA)é + m24*o. (3.18)

Estudemos agora o tensor energia-momento 7 dado por

T = Dy¢Dy¢ + Dy$Dudp — g (Drd D ¢ — m*¢* ). (3.19)

A partir do tensor Energia-Momento podemos Verificar as propriedades de rotagao
e translagao do sistema. Consideremos primeiramente as translagées. A dependéncia
de ¢ no calibre escolhido é contrabalangada pelo gerador de translagdo que é, também,
dependente do calibre de tal forma que a transformagdo como um todo é invariante de
calibre 6;¢ = {¢(x), [ ®yTo,(y)} = (8, — iA, — igd*A,)¢(x) = D,¢(x). Para levar as
rotagdes em consideragao é necessario, primeiro, calcular o operador momento angular
que L = [d?xx,e?Ty,(x). Veremos que ele gera em ¢ rotagdes invariantes de calibre.

Substituindo A por A obtemos os operadores de rotagéo e translagio fisicos.

P, = /d2X(7T*az¢+6:¢*7r) + %/dz /d YJO 61"7( 552
+g / deJo(x)azAf
g / a%x(*8,¢ + 8,0*7) 6

b &= /d2x(7r*x X 0¢ + m*x X 0¢*) + %/dzx/dzyJo(x)x—(;c-(_}i_Tz)

+g / d?xx,€9Jo(x)0%A,

= /d2 7rxx6¢+7rxx6¢7r)+ +g—/d2 J3(x (3.21)

Os dois primeiros termos no lado direito da equagdo (3.23) sdo ji conhecidos. O
ultimo termo é que nos interessa. Tendo em mente a equagdo 3.14, ele pode ser escrito

como

f d?xJ2(x / d?xB?%(x) = 4gaWy, (3.22)
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onde Wy é a densidade de energia magnética em unidades gaussianas.

Calculando o paréntese de Poisson entre o operador momento angular e o campo
¢, vemos que ele gera uma rotagdo no espago (explicitada pelo primeiro termo), uma
transformacdo de spin andémala (termo em ()) e uma terceira transformagio ligada ao

campo magnético naquele ponto

{8(x), L(y)} = x x 0¢(x) — 1Qp(x)/cx + 2ig B(x) (). (3-23)

Tal qual o termo em @, termo em B nao pode ser removido por uma redefinicdo do
momento angular sem que seja quebrada a 4lgebra de Poincaré. Da mesma forma que
no capitulo anterior, devemos ter {K;, K,} = €,,L. Assim a definicdo dos parénteses de
Poisson (2.53) e a definigdo dos boosts de Lorentz (2.54) implicam na necessidade do

termo em B.

Novamente nos referindo ao apéndice para mais detalhes nds salientamos que estes
resultados podem ser obtidos através de uma maneira um pouco diferente. Considere a

lagrangeana

L= D,¢*Dt¢ —m*¢"$+ P A,0,A, + gA,,b‘ze”"”a,,A,,, (3.24)

com D, =0, +iA,.

Prosseguindo com o método de Dirac encontramos os mesmos momentos (2.35) e
(2.36). Entretantp uma diferenga crucial surge quando se implementa o vinculo res-

ponsdvel pela conservagdo de Ag &~ 0 no tempo, a saber

Jid e”(% +k6%)8,4, = 0. (3.25)

Esta equagdo pode ser modificada para

o 1
Jo+ 5-€90:4, =0, (3.26)

com J§ = (1 + 22£52) 7 .

Neste momento néo é tarefa dificil encontrar A’ até uma ordem arbitréria em 2252,
1 ]

Fazemos isso incluindo corregdes de primeira ordem. Fazendo as transformagdes (2.44),
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obtemos

2Tk

2T 52AY . (3 — TR AN+ m . (3.27)

H = 7r*7r+¢*((5+z—a—

Comparando as equagoes (3.18) e (3.27), vemos que, de fato, o resultado obtido para
o hamiltoniano na teoria (3.24) e na teoria (3.9) é o mesmo. Com os operadores (3.21) e

, 2
(3.20) acontece o mesmo mas com g no lugar de “7%.
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CONCLUSAO

Acreditamos ter encontrado na paridade do campo de calibre A, e do acoplamento,
que sdo o0 mesmo em essancia, um prerequisito fundamental para a estatistica fraciondria.
O acoplamento e o campo de calibre foram construidos com o foco nas invaridncias de
calibre e de paridade e isso nos levou a obter os resultados desejados. Estes séo destruidos
se a paridade é quebrada como em (3.2). A redefinicdo que mencionamos é, portanto,
constituida pelos termos em (3.1) que obedecem & simetria de paridade. Ela leva & lagran-
geana (3.24) como uma teoria de campo que apresenta estatistica fraciondria bem como

outras propriedades. A lagrangeana (3.9) é igualmente importante embora completamente

andloga.

Em sintese:

e Nosso principal resultado foi mostrar que existe pelo menos uma teoria de campos

com estatistica fraciondria diferente da de Semenoff.

e A teoria encontrada ndo fere as simetrias de calibre nem de Poincaré e é local, como

era de se esperar.

e Encontramos.uma relagdo entre o termo de spin e a energia magnética do sistema,
portanto andloga & relacdo do modelo de Semenoff que se dd entre o termo de spin

e a carga elétrica.
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APENDICE A - Formas Diferenciais e
Redefinicao de Campos

L]

Aqui vou falar sobre formas diferenciais e redefini¢do de campos o suficiente para
justificar os resultados ja apresentados nesta dissertacdo. Primeiro algumas convengoes e

definigGes.

Uma p-forma geral é do tipo

1!
L == ku___,pdx,l Adzy, A= Ada,, (A.1)

onde uma hd soma nos indices repetidos de 1 até n em um espago n-dimensional. A é o

produto wedge.

A métrica que nés usamos é (+ — —). O produto interno de duas p-formas w, and 7,

é designado por (wp, 1) = [ wp A *1p.

Definimos o opgrador estrela de Hodge que leva uma p-forma em uma (n — p)-forma

da seguinte maneira

1
—"’-1,_—2:))!611_,_;?1?+1__,1nd$1p+1 A d$1p+2 A+ A d.'L‘,n. (A2)

(

*(dzy, Adzy, A---Adzy,) =

Sobre o operador estrela de Hodge destacamos ainda que *x = (—1)(“*‘)/2“’(”‘1’),
onde s é a diferenga entre o nimero de ”+1” e o de”—1” na métrica. Em nosso caso,

portanto, xx = 1.

Definimos ainda o operador de derivagdo exterior d que leva uma p-forma em uma

(p + 1)-forma

dw = ——dz; (A.3)
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E sobre ele destacamos que d? = 0.

Usando o formalismo de formas diferenciais podemos escrever as equagées de Maxwell
(1.68) sob a forma

d+ F
F

J, com

dA.

A, F e J sdo, respectivmente, as 1,2 e 3-formas

-

A = Aod:l:o == A1d.’L‘1 = Azdil)g = A3d.’133,
F = deO A (EldII:l + Ezd.’ZJg + E3d.’133) + Emldxz A d.’II3 + Ezzd.’E;; A d.’El + Exsdxz A dIEl,
J = pdz; Adzy Adzs — dzg A (Jg,dze A dzs + Jg,dzs Adzy + Jpdz; Adzy) . (Ad)

Desta maneira é bem simples de se entender porque a transformagdo A — A + dA

ndo altera as equagdes de Maxwell.

dA — dA+d%A, logo
F — F (A.5)

Agora vamos ver como chegamos 3 redefini¢do de campos referida anteriormente (3.1).

Primeiro escrevemos a acdo de Maxwell-Chern-Simons

1 1
Smcs = f gd47d4 — %AdA =5 (d4,d4) + % (4,*dA). (A.6)

Sabemos (45) que essa agdo pode ser escrita como

(dA4, dA) + % (A, *dA) = % (,21, *dA) , (A7)

N =

comA=0Ae

0=1+§aj (fng)] (A.8)

Levando em conta algumas pi'opiedades do operador O, a saber
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(OA,B) = (A,0B)e (A.9)
[@;#d] = 0, (A.10)
nao é dificil ver que
*d 9
14 0%)xdA =0, (A.11)
m

e desta maneira obter O na forma (A.8).
E a expansido (A.8) que gera a redefini¢do (3.1). Ela contém termos pares e impares.

A luz do exposto acima, podemos entender melhor porque o acoplamento ndo-minimo
usual, dado por A’ = (1 + xd)A = O'A, ndo apresenta estatistica fraciondria. Considere

a agdo (3.3). Ela é escrita como
S = (([d+i(l++d)A)g, (d—i(1 + d)A)$") + % (A,* dA)
= ([d+id), (d - i4)¢") + T (4, d4). (A.12)

Fazendo a redefinicio A — A’ = (O')7' A, temos

S

((d+1:4")¢, (d — iA")¢*) + Spcs(4’) + termos (A.13)

As constantes de acoplamento dos termos MCS podem ser ligeiramene diferentes mas
é facil ver que estes termos realmente surgirdo. Ja que O’ contém os mesmos termos de O,
a forma expandida de O’ diferira da de O somente pelos coeficientes. Como é conhecido
na literatura (49), modelos com MCS ndo apresentam estatistica fracindria, a ndo ser, é

claro, em regidoes em que o termo de Maxwell seja dominado pelo de Chern-Simons.

Agora vejamos como se faz para incluir somente os termos pares de (3.1). Suponha

que O” satisfaz esta condigdo. Entao

%‘-(A”, «dA") = gf(A, «d0"24) = %(A, «dA) + mT"‘(A, (xd)3A). (A.14)

A tltima igualdade vem do fato de que, para conter somente termos pares, O” deve

satisfazer
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2
O"*=1— (ﬂ) ; (A.15)

m

Notemos ainda que os coeficientes dos termos pares advindos de (A.11) e de (A.15)

sao diferentes mas que isso ndo afeta nossa analise.
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