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Abstract

In this work, random versions of one-dimensional Ising, lattice gas and quantum XY
models are studied. The problems are considered in the framework of the bond problem,
and bimodal probability distributions for the random variables are used. For the Ising
model, spins are assumed to interact via uniform long-range interactions and random an-
nealed short-range interactions in the presence of a uniform external magnetic field. The
free energy is exactly calculated, and explicit results are presented for the spontaneous
and induced magnetization. The ground state of the system can be ferromagnetic, ferri-
magnetic or antiferromagnetic. The spontaneous magnetization is able to increase with
temperature, and the induced magnetization presents up to two discontinuities, as the field
intensity is increased. For the lattice gas, particles are also supposed to interact via uni-
form long-rang interactions and random annealed short-range interactions. The equation
of state is exactly determined by mapping the system into the Ising model with random
interactions in a random field. The system can present up to three transitions, with dif-
ferent critical temperatures, which means a maximum of four distinct phases. Triple and
quadruple points are observed. For the quantum XY model, the linear chain with ran-
dom quenched coupling constant in a uniform transverse magnetic field is considered. By
performing finite-chain numerical calculations and configurational averages over a limited
set of samples, rpsults are obtained, at zero temperature, for the transverse magnetiza-
tion, transverse static susceptibility, magnetization profile and static spin-spin correlation
function in the field direction. The existence of various divergences for the susceptibili-
ty, induced by locally strongly coupled spins in some regions of the chain, is observed for
field intensities greater than a certain value. The similarity of this behaviour with Grif-
fiths singularities is discussed. Results for the specific heat in zero field as a function of

temperature are also presented.



Resumo

Neste trabalho sao estudadas versoes aleatérias dos modelos unidimensionais de Ising,
gds na rede e modelo XY quéntico. Em todos os casos, tratam-se problemas de ligagoes
aleatorias, e sao utilizadas para as varidveis aleatérias distribui¢oes bimodais de probabi-
lidade. Para o modelo de Ising, supde-se que os spins interagem por meio de interagoes de
longo alcance uniformes e interacoes de curto alcance aleatérias recozidas, na presenga de
um campo magnético externo uniforme. A energia livre é calculada exatamente, e resul-
tados explicitos sao apresentados para a magnetizacao espontanea e induzida. O estado
fundamental do sistema pode ser ferromagnético, ferrimagnético ou antiferromagnético.
Mostra-se que a magnetizacao espontdnea pode aumentar com a temperatura, e que a
magnetizacao induzida apresenta até duas descontinuidades quando se eleva a intensidade
do campo. Para o gds na rede, também considera-se que as particulas interagem por meio
de interacoes de longo alcance uniformes e interagoes de curto alcance aleatérias recozi-
das. A equacao de estado é determinada exatamente mapeando-se o sistema num modelo
de Ising com interacoes e campo aleatérios. O sistema apresenta até trés transicoes, com
diferentes temperaturas criticas, correspondendo a um méximo de quatro fases distintas.
Pontos triplos e quddruplos sao observados. Para o modelo XY quéntico, é considera-
da a cadeia linear com constante de troca aleatéria temperada num campo magnético
transverso. Por meio de cdlculos numéricos para cadeias finitas e médias configuracionais
sobre um nimero limitado de amostras, sao obtidos resultados, a temperatura zero, para
a magnetizagdo transversa, susceptibilidade estdtica transversa, perfil de magnetizacao e
funcdo de correlacao estdtica entre dois spins na direcao do campo. Observa-se a existén-
cia de divergéncias na susceptibilidade, induzidas por regioes da cadeia caracterizadas
por forte acoplamento entre os spins, para intensidades do campo superiores a um dado
valor. A semelhanca entre esse comportamento e singularidades de Griffiths é discuti-
da. Apresentam-se ainda resultados para o calor especifico a campo nulo como funcao da

temperatura.
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Introducao

Os materiais encontrados na Natureza invariavelmente apresentam imperfeicoes, em
maior ou menor grau. Apesar do grande sucesso da Fisica do Estado Sélido e da Fisica
Estatistica em explicar uma vasta gama de fendmenos naturais por meio de sistemas
idealizados, cuja estrutura é desprovida de quaisquer falhas, existem diversos materiais
para os quais tal tratamento é inadequado. Tais materiais sao caracterizados pela presenca
de algum tipo de desordem, seja de natureza estrutural, como nos vidros, ou na forma de
impurezas, como nos materiais cristalinos.

Nos sistemas que podem ser descritos por modelos de rede, entre os quais se encon-
tram muitos materiais magnéticos e cristalinos, elementos de desordem sao geralmente
representados pela presenca de dtomos ou moléculas estranhos ao meio. Num materi-
al magnético pode-se pensar, por exemplo, na substituicao de certos d&tomos por outros,
desprovidos de propriedades magnéticas, obtendo-se assim um magneto diluido [Stinch-
combe 1983]. Ou ainda podem-se introduzir num cristal dtomos diferentes daqueles que
compdem a matriz cristalina. Ambos os casos alteram as interagoes entre os d&tomos do
material, e causam mudancas no seu comportameto macroscépico. Tais situacoes con-
stituem problemas de sitios.

Pode-se também considerar a presenca de desordem nas proprias interagoes entre as
particulas que constituem o material. Em lugar de traté-las como uniformes, considera-se
que as interagoes satisfacam uma certa distribuicao de probabilidades. Esses problemas
de ligagoes constituem muitas vezes uma primeira aproximacao para os problemas de si-
tios, que em geral exigem um tratamento matemédtico mais elaborado. Para redes unidi-
mensionais, entretanto, irregularidades estruturais na forma de distdncias varidveis entre
os sitios podem alterar as interagoes entre as particulas que os ocupam, e problemas de
ligagoes parecem adequados.

Neste trabalho sao analisadas propriedades estédticas de alguns modelos de rede uni-
dimensionais nao-triviais na presenca de ligacoes aleatérias. Sao considerados especifica-
mente o modelo de Ising, o gds na rede e 0o modelo XY quéntico isotrépico. Com objetivos

didéticos, ao longo do trabalho revisam-se vérios resultados fundamentais, tanto relativos



a sistemas desordenados em geral como a versoes uniformes e aleatérias dos modelos dis-
cutidos.

Em geral, a presenca de desordem nos sistemas fisicos é tratada em dois limites [Brout
1959]: o limite temperado, no qual as impurezas sdo consideradas fixas, e o limite recozi-
do, no qual as impurezas podem distribuir-se de modo a permitir o equilibrio térmico do
sistema. Fssa distingao fundamental reflete-se nas diferengas entre as propriedades ter-
modindmicas dos sistemas temperados e recozidos. Os limites de desordem e a equivalén-
cia entre sistemas temperados e sistemas recozidos com vinculos [Morita 1964, Sobotta e
Wagner 1979] sdo discutidos com maiores detalhes no capitulo 1.

O modelo de Ising foi introduzido por Lenz [1920] como uma tentativa de explicar
o ferromagnetismo com base na velha teoria quantica. Em sua versao mais simples, o
modelo supde que os momentos magnéticos intrinsecos (ou “spins”) dos dtomos num ma-
terial sdo restritos a assumir somente duas orientagoes (para cima e para baixo) numa
dnica direcao espacial, constituindo um sistema altamente anisotrdpico. Interacoes en-
tre os dtomos podem induzir um alinhamento dos spins, produzindo uma magnetizacao
espontdnea. Tal expectativa nao se realiza para o modelo unidimensional com interagao
entre dtomos vizinhos mais préximos, resolvido por Ising [1925]. No entanto, a solugdo
de Onsager [1944] para o modelo bidimensional correspondente confirmou a existéncia de
uma fase ferromagnética a temperaturas suficientemente baixas, como previsto por Peierls
[1936a] para duas e trés dimensdes. Posteriormente demonstrou-se a existéncia de fases
ferromagnéticas para modelos unidimensionais, desde que as interagoes entre os dtomos
sejam de alcance suficientemente longo [Dyson 1969]. A mistura de interagdes de curto
alcance antiferromagnéticas e interagoes de longo alcance ferrromagnéticas num mode-
lo unidimensional mostrou-se capaz de produzir nao somente fases ferromagnéticas, mas
também transi¢oes de primeira e segunda ordens daquela fase para a fase paramagnética
[Nagle 1970, Vieira e Gongalves 1995].

A presenga de desordem no modelo de Ising foi estudada em modelos com campo
aleatério [Derrida et al. 1978, Nieuwenhuizen e Luck 1986] , diluicdo de sitios [Griffiths
1969, Wortis 1974] , misturas de dtomos magnéticos [Matsubara 1974, Kasai e Syozi 1976]
e aleatoriedade de ligagdes [Katsura e Matsubara 1974, McCoy e Wu 1971, caps. 14 e

15] , entre outros, em ambos os limites temperado e recozido. Em particular, o modelo



temperado de Sherrington e Kirkpatrick [1975], com interagoes de longo alcance aleatérias,
encontrou grande aplicacdo nos chamados vidros de spin [Binder e Young 1986] . A solugéo
geral do modelo de Ising com interacoes aleatdrias entre primeiros vizinhos obtidas de uma
distribui¢ao de probabilidades recozida arbitréria foi determinada por Thorpe e Beeman
[1976], em termos de um modelo uniforme com interacdo dependente da temperatura. A
versao diluida por sitios do modelo unidimensional com interagoes de curto e longo alcance
competitivas [Nagle 1970] foi estudada por Slotte [1985] no limite temperado, e apresenta
uma série de novas transigoes induzidas pela diluicao. O mesmo modelo foi estudado por
Paladin et al. [1994] considerando interagdes de curto alcance aleatérias +J com igual
probabilidade, tanto no limite temperado (a temperatura zero) como no limite recozido
(a qualquer temperatura).

No capitulo 2 generaliza-se o modelo de Paladin et al. considerando-se interacoes de
curto alcance aleatérias obtidas de uma distribuicao bimodal recozida e interacoes de lon-
go alcance uniformes na presenga de campo magnético. O problema é resolvido de forma
exata, e o comportamento critico do modelo é analisado com base na magnetizagao espon-
ténea e nas curvas de magnetizagao contra campo a temperaturas fixas. Alguns resultados
béasicos sao antes revistos. Apresenta-se a solugao do modelo de Ising unidimensional com
interacOes uniformes entre vizinhos mais préximos pelo método da matriz de transferén-
cia [Kramers e Wannier 1941]. Discutem-se as aproximagtes de campo médio [Bragg e
Williams 1934] e da cadeia linear. Revisa-se a solugdo de Vieira e Gongalves [1995] para
o modelo de Ising uniforme com interagdes de curto e longo alcance. Demonstra-se ainda
a equivaléncia entre os limites temperado e recozido para o modelo de Ising unidimen-
sional com interagOes aleatérias entre primeiros vizinhos, bem como a destruicao dessa
equivaléncia na presenca de um campo magnético externo.

O géas na rede (“lattice gas”) é um modelo que descreve um conjunto de particulas
distribuidas num dado volume de modo que seus centros sejam restritos a ocupar somente
os sitios de uma rede, proibindo-se a presenca de mais de uma particula no mesmo sitio.
Na versao mais simples, a ocupacao de um dado sitio nao exclui a presenca de particulas
em nenhum dos sitios vizinhos ou, em outras palavras, o raio das particulas é inferior ao
parametro de rede. Associando-se a presenca ou auséncia de uma particula num dado sitio

& orientacao para cima ou para baixo de um spin, o problema pode ser transcrito num



modelo de Ising, como mostrado por Lee e Yang [1952]. Esses autores, baseados na solugao
de Onsager [1944] para o modelo de Ising bidimensional com interag¢des entre primeiros
vizinhos na auséncia de campo magnético externo, obtiveram exatamente a curva de
coexisténcia de uma transicao do tipo liquido-gds exibida pelo gds na rede quadrada.
Entretanto, a forma geral da equagao de estado nao pdde ser determinada exatamente,
em virtude da inexisténcia de solugoes exatas para o modelo de Ising bidimensional na
presenca de campo magnético.

Por outro lado, um modelo de Ising unidimensional com interacoes de curto e longo
alcance [Nagle 1970] pode ser transcrito para um gas na rede, determinando-se exata-
mente a equagdo de estado [Wilson e Bell 1977, Vieira e Gongalves 1995]. No caso de
interagoes competitivas, obtém-se até duas transigoes de fase, com temperaturas criticas
iguais. Apesar desse porém, o modelo apresenta caracteristicas interessantes, tais como a
presenca de um ponto triplo e de cruzamento de isotermas, como ocorre na dgua. Torna-se
entao interessante analisar versoes desordenadas do modelo.

No capitulo 3 estuda-se o gés na rede unidimensional com interagoes de longo alcance
uniformes e interagoes de curto alcance aleatorias, obtidas de uma distribuicao de proba-
bilidades bimodal recozida. A equagao de estado é calculada por meio da solugao exata
de um modelo de Ising com interagoes e campo aleatérios. Como base para analise, sao
discutidos antes alguns topicos fundamentais. Deriva-se a equivaléncia formal entre o gds
na rede e o modelo de Ising no caso particular de interagoes entre vizinhos mais proxi-
mos [Lee e Yang 1952, e discute-se sua validade para tipos mais gerais de interagoes.
Revisam-se os resultados do modelo uniforme unidimensional com interagoes de curto e
longo alcance [Vieira e Gongalves 1995]. E ainda, utilizando-se como exemplos os proble-
mas do gés na rede com potencial aleatério e com interagoes de curto alcance aleatorias,
discute-se o célculo da equagao de estado em modelos com desordem recozida.

O modelo XY quantico [Lieb et al. 1961] é um caso particular do modelo de Heisenberg
[1928] anisotrépico. Sua denominagdo tem origem na forma das interagoes de troca entre
os atomos: considera-se o acoplamento entre as componentes num dado plano (zy) dos
momentos magnéticos intrinsecos (spins) de dtomos vizinhos. O modelo isotrépico é obtido
quando as constantes de troca para ambas as diregoes do plano zy sao supostas iguais. Na

presenca de um campo magnético aplicado ao longo da direcao z, transversa ao plano zy,



mesmo em uma dimensao o modelo apresenta uma transi¢ao quantica de segunda ordem
a temperatura zero (7' = 0), correspondente a um certo valor critico do campo [Niemeijer
1967].

Em sistemas magnéticos quanticos na presenca de desordem temperada, as flutuacgoes
quanticas em 7' = 0 sao suficientes para amplificar efeitos ligados a correlacgoes locais entre
as particulas, originando singularidades de Griffiths [1969], nas quais a susceptibilidade
magnética diverge mesmo na auséncia de correlagoes de longo alcance. Tais singularidades
tém sido verificadas para uma série de modelos unidimensionais, tais como cadeias quan-
ticas de Ising [Fisher 1992, Young e Rieger 1996] e cadeias XY anisotrépicas [McKenzie
1996 .

No capitulo 4 investiga-se a existéncia de comportamentos semelhantes as singula-
ridades de Griffiths no modelo XY isotrépico com constante de troca aleatéria na pre-
senga de um campo transverso. Sao utilizadas para as varidveis aleatérias distribuicoes
bimodais temperadas. Os cédlculos, numericamente exatos, sdo efetuados para cadeias
finitas, mapeando-se o problema num sistema de férmions nao-interagentes. As médias
configuracionais sdo tomadas sobre um conjunto limitado de configuracées. Sao obtidos
resultados para a magnetizacdo induzida média, susceptibilidade estdtica na direcao do
campo, perfil de magnetizagao, fungdo de correlagao estdtica na direcdo do campo e calor
especifico. Como ponto de partida, a solucdo do problema de uma cadeia finita de N
sitios com constante de troca variando sitio a sitio num campo transverso uniforme &
apresentada. Os cédlculos numeéricos nesse capitulo foram efetuados nos computadores do
CENAPAD/ NE.

Finalizando, apresentam-se as principais conclusées do trabalho.



Capitulo 1

Mecanica Estatistica de Sistemas Desordenados

1.1 Introducao: limites de desordem

Num artigo em que considerou a teoria estatistica de sistemas ferromagnéticos alea-
térios, Brout [1959] introduziu os limites nos quai‘s a presenca de desordem em sistemas
fisicos pode ser tratada. Em geral, a determinagao do comportamento macroscépico desses
sistemas envolve, além das médias termodindmicas realizadas sobre varidveis tais como
as orientacoes dos momentos magnéticos nos dtomos ou moléculas, o cdlculo de médias
sobre as varidveis de desordem, de uma ou outra forma ligadas & nao-homogeneidade do
material.

A situagao em que as varidveis de desordem sao tratadas em equilibrio com as vari-
dveis dindmicas é denominada limite recozido (ou “annealed”). Fisicamente, um material
seria preparado no limite recozido por meio de uma elevagao da temperatura seguida de
um resfriamento extremamente lento, que possibilitasse o estabelecimento do equilibrio
térmico em todos os instantes do processo. A temperaturas fixas, o limite recozido é
apropriado somente a sistemas nos quais os tempos de relaxacdo das varidveis dindmicas
e de desordem séjam ambos compardveis ao tempo de observagao experimental.

Por outro lado, a preparagao de uma amostra pelo processo de témpera, em que a
temperatura é subitamente rebaixada a um dado valor, mantém as varidveis de desordem
praticamente congeladas. Modelos apropriadas a esse limite temperado (ou “quenched”)
devem levar em conta a completa auséncia de equilibrio térmico entre as varidveis dindmi-
cas e de desordem. Embora a condi¢ao de imobilidade das varidveis de desordem seja
violada por todos os sistemas fisicos naturais, os tempos de relaxacdo dessas varidveis (a
temperaturas suficientemente baixas para a ocorréncia de fendmenos criticos) sdo de tal

ordem que na maioria dos sistemas o limite temperado é uma excelente aproximagao.



Neste capitulo alguns aspectos da teoria estatistica de sistemas desordenados sdo
considerados. A secdo 1.2 revisa a demonstragdo de Mazo [1963] para a expressdo da
energia livre de um sistema com desordem temperada, e apresenta sua particularizacao
para modelos de rede. Na secao 1.3 demonstra-se a equivaléncia formal entre um sistema
temperado e um sistema ficticio em equilibrio. Com base nessa equivaléncia, mostra-se que

os modelos recozidos comumente considerados sao aproximagoes de sistemas temperados.

1.2 Energia livre de sistemas temperados

Com base na hipdtese de que as forgas atuantes num dado sistema desordenado sao de
curto alcance, e portanto o sistema pode ser dividido num grande nimero de subunidades
macroscépicas independentes, Brout [1959] sugeriu que a energia livre de Helmholtz de
um sistema com desordem temperada seja obtida pela média das energia livres de todas
as configuracoes possiveis de desordem. Ja nos sistemas recozidos a desordem e as vari-
dveis dindmicas sao tratadas em pé de igualdade, j4 que se permite o estabelecimento do
equilibrio térmico. A média configuracional equivale desse modo a uma média térmica,
e é tomada nao sobre a energia livre de Helmholtz, mas sim sobre a fungdo de particao.
Nisso consiste a diferencga essencial entre os tratamentos formais dos limites temperado
e recozido. Uma demonstracao formal da conjectura de Brout foi apresentada por Mazo
[1963], e é resumida a seguir.

Considere-se um sistema termodindmico caracterizado por varidveis aleatdrias {x},
representando a presenca de desordem, e por varigveis dindmicas {s}, representando por
exemplo orientagdes dos momentos magnéticos num material. Um dado conjunto {«}
de varidveis aleatdrias tem associado a si uma probabilidade a priori, p(x), suposta in-
dependente do estado dindmico do sistema, como requerido pelo limite temperado. No

equilibrio, um dado estado {k, s} tem uma probabilidade de ocorréncia

P(,s) = p(r)G(s|k), 1.1)
onde G(s|«) é a probabilidade condicional do estado dindmico {s}, dado {«}. A entropia
do sistema é dada por

S =—kpg Z P(k,s)ln P(k,s),
{r.s}

[
o
S—
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onde kg é a constante de Boltzmann e, por simplicidade, as configuracoes {x} e {s}
sdo supostas enumerdveis. As probabilidades P(k,s) sdo obtidas pela maximizagdo da
entropia mantendo-se fixa a energia interna E por meio do vinculo

Z ES»NP(KHS) = Ea (13)

{r,s}
onde Ej, € a energia do sistema no estado {k, s}, e requerendo-se a0 mesmo tempo que,
para todo {x} tal que p(k) # 0,

> G(slk) =1. (1.4)

{s}
Esta tltima expresséo impde a normalizacdo das probabilidades térmicas G(s|k). O mé-

ximo restrito é entao obtido pela introducao dos multiplicadores de Lagrange 3 e ay, €

pela maximizacao irrestrita da funcao

—kp Y _ {p(k)G(s|k) In [p(k)G(s|x)] + Bp(k)G(s|k) Es e — axG(s|k)} . (1.5)
{r.s}
Variando-se G(s|«) e impondo-se os vinculos em (1.3) e (1.4) chega-se a
G(slk) = exp (—BEs ) /Z exp (—BEsyx) . (1.6)
{s}

Associando-se 8 ao inverso da temperatura T da forma usual 5~' = kgT, 0 denominador
no lado direito da eq.(1.6) é identificado como a fungéo de particdo Q(x) do sistema para
uma configuragdo particular {x} das varidveis aleatérias. A entropia do sistema é dada
entao por

=—+k32p )InQ(k kBZp k)Inp(k (1.7)

{s} {s}
de modo que a energia livre de Helmholtz,

F= B TE.

é tal que

kBT —Zp JInQ(x +Zp YInp(x (1.8)
{=} {=}

A conjectura de Brout para a energia livre incluia somente o valor esperado de In Q (&),
a primeira soma & direita na eq.(1:8). O termo restante é identificado a uma entropia de

mistura das varidveis aleatérias. Mazo argumenta que o termo é irrelevante, uma vez que
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qualquer medida termodinadmica da entropia envolve Sua alteragdo, o que é impossivel
nesse caso em virtude da rigidez das probabilidades p(x). Embora seja por esse motivo
desprezado na maioria dos estudos [Sherrington e Kirkpatrick 1975, Binder e Young 1986,
Singh e Kovac 1988] , o termo de entropia de mistura reaparece em modelos recozidos
[Thorpe e Beeman 1976] ., com sérias implicagOes para a interpretacio fisica de certas
grandezas®. A justificativa para o aparecimento da entropia de mistura em modelos reco-
zidos é sua identificagdo como aproximacoes de modelos temperados (vide préxima secdo).

Considere-se agora um modelo de rede no qual a presenca de desordem é representada
por dtomos de impurezas (problema “site”) ou por ligagdes aleatérias (problema “bond”).
Em qualquer caso, as entidades aleatorias sao denominadas “impurezas” na discussao que

2

se segue. Sendo N o niimero de posigoes disponiveis para ocupagao pelas impurezas®, uma

dada configuragao das impurezas é representada por

{k} = {k1,K2,..., 6N}

Suponha-se agora que cada a cada uma das posigoes possa ser associada de forma
independente um entre M tipos de impureza (Jy, Jz, . .., Ja) de acordo com a distribuigao

discreta de probabilidades
M M
8OJ'(K’J') = Z Qmé(’ij - Jm), z gm =1,
m=1 m=1
de modo que a distribui¢do de probabilidades das configuragdes {«} seja dada por
N
p(r) = [ [ 0i(ss)-
j=1

Considere-se uma configuragdo particular {«} em que existam n,, impurezas do tipo Jp,,

para 1 < m < M. Tal configuragdo Heve satisfazer o vinculo

M
> nm=N, (1.9)
m=1

e sua probabilidade a prieri é dada por

) = FY . (1.10)

'Uma breve discussdo das implicagdes do termo de entropia de mistura em fluidos aleatérios temperados é dada
por Singh e Kovac [1989).
2Tais “posi¢bes” podem representar sitios ou ligages, conforme o caso.
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O numero de configuragbes g(n) caracterizadas pelo mesmo conjunto {n}, e conseqiien-
temente pela mesma probabilidade a priori, é dado pelo nimero de permutacoes de N

elementos sendo n,, deles idénticos entre si, para 1 < m < M, ou seja,

gln) = ————. (1.11)
I1 (nm!)

m=1
O valor esperado de Inp(k), equivalente ao termo de entropia de mistura em (1.8), é dado
entao por

> p(s)Inp(k) =Y 'g(n (H ik ) > (njlng;), (1.12)

{s} {n} #=1
onde o somatério sobre as configuracdes {n} é restrito aquelas satisfazendo o vinculo em

(1.9). Invertendo-se a ordem dos somatcrios, a equagdo (1.12) pode ser reescrita como

M [ N
Zp Ynp(k) = Z Ing; Z,g(n) <nj H q,’}'{”) =
{r} i=1 | (n} m=1
M i 5 N
= > (Ing o > g(n) (H Cﬂ") : (1.13)
j=1 i % {n} m=1

O somatdrio restrito sobre {n} na equac@o acima é simplesmente a expansdo em série de

(Z)

> (k) Inp(s Znglnqy (Z%) :

{r}

Taylor do polinémio

e portanto obtém-se

e utilizando-se o fato de que Znﬂle gm = 1 chega-se a

> p(k) Inp(k NZQJ Ing;. (1.14)

{r}

Para modelos de rede desordenados em que as impurezas satisfacam distribuicoes
discretas independentes, a eq.(1.14) mostra que a entropia de mistura é proporcional
ao nimero N de posicoes disponiveis para as impurezas. A nao-exclusdo desse termo
da energia livre F' implicaria numa contribuicao adicional em grandezas calculadas por

meio de derivadas de F' com respeito a N, contribuigdo esta desprovida de significado
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fisico>. Também é possivel concluir de (1.14) que nd limite continuo da distribuicdo de
probabilidades, no qual M — oo e g; — 0 para todo j, a entropia de mistura diverge. Este
é um dos motivos pelos quais esse termo é geralmente desconsiderado. De fato, pode-se
identifica-lo com uma entropia de informagéo [Sobotta e Wagner 1979, Singh e Kovac 1989
, proporcional & informagdo necessaria para especificar-se uma configuracao particular
{k} conhecidas apenas as probabilidade a priori p(x) [Palmer 1982] . Tal identificacdo
demonstra o cardter nao-fisico da entropia de mistura, e justifica sua exclusao da energia
livre.

Em qualquer caso, descartando o termo de entropia de mistura e tomando o limite
continuo das distribui¢des de probabilidade em (1.8), p(k) é substituida por p(k) e os
somatorios sao substituidos por integrais,.de modo que a energia livre de Helmholtz em

sistemas temperados é dada por

F = —kgT / o() In Q(i)d{x}, (1.15)

onde d{x} = dk1dks - - - dkn.

1.3 Equivaléncia entre sistemas temperados e sistemas fic-
ticios no equilibrio

A relagao entre as descricoes termodindmicas de sistemas com aleatoriedades tem-
peradas e recozidas foi discutida por vdrios autores [Morita 1964, Falk 1976, Sobotta e
Wagner 1979] . Usualmente, os sistemas recozidos sdo construidos fixando-se as concen-
tracoes das varidveis de desordem por meio da introdugao de pseudo potenciais quimicos,
tratando-se assim o problema no~ensemble gra-canonico [Syozi 1965, Thorpe e Beeman
1976] . Tal procedimento permite a mobilidade das varldveis aleatérias, entre as quais
se desenvolvem correlagbes. Em geral os resultados obtidos sao diferentes daqueles para
sistemas temperados semelhantes [Rapaport 1972, Paladin et al. 1994] . Entretanto, é
sabido que a diferenca entre os resultados diminui com a introdugdao de pseudo potenci-
ais quimicos adicionais para controlar as correlagdes entre varidveis de desordem [Thorpe

1978, Serva e Paladin 1993] . Na verdade, tais fatos sdo derivados da equivaléncia entre

3Esse é o caso da pressdo de um gds na rede com potencial ou interacdes aleatérias (vide secdes 3.4 e 3.5).
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sistemas temperados e sistemas ficticios no equilibrio, como mostrado por Morita [1964]
e Sobotta e Wagner [1979], cujos resultados sdo conjuntamente apresentados a seguir.
Como na secao anterior, considere-se um sistema termodindmico temperado para
0 qual as varidveis de desordem sejam representado pelo conjunto {x} e as varidveis
dinamicas, pelo conjunto {s}. De forma concreta, e para maior clareza, imagine-se que as
varidveis k; = 0,1 representem niimeros de ocupacao associados & auséncia ou presenga,
de uma dada impureza! na posi¢do j. Sendo A(k,s) uma grandeza fisica qualquer do
sistema no estado {k, s}, seu valor esperado é dado pela média térmica sobre as varidveis
{s} seguida da média configuracional sobre as varidveis {«}, ou seja,
4y =) A(~, S)»‘Z(P (—ﬁEs,rc), (1.16)
= (<)

onde p(k) é a probabilidade a priori da configuragio {k}, Es . € a energia do sistema no

estado {k,s} e

Q(k) = Zexp (—BE,) - (1.17)
{s}
Pretende-se transformar o problema num sistema ficticio no equilibrio, de forma a ser

possivel, mantendo-se a rigidez das probabilidades p(k), obter-se formalmente o mesmo

valor esperado de uma grandeza qualquer A(k,s) por meio de médias térmicas, ou seja,

A(k,s) exp (—ﬁEM)

(Ay =" - , (1.18)
{5}
onde E’si,ﬁ relaciona-se de algum modo a F, e
) Z = Z €Xp (_ﬁEs,li) 3
{r.s}
Para tanto, considere-se novamente o problema de maximizar a entropia
S =—kp Z P(k,s)In P(k,s) (1.19)
{r.s}
com relagdo a P(k, s) respeitados os vinculos de energia interna constante
> B, Pk, =E, (1.20)

{n,s}

¢

“Os termos “impureza” e “posicdo” tém o mesmo significado definido na secéio anterior.

15



da normalizacao de P(k, s)
> P(x,s) =1, (1.21)
e de que as probabilidades a priori p(k) sejam reproduzidas para todo {x},

S P(s,5) = p(K). (1.22)

Introduzindo-se os multiplicadores de Lagrange 3, In Z — 1 e S¥(k) respectivamente para

as egs.(1.20), (1.21) e (1.22), o problema passa a ser a maximizagao irrestrita de

—kg Z P(k,s)[InP(k,s) + BE; ] —

{x.s}
—(InZ-1) ZP (k,8) —1 —Zﬁ\ll(/i) ZP(I{,S} —-p(K)|,
{r,s} {r} {s}
que resulta em
P, 9) = lexp [—BEs,, — B¥ (k)] = £ exp <—6Es,k) : (1.23)
Z 1 A

com os multiplicadores de Lagrange Z e U(k) determinados pela imposi¢ao dos vinculos

(1.21) e (1.22),

Z= Z éxp (—,BES,N> ! (1.24)

{x,s}
Zexp —BEs .. — BY(k Zexp( ,BE'S,K). (1.25)

A substitui¢do da eq.(1.25) na eq.(1.16) converte—a na forma desejada (1.18). No
entanto, a utilidade de tal procedimento para a compreensao da relacao formal entre
problemas recozidos e temperados permanece obscura. Para esclarecé-la, considere-se
que, em lugar de reproduzirem-se expli..citamente as probabilidades p(k), imponha-se que
o sistema ficticio reproduza todas as fungGes de distribuicdo (ou correlagdo) de n impurezas
do sistema temperado, dadas por

(1) = Z k;P(K, s)
{5}
@) —

pij = (Kikj) E kik; P(K, s)
{r,s}
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(N)

Piz... . = (ks Z Kik; - P(k,s). (1.26)

{r.s}
Isso pode ser feito substituindo-se os vinculos dados na eq.(1.22) pelas defini¢des acima,
introduzindo-se os multiplicadores.de Lagrange (ou pseudo potenciais quimicos) §; ) ’Sw ]
etc. para cada uma delas e repetindo-se o processo de maximizagao da entropia, mantendo-
se os demais vinculos. Como resultado obtém-se novamente as egs.(1.23), (1.24) e (1.25),

onde agora ¥(k) é dado por

U (k) = Zg“ rij-{-ZZﬁ Kitk; + (1.27)

i=il, g=L
Em geral, sistemas temperados caracterizam-se pela auséncia de correlagoes entre as va-
ridveis de desordem. Se além disso as distribuic6és de probabilidades das impurezas sdo
idénticas entre si, para sistemas muito extensos conclui-se que pg.l) = p, pg) = 2 pEﬂ)c =pd
e éssim por diante, para todas as posigoes 7. Para sistemas com uma estrutura cristalina
regular, pode-se entdo reduzir o nimero de pseudo potenciais quimicos e reescrever (1.27)
como

— e Z’* +Z‘5<2) S oo (1.28)

<i,j>r
onde < 7,7 >, indica a restricao de que os sitios 7 e 7 sejam vizinhos de ordem 7.

Pode-se agora interpretar a imposicao de mais e mais restrigoes em sistemas recozidos
(representadas pela adigdo de potenciais quimicos para controlar as concentragoes das
varidveis aleatdrias, as correlagOes entre duas ou mais dessas varidveis, etc.) como aproxi-
magdes progressivamente melhores para U(k). Em particular, sistemas recozidos em que
sdo controladas as concentragoes das impurezas correspondem & primeira aproximacao.

Perceba-se também que sistemas cujas fungdes de particéo sejam fatordveis em termos

associados a sitios ou ligagOes satisfazem automaticamente as condigoes

(Kikmbon - ) = (K1) (Km) (Kn) =+ . (1.29)

Para tais sistemas os potenciais quimicos f(i) seriam nulos para i > 1, e portanto o limite
temperado pode ser reprozido pelo limite recozido fixando-se somente as concentragoes
(k;). Um exemplo desse fato pode ser visto na segdo 2.6. De modo semelhante, a mesma

equivaléncia é vdlida para sistemas com desordem fortemente correlacionada [Gongalves
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1995] nos quais todas as varidveis aleatérias assumem @ mesmo valor para uma

dada configuragao.
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Capitulo 2

Modelo de Ising

2.1 Introdugao e definicao do modelo

Na tentativa de explicar o ferromagnetismo em bases nao-fenomenolégicas, Lenz
[1920] propds uma teoria segundo a qual os 4tomos dipolares num cristal seriam livres
para girar sobre si préprios numa posigao fixa da rede cristalina. Critérios energéticos,
entretanto, restringiriam na prética tais 4tomos a assumir somente duas orientacoes espa-
ciais com relacao a seus vizinhos. Forcas nao-magnéticas seriam entao responsiveis por
diferencas na energia potencial dos dtomos nas duas posigoes relativas, induzindo assim
o alinhamento dos dipolos magnéticos e dando origem a uma magnetizacao espontanea.
Ernst Ising, sob orientacao de Lenz, realizou os primeiros cdlculos para o modelo que re-
ceberia seu nome.

A hamiltoniana de um modelo de Ising pode ser escrito na forma geral como
=2 _Zjijaiaj —Zhiai, (21)
4 i

onde J;;, chamada constante de troca, é a energia de interagao entre os spins localizados
nos sitios 7 e j de uma rede, enquanto h; é a energia resultante da interacao entre o spin
localizado no sitio 2 e um campo magnético externo. No caso mais simples, representando
particulas de spin %, cada varidvel o; pode assumir os valores +1 ou —1. A hamiltoniana da
eq.(2.1) descreve um material fortemente anisotrépico, em que somente uma das diregdes
espaciais é relevante na determinacao da energia potencial. Para a rede quadrada, uma

configuracao particular tem a aparéncia mostrada na figura abaixo.
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Como esperado, as primeiras tentativas de solu¢ido matemética para o modelo de Ising
supunham interagdes uniformes e somente entre primeiros vizinhos, bem como campo e
momentos magnéticos também uniformes em redes regulares. O problema unidimensional
foi resolvido pelo préprio Ising [1925] e, para sua decepgdo, ndo exibiu transicdo de fase
para temperaturas finitas. Contrariamente as conclusoes do préprio Ising, as versoes bi-
e tridimensionais de seu modelo apresentam magnetizacdo espontdnea para temperaturas
suficiente baixas, como demonstrado por Peierls [1936a]. A temperatura critica do modelo
bidimensional foi determinada exatamente por Kramers e Wannier [1941], e pouco depois
Onsager [1944] calculou a funcio de particdo do mesmo modelo na auséncia de campo
magnético. Alguns anos depois, o cdlculo da magnetizacdo esponténea correspondente foi
apresentado por Yang [1952]. Até o presente ndo se conseguiu solugdo analitica para o
problema bidimensional na presenca de um campo magnético, nem para o modelo tridi-
mensional na presenca ou na auséncia de campo magnético. Um histérico detalhado dos
primeiros desenvolvimentos do modelo de Ising é dado por Brush [1967].

Mesmo estendendo-se as interagdes a um mimero finito de vizinhos mais distantes,
as fungoes termodindmicas do modelo de Ising em uma dimensao permanecem funcoes
analiticas da temperatura e das interacdes [Ruelle 1969] , e portanto continua a nio existir
transigdo de fase. Entretanto, Dyson [1969] provou a existéncia de transigdo de fase no
modelo unidimensional desde que as interagoes J(n) entre spins separados por n sitios

numa rede regular tenham a forma
J(n) xn™, para 1<~vy<2.

Nagle [1970] considerou o modelo unidimensional com competicdo entre interagoes de curto
alcance antiferromagnéticas e interagoes de longo alcance ferromagnéticas, determinando
seu comportamento critico e mostrando a existéncia de transicoes de primeira e segunda
ordens. O problema foi posteriormente reexaminado por Kislinsky e Yukalov [1988] e por
Vieira e Gongalves [1995], completando a andlise do modelo para caracteristicas arbitrarias
das interacoes.

Versoes do modelo de Ising na presenca de desordem tém sido freqiientemente estu-
dadas. Dentre outros, modelos com campo aleatério [Derrida et al. 1978, Nieuwenhuizen e
Luck 1986] , diluigdo de sitios [Griffiths 1969, Wortis 1974] , misturas de dtomos magnéti-
cos [Matsubara 1974, Kasai e Syozi 1976] e aleatoriedade de ligacdes [Katsura e Matsubara
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1974, McCoy e Wu 1971, caps. 14 e 15] tém sido considerados nos limites temperado e
recozido. Stinchcombe [1983] resumiu uma série de resultados obtidos para propriedades
estdticas de modelos diluidos. Sherrington e Kirkpatrick [1975], com base num modelo
introduzido por Edwards e Anderson [1975], propuseram um modelo com interagoes de
longo alcance aleatdérias, obtidas de uma distribuicao de probabilidades gaussiana tem-
perada, que apresenta vdrias propriedades dos chamados vidros de spin [Binder e Young
1986]. Thorpe e Beeman [1976] resolveram o modelo de Ising com interagdes aleatérias
obtidas de uma distribuicao de probabilidades recozida arbitrdria, expressando-o em ter-
mos de modelo uniforme com interacdo dependente da temperatura. Slotte [1985] estudou
o modelo unidimensional diluido por sitios com competicao entre interagoes de curto e lon-
go alcance, observando a existéncia de uma série de transigoes, induzidas pela diluicao,
ausentes no modelo uniforme [Nagle 1970]. Paladin et al. [1994] consideraram o mode-
lo unidimensional com interacgoes de curto alcance aleatérias £J com igual probabilidade
e interacao de longo alcance uniforme, determinando exatamente o comportamento nos
limites temperado (a temperatura zero) e recozido (a temperaturas arbitrarias). Onde
possivel, a comparacao entre os dois limites de desordem para o modelo mostrou que o
limite recozido captura apenas alguns aspectos do limite temperado.

Neste capitulo generaliza-se o estudo de Paladin et al. para o modelo de Ising unidi-
mensional com interagoes de curto alcance aleatérias obtidas de uma distribuicao bimodal
recozida e interagoes de longo alcance uniformes na presenga de campo magnético (segdo
2.8). Obtém-se resultados exatos, em qualquer temeratura, para as fungdes termodinami-
cas, em particular a energia livre, da qual sao obtidas as magnetizacoes esponténea e
induzida pelo campo. Com objetivos diddticos, revisam-se antes alguns resultados basicos
para modelos de Ising unidimensionais, tanto no caso uniforme (se¢es 2.2 - 2.5) como na

presenca de interagOes aleatérias (segOes 2.6 e 2.7).



2.2 Modelo de Ising unidimensional coni interagoes entre
primeiros vizinhos

Apresenta-se aqui a solucdo do modelo de Ising unidimensional uniforme com inte-
racoes entre primeiros vizinhos, utilizando-se a técnica da matriz de transferéncia, intro-
duzida por Kramers e Wannier [1941].

Para uma cadeia de N spins com condi¢des de contorno periddicas, a hamiltoniana

(2.1) assume a forma

N N
H= —JZ 0j0j41 — hz gj, (2.2)
Jj=1 J
com oy41 = 01. A funcdo de particao da cadeia é dada por
N ) N
Q=Y exp(-BH) =Y exp |BT Y 0o +BhY 35, (233)
{0} {0} 7=k J
ou, de forma simétrica, por
N o
Q = Z Hexp [Kojoje1+ 3h(o; + 0j41)] (2.4)

{c} 5=1

onde K = 8J e h = Bh. A exponencial na eq.(2.4) pode ser escrita na forma,
exp [K0;0j41 + 5h(0 + 0j11)] = (oI M |oj11), (2.5)

definindo a matriz M

K+h  o—K
M= { e—K K-h } (2'6)
e os vetores de base
l+o
lo) =3 [ (1 N 0% ] , paraoc==l. (2.7)
Substituindo a eq.(2.5) na eq.(2.4) obtém-se
Q=Y (01|M|o2) (02| M|g3) - (on|M|o1), (2.8)
{o}
e em virtude da completeza da base {|+1),|-1)},
> lo) (ol =1,
o=z
chega-se a
Q=) (aIMV|oy) =Te M¥ =\ 427, (2.9)
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onde A, e A_ sdo, respectivamente, o maior e o menor autovalor da matriz M, dados por

Ai = [cosh o (sinb?h + e~4)"/%] (2.10)
No limite termodindmico (N — o) tem-se
A N
Q=X |1+ <—_> } — XY, (2.11)
Ay
de modo que a energia livre de Helmholtz por spin é
el _’1”%7: InQ = —k5Tln {eK [coshﬁ + (sinh2h + e—4K)1/2] } , (2.12)

a partir da qual calcula-se a magnetizacao média por spin,
N L
of
G= <%ZO'J> :—% =

i = flnhh . (2.13)
(sinh? A + e~4K) 2

Define-se a magnetizacao espontinea oy por meio da expressao

o0 = }llim o, (2.14)

50

e da eq.(2.13) é possivel concluir que oy é nula para qualquer temperatura finita, e por-
tanto o sistema em questao apresenta-se sempre numa fase paramagnética. Para valores
arbitrdrios de campo e no limite Tt 0, a forma das isotermas ¢ X h depende do cardter
ferromagnético ou antiferromagnético da interacao J. No primeiro caso, correspondente

a J > 0, tem-se

2 Y | =1, para h <0;
%13%0 | { +1, para h > 0, r)
enquanto para o segundo caso, ou J < 0,
—1, para h < 2J;
limo=1<{ 0, para 2J < h < —2J; (2.16)

e +1, para h > —2J.

Conclui-se entao que em 7' = 0 e na auséncia de campo o sistema ordena-se antiferromag-
neticamente (0o = 0) para J < 0 e ferromagneticamente (‘o] = 1) para J > 0. Neste
dltimo caso, o sentido da magnetizacao espontanea € definido pela aplicagao de um cam-
po infinitesimal 8h, cuja fungdo é quebrar a simetria da hamiltoniana (2.2) com respeito

& inversao de todos os spins a campo nulo.
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Figura 2.1. Curvas de magnetizagio 0 contra campo magnético ¥y = h/|J| para J > 0 (a) e J < 0 (b) e vérios

L]
valores da temperatura renormalizada 6 = kgT'/|J|.
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As figuras 2.1(a) e (b) mostram as isotermas de magnetizacdo contra campo para os
casos J > 0 e J < 0, respectivamente. Pode-se notar que, & medida que a temperatura

aproxima-se do zero absoluto, as curvas tendem aquelas descritas pelas egs.(2.15) e (2.16).

2.3 Aproximagao de campo médio

Em 1934 Bragg e Williams propuseram uma aproximagao que, aplicada ao problema
do modelo de Ising, supoe que a energia de um dado spin no sistema é determinada pela
grau médio de ordem no sistema inteiro, e nao pelas configuragées dos dtomos vizinhos.
Tal aproximacao de campo médio é equivalente a=eoria de campo molecular introduzida
por Weiss em 1907 para explicar o comportamento de dominios ferromagnéticos.

A hamiltoniana de um modelo de Ising uniforme com N spins, cada um interagindo
com seus g vizinhos mais préximos e com um campo magnético externo é

H=->" Joig;j— > ho:. (2.17)

<i,J> i
Do ponto de vista matemaético, a aproximacao de campo médio consiste em substituir o
efeito das interacoes por um campo efetivo dependente do valor médio do parametro de
ordem, ou seja, da magnetizagdo média (o). Deste modo, o campo resultante atuando

num spin qualquer é
h/B=4qJ (o) +h, (2.18)

e o valor médio desse spin, que por consisténcia deve ser também igual a (c), é dado por

| () = tanh [B(qJ (o) + h)]. (2.19)

No limite & — 01 a eq. (2.19) apresenta uma solugdo trivial (o) = 0 e, dependendo do
valor de BqJ, uma solucao positiva og. Portanto, a aproximacgao de campo médio prevé,
além da fase paramagnética, a existéncia de uma fase ferromagnética a temperaturas
inferiores a um certo valor T,. O comportamento critico do sistema ocorre no limite
oo — 0, quando é possivel expandir o lado direito da eq. (2.19) em série de Taylor,

preservando apenas o termo de primeira ordem, para obter o resultado

gy = B.afog = T, =qJ/ks: (2.20)



A dimensionalidade do sistema na aproximagcio de campo médio é levada em conside-
racdo somente de forma indireta, por meio do nimero de coordenacéo q. Tal falha, somada
ao fato de que todas as flutuagoes sao desprezadas, com excecao daquelas associadas a um
inico spin, levam a aproximacao a prever temperaturas criticas incorretas, especialmente
para sistemas de baixa dimensionalidade. A tabela a seguir apresenta resultados para 7T,
em redes hiperciibicas de dimensaod = 1, d = 2 e d = 3, obtidas por meio da aproximacao
de campo médio e por métodos analiticos exatos (nos dois primeiros casos) ou simulagdes

(no caso tridimensional).

d | T. (campo médio) | T (“exata”)
1 27 /k5 0

2 47 /ks ~2.37/kp
3 6J/k5 ~457/kg

Os resultados de campo médio sao infinitamente errados no caso unidimensional, me-
lhorando & medida que a dimensao (e o nimero de coordenagdo) aumentam. Tal resultado
é consistente com a observacao de que as flutuacoes dos spins no sistema diminuem para
dimensionalidade crescente. De fato, é possivel mostrar [Pathria 1996, pp. 356-359, por
exemplo] que para d > 4 as flutuagdes tornam-se irrelevantes, e conseqiientemente a

aproximagao de campo médio torna-se exata.

2.4 Aproximagao da cadeia linear

Na tentativa de melhorar os resultados quantitativos da aproximacao de campo mé-
dio, pode-se partir para tratamentos que minimizem os erros atacando sua principal causa,
ou seja, a hipétese de que as flutuacdes dos demais spins sdo irrelevantes para o compor-

-
tamento médio de um dado spin. Para redes uniformes e isotrépicaé, a melhoria imediata
consiste em levar em consideracao, além das flutuagdes de um dado spin, aquelas de seus
vizinhos mais préximos, e supor que estes ultimos estejam sob a a¢ao de um campo efeti-
vo gerado pelos demais spins. Tal procedimento é conhecido como aproximagao de Bethe
[1935]. No entanto, para redes anisotrépicas, nas quais as energias de interagdo J, Jj,
e J, entre os spins ao longo das trés direcOes espaciais sao em geral diferentes entre si,
uma aproximagao de cadeia linear pode ser ttil. Espera-se que essa aproximacao seja es-

pecialmente acurada no caso dos sistemas quase unidimensionais, nos quais se tem, por

26



exemplo, |Jz| > |J,| = |J;|. As flutuacGes dos spins ao longo de uma dada cadeia na
direcao z sdo tratadas exatamente, enquanto as interacoes dos spins dessa cadeia com os
spins das cadeias vizinhas sdo aproximadas por um campo efetivo.

De forma anéloga ao tratamento da secao anterior, na aproximacgao da cadeia linear
pode-se considerar os spins de uma dada cadeia (orientada por exemplo ao longo do eixo

z) submetidos a um campo efetivo
h/B=J. (o) +h. (2.21)

onde J; depende do nimero de coordenacgao da rede e dos valores de J, e J,. Levando em
conta exatamente as interagoes entre os spins ao longo da cadeia, por consisténcia deve-se
ter (vide secdo 2.2)
sinh A
) Se— =% (2.22)
(smh h + 6_4K)

A exemplo da eq. (2.19), a eq. (2.22) também pode apresentar duas solugdes para (o)
no limite h — 0%, sendo uma delas trivial e a outra positiva, op. A temperatura critica

do sistema é obtida tomando-se o limite g — 0, resultando em
g el =28, (2.23)

Para efeito de comparacao, a tabela a seguir apresenta os resultados para as tempera-
turas criticas de redes hiperciibicas isotrépicas de dimensao d obtidas pelas aproximacoes

de campo médio e cadeia linear, usando J; = 2(d—1)J, bem como os resultados corretos.

d | T, (campo meédio) | T, (cadeia linear) | T, (“exata”)
1 27/ks 0 0
3 6J/kg e05. 7l em ~4.5]/kp

Como esperado, os resultados da aproximacao de cadeia linear para redes isotrépicas,
embora melhores que aqueles obtidos com a aproximacao de campo médio, nao sdo satisfa-
térios. No entanto, aplicacoes da aproximacao de cadeia linear para alguns materiais quase
unidimensionais, tais como CoCly-2NCsHs [Pires e Hone 1978] e PbHPO, [de Carvalho e

Salinas 1978| , produzem resultados bastante razodveis.



2.5 Cadeia de Ising com interagoes de curto e longo alcance

Considera-se agora um modelo de Ising unidimensional com interagoes entre primeiros
vizinhos e interacgoes de longo alcance [Nagle 1970, Kislinsky e Yukalov 1988, Vieira e
Gongalves 1995] , cuja hamiltoniana é escrita como®

= —JZUJUJH = Z 00 — hZ:oJ (2.24)
z] =1
Por simplicidade adotam-se cond1§oes de contorno perlc')dlcas. O fator 1/N é incluido no-
termo de longo alcance de modo a ser possivel definir o limite termodinamico [Griffiths
1972, p. 18] . '

A funcao de particao do sistema é escrita como

= Zexp I:KZO'JO'].H + — Z 00 + hZo—]} : (2.25)

{0’} )1.7 1

onde K = 8J, I = I e h = Bh, e pode ser reescrita como

Zexp KZUJUJ+1+<\/%ZU]-> +7LZUJ- : (2.26)

{o}
Utilizando a identidade

+o00
2
ol % / exp (—% + ﬁam) dz (2.27)

pode-se escrever a fungdo de parti¢do na forma

+oo
onde -
N
)= exp [KZ 0joj+h(z)) o } (2.29)
{0} j=1
com
T 2]

0 modelo descrito pela hamiltoniana (2.24) com h = 0 pode ser utilizado para mapear-se um sistema quantico
de dois niveis submetido a um campo elétrico aleatério com distribui¢do de probabilidades gaussiana [Chandler
1987, p.157) .
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Como Qu(z) é a funcio de particio de um modelo de Ising unidimensional com campo

efetivo h(z), pode-se utilizar a eq.(2.11) para escrever, quando N — oo,

Qn(z) = A", (2.31)
sendo
Ke=tgt {cosh h(z) + [sinh® h(z) + e'4K]1/2} : (2.32)

Definindo a varidvel z = z/v/N, pode-se reescrever a eq.(2.28) na forma

0= fE [on]n(mr-2)] e 239

E possivel calcular a integral na eq.(2.33) por meio do método do ponto de sela, cujo

resultado geral, para N — oo, é [Arfken 1970, pp. 373-376]

V2w f(2) exp [Ng(z)] e
z)exp|[Ng(z)|dz ~
$ ) exp [Vo(e) R

onde « & um fator de fase escolhido de modo que a parte real de g(z) seja méxima em zp,

, (2.34)

o ponto de sela, dado pela solugdo da equagdo g'(zp) = 0. Aplicado & fungdo de partigdo

tem-se
N
G eXp[—g(f%)J, (2.35)
9" (20)]"/
com
22
g(z)=InA — o (2.36)
O valor de zy pode ser obtido da solucao da equagao
L sinh h (\/N 20
20— V2I ) = (2.37)
[sinh? b (VNzo) +e=t% |
A energia livre de Helmholtz (por spin), dada por
k
f= ——Z—T InQ, (2.38)
pode ser escrita como
)
Fis — kg T <ln)\ - ZQ—°> , (2.39)
_de onde é possivel obter a magnetizagdo por sitio,
. of
.O' = (0y) = o =%
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sinh (ﬁ + \/Z_I_zo) X (2.40)
= [sinh2 (71 + \[ﬁzo) + e“”ﬂ il |

Comparando as egs.(2.37) e (2.40) conclui-se que 2z, = V2Io. Deste modo, a magnetizacio

é determinada a partir da equacao

oo ?inh h = (2.41)
(sinh2 a4k )
onde
h = h+ 2]0, (2.42)
e a energia livre (como fungao de o) pode.ser escrita na forma
f(o) = —kgTIn X+ Io* . (2.43)

Comparando-se as egs.(2.41) e (2.42) com as egs.(2.22) e 7?7, obtidas por meio da
aproximacao da cadeia linear, conclui-se que para tornd-las equivalentes é necessdrio so-
mente fazer J; = 2I. Portanto, © modelo unidimensional descrito pela hamiltoniana da
eq.(2.24) é equivalente & aproximacdo da cadeia linear para redes de maior dimensionali-
dade’.

A magnetizacdo espontanea, og, é determinada considerando-se na eq.(2.41) o limite

h — 0, obtendo-se

sinh(2/ ) '
gg = . 172 (244)
[sinh®(2]5q) + e=*K]

O comportamento critico do sistema pode ser determinado analisando-se as equagoes

(2.43) e (2.44), e depende da intensidade das interagdes de curto e longo alcance. Desse
modo, o diagrama de fases pode ser construido como fungéo de a (a = I/J).

A temperatura critica para as transi¢oes de fase de segunda ordem como funcgdo de
a pode ser obtida a partir da eq.(2.44) considerando-se o limite oy — 0 quando 7" — T,

obtendo-se

e 2Ke = 20K, (2.45)

6 Agradeco ao Prof. F. C. S4 Barreto por chamar minha atencéo para esse fato.

30



resultado andlogo ao da eq.(2.23). Para I < 0, independentemente do sinal de J, o sistema
ndo se ordena, j4 que se apresenta totalmente frustrado’ [Toulouse 1977] . O caso I > 0
serd portanto considerado inicialmente. Nessa situacdo, a solugdo da eq.(2.45) é mostrada
na fig.2.2, na qual a, = —e e 6 = kgT/|J|. Para @ > 0 (correspondendo a I > 0e J > 0)
hd apenas transi¢bes de segunda ordem, enquanto para a < 0 (correspondendo a I >0 e
J < 0) podem ocorrer transicdes de primeira ordem.

A temperatura de transicao de primeira ordem é determinada impondo-se as condigoes

de que em 0 = 0 e em 0 = 0; a energia livre de Helmholtz seja igual e minima, ou seja,

g =0 e sey=70) (2.40

o=0¢ [

onde o; é o valor da magnetizagdo na transi¢cao. A linha de transicao de primeira ordem
também é mostrada na fig.2.2 e, como se vé, encontra a linha de transicao de segunda
ordem num ponto tricritico e termina em o = —2.

O ponto tricritico pode ser determinado impondo-se a condigao de que o a raiz o; = 0
da segunda equacgdo em (2.46) seja quadrupla. Isso é obtido considerando-se a expansdo
em série de Taylor da primeira equacio em (2.46) e fazendo o coeficiente de o? igual a

zero. Obtém-se entdo o resultado -

Kip = —2In3 = —0.274653.. . .;
{ st 38 3153161 ..., (24)
determinado originalmente por Nagle [1970].

Analisando os extremos da energia livre a uma dada temperatura, eq.(2.43), conclui-
se que o comportamento reentrante mostrado na solucdo da eq.(2.45) néo é fisicamente
aceitdvel, j4 que’para um dado a < 0 a solugdo inferior (vide fig.2.2) corresponde a um
méximo de energia livre. Isto é mostrado na fig.2.3(a), na qual a energia livre como
funcdo de og (energia livre de Landau) é apresentada para diferentes temperaturas no
caso a = —3.5. Deve ser notado que para este valor de o (o < ay,), como mostrado na
figura, a solucdo superior (7;) corresponde a uma temperatura de transicdo de segunda

ordem, ja que se tem um minimo de energia livre & temperatura 7, para ¢ = 0.

"Tome-se, por exemplo, trés spins 7, j e k, nessa ordem e separados entre si por um nimero qualquer de outros
spins. Caso a interagdo de longo alcance seja uniforme e antiferromagnética (I < 0), o spin j interage com 0 spin
1, tendendo a alinhar-se antiparalelamente a este. Ao mesmo tempo, o spin k interage com os spins 1 e j, tendendo
a alinhar-se antiparalelamente a ambos, o que é obviamente impossivel. Logo ndo hd ordenamento possivel, o que
caracteriza a frustragao.

31



Figura 2.2. A linha continua, para @ > 0 ou @ < @, representa a temperatura critica de segunda ordem
renormalizada 0, (6 = kgT'/|J|) e, para oy < & < 0, a temperatura critica a campo nio-nulo 8, como funcio
de @ (¢ =1/J, I >0). A linha tracejada mostra a temperatura de transi¢io de primeira ordem 6; e a linha
pontilhada representa a linha de pseudo-transiges de segunda ordem (65 e 8¢;). O ponto tricritico é identificado
por Pi. e a linha traco-pontilhada mostra a temperatura 6,,. em que um estado metaestdvel de magnetizagdo

nao-nula desaparece.

-1.0 -2.38
-1.54
--2.39
-2.01
f
-2.51
~-2.40
-3.01
0=3.255
8 =32987..
0 =3.261--2.41
-3.5 2 T ! z T : T T T = T
-1.0 -0.5 00 ¢,05 1.0-0.8 -0.4 0.0 0.4 0.8
0 S

(a) (b)

Figura 2.3. Energia livre renormalizada f (f = f/|J|) como fungéio da magnetizagio o paray = 0 (y = h/|J|),
a=-35(a) e =—-3.0 (b) (& = I/J), e vdrias temperaturas renormalizadas 6.



1.04 s.
- 0.6
0.8
0.6 8
S
O 8 =13220.. &
°r i 0.2
8 =3.2307...
Ccs
0.2
Gt =3.2520...
0 =3.2579..
0.0 T =T T T = : 2 T i ; T 0.0
0.0 0.8 90i1.6 0 24 32" 31 3.2 ecseteme 3.3
(a) (b)
Figura 2.4. Magnetizagio espontdnea como fung¢io da temperatura para & = —3.0. A linha tracejada repre-

senta em (a) os estadqs instdveis de magnetizagdo e em (b) o ciclo de histerese presente nessa transi¢do de primeira

ordem, correspondendo & ampliagdo do retdngulo pontilhado em (a).
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Figura 2.5. Energia livre renormalizada em fungdo de o para @ = —2.5 e (a) v ~ 0.0751 (y < 7., ~ 0.1096),
(b) ¥="er e (¢) ¥ =0.13 (7> 7¢p)-

Para a; < a < a., a falsa linha de transicdo de segunda ordem (7s) mostrada na
fig.2.2 marca o aparecimento de um minimo relativo de energia livre em o = 0, jd que a
segunda derivada de f com respeito a o € nula nesse ponto, e tais minimos correspondem
a estados metaestédveis para Tps < T < T;. Tal comportamento é mostrado na fig.2.3(b)
para a = —3, na qual também é apresentada a energia livre como funcao de oy para vérias
temperaturas.

Pode-se também determinar a temperatura T, na qual o minimo de energia livre

numa magnetizagao nao-nula o,,. desaparece. Isso é obtido resolvendo-se o sistema

of S D
oo > 0o

O=0Ome O=0Ome
e tais minimos correspondem a estados metaestdveis para T, < T < Ty,.. Esse compor-

=0, (2.48)

tamento é mostrado na fig.2.3(b), onde observa-se que as temperaturas Tes € Tr,e COTTES-
pondem aos limites de um ciclo de histerese presente em transicoes de primeira ordem. A
figuras 2.4(a) e (b), que apresentam a magnetizacdo esponténea como fungdo da temper-
atura para a = —3, mostram esse ciclo de histerese. A curva tracejada na fig.2.4(a) néo
representa estados fisicos, j4 que corresponde a maximos de energia, como mostrado na
fig.2.3(a) para & = —3.5. Para —2 < @ < —e ndo se define T, e o limite inferior do ciclo

de histerese cai a zero.
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Figura 2.6. Isotermas para @ = —3.5,1 >0e J < 0.

Para campo nao-nulo e oy < a < 0 a magnetizagao é uma fungao descontinua de
T, para h < h.. (campo critico). Para h > h.. a magnetizacdo ¢ uma fungdo continua e,
em particular, T, corresponde & temperatura limite para h = h... Esse comportamento
também pode ser observado acompanhando-se a evolucao da energia livre, a um campo
fixo, enquanto a temperatura varia. Para o = —25e 7 < Y4, Y = Vor €V > Vor
(v = h/|J]|) os resultados sdo apresentados nas figuras 2.5(a), (b) e (c), respectivamente.
Como mostrado, para v < 7., aparecem dois minimos degenerados em o e 03 (01 <0 2);
enquanto para y > 7, tem-se um tnico minimo para qualquer temperatura. Para a =
—1.5, correspondendo a uma regidao em que o sistema ordena-se antiferromagneticamente
e somente em 7' = 0, a déscontinuidade na magnetizacdo também estd presente e o
comportamento é similar aquele mostrado nas figuras 2.5(a)-(c). A principal conseqiiéncia
desses resultados é que as isotermas no plano vy X o sao fungoes descontinuas para v < 7.,

e a equacao de estado, obtida da eq.(2.41), é dada por

—2K 1 —4K _ 1) g2 |O'|<O'1
A e (82 £ —2aKo, para ou (2.49)
vli—o lo| > o

VK| =In

v(c) =v(o1) =v(03), para o1 < |o| < 0s. (2.50)
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Figura 2.7. Isotermas para &« = —2.5, I > 0e J < 0.

Deve-se notar que o; e oy sdo determinados a partir da eq.(2.49) utilizando-se a
condi¢ao mostrada na eq.(2.50). Na temperatura T, tem-se 0y = 03 = 0., de modo que

YVer € K& podem ser determinados impondo-se as condigoes

Ay 5%y
i U = =t =0 51
B NE. 0 e 80‘2 . ) ( ) )
as quais levam a equacao
Ak = 3—\/3 (11—, (2.52)

4 .
A linha critica correspondente & solucdo da eq.(2.52) é também mostrada na fig.2.2 e,

como esperado, encontra as linhas de primeira e segunda ordens no ponto tricritico®.

A partir dos resultados apresentados conclui-se que o sistema apresenta trés regimes
criticos diferentes, correspondentes as regices —2 < a@ < 0, o < @ < —2 e a < Qp,
respectivamente. As isotermas no plano o X v sdo mostradas nas figs.2.6 a 2.8 para
a=-3.5,a=—-2.5ea=—1.5, respectivamente. Para a = —3.5, jd que hd transicoes de
segunda ordem, o comportamento nao-analitico da energia livre ocorre ao longo do eixo

o. Para o = —2.5 tal comportamento ocorre para T' < T}, e para « = —1.5, quando o

8Uma vez que as condigdes da eq.(2.51) sdo vélidas para ¢ = 0 no ponto tricritico, pode-se também determina-lo
resolvendo-se o sistema composto pelas eqs.(2.45) e (2.52).
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Figura 2.8. Isotermas paraa=—1.5,1>0e¢J < 0.
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Figura 2.9. Isotermas para o = —1.0,I <0eJ >0 (a)eparaa=1.0,I <0e J <0 (b).

sistema ordena-se antiferromagneticamente e a 7' = 0, ocorre somente para o # 0. Nesse
caso (—2 < a < 0), analisando-se a energia do estado fundamental (vide apéndice A)

pode-se mostrar que a isoterma 7' = 0 é dada por

| 0, para0<h<—(2J+1)
= { 1, parah>—(2J+1) A=)
A magnetizagao é descontinua a um campo h = —(2J + I), correspondente a v = 1/2

para o caso mostrado na fig.2.8.

Para o caso a > 0, j4 que nao hd competicao entre as interacoes, ocorrem apenas
transicoes de segunda ordem. Nesse caso, qualquer que seja o valor de «, as isotermas
apresentam o mesmo comportamento qualitativo mostrado na fig.2.6 (o < a.), ou seja,
o comportamento nao-analitico ocorre ao longo do eixo o.

Para I < 0 onde, como j4 ressaltado, o sistema nao apresenta comportamento critico
a qualquer temperatura finita, as isotermas sdo mostradas nas figs.2.9(a) e (b) para J > 0
e J < 0, respectivamente. Para J > 0 e I = 0 o estado fundamental é obviamente

ferromagnético. Entretanto, para I # 0 pode-se mostrar, pela andlise da energia do estado
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fundamental (vide apéndice A), que em T = 0 o sistema apresenta-se numa, estrutura de
dois dominios com magnetizacao nula. Da mesma forma pode-se mostrar que a isoterma

T = 0 é dada por

_h _oT.
J:{lﬂ, para 0 < h < —2I; (2.54)

para h > —21.
Uma andlise semelhante para J < 0, cujo estado fundamental é antiferromagnético

para I = 0, leva & conclusao de que o estado fundamental é também antiferromagnético
para I # 0. Mais ainda, pode-se mostar que a isoterma 7" = 0 é dada por

0, parah < —2J;

o= —ﬁ%’, para -2J < h < —2(J + I); (2.55)

1, parah > -21I,

£

como ilustrado na fig.2.9(b).

2.6 Cadeia de Ising com interacoes de curto alcance aleatdrias:
limites temperado e recozido

Passa-se agora & andlise de versoes aleatérias do modelo de Ising. Inicialmente
considera-se a cadeia aberta com ligagdes aleatdrias (problema “bond”) na auséncia de

campo magnético, expresso de forma geral pela hamiltoniana
N-1
H=- Z KjO 041 (2.56)
j=1

As interacoes k; podem ser escolhidas entdo a partir de distribuigdes arbitrdrias de pro-
babilidade.
A funcao de ~partigéo do sistema para um dada configuragio {k} = {k1, kg, ..., kN_1}
é dada por -
. N-1
Q) = Z exp [-fH(k)] = Z exp {ﬂ Z /ijajajH‘ , (2.57)
j=1

{o} {o}
e pode ser calculada [Dobson 1969] definindo-se um novo conjunto de varidveis {7} tais

que 7; = 00441 = £1, com 79 = 1. Como 0% = 1, a transformac8o inversa ¢ tnica e

dada por

0; =0407-104-105-205_2"+020101 = T;_1Tj—2" " T1T0, (258)
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de onde se conclui que existe uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos de con-
figuragoes {c} e {7}. E possivel entdo reescrever a fungdo de parti¢do na forma

Q(k) = Z exp [,6 ch]'r]] s P H cosh(fk;), (2.59)

T0,T1,T2-TN-1=%1 j=1
mapeando-se o sistema num modelo de Ising com campo aleatério e no qual nao existem
interacoes entre os spins. Note-se que a fungao de particdo é fatorada em termos associados
as ligacoes.
Suponha-se agora que as interagdes k; sejam selecionadas de forma independente a

partir da distribuicao temperada

qué - (2.60)

onde 6(z) é a fungdo delta de Dirac e Zk:l qr = 1. A distribuicdo de probabilidades das

configuracdes {k} é entdo dada por

= H 5 (55)- (2.61)

De acordo com as eqs.(1.14) e (1.15), a energia livre de Helmholtz do sistema (incluido o

termo de entropia de mistura) é dada por

/89(5) InQ(k)d{x} — (N -1 ZQkIHQk}

= —kpT

= F,=—(N - 1)kgT {qu In [2 cosh(BJk)] — qulnqk} —kgT'In2. (2.62)

k=1 k=
Para analisar o comportamento do sistema se as interacoes sao agora selecionadas a
partir de uma distribuicao recozida na qual as concentracgoes dos diferentes valores das
interacoes sao idénticas ao caso anterior, € necessdrio introduzir mimeros de ocupagcao
n,(c’), cujas médias termodindmicas serao controladas por pseudo-potenciais quimicos &,.

O procedimento consiste em escrever a interagao x; na forma

M .
=Y " ndJ, (2.63)
k=1

com os vinculos

n{ = 0,1, an =1 e (n)=uq, (2.64)
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que garantem que somente um valor de interagao serd associado & ligagao «;, com as con-

centragoes requeridas pela distribuigdo (2.60). Escreve-se entéo a gra-funcdo de parti¢do

do sistema,
Z = Z exp |:B Z & Z nm:| 1 (2.65)
{n}
onde
N-1 Mo
n) =2~ T cosh [ﬁzngm} (2.66)
j=1 k=1

e o somatdrio sobre {n} inclui somente aquelas configuragdes que satisfazem os dois
primeiros vinculos em (2.64). Definindo as fugac1dades wy, = exp(B€,) e fazendo o trago

sobre os niimeros de ocupagao obtem—se da eq.(2.65) o resultado

o~ N-1
=2 (2} i cosh(ﬁJk)] . (2.67)
k=1
Impondo o dltimo vinculo em (2.64),
@\ — b2 e

<nk > =Gr = N B ks (2.68)

as fugacidades wy, sdo expressas como
wy, = cosh /BJk Z wy cosh(BJ,). (2.69)

k=1

A energia livre de Helmholtz, dada por [Huang 1987, p.153]

F”'(ﬁ) ) = _k:BT

InZ — Z —1)gk lnwk] . (2.70)

k=1

pode entdo ser réescrita, utilizando-se as eqgs.(2.67) e (2.69) para eliminar as fugacidades

Wk, COMO

k=1

M
F:-( Ll kBT{qu [2 cosh(BJk)] —ZleIle}—kBTln2=Ft; (2.71)

ou seja, para o caso em questdo os limites temperado e recozido produzem o mesmo
resultado. Isto é na verdade uma caracteristica de modelos em que a fungdo de partigao
pode ser fatorada em termos associados a ligagoes ou sitios, de modo que a fungao de

correlagdo para m mimeros de ocupagao pode ser expressa cOmo
<nl(€gll)nl(€a;) gm)> <ngll)> <nz(5;)> : <ﬂz(f,f)> : (2.72)
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0 que torna as varidveis de desordem nao-correlacionadas. Portanto, em tais casos um
sistema temperado pode ser representado por um sistema recozido para o qual somente
sejam controladas as concentracoes dos niimeros de ocupagao.

Por dltimo, chama-se atencao para o fato de que a imposicao dos vinculos sobre
as médias térmicas dos nimeros de ocupagéo no limite recozido, eq.(2.68), corresponde
4 determinacdo dos extremos da energia livre de Helmholtz F,.(8,w) com relagdo aos

pseudo-potenciais quimicos &, (ou as fugacidades wy),

(aFT> 0 (2.73)
Bwk g

como se vé facilmente pela comparagio das egs.(2.68) e (2.70).

2.7 Limite recozido para a cadeia de Ising aleatdria na presenca
de um campo magnético

Na presenca de um campo magnético, o modelo descrito na secdo anterior somente
pode ser resolvido analiticamente, em sua forma geral, no limite recozido. Considerando

agora condigoes de contorno periédicas, a hamiltoniana assume a forma

N N
H:—-ZK,J'O']'O']'_H—hZO'j, (274)
j=1 j=1

e novamente é possivel selecionar as interacoes «; de uma dada distribuicao recozida

ZCMS i — Jk)

fazendo uso dos nimeros de ocupaga.o n . A gra-funcao de particao é escrita como

N M
4 = Z exp |:ﬁZ§ Zn(J)] Zexp ﬁZan Je0 041 -I-,BhZoj}, (2.75)
tn) = A R S R ==

e pode ser calculada mapeando-se o sistema num modelo de Ising com interagao uniforme

dependente da temperatura [Thorpe e Beeman 1976] . Para tanto, reescreve-se inicial-

mente a eq.(2.75) na forma

N M
4= Z H ePhai Z "exp {ﬁz (€x + Jk0j0j41) ng)] : (2.76)
k=1

{o} §=1 {1}
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para em seguida efetuar-se o traco parcial sobre os mimeros de ocupacao e obter-se

7= ZH ePhoi {Zexp 8 (& +Jkajaj+1)]} (2.77)

{c} 7=1
Como ¢j0;41 = £1, 0 termo entre chaves na eq.(2.77) pode ser escrito na forma®

M
Z exp [B (§x + Jkoj0541)] = Aexp (Kojoj41) (2.78)

k=1

e = (iwkeﬁj"> / <Zwke—f’~’k>, (2.79)

A2 = (i wkeﬁJk> (Zwke-ﬁJk> (2.80)

e definem-se as fugacidades wy = exp(3¢,). Assim reescreve-se a gra-fungdo de partigdo

onde

como

= AN Z exp [K Z 00541+ Bh Z UJ:| ANQ(K), (2.81)
sendo Q(K) a funcédo de ;;rtlgao de um modelo de Ismg com interagdo uniforme K/f3,
@) =3 = {eK [cosh fo+ (sinh® i + e=4K)" 2] }N , (2.82)
com h = Bh (vide secdo 2.2).
Novamente os pseudo-potenciais quimicos &, sao determinados impondo-se

< (J)> S pen SO

N 3’11% = Gk,
0 que resulta em-
__OlnA - K b
Wi awk + E(K)wka—’wk = (k, (283)
onde
18lmQ(K . = pnf
E(K) = <0'j0'j+1>K = ﬁ% Vi el (284)

é a func@o de correlagdo entre primeiros vizinhos para uma cadeia de Ising uniforme. De

acordo com a eq.(2.82), e(K) é dada por

Qe 4K (sinh2 h + e_4K) S

cosh h + (sinh2 h + e—4K) Lo

eK)=1- (2.85)

9Transformagdes como a expressa pela eq.(2.78) foram introduzidas por Syozi [1951] para o estudo de redes
decoradas.
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Apés algumas manipulagdes algébricas das eqs.(2.79), (2.80) e (2.83), e utilizando o
vinculo 27, gx = 1, obtém-se
M

gk -
Z coth(K — BJi) — e(K) 0, (2488

k=1

a equacao que determina a interagdo efetiva K para uma dada temperatura, conhecida a
distribuicao de probabilidades das interacoes.

A energia livre de Helmholtz do sistema,

M
Fo(8,h,w) = —kgT [InZ — Y Ng, lnwk} , (2.87)
k=1
apds serem eliminadas as fugacidades wy, € escrita como g
M
F, = F(K) — NkgT {Z g In [cosh(K — BJ;) — e(K) sinh(K — BJ)]* qu In gx

k=1

(2.88)

onde F(K) = —kgT In Q(K) é a energia livre da cadeia uniforme. Assim como no modelo

sem campo, o termo de entropia de mistura

M
NkBTzqk lnqk

k=1

também aparece. Na verdade, é possivel mostrar que esse termo estd presente na entropia
de qualquer modelo de Ising com interagoes aleatdrias entre primeiros vizinhos no limite
recozido [Thorpe e Beeman 1976] .

A magnetizagao por spin do sistema é calculada da forma usual,

oL (OF __1(oF(K) »
- NNk, N " Oh )4

-~

sinh A
=0= > : (2.89)
(sinh? h + e~4K) 2

como mostrado na secao 2.2. Para uma dada distribuicdo de probabilidades, o comporta-

mento da magnetizagdo como fungdo do campo a temperatura fixa pode ser determinado
encontrando-se K pela eq.(2.86) e utilizando-se em seguida a eq.(2.89).
O limite temperado do presente problema pode ser resolvido para um caso particular,

o sistema diluido, em que as interagoes entre os spins mais préximos estao ausentes com

44



probabilidade p, correspondendo a distribuicao
p(r;) = pb(r;) + (1 — p)b(k; — J). (2.90)

Em virtude da presenca exclusiva de interacoes de curto alcance, a auséncia de uma
unica ligacdo implica na divisdo da cadeia de spins em dois aglomerados (“clusters”)
independentes. Retirando-se uma fracdo p das ligagBes, uma cadeia longa (N — o0)
¢ entao dividida num grande mimero de clusters independentes. Tomando-se um spin
qualquer ao longo da cadeia, a probabilidade desse spin posicionar-se na extremidade
esquerda de um cluster de n spins é p?(1—p)™1, j& que os n spins do cluster sdo conectados
por n — 1 ligagoOes, enquanto as ligagOes entre os spins nas extremidades e seus vizinhos
-
a esquerda e & direita, respectivamente, devem estar ausentes. Desse modo, a fracao de

clusters de n spins presentes numa cadeia longa (N — oo) é
P(n) = np*(1 —p)" ™, (2.91)

e a energia livre por sitio da cadeia infinita no limite temperado de desordem pode ser

escrita como™?
fi=Y_ P(n)fa, (2.92)
n=1

onde f, € a energia livre por spin de uma cadeia aberta de Ising de n sitios com interagoes
uniformes entre primeiros vizinhos na presenca de um campo magnético, dada por [McCoy

e Wu 1971, p. 35]

fo= — I (A, + A, (2.93)
com .
As = ;" [cashih o (sinh? b+ e™) (sinb? F + ¢~47) /7] (2.94)
€
Ao =g [cosh h+ (sinh® b+ e~*%7) 1/2} ; (2.95)

Funcoes termodinamicas derivadas da energia livre podem ser calculadas a partir da

eq.(2.92), produzindo resultados andlogos. Por exemplo, a magnetizacio por spin ¢ dada

0Essa técnica de solugdo de redes unidimensionais diluidas tem sido utilizada no estudo de problemas com
diluigdo de sftios, entre os quais os modelos de Ising [Matsubara et al. 1973,Slotte 1985] e XY quéntico [Matsubara
e Katsura 1973, Thorpe e Miyazima 1981, Maccio et al. 1985] .
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Cadeia diluida ,
- recozido
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Figura 2.10. Curvas de magnetizagio (0) contra campo magnético (¥ = h/|J|) para J < 0 e temperatura
renormalizada 8 = 0.15 (6 = kgT/|J|) de uma cadeia de Ising com interagdes diluidas nos limites temperado e

recozido. A concentracio de ligagdes ¢ 1 — p = 0.5.

por
i _a_ft. = —ZP af" ZP(n - (2.96)

sendo o, a magnetizagao por spin de uma cadeia aberta de n sitios.

Para p ndo muito préximo de zero o fator P(n) cai rapidamente a zero quando n
aumenta, de modo que somente os primeiros termos nos somatdérios em (2.92) e (2.96) sdo
relevantes, e um célculo numeérico das grandezas termodindmicas por meio da eq. (2.92)
torna-se essencialmente exato.

A fig.2.10 mostra a isoterma o X h a uma temperatura T' = 0.15|J|/kp para uma
cadeia antiferromagnética (J < 0) diluida com probabilidade p = 0.5, no limite temperado.
Da curva pode-se concluir que no zero absoluto a magnetizagao como funcao do campo
magnético apresenta trés descontinuidades para h > 0. Para efeito de comparagao, mostra-
se na mesma figura a isoterma correspondente no limite recozido [Gongalves e Gongalves
1993] , obtida pela solugdo das eqs.(2.86) e (2.89) para a distribui¢éo (2.90). Como se v&,

a magnetizacao a baixas temperaturas também indica a existéncia de descontinuidades
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(duas) no zero absoluto''. A divergéncia dos resultados mostra claramente que, para
a cadeia de Ising com interacoes aleatdrias entre primeiros vizinhos, a equivaléncia dos
dois limites de desordem nao mais é vdlida na presenca de um campo magnético e a
baixas temperaturas. A razao para a discrepancia é que, diferentemente do limite tem-
perado, no problema recozido o cardter nao-fatoravel da fungao de particao permite o
desenvolvimento de correlagoes entre as ligagoes vizinhas, j& que estas podem mover-se
de modo a minimizar a energia livre [Thorpe e Beeman 1976] . A discrepéncia pode
entao ser diminufida impondo-se restricoes adicionais, por meio de potenciais quimicos,
de modo a anular-se a correlagdo entre as ligagbes mais préximas [Thorpe 1978, Serva e
Paladin 1993] . Independentemente de tais restrigoes, entretanto, para altas temperaturas
(T 2 |J|/kp) obtém-se praticamente o mesmo comportamento magnético nos dois limites,

como esperado.

2.8 Cadeia de Ising com interacoes de longo alcance uniformes
e interacoes de curto alcance aleatérias: distribuicao
bimodal recozida

A anilise feita na segdo anterior para o modelo de Ising com interagoes de curto
alcance aleatérias na presenca de um campo magnético permanece vélida, com pequenas
alteracOes, se interacOes uniformes adicionais sao consideradas. Tome-se a hamitoniana
[Gongalves e Vieira 1998a]

N I N
+ H=- Z KjOi0j41 — 3 Z 005 — hz 04, (2.97)
j=1 i,5=1 j=1

com as interagoes «; selecionadas por meio da distribuicao bimodal recozida
p(kj) =pb(k; — Ja) + (1 — p)b(k; — JB), (2.98)

que generaliza um modelo estudado por Paladin et al. [1994], limitado ao caso Ja = —JB

e p = 1/2 na auséncia de campo magnético.

1 A origem das descontinuidades da magnetizacio em T = 0, ligada é claro & presenca de desordem, é discutida
na préxima secao.
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Procedendo-se de forma andloga & se¢do anterior, pode-se escrever a gra-fungdo de

particdo do modelo na forma

= A Zexp [KZO'JO'J_H + — 20103 A hZa]] ANQ(K), (2.99)

{e}
sendo Q(K) agora a fungéo de parti¢do de um modelo de Ising com interagdes uniformes
K/B e I = I/B na presenga de um campo magnético h = h/3, discutido na secio 2.5,
e com A e K definidos pelas eqgs.(2.79) e (2.80). A fungdo de correlagdo entre primeiros

vizinhos é agora dada por

. —1/2
i (sinh2 h4 etk )

eK)=1- = = = (2.100)
cosh h + (sinh2 h + e‘4K‘)
onde
h=h + 210, (2.101)
e o é a magnetizacdao do sistema, obtida pela solugdo da equagao
e sinh h (2.102)

(Sinh2 h+ e‘4K> Vi
como visto na secdo 2.5. Entretanto, desta vez K é a interacao de curto alcance efetiva do
sistema, determinada como func¢do dos vdrios pardmetros e da temperatura 1" pela solugao
da eq.(2.86), que para a distribui¢ao proposta assume a forma

p s l-p
coth(K — fJ4) — e(K) = coth(K — Jg) — €(K)

Novamente utilizando os resultados da segéo 2.5, juntamente comn a eq.(2.88), escreve-

=0, (2.103)

se a energia livre de Helmholtz por spin como fungio de o,
fr(0) = f(K,0) = kT {plnfcosh(K — BJ4) — e(K) sinh(K — BJa)] +
+(1 - p) In[cosh(K — BJp) — e(K) sinh(K — 8Jp)] —
— [plnp+ (1 —p)In(1 - p)]}, (2.104)

com f(K,0) dada pelas eqs.(2.43) e (2.32),
z h 1/2
f(K,0) = —kgTIn { X [cosh B+ (sinh2 B+ e—4K) } } + 102 (2.105)

Como no caso uniforme, as egs.(2.102) e (2.104) sdo essenciais na andlise do comporta-

mento critico do sistema.
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O comportamento do sistema em 7' = 0 d4 a medida da riqueza do modelo, e é discu-
tido detalhadamente no apéndice A. Dependendo dos diferentes conjuntos de paradmetros
{Ja,JB,I,h} o sistema pode, para I > 0, apresentar-se na fase ferromagnética, antifer-
romagnética ou numa fase de magnetizacdo o = p, denominada ferrimagnética [Paladin
et al. 1994] . Para I < 0 os efeitos de frustracdo impedem a existéncia de magnetizacao
espontanea, de modo andlogo ao discutido na secdo 2.5. A anélise do sistema serd entao
restrita ao caso nao-trivial 7 > 0. O comportamento do sistema se J4 e Jg sdao ambas
ferromagnéticas é qualitativamente idéntico ao observado para o caso J > 0 da secao 2.5,
e ndo serd discutido. Sem perda de generalidade, considera-se entdo Jg < 0 (antiferro-
magnético). ~

A exemplo do modelo uniforme, a competicao entre interagoes de longo e curto alcance
produz comportamentos interessantes. No caso 0 > J4 > %JB o estado fundamental
do sistema, na auséncia de campo, pode apresentar-se ferromagnético, ferrimagnético ou
antiferromagnético, dependendo dos valores de [ e p. Jd se Jg < Jx < %JB somente
podem existir estados fundamentais ferromagnéticos ou antiferromagnéticos. Por outro
lado, para J4 > 0 o estado fundamental é somente ferrimagnético ou ferromagnético.
O comportamento em T = 0 periite concluir que para temperaturas finitas a energia
livre como funcao de o apresenta até trés minimos relativos, correspondentes aos estados
ferromagnético, ferrimagnético e paramagnético (ou antiferromagnético). A magnetizagdo
do sistema no equilibrio é determinada pelo minimo absoluto da energia livre. Flutuacoes
térmicas, no entanto, podem alterar os valores relativos da energia livre nesses minimos,
provocando uma,_série de comportamentos criticos diferentes. Nas tabelas das péginas
seguintes sao mostrados os vdrios comportamentos apresentados pelo sistema & medida

que sdo variados os pardmetros § = Ja/Jp, p, « = I/Jg e 8 = kpT'/|Jg|, a campo nulo.

49



Ponto Comportamento de f(o) Condigdes 1 Dados | A determinar
5
| |
| |
t I\ (?_95. — 0’
Pt ‘ I' ge 67 p7 (¢4 07 ay
| || fe)=10
R
Ol =n
do s .
Pf ﬂ =0 6,]3,05 9,0},0‘2
oo |, ]
f(ot) = f(o1)
I R

Como discutido na segdo 2.5, transi¢cdes de primeira ordem ocorrem quando a ener-
gia livre tem o mesmo valor em dois mifnimos relativos distintos. A exemplo do modelo
uniforme, no presente modelo ocorrem transi¢oes de primeira ordem de uma magnetiza-
¢ao o # 0 (correspondente a estados ferromagnéticos ou ferrimagnéticos em 7' = () para
magnetizagao nula. Além destas, ocorrem também transi¢coes de primeira ordem entre
estados de magnetizagdo finita o; (estado ferromagnético em 7" = 0) e o} (estado ferri-
magnético em 7' = 0). A tabela acima mostra o comportamento qualitativo da energia
livre em ambas as situagdes, bem como as condigoes satisfeitas por f(o) nesses pontos,
cujas respectivas denominagoes sao mostradas na primeira coluna. As duas ultimas colu-
nas da tabela indicam quais varidveis sao determinadas pelas condicoes a partir de certos

parametros dados.
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Ponto Comportamento de f(c) Condigdes Dados | A determinar
o%f
g o2 d =0, 6,pa 0
0
| | )
o0 f
el
Pe> L2 1 - §,p a,0,0:
or|,
f(oe) = £(0)
0 5, |

Transi¢tes de segunda ordem também sao possiveis, como no modelo uniforme. Adi-
cionalmente, uma transicao de segunda ordem da fase ferrimagnética para a fase paramag-
nética pode ocorrer simultaneamente a uma transicao de primeira ordem da fase ferromag-

nética para a fase paramagnética. Novamente a tabela acima mostra as duas situagoes.
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Ponto Comportamento de f(o) Condigoes ~ Dado(s) | A determinar

| | ¥
| oo
l| , 92 f

| | Oc?

g
| | :

&1
o

=0,

Ot

=i, 6,p a, b, 0,

(22

A 6 D, 97 Ot, U;

B cr2 \ j iy

Pcr3 | ) 61p a)610-t)0-2

AN | remr0

Uma linha de transicdo de primeira ordem entre estados ferro- e ferrimagnéticos pode
eventualmente terminar num ponto critico em que os dois minimos relativos em questao
unam-se num estado de magnetizagao o; # 0. Outra situacao possivel é tal unido ocorrer
juntamente com uma transicao de primeira ordem do estado de magnetizacao o; para o
estado paramagnético. Por fim, é também possivel que a energia livre seja exatamente

igual nos trés minimos distintos o = 0, 0; e o}. As trés situacOes descritas sdo resumidas
na tabela acima.
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Ponto Comportamento de f(o) Condigoes Dado(s) | A determinar

L | e

.'I do2| — 0,

0
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\ | e

\ IJl 80—4 =0

0
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-
=0,
gt

o%f
Oc?

:0’
0 6 p7a:9:dt

Piro | |
| | ‘_94_f =0,

| 1
| dot |,

\A |
| 1 f(oe) = £(0)

\ | 0 f

| 2

'| | 4
' |' k' =0, 6 p,a, 6

\
. / isi___o

0

Assim como o modelo uniforme, o modelo aleatério também apresenta pontos tri-
criticos, correspondentes ao encontro de linhas de transicao de primeira e segunda ordens.
Um segundo tipo de ponto tricritico corresponde & ocorréncia adicional de uma transicao
de primeira ordem do estado ferromagnético para o estado paramagnético. Por fim o
encontro de uma linha critica de transicoes ferri-ferromagnéticas com uma linha de pon-

tos tricriticos configura um ponto multicritico. Mais uma vez as diferentes situagoes sao

mostradas na tabela acima.
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O efeito da presenga de um campo magnético A > 0 sobre as curvas de energia livre,
os demais parametros mantidos fixos, é deslocar seus minimos para a direita, na dire¢ao
de magnetizagoes maiores. Ao mesmo tempo, o campo também provoca um maior rebai-
xamento dos minimos de maior magnetizagao, induzindo descontinuidades nas isotermas
o X h, as quais mantém seu cardter monotonico requerido por principios termodindmicos.
Muitos dos comportamentos apresentados nas tabelas anteriores para h = 0 possuem
andlogos na presenca de campo. Quando necessério, tais andlogos serao designados pelo
mesmo subindice utilizado nas tabelas, acrescido do prefixo “h”.

A anélise do sistema no zero absoluto indica novamente uma série de comportamentos
distintos, dependendo dos vérios parametros. A expressao da isoterma T = 0 é mostrada
no apéndice A, e o comportamento magnético do sistema depende, como esperado, da
relacao entre I, p, J4 e Jg. Para um dado sentido do campo magnético, & medida que
sua intensidade varia, a magnetizagao induzida pode apresentar até duas descontinuidades
entre estados ¢ = 0, 0 = p e ¢ = 1, caso que ocorre para valores de I suficientemente
pequenos, quaisquer que sejam p € (0,1), J4 < 0 e Jg < 0. Para J4 > 0 ocorre no
méximo uma descontinuidade, entre estados ¢ = p e ¢ = 1, jd que nessa situagdo nao hd
estados fundamentais antiferromagnéticos.

A temperatura de transi¢ao de segunda ordem é obtida, mais uma vez, tomando-se o
limite ¢ — 0 na eq.(2.102) com h = 0, notando-se no entanto que a interagao efetiva K

depende implicitamente de o por meio de ¢(K). Tem-se entao
g = g | =981 (2.106)

Tomando-se o limite ¢ — 0 nas egs.(2.100) e (2.103) obtém-se
tanh Ko = ptanh(8,J4) + (1 — p) tanh(8,Jp), (2.107)

e combinando-se as duas equagoes anteriores chega-se a

1 — ptanh(B,J4) — (1 — p) tanh(B8.J)
1+ ptanh(8,J4) + (1 — p) tanh(8,Jp) 261, (2.108)

que determina diretamente T, = 1/kg03,.

Como discutido para o caso uniforme, pode-se determinar o ponto tricritico resolvendo-

se o sistema

af

do|,_

=0 e f(o:) = f(0),

at
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e impondo-se que a raiz o; — 0 da segunda equacao seja quddrupla por meio de expan-
sao em série de Taylor, condigdes equivalentes aquelas descritas na tabela da pégina 50.

Levando-se em conta a dependéncia implicita de K em o, chega-se ao resultado
(e7*¥° —3) + 6K"(0) =0, (2.109)

p(1 — p) [tanh(BJ5) — tanh(8J4)]>

—.
{1 - [ptanh(8J4) + (1~ p) tanh(8.Je)]"}
Resolvendo-se o sistema formado pelas eqs.(2.107), (2.108) e (2.109) determinam-se as

K"(0) = —8I? (2.110)

coordenadas a4, e Ty do ponto tricritico. Nos limites uniformes (p — 0, p — 1 ou
Ja = Jp) tem-se K”(0) = 0 e obtém-se o resultadd da eq.(2.47).
As subsegoes seguintes dedicam-se & andlise do sistema para os vérios intervalos das

interagoes J4 e Jpg, sendo esta ultima adotada como parametro.

2.8.1 Intervalo Jg < Jy < %JB <0

Para Jg < Ja < %JB < 0 e na auséncia de campo, o comportamento do sistema
¢ qualitativamente o mesmo do modelo uniforme, independentemente do valor de p, nao
sendo permitidos estados ferrimagnéticos. A medida que se diminui o valor de I, passando
pelo ponto tricritico, no qual I = I, as transicoes entre as fases ferromagnética e para-
magnética passam de segunda a primeira ordem. Existe um valor minimo de I, dado por
Iterro = —2[pJa + (1 — p)Jp], abaixo do qual o estado fundamental é antiferromagnético,
e a magnetizacaq espontinea é nula a qualquer temperatura.

Na presenca de campo magnético, e para I < Iy; = 2(J4 — Jp), a existéncia de duas
descontinuida@es nas isotermas o x h (para um dado sentido do campo magnético) em
T = 0 persiste a baixas temperaturas, causando diferencas qualitativas com relacdo ao caso
uniforme. As figuras 2.11(a) e (c) mostram as curvas o Xy = h/ | Jg| para vérios valores da
temperatura renormalizada § = kgT'/|Jp| no caso J4 = %JB <0ep=0.5coma=-05
ea=—0.6 (a = I/Jp), respectivamente. Os diagramas de fase 7y x 6 correspondentes sdo
mostrados nas figs.2.11(b) e (d). Em ambas as situagdes existem duas descontinuidades
na isoterma 7" = 0, que dao origem a duas linhas de primeira ordem no diagrama de fase

para um dado sentido do campo. No caso a = —0.5 tais linhas permanecem separadas,
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Figura 2.11. Isotermas o X 7y

h/|Jg| (a,c) e diagramas de fase v x 8§ = kgT/|Jp| (b,d) para § = %
(6 =Ja/JB) e p=0.5, coma =—0.5 (a,b) e« = —0.6 (c¢,d). As curvas pontilhadas em (a) e (¢) indicam
curvas de coexisténcia de fases magnéticas, enquanto as curvas continuas em (b) e (d) indicam linhas de primeira

ordem.

terminando em pontos criticos correspondentes as temperaturas 0. e 8} .. Diferentemente
do caso uniforme, uma das linhas de primeira ordem tem derivada negativa com respeito
a temperatura. J4 no caso @ = —0.6 as linhas encontram-se a uma dada temperatura
0her3, originando uma terceira linha, a qual termina num ponto critico. De fato, verifica-
se que para a2 ~ —0.5751 o ponto critico correspondente a ), encontra a outra linha
de primeira ordem, o que dd origem, para a < Qp2, a0 comportamento exibido nas
figs.2.11(c) e (d).

A figura 2.12 mostra o diagrama 6 x o para o caso J4 = %JB < 0ep = 05
Como afirmado, o comportamento na auséncia de campo é qualitativamente idéntico ao
caso uniforme. Na presenca de campo, no entanto, existem duas curvas de temperatura
critica 0, para |a| préximo de zero. Uma delas, como no modelo uniforme, atinge o
ponto tricritico P, unindo-se as linhas de primeira e segunda ordens da magnetizacao
espontinea. A outra curva, ao contrdrio, termina num ponto P2, encontrando uma
curva de temperaturas 0.3, a qual atinge o eixo o em oy; = —%. A parte inferior do
diagrama o« X p para 0 caso J4 = %JB < 0, fig.2.13, mostra as curvas de of; € Qperp COMO

fungao da concentragao p das ligagoes J4. As duas curvas ae encontram-se num ponto
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Figura 2.12. Diagrama de fase 6 x o (6 = kgT/|Jp|) para 6 = £ (6 = Ja/Jg) e p=0.5. A linha continua
mostra a temperatura de transigdo de segunda ordem, que se une & linha tracejada de transigdo de primeira
ordem para a fase paramagnética no ponto tricritico ;.. Também em linhas continuas observam-se as curvas de
temperatura critica 6. na presenca de campo, uma das quais une-se a 6, em P,.. A temperatura 0.3 na qual
duas curvas de primeira ordem do diagrama 7 X 6 encontram-se é representada pela linha traco-pontilhada, que
atinge o eixo @ em af; = —2/3.

Prine, 1o qual os dois pontos criticos do diagrama v x 6 (parte superior da fig.2.11(b))
colapsam. Mostra-se também a coordenada a4, do ponto tricritico como funcao de p,
juntamente com Qi ferro = I ferro /JB. Percebe-se 0 mesmo comportamento qualitativo para

todos os valores de p.

2.8.2 Intervalo 3Jp < J4 <0

Comportamentos mais interessantes ocorrem para |Ja| < 1|Jp|. Para p > p* =
Ja/(Jp — Ja) a existéncia de estados ferrimagnéticos a campo nulo (vide apéndice A)
produz transformacoes qualitativas nos diagramas de fase.

Parap > p* e I > —2J4/p = Ijerri OCorrem transigdes de primeira ordem entre
estados ferri- e ferromagnéticos, como se pode observar nos diagramas 6 x « para o caso
Ja= %JB <0, comp=0.6 e p=0.7, nas figuras 2.14 e 2.15, respectivamente. Em ambas
nota-se a presenca de uma linha de transicdo ferri-ferromagnética (6¢), além das usuais

transi¢bes paramagnéticas de primeira (6;) e segunda (6.) ordens. Para p = 0.6 < per2
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Figura 2.13. Diagrama o (o = I/Jg) contra p para § = % (6 = Ja/JB). A linha continua (Qferro) Separa as
r=zides nas quais o estado fundamental é, respectivaménte, antiferromagnético e ferromagnético. A linha tracejada

mostza o valor de & no ponto tricritico como fungédo de p.
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Figura 2.14. Diagrama de fase 6 x o (6 = kgT/|Jg|) para Ja = %JB ep=0.6. A curva pontilhada indica
transicoes de primeira ordem entre as fases ferri- e ferromagnética, e une-se a linha 6; de transi¢des de primeira
ordem para a fase paramagnética no ponto critico P,,3. Ao contrario do caso da figura anterior, a linha 8,3 nio
toca o eixo ¢, terminando em P..3.

(fig.2.14) a linha 67 une-se a linha #; num ponto critico P.3 (vide tabela a pédgina 52), e
a esquerda de P,.3 a linha 6; passa a representar transicoes ferri-paramagnéticas. A curva
Ohers Na0 atinge o eixo «, terminando também no ponto P.s. Ja para p = 0.7 > pge
(fig.2.15) a linha 65 ndo alcanga a linha 6;, terminando ao contrario num ponto P, (tabela
a pégina 52), para o qual também converge a curva 6.

O comportamento da magnetizagdo espontinea oo pode ser esclarecido analisando-
se a evolugdo da’energia livre como funcdo de oy & medida que se eleva a temperatura.
Para o caso Jy = 3Jp < 0 com p = 0.7, as figuras 2.16(a) e (b) mostram a evolucdo da
energia livre com a temperatura para |o| = 1.10 < |ae| ~ 1.1018 € || = 1.13 > ;. Para
ambas as situacoes o estado fundamental é ferrimagnético com magnetizacao ogp = p, e
existem estados metaestédveis em oy = 0 e 09 = 1. Para || = 1.10 o estado metaestavel
ferromagnético desaparece em 6 ~ 0.2, e a magnetizacao espontdnea aumenta com a
temperatura num certo intervalo. Em 6; ~ 0.430 ocorre a transicao de primeira ordem
para a fase paramagnética. J4 para |a| = 1.13 ocorre uma transicdo de primeira ordem
ferri-ferromagnética em 6; ~ 0.115, e mais adiante outra transicao de primeira ordem

para a fase paramagnética em 6; ~ 0.532.
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Figura 2.15. Diagrama de fase 0 x o (8 = kgT/|Jg|) para J4 = %JB ep =0.7. Ao contrdrio do mostrado
na figura anterior, a linha de transi¢des ferri-ferromagneto extingue-se num ponto critico P, antes de encontrar
a linha de transigoes paramagnéticas. Também nesse ponto termina uma das linhas 6., ndo existindo mais um
ponto Ppers.
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Figura 2.16. Energia livre renormalizada f (f = f/|J|) como fungio da magnetizacdo esponténea oo para
Ja= %JB <0ep=0.7 para @ = —-1.10 (a), @ = —1.13 (b) e vérias temperaturas renormalizadas 6.
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As transi¢cOes a campo nulo podem ser melhor observadas nas figuras 2.17 e 2.18,
que mostram a magnetizagdo espontinea como fungao da temperatura para o caso J, =
5Jp < 0 com p = 0.6 e p = 0.7, respectivamente. No primeiro caso (fig.2.17), o estado
fundamental é ferromagnético para o < aferro = —1.25, € 0 sistema apresenta transicoes de
primeira ordem ferro-paramagnéticas para o > . & —1.6997. Se aferro < O < Qferri
—1.1111 o estado fundamental é ferrimagnético, e para o < a3 ~ —1.2009 ocorrem
transi¢coes de primeira ordem tanto entre as fases ferri- e ferromagnética como entre as
fases ferro- e paramagnética. Para a > «g3 ocorrem somente transicoes de primeira
ordem ferri-paramagnéticas. No caso p = 0.7 (fig.2.18), para o qual oy ~ —1.4960,
Qferro =~ —1.1764 € atferr; = —0.9523, 0 comportamento é semelhante ao caso anterior, com
a importante diferenca de que as transicoes ferri-ferromagnéticas ocorrem para Otferrp <
a < a, =~ —1.1018, e exatamente em o = «. existe um ponto da curva og X T no
qual a derivada de oy com respeito & temperatura, o(T"), diverge. Essa figura também
evidencia o fendmeno do aumento da magnetizagao espontdnea com a temperatura numa
certa faixa, um comportamento comum em modelos recozidos [Thorpe e Beeman 1976] e
que ocorre por exemplo em certos materiais do tipo perovskita, tais como Zn;_,Ga,MnzC
(z < 1) e CuMn3N [L’Heritier 1980] 2. Note-se por fim que para |a| maior que aqueles
mostrados nas figuras, o comportamento de og torna-se qualitativamente idéntico aquele
do modelo uniforme (vide fig.2.4), com a transi¢do para a fase paramagnética passando a
segunda ordem no ponto tricritico.

A presenca de estados ferrimagnéticos a campo nulo reflete-se também nos diagramas
de fase v x 6 no gcaso Jy = %—JB < 0, como se pode observar para p = 0.6 e p = 0.7 nas
figs.2.19(a)-(f) e 2.20(b) e (d). Para p = 0.6 as figs.2.19(a)-(f) mostram a evolugdo dos
diagramas v X 6 desde o = —1 até a = —1.21. Se @ > @ ferri = —1.1111 os diagramas
sdo semelhantes aquele mostrado na fig.2.11(b). Exatamente em afe. passa a existir
uma linha de primeira ordem a campo nulo, da qual deriva, em 6 = f;, uma linha de
primeira ordem a campos nao-nulos. Para o < apee ~ —1.1295 as linhas de primeira
ordem a campos nao-nulos encontram-se em = 6.3, 0 valor do campo nesse ponto
atingindo zero em a3 ~ —1.2009. A partir daf, o aumento da intensidade de & aproxima

do eixo 7y as linhas de primeira ordem de baixa temperatura, até seu desaparecimento em

12 Agradeco ao Dr. R. S. de Figueiredo por mostrar-me essa referéncia.
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Figura 2.17. Magnetizagdo espontinea como fungdo da temperatura para Jy4 = %JB < 0, p= 0.6 e vérios

valores de .

Figura 2.18. Magnetizacao espontanea como fungdo da temperatura para Jq = %JB < 0, p = 0.7 e vérios

valores de a.
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Figura 2.19. Diagramas de fase ¥ x 6 para J4 = %JE < 0ep=0.6, com o variando de & = —1 (a) até
a=-1.21(f).

Qferro = —1.25. Para p = 0.7.as curvas de transicédo a campo nao-nulo do diagrama v x ¢
jamais se tocam, como ilustrado nas figs.2.20(b) e (d) para @ = -1 e a, ~ —1.1018,
respectivamente. As figuras 2.20(c) e (d) ilustram o comportamento do sistema em .,
situacdo na qual uma das curvas de coexisténcia de fases magnéticas tangencia o eixo o.

O diagrama « X p da figura 2.21 mostra as curvas a3 € o como funcao de p, que
se encontram num ponto P, (tabela & pdgina 52). Mostram-se também as curvas de
Qiyr, OLf; € Qo como funcgdo de p. A curva a2 & direita do ponto Py, ao contrério do

caso Ja = %JB < 0, termina no ponto Fe2. A curva Qjerro, delimita superiormente, para
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Figura 2.20. Isotermas ¢ X v = h/|Jp| (a,c) e diagramas de fase v x 8 = kgT/|Jp| (b,d) para Jo = 3 Jp e
p=0.7, com o = —1 (a,b) e atcr ~ —1.1018 (c,d).
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Figura 2.21. Diagrama o (@ = I/Jg) contra p para J4 = %JB < 0. As linhas continuas separam as regides
cujos estados fundamentais sdo, respectivamente, antiferro-, ferro- e ferrimagnéticos. A linha de tragos longos
mostra o valor de & no ponto tricritico como fungdo de p. Sdo mostradas ainda as curvas de .3 (tragos curtos)

e Q¢r (pontos) como fungdo de p.

g >P = %, a regido de estado fundamental ferromagnético e, para p < p*, a regido de

estado fundamental ferrimagnético, por sua vez delimitada inferiormente pela curva e

Diminuindo-se a intensidade da interagdo antiferromagnética J, permite-se o apare-
cimento de comportamento reentrante na linha de transicoes ferri-ferromagnéticas, como
pode ser observado na fig.2.22, que mostra o diagrama de fase § X @ a campo nulo para
Ja = 0.2Jp < 0 e vdrios valores de p. Tais diagramas sao semelhantes aos do caso J4 =
3Jp < 0 (figs. 2.14 € 2.15), com excegdo das curvas de transigio ferri-ferromagnéticas (6;).
O comportamento reentrante dessas curvas, mostrado nas figuras 2.22(b) e (c), reflete-se
nas curvas de magnetizagdo espontinea contra temperatura exibidas na fig.2.23, que apre-
sentam duas transigoes ferri-ferromagnéticas para a ~ —1.3108 < a < aye >~ —1.2710.
A existéncia de comportamento reentrante em modelos desordenados com interacées com-
petitivas é bastante reconhecida, em ambos os limites temperado [Wolff e Zittartz 1985]
e recozido [Thorpe e Beeman 1976] .

O comportamento reentrante nos diagramas 6 X « estd relacionado & forma das linhas
de primeira ordem dos diagramas v X 6, como se pode observar nas figs.2.24(b) e (d),

para J4 = 02Jg < 0, p = 0.5 e are =~ —1.2710 e @ = —1.29, respectivamente. No
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Figura 2.22. Diagrama de fase 8§ X o (§ = kgT'/|Jg|) a campo nulo para J4 = 0.2Jp e (a) p = 0.4, (b)
p =048 (c)p=05e (d) p=0.6. Parap < pero =~ 0.4902 a linha de transi¢des ferri-ferromagneto (6y)
encontra a linha de transigdes paramagnéticas (0y), énquanto para P > Pero extingue-se num ponto critico Pey.

Observe-se o comportamento reentrante de 67 evidenciado nas figs. (b) e (c).
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Figura 2.23. Magnetizacio espontanea como fungio da temperatura para J4 = 0.2Jg < 0, p = 0.5 e vérios

valores de .
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Figura 2.24. Isotermas 0 x v = h/|Jp| (a,c) e diagramas de fase v X 6 = kgT/|Jg| (b,d) para J4 = 0.2J5
ep=0.5, com ape =~ —1.2710 (a,b) e ® = —1.29 (c,d).

primeiro caso, uma das curvas de primeira ordem tangencia o eixo €, enquanto no segundo
caso a curva correspondente apresenta-se dividida em dois segmentos, atingindo o eixo 6
nas temperaturas 0; e H'f, provocando as descontinuidades na magnetizacao espontinea
observadas na curva correspondente da fig.2.23.

O diagrama « x p a campo nulo para J4 = 0.2Jg < 0 é mostrado na figura 2.25. As
diferencas qualitativas com relagdo ao diagrama da fig.2.21 consistem num maior desvio
de comportamento linear da curva a; e na presenca da curva a,., que indica o vértice
da curva de transicOes ferri-ferromagnéticas nos diagramas 6 x o« (figs. 2.22(b) e (c)).
As curvas correspondentes aos comportamentos na presenca de campo magnético sao
omitidas, sendo qualitativamente idénticas dquelas observadas na fig.2.21.

Para intensidades ainda menores de J4 a curva oy continua a alterar sua forma, até
apresentar um ponto de inflexao para J4 ~ 0.1649, conforme mostrado no diagrama « X p
a campo nulo da fig.2.26. Diminuindo-se ligeiramente |J4| a curva a:, apresenta duplo
comportamento reentrante (fig.2.27), significando a existéncia de trés pontos tricriticos
para um dado valor de p no intervalo (p,,, prt)-

A figura 2.28 mostra o diagrama de fase § x a para J4 = 0.16Jg < 0 e p,, =~

0.4504 < p = 0.453 < p+ ~ 0.4567. A existéncia de trés pontos tricriticos reflete-se no
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0.0 0.2 0.4

Figura 2.25. Diagrama & (o = I/Jg) contra p a campo nulo para J4 = 0.2Jg < 0. A possibilidade de

comportamento reentrante para as transigdes ferri-ferromagneto dé origem & linha pe.

antiferro
O L I ' ]

5=10.1649...

e —

0.0 0.2

Figura 2.26. Diagrama o (@ = I/Jg) contra p a campo nulo para J4 ~ 0.1649Jg < 0. A curva de o,

apresenta um ponto de inflexdo Pr;. Desta figura em diante omite-se a curva Q. e.
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6=0.16

— T .

0.4

Figura 2.27. Diagrama & (o = I/Jg) contra p a campo nulo para J4 = 0.16Jg < 0. A curva de

06

apresenta duplo comportamento reentrante, com vértices em P,y e Pr’t-
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d=0.16

p=0.453 0
1.54 (o

~~~~~~ 0

Figura 2.28. Diagrama de fase O x & (0 = kgT'/|Jg|) para J4 = 0.16J5 e p = 0.453. Observe-se a existéncia
de uma segunda linha de transigdo de segunda ordem para o, < @ < aj,..
aparecimento de uma segunda linha de transi¢oes de segunda ordem (ferri-paramagnéticas)
para o). < o < o},.. Variando-se p essa linha transforma-se de um tnico ponto, para
p = p.,, até encontrar a linha usual de segunda ordem (ferro-paramagnética), para p = p,s.
As linhas de 6. e 6}, como funcdo de o sdo também mostradas na fig.2.28, e pode-se
observar que a linha de 6. passa pelos pontos P, e P/}, transformando-se numa linha de
transi¢oes de segunda ordem (6)) para o}, < a < o},. Entre o, e oy, volta a existir uma
linha critica a campo nao-nulo, omitida da-figura por nao se distinguir, na escala utilizada,
da curva de transigbes paramagnéticas de primeira ordem a campo nulo (curva tracejada).
Para J4 ~ 0.1542J5 < 0 a linha c_ite oy tangencia a linha de a3 num ponto P2 (vide
tabela & pdgina 53), como se vé na fig.2.29, que mostra a regido central do diagrama aXp a
campo nulo. Para J4 < 0.1542J5 < 0 pontos do tipo Fir2 delimitam regides de supressio
da curva ay,, uma vez que o comportamento tricritico passa a ocorrer em minimos relativos
de energia livre que nao correspondem a estados de equilibrio, ou seja, nao sao minimos
absolutos. A figura 2.30 exemplifica tal situacdo para o caso J4 = 0.15Jg < 0. A curva
Qg (assim como a curva apeg, omitida da figura) é dividida em duas partes, unidas

por uma curva de pontos P, (tabela a pdgina 51), nos quais ocorrem simultaneamente
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8=0.1542...

1.34

0.40 0.42 ' 0.44 ' 0.46

Figura 2.29. Diagrama « (o = I/Jg) contra p para J4 ~ 0.1542Jg < 0. A curva de ¢, tangencia a curva
de Qt¢r3 no ponto Pire, do mesmo modo que a curva de aeper3, omitida da figura para maior clareza. A coordenada
p do ponto Pume, também omitido, localiza-se no intervalo (pira, Dera)-
transicoes de primeira ordem ferro-paramagnéticas e transigoes de segunda ordem ferri-
paramagnéticas.

As figuras 2.31 e 2.32 mostram o diagrama 6 X o para J4 = 0.15Jp < 0 com p = 0.42
e p = 0.4305, respectivamente. No primeiro caso tem-se py2 =~ 0.4065 < p < p;, =~ 0.4292,
de modo que a linha de transigdes ferri-ferromagnéticas (6¢) encontra a linha de transicéo
de segunda ordem ferri-paramagnética e a linha de transi¢cao de primeira ordem ferro-
paramanética num ponto critico Py. A curva 6, atinge o ponto tricritico P}, dando
origem, juntamente com a curva de transicoes ferri-paramagnéticas, & curva de segunda
ordem ferri-paramagnética (H'c) No caso pi., < p = 0.4305 < pge ~ 0.4312 a curva
¢ volta a encontrar a linha de transi¢oes paramagnéticas num ponto F,3. Novamente
existem trés pontos tricriticos, conforme evidenciado na ampliacio da fig.2.32. Desta
figura omitem-se as curvas criticas a campo nao-nulo, cujo comportamento é semelhante
ao das curvas 0y, da fig.2.28 e 0, da fig.2.14.

Para J4 ~ 0.1279J < 0 os pontos F}.o, Peg € Pume do diagrama o X p colapsam,
de modo que para |J4| < 0.1279|Jg| as curvas oy, Qe € @ encontram-se num ponto
multicritico Py, como mostrado na fig.2.33 para o caso J4 = 0.1Jp < 0. Pode-se observar

que a curva ¢,y apresenta comportamento reentrante (com vértice em p,. ~ 0.3764), cujo
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035 0.40 045 050 .

Figura 2.30. Diagrama a (o = [/Jp) contra p para J4 = 0.15J5 < 0. A curva de oy, encontra a curva de
Cter3 nos pontos Piro e P g

2:0
6=0.15
p=0.42
1.5
------ 6
8 t
............ %)
1.04 ’
ec ’ ehc
0.5
8l'u:
00 T T T e
0.0 0.6 12 1.8

Figura 2.31. Diagrama de fase § x a (6 = kgT/|Jp|) para Ja4 = 0.15Jp e p = 0.42. A linha de transigdes
ferri-ferromagneto (67) encontra a linha de segunda ordem ferri-paramagneto (6;) e a linha de primeira ordem

ferro-paramagneto (6;) no ponto Pea.
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Figura 2.32. Diagrama de fase § x a (6 = kgT/|JB|) a campo nulo para J4 = 0.15J5 e p = 0.4305. A

linha de transiges fersi-ferromagneto (fy) encontra a linha de transigdes paramagnéticas (6;) no ponto P,3 (vide

ampliaggo).
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00 02 04 06 0.8 1.0

Figura 2.33. Diagrama « (o = I/Jpg) contra p para J4 = 0.1Jg < 0. As curvas de ur, 02 © Qer3
encontram-se no ponto Pp,..

reflexo no diagrama 6 X « é mostrado na-fig.2.34 para p,. ~ 0.3645 < p = 0.37 < p,. €
campo nulo. Tal diagrama exibe somente um ponto tricritico, correspondente ao encontro
das linhas de primeira e segunda ordens da transigao ferri-paramagnética, mas dois pontos
criticos do tipo P, marcando a jungdo de linhas de transicao ferri-ferromagnética e linhas
de transicdo paramagnética de primeira e segunda ordens. Na regido ampliada da fig.2.34
percebe-se a existéncia de uma nova linha de transigoes ferri-ferromagnéticas, limitada
pelos pontos P/, e P,.. Na presenca de campo, o comportamento do sistema é semelhante
aquele observado para J4 = 0, analisado adiante. A magnetizagdo espontdnea para o

presente caso é mostrada na fig.2.35, onde é possivel observar os comportamentos descritos
)

aclma.

2.8.3 Intervalo J4 >0

A linha de transigoes ferri-paramagnéticas deixa de exibir um ponto tricritico para
Ja > 0. Nessa situacao nao hd mais estados fundamentais antiferromagnéticos, como
discutido no apéndice A. O diagrama « x p para o caso J4 = 0 & mostrado na fig.2.36.

Com excecao das diferencas j4 citadas, o diagrama ¢é qualitativamente idéntico aquele para
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Figura 2.34. Diagramade fase §x a (8 = kpT'/|Jp|) a campo nulo para J4 = 0.1Jp e p = 0.37. Observe-se a

presenca do ponto Pc'z, um dos extremos de uma segunda linha de transigoes ferri-ferromagneto (regido ampliada).
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Figura 2.35. Magnetizacdo espontinea como funcdo da temperatura para J4 = 0.1Jg < 0, p = 0.37 e
vérios valores de c. Transigdes ferri-ferromagneto ocorrem para a.o ~ —1.5050 < a < @, ~ —1.4114 (a) e
Qer =~ —1.6383 < o < aly ~ —1.6292 (b).
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0.0 0.2 0.4 06 08 1.0

Figura 2.36. Diagrama & (o = I/Jpg) contra p para J4 = 0.

Jqs =0.1Jp < 0 (fig.2.33). Para J4 > 0 a forma do diagrama néo se altera, ocorrendo
somente um deslocamento do ponto multicritico P,. em direcao ao eixo «, atingindo-o
somente no limite Jy, — +oc0.

As figuras 2.37, 2.38 e 2.39 mostram diagramas 6 x a para J4 = 0com p = 0.2, p = 0.3
e p = 0.4, respectivamente. Como descrito, a linha de transicao ferri-paramagnética nao
apresenta ponto tricritico, as transigbes sendo sempre de segunda ordem. A justificativa
para tal comportamento, qualquer que seja J4 > 0, reside na tendéncia do sistema,
a baixas temperaturas, em separar os dominios de ligacdes de curto alcance nulas ou
ferromagnéticas (J4) e antiferromagnéticas (Jg) em virtude da presenca do campo médio
ferromagnético (I). Para baixas intensidades de I os dominios de ligagbes Jp praticamente
nao sao afetados, enquanto os dominios de ligacdes J4 comportam-se como no caso & > 0
da secdo 2.5 (fig.2.2). Intensidades maiores de I perturbam os dominios de ligacdes Jg,
provocando outros comportamentos, como transicoes de primeira ordem, etc.

As figuras 2.40 e 2.41 mostram as isotermas o X~y e os diagramas v x 8 para J, = 0 com
p = 0.2 ep = 0.3, respectivamente. No primeiro caso, a fig.2.40(b) mostra o diagrama yx 6
para o = —1.5 > Q,., € Observa-se a existéncia de duas linhas de primeira ordem, uma das
quais a campo nulo. Tais linhas tangenciam-se para o = a., originando comportamento

reentrante da magnetizacao espontanea para o < oy, como discutido anteriormente.
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Figura 2.37. Diagrama de fase § X o (0 = kgT/|Jg|) para J4 =0e p=10.2.
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Figura 2.38. Diagrama de fase § x a (6 = kgT/|Jg|) para Ja =0e p=0.3.
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Figura 2.39. Diagrama de fase § X a (0 = kgT/|Jg|) para J4 =0ep=0.4.
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Figura 2.40. Isotermas o X v = h/|Jg| (a,c) e diagramas de fase v X § = kgT'/|Jp| (b,d) para J4 =0 e
p=0.2 coma=—15 (ab) e ag ~ —1.6549 (c,d).

Para o ~ —1.6549 a temperatura critica da linha de primeira ordem a campo nulo
coincide com a temperatura 9} na qual a outra linha de primeira ordem reaparece (vide
fig.2.37), como mostrado na fig.2.40(d). No caso p = 0.3, as figs.2.41(b) e (d) ilustram
o comportamento do diagrama v X € em torno do ponto P, (fig.2.38), que marca o
reaparecimento de um ponto critico da linha de primeira ordem a campo nulo. Tal ponto
critico ndo existe para al, < a < qe.

Finalizando a anélise do sistema, a fig.2.42 mostra a magnetizagao espontdnea como
funcdo da temperatura para o caso J4 = —Jg > 0 e p = 1/2 [Paladin et al. 1994] .
Note-se que todas as transi¢oes paramagnéticas sao de segunda ordem. O diagrama a x 6
para esse caso é semelhante aquele mgstrado na figura 2.39, nao apresentando no entanto

comportamento reentrante.
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Figura 2.41. Isotermas 0 X ¥ = h/|JB| (a,c) e diagramas de fase v x 8 = kgT/|Jp| (b,d) para J4 =0 e
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p=0.3, com a = —1.65 (a,b) e @ = —1.71 (c,d).

Figura 2.42. Magnetizagao espontdnea como fungio da temperatura para J4 = 0, p = 0.5 e vdrios valores de
Q.
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2.9 Conclusoes

Neste capitulo foram revisados alguns resultados bésicos para o modelo de Ising uni-
dimensional. Apresentou-se a solu¢ao do modelo com interagdes de curto alcance entre
vizinhos mais préximos (secdo 2.2), utilizada como base para vérios dos célculos posteri-
ores. Foram analisadas as aproximagOes de campo médio (secdo 2.3) e da cadeia linear
(sec@o 2.4), cuja relevancia para a andlise dos sistemas quase unidimensionais foi breve-
mente discutida. Considerou-se também o modelo de Ising com interagoes de curto e longo
alcance uniformes (se¢do 2.5), para o qual se mostrou a existéncia de transicoes de fase
de primeira e segunda ordens no caso de interagoes de curto alcance antiferromagnéticas
e interagoes de longo alcance ferromagnéticas. Jd no caso em que todas as interacoes sao
ferromagnéticas, o sistema apresenta somente transicoes de segunda ordem.

Quanto aos sistemas desordenados, foi discutida a equivaléncia dos limites temperado
e recozido para a cadeia de Ising com interacOes aleatérias entre vizinhos mais préximos
na auséncia de campo magnético (segdo 2.6). Tal equivaléncia é destruida pela presenca
de campo magnético, como mostrado na se¢ao 2.7. Apesar de nao apresentarem compor-
tamento critico a temperaturas finitas, a presenca de desordem nos modelos ali discutidos
induziu novos comportamentos no estado fundamental, ou seja, a presenca de descon-
tinuidades na curva de magnetizacao induzida.

Como contribuicao original, apresentou-se na secao 2.8 a solugao exata do modelo de
Ising com interagdes de longo alcance uniformes I e interacoes entre primeiros vizinhos &;

obtidas da distribuicao recozida

p(r;) =pb(k; — Ja) + (1 — p)é(k; — JB).

Resultados detalhados foram apresen?ados, no caso Jp antiferromagnético (Jg < 0) e I
ferromagnético (I > 0), para as magnetizactes espontinea (o) e induzida pelo campo. Em
T = 0 mostrou-se que o sistema pode apresentar estados fundamentais antiferromagnéticos
(0o = 0), ferromagnéticos (|op| = 1) ou “ferrimagnéticos” (|op| = p). Determinou-se que,
para certos conjuntos de pardmetros, a magnetizacdo apresenta comportamentos nao-
usuais, tais como descontinuidades entre estados ferri- e ferromagnéticos, aumento de seu
valor absoluto com a temperatura e comportamento reentrante. Para certas distribuigoes

de probabilidades nas quais J4 2 0.1649Jg, observaram-se até trés pontos tricriticos &
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medida que ¢ variada a intensidade da interacao de longo alcance. Os diagramas de fase
campo contra temperatura apresentaram até dois pontos criticos para um dado sentido

do campo, enquanto o modelo uniforme apresenta no maximo um nico ponto critico.
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Capitulo 3

Gas na Rede

3.1 Introducao

O termo gds na rede (“lattice gas”) foi introduzido por Lee e Yang [1952], que uti-
lizaram o modelo como um exemplo de aplicacao de sua teoria da condensacdo [Yang e Lee
1952] . No entanto, como apontado por Runnels [1972], problemas semelhantes haviam
sido tratados anteriormente [Peierls 1936b, entre outros| . Fisicamente, o modelo consi-
dera um fluido cujas particulas tém seus centros restritos a ocupar somente os sitios de
uma rede regular, sendo proibida a multipla ocupacgao de qualquer sitio. Associando-se a
presenca (auséncia) de uma particula num dado sitio com a orientagdo para cima (para
baixo) de um spin a identificacdo com o modelo de Ising é imediata (vide préxima secdo).
Aproveitando-se dessa identificagdo, Lee e Yang [1952] determinaram exatamente a curva
de coexisténcia de uma transicao do tipo liquido-gds exibida pelo gds na rede quadrada
com interagoes entre vizinhos mais préximos. Tal cdlculo utilizou a solugcdo de Onsager
[1944] para a funcdo de partigdo do modelo de Ising na rede quadrada na auséncia de
campo magnético externo e o cédlculo de Yang [1952] para magnetizacdo esponténea cor-
respondente. A forma geral da equacao de estado nao pdde ser determinada exatamente,
uma vez que nao se dispoe de solucoes exatas para o modelo de Ising bidimensional na
presenca de campo magnético.

Posteriormente, o interesse no modelo dividiu-se em dois campos principais. No
primeiro busca-se utilizar o gds na rede como uma aproximacao para o comportamento
de modelos continuos. Para tanto é necessdria a utilizagdo de redes com divisao fina, nas
quais o parametro de rede tenda a zero, mantido fixo o raio das particulas. Desta forma,
a ocupacao de um dado sitio por uma particula exclui a presenca de outras particulas
num raio de vérios sitios vizinhos, e a identificacao com o modelo de Ising é dificultada.

Runnels [1972] resumiu uma série de métodos e resultados nessa linha. Para sistemas
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unidimensionais com interacoes de alcance finito, Bell [1980] apresentou comparagdes de-
talhadas entre modelos continuos e de rede com exclusao de n vizinhos, demonstrando
que sob certas condicoes ambos os casos produzem a mesma equacao de estado no limite
n — 0o, mantendo-se finitos o alcance das interagdes e o tamanho das particulas. A ou-
tra vertente considera a aplicacao do gds na rede a problemas em que exista uma simetria
discreta subjacente. Dentre tais problemas encontra-se a adsorgao fisica de dtomos, fons
ou moléculas num substrato. Como sugerido por Hill [1956, p.291], polimeros lineares e
superficies cristalinas atuariam como adsorventes em problemas para os quais, a0 menos
no limite de monocamadas, poderiam ser aplicados modelos uni- e bidimensionais, respec-
tivamente. Um exemplo é o modelo para a adsorcao de kripténio e nitrogénio em grafite,
proposto por Niskanen e Griffiths [1985]. J4 em problemas de adsor¢do de muiltiplas ca-
madas, o gés na rede foi aplicado por de Oliveira e Griffiths [1978] e Kennedy e Walker
[1984], entre outros.

Embora sistemas unidimensionais com interagoes de alcance finito nao apresentem
transicoes de fase, a adi¢ao de interacoes de longo alcance uniformes produz tais efeitos,
como mostrado para o modelo de Ising no capitulo 2. A demonstragdo de Nagle [1970)
de que o modelo de Ising com interagoes competitivas de curto e longo alcance apresenta
descontinuidades na magnetizagdo a campos finitos inspirou véarias andlises do géds na
rede equivalente, que apresenta até duas transicoes de fase. Tal modelo foi estudado
em detalhe por Vieira e Gongalves [1995], enquanto uma comparagdo suscinta entre o
modelo e o gés cldssico continuo correspondente foi realizada por Wilson e Bell [1977]. Os
resultados mostram boa concordéncia qualitativa, com excegdo de que, para o gds na rede,
simetrias existentes quando sdo consideradas interagoes uniformes entre primeiros vizinhos
produzem temperaturas criticas idénticas nos casos em o modelo exibe duas transicdes de
fase. Hemmer e Stell [1970] e Stell e Hemmer [1972] demonstraram que, estendendo-se a
repulsdo de curto alcance aos segundos vizinhos, podem-se obter até quatro transicoes de
fase, cujas temperaturas criticas sdo iguais duas a duas.

Neste capitulo é analisada uma generalizacao do modelo com interacoes de curto e
longo alcance, para a qual as interagoes de curto alcance, entre primeiros vizinhos, sao se-
lecionadas de distribui¢oes bimodais recozidas de probabilidade. A presenca de desordem

provoca nao sé a diferenciacdo das temperaturas criticas, mas permite ainda a ocorréncia
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de até trés transicoes de fase a uma dada temperatura, além de véarios novos compor-
tamentos. Tal modelo é discutido na secao 3.6. Alguns resultados bédsicos e derivagoes
necessdrias sao apresentados antes. A equivaléncia entre o gés na rede e o modelo de Ising
para problemas com interacoes entre primeiros vizinhos é derivada na secao 3.2. Os re-
sultados do modelo uniforme com interacdes de curto e longo alcance [Vieira e Gongalves
1995] sdo revistos na se¢do 3.3. Finalmente, as secdes 3.4 e 3.5 introduzem, para os casos
de potenciais e interacoes de curto alcance aleatérias, respectivamente, o método utilizado
no célculo da equagdo de estado do gds na rede com desordem recozida. O passo crucial é
a identificagdo e extracao do termo de entropia de mistura, cujo significado nao-fisico foi

discutido no capitulo 1. -

3.2 Equivaléncia entre o gds na rede e o modelo de Ising

No caso geral, a energia potencial de um gds na rede pode ser escrita como
H=-— ZLijSz’Sj7 (31)
')j

onde -L;; é a energia interacao entre particulas localizadas nos sitios < e j da rede e os
mimeros de ocupacao s; assumem os valores 0 ou 1 de acordo com a auséncia ou presenca
de uma particula no sitio correspondente. Para o célculo da equagéo de estado é possivel
omitir da energia total do gés a energia cinética, como demonstrado no apéndice B. Pode-
se entdo considerar (3.1) como a hamiltoniana do sistema, e dai calcular a gra-funcdo de
particao

Be Z exp I:,Bqui — ,BH} , (3.2)

{s} i
onde 87! = kgT e i é o potencial quimico efetivo (vide apéndice B). Como o somatdrio

em (3.2) é efetuado sobre as configuragoes dos sitios, e ndo das particulas que compdem o
sistema, ndo é necessdrio incluir fatores 1/ (>, s;)! para se obter a “contagem correta de
Boltzmann” [Huang 1987, pp.141 e 345] .

Para uma rede hipercibica d-dimensional de N sitios e pardmetro de rede a, o volume

é dado por V = Na¢, de modo que a pressdo e a densidade, em unidades apropriadas, sdo
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dadas por

kT
2B m=E 3.3
P= N In= (3.3)
(S]
8P N
3.4

onde 9T < N é o nimero médio de particulas presentes. Suponha-se agora que as interagoes
entre as particulas sejam uniformes e restritas aquelas ocupando sitios mais préximos. A

gra-fungao de partigao é escrita como

g Zexp BMZSZ + BL Z sisi | (3.5)

{s} <i,5>
onde < i, 4 > indica que o somatério estd restrito aos primeiros vizinhos. O caréter binario
dos nimeros de ocupacio s; permite associd-los as varidveis de spin o; = £1 do modelo
de Ising. Introduzindo-se a transformagcio [Lee e Yang 1952]
1—o0;

2 1

estabelece-se uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos de configuracoes {s} e

S; =

(3.6)

{o} e pode-se escrever a gra-funcdo de partigdo (3.5) como
E = exp[-BN(h + ¢J/2)|Qw, (3.7)

onde ¢ é o nimero de coordenagao da rede e

Qn =) exp ﬂhZal +6J Y aio; (3.8)

{o} <6HI>
é a fungdo de particdo de um modelo de-Ising com interagdo uniforme entre primeiros
vizinhos J = L/4 e campo magnético . h=—2(n+qL/2). A pressio e a densidade do gés

sao entao dadas por

P=-h—1gJ—¥ (3.9)
e
l1—0
B= g (3.10)
onde
kgT
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é a energia livre de Helmholtz do modelo de Ising e

__9f
o=—> (3.12)

é a magnetizacdo média por spin. Conhecendo-se a solu¢ a0 do modelo de Ising corres-
pondente, determinam-se as propfiedades do géds na rede. Embora restrita ao caso de
interacOes entre primeiros vizinhos, a equivaléncia entre o gés na rede e o modelo de Ising
pode ser estendida a casos mais gerais com pequenas modificagbes (vide por exemplo

secoes 3.3 e 3.6).

3.3 Gas na rede unidimensional com interacoes de curto
e longo alcance

Considere-se agora a hamiltoniana
N a
= —4JZ SiSi+1 = Z 5:6;, (3.13)
j=1 ij=1
correspondente a um gas na rede com interagdes de curto e longo alcance [Wilson e Bell

1977, Vieira e Gongalves 1995] , para o qual sdo adotadas condigoes de contorno periddicas.

A gra-funcdo de particdo do modelo é dada por

H= Zexp [4KZSJSJ+1 +—= N Z 5i8; +ﬁ,qu } (3.14)

=1
onde K=08Jel= ﬁI , € novamente por meio da transformacéo s; = (1 — o;)/2 pode-se

mapear o sistema num modelo de Ising,

E:exp[ N(K+I+h) Zexp [KZO’]UJ_H—I— Zazaj+hZaJ], (3.15)

{o} J=1 1,,j=1
sendo h = Bh = —(Bu+K+1)/2. O somatdrio sobre configuraces na eq.(3.15) é a funcio
de particao de uma cadeia de Ising com interagoes de curto e longo alcance, discutido na

secao 2.5. Utilizando os resultados daquela segao, escreve-se a equacao de estado do gés,

—1_0--
P

(3.16)
P=—(h+J+1I)—-1,
onde ¢ e f sdo, respectivamente, a magnetizagago média e a energia livre de Helmholtz

por sitio do modelo de Ising, dadas pelas egs.(2.41) e (2.43). Os diagramas de fase sdo
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Figura 3.1. A linha continua, para @ > 0 ou & < @y, representa a temperatura critica das transi¢oes de fase
do sistema. A linha tracejada mostra a temperatura do ponto triplo 6;, que se anula para @ = —2 e iguala a
temperatura critica no ponto tricritico Per.

obtidos imediatamente, e os resultados sdao mostrados nas figuras 3.2 a 3.5, enquanto a
fig.3.1 exibe o comportamento das temperaturas criticas e de ponto triplo & medida que é
variado o valor do parametro o = I/J.

Para I > 0, como no sistema magnético, existem trés diferentes regimes criticos. Pela
andlise do estado fundamental, detalhada no apéndice C, identicam-se trés fases possiveis
para o sistema em 7" = 0: a fase sélida, correspondente & ocupacdo de todos os sitios
(p = 1); a fase liquida, de densidade p = 1/2 e cuja estrutura é instdvel para T' > 0; e a
fase gasosa, correspondente a densidades muito baixas (p = 0). Para o < oy, ~ —3.1532
ou a > 0 o sistema exibe apenas duas fases, sélida e gasosa, e 0 comportamento geométrico
das isotermas é mostrado na fig.3.2 para o = —3.5. Neste caso verifica-se que P — 0
quando 7" — 0. A linha de transi¢do é mostrada na fig.3.2(b) e inicia-se na origem dos
eixos coordenados. Para oy, < a < —2 o sistema apresenta trés fases, identificadas como
gas, liquido e sélido (vide apéndice C). Um ponto fundamental é que a temperatura critica

é a mesma para ambas as transicoes gas-liquido e liquido-sélido*®, em virtude da simetria

13 A existéncia de uma temperatura critica para a transicio liquido-sélido, até hoje ndo observada experimental-
mente, néo se deve ao cardter discreto do modelo, jd que também se verifica para o gés cldssico continuo [Kurioka
e Tkeda 1988a].
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entre sitios ocupados e desocupados [Wilson e Bell 1977, Hemmer e Stell 1970] 4. Outro
aspecto importante é a existéncia de um ponto triplo, cuja temperatura é correspondente a
temperatura da transicdo de primeira ordem no sistema magnético (secdo 2.5) na auséncia
de campo. Tal ponto indica que o sistema pode apresentar o processo de sublimagao, a
passagem direta da fase sélida para a fase gasosa, como mostrado na fig.3.3. Como se
observa na fig.3.1 o ponto triplo coincide com os pontos criticos de ambas as transicoes

no ponto tricritico F;,.. O expoente critico §, definido pela expressao
|P — Pelr=r, ~ o = p.l°, (3.17)

onde P, T, e p. sao os valores da pressao, temperatura e densidade no ponto critico de
uma transicao, assume valor 6 = 5 no ponto tricritico, j4 que as derivadas até quarta
ordem da pressao com respeito & densidade sao nulas nesse ponto. Para todos os demais
valores de o 0s pontos criticos possuem expoente 6 = 3, correspondendo ao fato de que
nesses pontos as derivadas de P com respeito a p sao nulas somente até segunda ordem.
Tais resultados sao consistentes com aqueles observados para modelos de campo médio
[Huang 1987, cap. 17] .

Para —2 < a < 0 o sistema também apresenta trés fases. As isotermas para o = —1.5
sdo mostradas na fig.3.4(a). Neste caso ndo hd ponto triplo, e as isotermas podem cruzar-
se. Na transicao gds-liquido tem-se P -—+ 0 quando 7" -— 0, como mostra o diagrama de fase
da fig.3.4(b), de modo que ndo é permitido o processo de sublimagdo. Tal comportamento
é semelhante aquele apresentado belo hélio, que ndo se solidifica a pressdes inferiores a
25atm para qualquer temperatura observada experimentalmente, nem presumivelmente
no limite T — 0.

Todos os resultados para} > 0 concordam qualitativamente com aqueles obtidos para
o gés cldssico [Ikeda 1985a,Ikeda 1985b, Kurioka e Tkeda 1988a, Kurioka e Tkeda 1988b] , &
excecao do fato de que para esse dltimo as temperaturas criticas das transigoes gés-liquido

e liquido-sélido sdo diferentes.

14 A5 transicdes apresentadas pelo gds sdo correspondentes as descontinuidades das isotermas h X o do modelo de
Ising (seg@io 2.5). A simetria do modelo com respeito a transformagdo h — —h e 0 — —o implica que, numa certa
temperatura T, ocorrendo uma descontinuidade entre estados de magnetizagdo o1 e o2 para um dado campo h’,
ocorrerd também uma descontinuidade entre estados de magnetizagdo —c1 € —o2 a um campo —h’. Portanto, se
o gds na rede apresenta uma transi¢do de primeira ordem entre fases de densidades p; e p,, haverd uma transigdo
andloga entre 1 — p; e 1 — p, para a mesma temperatura, tendo ambas as transigbes a mesma temperatura critica
T.. A diferenca entre estados de densidades p e 1 — p corresponde & substituigdo de todos os sitios ocupados por
sitios desocupados e vice-versa.
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Figura 3.2. (a) Isotermas P x p para @« = —3.5 (@ = I/J), I > 0, onde P & a pressio renormalizada

(P = P/|J|) e as linhas pontilhadas representam as curvas de coexisténcia de fases; (b) Diagrama de fase P X 6

(6 = kgT/|J|) mostrando a transicio liquido-gds e a temperatura critica.
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Figura 3.3. (a) O mesmo que na figura 3.2(a), para & = —2.5; (b) Diagrama de fase mostrando as transigdes

sélido-gés, sélido-liquido e liquido-gds, as temperaturas criticas e o ponto triplo.
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Figura 3.4. (a) O mesmo que na figura 3.2(a), para & = —1.5; (b) O mesmo que na figura 3.3(b), sem ponto
triplo.
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Figura 3.5. Isotermas para I <0, (a) a = —1.0 e (b) o = 1.0.

Finalmente, nas figuras 3.5(a) e (b) apresentam-se os resultados para I < 0, onde
se tem uma tnica fase. Os resultados para a = —1 (I < 0) sdo exibidos na fig.3.5(a)
e mostram que o sistema comporta-se qualitativamente como um pseudo gis de van der
Waals, no qual as interacOes entre as particulas sao repulsivas. As isotermas sao fungoes

monotodnicas concavas e, em particular, a isoterma limite em 7' = 0 é dada por

_ J oo, para p2>1;
55 { —41p?, para p<1, (3.18)

expressao idéntica adquela para o acima mencionado pseudo gés de van der Waals com
interacgoes repulsivas [Huang 1987, p.40] .

Para a = 1 os resultados sdo mostrados na fig.3.5(b) e nesse caso as isotermas podem
cruzar-se para p < 1/2. Isso leva a um comportamento andémalo para essa fase tnica e
as isotermas nessa regiao apresentam um ponto de inflexdao para 7' > 0. Em particular, a
isoterma limite, em 7' = 0, é dada por

oo, para p=>1;
P=<{ —4(J+Ip?), para 1/2<p<]1; (3.19)
—4Ip%, para p<1/2,

e os resultados mostram que, pelo menos qualititativamente para p < 1/2, o gds apresenta

0 mesmo comportamento encontrado para o < 0, ou seja, um pseudo gés de van der Waals.
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Concluindo, apresentam-se aqui alguns comentédrios sobre o comportamento das isoter-
mas P X p para o sistema em discussdo. Por meio das egs.(3.16) e dos resultados da
secao 2.5 obtém-se isotermas nas quais as transicoes de primeira ordem, presentes no ca-
so I > 0, sao automaticamente incorporadas, correspondendo as descontinuidades das
isotermas h x o. Tais descontinuidades sao obtidas localizando-se os minimos absolutos
da energia livre f(o) para um dado valor do campo h. Sem levar em conta esse procedi-
mento, a equagao de estado apresentaria regides instdveis, de compressibilidade negativa,
a semelhanca da equagdo de van der Waals. Seria entao necessério aplicar a construgao
de Maxwell para eliminar as regioes instdveis, substituindo-as por platés nos quais hé co-
existéncia de fases. Pode-se mostrar [Huang 1987 pp. 38-45, por exemplo] que os dois
procedimentos sdo equivalentes. Um outro aspecto diz respeito ao motivo da instabilidade
nas curvas. Para um sistema de N particulas confinadas num volume V', equacdes de es-

tado calculadas rigorosamente no ensemble gra-canénico por meio das expressoes gerais

PV =kgTInE = kgTIn | Y 2"Qn(V,T) (3.20)
N
(&
_ dn=
T e (3.21)

0z

produzem necessariamente isotermas isentas de regides instdveis, mesmo que as fungoes
de parti¢do canonicas Qn(V,T') utilizadas no célculo sejam aproximadas e apresentem tal
comportamento anoémalo [Hill 1956, p.166 e apéndice 9] . Além disso, van Hove [1949]
mostrou que fungdes de particdo candnicas de sistemas com interagdes de alcance finito,
quando calculadas exatamente, produzem também isotermas estdveis. A razdo para a
inesperada presenca de instabilidade nas isotermas do modelo discutido nesta segdo reside
na forma do cédlculo e na natureza das interagoes. Apds mapear-se a gra-funcao de parti¢ao
do modelo, eq.(3.14), na funcdo de particdo do modelo de Ising, utilizou-se para tal fungéo
o resultado exato (no limite termodindmico) obtido por meio do método do ponto de
sela (vide se¢do 2.5). Tal método, entretanto, aproxima uma integral pela contribui¢do
da regido em que o integrando é mdximo, fixando a magnetizacdo média do modelo de
Ising, e conseqiientemente a densidade do gés. Isto corresponde a utilizar-se efetivamente
o ensemble candnico no célculo da equagio de estado do gds [Hill 1956, p.111] , e ndo

se aplicam as conclusoes vélidas para as eqs.(3.20) e (3.21). Além disso, a presenca de
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interacoes de alcance infinito no modelo em questao vidla as condigOes supostas por van
Hove, cujos resultados dependem fundamentalmente da hipétese de que o sistema pode

ser dividido em aglomerados finitos cujas interagdes mituas sao despreziveis.

3.4 Gas na rede com potencial aleatério

Como ilustracao do cdlculo da equagdo de estado do gds na rede na presenca de
desordem, trata-se nesta secao o problema de potenciais aleatérios na auséncia de interagao
entre as particulas. Considere-se um gds na rede d-dimensional cuja hamiltoniana é dada
por

”
H=-Y ¢s, ; (3.22)

F=1
onde €; é o potencial no sitio j. A gra-fungao de partigdo do sistema é entdo dada por

Bl et Zexp {Buz 8j — ﬁH] ) (3.23)

{s}

que é facilmente reescrita na forma

N
E(e) = [[{1+exp(B(n+e)]}- (3.24)
j=1
Note-se da eq.(3.24) que, dada uma configuracdo {¢} = {e1,€2,...,en}, qualquer

permutacao de dois elementos em {¢} mantém Z(¢) inalterada, e como conseqiiéncia todas
as propriedades termodindmicas do sistema permanecem constantes.
Suponha-se agora que cada €; pode assumir um entre M valores de acordo com a

distribuicao recozida de probabilidades

~

ple;) = auble; — ), (3.25)

onde 6(z) é a fungdo delta de Dirac e Zﬁil g = 1. Tal situagdo pode ser formalmente

tratada escrevendo-se €; na forma

M
£y = an(c])Ek’ <n§cj)> = g, (3.26)
k=1
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e introduzindo-se M pseudo-potenciais quimicos £, para controlar as médias dos nimeros

(4)

de ocupagao n;’, sujeitos aos vinculos

nd =0,1 and Zn@ =1. (3.27)
k=1

A gra-funcao de partigdo para o sistema recozido é entao escrita como

2=3"exp !ﬁZ&an@]E , (3.28)

{n}
onde o somatdrio envolve apenas aquelas configuragbes permitidas pelos vinculos na eq.(3.27).

Definindo-se z = exp(Gu) e wr = exp(BE,) e utilizando-se as eqgs.(3.24) e (3.26), a eq.(3.28)

-

pode ser escrita na forma

M N
> w1+ zeﬁEk)] . (3.29)
k=1
A energia livre recozida por sitio é entdo dada por [Huang 1987, p. 153]
1 o
fr(B,w) = —kgT ﬁan - Z <n,(j)> Inwy, — plnz] ; (3.30)
k=1
Impondo as condicoes _
(]-)> = o, R Wi olnZ
<nk: %= N B =G (3.31)
e
20lnZ

N=p= — = .32
(s5) = N5, =P (3.32)
onde p é a densidade do sistema, é posswel eliminar as fugacidades wy, e obter os resultados

‘ eﬂEk
p= qul 1 (3.33)

f'r = _kBT

M M
Z geln (1+ zeﬂEk) —plnz — Z gx In qk] ! (3.34)
k=1 k=1

Note-se que o tltimo somatério na eq.(3.34) é um termo de entropia de mistura, e
deve ser excluido como discutido no capitulo 1. Com essa correcao, a energia livre por

sitio toma a forma

f=—kgT

M
quln(l-l—zeﬂE’“) —p]nz] ; (3.35)
k=1
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e a pressao do sistema pode ser calculada pela relagao térmodindmica

M
P=kgTplnz—f=ksT» giln(1+ 2¢%), (3.36)
k=1

o resultado esperado!® de acordo com a eq.(3.24). No limite uniforme (Ej = E para todo

k) a eq.(3.36) assume a forma
P =kgTIn (1 + 2e°F), (3.37)

o resultado correto para um gés na rede ideal. Note-se que a manutencao do termo de
entropia de mistura na energia livre implicaria na presenca desse termo na pressao, e sua
preservacao ao tomar-se o limite uniforme, produzindo resultados fisicamente incorretos.
Em particular, a pressdo nio seria anulada no limite de baixas densidades (correspondente

-

az—0).

3.5 Gds na rede unidimensional com interacoes de curto
alcance aleatérias

Por meio de um método anélogo ao utilizado para o modelo de Ising por Thorpe e
Beeman [1976] e apresentado na segao 2.7, podem-se obter resultados gerais para o gds na
rede com ligacOes aleatdrias entre primeiros vizinhos no limite recozido. Por simplicidade,
considere-se a hamiltoniana unidimensional

N
H=— Z Kj8§85+1; (338)
j=1
para a qual se adotam condicdes de contorno periédicas. Selecionando as ligagdes x; por

meio da distribuicao recozida ~

p(r;) = > aublk; — Ji), (3.39)
k=1

a hamiltoniana pode ser escrita como

N M
H=- Z Zn,(j),];csjsjﬂ, (3.40)

j=1 k=1

5 Mantidas as mesmas concentragdes para os diferentes Ex, como requerido pela distribui¢io recozida, as dife-
rentes configuragdes permitidas ao sistema correspondem a permutacdes dos elementos.
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com 0s ntimeros de ocupacao n,(cj ) definidos de modo andlogo aquele da segao 3.4. A gra-

funcao de partigdo recozida do sistema é dada por

Z=> "exp {5 e nm} > exp [mf, > - ﬁH] (3.41)

{n} j=1 {s}
que ap6s efetuar-se o traco parcial sobre as varidveis de desordem pode ser reescrita como

= Zexp lﬁquj}H {Z exp [B(& + Jksisj)]} ; (3.42)
{s} =1 1 j=1 (k=1

Devido ao fato de que s; = 0, 1 para todos os valores de #, o termo entre chaves na eq.(3.42)

pode ser expresso como

£

Z exp [B(&x + Jksjsij+1)] = Aexp(Ks;jsjt1), (3.43)

desde que A e K sejam definidos pelas expressoes

M
A= Zwk e ef = kilM : (3.44)
k=1

com wy = exp(B€;). A equacgdo (3.42) pode agora ser escrita como

= ANZeXp [Z Ksjsj+ ﬁ,quJ = AVZE(K), (3.45)
{s} j=1

onde Z(K) é a gra-fungdo de particdo de um gés na rede com interacdo uniforme K/8
entre primeiros vizinhos.

As fugacidades wy sao eliminadas impondo-se as condigoes

G\ _ Wi Ban m
< > o el - (8:46)
ou de forma equivalente
Oln A 0K
W + e(K)wka—wk = (3.47)
onde
1 0lnE(K)

() = (sy11)c = o (3.48)
é a funcao de correlagao entre primeiros vizinhos para o gas na rede com interacao uniforme

K/B. Rearranjando-se os termos na eq.(3.47) e impondo-se a condigdo Z,{V[Zl dp = 1
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obtém-se

M
L = 3.49
; coth [3(K — BJ)] + 1 — 2¢(K) % (3:49)

que determina K sendo conhecida e(K 2

A densidade do gés é determinada pela condigao
z0lnZ  z 0lnE(K)

P=N6z N &z ° ey
e desta equacio é possivel eliminar a fugacidade z.
A energia livre recozida por sitio é dada novamente por
M
fr=—ksT | LR ;qk Inwg — plnz} } (3.51)

e ap6s algumas manipulacoes algébricas pode ser escrita na forma

fr=f(K)—kgT {qu In[1—e(K)(1-e+5)] - qu lnqk} , (3.52)

k=1
onde

1
f(K) =—kgT {N In=Z(K) — pln z} (3.53)
é a energia livre do sistema uniforme. O ultimo somatério no lado direito da eq.(3.52) é

um termo de entropia de mistura e, como discutido anteriormente, deve ser excluido. A

pressao do sistema é entao escrita como

M
P=kgTplnz- f. + kBTqu Ing, =
k=1

:>P=kBT{—ln_ +qu 1—6 )(1_eﬁJk—K)]}, (3.54)

o primero termo & direita sendo a pressao de um gés na rede com interacdo uniforme K/f3.
No limite ndo-aleatério (Jr = J para todo k) a eq.(3.49) fornece K = (J e, de acordo
com a eq.(3.54), a pressdo ¢ dada por

ksT
P= J]’;]— InZ(K), (3.55)

que é obviamente o resultado correto.
Apesar dos calculos desta se¢ao serem desenvolvidos para um modelo unidimensional,
os resultados obtidos, egs.(3.49), (3.52) e (3.54), s@o vdlidos para redes d-dimensionais,

com d arbitrdrio. Isso ocorre porque a decimacgao das varidveis Ji, substituidas por uma
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interacdo efetiva K na eq.(3.43), envolve apenas pares de sitios, permanecendo vélida e
inalterada qualquer que seja o nimero de coordenacao da rede.

Deve-se notar que os resultados desta segao nao sao afetados pela introducao de outras
interacoes uniformes na hamiltoniana do sistema, em virtude do fato de que os niimeros
de ocupacgao ng ) ndo estardo presentes nesses termos de interacao. Tirando proveito desse
fato, discute-se na se¢ao seguinte o gds na rede com interagdes de curto alcance aleatérias

e interagoes de longo alcance uniforme.

3.6 Gas na rede unidimensional com interacoes de longo
~ hd » L]
alcance uniformes e interagoes de curto alcance aleatérias:
distribuicao bimodal recozida

O géds na rede unimensional com interacbes de curto e longo alcance discutido na
secao 3.3, ao contrédrio de versdes com interacoes de alcance finito, apresenta transicoes de
fase. As fases do sistema podem ser identificadas como sélido, liquido e gds (vide apéndice
C), de modo que ocorrem até duas transigdes. Entretanto, nos casos em que o sistema
apresenta duas transicoes, ambas possuem a mesma temperatura critica, em virtude da
simetria do problema. Apresenta-se nesta secio uma generalizacdo daquele modelo que, a
uma dada temperatura, apresenta até trés transicoes de fase, cada uma das quais possui
uma temperatura critica distinta.

Considere-se a hamiltoniana

N AT N
- H = —4ZI€]'S]'S]'+1 = N SiSj, (356)
j=1 1,J

para a qual as interacOes entre primeiros vizinhos «; sao selecionadas a partir da dis-

tribuicdo recozidal!®

M
plrg) = qbli; — J). (3.57)
k=1
A gra-funcdo de particdo recozida do modelo pode ser escrita como
M N N
Z=) "exp |BY &) m| D exp |Buy s —BH|, (3.58)
{n} k=1 j=1 {s} j=1

163y gere-se como possivel aplicacdo do modelo discutido nesta se¢do problemas de adsorcdo de monocamadas
de gases sobre superficies cristalinas nas quais estejam presentes impurezas. A aplicabilidade do limite recozido
dependeria da comparagdo entre os tempos de relaxacdo das impurezas no cristal e das moléculas adsorvidas.
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e utilizando-se a transformagdo usual s; = (1 — 0;)/2 mapeia-se o sistema num modelo de

Ising aleatorio,

Z=exp[-N(I+1)] 2, (3.59)

onde

N M
B Zexp [ﬂzgk Zn(J):| Zexp [ﬁZZn YT o Tl s N z Tl i+ Zh il
{n} k=1 j=1 {c} j=1 k=1 3,j=1 Jj=1

(3.60)

com
j=h—20 Z ne oy (3.61)

é a gra-funcdo de particdo recozida de um modelo de Ising com campo e interacgoes
aleatérias, para a qual I = I, h = —2I — —ﬁu e fk = £, + Jr. Ar+presenca dos ter-
mos aleatérios —2ﬁng )Jk no campo efetivo experimentado pelo spin no sitio j quebra a
simetria h — —h, {c} — {—0c} do modeio, e reflete-se no comportamento do gds pela
diferenciacao das temperaturas criticas das transicoes.

Seguindo procedimentos andlogos aqueles utilizados nas segoes 2.7, 2.8 e 2.5 pode-se

escrever a energia livre recozida por sitio do modelo de Ising como

I 4eK—BJk L
fr=f(K,o) + kT quln 3 = e(K)|K B9 F [ + e(K)]e2E A% =+ ;qklnqk A

& (3.62)

na qual mais uma vez estd presente o termo de entropia de mistura, sendo
1/2
f(K,0) = —kgT1In { [cosh h+ (smh2 h+ e-4K) J } + Io® (3.63)

a energia livre por sitio de um modelo de Ising com magnetizacdo média o, campo uniforme

=

h=h+2(c—K) (3.64)

e interagoes uniformes de curto (K/() e longo alcance (I), com K obtido da solugdo da

equagcao

5 Ak
Z 2coth [2 (K — BJk)] + [1 — e(K)] =0. (3.65)

k=1
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A fungédo de correlagdo entre primeiros vizinhos e(K) é explicitamente dada por

_ —1/2
2e— 4K <sinh2 R )
e(K)=1-

" o 1/2 (3.66)
coshh + <Sinh2 h + e 4K )

Invertendo-se a transformacgao, a energia livre recozida do gés pode ser escrita como
.1 3 I 5 J 3

fo= =M EZ+Y bt pu=|h+1= aud | + f+om, (3.67)

de onde a pressao é calculada, excluindo-se o termo de entropia de mistura presente em f,.,

M
Pzpu—fg+kBTZlen(Jk =

k=t
M M
= P=— <h+I—quJk> —fr+kBTqulnqk, (368)
k=1 k=1
enquanto a densidade é obtida da forma usual,
l1—0

p=— (3.69)

Determinando-se as propriedades do modelo de Ising descrito pela energia livre (3.62)
pode-se entdo obter o comportamento do gds na rede. A andlise é efetuada de modo
semelhante aquela utilizada para o modelo de Ising aleatério considerado na secao 2.8.

Os resultados obtidos acima sao agora aplicados ao gds na rede com interagoes de longo
alcance uniformes atrativas (I > 0) e interacoes de curto alcance aleatérias selecionadas

da distribuicao bimodal recozida
3 (k) = pd(k; — Ja) + (1 — p)é(k; — JB), (3.70)

supondo as interagoes Jp repulsivas (Jp < 0) e permitindo que as interagdes J, tenham
cardter arbitrdrio. As propriedades do estado fundamental do modelo sdo discutidas no
apéndice C e indicam que em T = 0 e para J4 # 0 o sistema apresenta até trés transicOes
de fase. No caso J4 = 0 o sistema apresenta no mdximo duas transicoes, associadas
aquelas do modelo uniforme (segdo 3.3), com a densidade da fase liquida deslocada para
= %(1 +p). Para J4 > 0, quando existe competicao entre as interagoes de curto alcance,
o sistema pode ordenar-se em estruturas para as quais p =0, p=p, p = %(1 +p)ep=1,
sendo as duas estruturas intermedidrias identificadas com fases liquidas em virtude de sua

instabilidade a temperaturas finitas, enquanto as fases de densidade nula e méxima sao
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respectivamente identificadas como gés e sélido. Identicam-se duas regides dos pardmetros
Ja e Jp cujos comportamentos em 7' = 0 sdo distintos, correspondentes a |J4| < |Jp|
e |Ja| > |Jg| (vide apéndice C). Para J4 < 0, quando todas as interagdes de curto
alcance sao repulsivas, as estruturas ordenadas correpondem a densidades p = 0, p = %,
p = 3(1+p)ep=1, sendo novamente as duas fases intermedidrias classificadas como
liquidas. O comportamento em 7' = 0 varia entre as regides |Ja| < 3 |J5l, 5 /8| < |Ja| <
21Jp| e |Ja| > 2|Jp|. Em qualquer caso, a existéncia das estruturas ordenadas especificas
relaciona-se ao cardter recozido do modelo, o qual permite a formacao de dominios de
ligages de curto alcance quando energeticamente favordvel. No entanto, como se pode
ver para o modelo de Ising (secdo 2.7), em modelos temperados semelhantes também
ocorrem descontinuidades nas isotermas no zero absolut(g, € mesmo em maior nimero
que nos modelos recozidos correspondentes. Conclui-se entdo que a existéncia de novas
transicoes de fase num gés de rede aleatdrio nao é um artificio da distribuigao recozida,
e sim o resultado da nao-uniformidade da rede, que permite a ocupacgao preferencial de
alguns sitios energeticamente favordveis.

A seguir discutem-se os efeitos da presenca de desordem sobre o comportamento
do gds na rede, considerando-se as distribuicoes particulares J4 = 0, J4 = —Jp > 0,

JA=—2JB>0,JA=%JB<OGJA=2JB<O.

3.6.1 Caso J4 =0

Inicia-se a discussao dos resultados pelo caso diluido J4 = 0, em que ocorrem no
méximo duas transi¢oes de fase. A auséncia de simetria entre sitios ocupados e desocupa-
dos para p € (0,1) provoca a diferenciagdo das temperaturas criticas nos casos em que hé
duas transicdes, a exemplo do que se observa no gés cldssico uniforme [Kurioka e Ikeda
1988al. As figuras 3.6(a)-(c) mostram o comportamento do diagrama  x & (6 = kgT'/|Jp|,
o = I/Jp) para os casos em que as interagdes de curto alcance sdo diluidas com proba-
bilidades p = 0.1, p = 0.25 e p = 0.5, respectivamente. As temperaturas criticas sao
tracadas em linhas continuas nas figuras, enquanto as temperaturas de ponto triplo, que
podem apresentar comportamento reentrante, sao representadas por linhas pontilhadas.
O comportamento qualitativo dos diagramas é o mesmo, independente de p. Observa-se,
como afirmado anteriormente, a existéncia de duas temperaturas criticas distintas, uma
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Figura 3.6. Em (a-c) mostram-se os diagramas 6 X & , onde § = kgT/|Jg| é a temperatura renormalizada e
a = I/Jg, para o caso de interagdes de curto alcance diluidas (6 = Ja/Jg = 0). As linhas continuas representam
temperaturas criticassf, das transicdes, enquanto as linhas pontilhadas indicam temperaturas 8; de ponto triplo.
O ponto P.r2 marca o encontro de linhas 0. e 04, e sua coordenada o = a2 € mostrada em (d) como fungéo da

probabilidade de diluigdo p, juntarn'énté com o valor g = —2 em que a temperatura do ponto triplo é nula.
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das quais desaparece ao encontrar em P, a linha de pontos triplos!’. A figura 3.6(d)
mostra a evolucao da coordenada .2 do ponto P.., como funcao de p, e percebe-se que,
enquanto para p — 0 tem-se a2 — 4, 0 valor de @ no ponto tricritico do modelo uni-
forme com competicao entre as interacoes, para p — 1, a2 tende a aps = —2, o valor de
a para o qual se anula a temperatura do ponto triplo. Esse é o resultado esperado, jd que
na auséncia de interacgoes de curto alcance o comportamento do sistema é ditado somente
pelo campo médio.

As figuras 3.7 a 3.9 mostram as isotermas P X p e diagramas de fase Px T parap = 0.1,
nas trés regides em que o modelo uniforme (p = 0) apresenta comportamentos criticos
distintos. Notam-se como alteracoes bésicas o aumento da temperatura e pressao criticas
da transicao liquido-gds e diminuicdo dessas grandezas para a transicao sélido-liquido.
Além disso, a baixas temperaturas e para os casos em que existe tra,néigé,o sélido-liquido
em 7' = 0 a derivada da pressao dessa transicao com relagdo & temperatura é negativa,
como exemplificado na fig.3.7(b). O aumento da temperatura critica para a transicdo
liquido-gds pode ser entendido como causado pelo aumento da efetividade da interacao de
longo alcance em fungao da diluicao das interagdes repulsivas de curto alcance. O sistema
tem entao maior tendéncia & formacao de aglomerados, e torna-se necessédria uma maior
agitacao das particulas para quebrd-los. Por outro lado, associa-se a diminui¢ao da pressao
da transicao sélido-liquido a baixas temperaturas & progressiva destrui¢cao dos dominios
de ligacoes presentes em 7' = 0, enfraquecendo assim o cardter repulsivo da interacao de
curto alcance efetiva.

O comportamento do sistema nas regioes do diagrama € X o em que a curva das
temperaturas de ponto triplo apresenta reentrancia é exemplificado na fig.3.10, em que se
verifica a existéncia de dois pontos t¥iplos, com respectivas tempeaturas 6; e ;. Assim,
para 6; < 6 < 6; o aumento da pressdo a partir da fase gasosa induz o processo de

sublimacao.

17 Apesar de indicar o encontro de linhas de transicdo de primeira e segunda ordens, Per2 ndo pode estritamente
ser identificado como um ponto tricritico. Isso deve-se ao fato de que Per2 ndo marca o término da linha de
transicOes de segunda ordem, e sim o inicio da regido em que tais “transi¢des” ocorrem em porgoes instdveis
das isotermas. Os expoentes criticos em Pcr2 ndo correspondem a expoentes de um ponto tricritico cldssico. Na
realidade, para o modelo de Ising associado, cuja energia livre é dada pela eq.(3.62), o comportamento em Pero €
andlogo aquele mostrado para o > 0 na tabela da pdgina 52.
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Figura 3.7. (a) Isotermas P X p (linhas continuas) e curvas de coexisténcia de fases (linhas pontilhadas) para
§=0(6=Ja/Js),p=0lea=-15(a=1I/Jg), I >0, ondeP éa pressio renormalizada (P = P/|J|);
(b) Diagrama de fase P x 6 (6 = kgT/|J|) mostrando as transigdes sélido-liquido, liquido-gds e a temperatura
critica.
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Figura 3.8. (a) O mesmo que na figura 3.7(a), para & = —2.2; (b) Diagrama de fase mostrando as transigdes

s6lido-gds, sélido-liquido e liquido-gds, as temperaturas criticas e o ponto triplo.
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Figura 3.9. (a) O mesmo que na figura 3.7(a), para Q.2 ~ —2.4297; (b) Diagrama de fase mostrando a

supressdo simultdnea do ponto triplo e da temperatura critica da transi¢do sélido-liquido.
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Figura 3.10. (a) Isotermas P X p para 6 = 0 (6 = Ja/Jg), p = 025 e @ = —1.94 (a = I/JB); (b)
Diagrama de fase P X 6 (f = kgT'/|J|) mostrando as vérias transigdes, temperaturas criticas e os dois pontos

triplos (ampliagéo).
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3.6.2 Caso J4=—-Jg>0

Para o caso J4 = —Jg > 0, como discutido no apéndice C, o sistema apresenta no
maximo trés transi¢oes de fase. Como mostrado na figura 3.11 para p = 0.05, mesmo
baixas concentracgoes de ligagoes J4 produzem substanciais alteracoes qualitativas no di-
agrama 6 X . Percebem-se na figura as linhas continuas 6., 6, e 6, correspondentes as
temperaturas criticas das trés transicoes, duas das quais (¢, e #7) encontram linhas de
pontos triplos em P, e P.,. A linha 6, apresenta uma mudanca acentuada de compor-
tamento em o ~ —1.25, cruzando (apenas na projegdo sobre o plano 6 X a) a curva 6.,

Com o aumento de p a linha 6, termina por quebrar-se, originando dois novos pontos
P, e P, unidos por uma nova linha de pontos triplos. Tal situagdo é mostrada na
figura 3.12 para p = 0.07. Observe-se que a linha 6, apresenta também comportamento
reentrante, evidenciado na ampliacdo da figura. O reflexo desses comportamentos nas
isotermas P x p e nos diagramas P x T' é mostrado nas figs. 3.13(a)-(d) e 3.14(a) e (b)
para o = —1.13, correspondente & regiao central da ampliacao na fig.3.12. A presenca das
trés transi¢des em T = 0 é clara nas figs.3.13(a) e (c). A transi¢io a T = 0 entre a fase
gasosa e a fase liquida p = p persiste a temperaturas finitas somente até 6", inferior a todas
as outras temperaturas relevantes. Como mostrado nas figs.3.14(a) e (b), aumentando-se
a temperatura atinge-se 6;, a temperatura do ponto triplo, logo acima da qual o sistema
volta a apresentar trés transicOoes. Para temperaturas ainda maiores as transi¢coes sao
progressivamente suprimidas, como esperado.

Ainda para p = 0.07, para intensidades um pouco menores de « o sistema encontra-
se na regido do diagrama 6 x « (fig.3.12) em que a curva 6, apresenta comportamento
reentrante. A conseqiiéncia de tal comportamento para as isotermas e diagramas de fase
é a supressdo do ponto triplo, substituido por uma quarta temperatura critica 6, como
mostrado nas figs.3.14(c) e (d). Assim, entre as temperaturas 0, e 6. observa-se no plano
P x p uma “bolha” de coexisténcia de fases.

Para maiores valores de p, as curvas das temperaturas criticas como funcao de «
voltam a ser continuas, como mostrado na fig.3.15 para p = 0.2. Note-se que a curva de
0. ja comeca a indicar o comportamento apresentado pelo modelo uniforme para o > 0
(fig.3.1). Isotermas e diagramas de fase para o caso p = 0.2 e & = —1 sdo mostrados nas

figs.3.16(a)-(c). A transicdo sélido-liquido tem comportamento semelhante ao observado

109



cr2

Figura 3.11. Diagrama X c para § = —1 (6 = Ja4/Jg) e p = 0.05, mostrando as temperaturas criticas

(linhas continuas), temperaturas dos pontos triplos (linhas pontilhadas) e os pontos P 2.

4
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Figura 3.12. O mesmo que na fig.3.11 para p = 0.07. Observa-se na ampliagio a ruptura e o comportamento
reentrante da curva 6, bem como a existéncia dos novos pontos P, e P/, unidos por uma nova linha de pontos

. T .y . - .
triplos. A curva correspondente a §, é omitida da ampliagio para maior clareza.
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Figura 3.13. (a,c) Isotermas P x ppara 6 = —1 (6 = Ja/JB), p =007 e @ = —1.3 (a = I/J); (b,d)
Diagramas de fase P X 6 (8 = kgT/|J|) correspondentes, mostrando as varias transices, temperaturas criticas

e temperaturas do ponto triplo.
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Figura 3.14. (a,c) Ampliagdo de parte do plano P x p para 6 = —1, p = 0.07 e o = —1.3 (fig.3.13) e
o = —1.29, respectivamente, mostrando isotermas e curvas de coexisténcia de fases; (b,d) Ampliagdo de parte
dos planos P x 8 correspondentes, mostrando a supressdo do ponto triplo de (b) para (d), substituido por um

ponto critico (temperatura 87).
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Figura 3.15. Diagrama 0 X ¢ para § = —1 (6 = Ja/Jp) e p = 0.2, mostrando as temperaturas criticas (linhas
continuas), temperaturas dos pontos triplos (linhas pontilhadas) e os pontos Pera.

anteriormente. Entretanto, a transi¢do liquido-liquido apresenta 0P/0T negativo até a
temperatura critica. A transicdo liquido-gds, como visto na fig.3.16(b), é agora a que
apresenta maior temperatura critica, sua curva de coexisténcia avancando, para baixas
temperaturas, em direcao a densidades bem superiores aquela correspondente em 7' = 0
(p = p = 0.2). A projecio das curvas de coexisténcia sobre o plano p x 6 é vista na
fig.3.16(c), e mostra que o aumento da diferenca entre as densidades das fases liquida e
gasosa e no equilfbrio, ao contrdrio do que aparenta a projecao sobre o plano P X p, nao
provoca a interseecao das superficies de coexisténcia das duas fases. Em o/, ~ —1.0563

cr

a linha critica da transicao liquido-liquido, fig.3.16(b), toca a linha critica da transicdo

/

liquido-gds exatamente em 6., dando origem, para a.,.,

>a > a3~ —1.6667 a um ponto
triplo. Para o < a3 o sistema apresenta no méximo duas transigoes, e seu comportamento
é qualitativamente o mesmo verificado para J4 = 0.

A figura 3.17 exibe o diagrama « X p para J, = —Jg > 0. As curvas continuas repre-
sentam a coordenada « dos pontos P.,. A curva inferior apresenta um comportamento

reentrante, melhor observado na ampliacdo, correspondente & existéncia dos pontos P.., e

/"

o, mostrados na fig.3.12. As curvas tracejadas representam oy € ag, os valores de azem

que, a um dado p, as temperaturas dos pontos triplos anulam-se.
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Figura 3.16. (a,b) Isotermas P X p para 6 = —~1, p = 0.2 e & = —1; (c) Diagramas de fase P X 6 (curvas con-
tinuas) e projegdo p X 8 (0 < p < 1, escala vertical crescente, curvas pontilhadas), verificando-se a nio-intersec¢do

das superficies de coexisténcia de fases.

.
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Figura 3.17. Diagrama oo X p para § = —1 (6§ = J;q/JB), mostrando as coordenadas Cterg dos pontos Perg. O
comportamento reentrante da curva inferior de ¢ € evidente na ampliagdo do canto inferior esquerdo. Também

mostradas sdo as curvas de oz e a3, em que as temperaturas dos pontos triplos anulam-se.
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Figura 3.18. Diagrama 6 x a para § = —2 (§ = Ja/Jp) e p = 0.06, mostrando as temperaturas criticas

(linhas continuas), temperaturas dos pontos triplos (linhas pontilhadas) e os pontos FPera.

3.6.3 Caso Jy=-2Jg>0

O caso J4 = —2Jp > 0 possui também no méximo trés transi¢oes em 7' = 0.
Apresenta, entretanto, duas regioes distintas quanto a ocorréncia de duas transigoes. Para
p > 1/3 _ p* ocorrem as transigoes p = 0a p = %(1+p) ep= %(1+p) a p = 1, como no caso
Ja=—Jp > 0. J4 para p < p* as transicdes ocorremde p=0ap=pedep=pap=1.
Na primeira regiao o sistema comporta-se de modo anédlogo ao caso J4 = —Jg, mostrado
anteriormente. Na segunda regido, entretanto, novos comportamentos sao observados.

A figura 3.18 mostra o diagrama 6 x a para p = 0.06, enquanto as isotermas e o
diagrama de fase para o = —2.3 > ag ~ —2.3237 sao mostrados na fig.3.19. A pressao da
transi¢do sélido-liquido apresenta 8 P/9T negativo, como se vé na fig.3.19(b), e novamente
a transicdo liquido gds (p =p a p =0 em T = 0) apresenta a menor temperatura critica,
6”. Também nesse caso o sistema apresenta um ponto triplo, com temperatura 6; > ~.

Para p..3 ~ 0.0665 < p < p* o sistema pode apresentar um ponto quddruplo, em que
coexistem as fases sélida, gasosa e as duas fases liquidas. O diagrama 6 x a da fig.3.20
para p = 0.1 exemplifica a situagdo. No diagrama, o ponto quadruplo F, indica o colapso
de quatro linhas de pontos triplos. Para p = 0.08 as isotermas e diagramas de fase sdo

mostrados nas figuras 3.21 a 3.23, respectivamente para oo = —2.3 > o, ~ —2.3277,
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Figura 3.19. (a) Isotermas Px ppara§ = —2 (6= Ja/Jg),p=0.06e . = —2.3 ( = I /J); (b) Diagrama

de fase P x 8 (8 = kgT'/|J|) mostrando as vérias transigdes, temperaturas criticas e o ponto triplo (ampliacéo).

116



o 0=-2
| p=0.1
3q =6
(| ee—— -6,
cr2
2 |
14
0 : o
0 1 2 3

Figura 3.20. O mesmo que na fig.3.18 para p = 0.1. O ponto quédruplo P, tem origem no encontro de quatro
linhas de pontos triplos.

a=agea=—235<a, Nocasoa=—2.3 (fig.3.21) e a uma temperatura fixa, inferior
a 0, o aumento da pressao leva da fase gasosa a fase sélida passando apenas por uma
fase liquida (fase ¢;). Para 6, < 6 < 0, tal processo é realizado através das duas fases
liquidas (fases ¢; e £2). A temperaturas 6 > 6; passa-se apenas por £;. No caso o = —2.35
o processo de sublimacdo é permitido para §; < 6 < 6;. O caso a@ = @, marca entdo a
fronteira entre os dois casos anteriores. As projecoes das curvas de coexisténcia sobre o
plano p x 6 para os trés casos sao mostradas na fig.3.24.

O comportamento da coordenada oy do ponto quddruplo é mostrado no diagrama
axp da fig.3.25, juntamente com as curvas de a2, ag € ag. Note-se, além dos dois regimes
distintos de duas transicoes delimitados pela reta p = p*, a presenca do comportamento
reentrante na curva inferior de a.» para pequenos valores de p. A curva de a, estende-se
de p.r3, onde encontra uma curva a2, até p*, onde a temperatura 6, do ponto quadruplo

anula-se.
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Figura 3.21. (a) Isotermas P x p para § = —2, p = 0.08 e @ = —2.3; (b) Diagrama de fase P X 6 mostrando

as vdrias transigdes, temperaturas criticas e o dois pontos triplos (ampliagéo).
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Figura 3.22. (a) Isotermas P X p para § = —2, p = 0.08 e oy ~ —2.3277; (b) Diagrama de fase P X 6

mostrando as vérias transigdes, temperaturas criticas e o ponto quadruplo (ampliaggo).
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Figura 3.23. O mesmo que na fig.3.21 para o = —2.35.
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Figura 3.24. Projeges das curvas de coexisténcia de fases (curvas continuas) sobre o plano px 6 para oo = —2.3
(a), og = —2.3277 (b) e @ = —2.35 (c). As retas pontilhadas correspondem as temperaturas dos pontos triplos
(a,c) e do ponto quddruplo (b).
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Figura 3.25. Diagrama & X p para 6 = —2 (6 = J4/Jg), mostrando as coordenadas arz dos pontos P.o
(linhas continuas) e a coordenada &g do ponto quddruplo (linha pontilhada). A reta p* = 1/3 separa os regimes
de duas transicoes. Também mostradas sdo as curvas de ap e a3, em que as temperaturas dos pontos triplos
anulam-se.
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3.6.4 Caso J4 <0

Inicia-se agora a andlise dos casos em que ambas as interagoes de curto alcance sao
repulsivas. Como mostrado no apéndice C, em T' = 0 o sistema pode apresentar-se em
quatro fases, p = 0 (gas), p = 3, p = 3(1 +p) (liquidos) e p = 1 (sélido), dependendo da
pressao aplicada.

Considera-se inicialmente o caso J4 = 130 Jg < 0. Como uma das interacoes &€ muito
mais intensa que a outra, espera-se que o comportamento do sistema nao se desvie substan-
cialmente do observado para o caso diluido (J4 = 0). Essa expectativa é confirmada, como
se vé nos diagramas 0 x « das figuras 3.26(a) a (c) e no diagrama « X p da fig.3.26(d). Com
excecao da presenca de trés transicoes para pequenas intensidades de o, o comportamento
é semelhante aquele exibido na fig.3.6. As isotermas e diagramas de fase sao mostrados nas
figs.3.27 e 3.28 para p = 0.5, « = —0.8 e p = 0.75, @ = —0.8, respectivamente. Como se
vé, com o aumento do valor de p, a menor temperatura critica passa da transicao liquido-
liquido para a transicao sélido-liquido. Nos casos em que hd somente duas transicoes em
T = 0, como aquele mostrado na fig.3.28, as fases envolvidas sdao p = 0, p = %(1 +p)ep=
1, como no caso diluido. A densidades menores que p = %(1 +p), as curvas assemelham-se
aquelas do caso diluido. Para baixas intensidades da interacao de longo alcance, a grande
diferenca de energia entre as interagoes de curto alcance leva a grande elevacao de pressao
necessdria para induzir a solidificacao do sistema, para a qual & necessdria a ocupacao
de sitios associados a interacoes Jg. A baixas pressoes a ocupacao de tais sitios torna-se
virtualmente proibida, originando o comportamento mostrado nas figuras. A medida que
se aumenta a intensidade de « o sistema passa a comportar-se cada vez mais como no
caso diluido, o que pode ser-observado nos diagramas 6 x « das figuras 3.26(a) a (c).

Para o caso J4 = %J B < 0, como mostrado no apéndice C, verificam-se dois regimes
de duas transicdes em T'= 0. Para p > p| = 1/2 as fases envolvidas sio p = 0, p = %(l—l-p)
e p = 1, como no caso diluido. J4 para p < p' as fases sdo p = 0, p = % ep=1 A
temperaturas finitas o comportamento do sistema para p = p! contém ingredientes dos
dois regimes. O diagrama 6 X « para esse caso é mostrado na fig.3.29. Observa-se que as

duas linhas de temperaturas de pontos triplos atingem o eixo o no mesmo ponto, indicando

a auséncia de regime de duas transi¢oes em 7" = 0.
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Figura 3.26. Em (a-c) mostram-se os diagramas € x « , onde 6§ = kgT'/|Jp| € a temperatura renormalizada
ea=1/Jp, parao caso 6 = 0.3 (§ = Ja/Jg). As linhas continuas representam temperaturas criticas 8, das
transicGes, enquanto as linhas pontilhadas indicam temperaturas 6; de ponto triplo. As coordenadas c.r2 € ol
dos pontos Fero e P/ 5 sdo mostradas em (d) como fungdo da probabilidade p, juntamente com os valores de cr
e o3 em que a temperatura dos pontos triplos é nula. Note-se que, enquanto |acr2| tende a |ayr| ~ 3.1532 para

p — 0, |a,5| tende a 6 || = 0.9459 para p =» 1, como esperado.
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Figura 3.27. (a) Isotermas P X p e curvas de coexisténcia de fases para 6 = 0.3 (6 = Ja/Jg), p = 0.5 ¢
a=—0.8 (a =1/Jp); (b) Diagrama de fase P x 6 (6 = kgT/|J|) mostrando as vérias transigbes e temperaturas

criticas: (c) Projegbes das curvas de coexisténcia mostradas em (a) sobre o plano p x 6.
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Figura 3.28. O mesmo que na figura 3.27 para p = 0.75. Note-se em (b) a presenca do ponto triplo.
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Figura 3.29. Diagrama 6 x o para § = 0.6 (6 = J4/Jg) e p = p! = 0.5, mostrando as temperaturas criticas

(linhas continuas), temperaturas dos pontos triplos (linhas pontilhadas) e os pontos P, .
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Figura 3.30. (a) Isotermas P x p e curvas de coexisténcia de fases para § = 0.6 (6 = Ja/Jp), p = 0.5 e
a=—1(a =1/Jg); (b) Diagrama de fase P x 0 (§ = kgT'/|J|) mostrando as virias transi¢des e temperaturas

criticas.

As figuras 3.30 a 3.34 mostram isotermas e diagramas de fase para p = 1/2 e valores de
aentre = —1 e @ = —1.75. Observa-se nas figuras 3.30(b) e 3.31(b) que, com o aumento
da intensidade de «, o ponto critico da transicao liquido-liquido aproxima-se da linha
critica da transicao sélido-liquido, até atingi-la para o, ~ —1.3768 (fig.3.29), originando
um ponto triplo, observado na fig.3.32. A partir dai, a temperatura do ponto triplo
diminui, até anular-se em oy — a3 = —1.6 (fig.3.33). A temperaturas suficientemente
baixas, pode ocorrer o processo de sublimacao para ceg =~ —2.1116 < a@ < —1.6, como
exemplificado na fig.3.34. Para valores de |a| superiores a |aq2| 0 sistema apresenta uma
unica transigao.

As caracteristicas qualitativas do diagrama 6 x o para p < p' sdo mostradas na fig.3.35
(p = 0.4). Para esses casos o regimes de uma e trés transi¢des sdo semelhantes aqueles
vistos para p = p'. O regime de duas transicoes em T' = 0, como j& destacado, compreende
as fases solida (p = 1), liquida (p = 1/2) e gasosa (p = 0). A pressdo da transigéo sélido-
liquido é dada por P = —4[pJa + (1 — p)Jp + I] (vide apéndice C), equivalente & média
aritmética das pressdes correspondentes nos casos puros (p = 0 e p = 1). Um exemplo das

isotermas e diagramas de fase nessa regido é visto na fig.3.36.
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Figura 3.33. (a) Isotermas P X p e curvas de coexisténcia de fases para § = 0.6 (6 = J4/Jg), p =0.5¢
a=—1.6 (a =I/Jp); (b) Diagrama de fase P x 6 (8 = kgT'/|J|) mostrando as vérias transigdes e temperaturas

criticas; (c) Projecdes das curvas de coexisténcia mostradas em (a) sobre o plano p x 6.
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Figura 3.35. O mesmo que na fig.3.29 para p = 0.4.
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Figura 3.36. O mesmo que na fig.3.30 para p =0.4 e & = —1.64.



Figura 3.37. O mesmo que na fig.3.29 para p = 0.7. O ponto quédruplo P, tem origem no encontro de quatro
linhas de pontos triplos.

Para pt < p < pes =~ 0.7568 o sistema apresenta novamente um ponto quadruplo, &
semelhanca do que foi observado para J4 = —2Jg > 0, como mostra o diagrama 6 x « da
fig.3.37 (p = 0.7). Para p > p.r3 voltam a existir dois pontos P2, como se vé na fig.3.38
(p=0.8). O diagrama « X p para J4 = %JB é mostrado na fig.3.39.
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5=0.6

Figura 3.38. O mesmo que na fig.3.29 para p = 0.8.

Figura 3.39. Diagrama a X p para 6 = 0.6 (§ = Ja/J5), mostrando as coordenadas acrz dos pontos P2
(linhas continuas) e a coordenada g do ponto quddruplo (linha pontilhada). A reta pl =1 /2 separa os regimes
de duas transi¢es. Também mostradas sdo as curvas de ag e a3, em que as temperaturas dos pontos triplos

anulam-se.

130



3.7 Conclusoes

- este capitulo discutiram-se algumas propriedades do modelo de gds na rede. Sua
equivaléncia ao modelo de Ising foi introduzida na secao 3.2, onde a equagdo de estado
do gés foi expressa em termos de grandezas correspondentes do sistema magnético. Em
seguida (segdo 3.3) discutiu-se o gds na rede unidimensional com interagdes de curto e
longo alcance. Dentre as propriedades interessantes do sistema, destacam-se a ocorréncia
de até duas transicoes de fase a uma dada temperatura e a existéncia de um ponto triplo
quando as interacoes de curto alcance sao repulsivas e as interagoes de longo alcance,
atrativas. As fases do sistema foram identificadas como sélido, liquido e gds. Em virtude
da simetria do modelo, as temperaturas criticas das transicoes sélido-liquido e liquido-gds
coincidem.

As segoes 3.4 e 3.5 trataram do gds na rede na presenca de potencial aleatério e com
ligacos aleatdrias entre primeiros vizinhos, respectivamente. Em ambos os casos foram
consideradas distribuicoes de probabilidades recozidas arbitrdrias para as varidveis de
desordem, e mostrou-se explicitamente a existéncia de um termo de entropia de mistura
na energia livre de Helmholtz. Extraindo tal termo, desprovido de significado fisico, foram
deri -adas expressoes gerais para a pressao dos sistemas.

a secao 3.6 mostrou-se a equivaléncia entre o gds na rede com interagoes uniformes
de longo alcance e interacoes aleatdrias de curto alcance, selecionadas a partir de uma dis-
tribuicao recozida, e o modelo de Ising com interacoes de curto alcance e campo magnético

aleatdrios. As propriedades do gas foram entao determinadas para a distribuigao bimodal
@(sz_? P‘S(’fj —Ja)+(1 —p)6(/€j — Jg),

considerando-se a interacdo Jp repulsiva (Jg < 0) e a interagdo de longo alcance I atrati-
va. Em particular, foram analisadas as situagbes J4 =0, J4 = —Jg >0, J4 = —2Jg > 0,
¥4 = %JB <0edy= %JB < 0. Os resultados mostraram que, em geral, o sistema
pode apresentar até trés transicoes de fase a uma dada temperatura. As quatro fases pos-
siveis foram identificadas como sélido, gds e duas fases liquidas, caracterizadas a baixas
temperaturas pela formacao de dominios de ligagdes. Um importante efeito da desordem
consistiu em destruir a simetria do problema entre sitios ocupados e desocupados, in-

duzindo a diferenciacao das temperaturas criticas das transi¢oes. Sob algumas condicoes,
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os diagramas de fase apresentaram variacao negativa da pressao de transicdo com a tem-
peratura. Observou-se também a existéncia de até dois pontos triplos para certos con-
juntos de pardmetros, e ocorréncia de um ponto quddruplo nos casos J4 = —2Jp > 0 e
Ja = %J B < 0. Para J4 > 0 e pequenos valores de P observou-se a existéncia de compor-
tamento reentrante para uma temperatura critica, possibilitando a formacgao de “bolhas”
de coexisténcia de fases. Verificou-se também a possibilidade de aumento da diferenca
entre as densidades das fases em equilibrio com a temperatura, o que levou & aparente

interseccao de curvas de coexisténcia no plano P X p.
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Capitulo 4

Modelo XY Quéantico

4.1 Introducao e definicido do modelo

_lotivado pelo suposto fracasso do modelo de Ising em explicar o comportamento de
materiais magnéticos, Heisenberg [1928] propos um modelo do magnetismo representado

pelo operador hamiltoniano

H==Y (J55280 + JLSU8Y 4 J55152)

i~ LY ) ig ™4
em que os S’s s@o operadores de spin e as constantes de troca J;; sdo relevantes apenas
entre spins localizados em sitios vizinhos. A nao-comutabilidade dos operadores de spin
torna o modelo essencialmente quéntico. A base fisica do modelo é a chamada interacao
de troca, que tem origem na repulsao eletrostdtica entre elétrons presentes em dtomos vi-
zinhos e cujos orbitais sobrepoem-se. Entre os casos particulares do modelo de Heisenberg
encontram-se o préprio modelo de Ising, obtido por exemplo fazendo-se Jf; = J:"; =0,eo0
modelo XY, correspondente ao limite oposto J7; = 0.

O termo “modelo XY” foi introduzido no artigo classico de Lieb et al. [1961], em que
sao analisadas vdrias propriedades do modelo unidimensional descrito pelo hamiltoniano

N
H=0Y [(1+7)8585, + (1 =7)8{8%]

i=1

onde 7 é um paradmetro de anisotropia. Para o caso isotrépico (7 = 0), em particular, os
autores demonstraram a auséncia de ordem de longo alcance mesmo a temperatura zero
(T =0). O modelo foi resolvido na presenca de um campo transverso (ao plano zy) por
Niemeijer [1967], que mostrou a existéncia de uma transigdo quéntica induzida pelo campo
em T = 0. Posteriormente, versoes aleatérias do modelo isotrépico foram consideradas por

Smith [1970], para constantes de troca satisfazendo distribui¢des de Poisson, e Nishimori



[1984], que analisou o caso de um campo transverso aleatério lorentziano. Em ambos os

casos a transi¢cdo quéntica foi eliminada pela introducao de desordem.

Recentemente modelos magnéticos quanticos com desordem temperada tém atraido
grande interesse. Além de motivagOes experimentais, representadas pela identificacao de
materiais que se portam como cadeias aleatérias de spins [Nguyen et al. 1996] , busca-se
uma melhor compreensdo das transi¢oes quinticas em T = 0. Dentre os novos fendmenos
associados a tais transi¢des, destaca-se a existéncia de singularidades de Griffiths [1969],
nas quais efeitos ligados a algumas regides que apresentam correlacoes de curto alcance
sao amplificados pelas flutuagoes quanticas mesmo na auséncia de ordem de longo alcance.
Como exemplo, cita-se a divergéncia da susceptibilidade magnética para valores do campo
transverso superiores ao campo critico em cadeias quanticas)de Ising [Fisher 1992, Young
e Rieger 1996) .

Neste capitulo investiga-se a existéncia de comportamentos semelhantes as singula-
ridades de Griffiths no modelo XY isotrépico com constante de troca aleatéria na pre-
senga de um campo transverso (secdo 4.3). Sdo utilizadas para as varidveis aleatérias
distribuicoes bimodais temperadas. Calculos numericamente exatos sao realizados para
cadeias finitas, as médias sobre as configuragbes aleatérias sendo determinadas por um
método de amostragem [Derzhko e Krokhmalskii 1995] . S&o apresentados resultados
para a magnetizacao induzida média, susceptibilidade estédtica na direcao do campo, per-
fil de magnetizagao e calor especifico. Como ponto de partida, a solu¢do do problema de
uma cadeia finita de IV sitios com constante de troca variando sitio a sitio num campo

transverso uniforme é apresentada na secao 4.2.

4.2 Cadeia XY isotrépica num campo transverso uniforme

A forma geral do hamiltoniano de uma cadeia XY isotrépica com constante de troca

e momentos magnéticos varidveis sitio a sitio num campo transverso é

N N
H:_Zhi‘g;"Fij( 55+ 5YSh) (4.1)
j=1 j=1
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sendo a representacao matricial dos operadores S;* definida por meio das matrizes de Pauli
0® (e = z,y, z) como um produto direto de N matrizes,
55=1019---Q1Q2°®1® - ®1, (4.2)

onde 1 é a matriz identidade 2 X 2 e 0* corresponde ao j-ésimo termo, com

I AR [ AN . T T

Percebe-se entdo que o hamiltoniano é representada por uma matriz de ordem 2V. Por
simplicidade, adota-se i = 1 de agora em diante. Os operadores S{* e Sf seguem as regras

de comutagao das matrizes de Pauli para i = j, ou seja
e L e

onde z,3, é o simbolo de Levi-Civita e as permutagdes sdo efetuadas sobre o conjunto
{z,y.z}. Para i # j, entretanto, os operadores atuam em subespagos distintos, e assim
comutam quaisquer que sejam « e (3.

Definem-se agora os operadores de abaixamento e levantamento
=4(S3-iSY) o af=3(55+isy), (45)
em termos dos quais os operadores de spin sao dados por

8=y (a} + aj) , Si=45% (a} - aj> e Si=ala;—1 (4.6)

J 23

0 que permite escrever o hamiltoniano (4.1) como
N N
H=->"h (a;aj & %) S0 [jj (a}am i ahl“j)} : (4.7)
j=1 j=1

As regras de anticomutacao dos operadores a;r- e a; para o mesmo sitio lembram

operadores de Fermi,

3
{aj, a;r-} = aja;r- # a;faj =1, = (a;f) =, (4.8)

enquanto suas regras de comutagao para sitios distintos lembram operadores de Bose,
|oaf] = ol of| =lana] =0,  (3). (49)

O hamiltoniano (4.7) encontra-se expresso numa forma quadrdtica, mas ndo é possivel

diagonalizé-lo diretamente por uma transformacdo canonica, j& que transformacoes dos
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eixos principais dos operadores a;-

e a; nao preservam suas regras mistas de comutacao
[Lieb et al. 1961] . Utiliza-se entdo a fermionizacdo de Jordan-Wigner [1928], definindo-se
os operadores
i—1 =1
¢j = exp I:m' Zala% a; € c;- = a;- exp [—mj Z a};ak:| ; (4.10)
k=1 k=1

Como

cle; = a;aj, (4.11)

b g |

a transformacao inversa é dada simplesmente por

j—1 j—1
a; = exp {—WiZczck} ¢ e ;f = cj exp [chkck} : (4.12)

k=1 k=1
Note-se que os ¢;’s e c}’s sao operadores de Fermi, .
{ci,c;r-} =l Duahs { o, cf (4.13)
ts

s 0 hamiltoniano é escrita como

N
—> ki (e —1) +3
Jj=1 .

Em termos dos ¢;’s e c;

[,_73 <C}Cj+1 + C;ch)] +

&

1

J

-1 [jN (c}r\,cl + cIcN)} (exp(imM) + 1), (4.14)
onde

N

Mz

N
ECCJ

j=1

g5+ 3} (4.15)

<.
Il

Para o célculo de grandezas estdticas o termo de fronteira em (4.14), proporcional a

(exp(imN) + 1), pode ser desprezado [Gongalves 1977] . O hamiltoniano é entdo reescrito

como
N N
H=3) hi+ ) daye, (4.16)
=1 ij=1
definindo-se a matriz A tal que
Ay = —hibij + 3 Tibir1j + 3 Tim16i41 (4.17)

com Oy4+11 = O1n+1 = 1 e Jo — Jn de forma a satisfazer as condigoes de contorno
periddicas. Da equacdo (4.17) conclui-se que a matriz A é real e simétrica, e portanto seus

autovalores e autovetores sao reais.
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Uma forma quadrética como aquela em (4.16) pode ser diagonalizada pela transfor-

magao candnica linear [Smith 1970)

N N
n; = Z DikCh 77;' = Z ¢jkCL (4.18)
k=1 k=1

com o vetor ®; determinado pela solucao do problema de autovalores

Ad; = A;®;, (4.19)
onde os autovalores A; podem ser interpretados como niveis de energia de um problema
de férmions nao-interagentes cujo hamiltoniano é

o= i Ay (771];771;_ %) ; (4.20)

k=1

a forma diagonalizada da eq.(4.16).
Note-se da eq.(4.17) que no caso em que os momentos magnéticos sdo uniformes

(h; = h) a matriz A pode ser escrita como [Smith 1970]
A=B—hl, (4.21)
onde 1 é a matriz identidade N x N e os elementos da matriz B sao dados por
By = by + 5018 501 (4.22)
E claro entdo que os autovalores dé A sao tais que
Aj(h) = A;(0) — h, (4.23)

e seus autovetores sao independentes do valor do campo h, j4 que as matrizes A e B sao
diagonalizadas péla mesma transformacao.
Para o caso de campo u;liforme, considerado daqui por diante, a funcao de particao
do sistema é dada por
N 1
Qu=Tre P =T > ew B (n—3)]
j=1n;=0

de modo que a energia livre de Helmholtz por sitio pode ser escrita como

kol e

f= _TIDQNZ_—J_V_ ;ln [2cosh (364;)] (4.24)
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onde 6 = 1/kpT, e a partir dai podem ser calculadas as fungdes termodinamicas. O calor
especifico a campo constante, por exemplo, é dado por

=-T 92—f _ ks i (lﬁA-)2sech2 (384;) (4.25)
Ch = 972 h—Nj=12 J ik I

enquanto a magnetizacao transversa por spin é

A o XNIS% e ——l-itanh (384;) . (4.26)
i Oh N Z=5
O valor médio da componente z do spin no j-ésimo sitio é obtida pela inversdo das
transformagoes, tomando-se a seguir o valor médio dos operadores de Fermi,

Ei== % i Prj Pra (ﬂk +77;‘Tc) (771 o= 77}) =

k=1

- N
=< 87 >=—13"¢¢ tanh (8A4) . (4.27)
k=1

Tal resultado permite o célculo do perfil de magnetizagao, definidas as constantes de troca.
De modo semelhante, mostra-se que a fungao de correlagao estdtica na diregao do campo

entre os spins localizados nos sitios 7 e j tem a forma

N
< 8787 >=< 8§ >< 5F > +3 Z GriPisbr; by [1 — tanh (38A;) tanh (38A,)] . (4.28)
k,l=1

No limite temperado de desordem, mais comumente encontrado na Natureza, as vari-
dveis de desordem sdo congeladas, e as fungdes termodindmicas devem ser calculadas pela
média dos resultados correspondentes para todas as configuragdes possiveis (capitulo 1).
Para o modelo XY isotrépico, de modo geral, os resultados derivados acima garantem que
a solugdo exata pode ser determinada para qualquer distribuicdo temperada de interagoes,
bastando para tanto que o problema de autovalores da eq.(4.19) seja resolvido para todas
as configuracdes. No entanto, o custo computacional é astrondémico'®, inviabilizando o

procedimento. Contudo, resultados bastante precisos podem ser obtidos por um método

8Como exemplo, considere-se uma cadeia de N sitios e uma distribuicdo de interacdes do tipo

0(J5) =D akb(J5 — Ji),

k=1

em que se pode escolhé-las entre M valores distintos. O nimero total de configuracdes é entio M™. Para o
caso mais simples M = 2 e cadeias de NV = 100 sitios, a solugdo do problema envolveria a diagonalizagdo de
2190 ~; 10%° matrizes. Computadores capazes de processar 10° matrizes 100 x 100 por segundo (muito mais velozes
que qualquer méquina existente atualmente) demorariam cerca de 10'* milénios para completar a tarefa.
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de amostragem, considerando-se somente um mimero razoavelmente pequeno de configu-
racoes. Tal expectativa é justificada em virtude da independéncia entre as varidveis de
desordem, que faz com que, para grandes sistemas, praticamente todas as configuragoes

produzam as mesmas médias termodindmicas!®.

4.3 Cadeia XY isotrépica com constante de troca aleatéria:
distribuicao bimodal temperada

Considera-se nesta secao o modelo XY isotrépico unidimensional em que as constantes

de troca aleatérias satisfazem a distribuigdo bimodal [Gongalves e Vieira 1998b]
- 9(J5) =p6(J; — Ja) + (1 = p)8(J; — JB), (4.29)

com 0 < J4 < Jg. Analisa-se o comportamento do sistema para cadeias de N = 1000

20 s resultados do caso uniforme no

sitios, as quais reproduzem com muito boa precisdo
limite termodindmico (N — o0). Utilizarse o método de amostragens descrito na se¢do
anterior. Para cada amostra, a solu¢do do problema de autovalores (4.19) é obtida numeri-
camente, sendo os resultados essencialmente exatos. O niimero de amostras utilizadas no
cdlculo pode ser determinado buscando-se a comparagao com algum caso soliivel em que
exista desordem.

Como controle do método utilizou-se entdo o problema de ligagdes diluidas (J4 = 0),
para o qual a solugao é obtida seguindo-se a anélise feita para o problema com diluicao
de sitios [Matsubara e Katsura 1973, Thorpe e Miyazima 1981, Maccio et al. 1985] . Uma

discussdo da técnica foi apresentada na segdo 2.7. Conclui-se que a magnetizagdo média

por sitio no limite termodindmico (N — o) pode ser escrita como

N
<P = an2(1 =i A (4.30)

n=1

onde p é a probabilidade de diluigao e

1 & 1 T 1
ey L L cx 31
LR S0 oh TEZI tanh [QﬁJBcos (n—l—l) 2,8h] (4.31)

Bm outras palavras, tais sistemas possuem a propriedade de “self-averaging”.

20Para o cdlculo da magnetizagio transversa, cujos valores situam-se entre 0 e 1/2, o erro absoluto médio entre
os célculos para N = 1000 e N — oo é da ordem de 6 x 107*.
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numérico (500 amostras)
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Figura 4.1. Magnetizagio transversa da cadeia diluida como fungdo do campo renormalizado ¥ = h/|JB],

mostrando os resultados numeéricos obtidos sobre 500 amostras (linhas continuas) e os resultados exatos (linhas
tracejadas). A dispersdo relativa dos cédlculos numeéricos é da ordem de (]
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é a magnetizacao média por spin de uma cadeia aberta uniforme de n sitios, determi-
nada a partir do espectro de autovalores de uma cadeia aberta finita [Lieb et al. 1961]
utilizando-se a relagdo (4.23). Como mostrado na figura 4.1, os resultados obtidos para
a magnetizacio transversa em 7' = 0 por meio da média sobre 500 configuracoes?! sio
quase indistingiifveis dos resultados exatos na escala utilizada. Note-se da figura que para
cadeias muito diluidas as curvas de magnetizagao consistem basicamente de largos platés,
entre os quais ocorrem transicoes descontinuas. Isso é simplesmente um efeito da presenca
de aglomerados desconectados distribuidos ao longo da cadeia, uma vez que somente sao
consideradas interagOes entre os vizinhos mais préximos. As descontinuidades ocorrem
para -alores de campo correspondentes aos campos criticos de cadeias finitas de pequeno

tamanho (n < 10 para p = %) Tais campos criticos sao dados por

h T
_C — —_— Z, 4.
T = ( = 1) , TE (4.32)

n

Com base na boa precisdao conseguida para o caso diluido, os cdlculos de magnetizacao
transversa para outras distribuigdes bimodais em que J4 # 0 utilizam-se também de 500
amostras.

O caso seguinte a ser considerado corresponde a Jy = %JB. Os resultados da magne-
tizacdo transversa em T = 0 para diferentes concentragoes p das interagoes J4 sdo mostra-
dos na fig.4.2. De modo geral, a magnetizagdo mantém um comportamento suave até que
se atinge um campo h ~ Jy, préx.imo a0 campo critico no limite p — 1. A partir daf, a
magnetizacao torna-se uma funcao nao-analitica do campo, como é visualmente ébvio nas
curvas para p > 0.5.

A figura 4.3 mostra a magnetizagao média e a correspondente susceptibilidade estdtica
transversa x> para p = 0.9, ainda com J4 = %JB. Como afirmado, o comportamento
da susceptilbilidade é continuo até h ~ J4, onde ocorre um pico. As pequenas flutuacoes
observadas para h < J4 diminuem com o aumento do niimero de amostras. Ao contrério
do caso uniforme, onde hd apenas um campo critico [Niemeijer 1967] , para h > J4 a
susceptibilidade apresenta um grande nimero de picos, com o mais pronunciado deles

ocorrendo para h ~ 0.624Jp.

2'Tanto esse como outros cilculos numéricos da magnetizagio mostrados nesta secdo apresentaram variancias
relativas da ordem de 1078. As configuracdes foram obtidas sorteando-se as ligacdes de forma independente para
cada sitio por meio de um gerador de nimeros pseudo-aleatdrios, respeitando-se as distribuigdes definidas.

141



0.5 4 0=0.5
T=0
0.4
<mz> ¥ b
7
0.3
e

]

0.2 a p=10.90
b——p=0.75
c——p=0.50

0.1 i
d——p=025
e —p=0.10

00 H H k] T

0.0 0.2 0.4 y 0.6 0.8 1.0

Figura 4.2. Magnetizagdo transversa para o caso § = 0.5 (6 = J4/Jp) como fungdo do campo renormalizado

~v = h/|Jg|, para vérias concentragdes p das interagdes J 4.

18
0=0.5 L 0.5
1p=09
i L 0.4
F<mz>
Los
XZZ <mz>
5 0.2
y i 0.1
0 — ' L JM\[ L ll e 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.3. Magnetizagdo média por sitio (1m?) e susceptibilidade transversa x** como fungdo do campo para

ocaso 6§ = 0.5 e p=10.9. O pico mais alto de susceptibilidade corresponde a 7y ~ 0.624.



Comportamentos desse tipo assemelham-se a singularidades de Griffiths, cuja existén-
cia foi inicialmente demonstrada para o modelo de Ising diluido [Griffiths 1969] . Nesse
caso, mostra-se que a magnetizacao ¢ uma funcao nao-analitica do campo h em h = 0
para temperaturas Tc(p) <T< Tc(_o), onde Tc(p) e TC(O) sao, respectivamente, as tempera-
turas criticas do sistema com diluicao p e do sistema puro. Isso ocorre em virtude da
presenca de raras regides no sistema mais fortemente correlacionadas que a média, e lo-
calmente ordenadas. Para modelos clédssicos tais efeitos sao muito fracos, correpondendo
a singularidades essenciais [Harris 1975] . No entanto, para sistemas quanticos em T' = 0,
efeitos semelhantes, ligados a transicoes quinticas, sao muito mais intensos. Considere-
se como exemplo o modelo de Ising unidimensional num campo transverso (dirigido ao
longo do eixo z), que no caso uniforme apresenta uma fase ordenada (na qual (S*) # 0)
na auséncia de campo em 7' = 0. O aumento do campo até um valor critico A, leva o
sistema a uma fase desordenada ({S*) = 0), a susceptibilidade divergindo em h = RO,
Estudos recentes [Young e Rieger 1996, Fisher 1992] mostraram que em versdes aleatrias
do modelo existe um intervalo h. < h < h¢g de valores do campo, acima do campo critico
h. correspondente, para o qual a susceptibilidade ainda diverge.

o modelo XY isotrépico uniforme, embora nao haja ordem de longo alcance a campo
nulo [Lieb et al. 1961] , o acoplamento dos spins no plano zy opde-se aos campo transverso,
dificultando o alinhamento dos spins na direcao z. Para o modelo aleatério em discussao,
em que dois tipos de interagdo J4 e Jg (com |J4| < |Jg|) sdo possiveis, e nos casos em
que a concentracao de interacoes J4 é préxima da méxima, a presenca de interacoes mais
intensas Jg ao lopgo da cadeia fortalece o acoplamento dos spins na vizinhanga. Observa-
se entao que mesmo apds a maior parte dos spins ter-se alinhado ao campo, restam algumas
regioes distribuidas ao longo da cadeia em que o acoplamento no plano zy é ainda efetivo.
Com o aumento do campo, o alinltamento dos spins nessas regioes provoca as divergéncias
observadas na susceptibilidade. Isso pode ser acompanhado, para uma amostra tipica,
observando-se o perfil de magnetizagao transversa <S;>

Para o caso mostrado na fig.4.3 (J4 = %J B, p = 0.9) perfis de magnetizacdo de uma
mesma amostra em vdrios valores diferentes de campo sao mostrados nas figs.4.4 a 4.6. As
mudancas nos valores de <SJ" > quando o campo renormalizado muda de v — h/Jg = 0.4

para v = 0.5 sao vistas na fig.4.4. Os minimos de <Sj>, em ambas as situagoes, cor-
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Figura 4.4. Perfil da magnetizagio transversa média (Sj) numa amostra obtida com p = 0.9 para
v = h/|Jg| = 0.40 (linha continua) e v = 0.50 (linha tracejada). Os circulos abertos indicam ligages J4 e os
quadrados preenchidos, ligacdes Jg. As posigoes dos sitios, omitidas da figura, correspondem aos pontos médios
das coordenadas j de duas ligagdes consecutivas.
respondem a sitios nas vizinhangas imediatas de interagoes Jp (indicadas por quadrados
preenchidos na figura). As oscilagoes do perfil em vy = 0.4 correspondem a regioes em que
os spins sao acoplados apenas por interagoes J4. Para v = 0.5 tais oscilagoes sao subs-
tituidas por linhas de magnetizagdo méxima, nas regioes distantes de interagoes Jg. As
regides muito proximas, pelo contrario, permanecem com o perfil praticamente inalterado.
O comportamento do perfil de magnetizagao quando o campo é aumentado de v = 0.62
para v = 0.63 é mostrado na fig.4.5. Conclui-se que o aumento do campo induz o ali-
nhamento na dire¢do z dos spins nas regioes em que as interagoes Jp aparecem solitdrias.
Esse alinhamento é responsével pelo pico de susceptibilidade observado para vy ~ 0.624 na
fig.4.3. Finalmente, a figura 4.6 mostra o perfil de magnetizacao para os campos v = 0.75
ey = 0.8. Observa-se o alinhamento com o campo dos spins ligados a ambos os vizinhos
por interagoes Jp, correspondendo assim & saturacao da magnetizacao transversa.

As figuras 4.7 a 4.9 apresentam, para o mesmo caso (Ja = %JB e p = 0.9), resulta-

dos para a funcdo de correlacdo estdtica média na direcio do campo®? como funcao da

220s resultados apresentados para a fungdo de correlagio foram calculados pela média de G(R) sobre 10 con-
figuragoes em cadeias de 200 sitios.
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Figura 4.5. O mesmo que na fig.4.4 para ¥ = 0.62 (linha continua) e v = 0.63 (linha tracejada).
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Figura 4.6. O mesmo que na fig.4.4 para 7 = 0.75 (linha continua) e 7y = 0.80 (linha tracejada).
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Figura 4.7. Funcéo de correlagio estdtica média na dire¢do do campo como fung¢do da separagdo R entre os
spins, para 0 = % (6 = Ja/Jg), p = 0.9 e trés valores do campo magnético: v = 0.3, v = 0.4, v = 0.5
(vy=Hh/JB).

separacao R entre os spins, dada por

G(R) = 55 2 (53 5em) = (1) (S5l (433

Para v < 0.5, correspondente a regides em que a magnetizagdo tem derivada positiva
com respeito ao campo, G(R) apresenta comportamento oscilante, como se observa na
fig.4.7. A medida que se eleva o campo, o periodo das oscilagbes aumenta, até que o
comportamento oscilante estd ausente para v = 0.5. Como se vé na fig.4.3, em torno
desse valor de campo a magnetizacdo apresenta um pequena regiao de comportamento
quase horizontal. Entre v = 0.5 e v ~ 0.6 ndo hd comportamento oscilante evidente de
G(R), como se vé na fig.4.8. Essa faixa de campo corresponde a dois intervalos quase
horizontais de magnetizacao, separados por um pequena descontinuidade. Em torno do
pico de susceptibilidade em « ~ 0.624 novamente observam-se oscila¢oes em G(R), como
mostrado na fig.4.8. O comportamento de G(R) descrito acima concorda qualitativamente
com aquele verificado para o modelo XY isotrépico numa super-rede periédica [de Lima
1997] : oscilagBes correspondem a regides de variagdo da magnetizacdo com o campo,

enquanto regices de platos caracterizam-se por auséncia de oscilagoes.
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Figura 4.8. O mesmo que na fig.4.7 para v = 0.5, 7 = 0.55, v = 0.6.
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Figura 4.9. O mesmo que na fig.4.7 para v = 0.62, v = 0.625, v
comportamento oscilante das curvas para v-= 0.62 e v = 0.63.
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Figura 4.10. O mesmo que na fig.4.2 para § = 0.1.

O comportamento da magnetizagao transversa média em 7' = 0 para outras dis-
tribuicoes de interagoes é semelhante ao observado para J4 = %J B, como mostram as
figs.4.10 a 4.13. As maiores descontinuidades nas curvas aparecem, como esperado, nos
casos em que Jy < Jp (figs.4.10 e 4.11). Para os casos em que as intensidades de J4 e Jp
sdo mais préximas, como nas figs.4.12 e 4.13, as curvas tendem a um comportamento mais
suave, embora a susceptibilidade ainda apresente um pico pronunciado para J4 < h < Jg.
Em todos os casos o campo de saturagao diminui com o aumento de p.

Finalizando, nas figuras 4.14 a 4.19 sao apresentados resultados do calor especifico a
campo nulo como funcdo da temperatura para as distribuigtes diécutidas anteriormente.
Para o caso diluido (J4 = 0) a primeira derivada do calor especifico anula-se no limite
T — 0. Tal fato deve-se ao cardter discreto dos modos de energia das cadeias finitas,
das quais o sistema é constituido [Thorpe e Miyazima 1981] . Como os spins totalmente
desacoplados ndo contribuem para o calor especifico a campo nulo, toda variagao de energia
interna provém da excitacao dos niveis superiores de energia das cadeias finitas. No caso
J4 = '%6‘7 B, como mostrado na fig.4.15, o calor especifico pode apresentar dois méximos,
como também se observa para o modelo com interagdes alternadas [Perk et al. 1975] e
numa super-rede [de Lima 1997] . A grosso modo, pode-se pensar que nesse caso, em

que J4 < Jp, os aglomerados ligados por um ou outro tipo de interacao comportam-se
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Figura 4.11. O mesmo que na fig.4.2 para 6 = 0.25.
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Figura 4.12. O mesmo que na fig.4.2 para 6 = 0.75.

149



0.5

0.4 -

<mz>

0.3 4

0.2 4

0.1+

0.0

0.0

Figura 4.13. O mesmo que na fig.4.2 para 6 = 0.9.
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0.4

0=0 a p=0.10

h=0 b—p=025

Figura 4.14. Calor especifico a campo nulo como fung¢io da temperatura renormalizada 6 = kgT'/|Jg| para o
caso 6 = J4/Jg = 0 (caso diluido) e vdrias concentragdes p das interagdes Ja.

de forma quase independente, o que produz um calor especifico composto de duas curvas
sobrepostas. Para Jy = %JB as curvas de calor especifico (fig.4.16) apresentam apenas
um mdximo, embora seja visivel a tendéncia & formacao de um segundo. Para os demais
casos, J4 = 3Jp, Ja = 3Jp e J4 = 55Jp, as curvas de calor especifico também apresentam

um dnico maximo, como se vé nas figs.4.17 a 4.19.
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Figura 4.16. O mesmo que na fig.4.14 para 6 = 0.25.
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Figura 4.17. O mesmo que na fig.4.14 para § = 0.50.
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Figura 4.18. O mesmo que na fig.4.14 para § = 0.75. As curvas b, c e d encontram-se nessa ordem entre as

curvas a € e.
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Figura 4.19. O mesmo que na fig.4.14 para 6 = 0.9. As curvas b, ¢ e d encontram-se nessa ordem entre as

curvas a e €.
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4.4 Conclusoes

Neste capitulo foi analisado o modelo XY isotrépico unidimensional com constante
de troca aleatéria na presenca de um campo transverso. As constantes de troca foram

selecionadas de distribui¢oes bimodais temperadas
0(J;) = p6(J; — Ja) + (1 = p)é(JT; — JB),

com 0 < Jy < Jg. O modelo foi resolvido exatamente, para uma dada configuracao,
mapeando-o num sistema de férmions nao-interagentes (secdo 4.2). Os resultados para o
modelo aleatério foram determinados numericamente, para cadeias de N = 1000 sitios,
pelo cdlculo da média sobre um conjunto limitado e configuragoes. Por comparagio entre
os resultados numéricos e exatos para o problema de ligagdes diluidas (J4 = 0), indicou-se
a confiabilidade do método. Os resultados de magnetizagdo induzida média, susceptibi-
lidade transversa e perfil de magnetizagdo em 7' = 0 para os casos de interagoes finitas
(Ja # 0, Jp # 0) mostraram a presencga de comportamentos semelhantes a singularidades
de Griffiths, associados a regides da cadeia nas quais os spins sao localmente acoplados
no plano zy. Tais comportamentos ocorrem para valores de campo entre h ~ J4 e h ~
Jg. Observou-se que o campo de saturagdo diminui com o aumento da concentracao da
constante de troca J4. A funcao de correlacao estdtica na diregao do campo, calculada para
cadeias de 200 sitios, apresentou oscilacoes nas regioes de campo em que a susceptibilidade
transversa nao se anula. Também foram apresentados resultados para o calor especifico
a campo nulo como funcao da temperatura, e evidenciou-se a existéncia de dois m&éximos

nas curvas para os casos em que Jy < Jg.
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Conclusoes Finais

Neste trabalho foram estudadas versoes aleatérias de alguns modelos de rede unidi-
mensionais ndo triviais, nos quais a desordem foi representada por ligacoes aleatérias entre
as particulas. Foram consideradas distribui¢oes bimodais de probabilidade para as vari-
dveis aleatérias. De modo geral, a presenca de desordem nos modelos estudados induziu
uma série de comportamentos ausentes nas versoes uniformes correspondentes.

No capitulo 1 foram considerados alguns aspectos formais da teoria de sistemas desor-
denados. Derivou-se a expressio da energia livre de Helmholtz para modelos com desordem
temperada, identificando-se a presenca de um termo espirio de entropia de mistura das
varidveis aleatérias. Mostrou-se ainda a equivaléncia entre um sistema temperado e um
sistema recozido sujeito a vinculos.

No capitulo 2 estudou-se o modelo de Ising unidimensional com interagoes de lon-
go alcance uniformes e interacoes-de curto alcance aleatérias recozidas, na presenca de
um campo magnético externo. Em 7' = 0 mostrou-se que o sistema pode apresentar esta-
dos fundamentais antiferromagnéticos, ferromagnéticos ou ferrimagnéticos. Determinou-se
que, para certos conjuntos de pardmetros, a magnetizacao apresenta comportamentos nao-
usuais, tais como descontinuidades entre estados ferri- e ferromagnéticos, aumento de seu
valor absoluto com a temperatura e comportamento reentrante. Para certas distribuicoes
de probabilidades, observaram-se até trés pontos tricriticos & medida que é variada a in-
tensidade da interacdo de longo alcance. Os diagramas de fase campo contra temperatura
apresentaram até dois pontos criticos para um dado sentido do campo, enquanto o modelo
uniforme apresenta no maximo um tnico ponto critico.

No capitulo 3 estudou-se o gds na rede unidimensional com interagoes de longo al-
cance uniformes e interagoes de curto alcance aleatdrias recozidas. A equagdo de estado
foi calculada exatamente, extraindo-se o termo de entropia de mistura. Os resultados
mostraram que, em geral, o sistema pode apresentar até trés transicoes de fase a uma
dada temperatura. As quatro fases possiveis foram identificadas como sélido, gis e duas
fases liquidas, caracterizadas a baixas temperaturas pela formacdo de dominios de liga-

¢oes. Um importante efeito da desordem consistiu em destruir a simetria do problema
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entre sitios ocupados e desocupados, induzindo a diferenciacdo das temperaturas criticas
das transigoes. Sob algumas condigdes, os diagramas de fase apresentaram variacdo nega-
tiva da pressao de transi¢ao com a temperatura. Observou-se também a existéncia de até
dois pontos triplos para certos conjuntos de pardmetros, bem como a ocorréncia de um
ponto quéddruplo.

No capitulo 4 analisou-se o0 modelo XY quéntico unidmensional com constante de
troca aleatéria temperada na presenca de um campo magnético transverso uniforme. Os
resultados de magnetizacao induzida média, susceptibilidade transversa e perfil de magne-
tizagdo em 7' = 0 para os casos de interacoes finitas mostraram a presenga comportamen-
tos semelhantes as singularidades de Griffiths, associados a regides localmente acopladas
da cadeia. Tais singularidades ocorreram para intensidades do campo superiores a um
certo valor. Observou-se que o campo de saturacao diminui com o aumento da concen-
tracao da constante de troca J4. A funcao de correlacdo estatica na direcao do campo,
calculada para cadeias de 200 sitios, apresentou oscilagdes nas regides de campo em que
a susceptibilidade transversa nao se anula. Também foram apresentados resultados para
o calor especifico a campo nulo como fun¢ao da temperatura, e evidenciou-se a existén-
cia de dois médximos nas curvas para os casos em que uma das constantes de troca tem

intensidade muito superior a outra.
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Apéndice A

Andlise do estado fundamental: modelo de Ising

Para um dado sistema, a expressao termodindmica
F=U =I5, (A1)

que relaciona a energia livre de Helmholtz F’ & energia interna U, & temperatura absoluta
T e a entropia S, deixa claro que no zero absoluto tem-se F' = U. Por outro lado, é
verdade que para um sistema mecanicamente isolado mantido a temperatura constante o
estado de equilibrio é o estado de minima energia liyre de Helmholtz [Huang 1987, p. 23] .
Conclui-se entdo que no zero absoluto o estado de equilibrio de um sistema mecanicamente
isolado é o estado de minima energia interna. Nas se¢Oes seguintes utiliza-se esse fato para

analisar o estado fundamental de alguns modelos discutidos ao longo do capitulo 2.

A.1. Cadeia de Ising com interagoes de curto e longo alcance

Considere-se o0 modelo de Ising descrito pela hamiltoniana

I N N
H=—JZO'jO'j+1—‘NZO'iO'j—hZUN, (AQ)
j=1 j=1

i,j=1

discutido na secao 2.5. Em virtude da uniformidade do modelo, espera-se que, para I > 0
e dependendo do cardter ferromagnético ou antiferromagnético da interagao J, bem como
da relagao I/J e do valor do campo magnético h, o estado de equilibrio do sistema no zero
absoluto seja anfiferromagnético ou ferromagnético. No primeiro caso a magnetizacio

média é nula e a configuracio assemelha-se & mostrada na figura abaixo

At L T E T AR IT LT § o

e sua energia por spin no limite termodindmico (N — oo) é dada entdo por
Bag = J

Jé para o caso ferromagnético tem-se uma configuragdo como a mostrada abaixo

=¥ G od T LR T F Do



com todos os spins orientados no sentido do campo magnético e cuja energia por spin é

dada por
Eperro = —J — I — |h|. (A.3)
Para ambos I e J positivos, é claro que Epq-o € sempre menor que E4r, de modo que
a configuracao de equilibrio tem sempre magnetizagao unitdria, independente do valor de
|
Para J < 0 e no limite h — 0, a configuragdo ferromagnética permanece como

configuragdo de equilibrio desde que
Eur > Ererro = I > —2J, (A.4)

correspondente a @« = —2 (o = I/J). Na presenca de um campo magnético e para

I < —2J, a configuracao de equilibrio é antiferromagnética desde que
EAF < EFe'rro = |h| < —(2J+ I) (A5)

Portanto, no intervalo —2 < o < 0, a isoterma T = 0 é definida por

0, para0< |h| < —(2J+1);
o = (A.6)
1, para |h|>—(2J41).

Em virtude dos efeitos de frustragdo (vide nota a pédgina 31), o caso I < 0 deve ser
analisado mais cuidadosamente. Para J > 0e I = 0 o estado fundamental & ferromag-
nético. Nao seria razodvel supor que passasse a antiferromagnético para I ligeiramente
negativo, j& que a contribuicao das interagoes entre primeiros vizinhos tornaria a energia
positiva. Por outro lado, um estado fundamental de magnetizacdo maéxima contaria com
uma contribuigdo positiva das interacoes de longo alcance, ndo sendo também satisfatério.
O dilema é resolvido por uma terceira alternativa, a formacao de uma estrutura de dois

dominios ferromagnéticos com magnetizagao total zero, como mostrado na figura a seguir.

O T A A O A O O

A contribuicao positiva da interacdo entre primeiros vizinhos na parede de dominio é
irrelevante no limite termodinamico, e a contribuicio das interacdes de longo alcance é
nula, jé que 0 = 0. Submetido a um campo magnético, o sistema mantém a estrutura de

dois dominios e passa a ter magnetizacao nao-nula o, no sentido do campo, como se pode
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comprovar escrevendo-se a energia por spin,
Ererro(0) = —J — Io? — ho, (A7)

e minimizando-a com respeito a o:

0 h
E“_EFerro =0=0= _ﬂ' (AS)

Comparando-se agora a energia da estrutura de dois dominios na configuracao de equifbrio

com a energia da estrutura ferromagnética,
EFer'ro (—2_}}) < EFer'ro(l) = h< —2], (Ag)

resultado esperado ja que a magnetizacao é por definicdo menor ou igual a 1. Portanto a
isoterma T"=0 para I < 0 e J > 0 é dada por

—M " para 0 < |h| < —2I;
o] = (A.10)
1, para |h| > -21.

Para o caso J < 0 e [ = 0, o estado fundamental é antiferromagnético, e portanto
continua assim se I < 0. A presenca de um campo magnético induz o aparecimento
de uma magnetizacdo o. KEspera-se, no entanto, que tal magnetizacdo somente apareca
para valores do campo magnético acima de um certo valor critico, a exemplo do que
ocorre para I > 0. Pode-se calcular tal valor escrevendo-se a energia de um configuracao

“antiferromagnética” com magnetizagdo o, como na figura abaixo,

SURE NS AR B U N N N

Eur(0) = J(1 - 20) — Io® — ho, (A.11)
minimizando-a com respeito a o,
0 e 2J

e comparando a energia da configuragdo correspondente com a energia da configuracdo

puramente antiferromagnética,
Eap (—™20) < E4p(0) = b > —2J. (A.13)
Como no caso J > 0, do fato de que —1 < 0 < +1 vem

Eur (=2) < Eperro = h < =2(J + 1). (A.14)
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Assim, conclui-se que a isoterma 7' = 0 é dada por

0, para |h| < —2J;
lo| = —l’ﬂ%z—", para -2J < |h| < =2(J + I); (A.15)

1, para |h| > —2(J+1I).
Como comentdrio final, destaque-se que uma estrutura antiferromagnética com mag-
netizacdo o, 0 < |o| < 1, ndo é termodinamicamente estdvel para o presente modelo no
caso I > 0 e J <0, como se pode verificar calculando-se a segunda derivada E4r(c) com

respeito a o,
0o?

de onde se conclui que os extremos definidos pela eq.(A.12) sdo méximos de energia para

= 2T <0 para 0<a<]l, (A.16)

esse caso, € nao sao portanto estdveis.

A.2. Cadeia de Ising com interacgoes de longo alcance uniformes e interacoes
de curto alcance aleatdrias

Modelos aleatdrios no limite recozido possuem a propriedade de permitir que as varidveis
de desordem arranjem-se de modo a minimizar a energia livre. No zero absoluto, como ja
discutido, isso corresponde & minimizacao da energia interna. As caracteristicas do estado
fundamental de um modelo com interacoes aleatérias dependem da relagao entre os valores
possiveis dessas interagoes. No caso da cadeia de Ising com interacoes de curto alcance
tomadas de uma distribui¢do bimodal e interagGes de longo alcance uniformes (vide se¢éo
2.8), tais caracteristicas apresentam-se bastante variadas, dependendo das vérias formas

possiveis de competicdo entre as interagoes. O modelo é descrito pela hamiltoniana
g

N I N N
H=- Z KiOiO41= 3 z os6; =h Z o, (A.17)
=1 i,j j:l
com as interagoes »; selecionadas por meio da distribuicao bimodal recozida
p(r;) = pb(k; — Ja) + (1 — p)é(x; — JB)- (A.18)

No caso em que todas as interagoes sao ferromagnéticas o estado fundamental é obvia-

mente ferromagnético, como discutido para o modelo uniforme na segao anterior. Compor-



tamentos mais interessantes ocorrem quando hd competicao entre as interacoes, situagoes
que sao examinadas a seguir.

Caso I >0, Jg< Ja< 0. Este é o caso geral de interagdo de longo alcance ferro-
magnética e interagoes de curto alcance antiferromagnéticas, em virtude da simetria do
modelo com respeito & transformagdo p — 1 — p, J4 <+ Jg. Com base nas discussoes da
secao anterior, pode-se antever que trés tipos de comportamento sao possiveis & medida
que se aumenta o valor de I a campo nulo. Para I = 0 tem-se claramente um estado fun-
damental antiferromagnético. Em virtude da possibilidade de rearranjo das interacoes,
espera-se que, para um certo valor critico de I e para interacoes J, suficientemente fracas,
torne-se energeticamente favordvel uma estrutura somposta de um dominio ferromagnéti-
co, em que as interacgoes entre primeiros vizinhos tém todas valor J4, separado do dominio
antiferromagnético, no qual os primeiros vizinhos interagem por ligacoes Jg. Tal arranjo
possui magnetizagado espontdnea og = p, e tomando-se o termo utilizado num trabalho
recente [Paladin et al. 1994] , denomina-se a estrutura de ferrimagnética. Continuando-se
a aumentar o valor de I, inevitavelmente atinge-se uma situagdo em que o estado funda-
mental do sistema é ferromagnético. A discussdo pode ser quantificada escrevendo-se as

energias das diferentes estruturas,

Ear =pJa+ (1-p)Js, " (A.19)
Eperri = —pJa+ (1 —p)Jp — Ip* — |h| p, (A.20)
EFer'ro :_pJA = (1 _p)JB = = |h| ) (A21)

e determinando-se seus valores relativos para os diferentes conjuntos de pardmetros, com
h = 0. O estado fundamental serd antiferromagnético desde que Fap < Eperri € Ear <
EFerro, € conclui-se que

I <=2[pJa+(1-p)Jg], sep< JBJ_AJA ="

se 0> Jy > 3Jp;
oo = 0 para I< —%JA, se p > p*, '

I< —-2[pJA + (1 —p)JB], se Jp < Jx < %JB
(A.22)
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O estado fundamental ser4 ferrimagnético desde que Ereyri < Ear € Ererri < Ererro, de

onde se tem
JB. (A.23)

1 2 2
co=ppara0>Jy>-Jge —=-Ju<I < —
0=DPpP A> 5B o A 1+p
As condigbes para que o estado fundamental seja ferromagnético sao Ererro < Ear €
EFrerro < Eperrs, das quais se conclui que
I>—-2[pJs+ (1—-p)Jg], sep< J—BJ_AJ—A =p%

se 0> Jy > 3Jp

oo = 1 para | -3 —T%EJB’ se p > p*,

I> —2[pJs+ (1—p)Jg), se Jg < Ja < 3JB.
_ (A.24)

Quando se acrescenta um campo magnético A ndo-nulo, a andlise das energias das
diferentes estruturas, juntamente com a condigao de que magnetizacao e campo tém mes-

mo sinal, permite determinar a isoterma T' = 0, dada por

| Jp < Ja<iipel<2(Js—Jg)=Iy
0, se 0<|h|<hi; ou
p, se hy <|h| < hy; para p<p*el <l
1, se |h|> hq, Ja > %JB e { ou
* 2 3
2 el < —;JA,
{07 e 0<|h|<h,3; JB<JA<%JBOUJA>%JB,p<p*
1, se |h|> hs, pEEa %
[O’|= l | . Z(JA—JB)<I<—2[pJA+(1~—p)JB];
D, se 0<|h| < hg; : % ;
{1, se |b>h,  PEaJa>3J p>pte —LJa<I<-—ppn;
R (T %JB el > —2[pJA+ (]. —p)JB]
ou
1, se |h|>0, para p<p*el>-=2pJs+(1—0p)Js]
dp S %JB e ou
E3 2
k p>p eI>—315JB.
(A.25)
com
h1:—2JA—pI;
hy = —2Jp — (1 +p)I; (A.26)

hs = —2[pJs + (1 — p)Jg] — I.
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O argumento utilizado no 1iltimo pardgrafo da secao anterior é também vélido no caso
aqui analisado, ou seja, configuracdes com magnetizagdo intermedidria (diferente de 0, p
ou 1) sdo termodinamicamente instdveis, e portanto proibidas em 7' = 0.

Caso I >0, Jg< 0 < J,. A campo nulo, a presenca de competicao entre as intera-
coes de curto alcance, mesmo para I — 0%, provoca a formacdo de uma estrutura “fer-
rimagnética” de magnetizagdo espontdnea oy = p com dois dominios, um ferromagnético
e um antiferromagnético, para que a energia interna do sistema em 7" = 0 seja minima.
Para I = 0 a estrutura ferrimagnética nao mais existe, uma vez que é sempre possivel
minimizar-se a energia interna mantendo paralelos os spins ligados por J4 e antiparalelos
os spins ligados por Jg, independentemente da cenfiguracao das ligacoes, de modo que
todas as configuragdes tém mesma energia. Ao contrdrio do caso anterior, ndo existem
estados fundamentais antiferromagnéticos para p # 0.

Escrevendo-se as energias das configuracoes relevantes,

EFerTi = _pJA I (1 —P)JB =i IPZ == lh|p7 (A27)
EFer'r'o = _pJA = (1 £ P)JB = e |h| ) (A28)
e comparando-as da forma usual, com h = 0, conclui-se que
2Jp .
p, para [ < _(?L%)’
o0 = (A.29)
2J
1, para > —(1+l;)'

Na presenca de um campo magnético nao-nulo, a anélise de energia permite determi-

nar a isoterma 7' = 0, dada por

[ p, se 0<|bl<2-(1+p); 2
{ & 1= 2dn
1; hl>2—(1+p), B 1+
|o| = i (L52) (A.30)
1, se |h|>0 para I> _‘(%i_i)“‘

Novamente, estados de magnetizacdo diferentes de p e 1 sao termodinamicamente

mstaveis.
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Apéndice B

Caélculo estatistico da pressao de gases cldssicos

Considere-se um sistema termodindmico clédssico composto de N particulas idénticas

cuja energia total H pode ser escrita como
H(x,p) = H(x) + K(p), (B.1)

onde H é a energia potencial, dependente somente das varidveis de posigdo (ou orientagdo)
x, e K é a energia cinética, dependente somente dos momentos lineares (ou angulares) p.

No ensemble canénico, a energia livre de Helmhol$z do sistema é escrita como

onde a fungao de particao Qy &

Qw(5V) = 3 e -rlxp)] - {§ [ewl-sr@I }{Z;exp[ 5],
’ i (B.3)

e o fator 1/N'! é introduzido para levar em conta a inerente indistinguibilidade das particu-
las idénticas. O termo entre chaves na eq.(B.3) depende somente da massa das N particu-
las e da temperatura do sistema. Tem-se entao
On(B,V) = T3N (8)> exp[-BH(x)] = TSN(ﬁ)QN(ﬁ7 V), (B.4)
{x}
ja que a energia potencial depende em geral do volume V' do sistema. O termo Qn(5,V)
é por vezes denominado integral de configuracdo. Portanto, a eq.(B.2) pode ser escrita

F(N,B,V) = —ksT [InT*V () + InQn (B, V)] . (B.5)

A pressao do sistema pode ser calculada a partir da energia livre de Helmholtz por meio

da expressao termodindmica

oF
P==(57) un
e da eq.(B.5) tem-se
0
— e . B‘6
P =kgT <8V In QN) e (B.6)
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Do resultado acima conclui-se que a pressao do sistema depende somente da forma
da energia potencial, e portanto a energia cinética pode ser excluida da hamiltoniana em
tal cédlculo. Como mostrado a seguir, o resultado néo se restringe a cdlculos no ensemble
canonico.

Para o ensemble gra-canoénico, no qual o nimero de particulas é varidvel, a pressao é

calculada por meio da expressao

kgT
P=——InE(B,V), (B.7)

onde E(V,T) é a gra-fungdo de partigdo, dada por
B(V,8)=>_ Qn(B,V)z" (B.8)
N>0
enquanto z = exp(Bu), sendo p o potencial quimico do sistema. Substituindo-se na

expressao acima a eq.(B.4) obtém-se

E(ipE)=", N,T?’N Qn(8, V)", (B.9)
N>0
e definindo-se
F=TBe = p=psikTkI(B), (B.10)

reescreve-se a gra-funcao de particao como
2V.8) =) N,QN B, V)E" (B.11)
N>0
Note-se que na eq.(B.10) definiu-se um potencial quimico efetivo, que difere do potencial
quimico real somente por um termo depen_dente da temperatura.
A densidade média do sistema é dada por
< N, - EBNE) =
T ZNQ (B,V)z" ZN,QNBV)

N>0 N>0

p

ou, de forma equivalente,

2 [ OhE
=— : B.12
A7 ( GE >V, . (B:12)
A equagao (B.12) pode em principio ser invertida de modo a obter-se Z como funcao
de p, e dai determinar-se a pressao por meio das equagdes (B.7) e (B.11) . Novamente nao

é necessdrio incluir a energia cinética na hamiltoniana para calcular a equagao de estado

do sistema.
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Apéndice C

Andlise do estado fundamental: gds na rede

Neste apéndice sao analisados os estados fundamentais dos modelos de gés na rede
discutidos nas secoes 3.3 e 3.6. Em particular, sio determinadas as isotermas de pressao
P versus densidade p, definida como a fragdo de sitios ocupados. Ao longo da discussao,
adota~se como critério para a determinacao dos estados de equilibrio a minimazacao da

energia livre, ou a equivalente construgdo de Maxwell [Huang 1987, pp.38-45] ,

P2 dp
P(py—py) = plpz/ P(p)

5
2y P

que elimina das isotermas as regioes instaveis, de compressibilidade negativa, substituindo-

(C.1)

as por platds correspondentes a coexisténcia de fases. Para o cdlculo da pressdo, utiliza-se

a expressao termodindmica

Fe= pg—‘z - (C.2)

sendo f a energia livre de Helmholtz por, equivalente, em 7" = 0, & energia interna por

sitio F.

C.1. G4&s na rede unidimensional com interagoes de curto e longo alcance

Considere-se o gas na rede unidimensional descrito pela hamiltoniana

4
H = —4,]2 SiSi+1 = 7 SiSj, (C.3)
=1

" ij=1
analisado na se¢do 3.3. Seu modelo de Ising andlogo (vide secdo 2.5) teve o estado funda-
mental discutido no apéndice A. Entretanto, em lugar de aproveitarem-se os resultados
jé obtidos, refaz-se a anédlise de uma forma diferente, que serd novamente utilizada adi-
ante. Discute-se inicialmente o caso em que a interacao de longo alcance I é atrativa.
Sendo a interacdo de curto alcance J também atrativa (J > 0), espera-se que, em T' = 0,
ndo seja necessdrio exercer pressdo alguma sobre o sistema para aumentar sua densidade

de zero até o valor médximo 1, j& que a adicdo de particulas ao sistema sempre diminui

a energia interna. De fato, escrevendo-se a minima energia interna por sitio (no limite



termodindmico N — oo) para uma dada densidade p,
BE=—4Jp — 4Ip%, (C.4)

calculando-se a pressdo como fungao de p

)
P(p) = Py = B —4lp® (C.5)

e aplicando-se a construcao de Maxwell entre p = 0 e p = 1 obtém-se prontamente
P =0. (C.6)

A presenca de interagdo repulsiva entre primeiros vizinhos (J < 0) altera a situacgo, ja
que, pelo menos para baixas intensidades de I, espera-se resisténcia do sistema a aumentar-
se a densidade além de p = 1/2. Para densidades inferiores a essa o sistema pode arranjar-
se de modo a que nao haja duas particulas em sitios primeiros Vizirlhos, anulando a

contribui¢do do termo de curto alcance para a energia interna, dada por
Ey = —41p%, (C.7)

e produzindo uma pressdo P, = 0. Para densidades superiores a p = 1/2, a energia
interna pode ser minimizada ocupando sitios alternados até o limite, acomodando as

demais particulas nos sitios restantes. A energia é entao dada por
Ey=-8J(p— 1) —4Ip? (C.8)
produzindo uma pressao
P=-202J-1). (C.9)
Entretanto, requer-se que P, seja nao-negativa. Isto ocorre desde que
T e (C.10)

Para intensidades de [ superiores a —2J a adigao de particulas sempre diminui a energia
interna do sistema, independentemente da densidade, e a situacao é andloga ao caso J > 0.

A presenca de duas transicoes no zero absoluto para 0 < I < —2J leva & questao
de como devem ser identificadas as fases do sistema. A fase p = 0 deve claramente ser
identificada como gasosa. A fase p = 1, caracterizada pela ocupagao de todos os sitios
possiveis a altas pressoes, é identificada como sélida. A temperaturas préximas do zero

absouto, espera-se a manutencdo dessa estrutura sob as mesmas condigoes externas. A
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fase p = 1/2 é por fim identificada como liquida, uma vez que a estrutura de sitios
ocupados alternadamente que a caracteriza permite grande mobilidade das particulas a
temperaturas finitas, e portanto nao se mantém. Para densidades intermedidrias existe
coexisténcia de duas fases.

No caso I < 0, correspondente a interacoes de longo alcance repulsivas, o compor-
tamento do sistema depende ainda da natureza das interagOes entre primeiros vizinhos.
Para J > 0 a configuracao que minimiza a energia interna para qualquer densidade cor-
responde a um aglomerado contendo todas as particulas, com energia

E = —4Jp—4Ip? (C.11)

€ pressao
P=—4Ip* >0, (C.12)

de modo que nao hd necessidade de utilizar-se a construcao de Maxwell.

Para o caso em que ambas as interagdes sdo repulsivas (I < 0, J < 0), novamente
aparece uma distingao entre os comportamentos do sistema para densidades maiores ou
menores que p = 1/2. A baixas densidades a configuracdo de equilibrio nao apresenta

sitios vizinhos ocupados, e tem energia

By = —41Ip? (C.13)
e pressao

P = —4Ig%, (C.14)

enquanto para p,> 1/2 minimiza-se a energia ocupando-se os sitios alternadamente até o

limite, alocando-se as particulas restantes nos sftios vagos, produzindo

By=-8J(p—3)—4lp° (C.15)

Py = —4(J +Ip%) > 0, (C.16)

novamente produzindo isotermas estéveis.
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C.2. G3&s na rede unidimensional com interacoes de longo alcance uniformes
e interacoes de curto alcance aleatdrias

Para o gds na rede com interagao de longo. alcance uniforme e interagoes de curto alcance
aleatérias, a exemplo do modelo de Ising discutido na secao A.2, o comportamento em

T = 0 & bastante variado. Considere-se o modelo descrito pela hamiltoniana
N ar &Y
He= —42 K'jsjsj+1 - ]—V: Z 51‘53‘, (C17)
J=1 J
com as interagoes «; selecionadas por meio da distribuicao bimodal recozida

p(rk;) = pb(Kk; — Ja) + (1 —p)é(k; — JB). (C.18)

O cardter recozido das interagoes permite, quando energicanfénte conveniente, a separagao
do sistema em dois “dominios” de ligacdes J4 e Jg, contendo respectivarﬁente Npe N(1—
p) sitios. Para este modelo somente sdo considerados os casos em que a interagdo de longo
alcance é atrativa (I > 0). A situagdo em que todas as interagoes sdo atrativas é andloga
aquela discutida na segao anterior para J > 0 e I > 0, ou seja, em 7' = 0 o sistema
apresenta uma transicdo de p = 0 para p = 1 a pressdo nula. Os casos mais interessantes
correspondem & presenca de competicao entre as interagoes com I > 0, em que hd a
formacao dos “dominios” de ligagdes J4 e Jg, e sdo discutidos a seguir.

Caso I >0, Jg< 0 < J,. Nesta situacao, em virtude da presenca das interacoes
atrativas J4 e da possibilidade de formacdo dos dominios de ligagbes, espera-se que o
aumento da densidade de p = 0 para p = p seja obtido a pressao P; = 0 posicionando-se
as particulas no dominio de ligagoes J4. Jd para densidades entre p = pep = p+% (1-p) =
%( 1+p), o excesso de particulas pode ser alocado com o minimo custo energético em sitios
alternados do domfnio de ligacdes repulsivas Jg. Entretanto, a diminuicdo do espaco
disponivel para essas particulas adicionais provoca elevagao da pressao. Nessa situagao,
a energia interna por sitio, a pressao como fungdo da densidade e a pressao corrigida sao

dadas por

By = —4(pJa+ 1p?%);
Py(p) =4(pJa —Ip?); p<p<i(l+p), (C.19)
Py=4pJs —2p(1+p)I,

para os casos em que P, > 0. O comportamento do sistema quando essa condigdo ndo é
satisfeita ¢ analisado mais & frente. Finalmente, para p > $(1+p) é necessério posicionar
particulas em sitios vazios entre duas outras particulas, a um alto custo energético. Tem-
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se entao

B3 = —4pJy —8Jp [p— 35(1+ p)] — 41p*%
Ps(p) = 4[pJa — (1 +p)Jp — Ip%; s(1+p)<p<1l,
Py =4[pJa— (1-p)Js] —2(1 +p),

para os casos em que P3 > P, > 0. Portanto, o sistema apresenta um méximo de trés
transi¢oes no zero absoluto.

Dependo da relacao entre as intensidades das vérias interagoes e de suas concentragoes,
as pressoes corrigidas P, e P3 variam, podendo ocorrer situagoes em que P, < Ps, P, <0
ou P; < 0. Nesses casos, em que o cardter monotdnico das isotermas P X p seria violado, é
necessario corrigi-las por meio da construgao de Maxwell. Efetuando essa andlise, conclui-
se que o sistema pode apresentar entre uma e trés tfansicoes em T' = 0, cujas caracteristicas
sao resumidas abaixo:

g '8

U<y <m [F=U03F;
trés transicoes: ]13< p<3(1+p), P=4pJs—2p(1+p)=Py;
< l1+p)<p<l, P=4[pJs—(1-p)Js]—2(1+p) =P

condicio: I < min {—ﬁJB, %pJA} :

0<p<i(l+p), P=P;

duas transicoes:
s ¢ {%(1+_p)<p<1, P=F

Ja+Ip — .
P P

condicoes:
¢ {ﬁJA<I<2[%JA—JB].
0<p<p, P=PF;

duas transigoes: { p<p<l, P=4p(Ja—Js —~I) =B,

2= Ja > —JB;
condicoes: p <D
—%_pJB <I < Jy— Jg.

([ uma transicdo: {0<p<1, P=PF.

I>Jy—Jp, p<p’
I>2[1—_|1;J;4—JB], p > p*.

condigoes: {

. .

A caracterizacdo das fases é dificultada em virtude da separagdo do sistema em
dominios. A fase p = 0 pode ainda ser classificada como gasosa, assim como a fase p = 1

é associada ao sélido. Espera-se que o aglomerado caracterisitico da fase p = p nao se
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mantenha coesa a temperaturas finitas (e p # 1), nas quais se permite a destruigdo dos
dominios de ligagdes. Tal situacao sugere a identificacao dessa fase como liquida. Do
mesmo modo, a fase p = %(1 + p) pode ser descrita como uma outra fase liquida.

Chama-se atengdo para o fato de que o problema diluido (J4 = 0) apresenta no maxi-
mo duas transigoes, ja que a condigao de trés transi¢oes nao pode ser satisfeita para I > 0,
hipétese essencial para a andlise desenvolvida. A razao fisica para tal comportamento é
que, a densidades inferiores a p = %(1 + p), as particulas ocupam indiferentemente sitios
com interagbes Jg em que nao haja vizinhos ou sitios com interagoes J4, jd que o cus-
to energético em ambos os casos € nulo. Somente serd necessdrio exercer pressao para
elevar-se a densidade além daquele valor.

CasoI> 0, Jg< Jo< 0. Este é o caso geral de interagégs de curto alcance repulsivas,
em virtude da simetria da distribui¢do de probabilidades (C.18) com relagdo a troca de
Ja por Jg e p por 1 — p, e vice-versa. Considere-se inicialmente a situacao em que as
interagoes atrativas de longo alcance possuem intensidades suficientemente baixas. Como
as interagoes de curto alcance sao ambas repulsivas, ndo hd mais a formagdo de um aglo-
merado compacto de particulas a baixas densidades. Ao contrério, as particulas podem
ser adicionadas ao sistema ao menor custo energético posicionando-as de modo que nao
ocupem sitios primeiros vizinhos. Obviamente isso pode ser feito a pressao nula e somente
até p = 1/2. Para densidades maiores ocorre a formagdo dos dominios de ligagOes, e as
particulas adicionais sdo alocadas, por uma elevagio da pressdo, entre os sitios ocupados
do dominio de ligacoes J4, de menor intensidade. Tais sitios estao todos preechidos para
p=p+3(1—p)=3(1+p). A partir dai & inevitdvel a colocagdo de particulas nos sitios
disponiveis do dominio de ligagdes Jg, sendo para isso necessirias pressoes ainda mais ele-
vadas. Conclui-se entao que o para esse caso o sistema também apresenta trés transicoes
de fase em T = 0. As fases p =0, p = 1 e p = 1 sdo interpretadas, como no caso uniforme,
como respectivamente gés, liquido e sélido. A fase p = 2(1+ p) € novamente caracterizada
como liquida, em virtude da instabilidade de sua estrutura a temperaturas finitas. Com o
aumento da intensidade de I o nimero de transi¢oes pode diminuir, como se verifica por
uma andlise semelhante aquela efetuada na segao anterior e cujos resultados sao resumidos

a seguir.
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<p<i P=0=PR;
<p<§(1+p), P=—4JA—(1+p)IEP2;
(14+p)<p<l, P=4pJa—(1—-p)Js]-2(1+p) =P

trés transicoes:

o= O

condicao: I < min{—ﬁJAA(JA - JB)} .

.= [ O0<p<3(1+p), P=Py
duas transicoes: { %(1+p) <p<l, P=D",.
JA>2JB;

3o 2Ja=Jp — pi.
condigdes: P~ Tiip =P

_%pJA zJ <22 [T—%:JA —'JB:| ¢
s, (& . 0 < P < %, P = Pl)
duas transigoes: { l<p<l, P=—-4pJa+1-p)Jp+I] =P
Ja < 5JB;
condigoes: p <ph
4(Jg— Jp) < I < —2[pJa+ (1—p)JB].

([ uma transigdo: {0<p<1l, P=DP.

I>=2pJa+(1—p)Js], p<p;

condicoes: {]>2[ﬁJA_JB}’ p>pl
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