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Abstract 

ln this work, random versions of one-dimensional Ising, lattiee gas and quantum XY 

models are studied. The problems are eonsidered in the framework of the bond problem, 

and bimodal probability distributions for the random variables are used. For the Ising 

model, spins are assumed to internet via uniform long-range interaetions and random an­

nealed short-range interaetions in the presenee of a uniform external magnetie field. The 

free energy is exaetly ealculated, and explieit res,ults are presented for the spontaneous 

and indueed magnetization. The ground state of the system ean be ferromagnetie, ferri­

magnetie or antiferrómagnetie. The spontaneous magnetization is able to inerease with 

temperature, and the indueed magnetization presents up to two diseontinuities, as the field 

intensity is inereased. For the lattiee gas, particles are also supposed to internet via uni­

form long-rang interaetions and random annealed short-range interaetions. The equation 

of state is exaetly determined by mapping the system into the Ising model with random 

interaetions in a random field. The system ean present up to three transitions, with dif­

ferent eritieal temperatures, whieh means a maximum of four distinet phases. 'Iriple and 

quadruple points are observed. For the quantum XY model, the linear ehain with ran­

dom quenehed eoupling eonstant in a uniform transverse magnetie field is eonsidered. By 

performing finite-ehain numerieal ealculations and eonfigurational averages over a limited 

set of samples, r.esults are obtained, at zero temperature, for the transverse magnetiza­

tion, transverse statie suseep_tibility, magnetization profile and statie spin-spin eorrelation 

funetion in the field direetion. The existenee of various divergenees for the suseeptibili­

ty, indueed by loeally strongly eoupled spins in some regions of the ehain, is observed for 

field intensities greater than a eertain value. The similarity of this behaviour with Grif­

fiths singularities is diseussed. Results for the speeifie heat in zero field as a function of 

temperature are also presented. 



Resumo 

Neste trabalho são estudadas versões aleatórias dos modelos unidimensionais de Ising, 

gás na rede e modelo XY quântico. Em todos os casos, tratam-se problemas de ligações 

aleatórias, e são utilizadas para as variáveis aleatórias distribuições bimodais de probabi­

lidade. Para o modelo de Ising, supõe-se que os spins interagem por meio de interações de 

longo alcance uniformes e interações de curto alcance aleatórias recozidas, na presença de 

um campo magnético externo uniforme. A energia livre é calculada exatamente, e resul­

tados explícitos são apresentados para a magnetização espontânea e induzida. O estado 

fundamental do sistema pode ser _ferromagnético, ferrimagnético ou antiferromagnético. 

Mostra-se que a magnetização espontânea pode aumentar com a temperatura, e que a 

magnetização induzida apresenta até duas descontinuidades quando se eleva a intensidade 

do campo. Para o gás na rede, também considera-se que as partículas interagem por meio 

de interações de longo alcance uniformes e interações de curto alcance aleatórias recozi­

das. A equação de estado é determinada exatamente mapeando-se o sistema num modelo 

de Ising com interações e campo aleatórios. O sistema apresenta até três transições, com 

diferentes temperaturas críticas, correspondendo a um máximo de quatro fases distintas. 

Pontos triplos e quádruplos são observados. Para o modelo XY quântico, é considera­

da a cadeia linear com constante de troca aleatória temperada num campo magnético 

transverso. Por !Ileio de cálculos numéricos para cadeias finitas e médias configuracionais 

sobre um número limitado c!e amostras, são obtidos resultados, a temperatura zero, para 

a magnetização transversa, susce:ptibilidade estática transversa, perfil de magnetização e 

função de correlação estática entre dois spins na direção do campo. Observa-se a existên­

cia de divergências na susceptibilidade, induzidas por regiões da cadeia caracterizadas 

por forte acoplamento entre os spins, para intensidades do campo superiores a um dado 

valor. A semelhança entre esse comportamento e singularidades de Griffi.ths é discuti­

da. Apresentam-se ainda resultados para o calor específico a campo nulo como função da 

temperatura. 
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Introdução 

Os materiais encontrados na Natureza invariavelmente apresentam imperfeições, em 

maior ou menor grau. Apesar do grande sucesso da Física do Estado Sólido e da Física 

Estatística em explicar uma vasta gama de fenômenos naturais por meio de sistemas 

idealizados, cuja estrutura é desprovida de quaisquer falhas, existem diversos materiais 

para os quais tal tratamento é inadequado. Tais materiais são caracterizados pela presença 

de algum tipo de desordem, seja de natureza estrutural, como nos vidros, ou na forma de 

impurezas, como nos materiais cristalinos. 

Nos sistemas que podem ser descritos por modelos de rede, entre os quais se encon­

tram muitos materiais magnéticos e cristalinos, elementos de desordem são geralmente 

representados pela presença de átomos ou moléculas estranhos ao meio. Num materi­

al magnético pode-se pensar, por exemplo, na substituição de certos átomos por outros, 

desprovidos de propriedades magnéticas, obtendo-se assim um magneto diluído [Stinch­

combe 1983]. Ou ainda podem-se introduzir num cristal átomos diferentes daqueles que 

compõem a matriz cristalina. Ambos os casos alteram as interações entre os átomos do 

material, e causam mudanças no seu comportameto macroscópico. Tais situações con­

stituem problemas de sítios. 

Pode-se também considerar a ·presença de desordem nas próprias interações entre as 

partículas que constituem o material. Em lugar de tratá-las como uniformes, considera-se 

que as interações satisfaçam uma certa distribuição de probabilidades. Esses problemas 

de ligações constituem muitas- vezes uma primeira aproximação para os problemas de sí­

tios, que em geral exigem um tratamento matemático mais elaborado. Para redes unidi­

mensionais, entretanto, irregularidades estruturais na forma de distâncias variáveis entre 

os sítios podem alterar as interações entre as partículas que os ocupam, e problemas de 

ligações parecem adequados. 

Neste trabalho são analisadas propriedades estáticas de alguns modelos de rede uni­

dimensionais não-triviais na presença de ligações aleatórias. São considerados especifica­

mente o modelo de Ising, o gás na �ede e o modelo XY quântico isotrópico. Com objetivos 

didáticos, ao longo do trabalho revisam-se vários resultados fundamentais, tanto relativos 



a sistemas desordenados em geral como a versões uniformes e aleatórias dos modelos dis­

cutidos. 

Em geral, a presença de desordem nos sistemas físicos é tratada em dois limites [Brout 

1959): o limite temperado, no qual as impurezas são consideradas fixas, e o limite recozi­

do, no qual as impurezas podem distribuir-se de modo a permitir o equilíbrio térmico do 

sistema. Essa distinção fundamental reflete-se nas diferenças entre as propriedades ter­

modinâmicas dos sistemas temperados e recozidos. Os limites de desordem e a equivalên­

cia entre sistemas temperados e sistemas recozidos com vínculos [Morita 1964, Sobotta e 

Wagner 1979] são discutidos com maiores detalhes no capítulo 1. 

O modelo de Ising foi introduzido por Lenz [1920] como uma tentativa de explicar 

o ferromagnetismo com base na velha teoria quântica. Em sua versão mais simples, o

modelo supõe que os momentos magnéticos intrínsecos ( ou "spins
,,
) dos átomos num ma­

terial são restritos a assumir somente duas orientações (para cima e para baixo) numa 

única direção espacial, constituindo um sistema altamente anisotrópico. Interações en­

tre os átomos podem induzir um alinhamento dos spins, produzindo uma magnetização 

espontânea. Tal expectativa não se realiza para o modelo unidimensional com interação 

entre átomos vizinhos mais próximos, resolvido por Ising [1925]. No entanto, a solução 

de Onsager [1944] para o modelo bidimensional correspondente confirmou a existência de 

uma fase ferromagnética a temperaturas suficientemente baixas, como previsto por Peierls 

[1936a] para duas e três dimensões. Posteriormente demonstrou-se a existência de fases 

ferromagnéticas para modelos unidimensionais, desde que as interações entre os átomos 

sejam de alcance suficientemente longo [Dyson 1969]. A mistura de interações de curto 

alcance antiferromagnéticas e interações de longo alcance ferrromagnéticas num mode­

lo unidimensional mostrou-se capaz de produzir não somente fases ferromagnéticas, mas 

também transições de primeira e segunda ·ordens daquela fase para a fase paramagnética 

[Nagle 1970, Vieira e Gonçalves 1995]. 

A presença de desordem no modelo de Ising foi estudada em modelos com campo 

aleatório [Derrida et al. 1978, Nieuwenhuizen e Luck 1986] , diluição de sítios [Griffi.ths 

1969, Wortis 1974] , misturas de átomos magnéticos [Matsubara 1974, Kasai e Syozi 1976] 

e aleatoriedade de ligações [Katsura e Matsubara 1974, McCoy e Wu 1971, caps. 14 e 

15] , entre outros, em ambos os limites temperado e recozido. Em particular, o modelo

4 



temperado de Sherrington e Kirkpatrick [1975], com interações de longo alcance aleatórias, 

encontrou grande aplicação nos chamados vidros de spin [Binder e Young 1986] . A solução 

geral do modelo de Ising com interações aleatórias entre primeiros vizinhos obtidas de uma 

distribuição de probabilidades recozida arbitrária foi determinada por Thorpe e Beeman 

[1976], em termos de um modelo uniforme com interação dependente da temperatura. A 

versão diluída por sítios do modelo unidimensional com interações de curto e longo alcance 

competitivas [Nagle 1970] foi estudada por Slotte [1985] no limite temperado, e apresenta 

uma série de novas transições induzidas pela diluição. O mesmo modelo foi estudado por 

Paladin et al. [1994] considerando interações de curto alcance aleatórias ±J com igual 

probabilidade, tanto no limite temperado ( a temperatura zero) como no limite recozido 

(a qualquer temperatura). 

No capítulo 2 generaliza-se o modelo de Paladin et al. considerando-se interações de 

curto alcance aleatórias obtidas de uma distribuição bimodal recozida e interações de lon­

go alcance uniformes na presença de campo magnético. O problema é resolvido de forma 

exata, e o comportamento crítico do modelo é analisado com base na magnetização espon­

tânea e nas curvas de magnetização contra campo a temperaturas fixas. Alguns resultados 

básicos são antes revistos. Apresenta-se a solução do modelo de Ising unidimensional com 

interações uniformes entre vizinhos mais próximos pelo método da matriz de transferên­

cia [Kramers e Wannier 1941]. Discutem-se as aproximações de campo médio [Bragg e 

Williams 1934] e da cadeia linear. Revisa-se a solução de Vieira e Gonçalves [1995] para 

o modelo de Ising uniforme com interações de curto e longo alcance. Demonstra-se ainda

a equivalência e:1;tre os limites temperado e recozido para o modelo de Ising unidimen­

sional com interações aleató_rias entre primeiros vizinhos, bem como a destruição dessa 

equivalência na presença de um c'=1'mpo magnético externo. 

O gás na rede ( "lattice gas") é um modelo que descreve um conjunto de partículas 

distribuídas num dado volume de modo que seus centros sejam restritos a ocupar somente 

os sítios de uma rede, proibindo-se a presença de mais de uma partícula no mesmo sítio. 

Na versão mais simples, a ocupação de um dado sítio não exclui a presença de partículas 

em nenhum dos sítios vizinhos ou, em outras palavras, o raio das partículas é inferior ao 

parâmetro de rede. Associando-se a presença ou ausência de uma partícula num dado sítio 

à orientação para cima ou para baixo de um spin, o problema pode ser transcrito num 
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modelo de Ising, como mostrado por Lee e Yang [1952]. Esses autores, baseados na solução 

de Onsager [1944] para o modelo de Ising bidimensional com interações entre primeiros 

vizinhos na ausência de campo magnético externo, obtiveram exatamente a curva de 

coexistência de uma transição do tipo líquido-gás exibida pelo gás na rede quadrada. 

Entretanto, a forma geral da equação de estado não pôde ser determinada exatamente, 

em virtude da inexistência de soluções exatas para o modelo de Ising bidimensional na 

presença de campo magnético. 

Por outro lado, um modelo de Ising unidimensional com interações de curto e longo 

alcance [Nagle 1970] pode ser transcrito para um gás na rede, determinando-se exata­

mente a equação de estado [Wilson e Bell 1977, Vieira e Gonçalves 1995]. No caso de 

interações competitivas, obtêm-se até duas transições de fase, com temperaturas críticas 

iguais. Apesar desse porém, o modelo apresenta características interessantes, tais como a 

presença de um ponto triplo e de cruzamento de isotermas, como ocorre na água. Torna-se 

então interessante analisar versões desordenadas do modelo. 

No capítulo 3 estuda-se o gás na rede unidimensional com interações de longo alcance 

uniformes e interações de curto alcance aleatórias, obtidas de uma distribuição de proba­

bilidades bimodal recozida. A equação de estado é calculada por meio da solução exata 

de um modelo de Ising com interações e campo aleatórios. Como base para análise, são 

discutidos antes alguns tópicos fundamentais. Deriva-se a equivalência formal entre o gás 

na rede e o modelo de Ising no caso particular de interações entre vizinhos mais próxi­

mos [Lee e Yang 1952], e discute-se sua validade para tipos mais gerais de interações. 

Revisam-se os resultados do modelo uniforme unidimensional com interações de curto e 

longo alcance [Vieira e Gonçalves 1995]. E ainda, utilizando-se como exemplos os proble­

mas do gás na rede com potencial aleatório e com interações de curto alcance aleatórias, 

discute-se o cálculo da equação de estado em modelos com desordem recozida. 

O modelo XY quântico [Lieb et al. 1961] é um caso particular do modelo de Heisenberg 

[1928] anisotrópico. Sua denominação tem origem na forma das interações de troca entre 

os átomos: considera-se o acoplamento entre as componentes num dado plano (xy) dos 

momentos magnéticos intrínsecos (spins) de átomos vizinhos. O modelo isotrópico é obtido 

quando as constantes de troca para ambas as direções do plano xy são supostas iguais. Na 

presença de um campo magnético aplicado ao longo da direção z, transversa ao plano xy, 
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mesmo em uma dimensão o modelo apresenta uma transição quântica de segunda ordem 

a temperatura zero (T = O), correspondente a um certo valor crítico do campo [Niemeijer 

1967]. 

Em sistemas magnéticos quânticos na presença de desordem temperada, as flutuações 

quânticas em T = O são suficientes para amplificar efeitos ligados a correlações locais entre 

as partículas, originando singularidades de Griffiths [1969], nas quais a susceptibilidade 

magnética diverge mesmo na ausência de correlações de longo alcance. Tais singularidades 

têm sido verificadas para uma série de modelos unidimensionais, tais como cadeias quân­

ticas de Ising [Fisher 1992, Young e Rieger 1996] e cadeias XY anisotrópicas [McKenzie 

1996] . 

No capítulo 4 investiga-se a existência de comportamentos semelhantes às singula­

ridades de Griffiths no modelo XY isotrópico com constante de troca aleatória na pre­

sença de um campo transverso. São utilizadas para as variáveis aleatórias distribuições 

bimodais temperadas. Os cálculos, numericamente exatos, são efetuados para cadeias 

finitas, mapeando-se o problema num sistema de férmions não-interagentes. As médias 

configuracionais são tomadas sobre um conjunto limitado de configurações. São obtidos 

resultados para a magnetização induzida média, susceptibilidade estática na direção do 

campo, perfil de magnetização, função de correlação estática na direção do campo e calor 

específico. Como ponto de partida, a solução do problema de uma cadeia finita de N 

sítios com constante de troca variando sítio a sítio num campo transverso uniforme é 

apresentada. Os cálculos numéricos nesse capítulo foram efetuados nos computadores do 

CENAPAD/NE ..
Finalizando, apresentam-se as principais conclusões do trabalho. 
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Capítulo 1 

Mecânica Estatística de Sistemas Desordenados 

1. 1 Introdução: limites de desordem

Num artigo em que considerou a teoria estatística de sistemas ferromagnéticos alea­

tórios, Brout [1959] introduziu os limites nos quais a presença de desordem em sistemas 

físicos pode ser tratada. Em geral, a determinação do comportamento macroscópico desses 

sistemas envolve, além das médias termodinâmicas realizadas sobre variáveis tais como 

as orientações dos momentos magnéticos nos átomos ou moléculas, o cálculo de médias 

sobre as variáveis de desordem, de uma ou outra forma ligadas à não-homogeneidade do 

material. 

A situação em que as variáveis de desordem são tratadas em equilíbrio com as vari­

áveis dinâmicas é denominada limite recozido (ou "annealed"). Fisicamente, um material 

seria preparado no limite recozido por meio de uma elevação da temperatura seguida de 

um resfriamento extremamente lento, que possibilitasse o estabelecimento do equilíbrio 

térmico em todos os instantes do processo. A temperaturas fixas, o limite recozido é 

apropriado somente a sistemas nos quais os tempos de relaxação das variáveis dinâmicas 

e de desordem sejam ambos comparáveis ao tempo de observação experimental. 

Por outro lado, a prepáráção de uma amostra pelo processo de têmpera, em que a 

temperatura é- subitamente rebaixada a um dado valor, mantém as variáveis de desordem 

praticamente congeladas. Modelos apropriadas a esse limite temperado ( ou "quenched") 

devem levar em conta a completa ausência de equilíbrio térmico entre as variáveis dinâmi­

cas e de desordem. Embora a condição de imobilidade das variáveis de desordem seja 

violada por todos os sistemas físicos naturais, os tempos de relaxação dessas variáveis ( a 

temperaturas suficientemente baixas para a ocorrência de fenômenos críticos) são de tal 

ordem que na maioria dos sistemas o limite temperado é uma excelente aproximação. 
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Neste capítulo alguns aspectos da teoria estatística de sistemas desordenados são 

considerados. A seção 1.2 revisa a demonstração de Mazo [1963] para a expressão da 

energia livre de um sistema com desordem temperada, e apresenta sua particularização 

para modelos de rede. Na seção 1.3 demonstra-se a equivalência formal entre um sistema 

temperado e um sistema fictício em equilíbrio. Com base nessa equivalência, mostra-se que 

os modelos recozidos comumente considerados são aproximações de sistemas temperados. 

1.2 Energia livre de sistemas temperados 

Com base na hipótese de que as forças atuantes num dado sistema desordenado são de 

curto alcance, e portanto o sistema pode ser dividido num grande número de subunidades 

macroscópicas independentes, Brout [1959) sugeriu que a energia livre de Helmholtz de 

um sistema com desordem temperada seja obtida pela média das energia livres de todas 

as configurações possíveis de desordem. Já nos sistemas recozidos a desordem e as vari­

áveis dinâmicas são tratadas em pé de igualdade, já que se permite o estabelecimento do 

equilíbrio térmico. A média configuracional equivale desse modo a uma média térmica, 

e é tomada não sobre a energia livre de Helmholtz, mas sim sobre a função de partição. 

Nisso consiste a diferença essencial entre os tratamentos formais dos limites temperado 

e recozido. Uma demonstração formal da conjectura de Brout foi apresentada por Mazo 

[1963], e é resumida a seguir. 

Considere-se um sistema termodinâmico caracterizado por variáveis aleatórias { K,}, 

representando a presença de desordem, e por variáveis dinâmicas { s}, representando por 

exemplo orientações dos momentos magnéticos num material. Um dado conjunto { K,} 

de variáveis aleatórias tem associado a si uma probabilidade a priori, p(K,), suposta in-

dependente do estado dinâmico do sistema, como requerido pelo limite temperado. No

equilíbrio, um dado estado { K,, s} tem uma probabilidade de ocorrência 

P(r;,, s) = p(K,)G(slK,), 

onde G ( s I K,) é a probabilidade condicional do estado dinâmico { s}, dado { . 

do sistema é dada por 

S = -kB L P(K,, s) ln P(K, sL

{ K,S} 
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onde k8 é a constante de Boltzmann e, por simplicidade, as configurações { K,} e { s} 
são supostas enumeráveis. As probabilidades P(K,, s) são obtidas pela maximização da 
entropia mantendo-se fixa a energia interna E por meio do vínculo 

L Es,K-P(K,, s) = E, 
{is:,s} 

(1.3) 
onde Es,K- é a energia do sistema no estado { K,, s}, e requerendo-se ao mesmo tempo que, 
para todo { K,} tal que p(K,) -/= O, 

L G(s[K,) = 1. (1.4) 
{s} Esta última expressão impõe a normalização das probabilidades térmicas G(slK,). O má-

.. ximo restrito é então obtido pela introdução dos multiplicadores de Lagrange (3 e aK, , e 
pela maximização irrestrita da função 

- ks L {p(K,)G(s[K,) ln [p(K,)G(s[K,)] + (3p(K,)G(s[K,)Es,K- - akG(s[K,)}. (1.5) 
{ K-,S} 

Variando-se G(slK,) e impondo-se os vínculos em (1.3) e (1.4) chega-se a 
G(s[K,) = exp (-f3Es,K-) /L exp (-f3Es,is:) 

{s} 

(1.6) 
Associando-se /3 ao inverso da temperatura T da forma usual /3-1 = k8T, o denominador 
no lado direito da eq.(1.6) é identificado como a função de partição Q(K,) do sistema para 
uma configuração particular { K,} das variáveis aleatórias. A entropia do sistema é dada 
então por 

E . S = T + ks LP(K,) lnQ(K,) - kB LP(K,) lnp(K,),
{K-} {K-} 

(1.7) 
de modo que a energia livre dê Helmholtz, 

F=E-TS, 

é tal que F ksT = - LP(K,) ln Q(K,) + LP(K,) lnp(K,). 
{tj {tj 

(1.8) 
A conjectura de Brout para a energia livre incluía somente o valor esperado de ln Q(K,), 

a primeira soma à direita na eq.(1:8). O termo restante é identificado a uma entropia de 
mistura das variáveis aleatórias. Mazo argumenta que o termo é irrelevante, uma vez que 
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qualquer medida termodinâmica da entropia envolve sua alteração, o que é impossível 

nesse caso em virtude da rigidez das probabilidades p(K.). Embora seja por esse motivo 

desprezado na maioria dos estudos [Sherrington e Kirkpatrick 1975, Binder e Young 1986, 

Singh e Kovac 1988) , o termo de entropia de mistura reaparece em modelos recozidos 

[Thorpe e Beeman 1976] , com sérias implicações para a interpretação física de certas 

grandezas1
. A justificativa para o aparecimento da entropia de mistura em modelos reco­

zidos é sua identificação como aproximações de modelos temperados ( vide próxima seção). 

Considere-se agora um modelo de rede no qual a presença de desordem é representada 

por átomos de impurezas (problema "site") ou por ligações aleatórias (problema "bond"). 

Em qualquer caso, as entidades aleatórias são denominadas "impurezas" na discussão que 

se segue. Sendo N o número de posições disponíveis para ocupação pelas impurezas2
, uma 

dada configuração das impurezas é representada por 

Suponha-se agora que cada a cada uma das posições possa ser associada de forma 

independente um entre M tipos de impureza ( J1 , J2 , ... , J M) de acordo com a distribuição 

discreta de probabilidades 

tlj(K.j) = L qmÓ(K.j - Jm), 
m=l 

de modo que a distribuição de probabilidades das configurações { K.} seja dada por 
N 

tJ(K.) = II t}j(""j)-
j=l 

Considere-se uma configuração particular { r;,} em que existam nm impurezas do tipo Jm , 

para 1 :S m :S M. Tal configuração ê:leve satisfazer o vínculo 
M 

L.nm =N, (1.9) 
m=l 

e sua probabilidade a priori é dada por 
N 

p(K) = II q�m 

• (1.10) 
m=l 

1Uma breve discussão das implicações do termo de entropia de mistura em fluidos aleatórios temperados é dada 
por Singh e Kovac [1989]. 

2Tais "posições" podem representar sítios ou ligações, conforme o caso. 
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O número de configurações g(n) caracterizadas pelo mesmo conjunto {n}, e conseqüen­temente pela mesma probabilidade a priori, é dado pelo número de permutações de N elementos sendo nm deles idênticos entre si, para 1 :S m :S M, ou seja, N! 
.

g(n) =-M-- (1.11) 
TI (nm!) 

m=l O valor esperado de lnp(A:), equivalente ao termo de entropia de mistura em (1.8), é dado então por 
(1.12) 

onde o somatório sobre as configurações { n} é restrito àquelas satisfazendo o vínculo em (1.9). Invertendo-se a ordem dos somatórios, a equação (1.12) pode ser reescrita como 
t {lnq; [�'g(n) (n; f! q�~)]} = 

= t {lnqj [qj â�- L'g(n) (ft q�=)]} •
J=l J {n} m=l 

(1.13) 
O somatório restrito sobre { n} na equação acima é simplesmente a expansão em série de Taylor do polinômio 

e portanto obtém-se 
�p(K)lnp(ts) = t,Nq;lnq; (i;qm) N-l

e utilizando-se o fato de que �:�
1 qm = 1 chega-se a

LP(K:) lnp(A:) = N L qj lnª1. (1.14) 
{,,;} j=l Para modelos de rede desordenados em que as impurezas satisfaçam distribuições discretas independentes, a eq.(1.14) mostra que a entropia de mistura é proporcional ao número N de posições disponíveis para as impurezas. A não-exclusão desse termo da energia livre F implicaria numa contribuição adicional em grandezas calculadas por meio de derivadas de F com respeito a N, contribuição esta desprovida de significado 
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físico3 . Também é possível concluir de (i".14) que nõ limite contínuo da distribuição de 

probabilidades, no qual M -----+ oo e % --+ O para todo j, a entropia de mistura diverge. Este 

é um dos motivos pelos quais esse termo é geralmente desconsiderado. De fato, pode-se 

identificá-lo com uma entropia de informação [Sobotta e Wagner 1979,Singh e Kovac 1989] 

, proporcional à informação necessária para especificar-se uma configuração particular 

{K-} conhecidas apenas as probabilidade a priori p(K-) [Palmer 1982] . Tal identificação 

demonstra o caráter não-físico da entropia de mistura, e justifica sua exclusão da energia 

livre. 

Em qualquer caso, descartando o termo de entropia de mistura � tomando o limite 

contínuo das distribuições de probabilidade em (1.8), p(K-) é substituída por p(K-) e os 

somatórios são substituídos por integrais,. de modo que a energia livre de Helmholtz em 

sistemas temperados é dada por 

1.3 Equivalência entre sistemas temperados e sistemas fic­

tícios no equilíbrio 

(1.15) 

A relação entre as descrições termodinâmicas de sistemas com aleatoriedades tem­

peradas e recozidas foi discutida por vários autores [Morita 1964, Falk 1976, Sobotta e 

Wagner 1979] . Usualmente, os sistemas recozidos são construídos fixando-se as concen­

trações das variáveis de desordem por meio da introdução de pseudo potenciais químicos, 

tratando-se assim o problema no-ensemble grã-canônico [Syozi 1965, Thorpe e Beeman 

1976] . Tal procedimento permite a mobilidade das vadáveis aleatórias, entre as quais 

se desenvolvem correlações. Em geral os resultados obtidos são diferentes daqueles para 

sistemas temperados semelhantes [Rapaport 1972, Paladin et al. 1994] . Entretanto, é 

sabido que a diferença entre os resultados diminui com a introdução de pseudo potenci­

ais químicos adicionais para controlar as correlações entre variáveis de desordem [Thorpe 

1978, Serva e Paladin 1993] . Na verdade, tais fatos são derivados da equivalência entre 

3Esse é o caso da pressão de um gás na rede com potencial ou interações aleatórias (vide seções 3.4 e 3.5). 
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sistemas temperados e sistemas fictícios no equilíbrio, como mostrado por Morita [1964]
e Sobotta e Wagner [1979], cujos resultados são conjuntamente apresentados a seguir.

Como na seção anterior, considere-se um sistema termodinâmico temperado para
o qual as variáveis de desordem sejam representado pelo conjunto { 11,} e as variáveis
dinâmicas, pelo conjunto { s}. De forma concreta, e para maior clareza, imagine-se que as
variáveis "'i = O, 1 representem números de ocupação associados à ausência ou presença
de uma dada impureza4 na posição j. Sendo A(K-, s) uma grandeza física qualquer do
sistema no estado { K-, s}, seu valor esperado é dado pela média térmica sobre as variáveis
{ s} seguida da média configuracional sobre as variáveis {"'}, ou seja,

(A) = L P(K-) L A(K-, si�P (-f3Es,li) ,
{li} {s}

(K) 
(1.16)

onde p(K) é a probabilidade a priori da configuração {K}, Es,li é a energia do sistema no
estado { K-, s} e

Q(11,) = L exp (-f3Es,li) .
{s} 

(1.17)

Pretende-se transformar o problema num sistema fictício no equilíbrio, de forma a ser
possível, mantendo-se a rigidez das probabilidades p( K-), obter-se formalmente o mesmo
valor esperado de uma grandeza qualquer A(K, s) por meio de médias térmicas, ou seja,

. A(K-, s) exp (-f3Es,li)
(A) = L z 

' 
{ li,S} 

onde Es,li relaciona-se de algum modo a Es,li e
Z = L exp (-f3Es,li).

{ li,S} 

Para tanto, considere-se novamente o problema de maximizar a entropia
S = -kB L P(K-, s) ln P(K-, s) 

{ li,S} 

com relação a P( K-, s) respeitados os vínculos de energia interna constante
L Es,liP(K, s) = E,
{ li,S} 

4Os termos "impureza" e "posição" têm o mesmo significado definido na seção anterior. 
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da normalização de P ( r;,, s) 

L P(r;,, s) = 1, (1.21) 
{is;,s} 

e de que as probabilidades a priori p( r;,) sejam reproduzidas para todo { r;,}, 

L P(r;,, s) = p(r;,). (1.22) 
{s} 

Introduzindo-se os multiplicadores de Lagrange {3, ln Z - 1 e {3\JJ(r;,) respectivamente para 

as eqs.(1.20), (1.21) e (1.22), o problema passa a ser a maximização irrestrita de 

-k3 L P(r;,,s) [lnP(r;,,s) +f3Es,is;]-

que resulta em 

{is;,s} 

-(lnZ -1) [L P(r;,, s) - 1] - L f3w(�)�[LP(r;,, s) - p(r;,)] ,
{is;,s} {is;} {s} 

1 1 ( - ) P(r;,, s) = Z exp [-f3Es,is; - {3\JJ(r;,)] - Z exp -f3Es ,k , (1.23) 

com os multiplicadores de Lagrange Z e w ( r;,) determinados pela imposição dos vínculos 

(1.21) e (1.22), 

Z = L exp (-f3Es,is;), (1.24) 
{is;,s} 

p(r;,) = ! L exp [-f3Es ,is; - {3\JJ(r;,)] = ! L exp (-f3Es ,K). (1.25) 
{s} {s} 

A substituição da eq.(1.25) na eq.(1.16) converte-a na forma desejada (1.18). No 

entanto, a utilidade de tal procedimento para a compreensão da· relação formal entre 

problemas recozidos e temperados permanece obscura. Para esclarecê-la, considere-se 

que, em lugar de reproduzirem-se explicitamente as probabilidades p( r;,), imponha-se que 

o sistema fictício reproduza todas as funções de distribuição ( ou correlação) de n impurezas

do sistema temperado, dadas por

P?) - (r;,j) == L K,iP(K,, s),
{is;,s} 

P�J) = (r;,ir;,j) = L K,ir;,jP(r;,, s), 
{is;,s} 
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P(N) 
- (K·K· ••• K) = """'K,·K,· ... K, P(K s). (1.26) iJ•··.Z i J Z � i J Z ) 

{ K,S} 

Isso pode ser feito substituindo-se os vínculos dados na eq.(1.22) pelas definições acima, 
introduzindo-se os multiplicadores· de Lagrange ( ou pseudo potenciais químicos) t:,;1\ dJ\ 

etc. para cada uma delas e repetindo-se o processo de maximização da entropia, mantendo­
se os demais vínculos. Como resultado obtêm-se novamente as eqs.(1.23), (1.24) e (1.25), 
onde agora W ( K) é dado por 

N N N 

W(K) = L f,;1) K,j + L L ç�J) K,iK,j + ....
j=l i=l j=l 

(1.27) 

Em geral, sistemas temperados caracterizam-se pela ausência de correlações entre as va­
riáveis de desordem. Se além disso as distribuições de probabilidades das impurezas são 
id�nticas entre si, para sistemas muito extensos conclui-se que p?) = p, p�J) = p2

, p�}k _ p3
, 

e assim por diante, para todas as posições j. Para sistemas com uma estrutura cristalina 
regular, pode-se então reduzir o número de pseudo potenciais químicos e reescrever (1.27) 
como 

W(K) = ç(l) L K,j + L ç�2) L KiKj + ... , (1.28) 
j=l r <i,j>r 

onde < i, j >r indica a restrição de que os sítios i e j sejam vizinhos de ordem r.
Pode-se agora interpretar a imposição de mais e mais restrições em sistemas recozidos 

(representadas pela adição de potenciais químicos para controlar as concentrações das 
variáveis aleatórias, as correlações entre duas ou mais dessas variáveis, etc.) como aproxi­
mações progressivamente melhores para W ( K). Em particular, sistemas recozidos em que 
são controladas as concentrações das impurezas correspondem à primeira aproximação . 

. 

Perceba-se também que §istemas cujas funções de partição sejam fatoráveis em termos 
associados a sítios ou ligações sati,sfazem automaticamente as condições 

(1.29) 

Para tais sistemas os potenciais químicos ç(i) seriam nulos parai > 1, e portanto o limite 
temperado pode ser reprozido pelo limite recozido fixando-se somente as concentrações 
(r;,i)- Um exemplo desse fato pode ser visto na seção 2.6. De modo semelhante, a mesma 
equivalência é válida para sistemas com desordem fortemente correlacionada [Gonçalves 
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1995] nos quais todas as variáveis aleatórias assumem Q mesmo valor para urna 

dada configuração. 
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Capítulo 2 

Modelo de lsing 

2.1 Introdução e definição do modelo 

Na tentativa de explicar o ferromagnetismo em bases não-fenomenológicas, Lenz 

[1920] propôs uma teoria segundo a qual os átomos dipolares num cristal seriam livres 

para girar sobre si próprios numa posição fixa da rede cristalina. Critérios energéticos, 

entretanto, restringiriam na prática tais átomos a assumir somente duas orientações espa­

ciais com relação a seus vizinhos. Forças não-magnéticas seriam então responsáveis por 

diferenças na energia potencial dos átomos nas duas posições relativas, induzindo assim 

o alinhamento dos dipolos magnéticos e dando origem a uma magnetização espontânea.

Ernst Ising, sob orientação de Lenz, realizou os primeiros cálculos para o modelo que re­

ceberia seu nome. 

A hamiltoniana de um modelo de Ising pode ser escrito na forma geral como 

(2.1) 
i,j 

onde Jij, chamada constante de troca, é a energia de interação entre os spins localizados 

nos sítios i e j d� uma rede, enquanto hi é a energia resultante da interação entre o spin 

localizado no sítio i e um campo magnético externo. No caso mais simples, representando 

partículas de spin ½, cada variável -ui pode assumir os valores + 1 ou -1. A hamiltoniana da 

eq.(2.1) descreve um material fortemente anisotrópico, em que somente uma das direções 

espaciais é relevante na determinação da energia potencial. Para a rede quadrada, uma 

configuração particular tem a aparência mostrada na figura abaixo. 

i l i l i

l i i i i

l l i i i

i l i l i

l i l i i



Como esperado, as primeiras tentativas de solução rriàtemática para o modelo de Ising 

supunham interações uniformes e somente entre primeiros vizinhos, bem como campo e 

momentos magnéticos também uniformes em redes regulares. O problema unidimensional 

foi resolvido pelo próprio Ising [1925] e, para sua decepção, não exibiu transição de fase 

para temperaturas finitas. Contrariamente às conclusões do próprio Ising, as versões bi­

e tridimensionais de seu modelo apresentam magnetização espontânea para temperaturas 

suficiente baixas, como demonstrado por Peierls [1936a]. A temperatura crítica do modelo 

bidimensional foi determinada exatamente por Kramers e Wannier [1941], e pouco depois 

Onsager [1944] calculou a função de partição do mesmo modelo na aus�ncia de campo 

magnético. Alguns anos depois, o cálculo da magnetização espontânea correspondente foi 

apresentado por Yang [1952]. Até o presente não se conseguiu solução analítica para o 

problema bidimensional na presença de um campo magnético, nem para o modelo tridi-

mensional na presença ou na ausência de campo magnético. Um histórico detalhado dos 

primeiros desenvolvimentos do modelo de Ising é dado por Brush [1967]. 

Mesmo estendendo-se as interações a um número finito de vizinhos mais distantes, 

as funções termodinâmicas do modelo de Ising em urna dimensão permanecem funções 

analíticas_ da temperatura e das interações [Ruelle 1969] , e portanto continua a não existir 

transição de fase. Entretanto, Dyson [1969] provou a existência de transição de fase no 

modelo unidimensional desde que as interações J(n) entre spins separados por n sítios 

numa rede regular tenham a forma 

J(n) ex n-,, para 1 < 1 < 2. 

Nagle [1970] considerou o modelo unidimensional com competição entre interações de curto 

alcance antiferromagnéticas e intera�es de longo alcance ferromagnéticas, determinando 

seu comportamento crítico e mostrando a existência de transições de primeira e segunda 

ordens. O problema foi posteriormente reexaminado por Kislinsky e Yukalov [1988] e por 

Vieira e Gonçalves [1995], completando a análise do modelo para características arbitrárias 

das interações. 

Versões do modelo de Ising na presença de desordem têm sido freqüentemente estu­

dadas. Dentre outros, modelos com campo aleatório [Derrida et al. 1978, Nieuwenhuizen e 

Luck 1986] , diluição de sítios [Griffiths 1969, Wortis 1974] , misturas de átomos magnéti­

cos [Matsubara 1974,Kasai e Syozi 1976] e aleatoriedade de ligações [Katsura e Matsubara 
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1974, McCoy e Wu 1971, caps. 14 e 15] têm sido considerados nos limites temperado e 

recozido. Stinchcombe [1983] resumiu uma série de resultados obtidos para propriedades 

estáticas de modelos diluídos. Sherrington e Kirkpatrick [1975], com base num modelo 

introduzido por Edwards e Anderson [1975], propuseram um modelo com interações de 

longo alcance aleatórias, obtidas de uma distribuição de probabilidades gaussiana tem­

perada, que apresenta várias propriedades dos chamados vidros de spin [Binder e Young 

1986]. Thorpe e Beeman [1976] resolveram o modelo de Ising com interações aleatórias 

obtidas de uma distribuição de probabilidades recozida arbitrária, expressando-o em ter­

mos de modelo uniforme com interação dependente da temperatura. Slotte [1985] estudou 

o modelo unidimensional diluído por sítios com coni.petição entre interações de curto e lon­

go alcance, observando a existência de uma série de transições, induzidas pela diluição, 

ausentes no modelo uniforme [Nagle 1970]. Paladin et al. [1994] consideraram o mode­

lo unidimensional com interações de curto alcance aleatórias ±J com igual probabilidade 

e interação de longo alcance uniforme, determinando exatamente o comportamento nos 

limites temperado (a temperatura zero) e recozido (a temperaturas arbitrárias). Onde 

possível, a comparação entre os dois limites de desordem para o modelo mostrou que o 

limite recozido captura apenas alguns aspectos do limite temperado. 

Neste capítulo generaliza-se o estudo de Paladin et al. para o modelo de Ising unidi­

mensional com interações de curto alcance aleatórias obtidas de uma distribuição bimodal 

recozida e interações de longo alcance uniformes na presença de campo magnético (seção 

2.8). Obtêm-se resultados exatos, em qualquer temeratura, para as funções termodinâmi­

cas, em particuli1f a energia livre, da qual são obtidas as magnetizações espontânea e 

induzida pelo campo. Com �bj_etivos didáticos, revisam-se antes alguns resultados básicos 

para modelos de Ising unidimensi<?nais, tanto no caso uniforme (seções 2.2 - 2.5) como na 

presença de interações aleatórias (seções 2.6 e 2.7). 
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2.2 Modelo de Ising unidimensional corri interações entre 

primeiros vizinhos 

Apresenta-se aqui a solução do modelo de Ising unidimensional uniforme com inte­
rações entre primeiros vizinhos, utilizando-se a técnica da matriz de transferência, intro­
duzida por Kramers e Wannier [1941). 

Para uma cadeia de N spins com condições de contorno periódicas, a hamiltoniana 
(2.1) assume a forma 

N N 

H = -J L CTjCTj+l - h L CTj, (2.2) 
j=l . j com CTN+i = CT1. A função de partição da cadeia é dada P<?_! 

Q = L exp(-/3H) = L exp [{3J t CTjCTj+i + /3h t àjl , (2.3) 
{a} {a} j=l j 

ou, de forma simétrica, por 
N 

Q = LIT exp [K;jCTj+1 + ½h(Cíj + CTj+1)], 

{a} j=l 

onde K = {3J e h - /3h. A exponencial na eq.(2.4) pode ser escrita na forma

definindo a matriz M 

e os vetores de base 
[ eK+ii

M = -K e 

1 ) = .!. [ (1 + 
(í) ] Cí 2 (1-CT)' para CT = ±1.

Substituindo a eq.(2.5) na eq.(2.4) obtém-se 
Q = L (Cí1I M JCT2) (Cí2I M J0"3) ••• (O"NI M 10"1)'

{a} 

e em virtude da completeza da base { J + 1) , J-1)} , 
L JCT) (O"J = 1, 

a=±l chega-se a 
Q = L (Cí1I MN JCT1) = Tr MN =À�+ À�, 

a1=±l 

22 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 



onde À+ e )._ são, respectivamente, o maior e o menor autovalor da matriz M, dados por 
À± = e

K [ cosh li± (sinh2 li+ e-4K) 112] .
No limite termodinâmico (N--+ oo) tem-se 

de modo que a energia livre de Helmholtz por spin é 
f = -

k�T InQ = -k3T ln { eK [coshh + (sinh2 h + e-4K) 112]}, 
a partir da qual calcula-se a magnetização média por spin, 

sinhh 
⇒ (J' = ----- --( sinh2 h + e-4K) 1/2

.
Define-se a magnetização espontânea a-0 por meio da expressão 

a-0 _ lima-,
h-+O 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 
e da eq. (2.13) é possível concluir que a-0 é nula para qualquer temperatura finita, e por­tanto o sistema em questão apresenta-se sempre numa fase paramagnética. Para valores arbitrários de campo e no limite T--+ O, a forma das isotermas a- x h depende do caráter ferromagnético ou antiferromagnético da interação J. No primeiro caso, correspondente a J > O, tem-se 

1. { -1, para h < O;
1m CJ' =

T-+O +1, para h > O,enquanto para o segundo caso; ou J < O, 
lima-. { 
T-+O 

-1, para h < 2J;O, para 2J < h < -2J;+1, para h > -2J.

(2.15) 

(2.16) 
Conclui-se então que em T = O e na ausência de campo o sistema ordena-se antiferromag­neticamente (a-0 = O) para J < O e ferromagneticamente (la-oi = 1) para J > O. Neste último caso, o sentido da magnetização espontânea é definido pela aplicação de um cam­po infinitesimal 8h, cuja função é quebrar a simetria da hamiltoniana (2.2) com respeito à inversão de todos os spins a campo nulo. 
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Figura 2.1. Curvas de magnetização a- contra campo magnético 1 = h/JJJ para J > O (a) e J < O (b) e vários 

valores da temperatura renormalizada 0 = kBT/JJJ. 
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As figuras 2.l(a) e (b) mostram as isotermas de magnetização contra campo para os 

casos J > O e J < O, respectivamente. Pode-se notar que, à medida que a temperatura 

aproxima-se do zero absoluto, as curvas tendem àquelas descritas pelas eqs.(2.15) e (2.16). 

2.3 Aproximação de campo médio 

Em 1934 Bragg e Williams propuseram uma aproximação que, aplicada ao problema 

do modelo de Ising, supõe que a energia de um dado spin no sistema é determinada pela 

grau médio de ordem no sistema inteiro, e não pelas configurações dos átomos vizinhos. 

Tal aproximação de campo médio é equivalente à-teoria de campo molecular introduzida 

por Weiss em 1907 para explicar o comportamento de domínios ferromagnéticos. 

A hamiltoniana de um modelo de Ising uniforme com N spins, cada um interagindo 

com seus q vizinhos mais próximos e com um campo magnético externo é 

H = - L ]CYi<J'j - LhtTi. (2.17) 
<i,j> 

Do ponto de vista matemático, a aproximação de campo médio consiste em substituir o 

efeito das interações por um campo efetivo dependente do valor médio do parâmetro de 

ordem, ou seja, da magnetização média (CY). Deste modo, o campo resultante atuando 

num spin qualquer é 

h/{3 = qJ (CY) + h, (2.18) 

e o valor médio desse spin, que por consistência deve ser também igual a ( CY) , é dado por 

(CY) = tanh [f3(qJ (CY) + h)]. (2.19) 

No limite h--+ o+ a eq. (2.19tapresenta uma solução trivial (CY) = O e, dependendo do 

valor de {3qJ, uma solução positiva CY0. Portanto, a aproximação de campo médio prevê, 

além da fase paramagnética, a existência de uma fase ferromagnética a temperaturas 

inferiores a um certo valor Te. O comportamento crítico do sistema ocorre no limite 

CYo --+ O, quando é possível expandir o lado direito da eq. (2.19) em série de Taylor, 

preservando apenas o termo de primeira ordem, para obter o resultado 

(2.20) 
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A dimensionalidade do sistema na aproximação de campo médio é levada em conside­

ração somente de forma indireta, por meio do número de coordenação q. Tal falha, somada 

ao fato de que todas as flutuações são desprezadas, com exceção daquelas associadas a um 

único spin, levam a aproximação a prever temperaturas críticas incorretas, especialmente 

para sistemas de baixa dimensionalidade. A tabela a seguir apresenta resultados para Te

em redes hipercúbicas de dimensão d= 1, d= 2 e d= 3, obtidas por meio da aproximação 

de campo médio e por métodos analíticos exatos (nos dois primeiros casos) ou simulações 

(no caso tridimensional). 

d Te ( campo médio) Te ("exata") 
2J/kB ·o

2 4J/kB ':::::.2.3J/kH 
3 6J/kB ':::::.4.5J/kB 

Os resultados de campo médio são infinitamente errados no caso unidimensional, me­

lhorando à medida que a dimensão ( e o número de coordenação) aumentam. Tal resultado 

é consistente com a observação de que as flutuações dos spins no sistema diminuem para 

dimensionalidade crescente. De fato, é possível mostrar [Pathria 1996, pp. 356-359, por 

exemplo] que para d > 4 as flutuações tornam-se irrelevantes, e conseqüentemente a 

aproximação de campo médio torna-se exata. 

2 .4 Aproximação da cadeia linear 

Na tentativa de melhorar os resultados quantitativos da aproximação de campo mé­

dio, pode-se partir para tratamentos que minimizem os erros atacando sua principal causa, 

ou seja, a hipótese de que as flutuações dos demais spins são irrelevantes para o compor-

tamento médio de um dado spin. Para redes uniformes e isotrópicas, a melhoria imediata 

consiste em levar em consideração, além das flutuações de um dado spin, aquelas de seus 

vizinhos mais próximos, e supor que estes últimos estejam sob a ação de um campo efeti­

vo gerado pelos demais spins. Tal procedimento é conhecido como aproximação de Bethe 

[1935]. No entanto, para redes anisotrópicas, nas quais as energias de interação lx, l
y

e Jz entre os spins ao longo das três direções espaciais são em geral diferentes entre si, 

uma aproximação de cadeia linear pode ser útil. Espera-se que essa aproximação seja es­

pecialmente acurada no caso dos sistemas quase unidimensionais, nos quais se tem, por 
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exemplo, I Jx 1 >> I J
y 

1 � I Jz 1- As flutuações dos spins ao longo de uma dada cadeia na
direção x são tratadas exatamente, enquanto as interações dos spins dessa cadeia com os
spins das cadeias vizinhas são aproximadas por um campo efetivo.

De forma análoga ao tratamento da seção anterior, na aproximação da cadeia linear
pode-se considerar os spins de uma dada cadeia ( orientada por exemplo ao longo do eixo
x) submetidos a um campo efetivo

h/(3 = JJ_ (a)+ h. (2.21)

onde J J_ depende do número de coordenação da rede e dos valores de l
y 

e lz. Levando em
conta exatamente as interações entre os spins ao longo da cadeia, por consistência deve-se
ter (vide seção 2.2)

sinhh(a) =
_ 112. 

(2.22)
(sinh2 h + e-4K)

A exemplo da eq. (2.19), a eq. (2.22) também pode apresentar duas soluções para (a)
no limite h -----+ o+ , sendo uma delas trivial e a outra positiva, a0. A temperatura crítica
do sistema é obtida tomando-se o limite a0 -----+ O, resultando em

(2.23)

Para efeito de comparação, a tabela a seguir apresenta os resultados para as tempera­
turas críticas de redes hipercúbicas isotrópicas de dimensão d obtidas pelas aproximações
de campo médio e cadeia linear, usando JJ_ = 2(d-l)J, bem como os resultados corretos.

d Te ( campo médio) Te ( cadeia linear) Te ("exata")
2J/kB o o 

2 4J/kB � 3.5J /kB �2.3J/kB
3 6J/kB �5.7J/kB �4.5J/kB

Como esperado, os resultados da aproximação de cadeia linear para redes isotrópicas,
embora melhores que aqueles obtidos com a aproximação de campo médio, não são satisfa­
tórios. No entanto, aplicações da aproximação de cadeia linear para alguns materiais quase
unidimensionais, tais como CoCb-2NC5H5 [Pires e Hone 1978] e PbHPO4 [de Carvalho e
Salinas 1978] , produzem resultados bastante razoáveis.

27 



2.5 Cadeia de Ising com interações de curto e longo alcance 

Considera-se agora um modelo de Ising unidimensional com interações entre primeiros vizinhos e interações de longo alcance [Nagle 1970, Kislinsky e Yukalov 1988, Vieira e Gonçalves 1995] , cuja hamiltoniana é escrita como5

I N N 

H = -JLªiªi+i - N L ªWj - h Lªi·
j=l iJ=l j=l 

(2.24) 
Por simplicidade adotam-se condições de contorno periódicas. O fator 1/ N é incluído no. termo de longo alcance de modo a ser possível definir o limite termodinâmico [ Griffiths 1972, p. 18] . A função de partição do sistema é escrita como 

onde K /31, l /31 e h - /3h, e pode ser reescrita como 
Q - �exp [Kt u;u;+i+ ( a tu;)

2 

+h t u;]
Utilizando a identidade 

2 1 J+oo ( x2 ) eª = � exp -
2 

+ -v'2ax dx
-oo pode-se escrever a função de partição na forma 

+oo

onde 
com 

Q = � J e-x
2f2QN(x)dx, 

-oo

- /21 h(x) = h + xy Jj· 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 
(2.30) 

5 0 modelo descrito pela hamiltoniana (2.24) com h = O pode ser utilizado para mapear-se um sistema quântico
de dois níveis submetido a um campo elétrico aleatório com distribuição de probabilidades gaussiana [Chandler 
1987, p.157] 
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Como QN(x) é a função de partiçao de um modelo de Ising unidimensional com campo 
efetivo h(x), pode-se utilizar a eq.(2.11) para escrever, quando N---+ oo, 

(2.31) 
sendo 

À= e
K { coshh(x) + [sinh2 h(x) + e-4KJ 112 }. (2.32) 

Definindo a variável z = x/-/IV, pode-se reescrever a eq.(2.28) na forma 
Q = /f; Texp [N (lnÀ-,;)] dz. (2.33) 

-oo

É possível calcular a integral na eq.(2.33) por meio do método do ponto de sela, cujo 
resultado geral, para N---+ oo, é [Arfken 1970, pp. 373-376] 

f f( ) [N ( )] d ~ vf2n" f (zo) exp [N g(zo)] eia
z exp g z z - 1;2 , 

IN g"(zo)I
(2.34) 

onde a é um fator de fase escolhido de modo que a parte real de g ( z) seja máxima em z0,

o ponto de sela, dado pela solução da equação g'(z0) = O. Aplicado à função de partição
tem-se

com 
Q ~ exp [Ng(zo)] - lg"(zo)l 112 

z
2 

g(z) = ln À-
2

. 

O valor de z0 pode ser obtido da s9lução da equação 

-. 

_ � sinhh ( ffizo) _ 
Zo )1 �J l/2 

- Ü.

�inh2 h ( ffi zo) + e-4K]

A energia livre de Helmholtz (por spin), dada por 
f = -k�T lnQ,

pode ser escrita como 
f =-kBT (lnÀ-1),

de onde é possível obter a magnetização por sítio, 

29 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 



sinh ( li + v'2I zo) -�
(7 = ----_---'---_--�----::,1--::::-/2.

[sinh2 ( h + v'2Iz0) + e-4K]
(2.40)

Comparando as eqs.(2.37) e (2.40) conclui-se que z0 
= v'2I CJ. Deste modo, a magnetização

é determinada a partir da equação
sinhh 

(7 = --------- 1/2'
( sinh2 h + e-4K)

onde

e a energia livre ( como função de CJ) pode ser escrita na f9r_F1a

(2.41)

(2.42)

(2.43)

Comparando-se as eqs.(2.41) e (2.42) com as eqs.(2.22) e ??, obtidas por meio da
aproximação da cadeia linear, conclui-se que para torná-las equivalentes é necessário so­
mente fazer JJ_ = 21. Portanto, b modelo unidimensional descrito pela hamiltoniana da
eq.(2.24) é equivalente à aproximação da cadeia linear para redes de maior dimensionali­
dade6

. 

A magnetização espontânea, CJo, é determinada considerando-se na eq.(2.41) o limite
h - O, obtendo-se

sinh(2l CJo) CJo = --�---------,-
[sinh2(2l CJo) + e-4K] 112 • (2.44)

O comportamento crítico do sistema pode ser determinado analisando-se as equações
(2.43) e (2.44), e depende da intensidade das interações de curto e longo alcance. Desse
modo, o diagrama de fases pode ser c,onstruído como função de a ('a - I / J).

A temperatura crítica para as transições de fase de segunda ordem como função de
a pode ser obtida a partir da eq. (2.44) considerando-se o limite CJo - O quando T - Te,
obtendo-se

(2.45)

6 Agradeço ao Prof. F. C. Sá Barreto por chamar minha atenção para esse fato. 
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resultado análogo ao da eq.(2.23). Para I < O, independentemente do sinal de J, o sistema

não se ordena, já que se apresenta totalmente frustrado7 [Toulouse 1977] . O caso I > O

será portanto considerado inicialmente. Nessa situação, a solução da eq.(2.45) é mostrada

na fig.2.2, na qual ae = -e e 0 = kBT/IJI. Para a> O (correspondendo a J > O e J > O)

há apenas transições de segunda ordem, enquanto para a < O ( correspondendo a J > O e

J < O) podem ocorrer transições de primeira ordem.

A temperatura de transição de primeira ordem é determinada impondo-se as condições

de que em r7 = O e em r7 = r7t a energia livre de Helmholtz seja igual e rrúnima, ou seja,

of 
1 

= oOr7 a=at 
e f(r7t) = f(O), (2.46)

... 

onde r7t é o valor da magnetização na transição. A linha de transição de primeira ordem

também é mostrada na fig.2.2 e, como se vê, encontra a linha de transição de segunda

ordem num ponto tricrítico e termina em a= -2.

O ponto tricrítico pode ser determinado impondo-se a condição de que o a raiz r7t = O

da segunda equação em (2.46) seja quádrupla. Isso é obtido considerando-se a expansão

em série de Taylor da primeira equação em (2.46) e fazendo o coeficiente de r7f igual a

zero. Obtém-se então o resultado ·

{ 
Ktr_=-¼ln 3=-0.274653 . . .  ;

O'.tr = - �;(; = -3.153 161 ... , 

determinado originalmente por Nagle [1970].

(2.47)

Analisando os extremos da energia livre a uma dada temperatura, eq.(2.43), conclui­

se que o comportamento reentrante mostrado na solução da eq.(2.45) não é fisicamente

aceitável, já que'para um dado a < O a solução inferior (vide fig.2.2) corresponde a um

máximo de energia livre. ístõ é mostrado na fig.2.3(a), na qual a energia livre como

função de r7o -(energia livre de Làndau) é apresentada para diferentes temperaturas no

caso a = -3.5. Deve ser notado que para este valor de a (a < O'.tr), como mostrado na

figura, a solução superior (Te) corresponde a uma temperatura de transição de segunda

ordem, já que se tem um rrúnimo de energia livre à temperatura Te para r7 = O.

7Tome-se, por exemplo, três spins i, j e k, nessa ordem e separados entre si por um número qualquer de outros
spins. Caso a interação de longo alcance seja uniforme e antiferromagnética (I < O), o spin j interage com o spin 
i, tendendo a alinhar-se antiparalelamente a este. Ao mesmo tempo, o spin k interage com os spins i e j, tendendo 
a alinhar-se antiparalelamente a ambos, o que é obviamente impossível. Logo não há ordenamento possível, o que 
caracteriza a frustração. 
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Figura 2.2. A linha contínua, para a > O ou a < CTtr , representa a temperatura crítica de segunda ordem 
renormalizada 0c (0 = kBT/IJI) e, para CTtr <a< O, a temperatura crítica a campo não-nulo 0cr como função 
de a (a= I/J, I > O). A linha tracejada mostra a temperatura de transição de primeira ordem 0t e a linha 
pontilhada representa a linha de pseudo-transições de segunda ordem (0cs e 0ci), O ponto tricrítico é identificado 
por Ptr e a linha traço-pontilhada mostra a temperâtura 0me em que um estado metaestável de magnetização 
não-nula desaparece. 
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Figura 2.3. Energia livre renormalizada f (f = f /IJI) como função da magnetização<, para 1 = O ( 1 = hj \J\), 
a= -3.5 (a) e a= -3.0 (b) (a= I/J), e várias temperaturas renormalizadas 0. 
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Figura 2.4. Magnetização espontânea como função da temperatura para a = -3.0. A linha tracejada repre­
senta em (a) os estadQs instáveis de magnetização e em (b) o ciclo de histerese presente nessa transição de primeira 
ordem, correspondendo à ampliação do retângulo pontilhado em (a). 
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Figura 2.5. Energia livre renormalizada em função de cr para a= -2.5 e (a) 1 � 0.0751 (,<le
r� 0.1096), 

(b) 1 = ler 
e (e) 1 = 0.13 (,>ler). 

Para O:tr < a < o:c, a falsa linha de transição de segunda ordem (Tcs) mostrada na 

fig.2.2 marca o aparecimento de um mínimo relativo de energia livre em CY = O, já que a 

segunda derivada de f com respeito a CY é nula nesse ponto, e tais mínimos correspondem 

a estados metaestáveis para Tcs < T < Tt. Tal comportamento é mostrado na fig.2.3(b) 

para o: = -3, na qual também é apresentada a energia livre como função de CYo para várias 

temperaturas. 

Pode-se também determinar a temperatura T me na qual o mínimo de energia livre 

numa magnetização não-nula CYme desaparece. Isso é obtido resolvendo-se o sistemaé
P

J
IÔCY2 = Ü, 

a=<7me 

(2.48) 

e tais mínimos correspondem a estados metaestáveis para Tt < T < Tme · Esse compor­

tamento é mostrado na fig.2.3(b), onde observa-se que as temperaturas Tcs e Tme corres­

pondem aos limites de um ciclo de histerese presente em transições de primeira ordem. A 

figuras 2.4(a) e (b), que apresentam a magnetização espontânea como função da temper­

atura para o: = -3, mostram esse ciclo de histerese. A curva tracejada na fig.2.4(a) não 

representa estados físicos, já que corresponde a máximos de energia, como mostrado na 

fig.2.3(a) para o:= -3.5. Para -2 <o:< -e não se define Tcs , e o limite inferior do ciclo 

de histerese cai a zero. 
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Figura 2.6. Isotermas para a= -3.5, I > O e J < O.

Para campo não-nulo e O'.tr < a < O a magnetização é uma função descontínua de 

T, para h < hcr (campo crítico). Para h � hcr a magnetização é uma função contínua e, 

em particular, Ter corresponde à temperatura limite para h = her. Esse comportamento 

também pode ser observado acompanhando-se a evolução da energia livre, a um campo 

fixo, enquanto a temperatura varia. Para a = -2.5 e 1 < i
er

, 1 = l
er 

e 1 > l
er

(, _ h/lJI) os resultados são apresentados nas figuras 2.5(a), (b) e (c), respectivamente. 

Como mostrado, para 1 < l
er 

aparecem dois mínimos degenerados em a-1 e a-2 (a-1 < a-2),

enquanto para 1 � 1 er 
tem-se um único mínimo para qualquer temperatura. Para a =

-1.5, correspondendo a uma região em que o sistema ordena-se antiferromagneticamente

e somente em T = O, a descontinuidade na magnetização também está presente e o 

comportamento é similar àquele mostrado nas figuras 2.5(a)-(c). A principal conseqüência 

desses resultados é que as isotermas no plano I x a- são funções descontínuas para 1 < 1 er
, 

e a equação de estado, obtida da eq.(2.41), é dada por 

(2.49) 

e 

(2.50) 
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Figura 2.7. Isotermas para a= -2.5, I > O e J < O. 

Deve-se notar que a-1 e a-2 sao determinados a partir da eq. (2.49) utilizando-se a 

condição mostrada na eq.(2.50). Na temperatura Ter tem-se a-1 = 0-2 = O"cr , de modo que 

"ler 
e Kcr podem ser determinados impondo-se as condições 

as quais levam à equação 

[}

2

,1aa-2 
= o, 

a=O"me 

(2.51) 

(2.52) 

A linha crítica correspondente à solução da eq.(2.52) é também mostrada na fig.2.2 e, 

como esperado, encontra as linhas de f)rimeira e segunda ordens no ponto tricrítico8
. 

A partir dos resultados apresentados conclui-se que o sistema apresenta três regimes 

críticos diferentes, correspondentes às regiões -2 < a < O, atr < a < -2 e a < atr, 

respectivamente. As isotermas no plano a- x I são mostradas nas figs.2.6 a 2.8 para 

a= -3.5, a= -2.5 e a= -1.5, respectivamente. Para a= -3.5, já que há transições de 

segunda ordem, o comportamento não-analítico da energia livre ocorre ao longo do eixo 

a-. Para a = -2.5 tal comportamento ocorre para T < Tt, e para a = -1.5, quando o 

8Uma vez que as condições da eq.(2.51) são válidas para a= O no ponto tricrítico, pode-se também determiná-lo
resolvendo-se o sistema composto pelas eqs. (2.45) e (2.52). 
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Figura 2.8. Isotermas para a= -1.5, I > O e J < O. 
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Figura 2.9. Isotermas para a= -1.0, I < O e J > O (a) e para a= 1.0, I < O e J < O (b).

sistema ordena-se antiferromagneticamente e a T = O, ocorre somente para CT -=I O. Nesse 

caso (-2 < a < O), analisando-se a energia do estado fundamental (vide apêndice A) 

pode-se mostrar que a isoterma T = O é dada por 

(í = { o, 
1, 

para O< h < -(2J +I)
para h > -(2J + I) 

(2.53) 

A magnetização é descontínua a um campo h = -(2J + I), correspondente a 1 = 1/2 

para o caso mostrado na fig.2.8. 
.. 

Para o caso a > O, já que não há competição entre as interações, ocorrem apenas 

transições de segunda ordem. Nesse caso, qualquer que seja o valor de a, as isotermas 

apresentam o mesmo comportamento qualitativo mostrado na fig.2.6 (a < CXtr), ou seja, 

o comportamento não-analítico ocorre ao longo do eixo CT.

Para I < O onde, como já ressaltado, o sistema não apresenta comportamento crítico 

a qualquer temperatura finita, as isotermas são mostradas nas figs.2.9(a) e (b) para J > O 

e J < O, respectivamente. Para J > O e I = O o estado fundamental é obviamente 

ferromagnético. Entretanto, para I -=I O pode-se mostrar, pela análise da energia do estado 
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fundamental (vide apêndice A), que em T = O o sistema apresenta-se numa estrutura de dois domínios com magnetização nula. Da mesma forma pode-se mostrar que a isoterma 
T = O é dada por 

a= { -
2
h
r
, para O< h < -2I;1, para h > -2I. (2.54) 

Uma análise semelhante para 1 < O, cujo estado fundamental é antiferromagnético para I = O, leva à conclusão de que o estado fundamental é também antiferromagnêtico para I-=/- O. Mais ainda, pode-se mostar que a isoterma T = O é dada por 
a= _h!JJ, para -21 < h < -2(1 + I);{ O, para h < -21; 

1, para h > -2I, como ilustrado na fig.2.9(b). 
(2.55) 

2.6 Cadeia de Ising com interações de curto alcance aleatórias: 

limites temperado e recozido 

Passa-se agora à análise de versões aleatórias do modelo de Ising. Inicialmente considera-se a cadeia aberta com ligações aleatórias (problema "bond") na ausência de campo magnético, expresso de forma geral pela hamiltoniana 
N-1

H = - L KjO"jO"J+l· 
j=l 

(2.56) 
As interações Kj podem ser escolhidas então a partir de distribuições arbitrárias de pro­babilidade. A função de partição do sistema para um dada configuração {!-.:} - { K1, K,2, ... , K, N-dé dada por 

Q(K) = L exp [�,BH(K,)] = L exp [,8 t KjO"jO"J+1] , 

{a} {a} j=l 
(2.57) 

e pode ser calculada [Dobson 1969] definindo-se um novo conjunto de variáveis { T} tais que Tj _ O"jO"j+i = ±1, com To = o-1. Como a; - 1, a transformação inversa é única e dada por 
(2.58) 
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de onde se conclui que existe uma correspondência biumvoca entre os conjuntos de con­
figurações {a-} e { T}. É possível então reescrever a função de partição na forma 

[ 

N-1

l 

N-1

Q(K) = ro,rv
2

�-i=±l 
exp (3 � KjTj = 2N J1 cosh((3Kj), (2.59) 

mapeando-se o sistema num modelo de Ising com campo aleatório e no qual não existem 
interações entre os spins. Note-se que a função de partição é fatorada em termos associados 
às ligações. 

Suponha-se agora que as interações Kj sejam selecionadas de forma independente a 
partir da distribuição temperada 

M p(Kj) = L qkô(Kj - Jk),. (2.60) 
k=l 

onde 6(x) é a função delta de Dirac e L�i 
qk = 1. A distribuição de probabilidades das 

configurações { K} é então dada por 
p(K) = rr tJj(Kj)- (2.61) 

j=l 

De acordo com as eqs.(1.14) e (1.15), a energia livre de Helmholtz do sistema (incluído o 
termo de entropia de mistura) é dada por 

F, = -knT [! p(r.)InQ(r.)d{r.}- (N - 1) t,q.Inq•] e>

e> F, = -(N - l)knT {t q,ln [2 cosh((JJ.)] -t q,lnqk }- ksTln 2. (2.62) 
Para analisar o comportamento do sistema se as interações são agora selecionadas a 

partir de uma distribuição recozida na qual as concentrações dos diferentes valores das 
interações são idênticas ao caso anterior, é necessário introduzir números de ocupação 
n�), cujas médias termodinâmicas serão controladas por pseudo-potenciais químicos t.k· 

O procedimento consiste em escrever a interação Kj na forma 

com os vínculos 

M - � (j) Kj - � nk Jk ,
k=l 

n�) = O, 1, Ln�)= 1 e \ n�)) = qk, 
k=l 
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que garantem que somente um valor de interação será associado à ligação K,j , com as con­
centrações requeridas pela distribuição (2.60). Escreve-se então a grã-função de partição 
do sistema, 

(2.65) 
onde 

Q(n) = 2NTI cosh �tn�1 Jkl (2.66) 
e o somatório sobre {n} inclui somente aquelas configurações que satisfazem os dois 
primeiros vínculos em (2.64). Definindo as fugacidades wk exp(,Blk) e fazendo o traço 
sobre os números de ocupação obtém-se da eq.(2.65) o resultado 

as fugacidades wk são expressas como 
qk "' • wk 

= cosh(,BJk) f:i wk, cosh(,BJ
k,).

A energia livre de Helmholtz, dada por [Huang 1987, p.153] 
F,(/3, w) = -ksT [1nz - t(N - l)qdnw,] 

(2.67) 

(2.68) 

(2.69) 

(2. 70) 
pode então ser reescrita, utilizando-se as eqs.(2.67) e (2.69) para eliminar as fugacidades 
wk , como 

F, = -(l.; - l)ksT {t,q,�[2cosh(f3J,)] -t,q,lnq, }- ksTln2 = F,, (2.71) 
ou seja, para o caso em questão os limites temperado e recozido produzem o mesmo 
resultado. Isto é na verdade uma característica de modelos em que a função de partição 
pode ser fatorada em termos associados a ligações ou sítios, de modo que a função de 
correlação param números de ocupação pode ser expressa como 

(2.72) 
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o que torna as variáveis de desordem não-correlacionadas. Portanto, em tais casos um
sistema temperado pode ser representado por um sistema recozido para o qual somentesejam controladas as concentrações dos números de ocupação.Por último, chama-se atenção para o fato de q1.1e a imposição dos vínculos sobre as médias térmicas dos números de ocupação no limite recozido, eq.(2.68), corresponde à determinação dos extremos da energia livre de Helmholtz Fr (13, w) com relação aos pseudo-potenciais químicos çk (ou às fugacidades wk), 

(8Fr) = O, (2.73) 8wk (3 

como se vê facilmente pela comparação das eqs.(2.68) e (2.70). 
2. 7 Limite recozido para a cadeia de Ising aleatória na presença

de um campo magnético 

Na presença de um campo magnético, o modelo descrito na seção anterior somente pode ser resolvido analiticamente, em sua forma geral, no limite recozido. Considerando agora condições de contorno periódicas, a hamiltoniana assume a forma 
N N 

H = - � K,·a·a·+1 - h � a· 
L...,; J J J L...,; J) 

j=l j=l 

(2.74) 
e novamente é possível selecionar as interações K,i de uma dada distribuição recozida 

M fp(K,j) = Lqk8(K,j - Jk) 
k=l fazendo uso dos números de ocupação n?l. A grã-função de partição é escrita como 

Z = �' exp [/Jt,Ç, t n�)l �:xp}t, t, n�)feu;u;+i+ /Jh tu;], (2.75)

e pode ser calculada mapeando-se o sistema num modelo de Ising com interação uniforme dependente da temperatura [Thorpe e Beeman 1976] . Para tanto, reescreve-se inicial­mente a eq.(2.75) na forma 
Z = L IT ef3hai { L 'exp [(3 t (f,k + Jkªiªi+1) n� )l } ,

{u} j=l {nUl} k=l 
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para em seguida efetuar-se o traço parcial sobre os números de ocupação e obter-se 
Z = L IT ef3hªi {t exp [,B (çk + JkCTjCTj+1)]}.

{a} j=l k=l 

Como cricri+1 = ±1, o termo entre·chaves na eq.(2.77) pode ser escrito na forma9M 

onde 
L exp [,B (çk + JkCTjCTJ+1)] = A exp (K CTJCTj+1) ,
k=l 

e2K = (t, wke81,) / (t, wke-Ph) ,

A2 = (t, wke81') (t, wke-PJ,)

(2.77) 

(2.78) 

(2. 79) 

(2.80) 
e definem-se as fugacidades wk - exp(,Bçk). Assim reescreve-se a grã-função de partição
como 

Z = AN L exp [K t CTJCTJ+I + ,Bh t CTJ] - AN Q(K),
{a} j=l j=l 

(2.81) 
sendo Q ( K) a função de partição de um modelo de Ising com interação uniforme K / ,B, 

Q(K) = ÀN = { eK [coshh + (sinh2 
h + e-4K)112] }N , (2.82) 

com h = ,B� (vide seção 2.2).
Novamente os pseudo-potenciais químicos f,k são determinados impondo-se 

o que resulta em•

onde 

( (j)) _ wk 8lnZ _ nk - qk =? --- - qk, N fJwk 
(2.83) 

(2.84) 

é a função de correlação entre primeiros vizinhos para uma cadeia de Ising uniforme. De 
acordo com a eq.(2.82), E(K) é dada por 

2e-4K (sinh2 
h + e-4K)-1/2E(K) = 1 - _ _ 1/2 · cosh h + ( sinh2 h + e-4K)

(2.85) 

9Transformações como a expressa pela eq.(2.78) foram introduzidas por Syozi [1951] para o estudo de redes 
decoradas. 
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Após algumas manipulações algébricas das eqs.(2.79j, (2.80) e (2.83), e utilizando o 
vínculo I:�

1 
qk = l, obtém-se 

M 

L 
qk =0 k=l coth(K - f3Jk) - E(K) ' (2.86) 

a equação que determina a interação efetiva K para uma dada temperatura, conhecida a 
distribuição de probabilidades das interações. 

A energia livre de Helmholtz do sistema, 
F,(/3, h , w) = -k8T [1nz -t,Nqdnw•], (2.87) 

após serem eliminadas as fugacidades wk, é escrita como __ � 
F, = F(K) - N)c8T { t qk ln [cosh(K - f3J•) - ,(K) sinh(K - f3Jk)]'-t q, ln qk}, 

(2.88) 
onde F ( K) = -k BT ln Q ( K) é a energia livre da cadeia uniforme. Assim como no modelo 
sem campo, o termo de entropia de mistura 

M NkBT L qk ln qk 
k=l também aparece. Na verdade, é possível mostrar que esse termo está presente na entropia 

de qualquer modelo de Ising com interações aleatórias entre primeiros vizinhos no limite 
recozido [Thorpe e Beeman 1976] 

A magnetização por spin do sistema é calculada da forma usual, 
CY = _2_ (8Fr) = _2_ (8F(K)) ::::}. 

N 8h {3,w N 8h {3,w 

.. sinh li 
=} ey - ----- (2.89) - (sinh2 Ji + e-4K) 1/2,

como mostrado na seção 2.2. Para uma dada distribuição de probabilidades, o comporta­
mento da magnetização como função do campo a temperatura fixa pode ser determinado 
encontrando-se K pela eq.(2.86) e utilizando-se em seguida a eq.(2.89). 

O limite temperado do presente problema pode ser resolvido para um caso particular, 
o sistema diluído, em que as interações entre os spins mais próximos estão ausentes com
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probabilidade p, correspondendo à distribuição 

(2.90) 

Em virtude da presença exclusiva de interações de curto alcance, a ausência de uma 

única ligação implica na divisão da cadeia de spins em dois aglomerados ( "clusters") 

independentes. Retirando-se uma fração p das ligações, uma cadeia longa (N ----+ oo) 

é então dividida num grande número de clusters independentes. Tomando-se um spin 

qualquer ao longo da cadeia, a probabilidade desse spin posicionar-se na extremidade 

esquerda de um cluster de n spins é.p2 (1-pt-1
, já que os n spins do cluster são conectados 

por n - l ligações, enquanto as ligações entre os spins nas extremidades e seus vizinhos 

à esquerda e à direita, respectivamente, devem estar ausentes. Desse modo, a fração de 

clusters de n spins presentes numa cadeia longa ( N ----+ oo) é 

(2.91) 

e a energia livre por sítio da cadeia infinita no limite temperado de desordem pode ser 

escrita como10 

Ít = L P(n)fn, (2.92) 
n=l 

onde f n é a energia livre por spin de uma cadeia aberta de Ising de n sítios com interações 

uniformes entre primeiros vizinhos ·na presença de um campo magnético, dada por [McCoy 

e Wu 1971, p. 35] 

(2.93) 

com 

(2.94) 

e 

(2.95) 

Funções termodinâmicas derivadas da energia livre podem ser calculadas a partir da 

eq.(2.92), produzindo resultados análogos. Por exemplo, a magnetização por spin é dada 

1ºEssa técnica de solução de redes unidimensionais diluídas tem sido utilizada no estudo de problemas com 
diluição de sítios, entre os quais os modelos de Ising [Matsubara et al. 1973,Slotte 1985] e XY quântico [Matsubara 
e Katsura 1973, Thorpe e Miyazima 1981, Maceió et al. 1985] . 

45 



(J 

1.0�----------.--------:;;---, 

0.5 

Cadeia diluída 

p= 0.5 
recozido 

temperado 
o.o+----- ------+------------,

-0.5

-2 -1 o 

y 

e= o.is 

2 

Figura 2.10. Curvas de magnetização (a") contra campo magnético ('y = h/lJI) para J < O e temperatura 

renormalizada 0 = 0.15 (0 = kBT/IJI) de uma cadeia de Ising com interações diluídas nos limites temperado e 

recozido. A concentração de ligações é 1 - p = 0.5. 

por 

a Ít � • ( ) a f n � ( ) 
(j = - 8h = - Lp n 8h = Lp n (jn, 

n=l n=l 

sendo (j n a magnetização por spin de uma cadeia aberta de n sítios.

(2.96) 

Para p não muito próximo de zero o fator P(n) cai rapidamente a zero quando n 

aumenta, de modo que somente os primeiros termos nos somatórios em (2.92) e (2.96) são 

relevantes, e um cálculo numérico das grandezas termodinâmicas por meio da eq. (2.92) 

torna-se essencialmente exato. 

A fig.2.10 mostra a isoterma CJ � h a uma temperatura T = 0.l5IJl/kB para uma 

cadeia antiferromagnética (J < O) diluída com probabilidade p = 0.5, no limite temperado.

Da curva pode-se concluir que no zero absoluto a magnetização como função do campo 

magnético apresenta três descontinuidades para h � O. Para efeito de comparação, mostra­

se na mesma figura a isoterma correspondente no limite recozido [Gonçalves e Gonçalves 

1993] , obtida pela solução das eqs.(2.86) e (2.89) para a distribuição (2.90). Como se vê, 

a magnetização a baixas temperaturas também indica a existência de descontinuidades 
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(duas) no zero absoluto11. A divergência dos resultados mostra claramente que, para 

a cadeia de Ising com interações aleatórias entre primeiros vizinhos, a equivalência dos 

dois limites de desordem não mais é válida na presença de um campo magnético e a 

baixas temperaturas. A razão para a discrepância é que, diferentemente do limite tem­

perado, no problema recozido o caráter não-fatorável da função de partição permite o 

desenvolvimento de correlações entre as ligações vizinhas, já que estas podem mover-se 

de modo a minimizar a energia livre [Thorpe e Beeman 1976] . A discrepância pode 

então ser diminuída impondo-se restrições adicionais, por meio de potenciais químicos, 

de modo a anular-se a correlação entre as ligações mais próximas [Thorpe 1978, Serva e 

Paladin 1993] . Independentemente de tais restriç�s, entretanto, para altas temperaturas 

(T � IJl/ks) obtém-se praticamente o mesmo comportamento magnético nos dois limites, 

como esperado. 

2.8 Cadeia de Ising com interações de longo alcance uniformes 

e interações de curto alcance aleatórias: distribuição 

bimodal recozida 

A análise feita na seção anterior para o modelo de Ising com interações de curto 

alcance aleatórias na presença de um campo magnético permanece válida, com pequenas 

alterações, se interações uniformes adicionais são consideradas. Tome-se a hamitoniana 

[Gonçalves e Vieira 1998a] 
N 

I 
N N 

H = - � K·CJ·CJ·+1 - - � CJ·(J· - h � CJ· 
� � 1 1 N � i 1 � 1, 

)=:'_1_ i,j=l j=l 

com as interações Kj selecionadas por meio da distribuição bimodal recozida 

(2.97) 

(2.98) 

que generaliza um modelo estudado por Paladin et al. [1994], limitado ao caso JA = -J8

e p = 1/2 na ausência de camp0 magnético. 

11 A origem das descontinuidades da magnetização em T = O, ligada é claro à presença de desordem, é discutida

na próxima seção. 
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Procedendo-se de forma análoga à seção anterior, pôde-se escrever a grã-função de 
partição do modelo na forma 

Z = AN L exp [K t rr;rr;+i + � t rr,rr; + h t rr;] AN Q(K), 
{o-} J=l . i,J J-1 

(2.99) 
sendo Q(K) agora a função de partição de um modelo de Ising com interações uniformes 
K/(3 e I 1/(3 na presença de um campo magnético h = h/(3, discutido na seção 2.5, 
e com A e K definidos pelas eqs. (2. 79) e (2.80). A função de correlação entre primeiros 
vizinhos é agora dada por 

onde 

• 

( _ 
)

-1/22e-4K sinh2 h + e:: -4K E(K) = 1 - _ . _ -· = 1/2,coshh + (s1nh2 h + e-U\''j
- - -

h = h + 2Io-,

e o- é a magnetização do sistema, obtida pela solução da equação 
sinhh 

O" =
- 1/2' ( sinh2 h + e-4K)

(2.100) 

(2.101) 

(2.102) 
como visto na seção 2.5. Entretanto, desta vez K é a interação de curto alcance efetiva do 
sistema, determinada como função dos vários parâmetros e da temperatura T pela solução 
da eq. (2.86), que para a distribuição proposta assume a forma 

____ P ____ + ____ l_-_P ___ = O.coth(K - f3JA) - E(K) coth(K - f3JB) - E(K) (2.103) 
Novamente utilizando os resultados da seção 2.5, juntamente coin a eq.(2.88), escreve­

se a energia livre de Helmholtz por spin como função de o-, 

fr(o-) = J(K, o-) - kBT {p ln [cosh(K - f3JA) - E(K) sinh(K - f3JA)] + 

+(1 -p) ln [cosh(K - f3JB ) - E(K) sinh(K - f3JB)] -
- [plnp + (1- p) ln(l - p)]}, (2.104) 

com J(K, o-) dada pelas eqs.(2.43) e (2.32), 
(2.105) 

Como no caso uniforme, as eqs.(2.102) e (2.104) são essenciais na análise do comporta­
mento crítico do sistema. 
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O comportamento do sistema em T = O dá a medida da riqueza do modelo, e é discu­

tido detalhadamente no apêndice A. Dependendo dos diferentes conjuntos de parâmetros 

{JA, JB , I, h} o sistema pode, para I > O, apresentar-se na fase ferromagnética, antifer­

romagnética ou numa fase de magnetização a-= p, denominada ferrimagnética [Paladin 

et al. 1994] . Para I < O os efeitos de frustração impedem a existência de magnetização 

espontânea, de modo análogo ao discutido na seção 2.5. A análise do sistema será então 

restrita ao caso não-trivial I > O. O comportamento do sistema se JA e JB são ambas 

ferromagnéticas é qualitativamente idêntico ao observado para o caso J > O da seção 2.5, 

e não será discutido. Sem perda de generalidade, considera-se então J B < O ( antiferro-

magnético). ... 

A exemplo do modelo uniforme, a competição entre interações de longo e curto alcance 

produz comportamentos interessantes. No caso O > JA > ½JB o estado fundamental 

do sistema, na ausência de campo, pode apresentar-se ferromagnético, ferrimagnético ou 

antiferromagnético, dependendo dos valores de I e p. Já se JB < JA < ½JB somente 

podem existir estados fundamentais ferromagnéticos ou antiferromagnéticos. Por outro 

lado, para J A � O o estado fundamental é somente ferrimagnético ou ferromagnético. 

O comportamento em T = O permite concluir que para temperaturas finitas a energia 

livre como função de a- apresenta até três mínimos relativos, correspondentes aos estados 

ferromagnético, ferrimagnético e paramagnético ( ou antiferromagnético). A magnetização 

do sistema no equilíbrio é determinada pelo mínimo absoluto da energia livre. Flutuações 

térmicas, no entanto, podem alterar os valores relativos da energia livre nesses mínimos, 

provocando uma.série de comportamentos críticos diferentes. Nas tabelas das páginas 

seguintes são mostrados os �ários comportamentos apresentados pelo sistema à medida 

que são variados os parâmetros 8, JA/JB, p, a - I/JB e 0 - kBT/IJBI, a campo nulo. 
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Ponto Comportamento de f(cr) Condições • Dados A determinar

ôf 
1 =0,ôcr rr, 

f(crt) = f(O)

ôf\ = o, ôcr u,
ôf 

1 -o ôcr rr' - ' 
t 

5,p,a 0, CTt 

5,p,a 0, CTt, cr�

Como discutido na seção 2.5, transições de primeira ordem ocorrem quando a ener­

gia livre tem o mesmo valor em dois mínimos relativos distintos. A exemplo do modelo 

uniforme, no presente modelo ocorrem transições de primeira ordem de uma magnetiza­

ção O-t =/- O (correspondente a estados ferromagnéticos ou ferrimagnéticos em T = O) para 

magnetização nula. Além destas, ocorrem também transições de primeira ordem entre 

estados de magnetização finita O-t ( estado ferromagnético em T = O) e a� ( estado ferri­

magnético em T = O). A tabela acimã mostra o comportamento qualitativo da energia 

livre em ambas as situações, bem como as condições satisfeitas por f (a) nesses pontos, 

cujas respectivas denominações são mostradas na primeira coluna. As duas últimas colu­

nas da tabela indicam quais variáveis são determinadas pelas condições a partir de certos 

parâmetros dados. 
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Ponto Comportamento de f((Y) Condições Dados A determinar 

8,p,a 0 

.. 

fP
J

I 0(72 o = o, 

8f 1 
= o 

0(7 
<lt 

, 

8,p 

. Transições de segunda ordem também são possíveis, como no modelo uniforme. Adi­

cionalmente, urna transição de segunda ordem da fase ferrimagnética para a fase paramag­

nética pode ocorrer simultaneamente a urna transição de primeira ordem da fase ferromag­

nética para a fase paramagnética .. Novamente a tabela acima mostra as duas situações. 
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Ponto Comportamento de f(a) Condições Dado(s) A determinar 

1 âf 1 = o,
1 

âa ª' 
!:z la,= 0, 8,p a,0,at Per 

LJ � 
83!1 

=Ü

âa3 
ª' 

o ª,
âf 1 =Ü, âa ª' . ��- --

. 
Pcr2 

!:zla, = 
0, 8 p, 0, <ít, a� 

� 

!:s 'ª•=o,
f(at) = f(O) 

o cr
, 

âf\ = o, âa ª' 
f(at) = f(O), 

Pcr3 8,p a,0,at,a� âf\ -o âa a' - '
1� f(aD = f(O) 
o ª, cr

, 

Uma linha de transição de primeira ordem entre estados ferro- e ferrimagnéticos pode 
eventualmente terminar num ponto crítico em que os dois mínimos relativos em questão 
unam-se num estado de magnetização CTt i- O. Outra situação possível é tal união ocorrer 
juntamente com uma transição de primeira ordem do estado de magnetização CTt para o 
estado paramagnético. Por fim, é também possível que a energia livre seja exatamente 
igual nos três mínimos distintos cr = O, CTt e cr�. As três situações descritas são resumidas 
na tabela acima. 
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Ponto Comportamento de f(u) Condições Dado(s) A determinar 

1 

:�10 =Ü,

Ptr 8,p a,0 
84

!1 
-

8 4 - o
(T o 

o 

8f
l 

... =Ü,8u 
a, 

Ptr2 
:�10 = o,

8 p, a, 0, CTt 

V\ J\ 
:�10 = o,

f(ut) = f(O) 
o 

", 

��Iº =0,

Pmc ��Iº = 0, 8 p,a,0 

' 86!
1 -

8 6 
- o

(T o 

-- -

o 
' 

Assim como o modelo uniforme, o modelo aleatório também apresenta pontos tri­

críticos, correspondentes ao encontro de linhas de transição de primeira e segunda ordens. 

Um segundo tipo de ponto tricrítico corresponde à ocorrência adicional de uma transição 

de primeira ordem do estado ferromagnético para o estado paramagnético. Por fim o 

encontro de uma linha crítica de transições ferri-ferromagnéticas com uma linha de pon­

tos tricríticos configura um ponto multicrítico. Mais uma vez as diferentes situações são 

mostradas na tabela acima. 
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O efeito da presença de um campo magnético h > O sobre as curvas de energia livre, 

os demais parâmetros mantidos fixos, é deslocar seus mínimos para a direita, na direção 

de magnetizações maiores. Ao mesmo tempo, o campo também provoca um maior rebai­

xamento dos mínimos de maior magnetização, induzindo descontinuidades nas isotermas 

Cí x h, as quais mantêm seu caráter monotônico requerido por princípios termodinâmicos. 

Muitos dos comportamentos apresentados nas tabelas anteriores para h = O possuem 

análogos na presença de campo. Quando necessário, tais análogos serão designados pelo 

mesmo subíndice utilizado nas tabelas, acrescido do prefixo "h". 

A análise do sistema no zero absoluto indica novamente uma série de comportamentos 

distintos, dependendo dos vários parâmetros. A expressão da isoterma T = O é mostrada 

no apêndice A, e o comportamento magnético do sistema depende, como esperado, da 

relação entre I, p, JA e J8. Para um daq.o sentido do campo magnético, à medida que 

sua intensidade varia, a magnetização induzida pode apresentar até duas descontinuidades 

entre estados (í = O, (í = p e Cí = 1, caso que ocorre para valores de I suficientemente 

pequenos, quaisquer que sejam p E (O, 1), JA < O e J8 < O. Para JA 2: O ocorre no 

máximo uma descontinuidade, entre estados Cí = p e Cí = 1, já que nessa situação não há 

estados fundamentais antiferromagnéticos. 

A temperatura de transição de segunda ordem é obtida, mais uma vez, tomando-se o 

limite Cí - O na eq.(2.102) com h = O, notando-se no entanto que a interação efetiva K

depende implicitamente de Cí por meio de E(K). Tem-se então 

Tomando-se o limite Cí - O nas eqs.(2.100) e (2.103) obtém-se 

e combinando-se as duas equações anteriores chega-se a 

1 - p tanh(,BcJA) - (1 - p) tanh(,BcJB) 
= 2,8 I 

1 + p tanh(,BcJA) + (1 - p) tanh(,BcJB) 
e ' 

que determina diretamente Te
= 1/kB.Bc -

(2.106) 

(2.107) 

(2.108)

Como discutido para o caso uniforme, pode-se determinar o ponto tricrítico resolvendo-

se o sistema 
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e impondo-se que a raiz ªt ---+ O da segunda equação seja quádrupla por meio de expan­
são em série de Taylor, condições equivalentes àquelas descritas na tabela da página 50. 

Levando-se em conta a dependência implícita de K em a, chega-se ao resultado 

(e-4Kº -3) + 6K"(0) = O, (2.109) 

com 

K"(0) = -SJ2 p(l -p) [tanh(,6JB) -tanh(,6JA))2

{1- [ptanh(,BJA) + (1-p) tanh(,6JB)]2}
2

' 
(2.110) 

Resolvendo-se o sistema formado pelas eqs.(2.107), (2.108) e (2.109) determinam-se as 

coordenadas Ct'.tr e Ttr do ponto tricrítico. Nos limites uniformes (p ---+ O, p ---+ 1 ou 

JA = JB) tem-se K"(0) = O e obtém-se o resultadõ da eq.(2.47). 

As subseções seguintes dedicam-se à análise do sistema para os vários intervalos das 

interações JA e JB, sendo esta última adotada como parâmetro. 

Para JB < JA < ½JB < O e na ausência de campo, o comportamento do sistema 

é qualitativamente o mesmo do modelo uniforme, independentemente do valor de p, não 

sendo permitidos estados ferrimagnéticos. À medida que se diminui o valor de I, passando 

pelo ponto tricrítico, no qual I = Itr , as transições entre as fases ferromagnética e para­

magnética passam de segunda a primeira ordem. Existe um valor mínimo de I, dado por 

!ferro= -2[pJA + (1 - p)JB], abaixo do qual o estado fundamental é antiferromagnético,

e a magnetização espontânea é nula a qualquer temperatura.

Na presença de campo �çtgnético, e para I < Ifi = 2(JA - JB), a existência de duas 

descontinuida�es nas isotermas a,_x h (para um dado sentido do campo magnético) em 

T = O persiste a baixas temperaturas, causando diferenças qualitativas com relação ao caso 

uniforme. As figuras 2.11 (a) e ( c) mostram as curvas a x "'( - h / I J B I para vários valores da 

temperatura renormalizada 0 - kBT/IJBI no caso JA = iJB < O e p = 0.5 com a = -0.5 

e a = -O. 6 ( a = I / J B), respectivamente. Os diagramas de fase "Y x 0 correspondentes são 

mostrados nas figs.2.ll(b) e (d). Em ambas as situações existem duas descontinuidades 

na isoterma T = O, que dão origem a duas linhas de primeira ordem no diagrama de fase 

para um dado sentido do campo. No caso a = -0.5 tais linhas permanecem separadas, 
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Figura 2.11. Isotermas cr x 1 = h/lJnl {a,c) e diagramas de fase I x 0 = knT/IJnl {b,d) para 8 = � 
(8 = JA/Ja ) e p = 0.5, com a= -0.5 (a,b) e a= -0.6 (c,d). As curvas pontilhadas em (a) e (c) indicam 

curvas de coexistência de fases magnéticas, enquanto as curvas contínuas em (b) e (d) indicam linhas de primeira 

ordem. 

terminando em pontos críticos correspondentes às temperaturas 0hc e 0�c· Diferentemente 

do caso uniforme, uma das linhas de primeira ordem tem derivada negativa com respeito 

à temperatura. Já no caso a = -0.6 as 'linhas encontram-se a uma dada temperatura 

0hcrJ, originando uma terceira linha, a qual termina num ponto crítico. De fato, verifica­

se que para ahcr2 '.'.:::'. -0.5751 o ponto crítico correspondente a 0�c encontra a outra linha 

de primeira ordem, o que dá origem, para a < ahcr2, ao comportamento exibido nas 

figs.2.ll(c) e (d). 

A figura 2.12 mostra o diagrama 0 x a para o caso JA = iJ8 < O e p = 0.5. 

Como afirmado, o comportamento na ausência de campo é qualitativamente idêntico ao 

caso uniforme. Na presença de campo, no entanto, existem duas curvas de temperatura 

crítica 0hc para lal próximo de zero. Uma delas, como no modelo uniforme, atinge o 

ponto tricrítico Ptr, unindo-se às linhas de primeira e segunda ordens da magnetização 

espontânea. A outra curva, ao contrário, termina num ponto Phcr2, encontrando uma 

curva de temperaturas 0 hcrJ, a qual atinge o eixo a em a fi = -i. A parte inferior do 

diagrama a x p para o caso JA = iJB < O, fig.2.13, mostra as curvas de ªfie <x1tcr2 como 

função da concentração p das ligações JA. As duas curvas ahcr2 encontram-se num ponto 
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Figura 2.12. Diagrama de fase 0 X a (0 = kBT/IJBI) para ô= i (8 = JA/JB ) e p = 0.5. A linha contínua

mostra a temperatura de transição de segunda ordem, que se une à linha tracejada de transição de primeira 

ordem para a fase paramagnética no ponto tricrítico Ptr· Também em linhas contínuas observam-se as curvas de 

temperatura crítica 0hc na presença de campo, uma das quais une-se a Bc em Ptr· A temperatura 0hcr3 na qual 

duas curvas de primeira ordem do diagrama "( X 0 encontram-se é representada pela linha traço-pontilhada, que 

atinge o eixo a em ªJi = -2/3.

Phmc , no qual os dois pontos críticos do diagrama 1 x 0 (parte superior da fig.2.ll(b)) 

colapsam .. Mostra-se também a coordenada atr do ponto tricrítico como função de p,

juntamente com ªferro - Iferro/ JB. Percebe-se o mesmo comportamento qualitativo para 

todos os valores de p.

Comportamentos mais interessantes ocorrem para I J A 1 < ½ 1 J B 1- Para p > p* =

JA/(JB - JA) a existência de estados ferrimagnéticos a campo nulo (vide apêndice A) 

produz transformações qualitativas nos diagramas de fase. 

Para p > p* e I > -2JA/P = Iferri ocorrem transições de primeira ordem entre 

estados ferri- e ferromagnéticos, como se pode observar nos diagramas 0 x a para o caso 

JA = ½JB < O, com p = 0.6 e p = 0.7, nas figuras 2.14 e 2.15, respectivamente. Em ambas 

nota-se a presença de uma linha de transicão ferri-ferromagnética ( 0 f), além das usuais 

transições paramagnéticas de primeira (0t) e segunda (0c) ordens. Para p = 0.6 < Pcrz 
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Figura 2.13. Diagrama a (a= I/JB) contrap para ô=� (8 = JA/JB)- A linha contínua (aferro) separa as 
:-eg:5es nas quais o estado fundamental é, respectivaménte, antiferromagnético e ferromagnético. A linha tracejada 
-�s ., o ·alor de a no ponto tricrítico como função de p .
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Figura 2.14. Diagrama de fase 0 X a (0 = kBT/IJB I) para JA = ½JB e p = 0.6. A curva pontilhada indica

transições de primeira ordem entre as fases ferri- e ferromagnética, e une-se à linha Bt de transições de primeira

ordem para a fase paramagnética no ponto crítico Pcr3• Ao contrário do caso da figura anterior, a linha 0hcr3 não 

toca o eixo a, terminando em Pcr3· 

(fig.2.14) a linha 0t une-se à linha 0t num ponto crítico Pcr3 (vide tabela à página 52), e 

à esquerda de Pcr3 a linha 0t passa a representar transições ferri-paramagnéticas. A curva 

0hcr3 não atinge o eixo a, terminando também no ponto Pcr3 · Já para p = 0.7 > Pcr2

(fig.2.15) a linha 0t não alcança a linha 0t, terminando ao contrário num ponto Per (tabela 

à página 52), para o qual também converge a curva 0�c

O comportamento da magnetização espontânea a0 pode ser esclarecido analisando­

se a evolução da' energia livre como função de a0 à medida que se eleva a temperatura. 

Para o caso JA = ½JB < O com p = 0.7, as figuras 2.16(a) e (b) mostram a evolução da 

energia livre com a temperatura pàra lal = 1.10 < lacr l � 1.1018 e lal = 1.13 > acr· Para 

ambas as situações o estado fundamental é ferrimagnético com magnetização a0 = p, e 

existem estados metaestáveis em �o = O e a0 = 1. Para lal = 1.10 o estado metaestável 

ferromagnético desaparece em 0 � 0.2, e a magnetização espontânea aumenta com a 

temperatura num certo intervalo. Em 0t � 0.430 ocorre a transição de primeira ordem 

para a fase paramagnética. Já para lal = 1.13 ocorre uma transição de primeira ordem 

ferri-ferromagnética em 0t � 0.115, e mais adiante outra transição de primeira ordem 

para a fase paramagnética em 0t � 0.532. 
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Figura 2.15. Diagrama de fase 0 X a: (0 = kBT/IJB I) para JA = ½JB e p = 0.7. Ao contrário do mostrado
na figura anterior, a linha de transições ferri-ferromagneto extingue-se num ponto crítico Per antes de encontrar
a linha de transições paramagnéticas. Também nesse ponto termina uma das linhas 0hc, não existindo mais um
ponto Phcr3.
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Figura 2.16. Energia livre renormalizada f (f = f /IJI) como função da magnetização espontânea cr0 para
JA = ½JB < O e p = 0.7 para a:= -1.10 (a), a:= -1.13 (b) e várias temperaturas renormalizadas 0.
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As transições a campo nulo podem ser melhor observadas nas figuras 2.17 e 2.18, 

que mostram a magnetização espontânea como função da temperatura para o caso J A =

½JB < O com p = 0.6 e p = 0.7, respectivamente. No primeiro caso (fig.2.17), o estado 

fundamental é ferromagnético para a <ªferro = -1.25, e o sistema apresenta transições de 

primeira ordem ferro-paramagnéticas para a> atr:::: -1.6997. Se ªferro< a< ªferri::::

-1.1111 o estado fundamental é ferrimagnético, e para a < acr3 :::: -1.2009 ocorrem

transições de primeira ordem tanto entre as fases ferri- e ferromagnética como entre as

fases ferro- e paramagnética. Para a > acr3 ocorrem somente transições de primeira

ordem ferri-paramagnéticas. No caso p = 0.7 (fig.2.18), para o qual ªtr ~ -1.4960,

ªferro:::: -1.1764 e ªferri:::: -0.9523, o comportam�nto é semelhante ao caso anterior, com

a importante diferença de que as transições ferri-ferromagnéticas ocorrem para ªferro <

a < acr :::: -1.1018, e exatamente em a = acr existe.um ponto da curva ao x T no

qual a derivada de a0 com respeito à temperatura, a�(T), diverge. Essa figura também

evidencia o fenômeno do aumento da magnetização espontânea com a temperatura numa

certa faixa, um comportamento comum em modelos recozidos [Thorpe e Beeman 1976] e

que ocorre por exemplo em certos materiais do tipo perovskita, tais como Zn1_x GaxMn3C

(x:::; 1) e CuMn3N [L'Heritier 1980] 12
. Note-se por fim que para [a[ maior que aqueles

mostrados nas figuras, o comportamento de a0 torna-se qualitativamente idêntico àquele

do modelo uniforme (vide fig.2.4), com a transição para a fase paramagnética passando a

segunda ordem no ponto tricrítico.

A presença de estados ferrimagnéticos a campo nulo reflete-se também nos diagramas 

de fase I x 0 no .caso JA = ½JB < O, como se pode observar para p = 0.6 e p = 0.7 nas 

figs.2.19(a)-(f) e 2.20(b) e (d.). Para p = 0.6 as figs.2.19(a)-(f) mostram a evolução dos 

diagramas I x 0 desde a = -1 até a = -1.21. Se a > ªferri :::: -1.1111 os diagramas 

são semelhantes àquele mostrado na fig. 2.11 (b). Exatamente em a ferri passa a existir 

uma linha de primeira ordem a campo nulo, da qual deriva, em 0 = 0 f, uma linha de 

primeira ordem a campos não-nulos. Para a < ahcr2 :::: -1.1295 as linhas de primeira 

ordem a campos não-nulos encontram-se em 0 = 0hcr3, o valor do campo nesse ponto 

atingindo zero em acr3 :::: -1.2009. A partir daí, o aumento da intensidade de a aproxima 

do eixo Ias linhas de primeira ordem de baixa temperatura, até seu desaparecimento em 

12 Agradeço ao Dr. R. S. de Figueiredo pÓr mostrar-me essa referência. 
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Figura 2.17. Magnetização espontânea como função da temperatura para JA = ½Js < O, p = 0.6 e vários 
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Figura 2.18. Magnetização espontânea como função da temperatura para JA = ½Js < O, p = Q_7 e vários 
valores de O!-
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Figura 2.19. Diagramas de fase IX 0 para JA = ½JB < O e p = 0.6, com a variando de a= -1 (a) até 
a= -1.21 (f). 

Ct.Jerro = -1.25. Para p = O.'[,.as curvas de transição a campo não-nulo do diagrama I x 0 

jamais se tocam, como ilustrado nas figs.2.20(b) e (d) para a = -1 e Ct.cr e:::'. -1.1018, 

respectivamente. As figuras 2.20(c) e (d) ilustram o comportamento do sistema em Ct.cr, 

situação na qual uma das curvas de coexistência de fases magnéticas tangencia o eixo O". 

O diagrama a x p da figura 2.21 mostra as curvas Ct.cr3 e Ct.cr como função de p, que 

se encontram num ponto Pcr2 (tabela à página 52). Mostram-se também as curvas de 

Ct.tr, Cl.fi e Ci.hcr2 como função de p. A curva Ct.hcr2 à direita do ponto Phmc, ao contrário do 

caso JA = ½JB < O, termina no ponto Pcr2• A curva Ct.Jerro delimita superiormente, para 
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p = 0.7, com a= -1 (a,b) e acr � -1.1018 (c,d). 
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cujos estados fundamentais são, respectivamente, antiferro-, ferro- e ferrimagnéticos. A linha de traços longos 

mostra o valor de a no ponto tricrítico como função de p. São mostradas ainda as curvas de Ctcr3 (traços curtos)

e Ctcr (pontos) como função de p.

p > p* = ½, a região de estado fundamental ferromagnético e, para p < p*, a região de 

estado fundamental ferrimagnético, por sua vez delimitada inferiormente pela curva ªJerri·

Diminuindo-se a intensidade da interação antiferromagnética J A permite-se o apare­

cimento de comportamento reentrante na linha de transicões ferri-ferromagnéticas, como 

pode ser observado na fig.2.22, que mostra o diagrama de fase 0 x a a campo nulo para 

JA = 0.2JB < O e vários valores de p. Tais diagramas são semelhantes aos do caso JA =

½JB < O (figs. 2.14 e 2.15), com exceção das curvas de transição ferri-ferromagnéticas (0J ). 

O comportamento reentrante dessas curvas, mostrado nas figuras 2.22(b) e (c), reflete-se 

nas curvas de magnetização espontânea contra temperatura exibidas na fig.2.23, que apre­

sentam duas transições ferri-ferromagnéticas para acr '::::'. -1.3108 < a < are '::::'. -1.2710. 

A existência de comportamento reentrante em modelos desordenados com interações com­

petitivas é bastante reconhecida, em ambos os limites temperado [Wolff e Zittartz 1985] 

e recozido [Thorpe e Beeman 1976] . 

O comportamento reentrante nos diagramas 0 x a está relacionado à forma das linhas 

de primeira ordem dos diagramas , x 0, como se pode observar nas figs.2.24(b) e (d), 

para JA = 0.2JB < O, p = 0.5 e are '::::'. -1.2710 e a = -1.29, respectivamente. No 
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Figura 2.24. Isotermas a x 1 = h/lJBI (a,c) e diagramas de fase I x 0 = kBT/IJBI (b,d) para JA = 0.2JB 

e p = 0.5, com are'.:::'. -1.2710 (a,b) e a=. -1.29 (c,d). 

primeiro caso, uma das curvas de primeira ordem tangencia o eixo 0, enquanto no segundo 

caso a curva correspondente apresenta-se dividida em dois segmentos, atingindo o eixo 0 

nas temperaturas 0 f e 0!, provocando as descontinuidades na magnetização espontânea 

observadas na curva correspondente da fig.2.23. 

O diagrama a x p a campo nulo para JA = 0.2JB < O é mostrado na figura 2.25. As 

diferenças qualitativas com relação ao diagrama da fig.2.21 consistem num maior desvio 

de comportamento linear da curva atr e na presença da curva are, que indica o vértice 

da curva de transições ferri-ferromagnéticas nos diagramas 0 x a (figs. 2.22(b) e (c)). 

As curvas correspondentes _ aos comportamentos na presença de campo magnético são 

omitidas, sendo qualitativamente i_dênticas àquelas observadas na fig.2.21. 

Para intensidades ainda menores de J A a curva atr continua a alterar sua forma, até 

apresentar um ponto de inflexão para JA e::: 0.1649, conforme mostrado no diagrama a x p 

a campo nulo da fig.2.26. Diminuindo-se ligeiramente IJAI a curva ªtr apresenta duplo 

comportamento reentrante (fig.2.27), significando a existência de três pontos tricríticos 

para um dado valor de p no intervalo (P�t, Prt). 

A figura 2.28 mostra o diagrama de fase 0 x a para JA = O.l6JB < O e P�t e::: 
0.4504 < p = 0.453 < Prt e::: 0.4567. A existência de três pontos tricríticos reflete-se no 
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de uma segunda linha de transição de segunda ordem para a�
r 

< a < a�
r
·

aparecimento de uma segunda linha de transições de segunda ordem ( ferri-paramagnéticas) 

para alr < a < a�r · Variando-se p essa linha transforma-se de um único ponto, para 

p = P�t, até encontrar a linha usual de segunda ordem ( ferro--paramagnética), para p = Prt. 

As linhas de 0hc e 0�c como função de a são também mostradas na fig.2.28, e pode-se 

observar que a linha de 0hc passa pelos pontos P;r e P;;, transformando-se numa linha de 

transições de segunda ordem ( 0�) para alr < a < a�r. Entre alr e O:.tr volta a existir uma 

linha crítica a campo não-nulo, omitida da·figura por não se distinguir, na escala utilizada, 

da curva de transições paramagnéticas de primeira ordem a campo nulo (curva tracejada). 

Para JA e::::. 0.15421B < O a linha de O:.tr tangencia a linha de O:.cr3 num ponto Ptr2 (vide 

tabela à página 53), como se vê na fig.2.29, que mostra a região central do diagrama a xp a 

campo nulo. Para JA � 0.15421B < O pontos do tipo Ptr2 delimitam regiões de supressão 

da curva O:.tr, uma vez que o comportamento tricrítico passa a ocorrer em mínimos relativos 

de energia livre que não correspondem a estados de equilíbrio, ou seja, não são mínimos 

absolutos. A figura 2.30 exemplifica tal situação para o caso JA = O.15JB < O. A curva 

O:.cr3 (assim como a curva ahcr3, omitida da figura) é dividida em duas partes, unidas 

por uma curva de pontos Pc2 (tabela à página 51), nos quais ocorrem simultaneamente 
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Figura 2.29. Diagrama a (a= I/JB) contrap para JA é:::'. 0.1542JB <O.A curva de cttr tangencia a curva
de c:tcr3 no ponto Ptr2, do mesmo modo que a curva de ahcr3, omitida da figura para maior clareza. A coordenada

p do ponto Phmc , também omitido, localiza-se no intervalo (Ptr2,Pcr2).

transições de primeira ordem ferro-paramagnéticas e transições de segunda ordem ferri­

paramagnéticas. 

As figuras 2.31 e 2.32 mostram o diagrama 0 x a para JA = 0.15JB < O com p = 0.42 

e p = 0.4305, respectivamente. No primeiro caso tem-se Ptr2 e::'. 0.4065 < p < P�r e::'. 0.4292, 

de modo que a linha de transições ferri-ferromagnéticas (0J) encontra a linha de transição 

de segunda ordem ferri-paramagnética e a linha de transição de primeira ordem ferro­

paramanética num ponto crítico Pc2• A curva 0�c atinge o ponto tricrítico Pfr , dando 

origem, juntamente com a curva de transições ferri-paramagnéticas, à curva de segunda 
-s.- -.� 

ordem ferri-paramagnética (0�). No caso P�r2 < p = 0.4305 < Pcr2 e::'. 0.4312 a curva 

0f volta a encontrar a linha de transições paramagnéticas num ponto Pcr3 . Novamente 

existem três pontos tricríticos, conforme evidenciado na ampliação da fig.2.32. Desta 

figura omitem-se as curvas críticas a campo não-nulo, cujo comportamento é semelhante 

ao das curvas 0hc da fig.2.28 e 0�c da fig.2.14. 

Para JA e::'. 0.1279JB < O os pontos Pfr2, Pcr2 e Phmc do diagrama a x p colapsam,

de modo que para IJAI ;S 0.1279IJBI as curvas C:Xtr , ac2 e C:Xcr encontram-se num ponto 

multicrítico Pmc , como mostrado na fig.2.33 para o caso JA = 0.lJB < O. Pode-se observar 

que a curva ac2 apresenta comportamento reentrante (com vértice em Prc e::'. 0.3764), cujo 
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Figura 2.33. Diagrama a (a = I/JB) contra p para JA = O.lJB < O. As curvas de Cttr, Ctc2 e CTcr3 

encontram-se no ponto Pmc · 

reflexo no diagrama 0 x a é mostrado na ·fig.2.34 para Pmc '.:::::'. 0.3645 < p = 0.37 < Prc e 

campo nulo. Tal diagrama exibe somente um ponto tricrítico, correspondente ao encontro 

das linhas de primeira e segunda ordens da transição ferri-paramagnética, mas dois pontos 

críticos do tipo Pc2, marcando a junção de linhas de transição ferri-ferromagnética e linhas 

de transição paramagnética de primeira e segunda ordens. Na região ampliada da fig.2.34 

percebe-se a existência de uma nova linha de transições ferri-ferromagnêticas, limitada 

pelos pontos P�2 
e Per · Na presença de campo, o comportamento do sistema ê semelhante 

àquele observado para JA = O, analisado adiante. A magnetização espontânea para o 

presente caso ê mostrada na fig.2.35, onde é possível observar os comportamentos descritos 
.. 

acima. 

2.8.3 Intervalo JA � O 

A linha de transições ferri-paramagnêticas deixa de exibir um ponto tricrítico para 

JA 2: O. Nessa situação não há mais estados fundamentais antiferromagnéticos, como 

discutido no apêndice A. O diagrama a x p para o caso J A = O é mostrado na fig.2.36. 

Com exceção das diferenças já citadas, o diagrama é qualitativamente idêntico àquele para 
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Figura 2.36. Diagrama a (a= I/JB ) contrap para JA = O. 

JA = 0.IJB < O (fig.2.33). Para JA > O a forma do diagrama não se altera, ocorrendo 

somente um deslocamento do ponto multicrítico P me em direção ao eixo a, atingindo-o 

somente no limite J A --+ +oo. 

As figuras 2.37, 2.38 e 2.39 mostram diagramas 0 x a para JA = O comp = 0.2, p = 0.3 

e p = 0.4, respectivamente. Como descrito, a linha de transição ferri-paramagnética não 

apresenta ponto tricrítico, as transições sendo sempre de segunda ordem. A justificativa 

para tal comportamento, qualquer que seja JA � O, reside na tendência do sistema, 

a baixas temperaturas, em separar os domínios de ligações de curto alcance nulas ou 

ferromagnéticas (7 A) e antiferromagnéticas ( J B) em virtude da presença do campo médio 

ferromagnético ( I). Para baixãá intensidades de I os domínios de ligações J B praticamente 

não são afetados, enquanto os domínios de ligações J A comportam-se como no caso a > O 

da seção 2.5 (fig.2.2). Intensidades maiores de I perturbam os domínios de ligações JB , 

provocando outros comportamentos, como transições de primeira ordem, etc. 

As figuras 2.40 e 2.41 mostram as isotermas ax, e os diagramas ,x0 para JA = O com 

p = 0.2 e p = 0.3, respectivamente. No primeiro caso, a fig.2.40(b) mostra o diagrama I x 0 

para a= -1.5 > are, e observa-se a existência de duas linhas de primeira ordem, uma das 

quais a campo nulo. Tais linhas tangenciam-se para a= are , originando comportamento 

reentrante da magnetização espontânea para a < are , como discutido anteriormente. 
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Figura 2.40. Isotermas O' X "f = h/lJBI (a,c) e diagramas de fase 'Y X 0 = kBT/IJBI (b,d) para JA = O e 

p = 0.2, com o:= -1.5 (a,b) e O:c2 -:::: -1.6549 (c,d). 

Para ac2 e:::: -1.6549 a temperatura crítica da linha de primeira ordem a campo nulo 

coincide com a temperatura 01 na qual a outra linha de primeira ordem reaparece ( vide

fig.2.37), como mostrado na fig.2.40(d). No caso p = 0.3, as figs.2.41(b) e (d) ilustram 

o comportamento do diagrama I x 0 em torno do ponto P�2 
(fig.2.38), que marca o

reaparecimento de um ponto crítico da linha de primeira ordem a campo nulo. Tal ponto 

crítico não existe para a�2 < a < ac2-

Finalizando a análise do sistema, a fig.2.42 mostra a magnetização espontânea como 

função da temperatura para o caso JA = -JB > O e p = 1/2 [Paladin et al. 1994] . 

Note-se que todas as transições paramagnéticas são de segunda ordem. O diagrama a x 0 

para esse caso é semelhante àquele mostrado na figura 2.39, não apresentando no entanto 

comportamento reentrante. 

80 



1.0+-- - - - - -- -- -----1 
0=0 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

o.o 

8 = 0 

p =0.3 

a = -1.65
a 

8 = 0 p = 0.3 

a = -1.65

ferro 

ferro 
para 

(b 

0.10 

O.OS 

O.DO 

-0.05 

-0.10 

(j 
O.DO 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 O.O 0.5 1.0 1.5 y 

0.02 
1.0+------ - - - - -----1 

0=0 

0.4 

0.2 

O.O 
a = -1.71

(e) 

,-- -- ---- - - - -� 

8 = O p = 0.3 

a = -1.71

ferro 

ferro 

.... 

0.01 

para o.oo 

-0.01 

O.DOO . 0.005 0.01 O 0.015 0.020 1.20 1.22 1.24 1.26 

(d 
-0.02 

1.28 1.30 

y 0 

Figura 2.41. Isotermas a X"(= h/lJsl (a,c) e diagramas de fase 'Y X 0 = ksT/IJs l (b,d) para JA = O e 

p = 0.3, com a= -1.65 (a,b) e a= -1.71 (c,d). 

a 

o= -1 

p =0.5 

a --a =-0.50 

b .... .. a =-1.00 

C --a=-1.25 

d-------a=-1.30 

e --a=-1.50 

e 

Ü-+----�----+-------+----½-- ---� 

0 
2 3 
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2.9 Conclusões 

Neste capítulo foram revisados alguns resultados básicos para o modelo de Ising uni­

dimensional. Apresentou-se a solução do modelo com interações de curto alcance entre 

vizinhos mais próximos (seção 2.2), utilizada como base para vários dos cálculos posteri­

ores. Foram analisadas as aproximações de campo médio (seção 2.3) e da cadeia linear 

(seção 2.4), cuja relevância para a análise dos sistemas quase unidimensionais foi breve­

mente discutida. Considerou-se também o modelo de Ising com interações de curto e longo 

alcance uniformes (seção 2.5), para o qual se mostrou a existência de transições de fase 

de primeira e segunda ordens no caso de interações de curto alcance antiferromagnéticas 

e interações de longo alcance ferromagnéticas. Já no caso em que todas as interações são 

ferromagnéticas, o sistema apresenta somente transições de segunda ordem. 

Quanto aos sistemas desordenados, foi discutida a equivalência dos limites temperado 

e recozido para a cadeia de Ising com interações aleatórias entre vizinhos mais próximos 

na ausência de campo magnético (seção 2,6). Tal equivalência é destruída pela presença 

de campo magnético, como mostrado na seção 2. 7. Apesar de não apresentarem compor­

tamento crítico a temperaturas finitas, a presença de desordem nos modelos ali discutidos 

induziu novos comportamentos no estado fundamental, ou seja, a presença de descon­

tinuidades na curva de magnetização induzida. 

Como contribuição original, apresentou-se na seção 2.8 a solução exata do modelo de 

Ising com interações de longo alcance uniformes I e interações entre primeiros vizinhos Kj

obtidas da distribuição recozida 

... 

Resultados detalhados foram apresentados, no caso JB antiferromagnético (JB < O) e I 

ferromagnético (I > O), para as magnetizações espontânea (a0) e induzida pelo campo. Em 

T = O mostrou-se que o sistema pode apresentar estados fundamentais antiferromagnéticos 

(ao = O), ferromagnéticos (laol = 1) ou "ferrimagnéticos" (laol = p). Determinou-se que, 

para certos conjuntos de parâmetros, a magnetização apresenta comportamentos não­

usuais, tais como descontinuidades entre estados ferri- e ferromagnéticos, aumento de seu 

valor absoluto com a temperatura e comportamento reentrante. Para certas distribuições 

de probabilidades nas quais JA .2::, O.1649JB , observaram-se até três pontos tricríticos à 
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medida que é variada a intensidade da interação de longo alcance. Os diagramas de fase 

campo contra temperatura apresentaram até dois pontos críticos para um dado sentido 

do campo, enquanto o modelo uniforme apresenta no máximo um único ponto crítico . 
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Capítulo 3 

Gás na Rede 

3.1 Introdução 

O termo gás na rede ("lattice gas") foi introduzido por Lee e Yang [1952], que uti­

lizaram o modelo como um exemplo de aplicação d; sua teoria da condensação [Yang e Lee 

1952] . No entanto, como apontado por Runnels [1972], problemas semelhantes haviam 

sido tratados anteriormente [Peierls 1936b, entre outros] . Fisicamente, o modelo consi­

dera um fluido cujas partículas têm seus centros restritos a ocupar somente os sítios de 

uma rede regular, sendo proibida a múltipla ocupação de qualquer sítio. Associando-se a 

presença (ausência) de uma partícula num dado sítio com a orientação para cima (para 

baixo) de um spin a identificação com o modelo de Ising é imediata ( vide próxima seção). 

Aproveitando-se dessa identificação, Lee e Yang [1952] determinaram exatamente a curva 

de coexistência de uma transição do tipo líquido-gás exibida pelo gás na rede quadrada 

com interações entre vizinhos mais próximos. Tal cálculo utilizou a solução de Onsager 

[1944] para a função de partição do modelo de Ising na rede quadrada na ausência de 

campo magnético externo e o cálculo de Yang [1952] para magnetização espontânea cor­

respondente. A fõrma geral da equação de estado não pôde ser determinada exatamente, 

uma vez que não se dispõe de· soluções exatas para o modelo de Ising bidimensional na 

presença de campo magnético. 

Posteriormente, o interesse no modelo dividiu-se em dois campos principais. No 

primeiro busca-se utilizar o gás na rede como uma aproximação para o comportamento 

de modelos contínuos. Para tanto é necessária a utilização de redes com divisão fina, nas. 

quais o parâmetro de rede tenda a zero, mantido fixo o raio das partículas. Desta forma, 

a ocupação de um dado sítio por uma partícula exclui a presença de outras partículas 

num raio de vários sítios vizinhos, e a identificação com o modelo de Ising é dificultada. 

Runnels [1972] resumiu uma série de métodos e resultados nessa linha. Para sistemas 
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unidimensionais com interações de alcance finito, Bell [1980] apresentou comparações de­

talhadas entre modelos contínuos e de rede com exclusão de n vizinhos, demonstrando 

que sob certas condições ambos os casos produzem a mesma equação de estado no limite 

n--+ oo, mantendo-se finitos o alcance das interações e o tamanho das partículas. A ou­

tra vertente considera a aplicação do gás na rede a problemas em que exista uma simetria 

discreta subjacente. Dentre tais problemas encontra-se a adsorção física de átomos, íons 

ou moléculas num substrato. Como sugerido por Hill [1956, p.291], polímeros lineares e 

superfícies cristalinas atuariam como adsorventes em problemas para os quais, ao menos 

no limite de monocamadas, poderiam ser aplicados modelos uni- e bidimensionais, respec­

tivamente. Um exemplo é o modelo para a adsorção de kriptônio e nitrogênio em grafite, 

proposto por Niskanen e Griffiths [1985]. Já em problemas de adsorção de múltiplas ca-

madas, o gás na rede foi aplicado por de Oliveira e Griffiths [1978] e Kennedy e Walker 

[1984], entre outros. 

Embora sistemas unidimensionais com interações de alcance finito não apresentem 

transições de fase, a adição de interações de longo alcance uniformes produz tais efeitos, 

como mostrado para o modelo de Ising no capítulo 2. A demonstração de Nagle [1970] 

de que o modelo de Ising com interações competitivas de curto e longo alcance apresenta 

descontinuidades na magnetização a campos finitos inspirou várias análises do gás na 

rede equivalente, que apresenta até duas transições de fase. Tal modelo foi estudado 

em detalhe por Vieira e Gonçalves [1995], enquanto uma comparação suscinta entre o 

modelo e o gás clássico contínuo correspondente foi realizada por Wilson e Bell [1977]. Os 

resultados mostram boa concordância qualitativa, com exceção de que, para o gás na rede, 

simetrias existentes quando são consideradas interações uniformes entre primeiros vizinhos 

produzem temperaturas críticas idêntiêas nos casos em o modelo exibe duas transições de 

fase. Hemmer e Stell [1970] e Stell e Hemmer [1972] demonstraram que, estendendo-se a 

repulsão de curto alcance aos segundos vizinhos, podem-se obter até quatro transições de 

fase, cujas temperaturas críticas são iguais duas_ a duas. 

Neste capítulo é analisada uma generalização do modelo com interações de curto e 

longo alcance, para a qual as interações de curto alcance, entre primeiros vizinhos, são se­

lecionadas de distribuições bimodais recozidas de probabilidade. A presença de desordem 

provoca não só a diferenciação das temperaturas críticas, mas permite ainda a ocorrência 
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de até três transições de fase a urna dada temperatura, além de vários novos compor­

tamentos. Tal modelo é discutido na seção 3.6. Alguns resultados básicos e derivações 

necessárias são apresentados antes. A equivalência entre o gás na rede e o modelo de Ising 

para problemas com interações entre primeiros vizinhos é derivada na seção 3.2. Os re­

sultados do modelo uniforme com interações de curto e longo alcance [Vieira e Gonçalves 

1995] são revistos na seção 3.3. Finalmente, as seções 3.4 e 3.5 introduzem, para os casos 

de potenciais e interações de curto alcance aleatórias, respectivamente, o método utilizado 

no cálculo da equação de estado do gás na rede com desordem recozida. O passo crucial é 

a identificação e extração do termo de entropia de mistura, cujo significado não-físico foi 

discutido no capítulo 1. .... 

3.2 Equivalência entre o gás na rede e o modelo de Ising 

No caso geral, a energia potencial de um gás na rede pode ser escrita como 

H = - � L··S·S · � tJ i J) 
i,j 

(3.1) 

onde -Lij é a energia interação entre partículas localizadas nos sítios i e j da rede e os 

números de ocupação si assumem os valores O ou 1 de acordo com a ausência ou presença 

de uma partícula no sítio correspondente. Para o cálculo da equação de estado é possível 

omitir da energia total do gás a energia cinética, como demonstrado no apêndice B. Pode­

se então considerar (3.1) como a hamiltoniana do sistema, e daí calcular a grã-função de 

partição 

.H·= L exp [/3µ L si - {3H] , (3.2) 
{s} i 

onde 13-1 
= kBT eµ é o potencial químico efetivo (vide apêndice B). Como o somatório 

em (3.2) é efetuado sobre as configurações dos sítios, e não das partículas que compõem o 

sistema, não é necessário incluir fatores 1/ (Z::=i si)! para se obter a "contagem correta de 

Boltzmann" [Huang 1987, pp.141 e 345] . 

Para uma rede hipercúbica d-dimensional de N sítios e parâmetro de rede a, o volume 

é dado por V = N a
d

, de modo que· a pressão e a densidade, em unidades apropriadas, são 
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dadas por 

e 
é)p S)1 p � = -,uµ N 

(3.3) 

(3.4) 
onde S)1 ::::; N é o número médio de partículas presentes. Suponha-se agora que as interações 
entre as partículas sejam uniformes e restritas àquelas ocupando sítios mais próximos. A 
grã-função de partição é escrita como 

3 = L exp [/3µ t si+ f3L L sisj]
{ s} i=l <i,j> (3.5) 

onde< i, j > indica que o somatório está restrito aos primeíros vizinhos. O caráter binário 
dos números de ocupação si permite associá-los às variáveis de spin a: = ±1 do modelo 
de Ising. Introduzindo-se a transformação [Lee e Yang 1952] 

1- ai

Si=--2 (3.6) 
estabelece-se uma correspondência biunívoca entre os conjuntos de configurações { s} e 
{ a-} e pode-se escrever a grã-função de partição (3.5) como 

3 = exp[-f3N(h + qJ/2)]QN, (3.7) 
onde q é o número de coordenação da rede e 

QN - � exp rht. "' + �J f "•"; l (3.8)
é a função de partição de um modelo de- Ising com interação uniforme entre primeiros 
vizinhos J L/4 e campo magnético h - -½(µ + qL/2). A pressão e a densidade do gás 

.. são então dadas por 

e 

onde 
1 --a

p = -2-,
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(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 



é a energia livre de Helmholtz do modelo de Ising e 

af 
r7 = - ah (3.12) 

é a magnetização média por spin. Conhecendo-se a soluç ão do modelo de Ising corres­

pondente, determinam-se as propriedades do gás na rede. Embora restrita ao caso de 

interações entre primeiros vizinhos, a equivalência entre o gás na rede e o modelo de Ising 

pode ser estendida a casos mais gerais • com pequenas modificações ( vide por exemplo 

seções 3.3 e 3.6). 

3.3 Gás na rede unidimensional cortl interações de curto 

e longo alcance 

Considere-se agora a hamiltoniana 

N 41 N 

H = -�J L SjSj+i - N L sisj,
j=l i,j=l 

(3.13) 

correspondente a um gás na rede com interações de curto e longo alcance [Wilson e Bell 

1977,Vieira e Gonçalves 1995], para o qual são adotadas condições de contorno periódicas. 

A grã-função de partição do modelo é dada por [ N 41 N N l
3 = tr exp 4K�sj Sj+l + N ifl si sj + (3µ �Sj (3.14) 

onde K = (3J e J - (31, e novamente por meio da transformação sj = (1 - r7j)/2 pode-se 

mapear o sistemc: num modelo de Ising, 

(3.15) 

sendo h _ (3h = -(f3µ+K +l)/2. O somatório sobre configurações na eq.(3.15) é a função 

de partição de uma cadeia de Ising com interações de curto e longo alcance, discutido na 

seção 2.5. Utilizando os resultados daquela seção, escreve-se a equação de estado do gás, { 1- (J 

p - :( h + ; + �) - J,
(3.16) 

onde r7 e f são, respectivamente, a magnetização média e a energia livre de Helmholtz 

por sítio do modelo de Ising, dadas pelas eqs.(2.41) e (2.43). Os diagramas de fase são 
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Figura 3.1. A linha contínua, para a > O ou a < O!tr , representa a temperatura crítica das transições de fase

do sistema. A linha tracejada mostra a temperatura do ponto triplo 0t , que se anula para a = -2 e iguala a

temperatura crítica no ponto tricrítico Ptr· 

obtidos imediatamente, e os resultados são mostrados nas figuras 3.2 a 3.5, enquanto a 

fig.3.1 exibe o comportamento das temperaturas críticas e de ponto triplo à medida que é 

variado o valor do parâmetro a = I / J.

Para I > O, como no sistema magnético, existem três diferentes regimes críticos. Pela 

análise do estado fundamental, detalhada no apêndice C, identicam-se três fases possíveis 

para o sistema em T = O: a fase sólida, correspondente à ocupação de todos os sítios 

(p = 1); a fase líquida, de densidade p = 1/2 e cuja estrutura é instável para T > O; e a 

fase gasosa, correspondente a densidades muito baixas (p = O). Para a< atr '.::::'. -3.1532 

ou a > O o sistema exibe apenas duas rases, sólida e gasosa, e o comportamento geométrico 

das isotermas é mostrado na fig.3.2 para a = -3.5. Neste caso verifica-se que P -+ O 

quando T -+ O. A linha de transição é mostrada na fig.3.2(b) e inicia-se na origem dos 

eixos coordenados. Para atr < a < -2 o sistema apresenta três fases, identificadas como 

gás, líquido e sólido (vide apêndice C). Um ponto fundamental é que a temperatura crítica 

é a mesma para ambas as transições gás-líquido e líquido-sólido13
, em virtude da simetria 

13 A existência de uma temperatura crítica para a transição líquido-sólido, até hoje não observada experimental­
mente, não se deve ao caráter discreto do modelo, já que também se verifica para o gás clássico contínuo [Kurioka 
e Ikeda 1988a]. 
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entre sítios ocupados e desocupados [Wilson e Bell 1977, Hernmer e Stell 1970] 14. Outro 

aspecto importante é a existência de um ponto triplo, cuja temperatura é correspondente à 

temperatura da transição de primeira ordem no sistema magnético (seção 2.5) na ausência 

de campo. Tal ponto indica que o sistema pode apresentar o processo de sublimação, a 

passagem direta da fase sólida para a fase gasosa, como mostrado na fig.3.3. Como se 

observa na fig.3.1 o ponto triplo coincide com os pontos críticos de ambas as transições 

no ponto tricrítico Ptr . O expoente crítico b, definido pela expressão 

(3.17) 

onde Pc, Te e Pc são os valores da pressão, temperatura e densidade no ponto crítico de 
. 

.. 

uma transição, assume valor b = 5 no ponto tricrítico, já que as derivadas até quarta 

ordem da pressão com respeito à densidade são nulas nesse ponto. Para todos os demais 

valores de a os pontos críticos possuem expoente b = 3, correspondendo ao fato de que 

nesses pontos as derivadas de P com respeito a p são nulas somente até segunda ordem. 

Tais resultados são consistentes com aqueles observados para modelos de campo médio 

[Huang 1987, cap. 17] . 

Para -2 <a< O o sistema também apresenta três fases. As isotermas para a= -1.5 

são mostradas na fig.3.4(a). Neste caso não há ponto triplo, e as isotermas podem cruzar­

se. Na transição gás-líquido tem-se P-+ O quando T-+ O, como mostra o diagrama de fase 

da fig.3.4(b), de modo que não é permitido o processo de sublimação. Tal comportamento 

é semelhante àquele apresentado pelo hélio, que não se solidifica a pressões inferiores a 

25atm para qualquer temperatura observada experimentalmente, nem presumivelmente 

no limite T -+ O. 

Todos os resultados parà I > O concordam qualitativamente com aqueles obtidos para 

o gás clássico [Ikeda 1985a,Ikeda 1985b,Kurioka e Ikeda 1988a,Kurioka e Ikeda 1988b] , à

exceção do fato de que para esse último as temperaturas críticas das transições gás-líquido 

e líquido-sólido são diferentes. 

14 As transições apresentadas pelo gás são correspondentes às descontinuidades das isotermas h x a- do modelo de 
Ising (seção 2.5). A simetria do modelo com respeito a transformação h---> -h e a----> -a- implica que, numa certa 
temperatura T, ocorrendo uma descontinuidade entre estados de magnetização a-1 e a-2 para um dado campo h', 
ocorrerá também uma descontinuidade entre estados de magnetização -a-1 e -a-2 a um campo -h'. Portanto, se 
o gás na rede apresenta uma transição de primeira ordem entre fases de densidades p1 e p2, haverá uma transição 
análoga entre 1- p

1 
e 1 - p2 para a mesma ·temperatura, tendo ambas as transições a mesma temperatura crítica 

Te. A diferença entre estados de densidades p e 1 - p corresponde à substituição de todos os sítios ocupados por 
sítios desocupados e vice-versa. 
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Figura 3.2. (a) Isotermas P x p para o: = -3.5 (o: = I/J), I > O, onde Pé a pressão renormalizada 
(P = P/IJI) e as linhas pontilhadas representam as curvas de coexistência de fases; (b) Diagrama de fase P X 0 

(0 = kBT/IJI) mostrando a transição líquido-gás e a temperatura crítica. 
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Figura 3.4. (a) O u_;esmo que na figura 3.2(a), para a= -1.5; (b) O mesmo que na figura 3.3(b), sem ponto

triplo. 
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Figura 3.5. Isotermas para J < O, (a) a= -1.0 e (b) a= 1.0. 

Finalmente, nas figuras 3.5(a) e (b) apresentam-se os resultados para J < O, onde se tem uma única fase. Os resultados para a = -1 (J < O) são exibidos na fig.3.5(a) e mostram que o sistema comporta-se qualitativamente como um pseudo gás de van der Waals, no qual as interações entre as partículas são repulsivas. As isotermas são funções monotônicas côncavas e, em particular, a isoterma limite em T = O é dada por 
p _ { oo, para p 2: 1;- -4Jp2 , para p < 1, (3.18) 

expressão idêntica àquela para o acima mencionado pseudo gás de van der Waals com interações repulsivas [Huang 1987, p.40] . Para a = l os resultados são mostrados na fig.3.5(b) e nesse caso as isotermas podem cruzar-se para p < l/2. Isso leva a .. um comportamento anômalo para essa fase única e as isotermas nessa região apresentam um ponto de inflexão para T > O. Em particular, a isoterma limite, em T = O, é dada por 
{ oo, para p 2: 1; 

P = -4(1 + Ip2), para 1/2 < p < 1;-4Jp2 , para p < 1/2, (3.19) 
e os resultados mostram que, pelo menos qualititativamente para p < 1/2, o gás apresenta o mesmo comportamento encontrado para a < O, ou seja, um pseudo gás de van der Waals.
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Concluindo, apresentam-se aqui alguns comentários sobre o comportamento das isóter­

mas P x p para o sistema em discussão. Por meio das eqs.(3.16) e dos resultados da 

seção 2.5 obtêm-se isotermas nas quais as transições de primeira ordem, presentes no ca­

so I > O, são automaticamente incorporadas, correspondendo às descontinuidades das 

isotermas h x a-. Tais descontinuidades são obtidas localizando-se os mínimos absolutos 

da energia livre f (a-) para um dado valor do campo h. Sem levar em conta esse procedi­

mento, a equação de estado apresentaria regiões instáveis, de compressibilidade negativa, 

à semelhança da equação de van der Waals. Seria então necessário aplicar a construção 

de Maxwell para eliminar as regiões instáveis, substituindo-as por platôs nos quais há co­

existência de fases. Pode-se mostrar [Huang 198'&, pp. 38-45, por exemplo] que os dois 

procedimentos são equivalentes. Um outro aspecto diz respeito ao motivo da instabilidade 

nas curvas. Para um sistema de N partículas confinadas num volume V, equações de es­

tado calculadas rigorosamente no ensemble grã-canônico por meio das expressões gerais 

e 

PV - ksTlnS- kBT!n [�>NQN (V, T)l (3.20) 

N=/Hn3 
fJz (3.21) 

produzem necessariamente isotermas isentas de regiões instáveis, mesmo que as funções 

de partição canônicas QN(V, T) utilizadas no cálculo sejam aproximadas e apresentem tal 

comportamento anômalo [Hill 1956, p.166 e apêndice 9) . Além disso, van Hove [1949] 

mostrou que funções de partição canônicas de sistemas com interações de alcance finito,

quando calculadas exatamente, produzem também isotermas estáveis. A razão para a 

inesperada presença de instabilidade nas isotermas do modelo discutido nesta seção reside 

na forma do cálculo e na natureza das interações. Após mapear-se a grã-função de partição 

do modelo, eq.(3.14), na função de partição do modelo de Ising, utilizou-se para tal função 

o resultado exato (no limite termodinâmico) obtido por meio do método do ponto de

sela (vide seção 2.5). Tal método, entretanto, aproxima uma integral pela contribuição

da região em que o integrando é máximo, fixando a magnetização média do modelo de

Ising, e conseqüentemente a densidade do gás. Isto corresponde a utilizar-se efetivamente

o ensemble canônico no cálculo da equação de estado do gás [Hill 1956, p.111] , e não

se aplicam as conclusões válidas �ara as eqs.(3.20) e (3.21). Além disso, a presença de
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interações de alcance infinito no modelo em questão viõla as condições supostas por van 
Hove, cujos resultados dependem fundamentalmente da hipótese de que o sistema pode 
ser dividido em aglomerados finitos cujas interações mútuas são desprezíveis. 

3.4 Gás na rede com potencial aleatório 

Como ilustração do cálculo da equação de estado do gás na rede na presença de 
desordem, trata-se nesta seção o problema de potenciais aleatórios na ausência de interação 
entre as partículas. Considere-se um gás na rede d-dimensional cuja hamiltoniana é dada 
por 

N 

H = - I:>·isi, (3.22) 
j=l onde Ej é o potencial no sítio j. A grã-função de partição do sistema é então dada por 

3(é)= L exp [(3µ t si - (3H]
{s} j=l

que é facilmente reescrita na forma 
N B(é) =II {1 + exp [/3 (µ + éj)]}. 

j=l 

(3.23) 

(3.24) 
Note-se da eq.(3.24) que, dada uma configuração {é} = {é1 ,E2, ... ,EN}, qualquer 

permutação de dois elementos em {é} mantém 3( é) inalterada, e como conseqüência todas 
as propriedades termodinâmicas do sistema permanecem constantes. 

Suponha-se agora que cada Ej pode assumir um entre M valores de acordo com a 
distribuição recozida de probabilidades 

... 

g:J(éj) = L qkô(éj - Ek), (3.25) 
k=l 

onde ó(x) é a função delta de Dirac e I::�
1 qk = 1. Tal situação pode ser formalmente 

tratada escrevendo-se é i na forma 
(3.26) 
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e introduzindo-se M pseudo-potenciais químicos çk para controlar as médias dos números 
de ocupação n�), sujeitos aos vínculos M 

n�) = O, 1 and Ln�) 
= l. 

k=l A grã-função de partição para o sistema recozido é então escrita como 
Z = L·, exp [f3tf;,k tn�)l B(n), 

{n} k=l j=l 

(3.27) 

(3.28) 
onde o somatório envolve apenas aquelas configurações permitidas pelos vínculos na eq.(3.27). 
Definindo-se z - exp(/3µ) e wk - exp(f3f;,k) e utilizando-se as eqs.(3.24) e (3.26), a eq.(3.28) 
pode ser escrita na forma ...

Z = [t,w, (1+ zePE•f (3.29) 
A energia livre recozida por sítio é então dada por [Huang 1987, p. 153] 

J,(/3, w) = -k8T [ ! lnZ - t, ( n�) ) ln w, - plnz] (3.30) 
Impondo as condições 

(3.31) 
e 

(3.32) 
onde pé a densidade do sistema, é possível eliminar as fugacidades wk e obter os resultados 

e 
M zef3Ek p = L qk l + zef3Ek ' 

k=l 

[ M ' M 
l fr = -kBT � qk ln (1 + ze!3Ek ) - plnz - � qk lnqk 

(3.33) 

(3.34)
Note-se que o último somatório na eq.(3.34) é um termo de entropia de mistura, e 

deve ser excluído como discutido no capítulo 1. Com essa correção, a energia livre por 
sítio toma a forma 

(3.35) 
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e a pressão do sistema pode ser calculada -pela relação termodinâmica 
M 

P = kBTplnz - f = kBT L qk ln (1 + zef3Ek), 
k=l 

(3.36) 

o resultado esperado15 de acordo com a eq.(3.24). No limite uniforme (Ek - E para todo

k) a eq.(3.36) assume a forma

(3.37) 

o resultado correto para um gás na rede ideal. Note-se que a manutenção do termo de

entropia de mistura na energia livre implicaria na presença desse termo na pressão, e sua 

preservação ao tomar-se o limite uniforme, produzindo resultados fisicamente incorretos. 

Em particular, a pressão não seria anulada no limite de babcàs densidades ( correspondente 

a z-+ O). 

3.5 Gás na rede unidimensional com interações de curto 

alcance aleatórias 

Por meio de um método análogo ao utilizado para o modelo de Ising por Thorpe e 

Beeman [1976] e apresentado na seção 2.7, podem-se obter resultados gerais para o gás na 

rede com ligações aleatórias entre primeiros vizinhos no limite recozido. Por simplicidade, 

considere-se a hamiltoniana unidimensional 
N 

H = - LKjSjSj+l, 

j=l 

(3.38) 

para a qual se adotam condições de contorno periódicas. Selecionando as ligações Kj por 

meio da distribuição recozida ... 

M 

p(Kj) = L qk8(Kj - Jk), 
k=l 

a hamiltoniana pode ser escrita como 
N M 

H = - L Ln�) Jksjsj+1, 
j=l k=l 

(3.39) 

(3.40) 

15Mantidas as mesmas concentrações para os diferentes Ek, como requerido pela distriÍ:mição recozida, as dife­
rentes configurações permitidas ao sistema correspon1em a permutações dos elementos. 
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com os números de ocupação n�) definidos de modo análogo àquele da seção 3.4. A grã­
função de partição recozida do sistema é dada por 

Z = I:' exp [{3tçk t n�)l I:exp [(3µ tsj - (3H] 
{n} k=l j=l {s} j=l

(3.41) 
que após efetuar-se o traço parcial sobre as variáveis de desordem pode ser reescrita como

(3.42) 
Devido ao fato de que si= O, 1 para todos os valores dei, o termo entre chaves na eq.(3.42) 
pode ser expresso como 

M ""' 

L exp [{3(çk + Jksisi+1)] = Aexp(KsjSj+1),
.k=l desde que A e K sejam definidos pelas expressões 

M 
L wkef3Jk 

K k=le e =-M- --

LWk 
k=l com wk _ exp({3çk)- A equação (3.42) pode agora ser escrita como 

Z = AN L exp [t K sisi+1 + (3µ t si] ANS(K),
{s} j=l j=l 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 
onde 3(K) é a grã-função de partição de um gás na rede com interação uniforme K/ (3 
entre primeiros vizinhos. 

As fugacida�es wk são eliminadas impondo-se as condições 

ou de forma equivalente 

onde 

/ (j)) WkalnZ -�-\nk = qk 
=} N awk = qk, (3.46) 

(3.47) 

(3.48) 
é a função de correlação entre primeiros vizinhos para o gás na rede com interação uniforme 
K/(3. Rearranjando-se os termos na eq.(3.47) e impondo-se a condição I:!

1 qk 
=

1 
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obtém-se
L 

qk =0 
k=l 

coth [½(K - ,BJk)] + 1 - 2E(K) '
que determina K sendo conhecida E( K).

A densidade do gás é determinada pela condição
z 8lnZ z âln3(K)

p=---=-N âz N âz 
e desta equação é possível eliminar a fugacidade z. 

A energia livre recozida por sítio é dada novamente por

f, - -knT [ � lnZ - t,q,!n'w, -/lnz]

e após algumas manipulações algébricas pode ser escrita na forma

(3.49)

(3.50)

(3.51)

f, - f(K) - knT {t q, ln [1 - c(K) (1 - ePJ,-K)] -t q, lnq,}, (3.52) 

onde
(3.53)

é a energia livre do sistema uniforme. O último somatório no lado direito da eq.(3.52) é
um termo de entropia de mistura e, como· discutido anteriormente, deve ser excluído. A
pressão do sistema é então escrita como

P = kBTpln z - Ír + kBTLqk lnqk =}
k=l 

(3.54)
o primem termo à direita sendo a pressão de um gás na rede com interação uniforme K / ,B.
No limite não-aleatório (Jk = J para todo k) a eq.(3.49) fornece K = ,BJ e, de acordo
com a eq.(3.54), a pressão é dada por

P = 

k� ln3(K), (3.55)
que é obviamente o resultado correto.

Apesar dos cálculos desta seção serem desenvolvidos para um modelo unidimensional,
os resultados obtidos, eqs.(3.49), (3.52) e (3.54), são válidos para redes d-dimensionais,
com d arbitrário. Isso ocorre porque a decimação das variáveis Jk, substituídas por uma
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interação efetiva K na eq.(3.43), envolve apenas pares de sítios, permanecendo válida e 
inalterada qualquer que seja o número de coordenação da rede. 

Deve-se notar que os resultados desta seção não são afetados pela introdução de outras 
interações uniformes na hamiltoniana do sistema, em virtude do fato de que os números 
de ocupação n�) não estarão presentes nesses termos de interação. Tirando proveito desse 
fato, discute-se na seção seguinte o gás na rede com interações de curto alcance aleatórias 
e interações de longo alcance uniforme. 

3. 6 Gás na rede unidimensional com interações de longo

alcance uniformes e interações de curto alcance aleatórias: 

distribuição bimodal recozida 

O gás na rede unimensional com interações de curto e longo alcance discutido na 
seção 3.3, ao contrário de versões com interações de alcance finito, apresenta transições de 
fase. As fases do sistema podem ser identificadas como sólido, líquido e gás ( vide apêndice 
C), de modo que ocorrem até duas transições. Entretanto, nos casos em que o sistema 
apresenta duas transições, ambas possuem a mesma temperatura crítica, em virtude da 
simetria do problema. Apresenta-s·e nesta seção uma generalização daquele modelo que, a 
uma dada temperatura, apresenta até três transições de fase, cada uma das quais possui 
uma temperatura crítica distinta. 

Considere-se a hamiltoniana 
N 4I N

H
= 

-4 � K,·S·S·+1 - - � S·S· 6 J J J N 6 i ]' 

j=l ij 
(3.56) 

para a qual as interações entre primeiros vizinhos Kj sao selecionadas a partir da dis­
tribuição recozida16

tJ(Kj) = L qkô(Kj - Jk)- (3.57) 
k=l A grã-função de partição recozida do modelo pode ser escrita como 

Z = L' exp [(3 t çk t n�)l L exp [(3µ t Sj - f3Hl
{n} k=l j=l {s} j=l

(3.58) 

16Sugere-se como possível aplicação do modelo discutido nesta seção problemas de adsorção de monocamadas 
de gases sobre superfícies cristalinas nas quais estejam presentes impurezas. A aplicabilidade do limite recozido 

dependeria da comparação entre os tempos de relaxação das impurezas no cristal e das moléculas adsorvidas. 
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e utilizando-se a transformação usual s1 = (1- CJ1)/2 mapeia-se o sistema num modelo de 
Ising aleatório, 

z = exp [-N(I + li)] z, (3.59) 

com 
(3.61) 

k=l é a grã-função de partição recozida de um modelo de ·I-sing com campo e interações 
aleatórias, para a qual I _ {3I, h _ -2I - ½f3µ e �k - çk + Jk. A·presença dos ter­
mos aleatórios -2{3n�) Jk no campo efetivo experimentado pelo spin no sítio j quebra a 
simetria h .- -h, { CJ} .- { -CJ} do modelo, e reflete-se no comportamento do gás pela 
diferenciação das temperaturas críticas das transições. 

Seguindo procedimentos análogos àqueles utilizados nas seções 2.7, 2.8 e 2.5 pode-se 
escrever a energia livre recozida por sítio do modelo de Ising como 

na qual mais urna vez está presente o termo de entropia de mistura, sendo 
f (K, CJ) - -kBTln { eK [ cosh h + ( sinh2 h, + e-4Kr12]} + J (J2 (3.63)

a energia livre por sítio de um modelo de Ising com magnetização média CJ, campo uniforme 
.. 

(3.64) 
e interações uniformes de curto (K/{3) e longo alcance (I), com K obtido da solução da 
equaçao 

L 
qk 

=0 

k
=l 2 coth [2 (K - f3Jk )] + [1 - E(K)]

102 

(3.65) 



A função de correlação entre primeiros vizinhos E(K) é explicitamente dada por 
. 2e-4K ( sinh2 h + e-4K )-1/2E(K) = 1 - - - 1/2 . (3.66) cosh h + (sinh2 h + e-4K)Invertendo-se a transformação, a energia livre recozida do gás pode ser escrita como k T M ( M ) f9 = - � ln Z + B qkçk + pµ_= h + J - B qkJk + Ír + pµ, (3.67) 

de onde a pressão é calculada, excluindo-se o termo de entropia de mistura presente em f r,

P = pµ - f9 + kBT L qk lnqk ⇒
k=}. 

=? P = - ( h + I - t, q,J,) - f, + kBT t, q,Jn q,,
enquanto a densidade é obtida da forma usual, 

1-ap=--. 
2 

(3.68) 
(3.69) 

Determinando-se as propriedades do modelo de Ising descrito pela energia livre (3.62) pode-se então obter o comportamento do gás na rede. A análise é efetuada de modo semelhante àquela utilizada para o modelo de Ising aleatório considerado na seção 2.8. Os resultados obtidos acima são agora aplicados ao gás na rede com interações de longo alcance uniformes atrativas (J > O) e interações de curto alcance aleatórias selecionadas da distribuição bimodal recozida 
(3.70) 

supondo as interações J B repü.lsivâs ( J B < O) e permitindo que as interações J A tenham caráter arbitrário. As propriedades do estado fundamental do modelo são discutidas no apêndice C e indicam que em T = O e para J A -=/- O o sistema apresenta até três transições de fase. No caso J A = O o sistema apresenta no máximo duas transições, associadas àquelas do modelo uniforme (seção 3.3), com a densidade da fase líquida deslocada para p = ½(l +p). Para JA > O, quando existe competição entre as interações de curto alcance, o sistema pode ordenar-se em estruturas para as quais p = O, p = p, p = ½(l + p) e p = 1,sendo as duas estruturas intermediárias identificadas com fases líquidas em virtude de suainstabilidade a temperaturas finitas, enquanto as fases de densidade nula e máxima são
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respectivamente identificadas como gás e sólido. Identicãrn-se duas regiões dos parâmetros 

JA e JB cujos comportamentos em T = O são distintos, correspondentes a IJAI < IJBI 

e IJAI > IJB I (vide apêndice C). Para JA < O, quando todas as interações de curto 

alcance são repulsivas, as estruturas ordenadas correpondem a densidades p = O, p = ½, 

p = ½(1 + p) e p = l, sendo novamente as duas fases intermediárias classificadas como 

líquidas. O comportamento em T = O varia entre as regiões I J A 1 < ½ 1 J B 1, ½ 1 J B 1 < 1 J A 1 <

i IJB I e IJAI > i IJB I• Em qualquer caso, a existência das estruturas ordenadas específicas 

relaciona-se ao caráter recozido do modelo, o qual permite a formação de domínios de 

ligações de curto alcance quando energeticamente favorável. No entanto, como se pode 

ver para o modelo de Ising (seção 2.7), em modelos temperados semelhantes também 

ocorrem descontinuidades nas isotermas no zero absoluto, e mesmo em maior número 

que nos modelos recozidos correspondentes. Conclui-se então que a �xistência de novas 

transições de fase num gás de rede aleatório não é um artifício da distribuição recozida, 

e sim o resultado da não-uniformidade da rede, que permite a ocupação preferencial de 

alguns sítios energeticamente favoráveis. 

A seguir discutem-se os efeitos da presença de desordem sobre o comportamento 

do gás na rede, considerando-se as distribuições particulares JA = O, JA = -JB > O, 

JA = -2JB > Ü, JA = 1
3
0
JB < Ü e JA = ¾JB < Ü. 

3.6.1 Caso JA = O 

Inicia-se a discussão dos resultados pelo caso diluído JA = O, em que ocorrem no 

máximo duas transições de fase. A ausência de simetria entre sítios ocupados e desocupa­

dos para p E (O, 1) provoca a diferenciação das temperaturas críticas nos casos em que há 

duas transições, a exemplo do que se observa no gás clássico uniforme [Kurioka e Ikeda 

1988a]. As figuras 3.6(a)-(c) mostram o comportamento do diagrama 0 x a (0 kBT /IJB I, 

a = I / J B) para os casos em que as interações de curto alcance são diluídas com proba­

bilidades p = 0.l, p = 0.25 e p = 0.5, respectivamente. As temperaturas críticas são 

traçadas em linhas contínuas nas figuras, enquanto as temperaturas de ponto triplo, que 

podem apresentar comportamento reentrante, são representadas por linhas pontilhadas. 

O comportamento qualitativo dos diagramas é o mesmo, independente de p. Observa-se, 

como afirmado anteriormente, a existência de duas temperaturas críticas distintas, uma 
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Figura 3.6. Em (a-c) mostram-se os diagramas 0 X a, onde 0 = kBT/IJB I é a temperatura renormalizada e 
a = I / J B, para o caso de interações de curto alcance diluídas ( 8 = J A/ J B = O). As linhas contínuas representam 
temperaturas críticas•Bc das transições, enquanto as linhas pontilhadas indicam temperaturas Bt de ponto triplo. 
O ponto Pcr2 marca o encontro de linhas 0c e Bt , e sua coordenada a= O:cr2 é mostrada em (d) como função da 
probabilidade de diluição p, juntam;�t� com o valor a2 = -2 em que a temperatura do ponto triplo é nula. 
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das quais desaparece ao encontrar em Pcr2 a linha de pontos triplos17
. A figura 3.6(d) 

mostra a evolução da coordenada acr2 do ponto Pcr2 como função de p, e percebe-se que, 

enquanto para p -----+ O tem-se acr2 -----+ ªtr, o valor de a no ponto tricrítico do modelo uni­

forme com competição entre as interações, para p-----+ l, acr2 tende a a2 = -2, o valor de 

a para o qual se anula a temperatura do ponto triplo. Esse é o resultado esperado, já que 

na ausência de interações de curto alcance o comportamento do sistema é ditado somente 

pelo campo médio. 

As figuras 3. 7 a 3.9 mostram as isotermas P x p e diagramas de fase P x T para p = O. l, 

nas três regiões em que o modelo uniforme (p = O) apresenta comportamentos críticos 

distintos. Notam-se como alterações básicas o aumento da temperatura e pressão críticas 

da transição líquido-gás e diminuição dessas grandezas para a transição sólido-líquido. 

Além disso, a baixas temperaturas e para os casos em que existe tra�ição sólido-líquido 

em T = O a derivada da pressão dessa transição com relação à temperatura é negativa, 

como exemplificado na fig.3.7(b). O aumento da temperatura crítica para a transição 

líquido-gás pode ser entendido como causado pelo aumento da efetividade da interação de 

longo alcance em função da diluição das interações repulsivas de curto alcance. O sistema 

tem então maior tendência à formação de aglomerados, e torna-se necessária uma maior 

agitação das partículas para quebrá-los. Por outro lado, associa-se a diminuição da pressão 

da transição sólido-líquido a baixas temperaturas à progressiva destruição dos domínios 

de ligações presentes em T = O, enfraquecendo assim o caráter repulsivo da interação de 

curto alcance efetiva. 

O comportamento do sistema nas reg10es do diagrama 0 x a em que a curva das 

temperaturas de ponto triplo apresenta reentrância é exemplificado na fig.3.10, em que se 

verifica a existência de dois pontos triplos, com respectivas tempeaturas 0� e 0t . Assim, 

para 0� < 0 < 0t o aumento da pressão a partir da fase gasosa induz o processo de 

sublimação. 

17 Apesar de indicar o encontro de linhas de transição de primeira e segunda ordens, Pcr2 não pode estritamente
ser identificado como um ponto tricrítico. Isso deve-se ao fato de que Pcr2 não marca o término da linha de 
transições de segunda ordem, e sim o início da região em que tais "transições" ocorrem em porções instáveis 
das isotermas. Os expoentes críticos em Pcr2 não correspondem a expoentes de um ponto tricrítico clássico. Na 
realidade, para o modelo de Ising associado, cuja energia livre é dada pela eq.(3.62), o comportamento em Pcr2 é
análogo àquele mostrado para cr > O na tabela da página 52. 
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3.6.2 Caso JA = -JB > O 

Para o caso JA = -JB > O, como discutido no apêndice C, o sistema apresenta no 

máximo três transições de fase. Como mostrado na figura 3.11 para p = 0.05, mesmo 

baixas concentrações de ligações J A produzem substanciais alterações qualitativas no di­

agrama 0 x a. Percebem-se na figura as linhas contínuas 0c, 0� e e:, correspondentes às 

temperaturas críticas das três transições, duas das quais (0� e e:) encontram linhas de 

pontos triplos em Pcr2 e P:
r2. A linha 0c apresenta uma mudança acentuada de compor­

tamento em a� -1.25, cruzando (apenas na projeção sobre o plano 0 x a) a curva 0�. 

Com o aumento de p a linha 0c termina por quebrar-se, originando dois novos pontos 

P:;,.2 e P::,:.2, unidos por uma nova linha de pontos triplos. Tal situação é mostrada na 

figura 3.12 para p = 0.07. Observe-se que a linha 0c apresenta também comportamento 

reentrante, evidenciado na ampliação da figura. O reflexo desses comportamentos nas 

isotermas P x p e nos diagramas P x T é mostrado nas figs. 3.13(a)-(d) e 3.14(a) e (b) 

para a= -1.13, correspondente à região central da ampliação na fig.3.12. A presença das 

três transições em T = O é clara nas figs.3.13(a) e (c). A transição a T = O entre a fase 

gasosa e a fase líquida p = p persiste a temperaturas finitas somente até e:, inferior a todas 

as outras temperaturas relevantes. Como mostrado nas figs.3.14(a) e (b), aumentando-se 

a temperatura atinge-se 0t, a temperatura do ponto triplo, logo acima da qual o sistema 

volta a apresentar três transições. Para temperaturas ainda maiores as transições são 

progressivamente suprimidas, como esperado. 

Ainda para p = 0.07, para intensidades um pouco menores de a o sistema encontra­

se na região do diagrama 0 x a (fig.3.12) em que a curva 0c apresenta comportamento 

reentrante. A conseqüência Úe-tal comportamento para as isotermas e diagramas de fase 

é a supressão do ponto triplo, suostituído por uma quarta temperatura crítica e:, como 

mostrado nas figs.3.14(c) e (d). Assim, entre as temperaturas e: e 0c observa-se no plano 

P x puma "bolha" de coexistência de fases. 

Para maiores valores de p, as curvas das temperaturas críticas como função de a 

voltam a ser contínuas, como mostrado na fig.3.15 para p = 0.2. Note-se que a curva de 

0c já começa a indicar o comportamento apresentado pelo modelo uniforme para a > O 

(fig.3.1). Isotermas e diagramas de fase para o caso p = 0.2 e a= -1 são mostrados nas 

figs.3.16(a)-( c). A transição sólido-líquido tem comportamento semelhante ao observado 
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Figura 3.12. O mesmo que na fig.3.11 para p = 0.07. Observa-se na ampliação a ruptura e o comportamento 

reentrante da curva 0c, bem como a existência dos novos pontos P��2 e P��2, unidos por uma nova linha de pontos 

triplos. A curva correspondente a 0� é omitida da ampliação para maior clareza. 
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Figura 3.14. (a,c) Ampliação de parte do plano P X p para 6 = -1, p = 0.07 e a = -1.3 (fig.3.13) e

a = -1.29, respectivamente, mostrando isotermas e curvas de coexistência de fases; (b,d) Ampliação de parte

dos planos P X 0 correspondentes, mostrando a supressão do ponto triplo de (b) para (d), substituído por um 

ponto crítico (temperatura 0�). 
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Figura 3.15. Diagrama 0 X a para 8 = -1 ( 8 = J A/ J B) e p = 0.2, mostrando as temperaturas críticas (linhas 

contínuas), temperaturas dos pontos triplos (linhas pontilhadas) e os pontos Pcr2 · 

anteriormente. Entretanto, a transição líquido-líquido apresenta fJP/fJT negativo até a 

temperatura crítica. A transição líquido-gás, como visto na fig.3.16(b), é agora a que 

apresenta maior temperatura crítica, sua curva de coexistência avançando, para baixas 

temperaturas, em direção a densidades bem superiores àquela correspondente em T = O 

(p = p = 0.2). A projeção das curvas de coexistência sobre o plano p x 0 é vista na 

fig.3.16(c), e mostra que o aumento da diferença entre as densidades das fases líquida e 

gasosa e no equilíbrio, ao contrário do que aparenta a projeção sobre o plano P x p, não 

provoca a interse�ção das superfícies de coexistência das duas fases. Em a�
r2 

~ -1.0563 

a linha crítica da transição líquido-líquido, fig.3.16(b), toca a linha crítica da transição 

líquido-gás exatamente em 0�, dando origem, para a�
r2 > a > a3 e::'. -1.6667 a um ponto 

triplo. Para a < a3 o sistema apresenta no máximo duas transições, e seu comportamento 

é qualitativamente o mesmo verificado para JA = O. 

A figura 3.17 exibe o diagrama a x p para JA = -JB > O. As curvas contínuas repre­

sentam a coordenada a dos pontos Pcr2. A curva inferior apresenta um comportamento 

reentrante, melhor observado na ampliação, correspondente à existência dos pontos P��
2 

e 

P:;:,
2 

mostrados na fig.3.12. As curvas tracejadas representam a2 e a3, os valores de a em 

que, a um dado p, as temperaturas dos pontos triplos anulam-se. 
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Figura 3.18. Diagrama 0 X a para 6 = -2 (6 = JA/JB ) e p = 0.06, mostrando as temperaturas críticas

(linhas contínuas), temperaturas dos pontos triplos (linhas pontilhadas) e os pontos Pcr2· 

3.6.3 Caso JA = -2JB > O

O caso JA = -2JB > O possui também no máximo três transições em T = O. 

Apresenta, entretanto, duas regiões distintas quanto à ocorrência de duas transições. Para 

p > 1/3 -p* ocorrem as transições p = O a p = ½(l+p) e p = ½(l+p) a p = 1, como no caso 
JA = -JB > O. Já para p < p* as transições ocorrem de p = O a p =pe de p = p a p = 1. 

Na primeira região o sistema comporta-se de modo análogo ao caso J A = -J B, mostrado 
anteriormente. Na segunda região, entretanto, novos comportamentos são observados. 

A figura 3.18 mostra o diagrama 0 x a para p = 0.06, enquanto as isotermas e o 

diagrama de fase para a= -2.3 > acr2 � -2.3237 são mostrados na fig.3.19. A pressão da 

transição sólido-líquido apresenta 8P/8T negativo, como se vê na fig.3.19(b ), e novamente 

a transição líquido gás (p = p a p = O em T = O) apresenta a menor temperatura crítica, 

0�. Também nesse caso o sistema apresenta um ponto triplo, com temperatura 0t > 0�. 
Para Pcr3 � 0.0665 < p < p* o sistema pode apresentar um ponto quádruplo, em que 

coexistem as fases sólida, gasosa e as duas fases líquidas. O diagrama 0 x a da fig.3.20 

para p = 0.1 exemplifica a situação. No diagrama, o ponto quádruplo P
q 

indica o colapso 

de quatro linhas de pontos triplos. Para p = 0.08 as isotermas e diagramas de fase são 

mostrados nas figuras 3.21 a 3.23, respectivamente para a = -2.3 > ªª � -2.3277, 
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Figura 3.19. (a) Isotermas P X p para ó= -2 (ó= JA/ JB), p = 0.06 e a= -2.3 (a= I / JB); (b) Diagrama 

de fase P X 0 (0 = kBT/IJI) mostrando as várias transições, temperaturas críticas e o ponto triplo (ampliação). 
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Figura 3.20. O mesmo que na fig.3.18 para p = 0.1. O ponto quádruplo P
q 

tem origem no encontro de quatro

linhas de pontos triplos. 

a= a
q 

e a= -2.35 < a
q
. No caso a= -2.3 (fig.3.21) e a uma temperatura fixa, inferior 

a 0�, o aumento da pressão leva da fase gasosa à fase sólida passando apenas por uma 

fase líquida (fase .e1). Para 0� < 0 < 0t , tal processo é realizado através das duas fases 

líquidas (fases .e1 e .e2). A temperaturas 0 > 0t passa-se apenas por .e2 . No caso a= -2.35 

o processo de sublimação é permitido para 0� < 0 < 0t. O caso a = a
q 

marca então a

fronteira entre os dois casos anteriores. As projeções das curvas de coexistência sobre o 

plano p x 0 para os três casos são mostradas na fig.3.24. 

O comportamento da coordenada a
q 

do ponto quádruplo é mostrado no diagrama 

a xp da fig.3.25, juntamente _com as curvas de acr2, a3 e a2. Note-se, além dos dois regimes 

distintos de duas transições delimitados pela reta p = p*, a presença do comportamento 

reentrante na curva inferior de acr2 para pequenos valores de p. A curva de a
q 

estende-se 

de Pcr3, onde encontra uma curva acr2 , até p*, onde a temperatura 0
q 

do ponto quádruplo 

anula-se. 
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Figura 3.21. (a) Isotermas P X p para 15 = -2, p = 0.08 e a= -2.3; (b) Diagrama de fase P x 0 mostrando 

as várias transições, temperaturas críticas e o dois pontos triplos (ampliação). 
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mostrando as várias transições, temperaturas críticas e o ponto quádruplo (ampliação). 

118 



1.0 0.8 

8 = -2

[] 
0' 

0.8 p = 0.08 e 

0.6 
a = -2.35

0.6 0' = 0.8166 ... 

p 0
1 
= 0.9836 ... 0.4 

0.4 0' = 1.8555 ... 

0 = 2.3442 ... 

0=0 0 0.2 
0.2 

0' 
e 

t 0 

1 
1/ t 

0 
o.o t O.O

1.0 0.8 0.6 0.4 
p 

0.2 o.o o.o 0.8 1.6 
0 

2.4 

(a) (b) 

Figura 3.23. O mesmo que na fig.3.21 para a = -2.35. 
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anulam-se. 
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3.6.4 Caso JA < O 

Inicia-se agora a análise dos casos em que ambas as interações de curto alcance são 

repulsivas. Como mostrado no apêndice C, em T = O o sistema pode apresentar-se em 

quatro fases, p = O (gás), p = ½, p = ½(1 + p) (líquidos) e p = l (sólido), dependendo da 

pressão aplicada. 

Considera-se inicialmente o caso JA = i3
0
1B < O. Como uma das interações é muito 

mais intensa que a outra, espera-se que o comportamento do sistema não se desvie substan­

cialmente do observado para o caso diluído (JA = O). Essa expectativa é confirmada, como 

se vê nos diagramas 0 x a das figuras 3.26(a) a (c) e no diagrama a xp da fig.3.26(d). Com 

exceção da presença de três transições para pequenas intensidades de a, o comportamento 

é semelhante àquele e).Cibido na fig.3.6. As isotermas e diagramas de fase são mostrados nas 

figs.3.27 e 3.28 para p = 0.5, a= -0.8 e p = 0.75, a = -0.8, respectivamente. Como se 

vê, com o aumento do valor de p, a menor temperatura crítica passa da transição líquido­

líquido para a transição sólido-líquido. Nos casos em que há somente duas transições em 

T = O, como aquele mostrado na fig.3.28, as fases envolvidas são p = O, p = ½(1 +p) e p =

1, como no caso diluído. A densidades menores que p = ½(l+p), as curvas assemelham-se 

àquelas do caso diluído. Para baixas intensidades da interação de longo alcance, a grande 

diferença de energia entre as interações de curto alcance leva à grande elevação de pressão 

necessária para induzir a solidificação do sistema, para a qual é necessária a ocupação 

de sítios associados a interações J B. A baixas pressões a ocupação de tais sítios torna-se 

virtualmente proibida, originando o comportamento mostrado nas figuras. A medida que 

se aumenta a int'ensidade de a o sistema passa a comportar-se cada vez mais como no 

caso diluído, o que pode ser,observado nos diagramas 0 x a das figuras 3.26(a) a (c). 

Para o caso JA = ¾JB < O, cômo mostrado no apêndice C, verificam-se dois regimes 

de duas transições em T = O. Parap > pt = 1/2 as fases envolvidas são p = O, p = ½(l+p) 

e p = l, como no caso diluído. Já para p < pt as fases são p = O, p = ½ e p = l. A 

temperaturas finitas o comportamento do sistema para p = pt contém ingredientes dos 

dois regimes. O diagrama 0 x a para esse caso é mostrado na fig.3.29. Observa-se que as 

duas linhas de temperaturas de pontos triplos atingem o eixo a no mesmo ponto, indicando 

a ausência de regime de duas transições em T = O. 
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Figura 3.26. Em (a-c) mostram-se os diagramas 0 X a, onde 0 = kBT/IJ
.?

I é a temperatura renormalizada 
e a= I/JB , para o caso 8 = 0.3 (8 = JA/JB)- As linhas contínuas represer:{tam temperaturas críticas 0c das 
transições, enquanto as linhas pontilhadas indicam temperaturas 0t de ponto triplo._ As coordenadas O'.cr 2 e a�r2 

dos pontos Pcr2 e P�r2 são mostradas em (d) como função da probabilidade p, juntamente com os valores de a2 
e 0'.3 em que a temperatura dos pontos triplos é nula. Note-se que, enquanto lacr 2I tende a latr l � 3.1532 para 
p ---4 O, la�r 2I tende a ô latr l � 0.9459 para p � l, como esperado. 
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Figura 3.27. (a) Isotermas P X p e curvas de coexistência de fases para ô= 0.3 '(8 = JA/JB), p = 0.5 e 
a = -0.8 ( a = I / J B); (b) Diagrama de fase P X 0 ( 0 = k BT/ 1 JI) mostrando as várias transições e temperaturas 
críticas; (c) Projeções das curvas de coexistência mostradas em (a) sobre o plano p X 0.
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Figura 3.28. O mesmo que na figura 3.27 para p = O. 75. Note-se em (b) a presença do ponto triplo. 
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Figura 3.29. Diagrama 0 X a para ô= 0.6 (8 = JA/JB) e p = pt = 0.5, mostrando as temperaturas críticas 

(linhas contínuas), temperaturas dos pontos triplos (linhas pontilhadas) e os pontos Pcr2 · 
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Figura 3.30. (a) Isotermas P X p e curvas de coexistência de fases para ó= 0.6 (ó= JA /JB ), p = 0.5 e 
a= -1 (a= I/JB )i (b) Diagrama de fase P X 0 (0 = kBT/jJI) mostrando as várias transições e temperaturas 
críticas. 

As figuras 3.30 a 3.34 mostram isotermas e diagramas de fase para p = l /2 e valores de 

a entre a= -1 e a= -1.75. Observa-se nas figuras 3.30(b) e 3.3l(b) que, com o aumento 

da intensidade de a, o ponto crítico da transição líquido-líquido aproxima-se da linha 

crítica da transição sólido-líquido, até atingi-la para a�
2 

-:::'. -1.3768 (fig.3.29), originando 

um ponto triplo, observado na fig.3.32. A partir daí, a temperatura do ponto triplo 

diminui, até anular-se em a2 - a3 = -1.6 (fig.3.33). A temperaturas suficientemente 

baixas, pode ocorrer o processo de sublimação para acr2 -:::'. -2.1116 < a < -1.6, como 

exemplificado na fig.3.34. Para valores de lal superiores a lacr2 I o sistema apresenta uma 

única transição. 

As características qualitativas ,do diagrama 0 x a para p < pt são mostradas na fig.3.35 

(p = 0.4). Para esses casos o regimes de uma e três transições são semelhantes àqueles 

vistos para p = pt. O regime de duas transições em T = O, como já destacado, compreende 

as fases sólida (p = 1), líquida (p = 1/2) e gasosa (p = O). A pressão da transição sólido­

líquido é dada por P = -4[pJA + (1 - p)JB + I] (vide apêndice C), equivalente à média 

aritmética das pressões correspondentes nos casos puros (p = O e p = l). Um exemplo das 

isotermas e diagramas de fase nessa região é visto na fig.3.36. 
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Figura 3.34. O mesmo que na fig.3.32. 
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Figura 3.36. O mesmo que na fig.3.30 para p = 0.4 e a= -1.64. 
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Figura 3.37. O mesmo que na fig.3.29 para p = 0.7. O ponto quádruplo P
q 

tem origem no encontro de quatro 

linhas de pontos triplos. 

Para pt < p < Pc:r3 '.:::= 0.7568 o sistema apresenta novamente um ponto quádruplo, à 

semelhança do que foi observado p_ara JA = -2JB > O, como mostra o diagrama 0 x a da 

fig.3.37 (p = 0.7). Para p > Pcr3 voltam a existir dois pontos Pcr2, como se vê na fig.3.38 

(p = 0.8). O diagrama a x p para JA = f JB é mostrado na fig.3.39. 
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Figura 3.39. Diagrama a X p para ô= 0.6 (8 = JA/ JB), mostrando as coordenadas CTcr2 dos pontos Pcr2 
(linhas contínuas) e a coordenada aq do ponto quádruplo (linha pontilhada), A reta pt = 1/2 separa os regimes 

de duas transições. Também mostradas são as curvas de a2 e a3, em que as temperaturas dos pontos triplos 

anulam-se. 
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3.7 Conclusões 

_ este capítulo discutiram-se algumas propriedades do modelo de gás na rede. Sua 

equiYalência ao modelo de Ising foi introduzida na seção 3.2, onde a equação de estado 

do gás foi expressa em termos de grandezas correspondentes do sistema magnético. Em 

seguida (seção 3.3) discutiu-se o gás na rede unidimensional com interações de curto e 

longo alcance. Dentre as propriedades interessantes do sistema, destacam-se a ocorrência 

de até. duas transições de fase a uma dada temperatura e a existência de um ponto triplo 

quando as interações de curto alcance são repulsivas e as interações de longo alcance, 

atrativas. As fases do sistema foram identificadas como sólido, líquido e gás. Em virtude 

da simetria do modelo, as temperaturas críticas das transições sólido-líquido e líquido-gás 

coincidem. 

As seções 3.4 e 3.5 trataram do gás na rede na presença de potencial aleatório e tom 

ligaçõs aleatórias entre primeiros vizinhos, respectivamente. Em ambos os casos foram 

consideradas distribuições de probabilidades recozidas arbitrárias para as variáveis de 

desordem, e mostrou-se explicitamente a existência de um termo de entropia de mistura 

na energia livre de Helrnholtz. Extraindo tal termo, desprovido de significado físico, foram 

deri radas expressões gerais para a pressão dos sistemas. 

a seção 3.6 mostrou-se a equivalência entre o gás na rede com interações uniformes 

de longo alcance e interações aleatórias de curto alcance, selecionadas a partir de uma dis­

tribuição recozida, e o modelo de Ising com interações de curto alcance e campo magnético 

aleatórios. As propriedades do gás foram então determinadas para a distribuição bimodal 

considerando-se a interação JB repulsiva (JB < O) e a interação de longo alcance I atrati­

va. Em particular, foram analisadas as situações JA = O, JA = -JB > O, JA = -2JB > O, 

JA = 1
3
0
JB < O e JA = ¾JB < O. Os resultados mostraram que, em geral, o sistema 

pode apresentar até três transições de fase a uma dada temperatura. As quatro fases pos­

síveis foram identificadas como sólido, gás e duas fases líquidas, caracterizadas a baixas 

temperaturas pela formação de domínios de ligações. Um importante efeito da desordem 

consistiu em destruir a simetria do problema entre sítios ocupados e desocupados, in­

duzindo a diferenciação das temperaturas críticas das transições. Sob algumas condições, 
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os diagramas de fase apresentaram variação negativa da pressão de transição com a tem­

peratura. Observou-se também a existência de até dois pontos triplos para certos con­

juntos de parâmetros, e ocorrência de um ponto quádruplo nos casos JA = -2JB > O e 

JA = ¾JB < O. Para JA > O e pequenos valores de P observou-se a existência de compor­

tamento reentrante para uma temperatura crítica, possibilitando a formação de "bolhas" 

de coexistência de fases. Verificou-se também a possibilidade de aumento da diferença 

entre as densidades das fases em equilíbrio com a temperatura, o que levou à aparente 

intersecção de curvas de coexistência no plano P x p .
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Capítulo 4 

Modelo XY Quântico 

4.1 Introdução e definição do modelo 

_ /fotivado pelo suposto fracasso do modelo de Ising em explicar o comportamento de 

materiais magnéticos, Heisenberg [1928] propôs� modelo do magnetismo representado 

pelo operador hamiltoniano 

em que os S's são operadores de spin e as constantes de troca Jij são relevantes apenas 

entre spins localizados em sítios vizinhos. A não-comutabilidade dos operadores de spin 

torna o modelo essencialmente quântico. A base física do modelo é a chamada interação 

de troca, que tem origem na repulsão eletrostática entre elétrons presentes em átomos vi­

zinhos e cujos orbitais sobrepõem-se. Entre os casos particulares do modelo de Heisenberg 

encontram-se o próprio modelo de Ising, obtido por exemplo fazendo-se J0 =�=O, e o 

modelo XY, correspondente ao limite oposto J0 = O. 

O termo "modelo XY'' foi introduzido no artigo clássico de Lieb et al. [1961], em que 

são analisadas vá[ias propriedades do modelo unidimensional descrito pelo hamiltoniano 
N 

H = JL [(1 + ,y)Sf Sf+1 + (1- ,y)Sf Sf+1], 
i=l 

onde 'Y é um parâmetro de anisotropia. Para o caso isotrópico ('Y = O), em particular, os 

autores demonstraram a ausência de ordem de longo alcance mesmo a temperatura zero 

(T = O). O modelo foi resolvido na presença de um campo transverso (ao plano xy) por 

Niemeijer [1967], que mostrou a existência de uma transição quântica induzida pelo campo 

em T = O. Posteriormente, versões aleatórias do modelo isotrópico foram consideradas por 

Smith [1970], para constantes de troca satisfazendo distribuições de Poisson, e Nishimori 



[1984], que analisou o caso de um campo transverso aleatório lorentziano. Em ambos os 

casos a transição quântica foi eliminada pela introdução de desordem. 

Recentemente modelos magnéticos quânticos com desordem temperada têm atraído 

grande interesse. Além de motivações experimentais, representadas pela identificação de 

materiais que se portam como cadeias aleatórias de spins [Nguyen et al. 1996] , busca-se 

uma melhor compreensão das transições quânticas em T = O. Dentre os novos fenômenos 

associados a tais transições, destaca-se a existência de singularidades de Griffiths [1969], 

nas quais efeitos ligados a algumas regiões que apresentam correlações de curto alcance 

são amplificados pelas flutuações quânticas mesmo na ausência de ordem de longo alcance. 

Como exemplo, cita-se a divergência da susceptibilidade magnética para valores do campo 
. -� 

transverso superiores ao campo crítico em cadeias quânticas de Ising [Fisher 1992, Young 

e Rieger 1996] . 

Neste capítulo investiga-se a existência de comportamentos semelhantes às singula­

ridades de Griffiths no modelo XY isotrópico com constante de troca aleatória na pre­

sença de um campo transverso (seção 4.3). São utilizadas para as variáveis aleatórias 

distribuições bimodais temperadas. Cálculos numericamente exatos são realizados para 

cadeias finitas, as médias sobre as configurações aleatórias sendo determinadas por um 

método de amostragem [Derzhko e Krokhmalskii 1995] . São apresentados resultados 

para a magnetização induzida média, susceptibilidade estática na direção do campo, per­

fil de magnetização e calor específico. Como ponto de partida, a solução do problema de 

uma cadeia finita de N sítios com constante de troca variando sítio a sítio num campo 

transverso uniforme é apresentada na seção 4.2 . 

4. 2 Cadeia XY isotrópica num campo transverso uniforme

A forma geral do hamiltoniano de uma cadeia XY isotrópica com constante de troca

e momentos magnéticos variáveis sítio a sítio num campo transverso é 

N N 

H = - L hjSj + LJi (StSJ+l + S1jS;+1), 
j=l j=l 
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sendo a representação matricial dos operadores Sf definida por meio das matrizes de Pauli 

O'ª (a= x, y, z) como um produto .direto de N matrizes, 

(4.2) 

onde 1 é a matriz identidade 2 x 2 e O'ª corresponde ao j-ésimo termo, com 

( o -i) 
O'

y = i o (4.3) 

Percebe-se então que o hamiltoniano é representada por uma matriz de ordem 2N. Por 

simplicidade, adota-se ri - 1 de agora em diante. Os operadores Sf e SIJ seguem as regras 

de comutação das matrizes de Pauli para i = j, ou seja 
... 

[sª sf3] - SªSf3 sf3Sª
- • S"Y j, j - j j - j j - '1,éa(3"'( j, (4.4) 

onde Ea,B
"Y 

é o símbolo de Levi-Civita e as permutações são efetuadas sobre o conjunto 

{ x, y z }. Para i #- j, entretanto, os operadores atuam em subespaços distintos, e assim 

comutam quaisquer que sejam a e (3. 

Definem-se agora os operadores de abaixamento e levantamento 

(4.5) 

em termos dos quais os operadores de spin são dados por 

(4.6) 

o que permite escrever o hamiltoniano ( 4.1) como
N N 

l[ = - L hj ( a}aj - ½) + ½ L [.Jj ( a}aHl + a}+1 ªí)] (4.7) 
j=l j=l 

As regras de anticomufação dos operadores a} e ªí para o mesmo sítio lembram 

operadores de Fermi, 

(4.8) 

enquanto suas regras de comutação para sítios distintos lembram operadores de Bose, 

(i-/:-j). (4.9) 

O hamiltoniano ( 4. 7) encontra-se expresso numa forma quadrática, mas não é possível 

diagonalizá-lo diretamente por uma transformação canônica, já que transformações dos 
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eixos principais dos operadores a} e aj não preservam suas regras mistas de comutação 

[Lieb et al. 1961] . Utiliza-se então a fermionização de Jordan-Wigner [1928], definindo-se 

os operadores 

Como 
[ j-1 l e e} = a} exp -1ri L alak 

k=l

a transformação inversa é dada simplesmente por 

Note-se que os c/s e c}'s são operadores de Fermi, 

Em termos dos c/s e c}'s o hamiltoniano é escrita como 

onde 

N N 

H = - Lhj (c}cj - ½) + ½ L [.Jj (c}cj+l + c}+1cj)] +
j=l j=l 

N N 

� = Lc}cj = L (SJ + ½).
j=l j=l 

(4.10) 

(4.11) 

( 4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

( 4.15) 

Para o cálculo de grandezas estáticas o termo de fronteira em ( 4.14), proporcional a 

(exp(i1r�) + 1), pode ser desprezado [Gonçalves 1977] . O hamiltoniano é então reescrito 

como 
N N 

H = 
½ Lhj + L cJAijCj, 

definindo-se a matriz A tal que 
j=l i,j=l 

(4.16) 

(4.17) 

com c5N+i,1 = 6i,N+1 = 1 e Jo - JN de forma a satisfazer as condições de contorno 

periódicas. Da equação ( 4.17) conclui-se que a matriz A é real e simétrica, e portanto seus 

autovalores e autovetores são reais. 
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Uma forma quadrática como aquela em ( 4.16) pode ser diagonalizada pela transfor­

mação canônica linear [Smith 1970] 
N N 

TJj = L<PjkCk TJj = L <Pjkcl, (4.18) 
k=l k=l 

com o vetor <I>j determinado pela solução do problema de autovalores 

(4.19) 

onde os autovalores Aj podem ser interpretados como níveis de energia de um problema 

de férmions não-interagentes cujo hamiltoniano é 

H = LAk (TJtTJk--- ½) l (4.20) 
k=l 

a forma diagonalizada da eq.(4.16). 

Note-se da eq.(4.17) que no caso em que os momentos magnéticos são uniformes 

(hj _ h) a matriz A pode ser escrita como [Smith 1970] 

A= B - hl, (4.21) 

onde 1 é a matriz identidade N x N e os elementos da matriz B são dados por 

( 4.22) 

É claro então que os autovalores de A são tais que 

(4.23) 

e seus autovetores são independentes do valor do campo h, já que as matrizes A e B são 

diagonalizadas pela mesma transformação. 

Para o caso de campo uniforme, considerado daqui por diante, a função de partição 

do sistema é dada por 
N 1 

QN = Tr e-f3H = IT L exp [/3Aj (nj - ½)],
j=l nj=O 

de modo que a energia livre de Helmholtz por sítio pode ser escrita como 

kBT • kBT � 
[ 

(1 )] 
f = -N ln QN = -N L..,, ln 2 cosh 2/3Aj 

j=l 

137 

( 4.24) 



onde f3 = l/kB T, e a partir daí podem ser calculadas as funções termodinâmicas. O calor

específico a campo constante, por exemplo, é dado por

(82 f) kB � (1 )
2 2 (lf3A)eh = -T aT2 h = N � 2{3Aj sech 2 j , (4.25)

enquanto a magnetização transversa por spin é

/ 1 N 
) 

8f l N mz -
\ N � s1 = - ah

= -N �tanh (½/3Aj). (4.26)

O valor médio da componente z do spin no j-ésimo sítio é obtida pela inversão das

transformações, tomando-se a seguir o valor médio dos operadores de Fermi,

N 
s; = ½ L c/>kjc/>k1 ( Tlk + TJl) ( TJ1 -·rl) ⇒

k,l=l 
.N 

⇒< s; >= -½ L c/>�j tanh (½f3Ak) . 
k=l 

(4.27)

Tal resultado permite o cálculo do perfil de magnetização, definidas as constantes de troca.

De modo semelhante, mostra-se que a função de correlação estática na direção do campo

entre os spins localizados nos sítios i e j tem a forma

< s:s; >=< s: >< s; > +¼ L c/>kic/>lic/>kjc/>lj [1 -tanh (½f3Ak) tanh (½/3Az)]. (4.28)
k,l=l 

No limite temperado de desordem, mais comumente encontrado na Natureza, as vari­

áveis de desordem são congeladas, e as funções termodinâmicas devem ser calculadas pela

média dos resultados correspondentes para todas as configurações possíveis ( capítulo 1).

Para o modelo XY isotrópico, de modo geral, os resultados derivados acima garantem que

a solução exata pode ser determinada I,?ara qualquer distribuição temperada de interações,

bastando para tanto que o problema de autovalores da eq.(4.19) seja resolvido para todas

as configurações. No entanto, o custo computacional é astronômico18 , inviabilizando o

procedimento. Contudo, resultados bastante precisos podem ser obtidos por um método

18 Como exemplo, considere-se uma cadeia de N sítios e uma distribuição de interações do tipo 
M 

d.J"i) = Lqkô(Jj - Jk),
k=l 

em que se pode escolhê-las entre 1'.1 valores distintos. O número total de configurações é então MN . Para o 
caso mais simples Jvf = 2 e cadeias de N = 100 sítios, a solução do problema envolveria a diagonalização de 
2100 

:::::: 1030 matrizes. Computadores capazes de processar 106 matrizes 100 x 100 por segundo (muito mais velozes 
que qualquer máquina existente atualmente) demorariam cerca de 1014 milênios para completar a tarefa. 
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de amostragem, considerando-se somente um número razoavelmente pequeno de configu­
rações. Tal expectativa é justificada em virtude da independência entre as variáveis de
desordem, que faz com que, para grandes sistemas, praticamente todas as configurações
produzam as mesmas médias termodinâmicas19 . 

4. 3 Cadeia XY isotrópica com constante de troca aleatória:

distribuição bimodal temperada 

Considera-se nesta seção o modelo XY isotrópico unidimensional em que as constantes
de troca aleatórias satisfazem a distribuição bimodal [Gonçalves e Vieira 1998b]

(4.29)
com O < J A < J B · Analisa-se o comportamento do sistema para cadeias de N = 1000
sítios, as quais reproduzem com muito boa precisão20 os resultados do caso uniforme no
limite termodinâmico (N-, oo). Utiliza-se o método de amostragens descrito na seção
anterior. Para cada amostra, a solução do problema de autovalores ( 4.19) é obtida numeri­
camente, sendo os resultados essencialmente exatos. O número de amostras utilizadas no
cálculo pode ser determinado buscando-se a comparação com algum caso solúvel em que
exista desordem.

Como controle do método utilizou-se então o problema de ligações diluídas (JA = O),
para o qual a solução é obtida seguindo-se a análise feita para o problema com diluição
de sítios [Matsubara e Katsura 1973, Thorpe e Miyazima 1981, Maceió et al. 1985] . Uma
discussão da técnica foi apresentada na seção 2. 7. Conclui-se que a magnetização média
por sítio no limite termodinâmico .( N -, oo) pode ser escrita como

< mz >
N

= L np2 (1- pf-1 < mz >n,
n=l 

onde p é a probabilidade de diluição e
z 1 L

n 

[ 1 ( T7r ) 1 l< m >n
= -- tanh -f3JB cos -- - -/3h 2n 2 n + 1 2 

r=l 

19Em outras palavras, tais sistemas possuem a propriedade de "self-averaging". 

(4.30)

( 4.31)

2ºPara o cálculo da magnetização transversa, cujos valores situam-se entre O e 1/2, o erro absoluto médio entre
os cálculos para N = 1000 e N --> oo é da ordem de 6 x 10-4

. 
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Figura 4.1. Magnetização transversa da cadeia diluída como função do campo renormalizado "( = h/lJBI, 
mostrando os resultados numéricos obtidos sobre 500 amostras (linhas contínuas) e ·os resultados exatos (linhas 
tracejadas). A dispersão relativa dos cálculos numéricos é da ordem de 10-3_
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é a magnetização média por spin de uma cadeia aberta uniforme de n sítios, determi­

nada a partir do espectro de autovalores de uma cadeia aberta finita [Lieb et al. 1961]

utilizando-se a relação (4.23). Como mostrado na figura 4.1, os resultados obtidos para

a magnetização transversa em T = O por meio da média sobre 500 configurações21 são

quase indistingüíveis dos resultados exatos na escala utilizada. Note-se da figura que para

cadeias muito diluídas as curvas de magnetização consistem basicamente de largos platôs,

entre os quais ocorrem transições descontínuas. Isso é simplesmente um efeito da presença

de aglomerados desconectados distribuídos ao longo da cadeia, uma vez que somente são

consideradas interações entre os vizinhos mais próximos. As descontinuidades ocorrem

para ·alares de campo correspondentes aos campos críticos de cadeias finitas de pequeno

tamanho ( n < 10 para p = ½). Tais campos críticos são dados por

hc ( nr ) 
JB 

= cos 
n 

+ l , r E Z. (4.32)

Com base na boa precisão conseguida para o caso diluído, os cálculos de magnetização

transversa para outras distribuições bimodais em que J A =f O utilizam-se também de 500

amostras.

O caso seguinte a ser considerado corresponde a J A = ½ J 8. Os resultados da magne­

tização transversa em T = O para diferentes concentrações p das interações J A são mostra­

dos na fig.4.2. De modo geral, a magnetização mantém um comportamento suave até que

se atinge um campo h � J A, próximo ao campo crítico no limite p � l. A partir daí, a

magnetização torna-se uma função não-analítica do campo, como é visualmente óbvio nas

curvas para p > 0.5.

A figura 4.3 mostra a magnetização média e a correspondente susceptibilidade estática

transversa xzz para p = 0.9, ainda com JA = ½JB · Como afirmado, o comportamento

da susceptilbilidade é contínuo até h � JA, onde ocorre um pico. As pequenas flutuações

observadas para h < JA diminuem com o aumento do número de amostras. Ao contrário

do caso uniforme, onde há apenas um campo crítico [Niemeijer 1967] , para h > JA a

susceptibilidade apresenta um grande número de picos, com o mais pronunciado deles

ocorrendo para h � 0.624JB.

21Tanto esse como outros cálculos numéricos da magnetização mostrados nesta seção apresentaram variâncias 
relativas da ordem de 10-6

. As configurações foram obtidas sorteando-se as ligações de forma independente para 

cada sítio por meio de um gerador de números pseudo-aleatórios, respeitando-se as distribuições definidas. 
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Figura 4.2. Magnetização transversa para o caso 8 = 0.5 (8 = JA
/JB

) como função do campo renormalizado 

1 = h/lJBI, para várias concentrações p das interações JA, 
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Figura 4.3. Magnetização média por sítio (mz ) e susceptibilidade transversa xzz como função do campo para 

o caso 8 = 0.5 e p = 0.9. O pico mais alto de susceptibilidade corresponde a, � 0.624. 
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Comportamentos desse tipo assemelham-se a singularidades de Griffiths, cuja existên­

cia foi inicialmente demonstrada para o modelo de Ising diluído [Griffiths 1969] . Nesse 

caso: mostra-se que a magnetização é uma função não-analítica do campo h em h = O 

para temperaturas Tc(p) < T < T}_º), onde Tc(p) e TJO) são, respectivamente, as tempera­

turas críticas do sistema com diluição p e do sistema puro. Isso ocorre em virtude da 

presença de raras regiões no sistema mais fortemente correlacionadas que a média, e lo­

calmente ordenadas. Para modelos clássicos tais efeitos são muito fracos, correpondendo 

a singularidades essenciais [Harris 1975] . No entanto, para sistemas quânticos em T = O, 

efeitos semelhantes, ligados a transições quânticas, são muito mais intensos. Considere­

se como exemplo o modelo de Ising unidimensional num campo transverso ( dirigido ao 

longo do eixo z), que no caso uniforme apresenta uma fase ordenada (na qual (Sx) -=/- O) 

na ausência de campo em T = O. O aumento do campo até um valor crítico hc leva o 

sistema a uma fase desordenada ( (Sx) = O), a susceptibilidade divergindo em h = h�º). 

Estudos recentes [Young e Rieger 1996,Fisher 1992] mostraram que em versões aleatórias 

do modelo existe um intervalo hc < h < ha de valores do campo, acima do campo crítico 

hc correspondente, para o qual a susceptibilidade ainda diverge. 

o modelo XY isotrópico uniforme, embora não haja ordem de longo alcance a campo

nulo [Lieb et al. 1961] , o acoplamento dos spins no plano xy opõe-se aos campo transverso, 

dificultando o alinhamento dos spins na direção z. Para o modelo aleatório em discussão, 

em que dois tipos de interação JA e JB (com IJAI < IJBI) são possíveis, e nos casos em 

que a concentração de interações J A é próxima da máxima, a presença de interações mais 

intensas J B ao lop.go da cadeia fortalece o acoplamento dos spins na vizinhança. Observa­

se então que mesmo após a m11ior parte dos spins ter-se alinhado ao campo, restam algumas 

regiões distribuídas ao longo da cadeia em que o acoplamento no plano xy é ainda efetivo. 

Com o aumento do campo, o alinliamento dos spins nessas regiões provoca as divergências 

observadas na susceptibilidade. Isso pode ser acompanhado, para uma amostra típica, 

observando-se o perfil de magnetização transversa (SJ). 

Para o caso mostrado na fig.4.3 (JA = ½JB, p = 0.9) perfis de magnetização de uma 

mesma amostra em vários valores diferentes de campo são mostrados nas figs.4.4 a 4.6. As 

mudanças nos valores de (SJ) quando o campo renormalizado muda de 'Y _ h/ JB = 0.4 

para 'Y = 0.5 são vistas na fig.4.4. Os mínimos de (SJ), em ambas as situações, cor-
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Figura 4.4. Perfil da magnetização transversa média (SJ) numa amostra obtida com p = 0.9 para 
1 = h/[Js[ = 0.40 (linha contínua) e 1 = 0.50 (linha tracejada). Os círculos abertos indicam ligações JA e os 
quadrados preenchidos, ligações J B · As posições dos sítios, omitidas da figura, correspondem aos pontos médios 
das coordenadas j de duas ligações consecutivas. 

respondem a sítios nas vizinhanças imediatas de interações J B (indicadas por quadrados 

preenchidos na figura). As oscilações do perfil em,= 0.4 correspondem a regiões em que 

os spins são acoplados apenas por interaç.ões JA, Para, = 0.5 tais oscilações são subs­

tituídas por linhas de magnetização máxima, nas regiões distantes de interações J B. As 

regiões muito próximas, pelo contrário, permanecem com o perfil praticamente inalterado. 

O comportamento do perfil de magnetização quando o campo é aumentado de,= 0.62 

para, = 0.63 é mostrado na fig.4.5. Conclui-se que o aumento do campo induz o ali­

nhamento na direção z dos spins nas rfgiões em que as interações J B aparecem solitárias. 

Esse alinhamento é responsável pelo pico de susceptibilidade observado para,'.::::'. 0.624 na 

fig.4.3. Finalmente, a figura 4.6 mostra o perfil de magnetização para os campos,= 0.75 

e,= 0.8. Observa-se o alinhamento com o campo dos spins ligados a ambos os vizinhos 

por interações J B, correspondendo assim à saturação da magnetização transversa. 

As figuras 4.7 a 4.9 apresentam, para o mesmo caso (JA = ½JB e p = 0.9), resulta­

dos para a função de correlação estática média na direção do campo22 como função da 

22Os resultados apresentados para a função de correlação foram calculados pela média de G(R) sobre 10 con­
figurações em cadeias de 200 sítios. 
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Figura 4.5. O mesmo que na fig.4.4 para 1 = 0.62 (linha contínua) e 1 = 0.63 (linha tracejada). 
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Figura 4.6. O mesmo que na fig.4.4 para 1 = 0.75 (linha contínua) e 1 = 0.80 (linha tracejada). 
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Figura 4. 7. Função de correlação estática média na direção do campo como função da separação R entre os 
spins, para {j = ½ (8 = JA/JB ), p = 0.9 e três valores do campo magnético: 1 = 0.3, 1 = 0.4, 1 = 0.5 

(, = h/JB)-

separação R entre os spins, dada por 
N 

G(R) = � L [(s;s;
+
R) - (s;) (SJ

+
R)].

j=l 

(4.33) 

Para 1 < 0.5, correspondente a regiões em que a magnetização tem derivada positiva 

com respeito ao campo, G(R) apresenta comportamento oscilante, como se observa na 

fig.4. 7. À medida que se eleva o campo, o período das oscilações aumenta, até que o 

comportamento oscilante está ausente para 1 = 0.5. Como se vê na fig.4.3, em torno 

desse valor de campo a magnetização apresenta um pequena região de comportamento 

quase horizontal. Entre 1 = 0.5 e 1 "' 0.6 não há comportamento oscilante evidente de

G(R), como se vê na fig.4.8. Essa faixa de campo corresponde a dois intervalos quase 

horizontais de magnetização, separados por um pequena descontinuidade. Em torno do 

pico de susceptibilidade em 1 '.:::'. 0.624 novamente observam-se oscilações em G(R), como 

mostrado na fig.4.8. O comportamento de G(R) descrito acima concorda qualitativamente 

com aquele verificado para o modelo XY isotrópico numa super-rede periódica [de Lima 

1997] : oscilações correspondem a regiões de variação da magnetização com o campo, 

enquanto regiões de platôs caracterizam-se por ausência de oscilações. 
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Figura 4.8. O mesmo que na fig.4.7 para 1 = 0.5, 1 = 0.55, 1 = 0.6. 
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Figura 4.9. O mesmo que na fig.4.7 para 1 = 0.62, 1 = 0.625, 1 
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Figura 4.10. O mesmo que na fig.4.2 para 8 = 0.1.

O comportamento da magnetização transversa média em T = O para outras dis­

tribuições de interações é semelhante ao observado para JA = ½JB, como mostram as 

figs.4.10 a 4.13. As maiores descontinuidades nas curvas aparecem, como esperado, nos 

casos em que JA « JB (figs.4.10 e 4.11). Para os casos em que as intensidades de JA e JB 

são mais próximas, como nas figs.4.12 e 4)3, as curvas tendem a um comportamento mais 

suave, embora a susceptibilidade ainda apresente um pico pronunciado para JA < h < JB , 

Em todos os casos o campo de saturação diminui com o aumento de p.

Finalizando, nas figuras 4.14 a 4.19 são apresentados resultados do calor específico a 

campo nulo como função da temperatura para as distribuições discutidas anteriormente. 

Para o caso diluído (JA = O) a primeira derivada do calor específico anula-se no limite 

T .- O. Tal fato deve-se ao caráter discreto dos modos de energia das cadeias finitas, 

das quais o sistema é constituído [Thorpe e l\lliyazima 1981] . Como os spins totalmente 

desacoplados não contribuem para o calor específico a campo nulo, toda variação de energia 

interna provém da excitação dos níveis superiores de energia das cadeias finitas. No caso 

JA = /
0
JB, como mostrado na fig.4.15, o calor específico pode apresentar dois máximos, 

como também se observa para o modelo com interações alternadas [Perk et al. 1975] e 

numa super-rede [de Lima 1997] . A grosso modo, pode-se pensar que nesse caso, em 

que J A « J B, os aglomerados ligados por um ou outro tipo de interação comportam-se 
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0.5 8 = 0.25 

T=0 

0.4 

< mZ>

0.3 

0.2 p = 0.25 

0.1 ... 

O.O

o.o 0.2 0.4 
y 

0.6 0.8 1.0 

Figura 4.11. O mesmo que na fig.4.2 para 8 = 0.25. 

0.5 
8 = 0.75 

0.4 
T=0 

< mz > a--p=0.10 

0.3 
b. -------p = 0.25 
e - -p-= _0.50 
d .... _ --p= 0.75 

0.2 e--p = 0.90 

0.1 

O.O

O.O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
y 

Figura 4.12. O mesmo que na fig.4.2 para 8 = 0.75. 
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0.5 8=0.9 

T=O 
0.4 

< mz> a--p=0.10 

0.3 b ......... p = 0.25 

C --p=0.50

0.2 
d .......... p = 0.75 

e--p=0.90 

0.1 

O.O

O.O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

Figura 4.13. O mesmo que na fig.4.2 para 8 = 0.9 . 
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0.4�-------------------� 

0.3 

0.2 

0.1 

o=O 

h=O 

... 

a --p=0.10 

b --p=0.25 

C --p= Q.50 

d --p=0.75 

e--p=0.90 

O.O --=-�-�-�-�-�-�--�-�-�-----i 

o.o 0.2 0.4 
e 

0.6 0.8 1.0 

Figura 4.14. Calor específico a campo nulo como função da temperatura renormalizada 0 = kBT/IJB I para o 
caso 5 = JA/JB = O (caso diluído) e várias concentrações p das interações JA . 

de forma quase independente, o que produz um calor específico composto de duas curvas 

sobrepostas. Para JA 
= 

¼JB as curvas de calor específico (fig.4.16) apresentam apenas 

um máximo, embora seja visível a tendência à formação de um segundo. Para os demais 

casos, JA = ½JB, JA = ¾JB e JA = 1
9
0JB, as curvas de calor específico também apresentam

um único máximo, como se vê nas figs.4.17 a 4.19. 
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0.4 �--------------------, 

0.3 

0.2 

0.1 

a --p=0.10 

b--p=0.25 

C --p=0.50 

d --p=0.75 

8 = 0.1 

h=O 

e 

O.O -+--�-�--,---,---,---,---,-----.-----.----1
O.O 0.1 0.2 0.3 0.4 0 .. 5 

Figura 4.15. O mesmo que na fi.g.4.14 para 15 = 0.1. 

0.4 ,------------------------, 

0.3 

0.2 

0.1 

8 = 0.25 

h=O a --p=0.10 

b --p=0.25 

C--p=Q.50 

d --p=0.75 

e --p=0.90 

O.O-,---�-�-�---.----,---,---,-----,-----.-----,
O.O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

Figura 4.16. O mesmo que na fi.g.4.14 para 15 = 0.25. 
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0.4�---------------------

0.3 

0.2 

0.1 

8= 0.5 a--p=0.10 

b --p= 0.25 

C --p=Q.50 

d --p=0.75 

e --p=0.90 

0.0-----------------------'
o:o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

e 

Figura 4.17. • O mesmo que na fig.4.14 para 8 = 0.50. 

0.4-------------- - - - - ----

0.3 

0.2 

0.1 

8 = 0.75 

h=O 
a --p=0.10 

b --p= 0.25 

C --p=0.50 

d --p= 0.75 

e --p= 0.90 

0.0--1'-----------------------"

O.O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
e 

Figura 4.18. O mesmo que na fig.4.14 para 8 = 0.75. As curvas b, e e d encontram-se nessa ordem entre as 

curvas a e e. 
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0.4 �-----------------"'----, 

0.3 

0.2 

0.1 

8= 0.9 

h=O 
a--p=0.10 

b--p= 0.25 

C--p=Q.50 

d--p=0.75 

e--p=0.90 

O.O--�-�--�--.---.--�-�--�--.--

O.O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

Figura 4.19. O mesmo que na fig.4.14 para ô = 0.9. As curvas b, e e d encontram-se nessa ordem entre as 

curvas a e e. 
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4.4 Conclusões 

Neste capítulo foi analisado o modelo XY isotrópico unidimensional com constante 

de troca aleatória na presença de um campo transverso. As constantes de troca foram 

selecionadas de distribuições bimodais temperadas 

com O :S JA < JB . O modelo foi resolvido exatamente, para uma dada configuração, 

mapeando-o num sistema de férmions não-interagentes (seção 4.2). Os resultados para o 

modelo aleatório foram determinados numericamente, para cadeias de N = 1000 sítios, 

pelo cálculo da média sobre um conjunto limitado ã.e configurações. Por comparação entre 

os resultados numéricos e exatos para o problema de ligações diluídas (JA = O), indicou-se 

a confiabilidade do método. Os resultados de magnetização induzida média, susceptibi­

lidade transversa e perfil de magnetização em T = O para os casos de interações finitas 

(JA =f O, JB =f O) mostraram a presença de comportamentos semelhantes a singularidades 

de Griffiths, associados a regiões da cadeia nas quais os spins são localmente acoplados 

no plano xy. Tais comportamentos ocorrem para valores de campo entre h ~ J A e h ,.:::::_ 

JB . Observou-se que o campo de saturação diminui com o aumento da concentração da 

constante de troca J A. A função de correlação estática na direção do campo, calculada para 

cadeias de 200 sítios, apresentou oscilações nas regiões de campo em que a susceptibilidade 

transversa não se anula. Também foram apresentados resultados para o calor específico 

a campo nulo como função da temperatura, e evidenciou-se a existência de dois máximos 

nas curvas para os casos em que J A << J B.
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Conclusões Finais 

Neste trabalho foram estudadas versões aleatórias de alguns modelos de rede unidi­

mensionais não triviais, nos quais a desordem foi representada por ligações aleatórias entre 

as partículas. Foram consideradas distribuições bimodais de probabilidade para as vari­

áveis aleatórias. De modo geral, a presença de desordem nos modelos estudados induziu 

uma série de comportamentos ausentes nas versões uniformes correspondentes. 

No capítulo 1 foram considerados alguns aspectos formais da teoria de sistemas desor­

denados. Derivou-se a expressão da energia livre de!Ielmholtz para modelos com desordem 

temperada, identificando-se a presença de um termo espúrio de entropia de mistura das 

variáveis aleatórias. Mostrou-se ainda a equivalência entre um sistema temperado e um 

sistema recozido sujeito a vínculos. 

No capítulo 2 estudou-se o modelo de Ising unidimensional com interações de lon­

go alcance uniformes e interações· de curto alcance aleatórias recozidas, na presença de 

um campo magnético externo. Em T = O mostrou-se que o sistema pode apresentar esta­

dos fundamentais antiferromagnéticos, ferromagnéticos ou ferrimagnéticos. Determinou-se 

que, para certos conjuntos de parâmetros, a magnetização apresenta comportamentos não­

usuais, tais como descontinuidades entre estados ferri- e ferromagnéticos, aumento de seu 

valor absoluto com a temperatura e comportamento reentrante. Para certas distribuições 

de probabilidades, observaram-se até três pontos tricríticos à medida que é variada a in­

tensidade da intetação de longo alcance. Os diagramas de fase campo contra temperatura 

apresentaram até dois pontos-críticos para um dado sentido do campo, enquanto o modelo 

uniforme apresenta no máximo um único ponto crítico. 

No capítulo 3 estudou-se o gás na rede unidimensional com interações de longo al­

cance uniformes e interações de curto alcance aleatórias recozidas. A equação de estado 

foi calculada exatamente, extraindo-se o termo de entropia de mistura. Os resultados 

mostraram que, em geral, o sistema pode apresentar até três transições de fase a uma 

dada temperatura. As quatro fases possíveis foram identificadas como sólido, gás e duas 

fases líquidas, caracterizadas a baixas temperaturas pela formação de domínios de liga­

ções. Um importante efeito da desordem consistiu em destruir a simetria do problema 

157 



entre sítios ocupados e desocupados, induzindo a diferenciação das temperaturas críticas 

das transições. Sob algumas condições, os .diagramas de fase apresentaram variação nega­

tiva da pressão de transição com a temperatura. Observou-se também a existência de até 

dois pontos triplos para certos conjuntos de parâmetros, bem como a ocorrência de um 

ponto quádruplo. 

No capítulo 4 analisou-se o modelo XY quântico unidmensional com constante de 

troca aleatória temperada na presença de um campo magnético transverso uniforme. Os 

resultados de magnetização induzida média, susceptibilidade transversa e perfil de magne­

tização em T = O para os casos de interações finitas mostraram a presença comportamen­

tos semelhantes às singularidades de Griffi.ths, associados a 3:egiões localmente acopladas 

da cadeia. Tais singularidades ocorreram para intensidades do campo superiores a um 

certo valor. Observou-se que o campo de saturação diminui com o aumento da concen-

tração da constante de troca JA. A função de correlação estática na direção do campo, 

calculada para cadeias de 200 sítios, apresentou oscilações nas regiões de campo em que 

a susceptibilidade transversa não se anula. Também foram apresentados resultados para 

o calor específico a campo nulo como função da temperatura, e evidenciou-se a existên­

cia de dois máximos nas curvas para os casos em que uma das constantes de troca tem 

intensidade muito superior à outra. 
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Apêndice A 

Análise do estado fundamental: modelo de Ising 

Para um dado sistema, a expressão termodinâmica 

F= U-TS, (A.1) 

que relaciona a energia livre de Helmholtz F à energia interna U, à temperatura absoluta 

T e à entropia S, deixa claro que no zero absoluto tem-se F = U. Por outro lado, é 

verdade que para um sistema mecanicamente isolado mantido a temperatura constante o 

estado de equilíbrio é o estado de mínima energia li.yre de Helmholtz [Huang 1987, p. 23] . 

Conclui-se então que no zero absoluto o estado de equilíbrio de um sistema mecanicamente 

isolado é o estado de mínima energia interna. Nas seções seguintes utiliza-se esse fato para 

analisar o estado fundamental de alguns modelos discutidos ao longo do capítulo 2. 

A.1. Cadeia de Ising com interações de curto e longo alcance

Considere-se o modelo de Ising descrito pela hamiltoniana 

I N N 

H = -J L ajaj+l - N L aiaj - h L aN,

j=l i,j=l j=l 

(A.2) 

discutido na seção 2.5. Em virtude da uniformidade do modelo, espera-se que, para J > O 

e dependendo do caráter ferromagnético ou antiferromagnético da interação J, bem como 

da relação I / J e do valor do campo magnético h, o estado de equilíbrio do sistema no zero 

absoluto seja antiferromagnético ou ferromagnético. No primeiro caso a magnetização 

média é nula e a configuração assemelha-se à mostrada na figura abaixo 

... i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 ... 

e sua energia por spin no limite termodinâmico ( N 
----+ oo) é dada então por

EAF = J. 

Já para o caso ferromagnético tem-se uma configuração como a mostrada abaixo 

... i i i i i i i i i i i i ... 



com todos os spins orientados no sentido do campo magnético e cuja energia por spin é 

dada por 

EFerro = -J 
- J - [h[. (A.3)

Para ambos I e J positivos, é claro que EFerro é sempre menor que EAF, de modo que 

a configuração de equilíbrio tem sempre magnetização unitária, independente do valor de 

Para J < O e no limite h ---+ O, a configuração ferromagnética permanece como 

configuração de equilíbrio desde que 

(A.4) 

correspondente a a = -2 ( a _ I / 1). Na presença de um campo magnético e para 

I < -21, a configuração de equilíbrio é antiferromagnética desde que 

EAF < EFerro =} [h[ < -(2] + I). 

Portanto, no intervalo -2 < a < O, a isoterma T = O é definida por 

{ 
o,lo-1 = 
1, 

para O < lhl < -(21 + I); 

para lhl > -(21 + I). 

(A.5) 

(A.6) 

Em virtude dos efeitos de frustração ( vide nota à página 31), o caso I < O deve ser 

analisado mais cuidadosamente. Para 1 > O e I = O o estado fundamental é ferromag­

nético. Não seria razoável supor que passasse a antiferromagnético para I ligeiramente 

negativo, já que a contribuição das interações entre primeiros vizinhos tornaria a energia 

positiva. Por outro lado, um estado fundamental de magnetização máxima contaria com 

uma contribuição positiva das interações de longo alcance, não sendo também satisfatório . 

O dilema é resolvido por uma terceira alternativa, a formação de uma estrutura de dois 

domínios ferromagnéticos com magnetização total zero, como mostrado na figura a seguir . 

... l l l l l l i i i i i i ··· 

A contribuição positiva da interação entre primeiros vizinhos na parede de domínio é 

irrelevante no limite termodinâmico, e a contribuição das interações de longo alcance é 

nula, já que o-= O. Submetido a um campo magnético, o sistema mantém a estrutura de 

dois domínios e passa a ter magnetização não-nula o-, no sentido do campo, como se pode 
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comprovar escrevendo-se a energia por spin, 

(A.7) 

e minimizando-a com respeito a a-:

(A.8) 

Comparando-se agora a energia da estrutura de dois domínios na configuração de equiíbrio 

com a energia da estrutura ferromagnética, 

EFerro (-�) < EFerro(l) ⇒ h < -21, (A.9) 

resultado esperado já que a magnetização é por definição menor ou igual a 1. Portanto a 

isoterma T = O para I < O e J > O é dada por 

{ 
_0:[ para O< lhl < -2I;

la-1 =
zr, 

1, para lhl > -2J. 
(A.10) 

Para o caso J < O e I = O, o estado fundamental é antiferromagnético, e portanto 

continua assim se I < O. A presença de um campo magnético induz o aparecimento 

de uma magnetização a-. Espera-se, no entanto, que tal magnetização somente apareça 

para valores do campo magnético acima de um certo valor crítico, a exemplo do que 

ocorre para J > O. Pode-se calcular tal valor escrevendo-se a energia de um configuração 

"antiferromagnética" com magnetização a-, como na figura abaixo, 

••• i l i l i l i i i i i i ••• 

minimizando-a com respeito a a-,

fJ h + 2J 
-EAF =o ⇒ (J' = ----
fJa- 2I 

(A.11) 

(A.12) 

e comparando a energia da configuração correspondente com a energia da configuração 

puramente antiferromagnética, 

(A.13) 

Como no caso J > O, do fato de que -1 � a- � + l vem 

(A.14) 
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Assim, conclui-se que a isoterma T = O é dada por
O, para [h[ < -2J;
-lhl02J, para -2J < [hl < -2(J + I);
1, para Ih[ > -2(J + I).

(A.15)

Como comentário final, destaque-se que uma estrutura antiferromagnética com mag­
netização O", O < [O"[ < 1, não é termodinamicamente estável para o presente modelo no
caso I > O e J < O, como se pode verificar calculando-se a segunda derivada EAF(O") com
respeito a O",

â��F = -21 < O para O < O" < 1, (A.16)
de onde se conclui que os extremos definidos pela eq.(A.12) são máximos de energia para
esse caso, e não são portanto estáveis.

A.2. Cadeia de Ising com interações. de longo alcance uniformes e interações
de curto alcance aleatórias

Modelos aleatórios no limite recozido possuem a propriedade de permitir que as variáveis
de desordem arranjem-se de modo a minimizar a energia livre. No zero absoluto, como já
discutido, isso corresponde à minimização da energia interna. As características do estado
fund�mental de um modelo com interações aleatórias dependem da relação entre os valores
possíveis dessas interações. No caso da cadeia de Ising com interações de curto alcance
tomadas de uma distribuição bimodal e interações de longo alcance uniformes ( vide seção
2.8), tais características apresentam-se bastante variadas, dependerido das várias formas
possíveis dê competição entre as interações. O modelo é descrito pela hamiltoniana

N .• I N N 

H = - """""K·0"·0"·+1·- - """""()"·()"· - h""""" O"· L-1 1 1  NL i 1 L-1, 
j=l i,j j=l 

com as interações Kj selecionadas por meio da distribuição bimodal recozida
(A.17)

(A.18)
No caso em que todas as interações são ferromagnéticas o estado fundamental é obvia­
mente ferromagnético, como discutido para o modelo uniforme na seção anterior. Compor-
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tamentos mais interessantes ocorrem quando há competição entre as interações, situações que são examinadas a seguir. Caso I > O, JB < JA < O. Este é o caso geral de interação de longo alcance ferro­magnética e interações de curto alcance antiferromagnéticas, em virtude da simetria do modelo com respeito à transformação p--+ l - p, JA � JB. Com base nas discussões da seção anterior, pode-se antever que três tipos de comportamento são possíveis à medida que se aumenta o valor de I a  campo nulo. J>ara I = O tem-se claramente um estado fun­damental antiferromagnético. Em virtude da possibilidade de rearranjo das interações, espera-se que, para um certo valor crítico de I e para interações J A suficientemente fracas, torne-se energeticamente favorável uma estrutura somposta de um domínio ferromagnéti­co, em que as interações entre primeiros vizinhos têm todas valor J A, separado do domínio antiferromagnético, nó qual os primeiros vizinhos interagem por ligações J B. Tal arranjo possui magnetização espontânea a0 = p, e tomando-se o termo utilizado num trabalho recente [Paladin et al. 1994] , denomina-se a estrutura de ferrimagnética. Continuando-se a aumentar o valor de I, inevitavelmente atinge-se uma situação em que o estado funda­mental do sistema é ferromagnético. A discussão pode ser quantificada escrevendo-se as energias das diferentes estruturas, 
• (A.19)

(A.20)
(A.21)

e determinando-s·e seus valores relativos para os diferentes conjuntos de parâmetros, com h = O. O estado fundamentfil -será antiferromagnético desde que EAF < EFerri e•EAF <EFerro, e conclui-se que 
a0 = O para { l < -2[pJA + (1 - p)JB],

I < -! J A, se p > p*,
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O estado fundamental será ferrimagnético desde que EFe;ri < EAF e EFerri < EFerro, de 
onde se tem 1 2 2 CTQ = p para O> JA > -

2
JB e - -JA < I < ---JB . p l+p (A.23) 

As condições para que o estado fundamental seja ferromagnético são EFerro < EAF e EFerro < EFerri, das quais se conclui que 
cr0 = 1 para { J > -2[pJA + (1 - p)JB], se P < JB-0JA = p*;

I > - 1!P
JB , se p > p*,

(A.24) Quando se acrescenta um campo magnético h não-nulo, a análise das energias das diferentes estruturas, juntamente com a condição de que magnetização e·campo têm mes­mo sinal, permite determinar a isoterma T = O, dada por 

com 

{ 
o, P, 1, 

{ o
, 1, 

{ P, 1, 

1, se 

se O< lhl < h1; se h1 < lhl < h2; para se lhl > h2, 
J B < J A < ½ J B e I < 2 ( J A - J B) = I fi ou 
JA > ½JB e OU { p < p* e I < I1i 

p > p* e I < -� J A; 
se O < 1 h 1 < h3; se lhl > h3, { J B < J A < ½ J B OU J A > ½ J B , p < p* para e 

2 (JA - JB) < J < -2 [pJA + (1 - p)JB]; 
se O < 1 h 1 < h2; se lhl > h2, 

lhl > O, para ou 
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{ p < p* e J > -2 [pJA + (1 - p)JB] ou p > p* e I > - 1!
P
JB. 

(A.25) 

(A.26) 



O argumento utilizado no último parágrafo da seção anterior é também válido no caso
aqui analisado, ou seja, configurações com magnetização intermediária ( diferente de O, p
ou 1) são termodinamicamente instáveis, e portanto proibidas em T = O.

Caso I > O, JB< O� JA. A campo nulo, a presença de competição entre as intera­
ções de curto alcance, mesmo para I --+ o+, provoca a formação de uma estrutura "fer­
rimagnética" de magnetização esp�mtânea a-0 = p com dois domínios, um ferromagnético
e um antiferromagnético, para que a energia interna do sistema em T = O seja mínima.
Para I = O a estrutura ferrimagnética não mais existe, uma vez que é sempre possível
minimizar-se a energia interna mantendo paralelos os spins ligados por J A e antiparalelos
os spins ligados por J B, independentemente da c@nfiguração das ligações, de modo que
todas as configurações têm mesma energia. Ao contrário do caso anterior, não existem
estados fundamentais· antiferromagnéticos para p =/- O.

Escrevendo-se as energias das configurações relevantes,

e comparando-as da forma usual, com h 
= 

O, conclui-se que

{ 
P

, 

a-o = 1, 
Para I < ..Y..iL.

-(l+p)' 

I > 2JB para -(l+p). 

(A.27) 

(A.28) 

(A.29) 

Na presença de um campo magnético não-nulo, a análise de energia permite determi­
nar a isoterma T = O, dada por

se O< Jhl < 2 - (1 + p)I;
se .J-hl > 2 - (1 + p)I,

lhl > O para I > -
(
i��
)
-

I < ..Y..JL. para 
-(l+p)' 

(A.30) 

Novamente, estados de magnetização diferentes de p e 1 são termodinamicamente
instáveis.
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Apêndice B 

Cálculo estatístico da pressão de gases clássicos 

Considere-se um sistema termodinâmico clássico composto de N partículas idênticas
cuja energia total 7-{ pode ser escrita como

1-l(x, p) = H(x) + K(p), (B.1)
onde H é a energia potencial, dependente somente das variáveis de posição ( ou orientação)
x, e K é a energia cinética, dependente somente dos momentos lineares (ou angulares) p.
No ensemble canônico, a energia livre de Helmholtz do sistema é escrita como

(B.2)
onde a função de partição QN é
QN(/3, V)= �! L exp [-/31-l(x, p)] = { �! J exp [-/3K(p)] dNp} L exp [-/3H(x)],

{x,p} {x} (B.3)
e o fator 1 / N! é introduzido para levar em conta a inerente indistinguibilidade das partícu­
las idênticas. O termo entre chaves na eq.(B.3) depende somente da massa das N partícu­
las e da temperatura do sistema. Tem-se então

QN(/3, V)= �! y3N (/3) L exp [-/3H(x)] �! y3N (/3)QN(/3, V), (B.4) 
{x} 

já que a energia potencial depende em geral do volume V do sistema. O termo QN(/3, V)

é por vezes denominado integral de configuração. Portanto, a eq. (B.2) pode ser escrita
como

F(N, /3, V) = -kBT [ln y3N (/3) + ln QN(/3, V)] (B.5)
A pressão do sistema pode ser calculada a partir da energia livre de Helmholtz por meio
da expressão termodinâmica

e da eq. (B.5) tem-se
P- -(ºF)

av N,r 
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Do resultado acima conclui-se que a pressão do sistema depende somente da forma 

da energia potencial, e portanto a energia cinética pode ser excluída da hamiltoniana em 

tal cálculo. Como mostrado a seguir, o resultado não se restringe a cálculos no ensemble 

canônico. 

Para o ensemble grã-canônico, no qual o número de partículas é variável, a pressão é 

calculada por meio da expressão 

(B.7) 

onde S(V, T) é a grã-função de partição, dada por 

S(V,,B) = L QN(,B, V)zN, (B.8) 
N?_O 

enquanto z _ exp(,Bµ), sendo µ o potei::icial químico do sistema. Substituindo-se na 

expressão acima a eq.(B.4) obtém-se 

S(V, ,B) = L �! y
3N (,B)QN(,B, V)zN '

N?_O 

(B.9) 

e definindo-se 

(B.10) 

reescreve-se a grã-função de partição como 

S(V,,B) = L �
!
QN (,B, V)zN . 

N?_O 

(B.11) 

Note-se que na eq.(B.10) definiu-se um potencial químico efetivo, que difere do potencial 

químico real somente por um termo dependente da temperatura. 

A densidade média do sistema é dada por 

P
- <: > = 3-1t,,B) L NQN(,B, V)zN = 3-1t,,B) L :,QN (,B,V)zN,

N?_O N?_O 

ou, de forma equivalente, 
z (

8ln2) P = 
v az v,13 • 

(B.12) 

A equação (B.12) pode em princípio ser invertida de modo a obter-se z como função 

de p, e daí determinar-se a pressão por meio das equações (B.7) e (B.11) . Novamente não 

é necessário incluir a energia cinética na hamiltoniana para calcular a equação de estado 

do sistema. 
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Apêndice C 

Análise do estado fundamental: gás na rede 

Neste apêndice são analisados os estados fundamentais dos modelos de gás na rede 
discutidos nas seções 3.3 e 3.6. Em particular, são determinadas as isotermas de pressão 

P versus densidade p, definida como a fração de sítios ocupados. Ao longo da discussão, 
adota-se como critério para a determinação dos estados de equilíbrio a minimazação da 

energia livre, ou a equivalente construção de Maxwell [Huang 1987, pp.38-45] , 
1P2 dp 

P(p2 - P1) = P1P2 P(p)2,
pf p 

(C.l) 

que elimina das isotermas as regiões instáveis, de compressibilidade negativa, substituindo­
as por platôs correspóndentes a coexistência de fases. Para o cálculo da pressão, utiliza-se 
a expressão termodinâmica 

(C.2) 

sendo f a energia livre de Helrnholtz por, equivalente, em T = O, à energia interna por 
sítio E. 

C.1. Gás na rede unidimensional com interações de curto e longo alcance

Considere-se o gás na rede unidimensional descrito pela hamiltoniana 

4J 
N 

H = -4JL SjSj+1 - N L sisj, 

j=l ij=l 

(C.3) 

analisado na seção 3.3. Seu JD-Odelo de Ising análogo (vide seção 2.5) teve o estado funda­

mental discutido no apêndice A. Entretanto, em lugar de aproveitarem-se os resultados 
já obtidos, refaz-se a análise de uma forma diferente, que será novamente utilizada adi­

ante. Discute-se inicialmente o caso em que a interação de longo alcance I é atrativa. 

Sendo a interação de curto alcance J também atrativa (J > O), espera-se que, em T = O, 
não seja necessário exercer pressão alguma sobre o sistema para aumentar sua densidade 
de zero até o valor máximo 1, já que a adição de partículas ao sistema sempre diminui 
a energia interna. De fato, escrevendo-se a mínima energia interna por sítio (no limite 



termodinâmico N - oo) para uma dada densidade p,

E= -4Jp- 4Ip2 , 

calculando-se a pressão como função de p

oE 2 P(p)=p
0p 

-E=-4Ip

e aplicando-se a construção de Maxwell entre p = O e p = 1 obtém-se prontamente 

P=O. 

(C.4) 

(C.5) 

(C.6) 

A presença de interação repulsiva entre primeiros vizinhos (J < O) altera a situação, já 

que, pelo menos para baixas intensidades de I, espera-se resist�ncia do sistema a aumentar­

se a densidade além de p = 1/2. Para densidades inferiores a essa o sistema pode arranjar-
. 

. 

se de modo a que não haja duas partículas em sítios primeiros vizinhos, anulando a 

contribuição do termo de curto alcance para a energia interna, dada por 

(C.7) 

e produzindo uma pressão Pi = O. Para densidades superiores a p = 1/2, a energia 

interna pode ser minimizada ocupando sítios alternados até o limite, acomodando as 

demais partículas nos sítios restantes. A energia é então dada por 

(C.8) 

produzindo uma pressão 

P2 = -2 ( 2 J - I) . (C.9) 

Entretanto, requer-se que P2 seja não-negativa. Isto ocorre desde que 

I :S -2J. (C.10) 

Para intensidades de I superiores a -2J a adição de partículas sempre diminui a energia 

interna do sistema, independentemente da densidade, e a situação é análoga ao caso J > O. 

A presença de duas transições no zero absoluto para O < I < -2J leva à questão 

de como devem ser identificadas as fases do sistema. A fase p = O deve claramente ser 

identificada como gasosa. A fase p = 1, caracterizada pela ocupação de todos os sítios 

possíveis a altas pressões, é identificada como sólida. A temperaturas próximas do zero 

absouto, espera-se a manutenção dessa estrutura sob as mesmas condições externas. A 
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fase p = 1/2 é por fim identificada como líquida, uma vez que a estrutura de sítios 

ocupados alternadamente que a caracteriza permite grande mobilidade das partículas a 

temperaturas finitas, e portanto não se mantém. Para densidades intermediárias existe 

coexistência de duas fases. 

No caso I < O, correspondente a interações de longo alcance repulsivas, o compor­

tamento do sistema depende ainda da natureza das interações entre primeiros vizinhos. 

Para J > O a configuração que minimiza a energia interna para qualquer densidade cor­

responde a um aglomerado contendo todas as partículas, com energia 

e pressao 

E= -4Jp- 4Ip2

... 

· P = -4I p2 � O,

de modo que não há necessidade de utilizar-se a construção de Maxwell. 

(C.11) 

(C.12) 

Para o caso em que ambas as interações são repulsivas (I < O, J < O), novamente 

aparece uma distinção entre os comportamentos do sistema para densidades maiores ou 

menores que p = 1/2. A baixas densidades a configuração de equilíbrio não apresenta 

sítios vizinhos ocupados, e tem energia 

(C.13) 

e pressao 

(C.14) 

enquanto para p. > 1/2 minimiza-se a energia ocupando-se os sítios alternadamente até o 

limite, alocando-se as partíç:.ulas restantes nos sítios vagos, produzindo 

E2 = -8J (P - ½) - 4Ip2 (C.15) 

e 

(C.16) 

novamente produzindo isotermas estáveis. 
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C.2. Gás na rede unidimensional com interações de longo alcance uniformese interações de curto alcance aleatórias 
Para o gás na rede com interação de longo. alcance uniforme e interações de curto alcance aleatórias, a exemplo do modelo de Ising discutido na seção A.2, o comportamento em T = O é bastante variado. Considere-se o modelo descrito pela hamiltoniana 

N 
4J 

N 

H = -4 L K,jSjSj+1 -
N 

L sisj, 

j=l ij com as interações K,i selecionadas por meio da distribuição bimodal recozida 
(C.17) 

(C.18) 
O caráter recozido das interações permite, quando energicarnénte conveniente, a separação do sistema em dois "domínios" de ligações JA e JB , contendo respectiva�ente Np e N(l­p) sítios. Para este modelo somente são considerados os casos em que a interação de longo alcance é atrativa (I > O). A situação em ·que todas as interações são atrativas é análoga àquela discutida na seção anterior para J > O e I > O, ou seja, em T = O o sistema apresenta uma transição de p = O para p = 1 a pressão nula. Os casos mais interessantes correspondem à presença de competição entre as interações com I > O, em que há a formação dos "domínios" de ligações JA e JB , e são discutidos a seguir. Caso I > O, JB< O :S JA . Nesta situação, em virtude da presença das interações atrativas JA e da possibilidade de formação dos domínios de ligações, espera-se que o aumento da densidade de p = O para p = p seja obtido a pressão Pi= O posicionando-se as partículas no domínio de ligações J A. Já para densidades entre p -:- p e p = p+ ½ ( 1-p) =
½ ( 1 + p), o excesso de partículas pode ser alocado com o mínimo custo energético em sítios alternados do domínio de ligações repulsivas JB . Entretanto, a diminuição do espaço disponível para essas partículas adicionais provoca elevação da pressão. Nessa situação, a energia interna por sítio, a pressão como função da densidade e a pressão corrigida são dadas por 

{ E2 = -4(pJA + lp2); P2(p) = 4(pJA - lp2); P2 = 4pJA - 2p(l + p)l, p<p< ½(l+p), (C.19) 
para os casos em que P2 2:: O. O comportamento do sistema quando essa condição não é satisfeita é analisado mais à frente. Finalmente, para p > ½ (1 + p) é necessário posicionar partículas em sítios vazios entre duas outras partículas, a um alto custo energético. Tem-
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se então 
{ E3 = -4pJA - 8]3 [P - ½(1 + p)] - 4Ip 2;P3(p) = 4[pJA - (1 + p)J3 - Ip2

]; ?3 = 4[pJA - (1 - p)J3] - 2(1 + p)J, ½(l+p)<p<l, 
para os casos em que P3 ;::: P2 ;::: o: Portanto, o sistema apresenta um máximo de três transições no zero absoluto. Dependo da relação entre as intensidades das várias interações e de suas concentrações, as pressões corrigidas P2 e P3 variam, podendo ocorrer situações em que P2 < P3, P2 < O ou P3 < O. Nesses casos, em que o caráter monotônico das isotermas P x p seria violado, é necessário corrigi-las por meio da construção de Maxwell. Efetuando essa análise, conclui­se que o sistema pode apresentar entre uma e três transições em T = O, cujas características são resumidas abaixo: 

três transições: p < p < ½(1 + p), P = 4pJA - 2p(l + p)I _ P2;{ O< p < p, P = O - P1; 
½(1 + p) < p < l, P = 4[pJA - (1 - p)J3] - 2(1 + p)I - P3. 

{ o< P < ½U + P),duas transições: 1 2(l+_p)<p<l,
condições: { p :

J
t��!

I 

- p2*[; ...E_] 
_ J ] l+p A< < l+pA 3·

{ O< p < P, duas transições: P=Pi;
p < p < l, P = 4p(JA - ]3 - I) = P�. 

JA > -J3; p <p*;condições:- { 
--

2-J3 < J < JA - ]3. l-p 

uma transição: {O< p < l, P = Pi.

{ I > J A - J 3' p < p*;condições: [ ] I > 2 1 :p 
JÁ - J 3 ' p > p*.

A caracterização das fases é dificultada em virtude da separação do sistema em domínios. A fase p = O pode ainda ser classificada como gasosa, assim como a fase p = l é associada ao sólido. Espera-se que o aglomerado caracterísitico da fase p = p não se 
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mantenha coesa a temperaturas finitas (e p -=I= l), nas quais se permite a destruição dos 

domínios de ligações. Tal situação sugere a identificação dessa fase como líquida. Do 

mesmo modo, a fase p = ½(1 + p) pode ser descrita como uma outra fase líquida. 

Chama-se atenção para o fato de que o problema diluído ( J A = O) apresenta no máxi­

mo duas transições, já que a condição de três transições não pode ser satisfeita para I > O, 

hipótese essencial para a análise desenvolvida. A razão física para tal comportamento é 

que, a densidades inferiores a p = ½(1 + p), as partículas ocupam indiferentemente sítios 

com interações JB em que não haja vizinhos ou sítios com interações JA, já que o cus­

to energético em ambos os casos é nulo .. Somente será necessário exercer pressão para 

elevar-se a densidade além daquele valor. 
- _,.

Caso I > O, JB < JA <O.Este é o caso geral de interações de curto alcance repulsivas, 

em virtude da simetria da distribuição de probabilidades (C.18) com relação à troca de 

JA por JB e p por 1 - p, e vice-versa. Considere-se inicialmente a situação em que as 

interações atrativas de longo alcance possuem intensidades suficientemente baixas. Como 

as interações de curto alcance são ambas repulsivas, não há mais a formação de um aglo­

merado compacto de partículas a baixas densidades. Ao contrário, as partículas podem 

ser adicionadas ao sistema ao menor custo energético posicionando-as de modo que não 

ocupem sítios primeiros vizinhos. Obviamente isso pode ser feito a pressão nula e somente 

até p = 1/2. Para densidades maiores ocorre a formação dos domínios de ligações, e as 

partículas adicionais são alocadas, por unia elevação da pressão, entre os sítios ocupados 

do domínio de ligações JA , de menor intensidade. Tais sítios estão todos preechidos para 

p = p + ½ (1 - p) = ½ (1 + p). A partir daí é inevitável a colocação de partículas nos sítios 

disponíveis do domínio de ligações J B, sendo para isso necessárias pressões ainda mais ele-

vadas. Conclui-se então que o para esse caso o sistema também apresenta três transições 

de fase em T = O. As fases p = O, p =½e p = l são interpretadas, como no caso uniforme, 

como respectivamente gás, líquido e sólido. A fase p = ½(l+p) é novamente caracterizada 

como líquida, em virtude da instabilidade de sua estrutura a temperaturas finitas. Com o 

aumento da intensidade de I o número de transições pode diminuir, como se verifica por 

uma análise semelhante àquela efetuada na seção anterior e cujos resultados são resumidos 

a segrnr. 
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três transições: l < p < 2(1 + p), P = -4JA - (1 + p)I - P2; { 
o< p < � ) 

p = o - Pi; 

½(1 + p) < p < 1, P = 4[pJA - (1 - p)JB] - 2(1 + p)I P3.

{ O< p < ½(1 + p),duas transições: ½(l + p) < p < l,

d . - { o< p < ½, p = Pi; 
uas trans1çoes: 1 

2 < p < 1, P = -4[pJA + (1 - p)JB + I] = P{

condições: p < pt; 
{ JA < ½JB;

4(JA - JB) < J < -2[pJA + (1- p)JB],
uma transição: {O< p < 1, P =Pi .

. _ { I > -2[pJA + (1- p)JB], p < pt ;
cond1çoes: I 2 [_p_ J _ J ] t > l+p A B ,  p>p.
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