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RESUMO

O objetivo fundamental desta pesquisa € investigar os efeitos conjuntos de curvaturas e de-
formacoes (strains) de superficies no comportamento de sistemas constituidos por campos e
particulas fermidnicas confinados a estas. Materiais bidimensionais, como o grafeno, levam a
uma descricao efetiva dos elétrons de conduc@o em termos de férmions de Dirac sem massa.
Dessa forma, tomamos por motivacao inicial este tipo de sistema. Na execuc¢ao deste estudo
estamos, em principio, considerando duas diferentes abordagens. A primeira, e de principal
interesse, visa utilizar técnicas de mecanica quantica relativistica e geometria diferencial para
realizar o acoplamento da equagdo de Dirac com a geometria da superficie curva, a fim de estudar
os potenciais efetivos que surgem pela alteracao da métrica, na qual introduzimos os termos de
deformacdo via teoria da elasticidade. Deve-se ressaltar que, nesta abordagem, considera-se o
limite continuo, ou seja, tratamos o sistema como uma superficie continua. Estamos nos baseando
no fato de que nestes sistemas as particulas se comportam de forma andloga a corpos sujeitos a
um campo gravitacional, ou seja, sentem as deformagdes no espaco ao qual estdo confinadas de
forma andloga ao acoplamento minimo em gravitagdao. Dessa forma diferenciado-se da segunda
abordagem que baseia-se em resultados utilizando o método de ligacao forte (7Tight-Binding),

considerando a superficie uma rede cristalina.

Palavras-chave: férmions; superficies; deformacodes; elasticidade



ABSTRACT

The fundamental objective of this research is to investigate the joint effects of curvatures and
deformations (strains) of surfaces on the behavior of systems made up of fermionic fields and
particles confined to them. Two-dimensional materials such as graphene lead to an effective
description of conduction electrons in terms of massless Dirac fermions. We are therefore initially
motivated by this type of system. In carrying out this study, we are, in principle, considering
two different approaches. The first, and of main interest, aims to use techniques of relativistic
quantum mechanics and differential geometry to perform the coupling of the Dirac equation with
the geometry of the curved surface, to study the effective potentials that arise by changing the
metric, in which we introduce deformation terms via elasticity theory. It should be noted that, in
this approach, we consider the limit to be continuous, i.e., we treat the system as a continuous
surface. We are relying on the fact that in these systems the particles behave in a way analogous
to bodies subject to a gravitational field, i.e., they feel the deformations in the space to which they
are confined in a way analogous to the minimum coupling in gravitation. This differentiates it
from the second approach, which is based on results using the tight-binding method, considering

the surface to be a crystalline network.

Keywords: fermions; surfaces; deformations; elasticity
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1 INTRODUCAO

O objetivo fundamental desta pesquisa consistiu em investigar as implicacoes
conjuntas de curvaturas e strains no comportamento de férmions de Dirac, ndo massivos, se
propagando em uma superficie sujeita a uma deformacao dotada de simetria angular. A principal
motivacdo desta pesquisa encontra-se no estudo de sistemas bidimensionais, visto que estes
fornecem um ambiente excepcional para estudar fisica relativistica, com conexdes diretas com
gravitacao e topologia. A presenca de curvatura, acoplamentos spin-6rbita (Silva et al., 2024)
e efeitos andmalos fazem desses sistemas um ambiente rico para investigar fendmenos que,
tradicionalmente, seriam associados a teorias fundamentais de particulas e campos. Veremos que
uma vez que o sistema bidimensional ndo € estritamente plano, mas possui curvatura, a descri¢ao
relativistica se torna bastante rica. A curvatura modifica a conexdo de spin e, portanto, afeta a
equagdo de Dirac via um termo adicional associado a conexao de spin. No grafeno deformado,
por exemplo, essa conexdo de spin pode ser interpretada como um campo efetivo de gauge, de
forma que podemos procurar por efeitos como pseudocampos magnéticos e niveis de Landau
sem campo magnético real.

De fato, inicialmente, uma boa forma de fundamentar experimentalmente este estudo
¢ tratarmos do caso do grafeno, visto que dessa forma podemos abordar os elétrons como sendo
efetivamente particulas sem massa. Existem na literatura duas principais formas de realizar
esta andlise, e que explicam as modificacdes, induzidas pelas deformagdes, nas propriedades
eletronicas (Arias et al., 2015) da superficie. Grande parte dos estudos vém sendo realizados sob
uma perspectiva mais associada a métodos de fisica do estado sélido (Suzuura e Ando, 2002;
Manes, 2007; Guinea et al., 2008), como o TB (Villalba e Maggiolo, 2001; Bena e Montambaux,
2009; Pereira et al., 2009; Nikiforov et al., 2014), tratando a superficie como uma rede cristalina,
esta abordagem baseia-se no limite continuo de baixa energia de um modelo de TB que leva em
consideracdo os deslocamentos dos dtomos constituintes da superficie deformada. A presente
pesquisa concentrou-se em realizar estas andlises sob uma segunda perspectiva, que € mais
proxima de TQC. Sendo assim, de forma mais adequada a um cendrio inicial de estudos, foram
escolhidos para efetuar as andlises preliminares, modelos baseados em TQC em espagos curvos
(Weinberg, 2013; Birrell e Davies, 1984), mais precisamente, mecanica quantica relativistica em
superficies curvas, visando futuramente estender-se ao tratamento quantico de campos. Para nos
situar neste cendrio € necessdrio que saibamos de antemao que € um fendmeno conhecido da

comunidade académica que, quando sob deformacdes, materiais bidimensionais, como o grafeno,
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sofrem alteracOes em suas propriedades eletronicas de tal forma que ocorrem modificagdes
no hamiltoniano das particulas propagantes, a saber, surgem potenciais efetivos, bem como
campos de calibre que se assemelham a campos magnéticos e elétricos. Em geral, na segunda
abordagem inicia-se com a equagdo de Dirac efetiva para uma particula confinada a superficie
(Semenoff, 1984) e, ao considerar uma métrica curva, obtém-se os campos de calibre induzidos
pela geometria (Juan et al., 2007). Esta teoria foi a primeira a prever uma velocidade de Fermi
dependente do espaco, que foi confirmada experimentalmente (Juan et al., 2012). A fim de
direcionar o leitor de forma gradual ao centro deste estudo, devemos mencionar previamente a
nog¢ao de que temos duas deformacdes possiveis a se executarem sobre uma dada superficie, a
primeira ¢ comumente denominada out-plane e consiste essencialmente de perturbacdes que
estendem perpendicularmente a configuracdo inicial da superficie, o segundo tipo € usualmente
referido como deformacodes in-plane e diz respeito a contribui¢des perturbativas que ocorrem
tangencialmente ao plano da superficie. Também € comum rotular estas respectivas deformagdes
por extrinsecas e intrinsecas. De forma mais clara, as extrinsecas dizem respeito, por exemplo, a
ondulagcdes. Ao passo que as intrinsecas sdo bem exemplificadas por cisalhamentos. A ideia
central desta pesquisa contempla como incorporar estes dois tipos de deformag¢des na dindmica
dos férmions confinados a uma superficie, onde a associacdo entre estas € feita utilizando
conceitos de teoria da elasticidade linear.

As andlises realizadas no decorrer desta pesquisa tomam por base inicial trés trabalhos.
No primeiro (Juan et al., 2013) os autores, com o objetivo de verificar a invaridncia de gauge de
um dos campos induzidos, utilizam resultados de TB, juntamente com o chamado tensor de strain
(u;;), para inserir as informagoes de deformacdes no hamiltoniano, contudo sem fazer meng¢ao
direta a métrica da superficie, isto é, eles linearizam o hamiltoniano em termos do tensor de strain.
O fazem de maneira geral, sem especificar deformacdes em particular ou analisar os efeitos
destas. O segundo trabalho (Arias et al., 2015) fornece uma abordagem de geometria diferencial
para o tratamento de particulas relativisticas em superficies curvas. De forma que permite-nos
construir modelos mais proximos dos formalismos conhecidos de TQC. Contudo, este também se
detém na generalidade do formalismo e ndo realiza uma anélise especifica devidamente detalhada.
H4 também um terceiro trabalho (Juan et al., 2007) que realiza um estudo, mais minucioso, de
uma folha de grafeno sujeita a um deformacao gaussiana, contudo sem levar em consideracao
os efeitos das deformacdes in-plane. Neste sentido, uma vez que queremos estudar o efeito

deste tipo de deformacao, escolhemos atacar inicialmente uma versdo mais geral deste problema
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introduzindo o efeito de ambos os tipos de deformacdes. Para justificar a consideragcdo do caso
nao massivo devemos mencionar que a principal motivagao é que sabe-se da realizacdo de
medidas para estudar o efeito Hall quantico (Novoselov et al., 2005), tais que estas indicaram
a presenga de elétrons se comportando como particulas relativisticas em estruturas de banda
lineares (E ~ p) no grafeno. Devido a estas ja bem determinadas propriedades, € comum tratar
os elétrons no grafeno efetivamente sem massa. Ocorre que na interse¢ao das bandas formam-se
0 que denomina-se por pontos de Dirac, os quais sao os pontos de identificacio da relagdo de
dispersao linear. Este fato produz a justificativa para utilizagao de uma abordagem relativistica
efetiva, visto que € possivel considerar que, sob estes pontos, o elétron se comporta efetivamente

como uma particula sem massa. Ou seja, uma vez que, a equacgdo de Dirac € dada por
h(iyd, + m.c)¥ =0, (1.1)

onde as matrizes y* satisfazem a dlgebra de Clifford {y%, y*} = 2n%’, Como a relacio de

dispersao para uma particula relativistica é dada por

E = ++/p2c? + m2c*, (1.2)

entdo £ = cp = m, = 0eaequacio de Dirac, tomando aqui a = 0, 1, 2; passa a ser simplesmente
h(iy“0,)¥ = 0. (1.3)

Isto motiva uma gama de trabalhos em torno da equagdo de Dirac adaptada efetiva-
mente para estes casos, em particular, considerando as mais variadas geometrias (Furtado et al.,
2008; Atanasov e Saxena, 2015; Watanabe et al., 2015; Atanasov e Saxena, 2010; Flouris et
al., 2022; Monteiro et al., 2023; Yesiltas, 2018). Em especial, para considerar o ambiente de
superficies curvas precisamos adequar a descricao a tais geometrias e, neste contexto, sabemos
que usualmente um férmion de Dirac interage com um campo magnético via o acoplamento
minimo, que traduz-se ao trocarmos a derivada usual pela derivada covariante V,, = 9, + ieA,,
sendo A, o potencial vetor com o qual a particula ird interagir. Veremos que potenciais efetivos
serdo introduzidos de forma similar através da conexdo de spin. Além disso, deve-se mencionar
que, no contexto de abordagens efetivas, considera-se que a velocidade de Fermi v (cerca de
3-10%m/s) executa o papel andlogo a velocidade da luz. Para além desta motivacio inicial, o
tratamento matematico na sequéncia deste texto aplica-se nao somente ao grafeno mas a quaisquer
sistemas de férmions nao massivos confinados a uma superficie sujeita a deformacoes. Parte dos
resultados que serdo apresentados encontra-se, na presente data de defesa, pré-publicados em

(Almeida et al., 2025).
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2 ESPECIFICANDO O PROBLEMA

Queremos, portanto, estudar elétrons se propagando em espacgos de (2 + 1) dimen-
soes, em principio, como mencionado, incluindo as contribui¢des dos dois tipos possiveis de
deformacdes. Para realizar este objetivo seguimos basicamente os seguintes passos: parametrizar
uma superficie e uma deformacao extrinseca; via teoria da elasticidade relacionar as deformagoes
com a métrica global; introduzir estas deformagdes na equagao de Dirac curva. Cada um destes
passos subdivide-se em procedimentos fisicos e matemdticos que serdo tratados no decorrer
desta dissertacdo. Em particular, visando uma aproximacao com trabalhos prévios na literatura
partimos do trabalho Charge inhomogeneities due to smooth ripples in graphene sheets (Juan et
al., 2007) onde os autores analisam um férmion de Dirac confinado a uma folha sujeita a uma

deformacao parametrizada por z(r) = exp(—l’)—z), esta gera uma elemento de linha da forma
ds* = (1 + &> f(r))dr* + r?de, 2.1)

sendo f(r) uma fungdo que especificaremos posteriormente, e que depende das derivadas da
parametrizacdo z(r). O ponto mais relevante para iniciarmos € notar que temos simetria angular,
o0 que serd util para simplificacdo de alguns passos algébricos, visto que nos permite caracterizar
a deformacao como localizada e realizar algumas aproximagdes. Outra condi¢cao relevante
a se apontar € que a parametrizacao €, aparentemente, puramente geométrica, de tal forma
que quaisquer informacdes da estrutura da superficie certamente devem estar presentes nas
constantes, como a por exemplo, de sorte que surge naturalmente o questionamento de como
incluir explicitamente essas contribui¢des. Para além disso, do ponto de vista dos dois tipos de
deformacgdes que queremos incluir, a expressao (2.1) € caracterizada apenas pelas perturbacdes
extrinsecas, de forma que as contribui¢cdes intrinsecas explicitas sdo desprezadas. Introduzir
estas contribuicdes é parte do objetivo desta dissertacdo, em particular utilizando teoria da
elasticidade, assim construindo um método paralelo aos modelos discretos de estado s6lido para
inclusdo de deformacdes que dependem explicitamente da estrutura do material. Portanto, o
problema especifico passa por construir uma métrica que leve ambos os tipos de deformagdes em
consideracdo, e entdo construir a equagao de Dirac sobre esta métrica a fim de se obter como as
disformidades da superficie influenciam na dindmica dos férmions que vivem nesta estrutura
(2 + 1) perturbada extrinsecamente pela gaussiana. Devido a presenca apenas de dependéncias
radiais, o procedimento desenvolvido é vdlido para quaisquer sistemas bidimensionais dotados

de simetria angular.
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3 SOBRE A TEORIA DA ELASTICIDADE
3.1 Relacao entre as deformacoes e a métrica

Da teoria da elasticidade, a quantidade mais relevante para o nosso modelo € o
chamado tensor de strain. Este tensor mede a variacdo infinitesimal do campo de deslocamentos
u em diferentes dire¢des. Campo este que possui origem mecéinica em deformagoes eldsticas. O
tensor € definido usualmente por

1
u= 2 (Vi +iv) . (3.1)

Nesta definicao (Little e William, 2012), mais geral, utiliza-se as no¢des de pré-

gradiente Vii e pOs-gradiente iV, que sdo definidos respectivamente por

Vii = (6,~uj)é,~ ® éj 3.2)

iV = (0ju;)é; ®é; . (3.3)

Uma vez que temos o gradiente de um vetor, segue consequentemente que o tensor
de strain é de segunda ordem, de forma que o pés-gradiente € simplesmente a matriz transposta
ao pré-gradiente. De forma mais pratica vamos trabalhar diretamente com as componentes que
ficam dadas por

1
wy =5 (O + ) :G=1.2.3), G4

A fim de fazer uma distingao rigorosa entre as deformacdes out e in-plane vamos
considerar uma superficie inicialmente plana, definida no plano xy e entdo realizar uma

perturbacgdo na direcao z.

Figura 1 — Perturbagdo out-plane.

/ N /

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Uma vez que a métrica serd dada, em coordenadas cartesianas, por ds? = dx* +
dy? + dz?, podemos pensar nas perturbacdes out-plane através da imersio da superficie no R,

de forma que a deformag@o pode ser parametrizada através de uma fungdo z = z(x, y), ou seja
dz = —dx + —dy, 3.5
dessa forma a métrica da superficie passa a ser

0 dz \*
ds® = dx® + dy* + d7* = dx* + dy? + (8—idx + a—;dy) : (3.6)

desenvolvendo, e escrevendo de forma compacta, podemos definir a métrica deformada por

z(x,y) como

(out)
ij

= 0;; + 0,20,z (i=1,2,3). (3.7

Deve-se mencionar que no decorrer deste texto toma-se por convengao i = 1,2,3

associados 4s coordenadas cartesianas x,y e z. Notemos que gl.(j””’) leva em consideragao
deformacdes, a priori, de origem puramente geométrica. Este tipo de métrica foi utilizado, por
exemplo, em (Juan et al., 2007), para mostrar como as perturbacdes z(x, y) afetam as densidades
de estados numa folha de grafeno. Contudo, levando em considerac¢do o ponto de vista de teoria
da elasticidade (Landau et al., 2020; Little e William, 2012), quaisquer deformagdes na superficie
devem induzir deformagdes de origem mecanica no material, e o inverso também € verdade. Este
outro tipo de perturbacao € denominado in-plane. Dessa maneira o proximo passo € sabermos
escrever a métrica que leva ambos os tipos de deformacdes. A forma mais clara de introduzirmos
as deformacoes de origem mecanica € pensarmos inicialmente num ponto qualquer localizado
em 7 sobre uma folha plana, em seguida a folha é esticada, ou comprimida, na dire¢do paralela a

superficie, de forma que o ponto passa a localizar-se em r’, definindo assim um deslocamento de

u em relagdo a configuragio inicial, ou seja
- - _ = - ia [ A
For=r+u=ré+ulé;. (3.8)
E crucial percebemos que i é um deslocamento de origem eldstica, isto €, a superficie
possui propriedades mecanicas e, portanto, quando sujeita a uma forca fy constante, na dire¢ao
paralela ao plano, a quantidade |i| serd maior ou menor dependendo destas propriedades, que

estdo associadas 4 natureza do material constituinte da superficie.



20

Figura 2 — Perturbacgao in-plane.

e

: =
>

Fonte: Elaborada pelo autor.

A métrica associada a este tipo de deformacao pode ser diretamente obtida pela
defini¢do geral gl'.j(.i") = ¢;" - 9;7’. Ao trabalhar com os deslocamentos u; deve-se garantir a
consisténcia da ordem desejada da teoria, neste estudo foi utilizado a chamada teoria linear da

elasticidade, dessa forma desprezamos contribui¢des de segunda ordem, ou seja

gllj(m) =gij t 6l-uj + Bjul- + (9,17[ . ajlji (39)

g gij + Oy + Oy (3.10)

A fim de construir entdo uma defini¢do de métrica que leve em consideragdo os dois
tipos de deformagdes, consideramos a métrica de fundo g;; como sendo dada por (3.7), dessa

forma ficamos com

gl'.j = 51’]’ + (9iz(9jz + al-u,- + (9]'141' , (3.11)
ou de forma mais compacta
gl{j :(51']' +2Ltl'j, (3.12)
onde € definido
1
iy = 5 (Biuj + Oju; +20;20;z) 5 (=1,2). (3.13)

€ o chamado strain de Von-Karman (Landau er al., 2020). Nota-se imediatamente que,
diferentemente de (3.4), os indices aqui tomam apenas dois valores. Isso ocorre pois a informagao
das deformagdes ao longo de z € absorvida na fungdo escalar z = z(x, y). Além disso, vemos
também a clara simetria de u;;. Temos, portanto, uma defini¢do bidimensional de (3.4) tal

que ganhamos uma separagdo evidente entre os deslocamentos u; in-plane e os deslocamentos
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out-plane 7 = (x,y). Por este motivo, no decorrer deste texto vamos tomar o tensor strain como
sendo definido desta forma. Parte do eixo central da presente pesquisa passa pelo estudo da
relagdo entre os dois tipos de deformagdo, isto €, dada uma deformacio z(x, y) quais deformagoes

u; sdo induzidas na superficie e vice-versa.

3.2 Tensor de stress e lei de Hooke generalizada

Para modelar corretamente as propriedades mecanicas da superficie, vamos considerar
que se trata de um sistema isolado de interagdes externas. Neste caso, deve-se ter em mente
que, se o corpo nao apresenta deformacdes, a sua configuragdo molecular corresponde, do ponto
de vista termodinamico (Landau et al., 2020), ao estado de equilibrio, isto &, ndo hd quaisquer
variagOes de volume, energia ou temperatura. Neste contexto, todas as partes do corpo também
estdo em equilibrio mecénico e, consequentemente, a soma das for¢as resultantes sobre quaisquer
regides do corpo deve ser nula. Isso € exemplificado, por exemplo, no plano superior da figura 2.
Ao se aplicar uma forga externa e executar uma deformacao no corpo, naturalmente, o arranjo
das moléculas € modificado e, portanto, o estado de equilibrio inicial € alterado. Nesta situacgao,
a lei de Hooke € generalizada em cada ponto do corpo, de tal forma que ha forcas internas
que tendem a retornar ao estado de equilibrio inicial. A estas forcas internas, chamamos no
contexto de elasticidade de stress. E, claro que este deve ser nulo se ndo houver forgas internas.
Para desenvolvermos uma clara compreensao desta quantidade podemos partir da lei de Hooke
unidimensional, em particular a tensdo o (ou stress) unidimensional consiste na razio entre o

moédulo da forga restauradora pela drea de atuacgao S, isto é

_ I/
o=,

S (3.14)

onde | f| € dado pela lei de Hooke na sua forma mais usual, em termos da constante eldstica k e
da elongacdo AL = L — Ly, entdo
|fI = kAL, (3.15)

a deformacdo (ou strain) é medido através da elongagdo por

AL

-3 (3.16)

€

Considerando entdo a forma unidimensional da lei de Hooke (3.15) temos

oS =¢€kLy
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kLo
=|—]e€, 3.17
o= (%) a1
em que a quantidade S = % € o modulo de Young. Entdo, no contexto de teoria da elasticidade,

uma forma mais geral de se designar a lei de Hooke é
o= Ce, (3.18)

pois dessa forma, além de ser vdlida para distribuicdes continuas, faz-se men¢ao as propriedades
mecanicas do objeto. A passagem para o caso generalizado € feita através do tensor de stress
através de

oij = Cijkiukl - (3.19)

Nesta se¢do vamos nos deter em mostrar algumas propriedades de o;. A quantidade
Cijr € usualmente nomeada de tensor de rigidez ou elasticidade. A expressio acima € denominada
lei de Hooke generalizada. O material € dito isotrépico se C;;r; € um tensor isotrépico, isto €,
se suas componentes sao as mesmas em quaisquer sistemas de coordenadas, a rigor invariantes
sob rotacdo. Tensores isotrépicos podem ser construidos arbitrariamente a partir da delta de
Kronecker, que € por defini¢do um tensor isotropico de segunda ordem. Por exemplo, se T;; €
isotropico, entdo T;; = yd;;, sendo y uma constante a se determinar. A forma mais geral de um

tensor isotrépico de quarta ordem € entdao
Tijki = 100k + a20;k0 1 + az0;6 jk - (3.20)

Agora vamos considerar a forca total sobre uma regido dt devido a deformacao

global de um volume 7 que € dada por

F; = / Jidr, (3.21)

onde &; € a forca por unidade de volume. Deve-se lembrar que as tensdes internas sao devido
as forcas moleculares, ou seja, as forcas de interagdo entre as moléculas, de forma que um fato
importante na teoria da elasticidade € que as for¢as moleculares tém um raio de a¢do muito curto,
tal que seu efeito estende-se apenas a vizinhanca da molécula que as exerce, numa distancia da
mesma ordem que a que separa as moléculas, enquanto que na teoria da elasticidade, que € uma
teoria macroscopica, as unicas distancias consideradas sdo as que sdo grandes em comparagao

com as distancias entre as moléculas (Landau et al., 2020). Dessa maneira, o raio de acdo destas
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for¢as moleculares € considerado nulo na teoria da elasticidade. Podemos dizer que as forgas que
provocam as tensdes internas sao, no que diz respeito a teoria da elasticidade, forcas de acdo
proxima que atuam a partir de um ponto qualquer apenas nos pontos vizinhos. Dai resulta que
as forcas exercidas em qualquer parte do corpo por partes vizinhas atuam apenas na superficie
dessa parte. De forma mais direta, uma que vez o elemento de volume dt estd imerso no resto
do corpo, a forca sobre ele vem da interacdo com as partes vizinhas, segue portanto que, pela
terceira lei de Newton, as for¢as que uma parte exerce sobre outra se cancelam no interior do
volume, e desta forma a contribuicao liquida se deve as for¢as que vém de fora, ou seja, das

regides que fazem fronteira com o volume 7.

Figura 3 — Forgas sobre uma regido interna de volume d7. Em azul as forcas internas.

\ 4

\

Fonte: Elaborada pelo autor.

Isso significa que para quaisquer F; a integral (3.21) pode ser transformada em uma
integral sobre a superficie do volume 7. Em termos matematicos isso € trivialmente capturado

pelo teorema da divergéncia de Gauss

/V-ZdT:/ A -7hdsS, (3.22)
T or

isto €, sabemos que uma integral de um escalar, tensor de ordem 0, num volume pode ser levada
a integral numa superficie desde que o escalar seja escrito como a divergéncia de um vetor,
tensor de ordem 1. Inicialmente podemos entdo pensar mnemonicamente no caso mais simples
unidimensional de (3.18), dessa forma com (3.21) utilizando (3.14) temos

/ Tidt ~ de = / O-—Sdr, (3.23)

T T

no caso unidimensional mais simples, temos 7 ~ xS e vemos, portanto, que f &idt ~ / <dr.
Entretendo, §; representa as componentes de um tensor de primeira ordem e nido um escalar,

entdo para conectarmos com o teorema da divergéncia devemos considerar o divergente de um
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tensor de segunda ordem, que por esta andlise anterior e de (3.19) vemos que deve ser o tensor de

stress, ou seja, podemos generalizar o teorema da divergéncia para

/‘&dr = / Ok dt = j{ oinidsS, (3.24)

onde aqui ny € o vetor normal ao elemento dS. Considerar a quantidade que devemos tomar a
divergéncia tal que a integral (3.21) seja transformada numa integral sobre a drea € de fato uma
forma alternativa a que fizemos antes, de definir o tensor de stress. Notemos também que agora
podemos introduzir forcas externas de quaisquer natureza, por exemplo, uma deformagdo de um
corpo de densidade p equilibrada pelo campo gravitacional g implica dy oy + pg; = 0, de forma

geral vamos definir a equacdo de equilibrio por
o +FH =0, (3.25)

Onde &.(E) representa as forcas equilibrando a deformagdo. Vamos considerar agora

tensor momento angular que sabidamente € dado por
M, = Fixy — Fix;, (3.26)

segue entdo de (3.21) que

M = / (Fixr — Fxxi) dt =

(3.27)
= / (O1ouxk — Oyokixi) dt
uma vez que 0;(ox;) = 0;03x; + 00y temos
M = / (O1ouxk — 0idk1 — O1okiX; + O)10y;) AT =
= / 0y (Tuxk — oxix;) dT+/ (ok101i — 0i16k1) dT = (3.28)

= ‘7{ (oixx — oxix;) mds +/ (oki — oix) dt.

Neste ponto vamos fazer mais uma delimita¢do no modelo que vamos tratar, que € a
de que ndo ha rotagdes internas, isto €, temos o equilibrio rotacional. Isso s6 pode ser verdade se
M depender somente da superficie, isto €, sem torque interno atuando no volume, entio toda

contribui¢@o de torque € externa e proveniente da fronteira. Ou seja

M, = jl{ (Tixg — ogixi) nyds , (3.29)

neste caso temos

Oki = Oik - (330)
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Portanto, vamos trabalhar com o tensor de stress simétrico. Notemos que isto estd
associado a conservacao local de momento angular, uma vez que d,M;; = 0 é satisfeito. A
informag@o sobre a simetria de o;; tem implicacdo direta na expressao (3.19), pois uma vez que
j& vimos que o tensor de strain também € simétrico, segue juntamente com (3.30) que temos as

seguintes imposi¢des sobre o tensor de rigidez

Cijki = Cjiki = Cijix = Crij - (3.31)

Devido ao strain Devido ao stress
Em resumo, devido as simetrias de oy; € uy; temos simetria por troca de pares
(ij) < (kl). Em particular, das simetrias do strain podemos escrever C;;i; na forma (3.20) e

separar em partes simétricas e antissimétricas, isto é
Cijki = b10;j6k1 + b20ik6 1 + b36;16 i (3.32)
1 1
Cijii = 3 (Cijrr + Cijix) + 3 (Cijkr = Cijix) =

1
=5 (b16:j6k1 + b26ik S ji + b36i16 i + b16ij61k + b26iS i + b3diSj1) +

1
+3 (b16:j6k1 + b26ikS i + b36i16 jk — (D16;61k + b26i16 jik + b36:ik6 1)) =

by + b3 by — b3

= b16ij61 + ZT (6ik6j1 + 6iud k) + b1 616k — 6i;61x) + — (6idj1 = 6udjx) -

Parte simétrica Parte antissimétrica

(3.33)
O primeiro termo da contribuic@o antissimétrica € identicamente nulo, e uma vez

que sabemos que a rigidez € simétrica para k < [ entdo temos

by — b3

2 (661 — 6udjk) =0, (3.34)

ou seja, independentemente das simetrias de ij, devemos ter
by = b3, (3.35)
de maneira que a rigidez fica dada por
Cijki = b16;;6x1 + ba (6ix 61 + 66 i) - (3.36)
Usualmente utiliza-se os rétulos by = A e by = bz = u, tal que

Cijki = 6651 + 1 (6:i 6 j1 + 616 k) » (3.37)
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onde A e u sdo os chamados coeficientes de Lamé. Com a expressdao acima a lei de Hooke

generalizada (3.19) passa a ser
oj = (A6ij6x + p (66 j1 + 66 i) uij (3.38)

portanto

Ojj = /lél-jukk + 2,uu,-j . (339)

Esta expressao pode ser denominada equacgdo constitutiva da elasticidade linear
isotropica. Posteriormente vamos discutir como construir uma versao covariante desta para
incluir as deformagdes da métrica. Todas as quantidades definidas até aqui se relacionam de
forma intima com a natureza termodindmica do corpo, entretanto nao trataremos dos detalhes
neste texto, apenas citaremos algumas quantidades que usualmente (Little e William, 2012;
Landau et al., 2020) derivam desta relagd@o e serdo tteis para tratar de quantidades apresentadas
posteriormente. Sao elas o médulo de compressdo de hidrostético x dado por

2
K=A4+ g,u , (3.40)

que mede a resisténcia de um material a compressao volumétrica, ou seja, quanta pressao €
necessdria para provocar uma dada alteracdo no volume. E também temos o chamado coeficiente
de Poisson v que na verdade € definido como a razdo entre strain transversal e longitudinal, e que
€ possivel ser escrito em termos de « através de

_13k—2u

= ) 3.41
Y 2 3k+pu ( )

3.3 Descricao elastica de superficies curvas

Ao propormos a utilizagdo explicita de elementos da teoria da elasticidade, nos
deparamos com alguns detalhes complicados, porém ricos em fisica. A primeira problemdtica é
que as perturbagdes geométricas e mecanicas estao relacionadas entre si de forma completamente
ndo trivial. Para mostrarmos como se da esta relacdo, vamos considerar uma estrutura,
aproximadamente bidimensional de espessura &, que sofre uma curvatura. Neste caso ela é
esticada em alguns pontos e comprimida em outros. Defini-se entdo a superficie neutra a regiao
onde essas contribuicdes se equilibram (Landau et al., 2020) e a deformagio z = z(x, y) nada

mais € do que a medida do deslocamento da superficie de equilibrio em relacao a horizontal 4.
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Figura 4 — A linha tracejada representa a superficie neutra.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como discutido em (Vozmediano et al., 2010) (e também nos textos j4 citados sobre
elasticidade) pode-se introduzir inicialmente uma energia &) associada as flexdes, isto é, as

contribuicoes extrinsecas, que € denominada pure bending energy, e é dada por

g 28 // 8%z 6_2z2+2(1+v) 8%z z_ézzazz
24(1 — vz) 9x2 " 9y? Ox0y 0x? 0y?

¢é essencial sabermos que esta expressao € obtida fazendo-se duas importantes consideracgdes,

dxdy, (3.42)

a primeira é que a superficie € fina, ou seja, sua espessura € pequena em comparagao com as
demais dimensodes caracteristicas (comprimento e largura) e a segunda € que despreza-se as
contribui¢des devido a deformacdes ao longo de x e y, ou seja, u, = uy, = 0. Em outras palavras,
assim como em (3.7) &V est4 diretamente relacionado as variacdes das contribui¢des out-plane

z(x, y). Neste sentido € conveniente introduzir a notagao mais usual z = z(x, y) tal que
sW =W (p). (3.43)

Ao esticarmos, ou contrairmos, também temos uma energia & (stretching energy)

que € dada por

1
ED(u;)) = / S€uijoijdxdy, (3.44)

de tal forma que a energia total incluindo os dois tipos de contribui¢des é dada por
E(h,uip) = 8V (h) + P (u;)), (3.45)

portanto

2z \> 922z 1 24(1 =12
E(h,u;j) = 41 - vz)_//l(ﬁxz —) +2(1+V){(6x(9y) —ﬁa—yz}+§§u”0’,’j—6€3 dxdy .
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Vamos considerar que estamos interessados num regime de equilibrio, ou seja, dado
um & queremos obter o u;; correspondente (ou vice-versa) tal que o sistema fique em equilibrio.
A condic¢do para tal é

6E+ 06U =0, (3.47)

onde U € o potencial associado ao campo de forgas externas. Entdo aplicando o principio

variacional para 6/ e du;; obt€ém-se as seguintes expressoes:

92 2
V4h f(_Xﬁ_ _Xﬁ__ X&h):p
121 8y Ox2 052 ~ 2359y 9xd
( ' 0%h 8%h N o ’ (3-48)
4
VX+6{W372— 505 }

onde V* & o bi-laplaciano, P a forca externa por unidade de 4rea da superficie e y é uma funcio

auxiliar denominada fungao stress definida através de
2
Oij = fikej'zﬁ, (3.49)
onde €;; € o simbolo de Levi-Civita bidimensional. As equagdes (3.48) sdo denominadas
equacdes de Foppl-Von-Karman e nos fornecem como se da a relagdo entre as deformagdes
extrinsecas e intrinsecas na superficie. Em geral sdo complicadas de se resolver, uma vez que sao
acopladas e ndo lineares. Entretanto no trabalho Gauge fields in graphene with nonuniform elastic
deformations A quantum field theory approach os autores tratam diretamente da minimizacao
de (3.46) para o caso da deformacdo out-plane cuja qual queremos analisar as implicacdes na

dindmica fermionica, ou seja, também baseado no trabalho (Juan et al., 2007) eles obtém os
deslocamentos in-plane associados a
72
h(r) = hgexp (_ﬁ) , (3.50)

a deformacao in-plane obtida é

2r2
\/;hzre a ( (eh_2 - 1) (A4 p) =22 (A + 2,u))

b2r2(A +2u)

Em posse desta expressao, temos todo o necessario para utilizar (3.12) e partir para

(3.51)

Uy =

a adaptacao da equacgao de Dirac na superficie escolhida. Entretanto, de forma paralela a isto
vamos mostrar como obter uma boa aproximacao para (3.51), de uma forma menos trabalhosa.
Nota-se que o displacement é dado pela coordenada radial apenas, por isso, antes de prosseguir,
vamos tratar da mudancga de sistemas de coordenadas, visto que, dependendo desta escolha,

devemos reorganizar as definicdes para manter a consisténcia com a teoria linear.
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4 DESENVOLVENDO METODOS DE APROXIMACAO
4.1 Utilizando coordenadas cilindricas

Para tratar de problemas com simetria angular, a forma mais natural é escrever as
quantidades em coordenadas cilindricas. Durante o desenvolvimento constatou-se que podemos
redefinir (3.12) interpretando a delta de Kronecker como uma métrica de fundo a ser perturbada,

de forma que a passagem para coordenadas cilindricas pode ser feita trocando-se 6;; por
51 = diag(1,1%), 4.1)

que representa a métrica cilindrica bidimensional plana. Entretanto, esta abordagem exige
a redefinicdo das componentes do tensor de strain de tal forma que se tornam distintas das
convengoes usuais encontradas na literatura. A fim de manter as componentes de u;; na convengao
padrao, dessa forma para evitar equivocos na consisténcia dimensional da teoria, mantemos a
defini¢do (3.12) e calculamos como ficam as componentes de u;;. Entdo, nesta se¢do vamos
realizar uma deducdo das componentes de u;; em coordenadas cilindricas e verificar que elas
mantém a consisténcia dimensional dos deslocamentos e resultam nas definicdes esperadas dos
textos de teoria da elasticidade (Landau et al., 2020; Little e William, 2012). O primeiro passo
consiste em tomarmos um deslocamento arbitrario sobre uma superficie cuja métrica € dada por

(3.12), ou seja temos
ds” = (8;; + 2u;;) dx'dx’ = (1 + 2uyy)dx* + (1 + 2uyy)dy* + duyydxdy, (4.2)

naturalmente passamos para coordenadas cilindricas através de

X =rcosf dx = cos Odr — r sin 8d6
— 4.3)
y =rsiné dy = sinfdr + r cos 6d6,

de forma que

dx?* = cos? 0dr* + r? sin® 0d6* — 2r cos 0 sin Odrdo

dy? = sin® 0dr? + r* cos® 0d6? + 2r cos 0 sin Odrd6 4.4)

dxdy = cos 0 sin 0dr? + r cos® 0drd — r sin® 0drd® — r? sin 6 cos 0d6?



assim, depois de alguma dlgebra o deslocamento passa a ser escrito por

ds™ =dr? (1 + 2uyy cos® 6 + ity sin® 6 + 4,y cos 6 sin 6) +

+ a’@z{rz(sin2 0 + cos? 0) + r* (2, sin® 6 + 2u, cos® @ + 4u,y sin 6 cos 9)}+

+ drd@{ —2rcos @sin @ — 4u,,r cos 0 sin 6+

+ 27 cos 0sin @ + 4uy,r cos 6 sin 6 + 4u,,r( cos® § — sin” 6)} =

= dr2{1 + 2ty cOS? O + 1ty sin® @ + 21, cos O sin 6) }+

r2d92{1 + 2ty sin* @ + uyy cos® @ — 2u,, sin 6 cos 9)}+

+ drd6{4[(uyy — Uy )T Sinf cosf + uxyr(cos2 0 — sin’ 0)]} ,
que pode ser escrito por

ds” = (1 + 2up)dr? + (1 + 2ugg)r*d6® + du,erdrdd

desde que

Uy = Uyy COS2 0 + Uyy sin” 6 + 2utyy cOs 6sin @

Ugg = Uyxx sin” 9 + Uyy cos? 6 — 2,y sin 6 cos 6

Urg = (Uyy — Uyyx) sin 6 cos 6 + uxy(cos2 6 — sin? 0) .

Dessa forma, a definicao

8ij = 0ij + 2ujj
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4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

pode ser mantida em quaisquer sistemas de coordenadas (covariancia), sem trocar a delta pela

métrica de fundo e preservando as dimensdes corretas, a saber, os deslocamentos tanto out quanto

in-plane devem ter dimensao de comprimento tal que u;; deve ser adimensional. As componentes

esperadas do tensor de strain em coordenadas cilindricas sao

Upr = 8rur
Up = Uy COSO + uysing
_ 1 1
Ugy = ;agug + Uy , com

Ug = —uysiné +u,cosf.

Urg = % (8ru9+ M_u_g)

r r

4.9)

A fim de verificar se as componentes (4.7) conduzem de fato a estas expressoes

vamos partir da transformagdo geral

a a
ai:%(?a ;(ondei =x,yea=r,0),
X

(4.10)



e uma vez que /xZ + y2 temos

Joc= o+ Gor_Jor=5 (W e3?) o g ! ()] 0y
8y = 26, + 20, ) oy = & (a2 +37) 9 + & [lan™ ()] 0
ayzv)chyza,+mae oy = Dby, 4 re3ly,

| 0c = cos6 g, - =22

) 8y:sin98r+@8g,

portanto
Oy cos 6 —g o, O, cos 0 sin @
= ; € naturalmente =
0, sing <€ ]\, Oy —rsinf rcosé
Y r
Aplicando estas transformacgdes em (4.9) temos
urr = (cos 09y + sin 69y) (ux cos @ + u, sin 6)
ugg = + (—rsin 09, + r cos 08y) (—u, sin @ + uy cos ) +
+1 (uy cos 6 + uy sin )
r \"X y
Urg = % [(cos 08, + sin 09;) (—uy sin 6 + uy cos ) +
r = 3 X 'y x y
(=rsin 9y +r cos an)(ux cos 6+uy sin 9) (—ux sin 6+uy, cos 6)
r - r
= (cos @ d, + sin 6 9,) sin @ Moyux Xy o, Yoy Yy +
" x Vx2+y? ()62+y2)3/2 Vx2+y? ()62+y2)3/2
Oxt x2u u YOxity Xyuy
+cosf | Tt — L bt -
(1/x2+y2 (xz+yz)3/2 Vi2ey? o A2 (x2+y2)3/2
= _ : YOxitx XYUx XﬁX”y xzu)’ iy
=\ugg = —sinb | — + + - +
VxZ+y? ()c2+yz)3/2 Vax2+y? ()c2+y2)3/2 Vax2+y?
YOyt y2u, u xOyuy xXyuy XUx+yuly
+cosf |- + - ===+ - +
ViZ4y? (xz+y2)3/2 Ve A2 (x2+y2)3/2 x2+y?
] .
urg = 3 [sin(20) (dyuy — Ocuy) + cos(26) (dyuy + dyuy)]| |

desenvolvendo com x = rcos 8 e y = r sin 6 depois de alguma algebra fica

Uy = c0S? B0yity + sin® 0y + sin 6 cos O (Ayu, + yity)

ugp = —sin 0 cos O (Ayuty + Ayuy) + cos® G0y uy + sin® G0, u,

Urp

sin 6 cos 0 (Oyuy — Oyuy) + % (Oyuy + Oyuay) (cos2 9 — sin? 0) ,
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(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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mas como

Uyx = Oxlly

Uyy = [)yuy (415)

Upy = % (6xuy + 6yux) ,

temos finalmente

Uy = Uy COSZ O + Uyy sin” § + 2uyy sin @ cos 0

Ugg = Uy sin” 6 + Uyy cosZ 6 — 2u,y sin 6 cos 6 (4.16)

urg = (tyy — Uyy) SINO COS O + Uyy (0052 0 — sin’ 9) :

Ou seja, de fato recuperamos as expressoes (4.7), o que verifica a consisténcia da

abordagem empregada.

4.2 Relacao entre os deslocamentos out-plane e in-plane

Queremos obter o deslocamento u; associado a um z(r, 6) especifico, contudo de
uma maneira mais simples do que em (3.51), a forma mais direta de se executar isto € partindo

do tensor de stress, que € dado por (3.39) na forma mais geral
o = /lunTgij + 2/11/{,']' , 4.17)

onde o trago do tensor de strain pode ser escrito como u,™ = gk'uy;, tal que podemos introduzir

explicitamente as deformagdes. Dessa forma vamos ter
Oij Z/lgkluklgij +2yu,~j. (4.18)

deve-se lembrar que estamos trabalhando tomando por hipétese a teoria linear da elasticidade.

Vamos utilizar gk = (g7")*, notando que isto equivale a supor a métrica diagonal. Destas

consideragdes temos
8kl = Okl + 2uy; = gkl = (0 + 2ukl)_1 ~ 6k — 2kl 4 O(uz) + ... (4.19)

de forma que teremos

u™ = (65 =2+ O W) + . ug = 6 up — O + O ) + ...
(4.20)
Su, = gMup ~ 6Muyy
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entdo, por consisténcia da teoria linear, devemos ter
u = 6Muy . (4.21)

O tensor de stress fica

oy = /ldkluklg,-j + 2/,tu,-j = /7.5kluk1(5,'j + 2u,~j) + 2,uu,~j
- (4.22)
= A" ug6: + 226" O (u?) + 2pu;;
Portanto, na forma covariante, a teoria linear exige para quaisquer sistemas de

coordenadas que a equagao constitutiva (3.39) seja dada por
Oij = /lukké,-j + 2/114,']' . 4.23)

Essa constru¢do permite-nos encontrar equagdes para quaisquer u, e uy associados
a perturbacdes realizadas sobre uma métrica plana. Deformacgdes efetuadas sobre métricas ja
curvadas impedirao as aproximacgdes realizadas, em particular a passagem (4.20). Como no
presente caso € tomada uma perturbagdo gaussiana, que é realizada sobre um plano, podemos
utilizar normalmente este tratamento. A forma mais imediata de se obter os deslocamentos
associados a uma perturbacdo € pela equacao de equilibrio (3.25), em particular, vamos tomar
a delimitac@o do caso mais simples possivel que € ‘&EE) = 0, ou seja, temos uma perturbagao
"natural". Para introduzirmos as alteragdes como curvaturas no plano vamos devemos considerar

a derivada covariante, dessa forma temos

Vioir =0 ;(comi=r,0) 4.24)
= OOk — F%O'mk - FlrcnkO'im =0, (4.25)
onde
1
I = Egkl (0:gji + 0;81: — D1gij) - (4.26)

Expandindo primeiro parai = r temos
V.00 + Vgog =0, (4.27)
calculando o primeiro termo temos
Vo = 0,0p = Tlomy = Tlhopm =0

(4.28)
= 0,0, — F;ro-rr - Ffro-er - F;}:ro-rr - Ffro-re



como u,¢ = 0 segue imediatamente 0,9 = 0 de forma que fica
0,0y — 1—‘;}:;wo-rr - F:ro_rr =0,
os referentes simbolos de Christoffel sdo

1
F:,. = Egrl (argrl + arglr - algrr) >

vamos linearizar com (4.20), ou seja

1
Iy, =5 (5” - 2u”) [0,(671 + 2uy1) + (51 + 2tr1) — DGy + 21yr)] =

como s6 temos entradas nio nulas para/ = r
1
I, = 3 (6" =2u"") [0 (Opr + 2upy) + Or (Opr + 2upy) — Op (6 + 2upy)] =

1
= 5 (5rr - 2urr> [0,(0,r + 2u,r)] =0,

logo temos

V.o = ara-rr >

e para o segundo termo de 4.27 temos
Voo,g = 0gorg — F%O-mG + Fglgo-rm =
= 0909 — Ty0vg — T8 000 — Ty — Loy =
= —F%O’gg - FSQO'W .
Calculando as conexoes

1
ré, = ng (0,801 + O81r — 018r) =

1
=5 (6 = 2u) 10,81 + 2u1) + o (B1r + 201r) = By (Spg + 2uarg)] =

1
2

%(1 —2u99) 8, (1 + 2ugy) =

= (1 - 21/!09) 6ru99 s

€
1
Lo = 5 " (Bogor + Bogio — ig00) =
1
= E ( rl_ 2ur1) [89(591 + 21/!01) + 0g(619 + 2ui9) — 0;(Ogo + 2”09)] =

1
= =5 (1=24) 3,(1 + 2ugy) =

=—(1-2u"")0rugs,

== (509 - 2M99) [0, (669 + 2ugp) + Op(d0, + 2ug,) — 0g(6r0 + 2ur0)] =
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(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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portando temos
Voorg = — (1 - 2u99) Brutgeros + (1 — 20" )Orttgoorr 4.37)
dessa maneira, voltando a expressao 4.27
V.o + Voo =0
= 0,07y (1= 24" Byutgacran + (1 = 20")Dyugurr = (4.38)
= 0,0, — (5rue)0 - 2M095ruea) 099 + (Orugg — 2u"" Oruge) Oy
utilizando 4.23 fica
6,(/lukk + 2uu,,) — (8,u99 - 2u998ru99) (/lukk + 2uugy)+
(4.39)
+ (Orttgy — 2u"" Oyutgg) (Auk + 2pu,,) = 0,
desenvolvendo isso temos
O [A(uyr + ugg) + 2pu,] — (/lukkaruee — 2ufu® 3, ugg + 2100, ug — 4#“09M095rbt99) +

+ (/lukkarugg — Zdukkurrarugg + Zyu,,(?,ugg — 4,uu,ru”(9,u99) =0.
(4.40)

De (4.21) temos ukk = 6ifuij = u,, + Ugg, dessa forma vamos ficar com

O [A(trr + uge) + 2ty ] — [A(uyr + gg)Brttgg — 24 (trr + uge)u®® drttgy + 21090, uge +
—4puggu® drugg| + [A(utry + ugp)Orutge — 24(uyr + ugg)u’” 8, uge+

+2uutyr Orutgg — 4ty i’ Orugg] =0,
(4.41)

onde observamos que surgem novos termos de segunda ordem. Mais especificamente temos

O [A(upy + ugg) + 2uu,, ] — [/l(u,, + ugg)Oyuge — O(u?) + 2uuggOrugy — 0(u2)] +

(4.42)
+ [A(urr + 1g9)Br1ug9 — O () + 2parr Bruige — O(u?)] = 0,
descartando estes termos ficamos com
O [A(urr + ugg) + 2putry ] — [A(ury + uge) Orttog + 2pnagOrutgg] +
+ [A(uyy + 1og)Orugg + 21ty 0,ugg] = (4.43)

= A0,uyy + A0rugy + z,uarurr - 2#”998}’“90 + 2/-1urraru90 s

entdo a equacgdo de equilibrio fica

A(Orttrr + Oruigg) + 2 [(ttrr — ugg)Orttgg + Orttyr] = 0. (4.44)
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Considerando os termos da forma u;0;ux; como contribui¢des ndo lineares (A9;A =
10;A?) teremos

A(Oruyy + Orugy) + 2udruyy = 0. (4.45)

Vemos entdo que, uma vez que u;; € definido adimensional, a equac@o estd dimensio-
nalmente consistente. Agora podemos voltar a expressao (4.24) e fazer o mesmo procedimento
parai = 6.

Viogr = V.09 + Voosg, (4.46)

caculando o primeiro termo temos 9,04, — Iy 0y — 09 = 0 € Opop — Fl.’;’( Omk — FZ’k oim =0,

entao
V.09, = 0r06r — Fg;fo-mr - F;’»?«O-Gm = _Fgro-rr - FgrO-Gr - F:rO-Gr - FfrO-QQ =
(4.47)
= _Fgro-rr - Frero'ee >
mas I'f; = 38" (Bigju + 0181 — 1gi)
1 1
Fgr = Egrl (aegrl + arglﬁ - 8lg9r) = 58” (GGgrr + arng - argGr) =
1 (4.48)
= E (1 - 2l'trr) (89grr) =0,
pois estamos assumindo simetria angular (Jdgg;; = 0). Da mesma forma temos
1 1
Ffr = Egge (0r8rg + Or8or — Oogrr) = _Egge (Oggrr) =0, (4.49)
logo
V.00 =0. (4.50)
O segundo termo de (4.46) fica
Vooge = 00090 — Tgyome — TpggTom = 0p09e — 21 gyoom =
= Og0gg — Z(FgQO'rg + 1—390'99) = 4.51)
= 0gogg — 2T 55000 ,
mas
1 1
Th = 5809 (0860 + Oggo0 — 0pgo6) = Eg%@egea =0, (4.52)

portanto segue que

Voogg = 0gogg , (4.53)
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entdo a equagdo de equilibrio para i = 6 fica simplesmente
Viogr = V09, + Vgogg =0
dpoge =0, (4.54)
que, na situacao que estamos considerando, ndo traz nenhuma informacao adicional. Voltemos
entdo para a expressao (4.45)
A(Oruyy + Orugg) + 2u0uyy = 0. (4.55)

Ja vimos que o tensor de strain de Von-Karman descreve o caso bidimensional através
de
1
Uij = 5(6,-uj + aju,- + 281h6]h) , (456)

uma vez que estamos supondo uma deformacao com simetria angular, vamos tomar o caso em

que temos apenas u, ndo nulo e que 4 = h(r), dessa forma segue que

urr = Vouy + (Voh)? = 8puy — Iu — Ffrug +(8,h)?* =

(4.57)
= O0yu, + (8rh)2 s
a0 passo que
Ugy = Vgug = 691/!9 — Fggur — Fggug = 09149 - Fggl/lr , (458)
utilizando o resultado (4.36), ja descartando as contribui¢des de segunda ordem, fica
Ugy = 69u9 + (1 - 2urr)(9ru99ur . (4.59)

Esta € claramente uma equacao para ugg, € € consistente com o fato de que usualmente

Ugg = “7’, contudo o segundo termo é claramente nao linear, ou seja
Ugg = 69149 + O(uz) y (460)

logo, na aproximacao linear temos ugg = dgug. Isso nos diz que, no caso linear, se termo apenas

u, ndo nulo e & = h(r) a equagado de equilibrio se reduz a

(A+2u)0uy =0

0, [0,u, + (8,h)*] =0,
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0 preco a se pagar € que a expressao ndo depende mais dos coeficientes de Lamé, ou seja, neste
regime os coeficientes de Lamé sdo irrelevantes, na verdade absorvidos como constantes de
integracao.

*u, + 8,(8,h)* =0, (4.61)

2
Y ~ . ~ ,ye
para o caso da gaussiana h(r) = hge »* essa expressao tem a seguinte solugdo analitica

2
0 (\/ﬂb Erf () - 4re_2h_2)

4b? ’

u.(r)=Cy+ Cyr — (4.62)

onde C; e C, sdo constantes de integragdao. Observando (3.51) vemos que o displacement € finito
assintoticamente, dessa forma, buscando conciliagdo vamos por comparacao fixar a constante
Cy = 0, além disso, por estética, denotaremos também aqui C, = . Dessa forma vamos propor

o seguinte deslocamento
72
2 («/27119 Erf () - 4re_2b_2)

4b?

u(r) = pr-— (4.63)

A diferenca do método empregado aqui ao da secao 3.3 € que as equagdes de Foppl
permitem determinar os deslocamentos in-plane a partir de uma deformacao fora do plano, pois
relacionam curvatura e tensdes por meio de uma equagao de compatibilidade. Ja a equagao de
equilibrio sozinha apenas impde que as tensOes sejam balanceadas, sem conectar diretamente
com a minimizagao da energia associada aos dois tipos de deformacao, tornando assim o sistema
incompleto, contudo fornece uma aproximacao. Observa-se que para dados valores de 3, hg e b
de fato este deslocamento se comporta de forma parecida, préximo a origem, com o dado por
(3.51), ou seja, € uma boa aproximacao para regides proximas a origem. Nota-se, por enquanto,
que as constantes de Lamé ndo aparecem nesta aproximagao.

Figura 5 — u, obtido pelas aproximacgoes.

» Figura 6 — u, obtido em (3.51).
o

N S R— A525

-3~ — hy=2,b=058=5 -8l

Fonte: Obtido pelo autor. Fonte: Obtido pelo autor.
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Observa-se que, como no primeiro s6 temos @ = % para ajustar, € mais complicado

fazer ajustes menores, como na segunda abordagem, que temos A e u. Seguindo (4.6) vamos ter
dl”? = (1 + 2uy)dr? + (1 + 2uge)r?d6® = (1 + 2u,,)dr* + r*do?, (4.64)

e a métrica ficard dada entdo por
gij = diag(1 + 2u,, %) . (4.65)

Escrevendo explicitamente em termos de » com (4.63) teremos

di”* = {1 +2 [du, + (8,h)*|} dr* + r*de* =

2
2 (x/ﬂbErf(%)—ztre‘iz) .
= - -3 2, 2992 _
1+2]|0,|Br 157 + (6,hoe b ) dr“ +r-de (4.66)
2.2,5 2.2 5
={1+2 ﬁ—4A%+4Aﬁ)}d;’2+r2d02,
de forma que
dl”? = (1 +2B)dr* + r*do* . (4.67)

Entdo neste regime, dado um g, a perturbacdo € constante. Também nota-se
imediatamente que 8 € adimensional. Notemos que para r — 0 a métrica perde uma dimensao,
e o problema que era definido bidimensional se torna unidimensional, isto também ocorre em
(Juan et al., 2007), entretanto nao ocorre, por exemplo, no caso do trabalho (Watanabe et al.,
2015) em que a métrica nunca anula quaisquer componentes. Seguindo um raciocinio parecido

com os do problemas de gravitacdo vamos consideracdo uma reparametriza¢ao da seguinte forma

r=+14+2pr, (4.68)

entao )
A = (1+2B)dr* e rP= ——— (4.69)

V2

segue que a métrica pode ser reescrita como
-2
. 7
dl'* = dr* + ———=db* . (4.70)
V1+28
Observamos entao que tem a forma dr* + a*7*de (com a = cst.) que € o esperado de
um cone. Esta mé defini¢do na origem implicard algumas consequéncias no potencial efetivo

calculado posteriormente para as particulas confinadas a superficie, visto que ha uma curvatura

coOnica em torno de r = 0.
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4.3 Determinacio da constante 3

Podemos determinar a constante S comparando as duas abordagens, em particular,

para prosseguir vamos rotular (3.51) por uﬁA) e (4.63) por uﬁB). Segue entdo que temos

2 2
w \/gh(z)r exp (—Zb%) (b2(/l + ) (exp (Zb%) - ) —2r2(A + 2/1))
u," =-

, 4.71
2b%r2(A + 2u) “4.71)
realizando uma expansdo em primeira ordem vamos ter
T2
uﬁA) = M;’ +0@3, 1., (4.72)
b2(A +2u)
definindo « = };—0 e expandindo em maior ordem segue
2,5 (8 | 4u
Talur T2r3 (A +3 \/gc” ( i +—4)
NHJEN_Q (A+3uw) AL A (4.73)

" A+2u b2(A +2u) 2(A+2u) o
onde nota-se que a série € impar. Agora vamos expandir também o displacement que obtivemos

4A%r°  BA%P
- +
3p*  5b°

uiB) = Br +..=Br+0r..), 4.74)

e, como deveria ser, a série também € impar. Em particular, apesar dos demais termos ndo serem

. < . (A B g -
similares, o que € esperado pois u£ ) € uﬁ ) tem comportamentos assintéticos distintos, podemos

comparar os primeiros termos das série com para obter uma aproximagao para constante 3, a

saber
2 V2H
= —, 4.75
P= o (*+7)
definindo, por elegincia, By = \/%cxz, B fica fixado por
7
- L 4.76
B = po 1+ 200 (4.76)

de forma que, como suspeitado anteriormente, neste regime as constantes de Lamé sdo absorvidas
em constantes de integracdo. A vantagem das constantes de Lamé aparecerem € que cada uma
delas estd relacionada a um modo de deformacao, e poderemos ver como as densidades de
estados se comportam com a variacao delas. Uma observacao, puramente estética, é que da
forma como definimos a constante Sy teremos [ = [y para u = —A, porém como as constantes
de Lamé dificilmente sdo negativas, uma outra opgio pode ser definir By = %ﬁo dessa forma

teremos [ = % para u = A.
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Algo interessante a se notar € o frequente aparecimento do termo A + 2u nas cédlculos,
este fator estd relacionado com o médulo de Young bidimensional, que é dado por

4p(A + p) p(34+2u)
= ———— ,|ao passo que S3p = ——— | .

S
b A+2u A+ u

4.77)

Porém, utilizar esta definicao do médulo de Young pode nao ser adequado, uma
vez que a defini¢do do strain que estamos utilizando (u;; = (du; + d;u; + 8;hd;h)) ainda é
tridimensional, védlida para uma espessura fina. Devemos ter em mente que para passarmos de
fato a equacdes constitutivamente bidimensionais € necessdrio reescalonar as quantidades que
estamos trabalhando, tomando o limite para espessura da folha indo a zero. Contudo A + 2u ainda
tem significado fisico claro no presente contexto, consultando a literatura, sobretudo de fisica em
sismologia (Mavko et al., 2020; Aki e Richards, 2002), percebe-se que € comum definir-se a
quantidade M = A + 2u para representar o stress uniaxial, isto €, uma medida da resisténcia de
um material a deformagdes sob uma tensao aplicada em uma unica direcao quando as outras
direcOes estao livres para se deformar lateralmente. Em particular, se essas tensdes produzirem
vibragdes, tem-se o chamado P-wave modulus dado por V,, = \/@ , onde V), € a velocidade de
propagacdo da onda e p € a densidade do material. Nota-se ainda que com a determinacao por

(4.76) podemos avaliar o comportamento das constantes de Lamé em ambos os displacements.

Figura 7 — Variacoes de A e y em u,.

; - uy->08 - u-0.9
----- u->1
4 6 8"
----- A->21
—_— A>>15 - A->18

Fonte: Obtido pelo autor.

Constata-se que a aproximacao u, consegue capturar o comportamento das variacdes
dos coeficientes de Lamé, uma vez que podemos ver em ambas as figuras, 6 e 7, que os
incrementos em u tend ibui¢d B 4 >0 A

M tendem a aumentar contribuigoes u, " ,u, ~ > 0 enquanto para A temos o
comportamento contrdrio. Uma vez determinados os deslocamentos, podemos agora prosseguir
para a adaptacdo da equacdo de Dirac, em particular, vamos analisar como os deslocamentos

. R ~ 2 A A .
associados a perturbagdo h(r) = exp —47 afetam a dindmica fermidnica, tanto considerando u

quanto a aproximagao uﬁB) a fim de avaliar se ha diferencas significativas.
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5 GEOMETRIA DA DEFORMACAO GAUSSIANA

5.1 Construindo a métrica com u( )

Durante o desenvolvimento torna-se adequado fazermos uma distin¢do entre os
indices associados a métrica plana e curva. Neste sentido, vamos reservar a partir de entdao os
indices gregos (u, v, p...) € os latinos intermedidrios (i, j, k, ...) ao espago curvo, de forma que
u— {t,r,0} ei — {r,0}. Os indices latinos iniciais (a, b, c..) ficardo reservados ao espaco flat

e, para evitar equivocos, tomarao valores a — {0, 1,2}. Portanto temos de (3.12)
gij = 0ij +2u;; ;(comi=r,0), 5.1

a deformacdo gaussiana h = h(r) e os displacements com contribui¢cdes puramente radiais vao

implicar, em (4.9), que teremos apenas as componentes no tensor de strain

Upr = 6rur + (6rh)2

Uy

Ugg = — (5.2)
r

ur@ = 09

utilizando u( )

hge‘i’f( W2b2Ar? +\/ﬂb4( —1)(/1+/J)— (x/ﬂ—z)r‘*(uzﬂ))

, que € o caso mais geral, as componentes nao nulas serdo dadas por

Uy =
" 4b*r2(A + 2u)
i (5.3)
VEhse v (b2 ( - 1) (A4 p) =22 (A + 2,u))
Hoo =~ 2022(1 + 2p0) ‘
Entdo a métrica g,, = diag (1, —g,,, —gg) terd componentes espaciais
Ze T ( 2\2rb2ar? +«/ﬂb4( —1)(/l+,u))
=1+ -
¢ 2642 + 241) (5.4)
N («/_ 2) L+ 2)
- h%e_b_2
2b%r2(A + 2u)
e
VEhie™ v (2#(1 +2u) — b? ( - 1) 1+ u))
goo =17+ (5.5)

b2(A +2u)

2
Nota-se que, como h(r) = exp (—33), o parametro b, que mede a abertura da

gaussiana, deve ter dimensdo de comprimento, de forma que vemos que as componentes estao
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dimensionalmente corretas, isto é, g, € adimensional e ggy possui dimensdo candnica [L]z, de
tal mod ds? i di ional N bé d

al modo que ds” permanece consistente dimensionalmente. Notemos também que podemos
naturalmente interpretar as deformacdes out-plane como curvaturas tais que induzem um campo
de deformacao radial dado pelos displacements in-plane, como na figura 8. Podemos, além disso,

analisar como os parametros geométricos alteram o comportamento da métrica (graficos 9 e 10).

Figura 8 — Displacements induzidos pela curvatura gaussiana.

Fonte: Elaborado pelo autor.

. o . Figura 10 — Varia¢Ges na componente angu-
Figura 9 — Variagdes na componente radial £ ¢ P £

. o o lar devido contribui¢des meca-
devido contribuicdes mecanicas .
nicas.
grr(r)
200(r)

2_0; d

I I
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0r

Fonte: Obtido pelo autor. 00 05 0 N 20
p Fonte: Obtido pelo autor.

E interessante notar que, além da parte radial, a componente angular da métrica
também € modificada, o que ndo € particularmente esperado uma vez que a geometria possui
simetria angular. Essa mudanca se deve a natureza do tensor de strain, que em coordenadas
cilindricas, como verificamos na se¢do 4.1, inclui alteracdes em ggg mesmo se temos um vetor de

displacement puramente radial. Também ser4 ttil obter expressdes aproximadas validas proximas
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a origem. Neste caso vamos ter

gr = 1+Cr7 + G,

(5.6)
goo ~ C3r”,
onde as constantes sdo dadas por
(3x/27m _18V2ru + 32#)
Ci = hg
4ub*
T2 2
Cy = Y2t | Vhy 5.7)
202 \2b2
c V27rh(2),u
= + — R
: b2(A+ 2u)
e aqui podemos entdo tomar novamente @ = %, e vamos ficar com
g & 1+ a%r2Cl + &*Ch = gy, (5.8)

em que C] e C] sio apenas as mesmas constantes redefinidas fatorando a?. Reescrevendo dessa
forma, como ocorre também no caso mais simples analisado em (Juan et al., 2007), podemos

notar que para b >> hg temos de forma equivalente
lim0 g =1. 5.9

Posteriormente isto serd ttil para determinacdo de aproximacgdes analiticas das
funcdes de ondas. Agora devemos prosseguir para a constru¢do da equacdo de Dirac consistente
com uma particula vivendo na superficie descrita por esta geometria. A relacdo entre curvatura e
campos efetivos em materiais bem dimensionais € um fato bem conhecido na literatura académica

(Juan et al., 2007; Juan et al., 2013).

5.2 Curvatura

Segue entdo que uma vez que temos a métrica podemos calcular a curvatura da
superficie utilizando a mesmas técnicas de geometria diferencial que em relatividade geral, mais

especificamente, sabemos que o tensor de Riemann € dado por

Ry = 0,10, —0,Th, + rgﬂrj(, -0 I, (5.10)

onde os simbolos de Christoftel sdo definimos como de costume por

1
Iy, = Egp‘r (0u8ov + v8oy — Oo&uv) - (5.11)
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(4) (B

Vamos considerar tanto o caso com #,”’ quanto com u, ). Parao primeiro apenas as

seguintes contribui¢des serdo nao nulas

2r (w/Ehg (b2 = 2r2 (A +2p)) + b4e%(ﬂ + 2,0)
(5.12)

0 _
Frﬂ_ 22

V2rh2b? (2r2(/l +2u) — b2 ( B ) A+ ﬂ)) F2bA205E (A +24)

2
r3 (\/ﬂhé (b%u = 2r2(A +2p)) + b4e2;7(/l + 2;1))
Tho =

h (2x/ﬂb21r2 - (\/ﬂb“ (ezb’f - 1) A+ ,1)) +8 (\/2_77 - 2) r (A + 2;1)) - 2b4r2e2572u +24)
(5.13)
202 (—2@%2(4 + ) +4b2r ((\/ﬁ - 4) A+4 (\/E - 2) ﬂ))

. =- +
2 2
2b2r (—2\/27rb2/lr2 + b (ezbz - 1) (A+p) -8 (\/27r - 2) A+ Z,u)) + 255735 (A + 2p)

2r

\/Ebﬁ( 2—1)(a+#)—16(@—2)r6(4+2u)

+

2r2

r2 ’
22 ( 2V27b2Ar2 + \2rb? ( pa 1) (A+p) -8 («/ﬂ - 2) 4+ zy)) + 257365 (A + 24)

(5.14)
a0 passo que tomando a aproximacdo u'® vamos ter
2
43y (b2 = 4r2) + b6 (4b(2p + 1) — V2rhiert (Y2 )
rf = (5.15)
2r2
2b2r (b ra (2b(2ﬁ +1)r - x/ﬂhzerf(\r )) + 4hgr)

- L], (e (b2 - 4r?) . VEhzert (Z) <16
= +28+1 |- ——~ ,
=228 -1) |7 b P b (5-16)

I’ =0, (5.17)

onde esta ultima decorre de (4.60), ou seja, do fato de que neste regime a perturbacao tenderd a

uma contribui¢c@o constante. A saber, quando fazemos u( )

— 0, isto é, quando descartamos as
deformacdes in-plane mecanicas induzidas pela curvatura gaussiana, ficamos com os simbolos

de Christoffel da seguinte forma

1
Ffe -
(4) o
U, — 0 = 00 — 1+ )/f(l’) (518)
ro_ l Y0, f(r)

T 2014y f(n)’
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onde aqui
8hp

22
— © f(r)=r2e ¥ . (5.19)

’y:

Estas sdo exatamente as mesmas expressoes obtidas em (Juan et al., 2007) para o caso
das deformagdes puramente geométricas, o que mostra a consisténcia do formalismo adotado.

De toda forma, a curvatura escalar R serd dada por
R = R(rvgo-v > (5.20)
onde R, = R, opv € 0 tensor de curvatura de Ricci. Uma vez que a métrica € diagonal vamos ter

R = Rppg” + Roog" = 8" (., + RY,, ) + 8" (R)y+ Riyg) = 87 Rly, + 8" Ry, (521)

rrr ror

pois Ry, € Rge sdo identicamente nulos. Calculando separadamente as demais contribuigdes
temos
9 _ a0 0 0 A 0 A _
Ryg. = 0pl, — 0, T, + Ty I, =TI, = (5.22)
0 0 0 10
= _arrer + FHrF;r - 1—‘rel—‘er
e
— A A _
Ryg = 0:Tgg — 0oL+ 17 T — T T = (5.23)

_ r ror r 10
= 0rLgg + 1Ty = Tl -

Substituindo em (5.20) obtém-se uma expressao demasiado longa, de tal forma
que e € mais elucidativo considerar o comportamento numérico, bem como as variagdes nos

coeficientes de Lamé conforme segue no gréfico 11

Figura 11 — Curvatura escalar variando os coeficientes de Lamé. Na linha continua hp = 1,5 =1
e A = u = 1. Utilizando uﬁA).

10

Fonte: Obtido pelo autor.
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6 EQUACAO DE DIRAC EM ESPACOS CURVOS
6.1 Formalismo de Tetradas

A equacdo de Dirac é usualmente definida sob a métrica de Minkowski, que possui
curvatura nula, para passarmos ao espago curvo vamos utilizar o formalismo das vielbeins (ou
tetradas). Podemos pensar nas vielbeins como transformagdes de mudanca de base,isto €, dada
uma variedade geral, esta deve ser localmente flat, tomamos um ponto P situado no espago
tangente, entdo defini-se uma base dita base-coordenada ortogonal {é,, é,}, em P, tangente
a0 espaco curvo, ao passo que defini-se uma ndo-coordenada, nao necessariamente ortogonal,
{é,, é,} parametrizada sobre o espago global. As transformagdes que levam uma base para outra
sdo as chamadas tetradas ou vielbeins.

Figura 12 — Bases coordenadas e ndo coor-

: Figura 13 — P € descrito localmente.
denadas numa variedade geral.

Fonte: Elaborado pelo autor. Fonte: Elaborado pelo autor.

Estas estdo definidas ponto a ponto no espaco, tal que
8a(x) = €'4(x)é,, (6.1)

naturalmente as métricas do espago global e do tangente serdo dadas respectivamente por

8uv = <a,u’ dy) = <é,ua éy) (6.2)

Uab = <éaa éb> ’ (63)

segue destas que

<e'lale,u’ ezev> = e'lalez<é,ua éy)

= Nab = egezg,uv . (6.4)
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Esta relacdo € particularmente importante, pois através dela conectamos o espaco
curvo com o flat. Além disso para que a inversao seja possivel, ou seja, g, = eZeljnab, devemos

ter

(6.5)

ou seja, as tetradas satisfazem ortogonalidade em ambos os espagos flat e curvo. Outro fato

relevante € que as tetradas tem simetria local de Lorentz (Nakahara, 2018), ou seja
é;j = AZ(x)éb, (6.6)

onde as A sdo as matrizes de Lorentz. Também, o longo do espaco curvo, define-se entdo uma

base dual
O(x) = eldxt (6.7)
tal que
0% (é)) = e, dxt(ép) = eye; dxt(ey) (6.8)
N—
Suv
5046y = Sap - (6.9)

Observa-se imediatamente a estrutura de 1-formas diferencias, em particular, as

vielbeins satisfazem as chamadas equacdes de estrutura de Cartan (Nakahara, 2018) que sdo

d(:)a+wZA@b:T“

) (6.10)
a a [SR— a
dwj + wg AWy = Ry
onde aqui d € a derivada exterior e w? sdo as 1-formas de conexdo dadas por
c_ , c i
Wy = Wydx", (6.11)
ou W, = w/‘;and(ab ,e T% e R sdo respectivamente as 2-formas de tor¢do e curvatura. A saber,

nesta pesquisa estamos considerando a situacao livre de tor¢ao, ou seja, 7% = 0. E importante
notar que as conexdes sdo sensiveis as tetradas, desta forma as equacdes de ortogonalidade (6.5)
sdo especialmente uteis para, dada uma escolha arbitraria de uma vilebein, fixarmos a outra de

maneira consistente.
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Considerando a derivada, e a definicao dos simbolos de Christoffel em termos das
bases (V e, = ﬁvep) as conexoes sao definidas da seguinte(Nakahara, 2018) forma
Vaby = €4V, ép,
——
Viea)
onde queremos determinar V,é, = w?, é., entdo
5 _ M _
Vil = e,V (epey) =

_ M 14 4 —
=ey (8ﬂebe,, + ebV#eV) =

(6.12)
= el (Oueyey + ey The,) =
el (G#ez + eZF’Zp) e, =
dessa forma, como é, = e é., considera-se
Viép = wiele, (6.13)
e entao
w e’ =eh(d,e) + T (6.14)
ab“c T Ta \YH") bt ul .
= W), = ef,eZVﬂeZ (6.15)

6.2 Conexao de spin e abordagens efetivas

Para construir a equagdo de Dirac adequada a uma dada superficie curva devemos
corrigir a derivada usual pela derivada covariante. Entretanto a equagao de Dirac € dada, sob a

métrica de Minkowski 1., = diag(+ — —) por
a(iy*d, + me)¥ =0. (6.16)

Afim de redefinir a equagao sob a métrica g, podemos considerar a contracdo das

matrizes de Dirac y“ com as tetradas para refini-las no espago curvo, isto é
yH=ylel, (6.17)

em particular deve-se lembrar que estas matrizes satisfazem a algebra de Clifford em quaisquer

espacos onde a equacdo de Dirac esteja definia, isto é

YLy =" = {y*,y"} = 2" (6.18)
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Vamos considerar aqui a mesma representacao utilizada em (Silva et al., 2024), que é dada por

Yo = 03
Y2 = —ion,

onde as 0, sdo as matrizes de Pauli. Além da alteracdo nas matrizes de Dirac também deve-se
considerar as alteragdes em ¥ que como sabemos, por consequéncia das simetrias de Lorentz,
transforma-se por

R g\ (6.20)

que caracteriza a transformacdo spinorial, em particular, para garantir corre¢cdo adequada do

transporte paralelo do spinor também sabe-se que a derivada covariante fica dada por
0y = Vu+Q,, (6.21)

com £, usualmente dado por

l

Q, = ia)“bZab :lcom % = Z[y“,yb] ) (6.22)

7 “n

Entretanto, para alinharmos nossos resultados aos demais casos estudados na literatura

vamos considerar a convencao real utilizada em abordagens efetivas que partem da equacdo de
Dirac (Juan et al., 2007; Watanabe et al., 2015; Silva et al., 2024), nestas os fatores imaginarios

sao absorvidos nos demais parametros tal que trabalha-se diretamente com

Q= ~w2y ;(com b = [ya,yb]) . (6.23)

SN

Os campos de deformagdo, que implicardo em potenciais efetivos, surgem da

geometria cuja informag@o estard especialmente armazenada nos termos de conexao de spin £,

Tomando a equacdo (6.15) e multiplicando-a por ez e manipulando os indices podemos escrever
Wiy = ¢4 (Gueh + 4T, (6.24)

Como mencionado anteriormente, a escolha de tetradas € arbitraria, desde que as

(6.5) sejam satisfeitas. Dessa maneira vamos considerar uma escolha suficientemente geral dada

por
1 0 0
ey =10 +grcos —+/ggasind |- (6.25)

0 +/grrsinf@ /gggcosb
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Entdo para o caso mais geral que estamos analisando vemos que, como esperado, a
conexao de spin € sensivel as contribuicdes mecanicas, que se fazem evidentes pelas variacdes
nos parametros de Lamé (figura 14). Devido a simetria angular, teremos €2, = 0 de forma que
sO teremos contribuicdo de Qy. Em posse da conexdo de spin e suas componentes podemos
prosseguir utilizando a prescricao adotada em (Arias et al., 2015), e identificar inica componente
nao nula como o potencial vetor do campo efetivo, ou seja, Ay = wéz tal que bidimensionalmente

temos o pseudocampo € dado em coordenadas curvilineas por

1
B = ﬁsWVﬂﬂy , (6.26)
8

em que aqui €*” € o simbolo de Levi-Civita bidimensional e |g| o determinante da métrica. Assim

como a curvatura, tem uma expressao demasiado longa é torna-se mais util avaliar o gréafico 2.1.

Figura 14 — Variacoes dos coeficientes de

Figura 15 — Variagdes do pseudo-campo
Lamé e dos parametros da gaus-

magnético com os coeficien-

siana na conexao de spin. Aqui tes de Lamé. Aqui tomou-se
04 = ou =2 e ob = 0.2; foi ho = b = 1. Utilizando u/™®.
fixado /g = 1. Utilizando Y. 25 ’
05 A=1,u=5
— A=pu=1

5L
" \ — A=5pu=1
0 ‘ ‘ ‘

,

Fonte: Obtido pelo autor. Fonte: Obtido pelo autor.

Ocorre que, de fato, observando 15 nota-se imediatamente a semelhanca com 11, tal
que somos impelidos a avaliar a razdo entre o campo efetivo e a curvatura escalar. Em particular
ao tomarmos

28 = oR, (6.27)

obtemos que estd razdo, conforme as figuras 16 e 3.21, € védlida para o = 1, ou seja

B==R. (6.28)
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Figura 16 — Sobreposicao dos gréficos 15e 11.

Fonte: Obtido pelo autor.

Figura 17 — Razao %. Que verifica a proporcionalidade.

28
20

—

0.5

00—y
0 1 2 3 4

Fonte: Obtido pelo autor.

Ocorre que, € util relembrarmos que a chamada curvatura gaussiana € definida através

de

1 9?81 d%g1i 9782
K(xi,x2) = 3g |{2(axlax2)_ P - o -

2
8 [(3822) (23812_5811)_(3812)2‘ B
4|g]? |\ dx 0x 0x> 0x1
), (6.29)
_ & (5811)(23812 3822) (58 )
4|g|2[ O0x; 0xy  Oxp 0x

L 8 0gi1) (082 agll 082 N 5812_55711 23812_3&2
4)g2| \ 0x1 )\ dxz 0xy |\ 0x; 8x1 0xo Ox,  Ox; ’

em particular podemos calcular

Ryv/lp = ng'R?,-,lp > (6.30)
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desenvolvendo isto, lembrando que estamos no caso bidimensional, obtém-se

R,uv/lp =K (g/.t/lgvp - gupgv/l) P (631)
= Ruy = 87" Rucvp = 87" K (8uv8op — 8up8av) =
uy uavp (8uv8op = Gup8ov) (6.32)
=K (5£guv - gupyv)) = Kguv
€ portanto
R =Kgug" =2K, (6.33)

ou seja, em duas dimensoes, a curvatura gaussiana € metade da escalar. Dessa forma a relagcdo
(6.28) se reduz a
B =K, (6.34)

ou seja, o pseudocampo nada mais € do que a propria curvatura escalar da superficie. Para todos
0s casos em que testamos essa relacdo (Silva et al., 2024; Watanabe et al., 2015; Bueno et al.,
2012) ela se verificou verdadeira. E interessante notar que, como a conexio de spin é sensivel
as tetradas (6.25), de maneira que o angulo 8 funciona como um calibre a se fixar. Durante o

desenvolvimento percebemos que
B(r,0,z,0-h,u;) # B(r,0,z,0-h,u,), (6.35)
porém

B(r,0,z,06,h,0) = B(r,0,z,0:h,0), (6.36)

portanto segue que o campo gerado pelas deformacdes exclusivamente geométricas € invariante
de gauge, se contabilizarmos as deformacdes mecanicas, a invariancia € perdida. Em linhas

gerais, os termos de deslocamento parecem quebrar esta simetria de calibre.
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7 DINAMICA FERMIONICA E SOLUCOES POR HOLONOMIAS: SEM INTERA-
CAO EXTERNA

Nesta sec@o vamos resolver utilizando diferentes abordagens ligeiramente distintas
sdo elas:
1. Primeira abordagem: Resolver introduzindo as constantes de Lamé no caso do trabalho
(Juan et al., 2007).

2. Segunda abordagem: Utilizando diretamente a aproximacao u( ),

3. Terceira abordagem: Utilizando u( ),

Dessa maneira poderemos avaliar se ha diferenca considerdvel entre estas.

7.1 Primeira abordagem

Como mencionado no inicio desta disserta¢ao, no trabalho (Juan et al., 2007) os
autores consideram um modelo em que despreza-se as contribui¢des explicitas dos deslocamentos

in-plane, de tal forma que consideram o elemento de linha dado por (2.1), isto é
ds® = (1 + &2 f(r)dr? + r*de, (7.1)

onde a = %. Entretanto mostramos na se¢do 4.3 que

o Vo hy NFuo

k= (/l +2u) B2 (A+2u)° (7.2)
portanto o elemento de linha pode ser escrito por
h? h?
dl? = (1 + —f(r)) dr? + r’do* = (1 + —f(r)) dr? + r’do* =
(7.3)

dr* +r*de?,

1+ (\ﬁ“z’“‘ﬁ) 1)
U

em particular, por conveniéncia, vamos escolher aqui 8 = /%, dessa forma vamos trabalhar com

I’ = [1 + (ﬂ 22“) f(r)] dr? + r2de’ . (7.4)

Entdo podemos avaliar como as alteracdes nos coeficientes de Lamé afetam a dindmica
dos férmions sujeitos a esta métrica. Note que isso sugere que qualquer perturbagdo radial €
modulada pelo stress uniaxial discutido na se¢@o 4.3. Assumindo que o espinor estd contido em
um espaco de (2 + 1) dimensdes e que, assim como em outros modelos similares, ele ndo possui
massa, a equacgao de Dirac fica

iny" (8, + Q)¥ =0. (7.5)
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Além disso, para uma abordagem efetiva, como no caso do grafeno (Vozmediano et
al., 2010; Katsnelson, 2007), € usual trocar-se a velocidade da luz ¢ pela velocidade de Fermi vg

(Juan et al., 2012) dos férmions no material, dessa forma vamos expandindo a soma obtém-se

oY
ih—— = =ihvryoly', + v?(8p + Q)] (7.6)

onde estamos utilizando o fato de que as deformagdes se ddo apenas nas componentes espaciais,

isto é, Q; = 0. A expressdo acima nos permite identificar o hamiltoniano de Dirac como sendo
Hp = ~ivpyoly' 0 + (99 + Qo)1 (7.7)
com a escolha de vielbeins (6.25) as matrizes de Dirac redefinidas ficam

Y =y
_cosf | sinf ,

- \/5)/ + \/877 (7.8)

0 sinf | cosé ,
Yy == Yy + Y-
V866 V866

Desenvolvendo o Hamiltoniano com isto temos

cos 6 sin 6 sin 6 cos 6
(@Gl—mﬂz)ar—(@01+@0'2)ag+
+l (sin@o_z_ cos@o_l)wgl]’
4\Vgeoe = 8o

em particular, vamos fixar 8 = 0, isto assegura que as contribuigdes I'g que surgirdo irdo a zero

r

Y

7‘( = —ihVF

(7.9)

para hg — 0. Entdo temos

0 O 4 ; Do + 1y
H = —ihvg VErr V800 ) (7.10)
O _j % 4T 0
Ve Ngee P

onde estamos rotulando os termos que surgem da conexao de spin por

1 wy?
M) = 3= (7.11)

Notemos que ['y(r) atua com um potencial geométrico no Hamiltoniano. A partir da

expressao (6.23) € possivel concluir que, para iy = 0, este termo se anula. Isto s6 € verdade pois
uma vez que [y surge da conexdo de spin, esta condi¢do de contorno é completamente sensivel
a escolha de tetradas. Por exemplo, se (6.25) € explicitamente da forma diag (1, /g, v/ges)-
entdo, mesmo se fixarmos A = 0, ainda restardo contribuicdes que decrescem com r, a saber

limp,—0 g o % Uma vez que as vielbeins definem referenciais locais, essas contribui¢des sdo os
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efeitos das mudancas na base nao-coordenada. Entdo, a escolha 8 = 0 garante que no caso flat, ou
seja, hg = 0, ndo existe potencial geométrico e a particula € completamente livre. Dado que nos
determinamos o Hamiltoniano, o caminho mais natural para estudar os efeitos das deformacdes €

procurar por estados estaciondrios (Silva et al., 2024; Yesiltas et al., 2022; Monteiro et al., 2023).

Figura 18 — Variacdo de I'y com os coefici- Figura 19 — Variagdo de I'y com b. Na
entes de Lamé. curva continua hg = 1.
To(r) o(r)
0.20 0.20
— u=A=b=1 — y=A=b=1
015~ T A+6A 015- 1 L b+6b
----- M+ 06U =====b-06b

ool
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0

Fonte: Obtido pelo autor.

Também pode-se notar, a partir da figura 18 , que o potencial € atrativo préximo a
origem porém depois torna-se repulsivo. Entretanto, a barreira é finita e anula-se assintoticamente.
Além disso, também € possivel verificar numericamente que para valores muito pequenos de b,
o potencial diverge. Como consequéncia da dlgebra das matrizes de Dirac e de considerarmos
0 caso ndo massivo, assim como em modelos similares, os espinores ficam dados como na
representacdo de Weyl com duas componentes (Alisultanov e Idrisov, 2023; Nissinen e Volovik,

2017). A fim de obter estados estacionarios vamos considerar solucdes separdveis da forma

¥Y(r,0,1) = eiéleimet,//(r) (7.12)
v=""].
¥

onde E € energia e m o momento angular total m = [ + % Segue entao
HY =EVY. (7.13)

Desenvolvendo isto com o hamiltoniano 7.10 obtemos duas equacdes acopladas

1 m _
\/ﬁé’rlﬁz - \/ﬁlﬁz + Dgyn = €Yy a14)
=0 + = + Togy = e,
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em que definimos € = % Para desacoplar, vamos definir os seguintes operadores

1 m
O +
Vgrr Vg@&

Também observa-se que podemos interpretar o termo % + I’y como um potencial

\/g—

total e entdo, desta perspectiva, o fator LH tende a zero préximo a origem, causando um

V806

comportamento divergente. A saber, esta natureza é governada pelos termos geométricos e pela

O = +y(r). (7.15)

paridade of m, como pode ser visto no grafico 19.

_m_

Figura 20 — Comportamento de 'y +

V&oe
m
g+
go6
1

4 —_— ==

[ 2
2,
o Il S ——— r

H 2 3 4 5
2

L 1
-4+ - m=-=

H 2

Fonte: Obtido pelo autor.

Definindo os operadores 7.15 acima a equacgdo (7.13) pode ser reescrita através de

0 —iOx\(y U
€

= , (7.16)
-0 0 [\y2 1/g)
tal que
—iOo = ey
(7.17)
—-iOW = ey,

multiplicando a primeira por —iO e a segunda por —i0», consegue-se desacoplar as equagdes

~ 01023 = €4

(7.18)
- 00101 = €Y.
Desenvolvendo a primeira temos
R ( 2y 1 argrr) —2 >
- + |- + = O Y2+ Usyr = € yYa, (7.19)
8rr VErr 2 g%, 2
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com

(7.20)

—2 m_2 _ mdrgee 0Ty 2
860 ZgZéz\/g VErr 0

De forma similar, a equacao para i € obtida fazendo a troca m — —m. De maneira

geral essa equacdo tem a seguinte forma explicita

22
5 5 22 dure” »? 5 >
v,b(r)b,urebz(/l+2/,t)r4 m+1+8m =7 —-4mVNr- |+
5 2r2
2 2 4 T
+4ur’ e217(/l+2,u)+,u(4m2—1) +b4et7(/l+2,u)2 r \'ur—eb+1+m2—1 -mVNr?| |-
b2(A +2u)

22
dure” »?

R (2w ()| abur? [\
ree v (A+ 2y’ (r) | 4b~pr D1+ 20)

1-2

2
4ure” 2

2)‘2
thter (A +2u) |\ HE
e U+ 20\\ 3220

+1—1|+8ur*|| —v"(r) =Xy (r).

(7.21)

Como € de se esperar, essa equacao nao tem solucdo analitica, contudo numericamente

€ facilmente resolvida e as solugdes serdo oscilagdes assintoticamente planas. Em especial,
podemos definir

—2
Uj = 8U, (7.22)

e também

V() = -, (7.23)
\/5
podemos chamar este termo de velocidade efetiva, pois depende da geometria; a saber, €
esperado o aparecimento de uma velocidade de Fermi dependente da posi¢ao (Juan et al., 2012).
Prosseguindo também podemos, para facilitar as contas, redefinir a energia para absorver as
dependéncias radiais

E  Egn

8:_:

h”f/F th

, (7.24)

entao

e(r) = Vg€, (7.25)
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dessa forma, multiplicando a equacao (7.19) por g,, temos

10
_arzlﬂz + —2F9 &rr + 5 r&rr
8rr

Oy + Usry = %42, (7.26)

os graficos das solucdes seguem nos graficos 21 e 22. Onde nota-se o deslocamento para a

origem.
Figura 21 — Variacdo das densidades com u. Figura 22 — Variacao das densidades com A.
Lw2 ()12 AR
0.010 0.010
' — e=1,b=1,A=1,p=1 — e=1,b=1,A=1,pu=1
0.008¢ — e=1,b=1,A=1,pu=3 0.008 ¢ — e=1,b=1,A=3,py=1

— e=1,b=1,A=5pu=1

0.006 - 0.006|-

0.004 - 0.004 |-

0.002| 0.002)

0.000 r 0.000 : : : r
0.0 0.5 1.0 15 20 0.0 0.5 1.0 1.5 20

Fonte: Obtido pelo autor. Fonte: Obtido pelo autor.

E que vilido lembrar que para determinar a constante de normalizacio Chorm,

devemos considerar o jacobiano referente a métrica curva, ou seja

CNorm / Vdetg |y (r)|Prdr =1, (71.27)

onde j4 estamos absorvendo o fator 27. E importante mencionar que pode-se obter solucdes de
holonomias(Bueno et al., 2012), uma holonomia nada mais € do que um efeito acumulado no
transporte paralelo de um objeto ao longo de um caminho fechado em um espago com conexao,
em geral em um espaco com curvatura (Nakahara, 2018). Neste sentido, como € mostrado em
(Silva et al., 2024) estas holonomias surgem ao levar (7.26) para uma forma Klein-Gordon. Isso
confere uma abordagem mais prética e, naturalmente, mais clara geometricamente. Para proceder

com esta abordagem podemos procurar solucdes da forma ¢ (r) = {(r) x(r) entdo

O (r) = x(r)&’(r) + £(r)x'(r) (7.28)

Ofy = x(r)"(r) + 20/ (X (r) + L)X () (7.29)
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com isto a equagdo 7.26 torna-se

vV 77O r
g(r)){(r) _m - 3/2g09 = g Vgrrr (}’) Fg(r)grr) -
2840 866
— ()((r){"(r) +20(r)x'(r) + §(r))("(r))+ (7.30)

(X(r){ (r)+L(Nx (r)) ( r:rr - 21“9(?)\/5) =X (r)x(r),

rr

para as contas ficarem mais tratdveis podemos escrever de mais compacta

—X(r)é"(r)—2§'(r))(’(r)—§(r))("(r)+X()((r)§'(r)+é(r))(’(r)) +YL(r)x(r) = €4(rx(r),

(7.31)
onde
6rgrr
X = 28 _2F0(r) V8rr
" 7.32)
mvgrrargge m grr (
- 32 Vgrrr (r) - Fg(r)grr’
2840 866

fatorando y

—((")X"(f’)+¢'(f’)(x§(r)—24“'("))+)((r)(—§"(r)+X§'(r)+Y§(r)) = L(r)x(r), (133)

dividindo por £ (r) para obter uma equagio para y (r) temos

24“’(")) ()( ') XZ(r)
£(r) GG

Impondo a condi¢do dos coeficientes de derivada primeira serem nulos, assim

—x"(r)+ x'(r) (X - + Y) = ey (r). (7.34)

obtemos uma equacgdo da forma Klein-Gordon, segue que

20 (r
X(r) - 5(5)) =0, (7.35)
que nos fornece a equacao para fase
£(r) = goel ¥ = gof H3E 2LolrvET)ar (736)

Entdo resta finalmente a equagao tipo KG

&), XEW
HEING

2
V2

X' (r) + x(r) (- +Y| = Ex(r), (7.37)
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temos portanto da equagao (7.35)

7" 2
0 X y) = e (7.38)

{(r)y 2

X" (r) + x(r) | -
além disso ainda de (7.35) segue

£(r) = 3EIX() + X
O X0, X000

= , (7.39)
Z(r) 2 2¢(r)
portanto temos
X’ X2 X?
) 4y (XD X X Y s, (7.40)
2 4 2
Vi
que substituindo X e Y fica
m\/ rrar
V22 — _M+
3/2
28y
2 2
mgy 1 (0:&r )
+ + - —2Ty(r)~/ +
200 4 ( 2grr 6( ) 8rr (7.41)
1 azgrr FG(r)argrr (&’grr)2 )
+- |-+ + + 2+/g T (r) | -
2( 2grr 8rr 2g;%r & 0( )
- Vgrrré(r) - Fg(”)grr .
Simplificando os termos ficamos com o seguinte potencial quadrético
VZ(I) — _m Vgrrargeé) + ngrr _ arzgrr + S(argrr)2 (7.42)
2 2g3é2 866 4grr 168% ’

onde o indice (1) enfatiza que estamos no primeiro caso. Segue que temos uma equacao tipo

Klein-Gordon para y, isto é

—X"(r) +x (VY = Ex(r). (743)
e entdo a solugdo i (r) € obtida multiplicando-se y (r) pela funcio

argrr_ r - r
£(r) = goe! M 20T (7.44)

Nota-se imediatamente que V22 M hio depende explicitamente do potencial geométrico

I'y, ou melhor, as contribui¢des de I’y s@o absorvidas na fase geométrica de forma similar ao
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efeito Aharonov-Bohm. Do ponto de vista geométrico, (r) € o operador de holonomia. Em

particular, como para o caso plano devemos ter apenas solu¢des do tipo onda plana, este operador

deve convergir, como pode ser observado no grifico 26. A saber o comportamento das solu¢des

por holonomias é semelhantes ao obtido anteriormente, como pode-se ver nos graficos 23 e

24. Pode-se observar nos gréaficos que os coeficientes u e 4 impactam de maneira distinta as

densidades de estados, deve-se mencionar que ndo € uma uma relacao direta, apesar de pelas

figuras parecer que A tende a matar as densidades e u a incrementar, isso depende da escolha de

valores pois relacionam-se a ﬁ, ou seja, ao stress uniaxial discutido na se¢do 4.3.

Figura 23 — Densidades por holonomias vari-

ando A.
120 x2() 12
0.006
— e=1,u=A=1,b=1
0.005
— e=1,A=5u=1,b=1
0.004
e=1,A=10,p=1,b=1
0.003 '
0.002
0.001 | /
0.000 N A r
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

Fonte: Obtido pelo autor.

Figura 25 — Densidades por holonomias vari-
ando a energia.

120 x2() 12
0.020 -
[ — e=1u=A=1b=1
0015 — e=12,u=A=1,b=1
— =13, u=A=1,b=1
0.010;

0.000
0

1 2 3 4 5
Fonte: Obtido pelo autor.

Figura 24 — Densidades por holonomias vari-
ando u.
1) x2() 12
0.006
— e=1u=A=1,b=1

0.005
— e=1,A=1,u=5>b=1

0.004 /
e=1,A=1,p=10,b="1

0.003 /

0.002

0.001 || \.

N e

0.000 L
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

Fonte: Obtido pelo autor.

Figura 26 — Comportamento das fases geomé-

tricas.
¢(r)
120
----- Lim
1150 b0
110 -
1.05"
1.00[== ===
0.951 — b1
090¢ — b>15
0.85)
-_— b2
0.80 ‘ ‘ ‘ ‘ -
4 6 8 10

2
Fonte: Obtido pelo autor.

A figura 26 € consistente com a métrica (7.1), visto que ela tende a identidade quando

b — 0. Além disso, em virtude das solugdes gerais serem analiticamente invidveis, ainda é
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possivel determinar aproximacdes. De maneira geral temos

_u?
a2 m 4urle b2 1
VR _of Aue vt L) TN PR
2 b2(A+2u) r? r2

(7.45)
2?2

42r® (3b* + 4r) = 2bper” (b* = 106%r% + 8r) (4 +2p)
+

2

2
2
b* (bzezb_z(/l +2u) + 4/,tr2)

h . ..
e, uma vez que @ = ', podemos expandir para @ — 0, que corresponde ao limite flat e, portanto,

define solugdes assintdticas. Fazendo isso obtém-se

2
2(1) N m mr 2
V2 ~r—2— 23/2+O(a)
(r2) (7.46)
V2O~ Zm -1
= 2 ~ ﬁ (m - ) s
e, naturalmente, (r) — {y. As solugdes de 7.43 para este potencial sao
x2(r) = Vr A J%(—1+2m)(”€) +r A, Y%(—1+2m)(r€) , (7.47)

onde J, e ¥, sdo respectivamente as fungdes Bessel de primeira e segunda espécie e Ay, Ay

constantes de contorno. Dessa forma as solucdes para () ficam da forma
Y(r) = Lo (\/;Al J%(_Hzm)(re) + \/;AZ Y%(_Hzm)(rf)) . (7.43)
7.2 Segunda abordagem

A fim de prosseguir, agora vamos passar a considerar as contribui¢des explicitas dos

. oL S .~ (B)
deslocamentos in-plane. Para iniciar, vamos tomar primeiramente a aproximacao u, . Todo
o procedimento de obten¢do das equagdes para iy € o mesmo do caso anterior, tendo alteracdo
somente nas componentes da métrica e consequentemente no potencial geométrico I'y. Vimos

que nesta segunda situacdo as componentes da métrica sao dadas por (4.67) de forma que

8rr = 1+ 218
(7.49)
800 = r?.
neste caso o potencial quadratico (7.42) fica dado por
20 _ B+ 1m* 2B+ 1mr 1 2
VZ - r2 - (r2)3/2 - r_z (grrm - grrm) > (750)
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portanto mesmo sem tomar a aproximacao assintética temos que um potencial Coulombiano na

forma
2(2 &rrim
V@ = —5— (Vem = 1) . (7.51)
Figura 27 — Comportamento de Vz(z) sob vari-  Figura 28 — Comportamento de Vz(z) sob vari-
acoes de A. acoes de u.
v2(r) v30)

021 02r

[ — b=07,u=1,A=1
oal oal b=07,u=5Ar=1

7 — b=07,u=10,A=1
0.0: r 00— = r
01} 041+ F
_0'2; -0.2-

Fonte: Obtido pelo autor. Fonte: Obtido pelo autor.

Observando (7.51) conclui-se que para g, — 1 as solugdes de y(r) sd@o também

dadas por (7.48). As solugdes gerais para y (r) sdo da forma

i) =\ () )
(=T 380%) ot
-r \/m) Cy

K
%\/1+4m(m+2m,8—\/1+2,3) (752)

I%\/ 4 m+2mp—[T+2) (
F(———\/l+4m(m+2mﬁ m))

com [, e K, sendo respectivamente as fun¢des de Bessel modificadas de primeira e segunda

+7

b

espécie, ao passo que I' € a funcgdo fatorial e, naturalmente, C3 e C4 constantes. As fases de

holonomia neste regime sao dadas por

ﬂ) . (7.53)

cn=al

Fixados os coeficientes de Lamé o comportamento das solucdes segue nos graficos

29 e 30. Em ambas, nota-se o aumento das densidades em torno da origem.
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Figura 29 — Densidades para m = % Figura 30 — Densidades para m = —%.
lw2()]? lwa()|
0.20 - 0.10 -
— €1 — -1
0.08 |-
0.15
0.06 -
0.10
0.04 -
0.05 H
0.02 -
0.00 r 0.00 r
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
Fonte: Obtido pelo autor. Fonte: Obtido pelo autor.

7.3 Terceira abordagem

. . A .
Por fim, vamos agora considerar o deslocamento mais geral u£ ) associado a

deformacgdo gaussiana. Em primeiro lugar segue o comportamento do potencial geométrico Iy,

pode-se no grafico 31 ver como este comportamento é modificado em relagdo a 19.

Figura 31 — Comportamento de I'y com uﬁA).

Fo(r)
10
i — ho=1,b=1,A=1, =1

08 — ho=1,b=08,A=1,u=1

06" — hp=1,b=07,A=1, =1
0.47

02

0.0

3 4 5
Fonte: Obtido pelo autor.

Vemos que, como esperado, o I’y converge, entretanto, testando diferentes valores
nas constantes de Lamé essa convergéncia € quebrada. Além deste também temos nos graficos o

potencial geométrico total sob algumas variagdes de parametros.
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Figura 32 — Potencial [y + —2= com m = 1. : _ i _m_ =_1
g 0% oo 3 Figura 33 — Potencial 'y + NaT] comm = —3.
Fo+ g+ i
866 \@
30 0.0 s s s ‘ .
r —_—hg=1,b=1,A=1,u=1 1 2 K < 5
25 L
i — ho=1,b=08A=1,p=1 05
20¢ — ho=1,b=07,A=1,pu=1 -1.01
150 -1.5F
10 a0k — ho=1,b=1,A=1, =1
05l 25 — hy=1,b=08A=1pu=1
ool . ol — hg=1,b=07,A=1,u=1
0 1 2 3 4 5 .
Fonte: Obtido pelo autor. Fonte: Obtido pelo autor.
Tratando logo das equacdes pelo método das holonomias, vamos obter
’” 2(3) _ 2
X5+ V2 =¢8x2, (7.54)

. . ~ 2(3) 4 I c

e, diferentemente dos casos anteriores, a expressao de Vz( )¢ pouco elucidativa e convém-nos
nos atermos ao comportamento numérico que segue nos graficos 34 e 35 (e da mesma forma
para as fases no grafico 42). Observa-se nestes graficos que, em relacdo a m, estes potenciais
tem, préximo a origem, o mesmo comportamento os demais potenciais quadraticos obtidos

. d (A) . . li d (B) - . . d f .

anteriormente, contudo como u,”’ € mais complicado que u, ’, isto €, varia de forma mais
complicada em relacdo a r e aos parametros geométricos € mecanicos, isso se reflete em um
nimero maior de inflexdes nos referidos potenciais, como também pode ser verificado também

nos graficos36 a 39. Em todos os casos vemos que hé de fato o acoplamento spin-strain nos

potenciais.

. . 203) .
Figura 34 — Potencial V22(3) sob variacdes de b, Figura 35 — Potencial V"™ sob variagdes de ,

_ 1 Sy, — _
comm = 3. Aquid =y = hy = comm =—5. Aquid = p = ho =

1. 1.
2
y.
— b= — b=1
— b=0.8
2 b=0.8 3
— b=0.75 — b=0.75
0 r 2r
VZ 3 4
_2 1+
_ 0 ‘ . - .
4 0 1 2 3 4 ’

Fonte: Obtido pelo autor. Fonte: Obtido pelo autor.



Figura 36 — Potencial V22 ) sob variacoes de

A, comm = % Aqui hg = 1 e

b =0.75.
— =1
— A=2
— A=3

\

»
V i 3 '

Fonte: Obtido pelo autor.

Figura 38 — Potencial V22 3 sob variacOes de

A, comm = —%. Aqui hg = 1e
b =0.75.
V3
251
[ —_— )=
20
[ — A=2
15}
F —_— A=3
10F
5
0 Ny 2 3 4’

Fonte: Obtido pelo autor.
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Figura 37 — Potencial sz ® sob variagOes de

U, com m = % Aqui hg = 1 e
b =0.75.
3
4,
_IJ=1
2 —H=2
— u=3

4L
Fonte: Obtido pelo autor.

Figura 39 — Potencial V22 ) sob variacoes de

U, com m = —%. Aqui hg = 1e
b =0.75.
V3
4,
—_ =
2f —H=2
— u=3
0 L ! r
1 2 3 4 5

2+

Fonte: Obtido pelo autor.

As solugdes pelo método de holonomias seguem nos gréficos 40 a 42.

Figura 40 — Densidades variando a energia
1

m = 3-
120 x2() 12
0.10
— e=1,u=A=1,b=1
0.08 — e=12,p=A=1,b=1
006 — =13, u=A=1b=1
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Fonte: Obtido pelo autor.

Figura 41 — Densidades variando a energia
1

m:—i.
[£()x2() 12
0.10
— e=1,u=A=1,b=1
0.081 — e=12,y=A=1b=1
0.06 | _E=1.3,H=A=1,b=1

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
Fonte: Obtido pelo autor.
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Figura 42 — Fases geométricas com uﬁA).

¢(r)
20
I — 508
Tt — 509
L - b->1
0.87 Il Il Il Il \r
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Fonte: Obtido pelo autor.

Podemos perceber a semelhanca com as figuras 23, 24 e 26, o que mostra uma
evidente relacdo entre os métodos, porém com dificuldades distintas no tratamento. Da mesma
forma, segue para comportamento modificado do potencial I’y + \/%, que, assim como no

grafico 20, diverge. De forma que comparando os métodos vemos que em todos o potencial 'y

m

V&oe

onde neste ultimo deve-se ter em mente que € um potencial que surge a partir de um método de

apresenta convergéncia, contudo 'y + e os potenciais efetivos na equagdo de KG divergem,
descopamento, a divergéncia na origem € esperada, uma vez que o sistema cilindrico apresentada
ambiguidade na origem como discutido na secdo 4.2. Em especial, também nota-se do método
por holonomias que os potenciais quadraticos V2, apesar de nio terem contribuicdes de I'y, tém
contribuicoes de m e ggg, que sdo justamente os termos que causam divergéncia no potencial
total I'g + \/%, dessa forma, a divergéncia € mais do que esperada. Por outro lado as fungdes de
holonomia £ (r), carregam a informacao apenas de [y, e por sua vez se comportam da mesma
forma convergente. Em outras palavras, no método por holonomias, as contribui¢cdes do potencial
total sdo absorvidas de maneira separada, através de V2 e £(r).

Também podemos determinar aproximacoes assintdticas como na se¢ao anterior, a

saber expandindo o potencial V?(3), em a = % obtém-se

2 2 2 2
2) , 3V2R(d = 6p) +32u ™ (\/E/l — 6V2mu - 3V2rAr? = 32ur? + 18\2mur )
Vil mat| - - +

2 8b2,u 4b2,ur2

m (\/ﬂ/l — 6V2rp = 3V27Ar? = 32ur? + 18@/,”*2) 2

+ + ,
8b2ur? r2

(7.55)
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onde observa-se novamente a presenga da natureza coulombiana, entretanto, corrigida devido

aos termos de acoplamento spin-strain. As solucdes para este regime sao

|| em2—m=1)0? (3aV2x + 241 (16 - 9V2x )

— - —4e2
Xz(r) - A3\/;JV2m—]\/4m;1b2—2;1/72—)n(12/l‘/ﬁ+6mn/2;1m 2lr 2b2 4E +
2V2b i H

|| em2—m=1)0? (34V2x + 21 (16 - 9V2x

— 7 _ 2
+ A4\/;Y\/2m71\/4m;1b272yb27m02/l\/ﬁ+6m02,u‘/ﬁ 2” 52 4e” |,
2V2b i H

(7.56)
onde A3z, A4 e, novamente, J, e Y, sdo as funcdes Bessel de primeira e segunda espécie. Portanto,
vemos que assintoticamente, assim como nos casos anteriores, as solugdes sdo regidas por

funcdes de Bessel. Neste regime temos

,
Iy = arb#, (7.57)
em particular, temos param = +1/2
afzre_zt:;; m azre_zbr_22 1
2 + N ~ 2 + 5 (7.58)

e, portanto, também temos as divergéncias no potencial geométrico total. As fases ficam dadas
por

22
1.2 _I;T \/27ur2y+/l+2;4
gae 1420

50)=&w( , (7.59)

a saber, o comportamento das fases neste regime ainda € similar aos casos anteriores e a 6.23,
entretanto, fixadas as constantes de Lamé, ele também tendem a ter um valor de convergéncia
para r — 0, mais especificamente,

lim £(r) = 1. (7.60)

como segue no grafico 43.
Também € interessante notar a semelhanca entre as figuras 44 e 19. O comportamento
das solugdes assintdticas segue nos graficos 45 e 46 onde nota-se que para as solugdes com

m < 0 serem normalizaveis deve-se tomar A3 — 0.



Figura 43 — Fases no regime assintético para
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Figura 44 — Comportamento de 'y no regime

u=A=1. Parar — 0 os valor assintético.
convergem em torno de 4. L vz |2
1.0
Ilsﬂglz — b=1 — b=06 — b=02 b=0.6
0.8+ “ — A=p=1
.' —\
F S - b=04
0.6F \
T
' 4 -
. . ‘_‘\
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' A A
02t N
" . AN
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Y "w ~.~.
. 0.0 Lt i r
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Fonte: Obtido pelo autor.

Figura 45 — Comportamento assintético das
func¢des densidades. Na linha con-

Fonte: Obtido pelo autor.

Figura 46 — Tomando A3z = 0 as funcdes para

tinua temos solucdes com m > 0
e nas tracejadas com m < 0. Aqui
A3 =As=1.

—— =2 =—— €=25 — €=3

Fonte: Obtido pelo autor.
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ul

m < 0 conseguem ser normali-
zadas, retirando-se a origem do
dominio. Para m > 0 as fun¢des
continuam normalizaveis

Fonte: Obtido pelo autor.

7.4 Relacao entre os casos

Podemos avaliar de forma especifica como estas abordagens se relacionam. Convém

iniciarmos observando a métrica (7.49), desse modo segue
ds® = (1 +2B)dr? + r*do?,

no caso sem displacements explicitos temos a métrica (7.1), que € dada por

2

h
ds* =1+ b—g f(r)|dr* +r*dg*, com f(r) = —e »?

(7.61)

(7.62)
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(9:h)?
g

segue entdo que podemos tomar a relagdo f(r) = ,onde h(r) = hoe"z/ . Ou seja, a

métrica em termos dos deslocamentos out-plane tem a forma

(8:h)*
bz

ds® = (1 + ) dr* + r*de> . (7.63)

Notamos que, no caso da abordagem 7.2, uma vez que o termo 2 faz o papel da
perturbacdo £, isso significa que a linearizacdo na se¢do 4.2 ndo retira apenas as contribuigcdes
de segunda ordem dos strains no plano, mas também retira a dependéncia radial dos modos
verticais 4. Portanto, como na teoria da elasticidade ambos sao tratados de forma intrinsecamente
relacionada, ndo conseguimos separar os dois, pelo menos nao por este processo de linearizagao.
(B)

Isso fica mais claro ao considerarmos a solugdo u,

22

12 (\/ﬂb Erf () - 4re_b_2)

4b?

u® = gr - , (7.64)

onde o primeiro termo € linear em r, e por isso as derivadas de u, produzem apenas o termo 23
na métrica. Por comparag¢do com a métrica (7.1), para que fosse possivel verificar contribuicdes
perturbativas nao constantes na métrica € necessdrio que num regime de mais alta ordem o

primeiro termo da expressdao acima fosse proporcional as derivadas quadréticas de A, isto é
B = const. — S« (8,h)?. (7.65)

Esta diferenca é de fundamental importancia na finitude do potencial geométrico Iy,
pois para (7.62)
1 1
Lo(r) = -1 - —=]|- (7.66)
4r

0, h)?
1+ @D

onde pode-se notar que se anula para hgp — 0. Além disso, também podemos avaliar a diferenca
entre os potenciais quadréticos nos diferentes casos. Para isso vamos considerar as expansoes dos
2

potenciais em termos de . Na abordagem mecanicamente linearizada, lembrando que 8 « a*,

temos de (7.51)

v2 m_2 _mr B 2m? __mr ﬁzmr B ,83(mr) N 5,84mr B 7ﬁs(mr) N
2 2 (r2)3/2 2 (r2)3/2 ) (r2)3/2 ) (r2)3/2 g (r2)3/2 2 (r2)3/2
—_— — — —- —— ~—
0(aY) O(a?) O(a%) O(a®) O(ad) O(alY)

V2= Z O™, (7.67)
n=0
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ao passo que no potencial da primeira abordagem temos de (7.46) que

Vz(l)z _ m>  mr . 2u(m —1)(2m + 1)a2 . 2ur? (24 (-2m? + m + 6) + u(m(5 — 8m) + 38))a4 .
rr(r2)32 h2(A +2p) hg(A +2p)?
N—— ————
0(av) 0(a?) O(a*)
(7.68)
DRGNS Z O™, (7.69)
n=0

logo ambos os potenciais sdo pares em @, o que € esperado, pois a orientacdo da gaussiana, no
nosso caso, € arbitraria (provavelmente em superficies de orientacdo ndo trivial, ou interacdes
gravitacionais, essa paridade € alterada). Claramente os potenciais contabilizam as contribui¢des
0(a"), que, como mencionamos, nio correspondem & auséncia de perturbacio; eles s6 se anulam
parar — oo, e a simetria cilindrica exige a forma 1/r? préximo 2 origem. Ambas as contribuicdes
mecanicas s6 aparecem a partir de segunda ordem em «, o que € consistente com o displacement
uﬁA) pois € possivel verificar que ele é puramente de segunda ordem em a, ou seja, uﬁA) = u(r)a.
Contudo, notamos que no termo de segunda ordem de VZ(I)2 ndo temos dependéncia de r, a
contribui¢do vem apenas das constantes mecanicas e geométricas, diferente do termo de segunda
ordem em VZ(Z)2 onde temos dependéncia radial. Verifica-se também que os termos de mesma
ordem em « sdo algebricamente diferentes, apesar de serem dimensionalmente coerentes. Ainda
carece de investigacdo verificar se ambos t€ém comportamento parecido em regides ndo limitantes,

2 . . 2)2 . . . . ~
provavelmente a resposta € negativa, visto que V2( 2 foi obtido por um processo de linearizagdo e

em V(l)2

, '~ as contribui¢des mecénicas sdo absorvidas em uma amplitude. O hipdtese mais natural

€ que mesmo em situagdes ndo lineares essas contribui¢cdes podem ser transitadas de um modelo
a outro, quanto mais elas forem consideradas em Vz( D2 este deve coincidir com o respectivo
V2(2)2, de forma que no caso limite tenhamos uma equivaléncia. Entretanto, esta andlise exige
uma abordagem por teoria ndo-linear da elasticidade, o que foge ao centro da discussdo deste

trabalho. Da mesma forma que os potenciais anteriores também temos V2(3)2 =20 O(a™).

Em particular, para O(a”) temos

m
V2(1)2 ~ V2(2)2 ~ Vz(s)z ~ 5 (m—1), (7.70)

o que € esperado, uma vez que todas as solugdes sdo assintoticamente funcdes de Bessel.
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8 INTERACAO COM MAGNETICO EXTERNO

Vamos agora assumir a interacao do sistema com um campo magnético de fato.

Vamos tomar o campo uniforme B ao longo do eixo z, o potencial vetor A serd dado por

Ay = %B x T. Em coordenadas cilindricas, ¥ = ré; + zé3 € B = Bypé3 levam a
Ag = jrez , (8.1)

entdo o Hamiltoniano para o elétron sobre a influencia do strain e do campo externo fica
H = —itwpos [y 0, +v%(8p + Qo) + iy eAi] . (8.2)

Seguindo o mesmo desenvolvimento que em (7.26), obtemos a seguinte equagao

para Y (r)
2 19,8rr 2 2
-0 Yo + [ —2Tp\gr + 3% 02 + Uy = Y2, (8.3)
com
2
m? MAg0,860 2m
7/12 = d - 3/2 - Vgrrarré) - grrrg - e—grrAG —e€ VgrrarAQ + grrezAz s
866 2800 V866

(8.4)
e portanto vemos que a Gnica mudanca em relacdo a (7.22) € a inclusdo dos termos de interagao

com o campo externo, ou seja

U =U2 + Y2, (8.5)
onde
2 2m 242
y2 = —e—/geegrrAg —-e€ VgrrarAH + &rre AQ : (8.6)

Entao a equagdo tipo Klein-Gordon neste caso € dada por

XY+ Vixa=exa, (8.7)

com (VZZ = V22 + M22. Logo, vemos claramente que, diferentemente de [y, Ay ndo altera o fator
de holonomia. Isso entdo € consistente com as duas naturezas fisicas distintas. Podemos entao
determinar o potencial vetor A= %rég. Assim como (Silva et al., 2024), vemos que a presenga
do campo externo afeta o limite assintético dos potenciais, enquanto preserva as contribuicoes

das deformagdes devido a curvatura proxima a origem. Evidentemente que, quando o campo
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externo € anulado, os potenciais voltam aos comportamentos obtidos anteriormente, como se

pode verificar nos gréficos 47 a 50, e também como A e u alteram a interagcdo com B.

Figura 47 — Potenciais quadraticos com uﬁA)

incluindo campos externos com
m = 1/2, A variando, u = 1. Aqui
Byp=0.6,hyo=1,b=0.8.

Figura 48 — Potenciais quadriticos com uﬁA)

incluindo campos externos, m =
1/2, p variando, 4 = 1. Aqui
) Byp=0.6,hyo=1,b=0.8.
50 V2

— u=7 u=5 =3 — p=1

40

30

20

10

~10 . .
Fonte: Obtido pelo autor. Fonte: Obtido pelo autor.

Figura 49 — Potenciais quadriticos com uEA)

incluindo campos externos com
m = —1/2, A variando, u = 1.
Aqui By =0.6, hp=1,b =0.8.

Figura 50 — Potenciais quadraticos com uﬁA)

incluindo campos externos, m =
—1/2, u variando, 4 = 1. Aqui
Byp=0.6,hyp=1,b=0.8.

50 V3

— u=7 p=5 p=3 — pu=1
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2 4 6
— A=7 A=5 A=3 — A=1

-10 . .
Fonte: Obtido pelo autor. Fonte: Obtido pelo autor.

Além disso, fixando valores para as constantes conseguimos resolver numericamente,
podemos assim determinar os niveis de Landau calculando os auto-valores na equagao (8.7), em

particular como £(r) = 1/g,-€ € conveniente tomar seguinte operador
dZ
L=— (—— + fvf) (8.8)

tal que

L2 = €x2, (8.9)
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segue nos graficos 51 e 52 alguns autoestados obtidos.

. . A
Figura 51 — Niveis de Landau com M£ ), m = Figura 52 — Niveis de Landau com uﬁA), m =
1/2, A = 7, M = 1, BO = 06, _1/2’ A= 7’ u = 1, BO — 06,
h0=1,b=0.8. /’loIl,bIO.S.
tanl® 1420017
— —
08 W@ 08 o2
— v 06 —
0.4
) w
‘ 2 ‘ 4 é é 1br 0'00 ‘ 2 T 4 ‘. é 2‘3 10"
Fonte: Obtido pelo autor. Fonte: Obtido pelo autor.

Em especial, na aproximacao 7.2, onde as perturbacdes sdo constantes, podemos

obter solucdes analiticas simples pelo método das holonomias, sio elas da forma

o) = ere VI gy N AL .10

com %(22 = U% + Mzz dado por

1 1 (28 + 1)eBomr (28 + 1)m? 2B + lmr
2 _ 222 f
7/[2 _()IB+1)BOe re4— 2ﬁ+ 1€BO+ = + > - ( 2)3/2 P (811)

e as fases dadas por 7.53 tal que elas apenas contém a informacao do strain como esperado. E
naturalmente

XY+ Vixa =&’ xa i(com Vi =Vi+ Y. (8.12)

Figura 53 — Potenciais com campo externo  Figura 54 — Potenciais com campo externo

para m = —1/2. Utilizando apro- para m = 1/2. Utilizando aproxi-

.~ (B)
Ximagao u, .

) - | 0 - ‘__‘-_‘-i--‘ ----- I P -
1 2 3 4 5" - 1 2 3 !
— Bp=1.2 — By=0.9 — By=0.6 A — Bp=1.2 — By=0.9 — By=0.6

......... )

5

Fonte: Obtido pelo autor. Fonte: Obtido pelo autor.



76

Figura 55 — Niveis de Landau para m = —1/2. Utilizando aproximagao uﬁB).

ly2(1)]?
1.0

— o
0.8

o
0.6 i w‘f)
0.4:
02/
0 2 4 6 8 10

Fonte: Obtido pelo autor.

Figura 56 — Niveis de Landau para m = 1/2. Utilizando aproximagao u 53).

lwa()| 2
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8 10

Fonte: Obtido pelo autor.

Nota-se que, como nesta aproximagao, os potenciais ndo possuem inflexdes além de
segunda ordem, os niveis de Landau também nao possuem. Além disso, no caso mais geral com
uﬁA) os potenciais divergem sobre a mesma curva para r — 0 e os aproximados nao. Contudo,
o comportamento de divergéncia para a mesma assintota vertical é também capturado pelas

aproximagodes. Para finalizar, vamos comentar o aparecimento de uma classe especifica de

potenciais mediante uma mudanca de varidvel.
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9 POTENCIAIS SUPERSIMETRICOS

Observando a forma das fases geométricas nota-se que

Orgrr

£(r) = goe T TNETR N _ o om [ TN hnen] — £y = () [ TovEdr (91

Isso sugere que podemos reescrevé-la de uma forma mais natural absorvendo os
termos que dependem, de forma complicada, da métrica fora da integral de fase. Neste sentido

podemos considerar a seguinte mudanga de varidvel

1 1d
—_ =, 9.2
dr sdr ©-2)
onde s = /g, assim a expressdo (7.19) pode ser reescrita da seguinte maneira
d? dyr  —
22 o, 22 LT P = s, 9.3)
dr dr
com
—2 _ d ( m m? Iy )
U(r):—_(—)+——(—_+F), 9.4
? dr \vges) gee \dr °

e, da mesma forma que ja fizemos antes, vamos tomar ¥, (7) = G(7) y (). Impondo novamente

que os coeficientes de ¢’ (7) vamos obter as equagdes tipo KG em termos de 7
~x; (7) + W2 () = € xa2(7) (9.5)

assim a expressdo para G fica G(7) = Goe_frf’(7)d7.
Nota-se, portanto, que diferente de (9.1), Go € uma constante e a fase depende agora
exclusivamente do potencial geométrico, pois a métrica € absorvida na mudanca de varidvel.

Além disso, se desenvolvemos a expressao para W5, vamos obter um resultado interessante da

forma
d m m?
W2 7 = - + —. 96
2(7) dr (\/geo) 860 ©-6)

Potenciais desta forma sdo conhecidos na literatura como potenciais supersimétricos.
Pode-se ver claramente que nesta abordagem a dependéncia em r de £(r) = +/g,-€ € absorvida
pela mudanga de varidvel. Um fato inconveniente € que realizar a integracdo sobre a mudancga de
varidvel requer a inversdo explicita 7 — r que € dada por r = f s(r)dr e isto, em geral, ndo €
obtido por métodos elementares. A existéncia do potencial supersimétrico sugere a existéncia de
estados fundamentais de energia O que, sobretudo nas abordagens efetivas, ainda carecem de

significado fisico, pois em geral ndo sao normalizdveis (Yesiltas et al., 2022).
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10 CONSIDERACOES FINAIS

Segue do desenvolvimento destes resultados que estes sistemas sao particularmente
interessantes na investigacdao de fendmenos que tradicionalmente estariam associados a teorias
fundamentais de particulas e campos. Estes modelos servem de andlogos gravitacionais,
fornecendo conhecimentos sobre fendmenos topoldgicos e de alta energia em contextos de
matéria condensada (Gallerati, 2022; Sepehri et al., 2016). No contexto dos férmions, a curvatura
modifica a conexdo de spin, afetando assim a equacdo de Dirac e, assim como a curvatura do
espaco-tempo cria potenciais gravitacionais, aqui ha potenciais pseudo magnéticos. Utilizando
teoria da elasticidade, mostramos que temos um método paralelo onde as propriedades mecanicas
da superficie sdao introduzidas através de uma aproximag¢do continua, o que se destaca em
relacdo aos métodos de estado sélido, onde as propriedades mecanicas surgem mediamente
a consideracdo da estrutura atomicamente discreta da superficie. Estas, por sua vez, como
podemos ver no decorrer deste trabalho, influenciam diretamente o comportamento dos potenciais
e densidades de estados nesses sistemas. Neste sentido, podemos considerar, por exemplo, 0
que foi apresentado na se¢do 6.2 sobre a invariancia de calibre do pseudocampo, pois 8 apenas
torna-se invariante para os deslocamentos in-plane nulos. Como observado em (Arias et al.,

2015), os angulos nas vielbeins podem ser escritos como

Vg cosO  +/ggg sin 6
el = Err 800 ,onde 8 = + Cos™! (i) . (10.1)
\Errsin®  +/ggg cos O’ V8rr806

Uma vez que a abordagem da teoria da elasticidade implica a introducao de termos de
perturbacdo mecanica na métrica, isto significa que os coeficientes de Lamé, que estdo associados
as propriedades mecanicas, estardo também relacionados de alguma forma com o angulo 6, que
na abordagem TQC ¢ interpretado como um calibre. De um ponto de vista geométrico, isto
significa que os vetores da base com as deformag¢des puramente geométricas sao diferentes dos
vetores da base gerados com a inclusiao das deformagdes mecanicas e que, em principio, ndo
ha razdo para que a invariancia de calibre se mantenha. Isto €, como a teoria da elasticidade €
completamente independente da abordagem TQC e que u e A também estdo relacionados, através
da teoria do estado sélido (Bouhemadou, 2009), com os deslocamentos nos locais da rede, nao
ha motivos para esperar que a invariancia de calibre seja preservada juntando diretamente estas
abordagens. E, como mencionado, a priori temos duas formas de construir o hamiltoniano. A
primeira é como segue em (7.7), ou seja, todas as contribui¢des de curvatura sao introduzidas

através da conexao de spin e do acoplamento da equagdo de Dirac com as vielbeins. No entanto,
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como podemos ver em (Juan et al., 2013), também & possivel introduzir termos no Hamiltoniano
a partir de técnicas de teoria do estado s6lido, os autores mostram que um campo extra, radial,
associado a velocidade de Fermi dependente da posicao, oriundo de uma andlise por tight-binding
ndo € invariante de calibre. Sugerimos entdo que uma forma de interpretar a quebra da invariancia
de gauge aqui sugerida € que, ao deixar todas as contribui¢des de curvatura serem introduzidas
como em (7.7), estamos incluindo indiretamente contribui¢des que quebram a simetria de gauge.
Outra forma de interpretar € que a quebra provém exclusivamente da forma algébrica de (3.51),
caso em que € necessdrio analisar a relagc@o entre /(r) e u, através do principio variacional, e
as suas condi¢des de contorno, tendo em conta o Hamiltoniano eldstico da superficie. No que
diz respeito aos potenciais, pode-se notar que introduzindo explicitamente os deslocamentos u,.,
associados a perturbagdo gaussiana via teoria eldstica, observamos nele que, no regime linear,
onde temos Vz(z)z’ basta adicionar uma constante a componente radial da métrica. Ao passo
que o potencial Vz(l)2 é equivalente a este com constante nula, pois aqui as constantes de Lamé
sdo absorvidas na amplitude da gaussiana. Portanto, na Segunda Abordagem a perturbacdo é
realizada por somas de constantes a métrica, e gera um potencial perturbativamente mais simples
onde a componente radial g,, altera explicitamente a interacdo em qualquer regime. Isso sugere
que qualquer sistema com simetria angular, no regime linear, € descrito dessa forma. A particula
nunca estd livre das interagdes explicitamente mecanicas. Ao passo que na Primeira Abordagem
a perturbacdo € modelada por uma fung¢do, o que torna o potencial mais complexo, as constantes
mecanicas contribuem apenas com a amplitude da func¢do, a particula s6 fica efetivamente livre
de interacdes mecanicas para @ = (. Diferentes simetrias t€ém diferentes funcdes perturbativas
e devem gerar potenciais diferentes. Uma vez que mostramos como relacionar a amplitude da
funcdo f(r) da primeira abordagem com os contribui¢des mecanicas vemos que os dois tipos
de deformacdo sdo introduzidos de forma codependente, pois o caso de @ = 0 na primeira
abordagem equivale a auséncia de contribui¢cdes mecanicas, pois faz a V2(2)2 se reduzir a Vz(l)2
com S = 0, visto que @ e S sdo proporcionais. Em todo caso, o comportamento assintético tanto
de Vz(m, V2(2)2 quanto de V2(3)2 € dominado por func¢des de Bessel, como mostrado na secao 7.4,
o que ¢ esperado da simetria cilindrica. Em todos os casos, as contribui¢cdes geométricas sao
absorvidas como uma fase similar ao tipo Aharonov-Bohm e as demais contribui¢des vém de
um acoplamento spin-strain. Ficando claro que existe uma drea a ser explorada envolvendo as
caracteristicas topoldgicas destes sistemas, em especial, vemos que ha também uma conexao

com o tratamento por mecanica quantica supersimétrica a ser explorada em estudos futuros.
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11  PERSPECTIVAS FUTURAS

O préximo passo mais natural € considerar os espalhamentos, por exemplo, partindo
da abordagem pela aproxima¢do WKB, dado um potencial V(x), sabemos que, em primeira

ordem, podemos escrever uma solucao aproximada para o caso nao relativistico na forma

1

exp [ii/ dx'k(x’)] ,onde k(x) = [27’” (E - V(x))] i ) (11.1)

¥(x) =

(x)

O que iremos fazer € considerar a adaptagdo para o caso relativistico. Além da WKB,
baseando-se no trabalho Electronic structure of helicoidal graphene Massless Dirac particles on
a curved surface with a screw symmetry (Watanabe et al., 2015) também pretendemos trabalhar
com a aproximacao Bohr-Oppenheimer. A consulta na literatura mostra que faz-se necessario
um tratamento numérico mais sofisticado do que o realizado em nossos estudos prévios. Outra
possibilidade € notarmos que em todo o caso estamos considerando as perturbagdes estéticas.
Porém sabemos dos modelos discretos que existem vibragdes na rede, de forma que um estudo
interessante dentro do que estamos realizando € implementar a modelagem dessas vibragdes
permitindo que as deformagdes variem no tempo, em particular podemos acatar diretamente as

equacoes de Foppl, discutidas na se¢ao 3.3. Um primeiro modelo seria uma estrutura cilindrica.

Figura 57 — Cilindro, de altura /, com perturbacdes periddicas ao longo do eixo z.

f

l=2—2 {

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma vez que sabemos que os modos de vibracdo ficaram confinados entre os limites
Z € z09, vamos entdo analisar como ficam as densidades de estados mediante essas vibragoes.
Tendo realizado este estudo, podemos partir com mais seguranga para aplicar a abordagem em
geometrias mais complexas. Além disso, o estudo abordado até entdo foi realizado sobre a
consideracdo de uma tnica particula. Dessa forma, uma vez tendo amadurecido o conhecimento
sobre as abordagens previamente discutidas, devemos ser capazes de estender a andlise para

o estudo de sistemas de muitas particulas confinadas a estes sistemas bidimensionais curvos.
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Sabemos de antemao que hd na literatura uma teoria suficientemente robusta para tratar da
quantizacdo de campos em espacgos curvos (Birrell e Davies, 1984). O que queremos entao
¢ desenvolver uma adaptacao para espagos curvos bidimensionais, fazendo a correlagdo com
a teoria eldstica. A abordagem mais simples que sugerimos para iniciar um tratamento nesta
direcdo € fazer consideracdo de um gds de particulas relativisticas, ndo interagentes. Podemos
observar também que as equacdes de Foppl podem ser diretamente entendidas como equagoes
que nos fornecem a dindmica dos campos de deformacoes mecanicas (strains) u;; € geométricas
h(x;,x;). Queremos partir de um hamiltoniano suficientemente geral, dado por exemplo por

H =ivp / drJg¥' (r) (y“@a + %Vay“) ¥(r), (11.2)

tal que ao introduzirmos os campos u;; € h(x;, x;) esperamos obter um hamiltoniano semelhante
ao obtido na referéncia (Gonzdlez, 2012), que realiza uma abordagem mais direta com uma
interagdo tipicamente Coulombiana, esperamos obter entdo um potencial de interacao diferente
devido a presenca explicita dos termos de deformac¢des mecanicas, ou como estas interagdes
afetam um potencial inicialmente Coulombiano. A fim de aproximar o contato com o experimento,
para além deste, devemos mencionar o trabalho (Khveshchenko, 2006) onde o autor mostra
como obter a condutancia por tunelamento (tunneling conductance) a partir de um hamiltoniano
semelhante ao de (Gonzdlez, 2012). Ademais, existem dois trabalhos, (Morales e Copinger, 2023)
e (Sedrakyan et al., 2021) que oferecem uma boa perspectiva no que diz respeito a modelagem
de fonons através da introducdo de geometrias com dependéncias temporais. Neste sentido €
possivel dar dindmica a essas perturbacdes utilizando as equagdes Foppl, e analisar como a

presenca desta dindmica especifica impactard os observaveis macroscopicos.
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