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ABSTRACT 

In this work, random Ising models are studied for one-

and two-dimensional systerns. In the one-dirnensional case, the 

random field ferromagnetic model and the antiferrornagnetic model 

with bond and site dilution are studied. In the two-dirnensional 

case, the rnixed spins Ising rnodel on the honeycornb lattice with 

random exchange interactions and randorn uniaxial anisotropy is 

studied. The critical behaviour of these systerns is analyzed. 



RESUMO 

Neste trabalhei, são estudados modelos de Ising 

aleatórios em sistemas unidimensionais e bidimensionais. Em uma 

dimensão, são estudados o modelo ferromagnético em campo 

aleatório e modelo antiferromagnético com diluição por ligações e 

por sítios. Em duas dimensões, é estudado o modelo de Ising com 

spins mistos sobre urna rede favo de mel com constante de troca 

e anisotropia uniaxial aleatórias. O comportamento crítico destes 

sistemas é analisado. 
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INTRODUÇÃO GERAL 

O modelo de Ising foi introduzido por Ising (1925) com ·a 

finalidade de fornecer urna descrição microscópica do 

ferromagnetismo. U~a forma para testar o modelo foi ve r ificar se 

ele dava origem às singularidades observadas nas propriedades 

termodinâmicas de um material ferromagnético. Em particular, se 

possuía urna temperatura de Curie, T, 
e 

tal que, para T<T , 
e 

ex istisse urna magnetização espontânea não nula. Ising s ó foi capaz 

de resolver o problema em urna dimensão, e mesmo assim, sua solução 

nã o apresentava qualquer singularidade. Onsage r (1944) conseguiu 

calcular a função de partição e determinar a temperatura de Curie 

para o modelo sem campo externo sobre urna rede quadrada, o que 

possibilitou cálculos posteriores da magnetização espontânea e das 

funções de correlação para esta e outras redes bidimensionais. 

O modelo de Ising tem sido utilizado para descrever 

ligas binárias, gás na rede ( 11 lattice gas"), sistemas magnéticos 

puros e desordenados. Entre estes últimos, destacam-se os rnagnetos 

em campo aleatório, com constante de troca aleatória e os vidros 

de spin ( "spin glass") (Sherrington e Kirkpatrick, 197 5) . Em 

particular, os rnagnetos diluídos (Stinchcornbe, 1983), por exibirem 

características bastante interessantes, têm s;i.do muito estudados 

tanto por teóricos corno por experimentais (Sato et al. (1959), 

Elliot (1960), Elliot et al. (1960), Domb e Sykes (1961), entre 
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outros. Os primeiros experimentos em magnetos diluídos, cobrindo 

uma faixa ampla de concentrações, foram realizados por Baker et 

al. (1961), Breed et al. (1970) e Lagendijk e Huiskamp (1972). 

Dois tipos de situação podem ser obtidos quando são 

colocadas impurezas no sistema a uma temperatura bastante alta e 

realiza-se o seu resfriamento (Brout, 1959) . Se o resfriamento é 

feito de forma muito rápida 

distribuídas aleatoriamente na 

( "quenching") , as impurezas são 

rede e o tipo de di s tribuição 

obtida é a temperada ( "quenched" ) . Se, por outro lado, o 

resfriamento é lento, de modo a obter-se o equilíbrio- térmico, a 

distribuição das impurezas no sistema é dita recozida 

( "annealed") . O equilíbrio térmico é, portanto, atingido no caso 

recozido e não atingido no caso temperado. Em termos da função de 

partição do sistema, da qual podem ser extraídas as suas 

propriedades termodinâmicas, a energia livre no caso recozido é 

proporcional a R.n <Z> , 
s,c 

enquanto que, no sistema temperado, 

energia livre é dada por 

estatística e c a média 

<f.n<Z> > , 
s e 

onde s denota a média 

configuracional tomada sobre a 

distribuição das impurezas. No caso de impurezas com distribuições 

recozidas, é necessária a introdução de um potencial químico para 

o cálculo destas· médias. 

Para os magnetos com constante de troca aleatória, a 

aleatoriedade pode ser de duas formas: por sítios e por ligações. 

Na aleatoriedade por sítios, constituintes magnéticos de um tipo 

são substituídos por outros magnéticos de outro tipo ou por não 
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magnéticos. Como exemplo, pode ser tornado um magneto diluído com 

f órrnula A B c, 
p 1-p 

onde os átomos não magnéticos do tipo B 

substituem parcialmente os átomos do tipo A em um magneto puro do 

tipo AC, até que a concentração p_ de • átomos magnéticos seJa 

atingida. Na aleatoriedade por ligações, a constante de troca 

associada a cada ligação da rede pode assumir um conjunto de 

valores com probabilidade especificada p. 

Entre os rnagnetos aleatórios estão também os magnetos 

amorfos. O modelo com anisotropia uniaxial aleatória descreve 

materiais amorfos magnéticos tal corno a liga de terra rara DyCu 

(Grinstein, 1984) Em sistemas cristalinos, a rede regular 

proporciona direções globais ao longo das quais, os spins 

preferem apontar . A ausência de uma rede regular nos materiais 

amorfos significa que eles não possuem direções globalmente 

preferidas, mas alguns eixos locais, cuja orient~ção varia de 

sítio para sítio. Esta orientação é urna função completamente 

aleatória da posição e esses eixos, aleatoriamente preferidos, 

podem modelar magnetos amorfos como redes ferromagnéticas 

regulares com uma constante de troca uniforme e eixos preferidos 

aleatórios. 

Fishman e Aharony ( 1979) propuseram a equivalência 

entre o modelo de Ising antiferromagnético diluído em um campo 

uniforme e o modelo de Ising ferromagnético em um campo aleatório 

para sistemas com distribuições temperadas. Esta proposição 

permitiu a materialização do modelo com campo aleatório, como por 
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exemplo o Fe Zn F 
X 1-x 2 

( King and Belanger, 1986). Isto serviu como 

motivação para a investigação desta equivalência no modelo 

unidimensional com impurezas recozidas já que, neste caso, é 

possível uma solução exata. Esta investigação constitui a primeira 

parte deste trabalho . 

Por outro lado, o artigo de Gonçalves (1985), sobre os 

efeitos da anisotropia uniaxial no modelo de Ising em uma rede 

favo de mel com spins mistos, proporcionou a idéia de se estender 

seus resultados para os casos em que a constante de troca e a 

anisotropia uniaxial fossem aleatórias. ~esultados aproximados 

para distribuições temperadas foram obtidos por Kaneyoshi 

(kaneyoshi, 1988a; Kaneyoshi, 1988b; Kaneyoshi, 1988c) .O estudo do 

modelo de Ising aleatório com spins mistos e ·distribuições 

recozidas constitui a segunda parte do trabalho. 

Desta forma, esta dissertação é desenvolvida em três 

capítulos. 

No primeiro capítulo, é abordado o modelo de Ising 

ferromagnético em um campo aleatório. A distribuição para o campo 

aleatório é discreta e . dada por: p (h.) 
.1 

A magnetização é explicitamente avaliada com a finalidade de se 

estudar o comportamento crítico do modelo. 

No segundo capítulo, estuda-se o modelo de Ising 

antiferromagnético unidimensional diluído sob a ação de um campo 

magnético uniforme. O sistema é tratado com diluição por ligações 

e por sítios. A magnetização é determinada e o seu comportamento 
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em baixas temperaturas é analisado. 

No terceiro capítulo, o modelo de Ising com sp1ns mistos 

sobre uma rede favo de mel é estudado para os casos em que possui 

constante de troca e anisotropia aleatórias. A temperatura de 

tr~nsição é determinada de forma exata para . os dois casos 

usando-se distribuições recozidas. São realizados alguns 

comentários sobre os resultados aproximados obtidos para o mesmo 

modelo por Kaneyoshi para distribuições temperadas (Kaneyoshi, 

1988a; Kaneyoshi, 1988b; Kaneyoshi, 1988c) 

Finalizando, são apresentadas as conclusões sobre os 

resultados encontrados nos três capítulos. 
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CAPÍTULO 1 

MODELO DE 

ALEATÓRIO 

ISING FERROMAGNÉTICO UNIDIMENSIONAL 

1.1 INTRODUÇÃO 

EM UM CAMPO 

Os sistemas aleatórios são reconhecidamente difíceis de 

serem tratados. Uma possibilidade para vencer essa dificuldade é 

extrair as características básicas destes sistemas a partir dos 

modelos que permitem cálculos exatos. O modelo de Ising em um 

campo aleatório só pode ser resolvido exatamente, ou abordado por 

aproximações completamente controladas, para redes especiais. 

Mesmo em uma dimensão, uma solução exata para temperaturas 

arbitrárias requer uma escolha adequada do tipo de distribuição 

para o campo aleatório. De qualquer maneira, as cadeias 

unidimensionais revelam algumas propriedades gerais dos sistemas 

com campo aleatório, incluindo efeitos não perturbativos 

(Nattermann e Rujan, 1989). Resultados· exatos em uma dimensão 

foram obtidos por Grinstein e Mukamel (1983) para uma distribuição 

de campo temperado, onde o campo assume os valores O, ±oo. Neste 

caso, os campos são tão fortes que fixam os spins em qualquer 
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temperatura, dividindo a rede em agregados ("clusters") finitos 

independentes. • Muito recentemente , o modelo unidimensionàl com 

campo aleatório temperado foi estudado usando-se a abordagem do 

grupo de renormalização (Móss de Oliveira et al., 1990) . Outros 

resultados para o modelo unidimensional também campo aleatório 

temperado podem ser encontrados em Derrida et al. (1978) , 

Nieuwenhuizen e Luck (1986), Funke et al ~ (1989) e Luck e 

Nieuwenhuizen (1989) Gonçalves e Stinchcombe (1986), Gonçalves e 

Horiguchi (1987) e Gonçalves e Horiguchi (1990) e s tudaram o 

comportamento crítico do modelo e Ising -sobre uma rede quadrada 

com distribuições de campo aleatório recozidas. 

Neste capítulo, o modelo de Ising ferromagnético 

unidimensional em um campo aleatório · é estudado considerando-se 

uma distribuição discreta. São obtidos resultados exatos para a 

magnetização, levartdo-se em conta que a distribuição estudada , é 

recozida. 

1.2 MODELO COM CAMPO ALEATÓRIO RECOZIDO 

o modelo de Ising unidimensional s erá considerado em 

uma cadeia linear fechada com N sítios. A Hamiltoniana para este 

sistema é dada por 

N N N 

H = - L JIY IJ' - L h IJ' - L µT , I J > Ü, 
j j+l j j J 

( 1.1) 

j = 1 j = 1 j = 1 
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onde µ é o pseudo-potencial químico que controla a 

distribuição do campo aleatório h (h . =h-r ., e -r . =±1), a qual é dada 
j J J J 

por: 

por 

z = 

p(h.) = p õ(h _-h) + (1-p) õ(h.+h) 
J J J 

A função de partição do sistema é, 

Tr{ exp ( -/3H) } 

N 

+ \-,hT .a- . L~ J J 
j = l 

( 1. 2) 

então, dada 

(1. 3) 

onde /3 = 1/kT. Esta função pode ser reescrita da seguinte forma: 
B 

N N 

Efetuando-se a decimação das variáveis -r, obtém-se 

T 
k 

onde 

r exp ( (3h' a- ) 
k 

8 

(1. 4) 

( 1. 5) 



r = 2(cosh{3(h+µ) .cosh{3(h-µ)J 1 12 (1. 6) . 

h' = 
1 

2 

fulcosh{3 (h+µ) ] 
cosh{3(h-µ) 

( 1. 7) 

mapeando-se o sistema no modelo de Ising unidimensional com 

um campo efetivo uniforme h'. Desta maneira, a função de partição 

deste sistema, Z pode ser escrita em termos da função de 

partição Z' ({3J,{3h') do modelo de Ising com campo efetivo h', ou 

seja: 

Z = rN Z ' ( {3J, {3h' ) (1. 8) 

Observando-se a equação ( 1. 7) , verifica-se que h' 

depende do pseudo-potencial químicoµ, o qual é obtido a partir da 

distribuição do campo 

equação: 

(eq. (1.2)) 

T , + 1 
J 

2 ) 

Assim, µ é dado pela 

( 1. 9) 

O valor médio de (T . +l) /2 é obtido efetuando-se a decimação das 
J 

variáveis T, e daí, obtém-se 
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onde 

z z 

r exp ( {3h ' a- . ) . ( x
1

a- . 
J J 

+ X) I 
2 

(1.10) 

X = 
l 

senh{3(h-h') X = 
2 

. c osh{3(h-h'), z = e/3µ_ (1.11) 
r r 

Desta forma, 

P = X < a-> + X 
1 j 2 

onde <a-> é a magnetização por spin do sistema. 
j 

É possível, então, utilizando-se as equações (1.6), 

( 1. 12) 

(1.7) e 

(1 . 13), eliminar r e z, e obter-se o campo efetivo h' em função da 

probabilidade p. Tem-se, portanto, 

senh/3 (h+h') 
p = 

senh2{3h 
[ <a-j> senh{3(h-h') + cosh{3(h-h') ] , ( 1.13) 

onde (McCoy e Wu, 1973) 

senh{3h' 
M = < O' > = 

j 
+ e -4(3J ] 

. 1 / 2 
( 1.14) 
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Assim, para um dado p, obtém-se o campo efetivo como uma função da 

temperatura a partir das equações (1.13) e (1.14). A partir da 

equação (1.13), verifica-se que o campo efetivo h', para p=0.5, é 

nulo em qualquer temperatura. Este resultado mostra que, pelo 

menos para distribuição simétrica, o sistema apresenta ordem no 

estado fundamental. 

A magnetização em função da probabilidade p, de um 

parâmetro relevante a (a=h/J) e da temperatura, é obtida a partir 

das equações (1.13) e (1.14) e mostrada nas Figs. 1.1 - 1.3. 

Na Fig. 1 .1, tem-se a magnetização como função da 

probabilidade p, para o::=0. 01 e alguns valores de T próximos de 

zero. Verifica-se que para valores de p<0.5, o campo 

negativo. Isto fa z com que se tenha uma magnetização 

efetivo é 

induzida 

negativa. No caso em que p>0.5, o campo efetivo é positivo e, 

consequentemente, a magnetização induzida também é positiva. 

Quando p=0.5, o campo efetivo é nulo para qualquer temperatura e 

não há magnetização induzida. 

Na Fig. 1. 2' 

função do parâmetro a , 

a magnetização é representada como uma 

considerando-se J/K T=lü.0 
B 

e alguns 

valores de p. Observa-se que, para p~0.5, existe magnetização 

induzida, independente do valor de a. Para valores de oc 

muito grandes, demonstra-se analiticamente que a magnetização 

induzida é dada por 2p-l. Isto é observado na Fig. 1.2. 

Na Fig. 1. 3, a magnetização 'é dada como uma função da 

temperatura para alguns valores de p e o::=0.01. Observa-se 
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novamente que, para P*Ü.5, existe magnetização induzida em todas 

as temperaturas. 

Conclui-se destes resultados, que, para p=0.5, não há 

magnetização induzida, já que o campo efetivo é zero em qualquer 

temperatura. Desta :forma, o sistema se ordena em T=O. Para valor~s 

de p diferentes de O. 5, há sempre uma magnetização induzida, e 

portanto, o sistema não apresenta comportamento crítico neste 

caso. 
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CAPÍTULO 2 

MODELO DE ISING ANTIFERROMAGNÉTICO UNIDIMENSIONAL DILUÍDO 

2.1 INTRODUÇÃO 

O caso do magnetismo diluído já foi estudado por vários 

autores, tanto em sistemas temperados como recozidos (Katsura e 

Matsubara, 1974; Katsura e Tsujiyama, 1966; Kasai et al., 1969; 

Muto e Oguchi, 1976; Pekalski e Oguchi, 1975; Matsubara, 1974; 

Rapaport, 1972; Syozi, 1965). 

Syozi (1965) fez um estudo do modelo ferromagnético com 

diluição, decorando as ligações da rede com impurezas magnéticas. 

Determinou , ainda, para o seu modelo, o .calor e específico e a 

concentração crítica (concentração de percolação) de várias redes. 

Muto e Oguchi (1976) calcularam a susceptibilidade e o calor 

específico para o modelo unidimensional sem campo externo com 

diluíção recozida por sítios usando uma matriz de transferência 

4 x 4, a mesma técnica usada neste traba.lho ·para o cálculo da 

magnetização. Neste capítulo, é determinada a magnetização para o 

modelo unidimensional diluído com distribuições recozidas. 

Na seção 2. 2, considera-se o modelo de Ising. 

antiferromagnético diluído por ligações, e na seção 2.3, o modelo 

diluído por sítios. Em ambos os casos, obtém-se a magnetização. No 

primeiro, usa-se o processo de decimação da variável relacionada 
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com a diluição, e no segundo, a técnica da matriz de 

transferência. As impurezas consideradas neste estudo são 

recozidas. 

2.2 DILUIÇÃO POR LIGAÇÕES 

A Hamiltoniana para o antiferromagneto unidimensional 

com diluição por ligações em uma cadeia fechada é dada por 

N N N 

H = r JT). , l (J' (J' - L h<J' - L µ1). . l I J>Ü, ( 2 .1) 
J, J+ j j + l j J, J+ 

j = l j = 1 j = 1 

ondeµ é o pseudo-potencial químico que controla a diluição e 

11 . . =0,1 é a variável de ocupação da ligação. 
J, J+ l 

A função de partição do sistema é então dada por: 

N N N ]} 
Z=Tr{exp(-/3H) }=lexp{(3[-\J11 . . 

1
0-.0-. 1-t-\hcr_-t-\µT) ,. 1 L J,J+ J J+ L J L J,J+ 

: j=l j :: l j::l 
{ <J', TI l 

Efetuando-se a decimação das variáveis TI, obtém-se 

onde 

T) ' ' 1 J, J + 

- r exp {/3J ' o- . a- . } J J+l 

17 
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1 .. fu[ 1 /3(µ-J) 

l + e 
J' = kT ( 2 . 4) 

2 B 
e/3(µ+J) 1 + 

r = [(1+e/3(µ-J)). (1+e/3(µ+J))f
12 

( 2. 5) 

Assim, mapeia-se o sistema no modelo de Ising com uma constante de 

troca efetiva J'. Isto é representado por: 

z = r N Z ' (/3J',/3h) ( 2. 6) 

A const a nte de troca efetiva J' depende, portanto, do 
pseudo-potencial químico. Este pseudo-potencial químico é obtido a 
partir da distribuição 

p ( J . ) = p ó ( J. -J) + . (1-p) ó ( J . ) 
J J J 

( 2. 7) 

impondo-se a condição 

p = < T/ > . j ,j+l 
( 2 . 8) 

O valor médio de 11 j,j+l 
é obtido . através da decimação 

das variáveis 11 , que pode ser escrita na forma: 
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onde 

z z 
X = 

1 
. senh(3(J+J') X = 

2 
. cosh(3 ( J +J' ) , z = ef3µ. ( 2 . 1 O) 

r r 

Então, utilizando - se o resultado anterior na equação (2.8), 

obtém-se: 

p = X <o- O' > + X 
1 j j + 1 2 

( 2 .11) 

onde <o- o- > = e é a função de correlação entre os dois spins 
j j + l 

vizinhos mais próximos do modelo de Ising unidimensional com 

constante de troca efetiva J'. 

A partir das equações (2.4), (2.5) e (2.10), eliminam-se 

reze obtém-se a constante. de troca efetiva J' em função da 

concentração de ligações magnéticas p. Tem-se, então, 

senh(3J' 
p 

senh(3J 
[ e senh~(J+J') - cosh~(J+J') ] , (2 .12) 

onde e é dada por (McCoy e Wu, 1973) 

e = ( 2 .13) 
2 -4(3J / senh (3h + e 

com 
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À± = e 13J' [ cosh(3h + ( senh2(3h + e - 4f3J') 11 2 ] . ( 2 .14) 

A equação (2.12) pode ser derivada também a partir da expres são 

J 
ip (J.) dJ. 

J J 
= o ' 

cotgh(3(J+J') - e 
( 2 .15) 

obtida por Thorpe e Beeman (1976), com a distribuição p(J.) dada 
J 

pela equação (2.7) Das equações (2.12) e (2.13), obtém-se, para 

um dado p, J' como uma função da temperatura. Desse resultado, 

obtém-se a magnetização por sítio através da expressão (McCoy e 

Wu, 1973) 

M = <cr > = 
j 

.senh(3h 
( 2 .16) 

Os resultados para a magnetização do modelo diluído por 

ligações são mostrados nas Figs. 2.1 - 2.4. 

Na Fig. 2.1, a magnetização é dada como uma função do 

parâmetro a (a.=h / J) para alguns valores da concentração p, no 

limite de baixas temperaturas. Verifica-se que, para valores de p 

diferentes de 1.0 e para qualquer valor Einito do campo uniforme, 

há uma magnetização induzida em qualquer temperatura. 

Nas Figs. 2.2 e 2.3, tem-se a magnetização em função da 
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temperatura para dois valores do campo próximos do campo 

crítico, h =2J (McCoy e Wu, 1973b). Para h abaixo do campo 
e 

crítico, em T=O, as curvas da magnetização tendem para valores 

dados por 1-p . Para h acima do campo crítico, todas as curvas da 

magnetização tendem para o valor 1.0 . 

Na Fig. 2.4, a magnetização é dada em função da 

concentração p, considerando-se alguns valores de a e J / k T=lü. O. 
B 

Quando a magnetização induzida é dada por M=l-p, para a<2.0, 

e M=l. O, para a~2. O. Isto implica que, neste limite de 

temperatura, as curvas mostradas na Fig. 2. 4 colapsam em duas 

retas. Verifica-se, então, 

antiferromagnética diluída por 

agregados, um contendo Np spins 

que, para 

ligações 

T=O, 

se divide 

a cadeia 

em dois 

que interagem entre si, e o 

outro com N(l-p) spins livres, onde N é o número total de spins. 

Para a<2. O, dos Np spins do primeiro agregado, Np/ 2 apontam na 

direção do campo e Np/2 na direção contrária. Para a~2.0, todos os 

Np spins deste agregado apontam na direção do campo. 

Conclui-se, então, que, para valores de p diferentes de 

1.0 e para qualquer valor finito do campo uniforme, o 

comportamento crítico do sistema é destruído, já que há uma 

magnetização induzida em qualquer temperatura. 
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2.3 DILUIÇÃO POR SÍTIOS 

A Harniltoniana do antiferrornagneto diluído por sítios em 

urna cadeia fechada é dada por: 

N N N 

H = L J'Y)j 'Y)j +10'/'j +l L' h'Y)jO'j - L µ'Y); J>Ü, ( 2 .17) 

j = l j=l j=l 

onde 'YJ .=0,1 é a variável de ocupação do sítio J, e µ', o 
J 

pseudo-potencial químico. Para se obter a função de partição, 

usa-se a técnica da matriz de transferência (veja, por exemplo, 
N 

McCoy e Wu, 1973), considerando-se o termo adicional -2"""h O' o j ..... 

Hamiltoniana. A função de partição é dada então por: 

Z=l exp{/3 [- f J7J . 'YJ . O' .O' . L J J+l J J+l 
j =l 

( O' ' 1)) 

N 

+ \h'YJ .O' . 
L J J 

j=l 

N 

+ \h O' L º j 
j = 1 

Usando-se a base l'YJO'>, representada por 

j = 1 

lar>=[~], para a=D e r=+l; lar>=[ [],para a=O e r=-1; 

lar>=[~], para a=l e r=+l; lw>=[ i ], para a=l e r=-1, (2.19) 
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têm-se os elementbs da matriz de transferência T dados pela 

expressão: 

1 

2 

( 2. 2 O) 

Desta maneira, pode-se mostrar que a função de partição assume a 

forma 

< T) (J' 1 1 T) (J' > = 
l 1 1 1 

Tr ~, (2.21) 
(J' 

1 

. 
onde Tr TN indica o traço da matriz TN, onde T é dada por: 

T= 

e 13h o 
1 

e/3(µ'+h)/2+{3h
0 

e/3(µ'-h)/2 

1 
-{3h e o 
{3(µ'+h)/2 e 
/3 (µ' -h) /2-[3h e o 

{3(µ'+h) /2+{3h e o 
e /3(µ'+h)/2 
{3(µ'+h-J) e 
[3(µ'+J) e 

/3(µ'-h)/2 e 
/3 ( µ ' - h) / 2 - {3h e o 

e {3(µ'+J) 
{3(µ'-h-J-h) e o 

( 2. 22) 

Da equação (2.22), percebe-se que a matriz T é simétrica, e 

portanto, pode ser diagonalizada através de urna transformação de 

similaridade com urna matriz U, escolhida convenientemente, tal que 
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À o o o 
1 

U- 1TU o À o o (2. 23) = 2 

o o i\. o 
3 

o o o À 
4 

onde À , À , À e À são os autovalores da matri z . T . Estes 
1 2 3 4 

autova lores s ã o obtidos a partir da equação 

e (3h o - À 1 /3(µ'+h)/2+/3h e/3(µ ' -h)/2 e o 
1 -(3h -e o À 

e/3(µ ' +h)/2 (3(µ'-h)/ 2 - (3h e o 
(3(µ ' +h) /2 +(3h (3(µ ' +h)/2 /3(µ'+h-J) {3(µ'+J ) = 

e o e e - i\. e 
e {3(µ'-h) /2 {3(µ'-h)/2-{3h e o ef3(µ'+J) /3(µ'-h-J-h) e o -;:\ 

(2.24) 

Desenvolvendo-se o determinante acima este determinante foi 

desenvolvido também utilizando-se REDUCE (Rayna, 1987)), 

verifica-se que a equação (2.24) possui urna raiz nula e que as 

outras três são obtidas da equação 

11.3 - 2 {e-{3(J+µ')cosh{3(h+h
0

) + cosh{3h
0
}i\.2 + 

2e/3µ' {(e-(3J_l ) [cosh/3(h+2h
0

) + cosh(3h] - ~/3µ' senh2(3J}i\. + 

2a I 4e pµ cosh/3h (senh2(3J - 2senh(3J) = O. o 

As raízes desta equação polinomial do terceiro g 

rau são obtidas 

( 2 . 25) 

usando-se a soluçã o trigonométrica para equações cúbicas (Birkhoff 

e MacLane, 1977) e são dadas por 
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onde 

b = 

A = 2a. cos -- arccos --
2

- + 
{ 

1 [ a. 1·· 
2 l 3 0'. 3 

a. = [a2 - b] 112 
1 

2 

3 

a = 
2 

3 

1 

a. = 
2 

3 
2 

2 . II 

3 
} - a, 

4 . TI 
} - a, 

3 

ab - a 3 - e, 

e = 2e~µ'cosh~h (senh2~J - 2senh~J) o 

(2. 26) 

(2. 27) 

·, 
(2.28) 

(2 .29) 

Analizando-se as equações (2 .26), (2 .27) e (2 .28), verifica-se que 

o maior autovalor é A . Tomando-se o caso em que não há campo 
1 

ex terno (h =Ü e h =0) , reproduz-se, para A, o re s ultado obtido por 
O 1 

Muto e Oguchi (19 76) p ara um sistema unidimensional recozido com 

dilu i ção recoz i da por sítios. 
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Considerando-se a distribuição para a constante de troca 

dada pela equação (2.7), obtém-se o pseudo-potencial químico 

impondo-se a condição 

1 

N 

{ [2a 
8a ab 

l 

cos{+ arccos[ :;]} 

= Um 8µ' 8µ' h O o 

[[ 2ab b' l 
8a 

+ [+ 8µ' ab -

sen{~ arccos [ :;]} 

À a.
4{ 1 -l l [ :; n l/2 

A magnetização é , en tão, dada por 

a 
M = Um 

O 8({3h
0

) 

1 

N 

30 

À a. 
1 1 

e] 8b 2 

8µ' 3 

1 
• ::, } . 

À 
l 

1 8À 
1 

= Um 
h O À 

O l 
8(/3µ') 

+ 

[a'-b] ::,] 

( 2. 3 O) 



{ [2a 
ªª ab l 

cos{+ arccos[ :;]} 

= R.lm ah ah + 
h O o o À a o 1 1 

[[2ab b' ] 
ªª 

+ [+ e l ::, l-ah ab -
o 

sen{+ arccos[ :;]} 
1 ªª } • [ :; n, /, À 

ah o 
À a

4
{ 1 -

1 
1 l 

(2. 31) 

Toma ndo-se um dado valor para p, obtém-se o pseudo-potencial 

químico a partir da equação (2.30), e a magnetização, da equação 

(2 . 31) . 

Os resul t a dos para a ma gnetização são mostrados nas 

Figs . 2.5 - 2.1 0 

Na Fig. 2 . 5, a magnetizaçã o é dada c omo uma função do 

parâmetro a (a=h l ) para determinados valores de p e J / k T=l O. O 
B 

Os resultados os - ra que, para p >0. 5 e • T=0, há dois valores 

críticos para a =1 . 0 e a =2. O) , 
2c 

diferente do modelo s ~m 

diluição (p= l), e _::e t em- se apenas a =2 . O (McCoy e Wu, 
e 

1973b) . 

Neste caso, para a<a , :e 
não há magnetização induzida, para 

a < a< a , a mag e:.::.::::1 _ ão induzida é 1-p , e para a > a , é igual a 
l c 2c 2c 

p. Pa ra p~0 . 5 e -= =• ~á apenas um valor crítico para a 

Para a>a , a magne:.::._~~ão é dada por p, 
lc 

magnetização i nà·=~da . 
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Na Fig. 2 .6, a magnetização é representada como uma 

função da concentração p para alguns valores de o: e J / k T=lO. O. 
B 

Analisando-se as curvas que aparecem nesta figura, percebe-se que 

elas evoluem com o: ~té o limite em que varia~ linearmente com p. O 

valor de o:, para o qual isto ocorre, é superior a (X I 
2c 

tendendo 

para este valor quando 

As Figs. 2. 7 2 .10 mostram a magnetização como uma 

função da temperatura para alguns valores da concentração p e 

J/k =1.0, 
B 

nos casos em que 0:<(X I 
l c 

o: < a<o: 
lc 2c 

e o:> o: 
2c 

Na Fig. 2.7, 

em que o:<o: , as curvas de magnetização tendem a zero quando 
l c 

Na s Figs. 2-8 e 2 . 9, em que o: <o:<o: , 
lc ::!e 

a magnetização tende para 

p, quando ps0.5, e para 1-p, quando p>0.5, no limite Na Fig. 

2.10, o:>o: e as curvas de magneti zação tendem para o valor p 
2c 

quando 

Como no caso diluído por ligações, pode-se concluir, 

pelos resultados most rados, que existe também a formação de 

agregados em T=O. Para o:<o: , 
lc 

qualquer que s eja p, os spins 

formam um único &g:r-egado, tendo-se magnetização induzida zero e 

ordem anti- ferr _ ag ét ica no estado fundamental. Quando 

o: < o:<o: , o s isc.2--=-
1 c 2C 

em , para ps0 . 5, todos os spins livres, e 

para p>0.5, há a =2:::::-.ação de dois agregados: um com N(2p-1) spins 

(N ( 2p-1) / 2 apo __ ::. s.:-_::.- _ a direção do campo externo e N ( 2p-1) / 2 na 

direção contrá::-:.a ::: _ -c.ro com N(l-p) spins livres. Assim, para 

p~0.5, a magne- :.=~ ; 5~ é p e, para p>0.5, é 1-p. No caso em que 

ps0.5. Para p >0.5, existem 

todos os spins apontando na direção do 

campo. Portant , a ~~~~et ização resultante ·é dada por p. 
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CAPÍTULO 3 

MODELO DE ISING ALEATÓRIO COM SPINS MISTOS SOBRE UMA REDE 

FAVO DE MEL 

3.1 INTRODUÇÃO 

Neste capítulo, estuda-se o modelo de Ising aleatório 

com spins de magnitudes 1/2 e s (s>l/2, arbitrário, mas finito) 

sobre uma rede favo de mel. A estrutura favo . de mel é uma das mais 

freqüentemente encontradas em estruturas bidimensionais na 

natureza, ocorrendo, por exemplo, no pigmento da retina de um 

olho, nos restos de esqueletqs de organismos marinhos, em arranjos 

geológicos formados por magma abruptamente resfriado e em formas 

cristalográficas como o basal do grafite (Barry et al., 1982). 

Como mostrado na figura 3.1, a rede favo de mel pode ser 

decomposta em duas sub-redes (A , com sítios marcados com um 11 0 11
, 

A 

e A , com sítios marcados com um "x") B • 

A solução exata do modelo uniforme na rede favo de mel 

foi obtida por Gonça v es (1985). Gonçalves (1987) estudou ainda os 

efeitos da anisotropia uniaxial no mesmo modelo, considerando 

agora a interação e~tre os segundos vizinhos. O modelo aleatório 

com distribuições tern eradas foi tratado, usando a teoria do campo 

efetivo, por Kaneyo s i na rede favo dei° mel (Kaneyoshi, 
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1988a; Kaneyoshi, - =~~~ ; ~aneyoshi, 1988c; Kaneyoshi, 1989a; 

Kaneyoshi, 1989b; Kc-- -=_- __ : __ _ _ 989c), e por Siqueira e Fittipaldi 

Neste ITS~= - = = ~~a conjunto de spins ocupa urna das 

sub-redes equiva_e::: ;::~ .:.~ Yede favo de mel denotadas por A e . 
A 

A, indicadas na=~ -- ~:.:, de tal maneira que, os vi z inhos mais 
B 

próximos de um ·a===- ~~ ~ eYt encern ao outro conjunto de spins. O 

sistema aprese uniaxial e constante de troca 

aleatórias. Es tec:. ..:; __ :: -= ,,,~ e:. são tratados separadamente, cada um 

deles obedecend ~- =: --~ ~~ções binárias recozidas. 

A Hami : ~-::~--: -~~a este sistema é dada por 

H = 
< j ;:: > 

kel\ , CJ' . = ±1 , , 
B J 

µ e T/ são 2~ 

distribuições ~- -

que são dados 

J = j k 

µCJ' -
j k 

< j k > k 

T)CJ' ' 
k 

( 3. 1) 

entre os viz i nhos mais próximos, jeA , 
A 

_- i e Ising de magnitude s, CJ' =±1 j k ' 
CJ'' =±1 e 

k 

-- - ~ot enciais químicos que control am as 

aleatórios J j k e D k , respectivamente, 

( 3 . 2) 
2 
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D = 
k 

D (1 + e,') 
1 k 

2 
+ 

D ( 1 - e,') 2 k • 

( 3 . 3) 
2 

Para a constante de troca aleatória, a distribuição 

considerada é représentada por 

P o ( J -J ) + ( 1-p) o ( J -J ) 
jk l j k 2 

( 3. 4) 

e para a anisotropia uniaxial aleatória por 

= p o ( Dk-D ) + ( 1 -p ) ó ( D - D ) 
1 k 2 

( 3 . 5) 

Na seção 3. 2, estuda-se o modelo com a constante de 

troca aleatória e anisotropia uniaxial uniforme e na seção 3. 3, 

considera-se o modelo com anisotropia uniaxial aleatória e 

constante de troca uni forme. 

3.2 CONSTANTE DE ROCA ALEATÓRIA 

A Hami t . iana para o modelo de Ising com spins mistos 

sobre uma rede de mel que apresenta constante de troca 

_aleatória e anis_ :.~~?_:_ ª uniaxial uniforme é obtida a partir da 

equação (3. 1 ), fa =e~G -se D =D e ~=0. A Hamiltoniana é dada então 
k 

por: 
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H = 

A distribuição a 

pela equação 

Hamiltoniana H, =~ == ~: 

( 3 . 6) 
< j k > 

o parâmetro aleatório Jjk é definida 

D =D =D. 
1 2 

dada por ( 3. 5) para 

3. 2) para Jjk, pode-se reescrever a 

O' O' 
j k 

\ D·r2 - \ L · k L 
k < jk > 

µo- j k • ( 3 . 7 ) 

A funçã- ~= ~~-= ~;~o é obtida a partir da expressão 

z = ( 3 . 8) 

Z= 
J (1-o- )] } 

2 j k o- . i: + \ t3D1:2 + \ t3µ0-. , 
2 J k L k L Jk 

k < jk > 

(3. 9) 

{0',0-,1:) 

Esta função é .__ ::: _: __ :~ = realizando-se o traço parcial sobre os 

spins i: e as a ~~~-P=~5 - de forma que, o modelo com spins mistos 

sobre uma rede =~-·:~= =e pode ser mapeado no modelo de Ising com 

spin 1/2 sobre = ~e -e triangular. Isto pode ser realizado 
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considerando-se a dec- ___ __ :lITl dado spin T
0 

(com vizinhos mais 

próximos t:r , 
1 

1T 
2 

resultante deste 

e cs_ 

\)e(3DT~ F T ~"'1' o-:.: -
L_. 

onde 

Da equação (3 . :. : 

r = 

J' = 

onde 

V 
1 

3 = z G (J , 
1 

1T 10' 1T 
2 0 

e t:r 
30 

A relação 

é dada por 

- , ; ) =rexp{f3J' ( t:r O' +tT O' +tT O' ) } , 
- : 3 0 1 2 2 3 3 1 

+ 

J (1 - <í) 
2 

2 

.. , 
( 3 .10) 

(3 .11) 

=2contrar r e J', que são expressos por 

( 3 .12) 

( 3 . 13) 
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2 G(3J ,D) + 3z G(2J +J ,D) + 3z G(J +2J ,D) + G(3J ,D) 
1 1 2 1 2 2 

( 3 .14) 

e 

s 

G (x,y) = L e{3ym
2 

cosh ({3mx) ( 3 .15) 
m = -s 

Assim, a função de partição pode agora ser escrita sob a 

forma 

Z = r r exp { -{3H ' } , (3.16) 
c, · 

onde N é o númer 

descreve o mode 

al de· sítios da sub-rede A (ou A ) e H' 
B A 

e Ising sobre uma rede triangular com uma 

constante de tr ca e=etiva J'. As propriedades termodinâmicas do 

sistema podem se~ -~- i das do modelo sobre urna rede triangular, o 

qual já poss ·~ i_:_~a solução conhecida 

Baxter(1982 ) ) . 

(veja, por exemplo, 

O pse~~= - ~-~en cial químicoµ é determinado impondo-se a 

condição 

- + <CT > 
1 O 

2 
(3.17) 

45 



onde < cr > = <cr > = < cr > = <cr +cr +cr >/3 podem ser calculados 
1.0 20 30 1. O 2 O 3 O 

com um procedi mento análogo ao utilizado para o cálculo da função 

de partição. Um sumário deste procedimento é colocado a seguir. 

Realiza-se a decimação sobre um dado spin T e sobr e as o 

variáveis cr 1 0 ' cr e cr . 
2 0 30 

Isto é representado por 

( O' , T O } 

r exp{/3J' ( cr cr +o- o- +o- cr ) } . [t ( cr cr +cr cr +; cr ) + t
2

] , 
1 2 23 3 1 1 1 2 23 31 

(3 . 18) 

com r, J' e F (cr, o-) definidos pelas equações (3 . 12) , (3.13 ) e 
T o 

(3 . 11) , resp ectivament e. Da equação (3 . 18) têm-s ê t e t dados 
1 2 

por 

[ 
u l [ 

u 3U 

] • 
2 1 

t = t = + (3 .1 9) 
1 2 V V 

2 1 

com 

u 3z 3 G (J.,:J ..., 2J - J , D) + 2G(J
2
,D)] = ,.= 

1 1 2 

[G ( - - (Jl,D)] - 3G(J,D) z - - 2 

u 2 3 [z
3
G ,- - - .. - :+J

2
, D) -zG (J

1
+2J2 , D) -G (3J2 , D)], (3 .20) = - .. - - -
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e V e V definidos pela equação 
1 2 (3.14). Tem-se, • então, 

<o- +o- +o- > dado por 
10 2 0 3 0 

<a- +a- +a- > = 3 t <a- a- > + t , 
10 20 30 1 1 2 t r 2 

(3.21) 

onde <a- a- > é a função de correlação entre dois spins vizinhos 
1 2 tr 

mais próximos para o modelo de Ising efetivo sobre a rede 

triangular. 

Se . J
2
=0, J' é sempre positivo independentemente do sinal 

de J. 
1 

Isto implica que, para J , 
1 

J :;tQ, 
2 

a ordem ferromagnética 

sempre será favorecida, quaisquer que sejam os sinais das 

interações. Assim sendo, o caso de interesse é o modelo diluído 

(J =J e J =0) , por ser o caso que apresenta as características 
1 2 

mais importantes -o odelo. Desta maneira, a tempera,tura crítica é 

obtida considerar - -se os valores críticos de ~J', exp(4~J~)=3 , e 

de <o-o-> =2/3 (S;:. e_ ::.enson, 1964). Ass-im, . substituindo-se 
1 2 tr 

(3 .19) e e <o- à- > =2 /3 nas equações 
l 2 tr 

e (3.17), obtêm- se 

[G(3J,D)-3G (J, 
• 2 

- r (0 ,D)z - 6G(J,D)z - 2G(O,D) = O , 

[(8p-7)G(3J, D) - 2 ~ - z3 + 2[4(3p-2)G(2J,D)-G(O,D) ]z2 

+12 - .: . = - (4p+l)G(O,D) = O . 

(3.14), 

( 3 .13) 

( 3. 22) 

(3.23) 

onde zé dado ~e-~ =~-~~ão (3.15). Nestas equações, elimina-se z e 

determina-se a ~s -- =~~~~ra crítica em função de p e de um outro 
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parâmetro, a=D/J. 

As Figs. 3. 2 - 3. 5 mostram a temperatura crítica como 

função da concentração p, para spins T com magnitudes 1, 2, 3/2 e 

5/2, respectivamente, e para alguns valores de a. 

Nas Figs. 3.2 e 3.3, em que o spin T tem magnitudes 1 e 

2, respectivamente, verifica-se que, para um dado a, há uma 

concentração p, 
e 

abaixo da qual não há transição, chamada 

concentração crítica. Para a>O, p =(3+513)/18, e para a<O, 
e 

p =1/2. 
e 

Nas Figs. 3.4 e 3.5, T tem rnagnitudes 1/2 e 3/2, 

respectivamente. Para -3/2>a>O, p =(3+513)/18, para -3/2<a<0, 
e 

p =1/2 e, para a=-3/2, p =23/36. 
e e 

Para a=O, caso em que não pá anisotropia uniaxial, 

observa-se que pc depende continuamente da magnitude do spin 

Através de um estudo analítico das equações (3 .22) •,e 

(3.23), são determinadas as concentrações críticas para 

diversos valores do parâmetro a. Esta análise é dividida em três 

casos: a>O, a=O e a<O. 

CASO 1. : a > O. 

Para determinar-se a concentração crítica p, torna-se o 
e 

limite Para a>O, os termos dominantes das funções G(nJ,D) são 

os seguintes: 

2 
G(O,D) - 2ea{3Js , G(nJ,D) - e~Js(as+n), n=l,2,3. (3.24) 
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Considerando-se apenas os termos dominantes na equação (3.22) e 

fazendo-se a mudança de variáveis 

(3Js y = z e , (3. 25) 

obtém-se 

y 3 
- 6y - 4 - O (3.26) 

A raiz positiva da equação acima é y - 1 + /3. Substituindo-se 

este resultado na equação (3.23) e levando-se em conta os termos 

dominantes, obtém-se para a concentração crítica 

CASO 2. 

p = 
::: 

= o. 

3 + 5 /3 
(3.27) 

18 

Para a= e os termos dominantes das funções G(nJ,D) 

são dados por: 

- :s + 1 G(nJ,D) n(3Js - e , n=l,2, 3 . (3.28) 

Neste caso, a e~~aya ~ (3 .22), apenas com os termos dominantes se 

reduz, após a --r'"-:::--= 
.. - ..... --y - -e variáveis (3.25), a 

- 6y - 2(2s+l) O . ( 3. 29) 
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A solução ~ara a equaçã o acima é dada por 

2 
y = , v=2s+l. 

( 3. 3 O) 

equação (3 .23) e mantendo-se Substituindo-se 

apenas os te ~~~es , obtém-se a concentração crítica 

Considerando-sê: .::.=- _ 

reproduz-se -- -- -- - - ----

= e 

O'.=Ü 

2 

3 

(modelo 

V 

2 3y (y+2) 

sem anisotrop ia 

obtido por Syozi (1965), 

(3.31) 

uniax ial), 

= 

/18. == ~ -= -= -== que, neste caso (o:=0}, à medida que s 

CAS~ 

Es € 

realizada 

separadamente. 

reduz a 

Subs tituindo-s e 

:_ 2 . 

um pouco mais complexo. A análise é 

spins inteiros e semi-inteiros 

d e spins inteiros, a equação (3 .22) se 

- o ou y 3 
- 1 - o ' (3.32) 
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obtém-se, para a concentração crítica, o valor 

1 

2 
( 3 . 33) 

Para spins semi-inteiros, através da mudança de variáveis (3.25), 

obtém-se: 

3 6y -4 o I y - - p = 
c 

3 Jy -2 o t y - - p = 
c 

1 
y 3 

- 4 - o, p = 
c 2 

3 + 

23 

36 

para 

r--... 
3 

18 

I para 

3 

2 

3 
para a. < -

2 

3 
a = 

2 

< a. < o . ( 3. 34) 

Portanto, são obtidas três concentrações críticas p a ra spins 

inteiros e quatro para spins semi-inteiros. Para spins inteiros, 

têm-se 

3 + 
r---

3 
P C = I para a. > o I 

1 8 

2 V 

P C = para (X = o (y e V dados por ( 3. 30)), 
? 

3 3y .. (y+2) 

1 
J;:)c = ara (X < o . (3 .35) 

2 
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Para spins semi-inteiros, têm-se 

3 + 
r-....... 

Sv' 3 3 
PC = I para > (X > o/ 

18 2 

2 V 
p = , para (X = o (y e V dados por (3.30)), 

e ? 
3 3y·· (y+2) 

1 3 
p = I para < (X < o/ 

e 2 2 

23 3 
, para a= ( 3. 36) 

36 2 

Conclui-se, então, que há mais de uma concentração de 

percolação. 

Nas Figs . 3 .6 - 3.9, a temperatura crítica é dada como 

uma função do parâ: e tro a para alguns valores de p e para spins 

com magnitudes 1, =, 3 / 2 e 5/2, respectivamente. 

Nas F~gs . 3 . 6 e 3 . 7, em que o spin T tem magnitudes 1 e 

2, respectivame_ Cê , b servam-se dois valores críticos para a, 

a =-3. O e a = 0 . _. : ::;. :::-a a<a , o sistema não apresenta transição 
l c 2c lc 

e o estado fun da._~e~=~: corresponde àquele em que todos os spins T 

se encontram nc es=~~ =0, não havendo, portanto , ordem de longo 

alcance no s_s~e~~- ?=ra concentrações compreendidas no intervalo 

onde p (O'.=Ü)~0.6412 
e 

para S=l, 

r 78, ocorre o f enemeno de reentrância, onàe 

52 



temos duas ternpe=~=-=~s ~e t ransição para cada a. 

Nas F:..ç;::. • "' s pin -r com magnitude 3/2)· e 3 .9 (spin -r 

com magnitude sr: ... 
a =0 . O. 

2c. 
o 

compreendidas 

sistema apresec~~ 

com a ausência 

... :; -o i s valores críticos para a., a =-3/2 e 
lc 

r eentrância ocorre para concentrações 

- - - .::.- ,:Lo p (a=Ü) <p<p (a>Ü). Para p>p (a>O), o 
e e e 

~s =~ -o ordenado. Este resultado é consistente 

~E=~~= ~ =0, responsável pelo desaparecimento da 

ordem de longe 3 _::..:-_:e. 

Os \,-= • - -=:: ,::...-.!' - i cos de a s ão determinados a partir das 

equações ( 3 . 

F (a, T 
1 e 

t Z ) =Ü 

8F aF 
2 . 2 

8T az 
e 

partir de e 

') -
e: -=--. 

. 

= 
= 

r eescritas, respectivamente, sob a forma 

=0 , sujeitas a uma condição adiçional: 

= O . Esta última condição é obtida a 

dF 
= O.e 2 = o. 

dT 
e 

s - !:'-=-- =~==s obtidos aqui reproduzem aqueles obtidos 

por Gonça l res --- - ~~a o modelo homogêneo. 
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c omo uma f unç J o deµ para a a _ tr ibuiç~o 

!p (Jj K) =Po (Jj k- .J) + (1-p) o (,J j k.) 

pmrm Apin T aom maan itu de l . 

e vá r i os 



3.0,--------~-----
T* 

= 2.0--------~ 

2.0 

· 1.5 

1.0 

0.5 

º·º~--;___ ___ 1,__j__:__Ll.L_.,_J~ _ __J 
O.O .4 0.6 0,8 1.0 

* Temperatura de . transição T 

p 

1f 

{ '11 =k T / J) 
l'l e 

como uma função · de p para a distribuição 

f) ( J j k) ;;:; p ,'i ( J j K - J ) + ( :1- - p) ( J J 1~) e v6rios " 
para spin T com maanitude 2. 
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2.51----------------.: 

r* 
2.0 d - 2.0 • 

d .:. 1.0 

1.5 cí :;;Q,Q . 

a'•-0.5 

o<=-1.0 
1.0 

o(=-1.5 

cx=-2.0 

0.5 

º:----~--_L _ _j___J~ __ _j_ __ _J 
O 0.2 0.4 0.6 0.8 .O 

p 

* 
Fig. ') . •• Temperatura de transição T 

como uma função de p para a a :s~ribuição 

,) ( J j k ) ;:a p O ( J j k - J. ) + ( 1 -p ) O ( J j K ) e vá rios 
... 

para $pin T c om magni~uda 3/2, 
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4.o 1 --------~------
T* 
i. 
1 d = 2.0---------_; 

3:0 

d=O.O 

d ::-Q.5 

2.0 
d =-0.1 

o( =-1.5 

1.0 a' =-2.0 

0.4 0.6 0.8 1.0 
p 

Fig . J. 5 TemperatUrêl de transição * * T . (T :=ik T /J) u e • 
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ip(J )=po(J -,J)+(l-p)o(J) 
jk jk . ;Jk 

e vários 

5? 



-2.0 o 

Fig. 3. G :-e. peratur-

uma f _:: 

c :. .: :. ::- .:.buição 
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p;;;Q.80 

p;:0.65 

,. 

-4~--=--_-:2~---1-o ___ J_2 ___ _j4 

Fig. 3. 7 

O( 

* * 
Temperatu1:a. de transição T (T ;k T /J} IJ e 

como uma função de o:.(u:==D/J) pé.lrê1 a 

distribuição p(J . )=po(J -J)+(l-p)o(J ) 
jk _jk jk 

para vários valores de p e para spin~ com 

m@gn i t..uf\tj 2 , 
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T* 

2.0 

1.5 

p;; 1.00 

P • 0.80 

------ p-0.65 

p=0.64 

-4~----~2-•..f...~~~01-__ -12 ___ _J 

Fig. 3 . 8 

4 . 
o( 

* * 
Temperatura de transição T 

('r =k T / J) 
D e 

como uma 

distribuição 

para a 

1)( J ) ::: p o ( J - J ) + ( 1-p ) o ( J ) 
jlc • jk jk 

para vários valores ~e p e para spin~ com 

maon:i.t.udo 3/2. 
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-4 -2 

Fig. 3. 9 

p-1.00 

p .;Q,80 

• P =0.64 

o 2 

* Temperatura de trans ição 'r 

como uma funçMo . de a(a~D/J} 

4 

·k 
(T :::k _T /J) 

D e 

para a 

distribuição •p(J ) =pó(J -J) ·t-(1-p).S(Jj) 
jk • jk k 

para váFios valores do D e para spin~ com 

maonit.ucle 5/:?., 
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3.3 ANISOTROPIA UNIAXIAL ALEATÓRIA 

A Hamiltoniana para o modelo de Ising com spins mistos 

sobre uma rede favo de mel com anisotropia uniaxial aleatória e 

constante de troca uniforme é obtida a partir da equação 

fazendo-se J =J e µ=0. A Hamiltoniana é dada então por: 

( 3 .1) , 

jk 

\ D·/ L k k 
k k 

1)CJ' I 
k 

(3.37) 

A distribuição a que obedece o parâmetro aleatório D é definida 
k 

pela equação ( 3. 5) 

Utilizando-se a expressão 

Hamiltoniana na forma 

D (l+cr') 
l k 

+ 
2 

é dada por 

( 3 . 3) para 

D (1-cr') 
2 k 

2 

( 3. 4) para J =J =J. 
1 2 

D, 
k 

reescreve-se a 

1)CJ' I • 
k 

(3 .38) 

A função de partição é dada, então, por: 

D (l+a-') 
1 k 

+ 
2 

{O-' a-' T) 

2 k 
2 

T 

D (1-a-')] 

2 k 

Esta função é calculada realizando-se o traço parcial sobre os 

spins -r e as variáveis a-', de forma que, o modelo com spins mistos 
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sobre uma rede favo de mel pode ser mapeado no modelo de Is i ~q =-
spin 1/2 sobre uma rede triangular. Isto pode . -ser rea_:.=;..::,:. 

considerando-se a decimação de um dado spin T (com vizin .~~ o 

próximos e, , " e " ) 1 2 3 
e da váriável <r'. o A relação resulta.= ~ - - -- ---- --

procedimento é dada então por 

\ exp{f3J (e, +CT +CT ) T +/3 [ 
L l 2 3 O 

D (l+o-') 
1 O 

2 
+ 

T (TI 
Ü I Ü 

r ' exp{f3J ' ' ( o- a- + CT a- + CT o- ) } 12 23 31 

Da relação acima, obtém-se 

r' = [ W3 .W 
] 1/4 

1 2 

1 

m[ :: ] , {3J' ' = kT 
4 B 

onde 

W
2 

= z G ( 3 J , D ) + G ( 3 J , D ) 
1 2 

( 3. 43) 

- 2/311 com G(x,y) definida pela equação (3.15) e z=e . 

A função de partição é dada agora por 
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onde N é o número 

Z = r 'N L exp { -{3H ' ' } 
{O'} 

de sítios da sub-rede A 

( 3 . 44) 

A 
(ou A ) 

B 
e H' 'é a 

Hamiltoniana do modelo de Ising com spins 1/2 sobre uma rede 

triangular com uma constante de troca efetiva J''. A$ propriedades 

termodinâmicas podem, agora, ser determinadas, como no caso 

anterior, a partir do modelo sobre uma rede triangular (Baxter, 

1982) . 

O pseudo-potencial químico~ é determinado impondo-se a 

condição 

1 + <o-'> o 
p = (3.45) 

2 

onde <o-'> é calculado realizando-se também a decimação do spin T o o 

e da variável O'' . Tem-se: o 

\~ D (l+o-') 
1 O 2 O 

2 + - T q[ D (1-o-' )] 

L~ 
O'' exp{/3J ( o- +o- +o- ) i: o 1 2 3 O 2 2 o 

(1' I L 
Q / Ü 

r ' exp{{3J ' ' ( o- o- +o- cr +o- o- ) } . [ v ( o- cr +cr o- +o- o- ) +v ] , 
1 2 23 3 1 1 1 2 2 3 3 1 2 

com v e v dados por 
1 2 

V = 
1 

1 

4 
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1 

4 

+ ~~--;} -

(3.46) 

(3.47) 



onde 

e W
1 

e W
2 

são definidos pela equação (3.43). 

Daí, vem que <C1''> o é dado por 

<C1'' > = 3 v <C1" cr > + v 
O 1 1 2 tr 2 

(3.48) 

(3.49) 

onde <C1" C1' > é a função de correlação entre os dois vizinhos mais 
1 2 tr 

próximos parq o modelo de Ising efetivo sobre a rede triangular. 

A equação ( 3. 42) garante que J' ' é sempre maior que 

zero. Como no caso anterior, a temperatura crítica ' é determinada, 

usando-se os valores críticos de {3J'', exp (4{3J' ') =3, e de 
e 

<C1' cr > , <C1' a-> =2/3 (Stephenson, 1964). Assim, substituindo-se 
1 2 tr 1 2 t r 

(3.43), (3.47) e (3.48), exp ( 4{3J ) =3 e <cr a- >=2 /3 nas equações 
e 1 2 

(3.42) e (3.45), obtêm-se 

z[G(3J,D )-3G(J,D )]-[G(3J,D )-3G(J,D )]=0 
1 1 2 2 

(3.50) 

e 

i[G(3J,D )+(5-Bp)G(J,D )]-[G(3J,D )+(8p-3)G(J,D )]=Ü 
l l 2 2 

(3.51) 

onde i=e2 f3TI. Elimina-se z nas equações acima e determina-se a 

temperatura crítica através da equação 
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3G(J,D )G(J,D )+(4p-l)G(J,D )G(3J,D )+(3-4p)G(J,D )G(3J,D) 
1 2 1 2 2 1 

- G(3J,D )G(3J,D )=0 . 
1 2 ( 3. 52) 

Consideram-se dois casos distintos para a distribuição 

1) (Dk) . No primeiro caso, 

dada por: 

D=D e D=0, 
1 2 

a temperatura crítica é 

3G(J,D)G(J,0)+(4p-l)G(J,D)G(3J,0)+(3-4p)G(J,0)G(3J,D) 

- G(3J,D)G(3J,0)=0 . ( 3 . 53) 

No segundo caso, D =D e D =-D, a temperatura crítica é dada por: 
1 2 

3G(J,D)G(J,-D)+(4p-l)G(J,D)G(3J,-D)+(3-4p)G(J,-D)G(3J,D) 

- G(3J,D)G(3J,-D)=0 . 

CASO 1. - D =D e D =0. 
1 2 

(3.54) 

Nas Figs. 3.10 - 3.13, a temperatura crítica é dada como 

uma função de p para alguns valores de a(a=DIJ) e para spins T com 

magnitudes 1, 2, 3/2 e 5/2, respectivamente. 

Nas Figs. 3.10 e 3.11, onde os spins T possuem 

magnitudes 1 e 2, respectivamente, verifica-se que há dois valores 

críticos para a concentração p, p =0. 5 
lc 

(para a<-3.0) e p =0.75 
2c 

(para a=-3.0). Para valores de p e a compreendidos nos intervalos 

* O. 50<p<0. 75 e -3. 0<a<a , respectivamente, o sist.ema apresenta dois 

valores para a temperatura crítica. Este comportamento caracteriza 
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* o fenômeno de reentrância. O valor de a: pode ser determinado 

reescrevendo-se a equação ( 3 . 53) 

~mpondo-se a condição 8F 

BT 
= o . 

e 

sob a forma F (a, T ) =Ü e 
e 

Nas Figs. 3.12 e 3.13, os spins T possuem ~agnitudes 3/2 

5/2, respectivamente. Não há nenhum valor crítico para p, como 

também não há fenômeno de reentrância. Para valores positivos de 

a, a temperatura crítica aumenta com o valor de p, e para valores 

negativos, decresce com p. 

As Figs. 3 .14 - 3 .17 mostram a temperatura crítica em 

função do parametro a para spins T com magnitudes 1, 2, 3/2 e 5/2, 

respectivamente. 

Nas Figs. 3 .14 e 3 .15, spins T com magnitudes 1 e 2, 

para alguns valores de p superiores a 0.5, verifica-se o fenômeno 

de reentrância, que decorre da competição entre a constante de 

troca e a anisotropia uniaxial. Para p>0.5, o valor crítico para a: 

é a=-3.0, abaixo ,do qual, o sistema não apresenta estado 
e 

ordenado. Para p<0.5, o sistema apresenta sempre um estado 

ordenado, independente do valor de a. 

Nas Figs. 3.16 e 3.17, onde os spins T possuem 

rnagnitudes 3/2 e 5/2, respectivamente, observa-se que a 

temperatura crítica cresce com o valor de a. Os valores 

assintóticos das curvas, para os vários valores de p, são obtidos 

fazendo-se e são dados pelas equações: 

G(J,0) [3cosh((3J/2) + (3-4p)cosh(3(3J/2)]+ 

G(3,J,0) [(4p - l)cosh(/3J/2) - cosh(3/3J/2)] = O, para ( 3. 55) 
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G(J,0) [3cosh(~J.) + (3-4p)cosh(3~T)]+ 

G(3J,0) [(4p-l)cosh(~JT) - cosh(3~JT)] = O, para (3.56) 

Estes valores assintóticos mostram que, a partir de um certo valor 

de a, o aumento da anisotropia não contribui mais para aumentar a 

temperatura crítica. 

Os valores de p . foram determinados analiticamente. 
e 
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CASO 2. D = D e D = -D. 
1 2 

Nas Figs. 3.18 -3.21, a temperatura crítica é mostrada 

como uma função da probabilidade p para os spins. com magnitudes 

1, 2, 3/2 e 5/2, respectivamente. Nas Figs. 3.22 3. 25, a 

temperatura crítica é mostrada agora como uma função do parâmetro 

a para os mesmos valores dos spins •. 

Nas Figs. 3 .18 e 3 .19, spins T com magnitudes 1 e 2, 

respectivamente, os valores críticos de p são os mesmos do CASO 1 

(D =D 
1 

e D =Ü) 
2 

Isto deve-se, ao fato de que eles são 

características universais do sistema. Nas Figs. 3.20 e 3.21, 

spins T com magnitudes 3/2 e 5/2, respectivamente, não há valores 

críticos de p. 

Nas Figs. 3.22 e 3.23 (spins T com magn t tudes 1 e 2)~ a 

temperatura crítica é dada como uma função do parâmetro a. Da 

mesma forma que no CASO 1, há a presença do fenômeno de 
* * reentrância para -3.0<a<a (onde a é obtido de forma similar ao 

CASO 1) e valores críticos de a iguais a ±5. O para p=0. 5 e ±3. O 

para p2:0 . S. 

Nas Figs. 3.24 e 3.25, a temperatura crítica é dada 

como uma fu_nção do parâmetro a para spins T com magnitudes 3/2 e 

5/2. Não há valores críticos para p, nem a presença do efeito de 

reentrância, como no CASO 1. Os valores assintóticos para T são 
e 

obt.i,dos fazendo-se Estes valores são obtidos a partir das 

equações: 
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cosh(/3JT) [3cosh(/3J/2) + (3-4p}cosh(3/3J/2)]+ 

cosh(3/3JT) [(4p-l)cosh(/3J/2) - cosh(3/3J/2)] =O, para (3.57) 

cosh(/3JT) [3cosh(/3J/2) + (4p-l)cosh(3/3J/2)]+ 

cbsh(3/3JT) [(3-4p)cosh(/3J/2) - cosh(3/3J/2)] =O, para (3.58) 

A característica nova, em relação ao CASO 1, é a 

propriedade de simetria e constatada nas Figs. 

3.18 - 3.25, o que é uma conseqüência dà escolha dos parâmetros. 

Em ambos os casos, para p=l.0, . são reproduzidos os 

resultados obtidos por Gonçalves (1985) para o modelo homogêneo. 

Na Fig. 3.26, é mostrada a temperatura crítica do 

para uma distribuição l)(D) = pô(D-llD) + (1-p)ô(D+llD) em função do 
, k 

parâmetro d (d=llD/D), considerando-se p=l/2. Kaneyoshi (1988a) 

estudou o modelo com spins mistos sobre uma rede favo de mel, 

considerando esta distribuição temperada. Ele observou a presença 

de fenômeno de reentrância, o que não foi observado aqui para a 

distribuição recozida. A temperatura crítica , mostrada na Fig. 

3. 2 6, decresce com o valor o valor do par&metro a (a=D/J) . Nos 

resultados obtidos por Kaneyoshi isto ocorre apenas para valores 

de a>-1. 25. 
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CONCLUSÕES 

O modelo de Ising ferromagnético unidimensional em um 

campo aleatório foi estudado considerando-se a distribuição 

binária recozida ,:> (hk) = põ (hk-h) + (1-p) õ(h +h). A màgnetização 
k 

foi obtida de forma exata, como função da probabilidade p e da 

temper_atura, através do mapeamento do modelo em campo aleatório no 

modelo de Ising com campo efetivo h'. Verificou-se que, para 

p=0.5, o campo efetivo é sempre.nulo em qualquer temperatura, não 

havendo, portanto, magnetização ipduzida.O sistema se ordena 

apenas para este valor de p , em T=0. Para P*Ü. 5, há sempre 

magnetização induzida, independente da relação entre o campo h e a 

constante de troca J (a=h/J), e o sistema não apresenta 

comportamento crítico. Para valores grandes de a, a magnetização 

induzida tende para o valor 2p-1 em T=0. 

O modelo antiferromagnético unidimensional diluído foi 

estudado considerando-se diluição por ligações e por sítios. Em 

ambos os casos, obteve-se a magnetização como uma função da 

concentração p, do parâmetro a (a=h/J) e da temperatura. 

No modelo diluído por ligações, verificou-se que, para 

concentrações diferentes de 1 e para qualquer valor do campo 

uniforme, há sempre magnetização induzida em qualquer temperatura. 

Em T=Ü, a cadeia antiferromagnética se divide em dois agregados, 

um contendo Np spins que interagem entre si, e o outro com N(l-p) 

spins livres, onde N é o número total de spins da cadeia. 
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Para valores do campo menores que h =2J, no primeiro agregado há 
e 

Np/2 spins apontando na direção do campo e Np/2 apontando na 

direção contrária. A magnetização induzida é, portanto, dada por 

1-p. Para h>h, todos os Np spins desse agregado apontam na 
e 

direção do campo e a magnetização induzida é 1, já que os N(l-p) 

spins livres do outro agregado apontam também na direção do campo. 

Conclui-se que, para valores de p diferentes de 1 e para qualquer 

valor finito do campo uniforme, o comportamento crítico do sistema 

é destruído, já que há uma. magnetização induzida em qualquer 

temperatura. 

No modelo diluído por sítios, foi verificada a 

existência de dois valores críticos para o campo em T=Ü: h =J e 
lc 

h =2J. Para h<h , qualquer que seja p, não há magnetização 
2c lc 

induzida, pois os spins formam um agregado com Np/2 spins 

apontando na direção do campo e Np/2 na direção contrária. Para 

h>h e p<0.5, os Np spins são livres e a magnetização induzida é 
lc 

p. Para h <h<h e p>0.5, há dois agregados: um com N(2p-1) spins 
1 e 2 e 

(metade apontando na direção do campo e meta9e na direção 

contrária) e o outro com N(l - p) spJns livres. A magnetização 

induzida é 1-p. Para h>h e p>0 . 5, há ainda dois agregados (como 
2c 

no caso h <h<h e p>0.5), mas agora todos os Np spins apontam na 
lc 2c 

direção do campo. Portanto, a magnetização induzida é dada por 

p. 

o antiferromagneto diluído por ligações não apresenta 

comportamento crítico e, portanto, não corresponde ao ferromagneto 
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em campo aleatório. O antiferromagneto diluído por sítios só 

apresenta comportamento crítico para h<h e é independente de p. 
lc 

Assim, a correspondência, como proposta por Fishman e Aharony 

( 1979) para sistemas temperados, em que a intensidade do campo 

aleatório não é limitada, não vale também neste caso, já que 

h<h 
lc 

O modelo de Ising com spins mistos sobre a rede favo de 

mel • foi estudado considerando-se constante de troca aleatória e 

anisotropia uniaxial aleatóuia. 

Para o modelo com constante de troca aleatória, o caso 

tratado foi o modelo diluído, por revelar as características mais 

importantes do sistema. Foram reproduzidos analiticamente alguns 

resultados do modelo homogêneo, calculados de forma exata por 

Gonçalves (1985). A temperatura crítica do sistema foi obtida, 

observando-se fenômeno de reentrância no caso de spins inteiros. 

Foram determinadas analiticamente as concentrações críticas, 

concentrações abaixo das quais não há transição. Essas 

concentrações críticas foram característica dos spins inteiros. 

Esses resultados mostram a não universalidade da concentração de 

percolação p . 
e 

No caso da anisotropià uniaxial aleatória, a 

distribuição para o parâmetro aleatório D foi tomada como sendo 
k 

p(Dk)=po(Dk-D
1

) + (l-p)o(Dk-D
2
), nos casos em que D1 =D e D2 =0, e 

D =D e D =-D. Foram verificados, nestes dois casos, o fenômeno de 
1 2 

reentrância~ ·No caso D =D e D =-D, observou-se a simetria e 
1 2 
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Os resultados obtidos foram colocados em termos dos 

parâmetros utilizados por Kaneyoshi (1998a). Para todos os valores 

de a(a=D/J), a temperatura crítica decresceu com o parâmetro d 

enquanto nos resultados obtidos por Kaneyoshi para 

distribuições temperadas, isto só ocorreu para · a<-1.25. Os 

resultados obtidos aqui para distribuições recozidas não 
, 

apresentaram fenômeno de reentrância, enquanto que os resultados 

obtidos por Kaneyoshi apresentam este fenômeno para a<-1. 50. Os 
' resultados obt:idos por Gonçalves (1985) para o modelo homogêneo 

foram reproduzidos. , 
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