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ABSTRACT

In this work, random Ising models are studied for one-
and two-dimensional systems. In the one-dimensional case, the
random field ferromagnetic model and the antiferromagnetic model
with bond and site dilution are studied. In the two-dimensional
case, the mixed spins Ising model on the honeycomb lattice with
random exchange interactions and random uniaxial anisotropy is

studied. The critical behaviour of these systems is analyzed.



RESUMO

Neste trabalho, sdo estudados modelos de Ising
aleatdérios em sistemas unidimensionais e bidimensionais. Em uma
dimensé&o, sdo estudados o H@deio ferrbmagnético em campo
aleatdério e modelo antiferromagnético com diluicdo por ligacdes e
por sitios. Em duas dimensdes, é estudado o modelo de Ising com
spins mistos sobre uma redé favo de mel com constante de troca
e anisotropia uniaxial aleatdrias. O comportamento critico destes

sistemas é analisado.
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TNTRODUCAO GERAL

O modelo de Ising foi introduzido por Ising (1925) com a
finalidade de fornecer uma descricédo microscdpica do
ferromagnetismo. Uma forma para testar o modelo foi verificar se
ele dava origem as singularidades observadas nas propriedades
termodindmicas de um material ferromagnético. Em particular, se
possuia uma temperatura de Curie, TC, tal que, para T<Ta
existisse uma magnetizag¢do espontdnea ndo nula. Ising sé foi capaz
de resolver o problema em uma dimensdo, e mesmo assim, sua solugdo
ndo apresentava qualquer singularidade. Onsager (1944) conseguiu
calcular a funcgdo de particdo e determinar a temperatura de Curie
para o modelo sem campo externo sobre uma rede quadrada, o0 que
possibilitou cédlculos posteriores da magnetizacgdo espontdnea e das
funcdes de correlacgdo para esta e outras redes bidimensionais.

O modelo de Ising tem sido utilizado para descrever
ligas bindrias, gds na rede ("lattice gas"), sistemas magnéticos
puros e desordenados. Entre estes ultimos, destacam-se os magnetos
em campo aleatdério, com constante de troca aleatdéria e os vidros
de spin ("spin glass") (Sherrington e Kirkpatrick, 1975). Em
particular, os magnetos diluidos (Stinchcombe, 1983), por exibirem
caracteristicas bastante interessantes, tém sido muito estudados
tanto por tedricos como por experimentais (Sato et al. (1959),

Elliot (1960), Elliot et al. (1960), Domb e Sykes (1961l), entre



outros. Os primeiros experimentos em magnetos diluidos, cobrindo

uma_faixa ampla de concentragdes, foram realizados por Baker et

al. (1961), Breed et al. (1970) e Lagendijk e Huiskamp (1972).
Dois tipos de situag¢do podem ser obtidos gquando s&o

colocadas impurezas no sistema a uma temperatura bastante alta e

realiza-se o seu resfriamento (Brout, 1959). Se o resfriamento é
feito de forma muito rapida ("quenching"), as impurezas S&o
distribuidas aleatoriamente na rede e o tipo de distribuicgdo
obtida ¢é a temperada ("quenched"). Se, por outro lado, o

resfriamento é lento, de modo a obter-se o equilibrio térmico, a
distribuicdo das impurezas no sistema é dita recozida
("annealed"). O equilibrio térmico &, portanto, atingido no caso
recozido e ndo atingido no caso temperado. Em termos da funcdo de
particdo do sistema, da qual 'podem ser extraidas as suas
propriedades termodinémicas/ a energia livre no caso recozido é
proporcional a & <Z>&C, enquanto gque, no sistema temperado, a
energia livre ¢é dada por <wn<2>s>c, onde s denota a média
estatistica e ¢ a média configuracional tomada sobre a
distribuicdo das impurezas. No caso de impurezas com distribuig¢des
recozidas, € necessaria a introducéo4ae um potencial quimico para
o cdlculo destas médias.

Para os magnetos com constante de troca aleatdria, a
aleatoriedade pode ser de duas formas: por sitios e por ligagdes.
Na aleatoriedade pcr sitios, conétiﬁuintes magnéticos de um tipo

sdo substituidos por outros magnéticos de outro tipo ou por nédo



magnéticos. Como exemplo, pode ser tomado um magneto diluido com
férmula AbBpr’ onde os atomos ndo magnéticos do tipo B
substituem parcialmente os &dtomos do tipo A em um magneto puro do
tipo AC, até que a concentragdo p de dtomos magnéticos seja
atingida. Na aleatoriedade por ligacdes, a constante de troca
associada a cada ligagdo da rede pode assumir um conjunto de
valores com probabilidade especificada p.

Entre os magnetos aleatdrios estdo também os magnetos
amorfos. O modelo com anisotropia uniaxial aleatdria descreve
materiais amorfos magnéticos tal como a liga de terra rara DyCu
(Grinstein, 1984). Em sistemas cristalinos, a rede regular
proporciona direg¢des globais , ao longo das quais, o0s spins
preferem apontar. A auséncia de uma rede regular nos materiais
amorfos significa que eles ndo possuem direc¢bes globalmente
preferidas, mas alguns eixds locais, cuja orientacdo varia de
sitio para sitio. Esta orientacdo é uma fungdo completamente
aleatdéria da posicdo e esses eixos, aleatoriamente preferidos,
podem modelar magnetos amorfos COomo redes ferromagnéticas
regulares com uma constante de troca uniforme e eixos preferidos
aleatdrios.

Fishman e Aharony (1979) propuseram a equivaléncia
entre o modelo de Ising antiferromagnético diluido em um campo
uniforme e o modelo de Ising ferromagnético em um campo aleatdrio
para sistemas com distribui¢des temperadas. Esta proposigédo

permitiu a materializacdo do modelo com campo aleatdrio, como por



exemplo o Fexm%fF} (King and Belanger, 1986). Isto serviu como
motivagdo para a investigacdo desta equivaléncia no modelo
unidimensional com impurezas recozidas , Jja& que, neste caso, &
possivel uma solugdo exata. Esta investigacdo constitui a primeira
parte deste trabalho.

Por outro lado, o artigo de Goncalves (1985), sobre os
efeitos da anisotropia uniaxial no modelo de Ising em uma rede
favo de mel com spins mistos, proporcionou a idéia de se estender
seus resultados para os casos em que a constante de troca e a
anisotropia uniaxiél fossem aleatdrias. Resultados aproximados
para distribuic¢des temperadas foram obtidos por Kaneyoshi
(kaneyoshi, 1988a; Kaneyoshi, 1988b; Kaneyoshi, 1988c) .0 estudo do
modelo de Ising aleatdrio com spins mistos e -distribuicdes
recozidas constitui a segunda parte do trabalho.

Desta forma, esta. dissertacdo é desenvolvida em trés
capitulos.

No primeiro capitulo, ¢é abordado o modelo de Ising
ferromagnético em um campo aleatdrio. A distribui¢do para o campo
aleatdério é discreta e.dada por: ﬁ(hi) = ps(hi—h) + (1-p) S(hi+h);
A magnetizacdo é explicitamente avaliada com a finalidade de se
estudar o comportamento critico do modelo.

No segundo capitulo, estuda-se o modelo de Ising
antiferromagnético unidimensional diluido sob a ag¢do de um campo

magnético uniforme. O sistema é tratado com diluigdo por ligagdes

e por sitios. A magnetizagdo é determinada e o seu comportamento



em baixas temperaturas € analisado.

No terceiro capitulo, o modelo de Ising com spins mistos
sobre uma rede favo de mel é estudado para oS casos em gque possul
constante de troca e anisotropia aleatdrias. A temperatura de
transicdo é determinada de forma exata para  os dois casos
usando-se distribuicdes recozidas. S&ao realizados alguns
comentdrios sobre os resultados aproximados obtidos para © mesmo
modelo por Kaneyoshi para distribuicdes temperadas (Kaneyoshi,
1988a; Kaneyoshi, 1988b; Kaneyoshi, 1988c).

Finalizando, sdo apresentadas as conclusfBes sobre os

resultados encontrados nos trés capitulos.



capfTULO 1

MODELO DE ISING FERROMAGNETICO UNIDIMENSIONAL EM UM CAMPO

ALEATORIO

1.1 INTRODUCAO

Os sistemas aleatdrios sdo reconhecidamente dificeis de
serem tratados. Uma possibilidade para vencer essa dificuldade é
extralr as caracteristicas bdasicas destes sistemas  a partir dos
modelos que permitem cdlculos exatos. O modelo de Ising em um
campo aleatdrio sé pode ser.resolvido exatamente, ou abordado por
aproximac¢des completamente controladas, para redes especiais.
Mesmo em uma dimensdo, uma soluc¢do exata para temperaturas
arbitrdrias requer uma escolha adequada do tipo de distribuicgdo
para o campo aleatdério. De qualquer maneira, as cadeias
unidimensionais revelam algumas propriedades gerais dos sistemas
com campo aleatdrio, incluindo efeitos ndo perturbativos
(Nattermann e Rujan, 1989). Resultados - exatos em uma dimensdo
foram obtidos por Grinstein e Mukamel‘(1983)'para uma distribuicgéo
de campo temperado, oﬁde o campo assuﬁe os valores 0,tw. Neste

caso, os campos sdo tdo fortes que fixam os spins em qualquer



temperatura, dividindo a rede em agregados ("clusters") finitos
independentes. Muito recentemente , o modelo unidimensional com
campo aleatdério temperado foi estudado usando-se a abordagem do
grupo de renormalizacdo (Mdss de Oliveira et al., 1990). Outros

resultados para o modelo unidimensional também campo aleatdrio

temperado podem ser encontrados em Derrida et al. (1978),
Nieuwenhuizen e Luck (1986), Funke et al. (1989) e Luck e
Nieuwenhuizen (1989). Gongalves e Stinchcombe (1986), Goncalves e

Horiguchi (1987) e Gongalves e Horiguchi (1990) estudaram o
comportamento critico -do modelo e Ising -sobre uma rede quadrada
com distribuicdes de campo aleatério_recézidas.

Neste capitulo, o modelo de - Ising ferromagnético
unidimensional em um campo aleatdrio -é estudado considerando—ée
uma distribuigdo discreta. Sdo obtidos resultados exatos para a
magnetizacdo, levando-se em.conta qﬁe a distribuicdo estudada .é

recozida.
1.2 MODELO COM CAMPO ALEATéRIO RECOZIDO

O modelo de Ising unidimensional serd considerado em
uma cadeia linear fechada com N sitios. A Hamiltoniana para este

sistema é dada por

N
H = - Z Jo o, - Z he - Z 15 R -~ (L ey
gl el 20 J

j=1 j=1 j=1



onde L é o pseudo-potencial quimico que controla a

distribuicdo do campo aleatdrio hj (hj:hrf = rj:tl), a qual é dada
por:
D(hj) =P S(hj—h) + (1-p) 5(hj+h). (2.2
A funcdo de particdo do sistema é, entdo, dada
poxr
. N N N
Z = Tr{exp(-BH)} = > exp{B[ } Jr.rjxrj+l + } hrjo:_ + } ;rcj:|}, (1.3
(¢, T) 31 31 5=1
onde B = l/k;r. Esta funcdo pode ser reescrita da seguinte forma:
N N .
Z:Z{: exp{ﬁ[ J@jﬁyﬂ]} | | }: exp{B[hrkmk+ pIk]} (e}
j=1 k21l T
(o) K

Efetuando-se a decimacdo das varidveis t, obtém-se
= £ i ek
}: exp{B[hrkwk + uxk]} r exp (ph wk) . (1'%

onde



e = 2[cosh3(h+p).coshB(h—u)]l/2 T (.62 «

f: coshp (h+u)
h? = ——“:kgT n ; (1.7)
2 coshp (h-p) y

mapeando-se o sistema no modelo de Ising unidimensional com

um campo efetivo uniforme h’. Desta maneira, a fung¢do de particgdo

deste sistema, Z , pode ser escrita em termos da funcdo de

particdo Z' (BJ,ph’) do modelo de Ising com campo efetivo h’, ou
seja:

£ = x E'IBT.Bh) (1.8)

Observando-se a equagdo (1.7), verifica-se que h’

depende do pseudo-potencial dquimico p, o qual é obtido a partir da
distribuicdo do campo (eq. (1.2)). Assim, p ¢é dado pela

equagao:

O valor médio de (2+1)/2 é obtido efetuando-se a decimagdo das

varidveis T, e dai, obtém-se



J

}: e exp{B(ha, + p)r_} = F explhie. ). (o, 4 5£), JAL.230)

5 J 3 J L 2
T
J

onde
z 2

e o . senbg(b-h'} , x =— . coshelh-h?), =z = e (1.1%)
r r

Desta forma,
P = X <o + X i (1.12)
1 j 2

onde <g,> é a magnetizagdo por spin do sistema.
E possivel, entdo, utilizando-se as equacgdes (1.6), (1.7) e
(1.13), eliminar r e z, e obter-se o campo efetivo h’ em funcdo da

probabilidade p. Tem-se, portanto,

senhg (h+h”)
p = [ <o > senhp(h-h’) + coshp(h-h’) ] ) (L213)
senh2pgh d

onde (McCoy e Wu, 1973)

M = <> = g (1.14)

10



Assim, para um dado p, obtém-se o campo efetivo como uma funcdo da
temperatura a partir das equag¢Bes (1.13) e (1.14). A partir da
equagdo (1.13), verifica-se que o campo efetivo h’, para p=0.5, é
nulo em qualquer temperatura. Este resultado mostra que, pelo
menos para distribuig¢do simétrica, o sistema apresenta ordem no
estado fundamental.

A magnetizagdo em fung¢do da probabilidade p, de um
parametro relevante a (a=h/J) e da temperatura, é obtida a partir
das eguactes (1.13) e (1.14) & mostrads nds Figs. 1,1 ~ 1.3,

Na Fig. 1.1, tem-se a magnetizagdo como funcdo da
probabilidade p, para «=0.01 e alguns valores de T prdéximos de
zero. Verifica-se que para valores de p<0.5, o campo efetivo é
negativo. Isto faz com que se tenha uma magnetizacgdo induzida
negativa. No caso em que p>0.5, o campo efetivo é positivo e,
consequentemente, a magnetiéacéo induzida também é positiva.
Quando p=0.5, o campo efetivo é nulo para qualquer temperatura e

ndo hd magnetizacdo induzida.

Na Fig. y [Fw 2" a magnetizacdo é representada como uma
funcdo do paré@metro «, considerando-se J/KBTle.O e alguns
valores de p. Observa-se que, para p#0.5, existe magnetizagdo
induzida, independente do wvalor de «a. Para valores de o«

muito grandes, demonstra-se analiticamente que a magnetizagdo
induzida é dada por 2p-1. Isto é observado na Fig. 1.2.
Na Fig. 1.3, a magnetizacgdo é dada como uma fungdo da

temperatura para alguns valores de p' e «o=0.01. Observa-se

1l



novamente que, para p#0.5, existe méénetizacéo induzida em todas
as temperaturas.

“Conclui-se destes resultados, que, para p=0.5, ndo ha
magnetizagdo induzida, ja& que o campo efetivo é zero em qualquer
temperatura. Desta :forma, o sistema se ordena em T=0. Para valores
de p diferentes de 0.5, hd sempre uma magnetizacdo induzida, e
portanto, o sistema ndo apresenta comportamento critico neste

Cas50.

12
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CAPITULO 2
MODELO DE ISING ANTIFERROMAGNETICO UNIDIMENSIONAL DILUIDO
2.1 INTRODUCAO

O caso do magnetismo diluido j& foi estudado por varios
autores, tanto em sistemas temperados como recozidos (Katsura e
Matéubara, 1974; Katsura e Tsujiyama, 1966; Kasai et al., 1969;
Muto e Oguchi, 1976; Pekalski e Oguchi, 1975; Matsubara, 1974;
Rapaport, 1972; Syozi, 1965).

Syozi (1965) fez um estudo do modelo ferromagnético com
diluigdo, decorando as ligag¢des da rede com impurezas magnéticas.
Determinou , ainda, para o seu modelo, o calor e especifico e a
concentracdo critica (concenﬁracéo de percolagdo) de varias redes.
Muto e Oguchi (1976) 'calcularanl a susceptibilidade e o calor
especifico para o modelo unidimensional sem campo externo com
diluicdo recozida por sitios usando.uma matriz de transferéncia
4 x 4, a mesma técnica usada neste trébalho para o célculo da
magnetizacdo. Neste capitulo, é determinada a magnetizagdo para o
modelo unidimensional diluido com distribuigdes recozidas.

Na segdo 2.2, considera-se o modelo de Ising
antiferromagnético diluido por ligac¢des, e na secgdo 2.3, o modelo
diluido por sitios. Em ambos os casos, obtém-se a magnetizagdo. No

primeiro, usa-se o processo de decimagdo da varidvel relacionada

16



com a diluicgcdo, e no segundo, a técnica da matriz de
transferéncia. As impurezags consideradas neste estudo sé&o

recozidas.
2.2 DILUICAO POR LIGACOES

A Hamiltoniana para o antiferromagneto unidimensional

com diluicdo por ligac®es em uma cadeia fechada é dada por

N N
H = J - h - , J>0, Pl
Z nj'j+10‘j0‘j+l Z o\j Z m'7j,j+1 ( )

onde p é o pseudo-potencial quimico gque controla a diluigdo e

n,,le,l é a varidvel de ocupacdo da ligacédo.
J.3+

A funcdo de partigdo do sistema é entdo dada por:

N

N
Z-Tr{exp (-pH) }= exps Bl - JnjJ+lvf%+1+§jh0j+§:“n1j+l o (a2l

N
ok T=t Fi=l ‘

rE N

Efetuando-se a decimacdo das varidveis 7, obtém-se

}: exp {B[—Jmf%+f+4} = r exp {BJ’O}UP&} , (25

Ny, 541

onde

17



e 1 + eB(”—J)
J* :——kBT En,[ ] 5 (2.4)
2 1 i eB(H"'J)
1/2
r = [[l+eB(“—J)].(l+eB(u+J)]] {24 5)

Assim, mapelia-se o sistema no modelo de Ising com uma constante de

troca efetiva J’. Isto é representado por:
Z = " Z'(BJ’,gh) . (2.6)

A constante de troca efetiva J’ depende, portanto, do
pseudo-potencial quimico. Este pseudo-potencial quimico é obtido a

partir da distribuigdo
P(3,) =p 6(J5—J) + . N1=p) 5(Jj) / (2.7)
impondo-se a condigéo

SR e (2.8)

O valor médio de = . . & obtido através da decimacgdo
3.3+

das varidveis 7, que pode ser escrita na forma:

an o | 8XP {B |:~J(Jr cj;_-+1+ ”]}:IEXP{BJIO‘j‘ijl}' [chrjvj+l+ xz] P (g o)
n

e IFL

18



onde

Z Z
® = . senhg(J+J’) , x, = — . coshg(J+J’), z = ef*. (2.10)
e ¥ T

Entdo, utilizando-se o resultado anterior na equacido (2.8),
obtém-se:

p=X<ooe >4+ X (@ A1)

i ¥ j i+ 1 2
onde <Uftjl> = ¢ €& a fungdo de correlacdo entre os dois spins
+

vizinhos mails proximos do modelo de Ising unidimensional com
constante de troca efetiva J°’.

A partir das equagdes (2.4), (2.5) e (2.10), eliminam-se
r e z e obtém-se a constante. de troca efetiva J’ em funcdo da

concentracdo de ligacSes magnéticas p. Tem-se, entdo,

senhpJd’
Pl T T e senhB(J+J’) - coshp(J+J") ; (2.0:2)

senhpJ

onde £ é dada por (McCoy e Wu, 1973)

senh®gh + (A_/A+)e_4BJ

(& d3)

senh?gh + e

com

19



X & eBJ'[ coshgh + ( senh’gh + e 4BJ’)1/2 ] (2.14)

£

A equagdo (2.12) pode ser derivada também a partir da expressdo

D(Jj) de
J = B (2 15y
cotghpB (J+J’) - ¢
obtida por Thorpe e Beeman (1976), com a distribuicdo P(J.) dada
]
pela equagdo (2.7). Das equagbes (2.12) e (2.13), obtém-se, para

um dado p, J’ como uma fungdo da temperatura. Desse resultado,

obtém-se a magnetizagdo por sitio através da expressdo (McCoy e

Wu, 1973)
.senhph
M = <0‘j> = : S 172 e (216)
[Senh Bh + e & ]
Os resultados para a magnetizac¢do do modelo diluido por
ligagdes sdo mostrados nas Figs. 2.1 - 2.4.

Na Fig. 2.1, a magnetizagdo ¢é dada como uma fungdo do
par@metro a (a=h/J) para alguns valores da concentragdo p, no
limite de baixas temperaturas. Verifica-se que, para valores de p
diferentes de 1.0 e para qualquer valér finito do campo uniforme,
héa uma magnetizacdo induzida 'em qualquer temperatura.

Nas Figs. 2.2 e 2.3, tem-se a magnetizacdo em fungdo da



temperatura para doilis valores do campo préximos do campo
Eritico; hC:ZJ (McCoy e Wu, 1973b). Para h abaixo do campo
critico, em T=0, as curvas da magnetizag¢do tendem para valores
dados por 1l-p. Para h acima do campo critico, todas as curvas da
magnetizagdo tendem para o valor 1.0

Na Fig. 2.4, a magnetizacdo ¢é dada em funcgdo da
concentracdo p, considerando-se alguns valores de o e J/k;T:l0.0.
Quando T-»0, a magnetizac¢do induzida é dada por M=1l-p, para a<2.0,
& M=l .05 para o«=2.0. Isto implica que, neste limite de
temperatura, as curvas mostradas na Fig. 2.4 colapsam em duas
retas. Verifica-se, entdo, que, para =0, a cadeia
antiferromagnética diluida por ligacdes se divide em dois
agregados, um contendo Np spins , gque interagem entre si, e o
outro com N(1l-p) spins livres, onde N é o numero total de spins.
Para a<2.0, dos Np spins dé primeiro agregado, Np/2 apontam na
direcdo do campo e Np/2 na direg¢do contraria. Para «=2.0, todos os
Np spins deste agregado apontam na diregdo do campo.

Conclui-se, entdo, qué, para valores de p diferentes de
1.0 e para qualgquer valor finito do <campo uniforme, o
comportamento critico do sistema é destruido, 3j& que hd uma

magnetizacgdo induzida em qualquer temperatura.
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2.3 DILUICAO POR SfTIOS

A Hamiltoniana do antiferromagneto diluido por sitios em

uma cadeia fechada é dada por:
N N N

W = Z Jnjnjﬂo*jo‘j+l = Z hnjO‘j = Z unj s - d=0, (o4 )
j=1 =1 41

onde nj:O,l é a wvaridvel de ocupagdo do sitio 3J, e u’, o
pseudo-potencial quimico. Para se obter a funcdo de particdo,

usa-se a técnica da matriz de transferéncia (veja, por exemplo,
N

McCoy e Wu, 1973), considerando-se o termo adicional —} hﬁ} na

j=1

Hamiltoniana. A func¢do de particdo é dada entdo por:

N N N N

o0 + hneoe. + heoe + 0. « (2 s 18)
1M541%3 %54 505 0% B
5

=k =

Usando-se a base |no>, representada por

1 0
ne>=| o |, para m=0 e o=+l; |no>= 5|, para =0 e o=-1;
0 .
0 0
no>= ;)- ’ para 71::1 e (T=+1; |'n0‘>= (O) j para -n:l e 0,,2_1, (2.19)
0 2 _
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tém-se os elementos da matriz de transferéncia T dados pela

expressdo:

1
<ncr|T|n’o">:eXp{—BJno*n’o"+ = B[h(no*+n'o*')+h0(o*+o")+u' (n+n’)]}.
2

(2.20)

Desta maneira, pode-se mostrar que a funcdo de particdo assume a

forma

Z = Z <o | ™ Inlo*1> = Tr T , (2.3

o
1

onde Tr T" indica o traco da matriz T, onde T é dada PO

[ B, 1 B (u'+h)/2+ph  B(p’'-h)/2
e 1 o Bh oB(u'+h) /2 oB(n'-h)/2-ph
Bu'+h)/2+ph B (p’'+h)/2 oB (n’+h-J) oB (1 +J)
i oBn-h)/2 oB (k' -h)/2-gh B (p +J) oB(p’-h-Jd-h )
(2.22)
Da equagdo (2.22), percebe-se que a matriz T é simétrica, e

portanto, pode ser diagonalizada através de uma transformacgdo de

similaridade com uma matriz U, escolhida convenientemente, tal que

27



Al 0 0 0
Uty = 0 X8 B ; (2.23)
0 0 A3 0
0 0 0 A
- 4 -
onde Al, A A3 e A4 sdo ‘os autovalores da matriz T. Estes
autovalores sd3o obtidos a partir da equacdo
eBhO = X 1 eB(u’+h)/2+Bh0 eB( k) /2
1 s Bl 5 oB(u’+h) /2 Bln-hy/2-gh A
B’ +h)/2+8h  B(u’+h)/2 B +h-J) B(p'+J) k4
I B u'-h) /2 Blu'-h)/2-gh = B(u’+J) Blu'=-h-J-h ) _,
(2.24)
Desenvolvendo-se o determinante acima ( este determinante foil
desenvolvido também utilizando-se REDUCE (Rayna, 1987)),

verifica-se que a equagdo (2.24) possui- uma raiz nula e que as

outras trés sdo obtidas da equacdo

A 2 {e‘B(J+”,)coshB(h+ho) + coshBhJﬁ? +
2eB“’ {(e_BJ—l)[coshB(h+2ho) + coshﬁh] = eBulsenh2BJ}A +

4e26ulcosh3h0 (senh2BJ - 2senhpJ) = 0. (2:.25)

As raizes desta equacdo polinomial do terceiro g
rau sdo obtidas
usando-se a solug¢do trigonométrica para equac¢des cubicas (Birkhoff

e MacLane, 1977) e sd3o dadas por
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el %,

Al = 2a1cos —= Arctcos : =T (2. 267
3 o
1
1 % IF 2.1
A = 2¢ 08T arccos + - a, (Z:27)
2 1 3 ‘
3 o 3
1
1. Ro 4.TI. 7
A = 2. COS{T ArorHS + - a, (2:.2:8)
3 1 3
2 o 3
1
onde
-, 2 b 172 i 3
@ = [a~ - Db] - @ = "5 ab - a - ¢,
2 gt —1)
AT E [e H coshB(h+ho) + coshBhJ "
3 :
2 B ’ = J ’
b= — & [[e A —1].[coshB(h+2h0)+coth]—eB“ senhZBJ],
3
o 2eB“'cosh{3ho(senh23J - 2senhpJ) . (2.29)
Analizando-se as eguacgdes (2.26), (2.27) e (2.28), verifica-se que

o maior autovalor & Al. Tomando-se o caso em gque ndo h& campo
externo (hO:O e h=0), reproduz-se, para Al, o resultado obtido por

Muto e Oguchi (1976) para um sistema unidimensional recozido com

diluicd@o recozida por sitios.
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Considerando-se a distribuic¢do para a constante de troca
dada pela equacgdo (2.7), obtém-se o pseudo-potencial quimico

impondo-se a condigdo

3 1 : i T Y 1 )
p = Em ——— Lim —— In 7\1 1+ 2 + = Lim >
hs 0 8(gu*) N-w N A A hs 0 % a(Bu")
0 1 1 0 i
1 ®2
cos{—g— arccos[ ]}
I
da db 1
= ¢im 2a A 2 +
h-> 0 e 45 A«
0 1 1
» da I ab 2 5 ac
2ab - b e + > ab - ¢ Bar T by a’-b e
i %, '
sen{—— arccos s
3 “1, 1 da
«, 24 172 v 3\ au’
et 3
o
1;
(2.30)
A magnetizagdo &, entdo, dada por
3 if TR A ¥ 1 By
M = fig et zim__enA‘: , 7% WEL_T N = 2im :
h0—> 0 B(Bho) N-ow N 7\1 Al ho—) 0 7\1 B(Bho)
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1
cos{“g* arccos

T
R R
oW
o
N it

da ab
= Lim 2a -

}%9 0 aho aho

3 da 1 db
2ab - b ah + —5— ab - c an |-

0 0

i %,
sen{—— arccos 5
3 2 1 da

ah

(223

Tomando-se um dado valor para p, obtém-se o pseudo-potencial
quimico a partir da equacdo (2.30), e a magnetizacdo, da equacdo
(A3 )

Os resultados para a magnetizacgdo sdo mostrados nas
Figs. 2.5 = 20500 ;

Na Fig. 2.5, a magnetizacdo é dada como uma funcdo do
parédmetro « (a=h/J) para determinados valores de p e J/kgT:l0.0
Os fesultados mostram que, para p>0.5 e T=0, ha dois valores
Critices pakaiee {gbzl.o e ak52.0), diferente do modelo sem
diluicdo (p=1), em gue tem-se apenas ac=2;0 (McCoy e Wu, 1973b).
Neste caso, para ea<e , ndo hd magnetizacdo induzida, para
@ <oa<a, , a magnetizacdo induzida é 1l-p, e para >, é i1gual a
p. Para p=0.5 e T=0, hd apenas um valor critico para « (aczl.O).

Para a>e , A magnetizacido é dada por p, e para a<a ndo ha
je

magnetizagdo induzida.
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Na Fig. 2.6, a magnetizacéb é representada como uma
fun¢do da concentracdo p para alguns Vélores de a e LDU%Tzlo.O.
Analisando-se as curvas que aparecem nesta figura, percebe-se que
elas evoluem com « até o limite em que variam linearmente com p. O
valor de «, para o qual isto ocorre, €é superior a «, tendendo
para este valor quando T-0.

As Figs. 2.7 - 2.10 mostram a magnetizacdo como uma
fungcdo da temperatura para alguns valores da concentragcdo p e
J/kB:l.O, nos casos em que a<e , « <o<w € @>a . Na Fig. 2.7,
em que a<a , as curvas de magnetizacdo tendem a zero quando T-0.
Nas Figs. 2-8 e 2.9, em que @ <ea<a, , @ magnetizacdo tende para
p, quando p=0.5, e para 1l-p, quando p>0.5, no limite T-0. Na Fig.
e 10 a>x € as curvas de magnetizag¢do tendem para o valor p
gquando T-0.

Como no caso diluido por ligacgdes, pode-se concluir,
pelos resultados mostrados, que existe também a formagdo de
agregados em T=0. Para a<&m, qualquer que seja p, O0S spins

formam um uUnico agregado, tendo-se magnetizac¢do induzida zero e

ordem anti-ferromagnética no estado fundamental . Quando
a  <a<a, ., O sistema tem , para p=<0.5, todos os spins livres, e
para p>0.5, hd a formacdo de dois agregados: um com N(2p-1) spins

(N(2p-1) /2 apontando na diregdo do campo externo e N(2p-1)/2 na

outro com N(l-p) spins livres. Assim, para

(b

direcdo contréariza
p=ll.b; @ magnetizagao € p e, para p>0.5, é 1-p. No caso em due

a>o 0os spins Sao todos livres para p=0.5. Para p>0.5, existem

-Fold
ainda dois agregados com todos os spins apontando na diregdo do

campo. Portanto, & magnetizagdo resultante é dada por p.
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carpiTULO 3

MODELO DE ISING ALEATORIO COM SPINS MISTOS SOBRE UMA REDE

FAVO DE MEL
3.1 INTRODUCZO

Neste capitulo, estuda-se o modelo de Ising aleatdrio
com spins de magnitudes 1/2 e s (s>1/2, arbitrdrio, mas finito)
sobre uma rede favo de mel. A estrutura favo de mel é uma das mais
freguentemente encontradas em estruturas bidimensionais na
natureza, ocorrendo, por exemplo, no pigmento da Vretina de um
olho, nos restos de esqueletos de organismos marinhos, em arranjos
geoldgicos formados por magma abruptamente resfriado e em formas
cristalograficas como o basal do grafite (Barry et al., 1982).
Como mostrado na figura 3.1, a rede favo de mel pode ser
decomposta em duas sub-redes (AA, com sitios marcados com um "o",
e AB,,com sitios marcados com um "x").

A solucd@o exata do modelo uniforme na rede favo de mel
foi obtida por Gongalves (1985). Gongalves (1987) estudou ainda os
efeitos da anisotropia uniaxial no mesmo modelo, considerando
agora a interagdo entre os segundos vizinhos. O modelo aleatdrio
com distribuic¢des temperadas foi tratado, usando a teoria do campo

efetivo, por Kaneyoshi na rede favo de mel (Kaneyoshi,
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a rede favo de mel em duas

pecomposicdo 4

sub-redes triangulares: AA(sitios k') B

An(sitios nxh) .
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1988a; Kaneyoshi, (1288b; Kaneyoshi, 1988c; Kaneyoshi, 1989a;

Kaneyoshi,1989b; Kaneyocshi, 1989c), e por Siqueira e Fittipaldi

(1986), na rede guadr=c=.

Neste modeloc cada conjunto de spins ocupa uma das

sub-redes equivalente

!ﬂ..

rede favo de mel ( denotadas por AA e

AB, indicadas na figurz 2.1, de tal maneira que, os vizinhos mais

préximos de um dadc spinm pertencem ao outro conjunto de spins. O

sistema apresentz =nisocfropia uniaxial e constante de troca

aleatdérias. Estes do:

= C=z2s0s sdo tratados separadamente, cada um

deles obedecendoc & ZS.=:-r:tuicdes bindrias recozidas.

A Hamiltom:izn= para este sistema é dada por
-~ 5 - o = S
H = - } d o= D T - } uo . - } no’ P €300
2, jk 3 & !4 X k £ jk = k
<jk> . ek k

onde <jk> indica amte

keh , o =t1, T. € S
B J =

2C320 entre os vizinhos mais préximos, chA,

r.n de Ising de magnitude s, a,kzil, 0;=il e
J

p e m sd3o os psswdo-potenciais quimicos que controlam as

distribuicdes dos par

que sd@o dados por

=metros aleatédrios J © D respectivamente,

jk <

” (3.2)
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Para a constante de troca aleatdria, a distribuicgdo

considerada é representada por

P(3,) =p 8(J -J) + (1-p) &(J -J) (3.4)

ik jk 3

Sp(Dk) =D S(Dk—Dl) + (1-p) S(Dk——Dz) . (Z:5)

Na segcdo 3.2, estuda-se o modelo com a constante de
troca aleatdéria e anisotropia uniaxial uniforme e na secdo 3.3,
considera-se o modelo com anisotropia uniaxial aleatdria e

constante de troca uniforme.

3.2 CONSTANTE DE TROCA ALEATORIA

A Hamiltoniana para o modelo de Ising com spins mistos
sobre uma rede £fzvoc de mel que apresenta constante de troca
aleatdéria e anisotropia uniaxial uniforme é obtida a partir da
equacgdo (3.1), fzzendo-se DkzD e n=0. A Hamiltoniana é dada entéo

por:
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(3.6)

A distribuigd@o a gue cbedece o pardmetro aleatdrio J]k é definida
J

pela equacdo (3.4) = Qka) dada por (3259 para I%:DzzD.
Utilizando-se a express3o (3.2) para Jﬂd pode-se reescrever a
Hamiltoniana H, na Zorma
Jl(l + U‘j‘: s_: = = Jk) ¥
H=- - A Dt - uO‘jk.(3.7)
: 2 2
<jk> <jk>
A funcé@ec &= particdo é obtida a partir da expressédo
£ = }: expl-pH} (3:.81)
ﬂ';.t
que pode ser reescritfz com
J (ise_ | = )
3 1 2 jk 9 =,
Z= exp }E? ¢ - : ogrk+§:BDrk+§:Bpojk 5 (0329
= <jk> = k <jk>
{0c,0,T)

Esta funcdo €& calculada

spins T e as variawveis ¢, de forma que ,

sobre uma reds

_—

spin 1/2 scbre wuma rede triangular.
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realizando-se o trago parcial sobre os

o modelo com spins mistos

favo de= mel pode ser mapeado no modelo de Ising com

pode ser realizadoe



um dado spin T, (com wvizinhos mais

LB e i = , = - relac
préximos LA els o . O 8 o, A relagdo

resultante deste 2 dada por

o, 2 R e
‘> eBD'co Fré o =rexp{BJ 5 (¢102+w2¢3+¢3¢1)},
“"l'ro) |
(3.10)
onde
o i = )
i (0‘:7;‘) Seh ]o"c + B;ur} R o Lo T )
T 2 0 R
0
Da equacdo (3 1 scontrar r e J', que S30 expressos por
(1352
‘ (3.13)
onde
v, =z’ G(J, B+ 2G(J2,D)] ¥
4 [@ G ;ziD)] + G(Jnrn) '
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3 2
Vé = 2 G(BJE,D) + 3z G(2J&+J2,D) + 3z G(Ji+2J2,D) + G(BJé,D)

(3. 14
e
2 2
G(x,y) = Zeﬁym cpshiignx) , 2Z = 2Bl (3.15)
m=-==s
Assim, a funcd@o de particdo pode agora ser escrita sob a
forma

=
et

Z = 2_ exp{-pH'} , (3.16)

{0}

onde N é o numero total de sitios da sub-rede AB (ou AQ e H'
descreve o modelo de Ising sobre uma rede triangular com uma
constante de troca efetiva J’. As propriedades termodindmicas do
sistema podem ser obtidas do modelo sobre uma rede triangular, o
qual Jj& possui uma solugdo conhecida (veja, por exemplo,
Baxter (1982)) .

O psesudo-potencial quimico p é determinado impondo-se a
condicgéao

b

O >
10

L )
1l

/ )
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onde <0‘10> = Lo S =2 Ze > = <6 0+o-

+0_ >/3 podem ser calculados
20 30 ik 30

2.0
com um procedimento andlogo ao utilizado para o cdlculo da funcgdo

de partigdo. Um sumdrio deste procedimento €& colocado a seguir.

Realiza-se a decimagdo sobre um dado spin T, € sobre as

varidaveis ;10, ;20 e o, . Isto é representado por
W= €L = BD’I:2 i = =
(@1o+ Tt rr30)e 5 Fré 1'010)F 502’020)Fréos’030) -
(e, T )
r exp{BJ’ (0‘10'2+o*20*3+0'30‘1)}.[tl(o*lo'2+o*20"3+o‘3o*l) + tz] a (3.18)
gom. @, Jf e Fr(‘r’;) definidos pelas equagdes (3 .12%, (3.13) =
0
(3.11), respectivamente. Da equag¢do (3.18) tém-se 1:1 e t2 dados
por
U, U, ' U, 3U,
t:1 = — ; £ = + ; (339
V: v- Vz V1
com
U = 32" G(3,.D) = [3(2J1—J2,D) + 2G(J2,D)] -
Z [G(EJ_—:A.: - EG(Jl,D)] - 3G(J2,D) ;
g, &3 [z3G(3J,.D)—2:3\23‘+J2,D)—zG(J1+2J2,D)-G(3J2,D)], (3.20)

46



e V1 e V2 definidos pela equacdo (3.14). Tem-se, entdo,

<o +o0_ +o_ > dado por
Bo T 20 - 3G
<o +0_ +o0o_ > = 3t <oc o > + C 5
10 20" 130 T ik e S 4 (3.21)

onde <o o> é a funcdo de correlagdo entre dois spins vizinhos

2
mais préximos para o modelo de Ising efetivo sobre a rede
triangular.

Se\J2=O, J’ é sempre positivo independentemente do sinal
de Jl. Isto implica que, para Jl, Jé¢0, a ordem ferromagnética
sempre serd favorecida, quaisquer gque sejam os sinalis das
interacdes. Assim sendo, o caso de interesse é o modelo diluido
(J&:J e Jé:O), por sSer o caso que apresenta as caracteristicas
mais importantes do modelo. Desta maneira, a temperatura critica é
obtida considerando-se os valores criticos de BJ’, exp(4BJé)=3 , €
de <0fi>u=2/3 (Stephenson,1964). Assim,_éubstituindo—se (3 =09%);
(3.19) e (3.20), exp(4BJé)=3 e <0}5>}r=2/3 nas equagdes (3.13)

e (3.17), obtém-se

G(3J,D)~3G(J,D)]:; = GG(O,D)Z2 = BGI, D)z = 26(0,D3) = 0 , (3.22)

L

—(8p—7)G(3J,D)—3G :,2']23 + 2[4(3p—2)G(2J,D)—G(O,D)]z2

L

+12pG(J3.DJjz + 2(4p+1)G(0,D) = 0 . {323)

onde z é dado pela eguacgdo (3.15). Nestas equagdes, elimina-se z e

determina-se a temperatura critica em fungdo de p e de um outro

¢
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parédmetro, o=D/J.

As Figs. 3.2 - 3.5 mostram a temperatura critica como
fungdo da concentracdo p, bara spins Tt com magnitudes 1, 2, 3/2 e
5/2, respectivamente, e para alguns valores de &.

Nas Figs. 3.2 e 3.3, em que o spin T tem magnitudes 1 e
2, respectivamente, verifica-se que, para um dado «, hd&d uma
concentracdo p_. abaixo da qual ndo had transicgdo, chamada
concentragdo critica. Para a>0, pc=(3+5vf§ﬁ)/18, e para a<0,
pc:1/2.

Nas Figs. 3.4 e 3.5, T tem magnitudes 1/2 e 3/2,
respectivamente. Para - -3/2>a>0, pc=§3+5v(§“)/18, para -3/2<wa<0,
pC=1/2 e, para «u=-3/2, pc:23/36. |

Para «a=0, caso em que ndo ha& anisotropia uniaxial,
observa-se que p_ depende continuamente da magnitude do spiﬁ
T

Através de um estudo anaiitico das equacgbes (3.22) -e
(3.23%, sdo determinadas as concentracgdes eriticas para
diversos valores do pardmetro «. Esta andlise é dividida em trés
casos: a>0, a=0 e a<O0.

CASE SIEE s Ui,

Para determinar-se a concentragdo critica p_, toma-se o
limite T-»0. Para o>0, os termos dominantes das fungdes G(nJ,D) sao

os seguintes:

ClI D RS g oy g @PIS(ESHRL. o0 5 3. (3.24)
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Considerando-se apenas os termos dominantes na equacdo (3.22) e

fazendo-se a mudanga de varidveis

Yy =2 € / (3.25)

obtém-se
y' -6y - 420 ,j ' (3.26)
A raiz positiva da equacdo acima é y = 1 + V[gﬁ. Substituindo—ée

este resultado na equacdo (3.23) e levando-se em conta os termos

dominantes, obtém-se para a concentracdo critica

3 + 5 Vfgﬂ

= 18

{227

CRASHE PN ()12

Para a=0 & T-0, os termos dominantes das fun¢des G(nJd,D)

sdo dados por:

. g, D) = &R sor a8 3.28)

|1}
[
n
+
=

G(0,D)

Neste caso, a eguacio (3.22), apenas com 0Os termos dominantes se

reduz, apds a mudancga de variaveis (3.25), a

R -~ 2 (28+1) = 0 . (3.29)
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A solugdo real positiwa para a equagdo acima é dada por

= B2 -1/ 3
- 8] }

, v=2s+1.

(v + [V2 8]1/2}1/3

(3.30)

0

Substituindo-s= =st= resultado na equacdo (3.23) e mantendo-se

apenas o0s termos cominantes, obtém-se a concentracdo critica
2 v
e — ey S s (331
3 3 3y~ (y+2)
Considerando-se ==1 2 = «=0 (modelo sem anisotropia uniaxial),
reproduz-se © res=._tado obtido por Syozi (1965), B =

[ )]

(345vV 3 )/18. Chsesv=-== que, neste caso (a=0), a medida que

Este ©2s0 £ um pouco mais complexo. A andlise &
realizada considerando-se spins inteiros e semi-inteiros
separadamente. Mo £=s0 de spins inteiros, a equagdo (3.22) se

reduz a
0 ou v -1=0, (3.32)

Substituindo-se gualguer dos resultados acima na equagéo (3.23),
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obtém-se, para a concentracdo critica, o valor

p = = (3-33)

Para spins semi-inteiros, através da mudanca de varidveis (3.25),

obtém-se:
/“"—ﬁ
? 3 + 5V 3 3
y- — 6y =4 20, p = , PaErg G - =,
5 18 2
; 23 3
¥ =3 =d 2l B, s T PERR e 5 e
> 36 2
% dl 3
e T TR == o - 2 o =2 (3.34)
& 2 2

Portanto, sdo obtidas trés concentra¢des criticas para spins

inteiros e quatro para spins semi-inteiros. Para spins inteiros,

tém-se

/_—_‘
3 % 5v°3
p = , para o > 0,
i 18
2 v
p = = 7 , para a = 0 (y e v dados por (3.30)),
% 3 3% (v+2)
1l
o TR o ool T 8 (3.35)
; 2
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Para spins semi-inteiros, tém-se

/__ﬁ
3+ '5Y 3 3
B = i PEEAS T saaEniess 0y
18 2
2 v
P = = , para a« = 0 (y e v dados por (3.30)),
e 2
3 3y (v+2)
1 3
15— e P 2 L= L e R )
R 2 g
23 3
pc = , Para a = — (3.36)
36 2

Conclui-se, entéo,‘que hd mais de uma concentragdo de
percolacéao.

Nas Figs. 3.6 - 3.9, a temperatura cfitica é dada como
uma funcdo do parémetro «a para alguné valores de p e para spins
com magnitudes 1, 2, 3/2 e 5/2, respectivamente.

Nas Figs. 3.6 e 3.7, em que o spin T tem magnitudes 1 e
2, respectivamente, observam-se dois valores criticos para «,
am:—B.O e aka.G. Para a<e , ©O sistema ndo apresenta transicgdo
e o estado fundamentcal corresponde aquele em que todos os spins T
se encontram nc escado m=0, ndo havendo, portanto, ordem de longo
alcance no sistem=. Para concentragdes compreendidas no intervalo
pc(a=0)<p<pc(a>0;, onde pc(a=0)50.6412 para Sl

pe(a>0)=(3+5¢ 3)/18%0.6478, ocorre o fenbmeno de reentréncia, onde
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temos duas temperzturzs de transicgdo para cada «.

Nas Figs. :.2Z (spin T com magnitude 3/2) e 3.9 (spin =
com magnitude 5/2), B2 dois valores criticos para a, am=—3/2 é
« =0.0. O fenémeno de reentrdncia ocorre para concentracdes
compreendidas no 1mtervalo pc(a=0)<p<pc(a>0). .Para p>pc(a>0), o]
sistema apresentaz um =stado ordenado. Este resultado é consistente
com a auséncia do =stado m=0, responsavel pelo desaparecimento da
ordem de longec alcance.

Os wvalores criticos de a sdo determinados a partir das

m

equacgdes (3.22) 2.23) reescritas, respectivamente, sob a forma

F1(“'Tc’z):0 e F j&a.T .,2)=-0, sujeitas a uma condigdo adicional:
8F, aF. 3F aF
T et g x g 4 = 0 . Esta uUltima condicgdo é obtida a
aT az az aT 3
& e
s dF sz
partir de 58 = =) e = .
ar gr dT
= c C
Os resultados obtidos aqui reproduzem aqueles obtidos

por Gongalves 1555 para o modelo homogéneo.
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como uma funcdo de p para a distribuigéo
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para spin r com magnitude 1.
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P(ij)=p6(J5k—der(1~p)6(Jﬁk) e

para gpin v com magnitude 3/2.
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0
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'

para varios val

magnitude 1.
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w
de transigdo T* (D zkﬁL/J)

Bl and - Temperatura

como uma funcdo de o (u=D/J) para a

distribuigao D(ij):pa(ij—J)+(l—p)s(de
para Varios valores de p e para spin T com

magnitudae 5/2.
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3.3 ANISOTROPIA UNIAXIAL ALEATORIA

A Hamiltoniana para o modelo de Ising com spins mistos
sobre uma rede favo de mel com anisotropia uniaxial aleatdria e
constante de troca uniforme é obtida a partir da equacgdo (3 lY s

fazendo-se Jﬂ;J e p=0. A Hamiltoniana é dada entdo por:

[ R Z Jox, - Z Dk'ri = z n?;( . (3.37)

A distribuigdo a que obedece o pardmetro aleatdrio Dk & definida
pela equacgdo (3.5) e $(ij) € dada por (3.4) para J&=J2=J.
Utilizando-se a expressdo (3.3 para Dk, reescreve-se a

Hamiltoniana na forma

1 k 2 k 2 .t
H:—ZJo'ka—kZ = % s -ck—Z:nk. (3.38)

A funcdo de partigdo é dada, entdo, por:

Dl(l+¢;) D (l-¢o

2y
2 K : -
zzg T ZBJo-ja'k " ZB : 5 : < 4 Zsmé . (3.39)
k

<jk> k

(oc,0,T)

Esta funcdo é calculada realizando-se o trago parcial sobre os

spins T e as varidveis ¢’, de forma que, o modelo com spins mistos
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sobre uma rede favo de mel pode ser mapeado no modelo de Ising com
spin 1/2 sobre uma rede triangular. Isto pode ser rezlizaco
considerando-se a decimacdo de um dado spin T, (com viziphos mais

préximos ¢4 O, e 03) e da variavel olf. A relagdo resultante ceste

procedimento é dada entdo por

D (1+c’) D (l-¢’)
1 0 2 0 ; =
exp BJ(0~1+0'2+0‘3)1:0+{3 + 1:0+B110'0 =
2 2
T ,;’
0 0
nokd eXP{BJ"(Gf} g # ¢fﬂ)} . (3481
Da relac¢do acima, obtém-se
1/4
Bl = [ W .W ] =.41)
2
1. wz
BE» i = k%T n z 3.42)
4 1

onde

W =.Z G(J,Dl) + G(J,DJ

W =z G(33,D) + G(3J,D) (3.43)

com G(x,y) definida pela equagdo (3.15) e E:ezﬁn.

A funcgdo de partigdo é dada agora por
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Z = r'NZ exp{-BH' '} , (3.44)

(o}

onde N é o numero de sitios da sub-rede A (ou AB) e H**E A
Hamiltoniana do modelo de Ising com spins 1/2 sobre uma rede
triangular com uma constante de troca efétiva J’'. As propriedades
termodindmicas podem, agora, ser determinadas, como no caso
anterior, a partir do modelo sobre uma rede triangular (Baxter,
1982) . |

O pseudo-potencial quimico n é determinado impondo-se a

condicédo

o \ (3.45)

onde <o!> é calculado realizando-se também a decima¢do do spin T,

e da varidvel 0‘('). Tem-se:

‘— oy Dl (l+0‘0) D2 (1—0‘0) . X
Z) o! exp BJ(0"1+0‘2+0'3)170 + B s + : T, + Bne =
(_r_’ W
0’ "o
r? exp{BJ’ ! (o~10*2+0'20'3+o~3o*l)}.[ v, (o*lo'z+0‘zo~3+0'30'l) +E ], (3.46)
com v e v, dados por
il Yz Y1 L Yz 3Y1
W 0= - 3 V= + : (3.47)
4 W2 Wl 4 W2 W1
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onde

Y. = G(J,Dl) - G(J,DJ
Y =z G(33,D) - G(33,D) (3.48)

e W1 e w2 sdo definidos pela equacdo (3.43).
Dai, vem que <;é> é dado por

Zel> = 3. v o>  + V., (3.49)
0 1 1 2 tr 2

onde‘<a~lo~2>tr é a funcgdo de correlagdo entre os dois vizinhos mais
préximos para o modelo de Ising efetivo sobre a rede triangular.

A equagdo (3.42) garante que J’'‘’ é sempre maior que
zero. Como no caso anterior, a temperatura critica’ é determinada,
usando-se o0s valores criticos de pBJ'‘, exp(4BJé')=3, e de
<¢1¢2>cr’<°fE>cr=2/3 (Stephenson, 1964). Assim, substituindo-se

(3..43), {(3.47) & (3.48)., exp(4BJc)=3 e <¢f5>=2/3 nas equacgdes

(3.42) e (3.45), obtém-se
E[G(SJ,D1)~3G(J,D1)]—[G(3J,D2)—3G(J,D2)]=O (3.50)
;[G(3J,Dl)+(5—8p)G(J,Dl)]—[G(3J,D2)+(8p—3)G(J,D2)]=O (3-518)

onde z=e28n. Elimina-se 2z nas equac¢des acima e determina-se a

temperatura critica através da equagéo

65



3G(J,D1)G(J,D2)+(4p—l)G(J,D1)G(3J,D2)+(3—4p)G(J,D2)G(3J,D1)

= G(3J,D1)G(3J,D2)=O s (3.52)

Consideram-se dois casos distintos para a distribuicdo
D(Dk). No primeiro caso, D1=D e D2=O, a temperaﬁura cricica &

dada por:

3G(J,D)G(J,0)+(4p-1)G(J,D)G(37,0)+(3-4p)G(J,0)G(3J,D)
- G(3J,D)G6(3J,0)=0 . (3..53)

*

No segundo caso, D1=D e D2=—D, a temperatura critica é dada por:

3G(J,D)G(J,-D)+(4p-1)G(J,D)G(3J,-D)+(3-4p)G(J,-D)G(3J,D)

- G(3J,D)G(3J,-D)=0 . (3.54)
CASO 1. - D1=D e D2=0.

Nas Figs. 3.10 - 3.13, a temperatura critica é dada como
uma func¢do de p para alguns valores de «(a=D/J) e para spins T com
magnitudes 1, 2, 3/2 e 5/2, respectivamente.

Nas Figs. 3.10 e 3.11, onde os spins =T possuem
magnitudes 1 e 2, respectivamente, verifica-se que hd dois valores
criticos para a concentragdo p, pka.S (para a<-3.0) e pmf0'75
(para a=-3.0). Para valores de p e a compreendidos nos intervalos

*
0.50<p<0.75 e -3.0<a<a , respectivamente, o sistema apresenta dois

valores para a temperatura critica. Este comportamento caracteriza
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» * 3
o fenémeno de reentrd@ncia. O valor de o pode ser determinado

reescrevendo-se a equacdéo (3.53) sob a forma F(a,Tc%=0 e
impondo-se a condicgdo AT Qs
aT

o]

Nas Figs. 3.12 e 3.13, os spins t possuem magnitudes 3/2
5/2, respectivamente. N&o hé nenhum valor critico para p, como
também ndo hd fendmeno de reentrdncia. Para valores positivos de
a, a temperatura critica ahménta com o valor de p, e para valores
negativos, decresce com p.

As Figs. 3.14 - 3.17 mostram a temperatura critica em
funcdo do parametro « para spins ; com mégnitudes 1, 25 3if2 e 52y
respectivamente.

Nas Figs. 3.14 e 3.15, spins T com magnitudes 1 e 2,
para alguns valores de p superiores a 0.5, verifica-se o fendmeno
de reentréncia, que decorre da competicdo entre a constante de
troca e a anisotropia uniaxial. Para p>0.5, o valor critico para a
é aC=—3.O, abaixo .do qual, o sistema ndo apresenta estado

ordenado. Para p<0.5, o sistema apresenta sempre um estado

ordenado, independente do valor de «.

Nas Figs. 3.16 e 3.17, onde os spins <t possuem
magnitudes 3/2 e 5/2,; respectivamente, observa-se que a
temperatura critica cresce com o valor de «. Os wvalores

assintdticos das curvas, para os varios valores de p, sdo obtidos

fazendo-se a0 e sdo dados pelas equacgdes:

G(J,0) [3cosh(BJ/2) + (3-4p)cosh(3B8J/2)]1+
G(3J,0)[(4p-1)cosh(pI/2) - cosh(3BJ/2)] = 0, para a+-w, (3.55)
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G(J,0) [B3cosh(BJT) + (3-4p)cosh(3BT) ]+

G(3J,0) [(4p-1)cosh(BJr) - cosh(3BJr)] = 0, para a’+ow, (3.56)

Estes valores assintdéticos mostram que, a partir de um certo valor
de «, o aumento da anisotropia ndo contribui mais para aumentar a
temperatura critica.

Os valores de P, foram determinados analiticamente.
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Fig. 3.10 =

(T*EkBT/J)
Como uma funcgdo de P para a distribuicao
?(Ea)=p6(Dk~D)+(l-p)6(Dk)

Spin t com magnitude 1.
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* *
il (RO vt 14 ¢ - Temperatura de transigdo T (T EkgT/J)
como uma funcdo de p para a distribuigdo
1)(Dk)=p6(Dk—D)+(1—p)6(Dk) e vdrios « para

spin Tt com magnitude 2.
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Eilgs B2 - Temperatura de transicdo T (T‘EksT/J)
como uma fun¢do de p para a distribuigdo
p(Dk)=p6(Dk—D)+(l—p)a(DQ e varios a para

spin Tt com magnitude 3/2.
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Fig.

w13
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* *
Temperatura de transicdo T (T EkBT/J)

como uma fungdo de p para a distribuicdo

D(Dk):pa(Dk~D)+(1—p)6(Dk) e vdrios « para

spin Tt com magnitude 5/2.
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Fig.

.14

* *
Temperatura de transigdo T (T EkﬁT/J)
como uma fungao de a (a=D/J) para a
distribuigdo @(DK)=p6(Dk-D)+(1—p)6(Dk)

para varios valores de p e para spin T com

magnitude 1.
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Temperatura de transigdo T* (T*sk%T/J)
como uma fungdo de o« (a=D/J) para a
distribuicgdo D(Dk)=p6(Dk—D)+(l—p)6(Dk)
para varios valores de p e para spin T com

magnitude 2.
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Temperatura de transigcdo T (T EkﬁT/J)

como uma fungdo de « (e=D/J) para a

distribuicdo 9(Dk)=p6(Dk—D)+(l—p)8(Dk)
para vAdrios valores de p e para spin T com

magnitude 3/2.
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p=0.9
p=1.0

—

F1g. .3.17% - Temperatura de transicao T* (T*EksT/J)
Como uma funcdo de « (a=D/J) para a
distribuicao D(Dk)=p6(Dk—D)+(1—p)6(Dk)
para vdrios valores de p e para spin T com

magnitude 5/2.
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CARO 2% = D s DiveDB. = =1k

Nas Figs. 3.18 -3.21, a temperatura critica é mostrada
como uma fung¢do da probabilidade p para os spins T com magnitudes
1, 2, 3/2 e 5/2, respectivamente. Nas Figs. 3.22 - 3,28, a
temperatura critica é mostrada agora como uma fun¢do do parédmetro
a para os mesmos valores dos spins T.

Nas Figs. 3.18 e 3.19, spins t com magnitudes 1 e 2,
respectivamente, os valores criticos de p sdo os mesmos do CASO 1
(Dl:D e D2=O). Isto deve-se ao fato de que eles sdo
caracteristicas universais do sistema. Nas Figs. 3.20 e 3.21,
spins t com magnitudes 3/2 e 5/2, respectivamente, ndo hi valores
criticos de p.

Nas Figs. 3.22 e 3.23 (spins T com magnitudes 1 e 2), a
temperatura critica é dada como uma fung¢do do pardmetro «. Da
mesmé forma que no CASO 1, hd a presenga do fendmeno de
reentrédncia para —§.O<a<a* (onde a* é obtido de forma similar ao
CASO 1) e valores criticos de o iguais a #5.0 para p=0.5 e 3.0
para pz0.5.

Nas Figs. 3.24 e 3.25, a temperatura critica é dada
como uma fungdo do paré@metro « para spins T com magnitudes 3/2 e
5/2. Ndo hd valores criticos para p, nem a presenga do efeito de
reentrdncia, como no CASO 1. Os valores assintdéticos para ‘I‘c sdo

obtidos fazendo-se «-tw. Estes valores sdo obtidos a partir das

equagdes:
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cosh(BJt) [3cosh(BJI/2) + (3-4p)cosh(3BT/2) 1+

cosh (3BJt) [ (4p-1)cosh(BJ/2) - cosh(38J/2)] 0 , para a»-w (3.57)
cosh(BJdt) [3cosh(BJ/2) + (4p-1)cosh(3BJ/2)]1+

cosh (3BJt) [ (3-4p)cosh(BJI/2) - cosh(3BJ/2)] 0, pafa a4 (3.58)

Il

z

A caracteristica nova, em relécéo ao CASO 1, é a
propriedade de simetria w*-aa e p-l-p, constatada nas Figs.
3.18 - 3.25, o gue & uma conseqguéncia da escolha dos paré@metros.

Em ambos os casos, para p=1.0, sdo reproduzidos os
resultados obtidos por Gongalves (1985) para o modelo homogéneo.

Na Fig. 3.26, ¢é mostrada a temperatura critica do
para uma distribuigdo Q(Dk) = pé(D-AD) + (1l-p)é&(D+AD) em fungdo do
pardmetro d (d=AD/D), considerando-se p=1/2. Kaneyoshi (1988a)
estudou o modelo com spins mistos sobre uma rede favo de mel,
considerando esta distribuicdo temperada. Ele observou a presencga
de fenbmeno de ree;tréncia, o que ndo foi observado aqui para a
distribuicdo recozida. A temperatura critica , mostrada na Fig.

3.26, decresce com o valor o valor do pardmetro a (aED/J).'Nos

resultados obtidos por Kaneyoshi isto ocorre apenas para valores

de a>-1.25.
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Baig.

+ 18

* *
Temperatura de transigdo T (T EkBT/J)
como uma fungdo de p para a distribuicgdo
P (Dk) =p6‘(Dk*D) +(1-p)s (Dk+D) e varios o

para spin Tt com magnitude 1.
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.19

* *
Temperatura de transicdo T (T Ek%T/J)
como uma fungdo de p para a distribuicédo
p(Dk)=pa(Dk—D)+(l—p)6(Dk+D) e vdrios «

para spin t com magnitude 2.
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*
Temperatura de transigdo T

2.5
#*
2.0F i
| 5l " of =10
| o 5-20
| O
o ==50
05F
0 ! | : ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.O
| P
Pig. 3.20 -

(T*EkBT/J)

como uma funcido de P para a distribuicao

?(Dk)=p5(Dk—D)+(1-p)B(DK+D) e

pPara spin t com magnitude 3/2.
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Fig,. 32.271 -

* *
Temperatura de transigdo T (T EkBT/J)

como uma fungdo de p bara a distribuicdo
D(Dk)=p6(Dk—D)+(l—p)a(Dk+D) e vérios o

para spin T com magnitude 5/2.
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* *
Temperatura de transigdo T (T Ek;T/J)

Fig. 3.22 -

como uma fungdo de « (e=D/J) para a
distribuigédo ?(Dk)=p8(Dk—D)+(1—p)6(Dk+D)
para varios valores de p e para spin T com

magnitude 1.
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10
X

Bagrt. (8523 - Temperatura de transicédo T* (T*EkéT/J)
como uma fungdo de « (a=D/J) para a
distribuicédo p(Dk)=p6(Dk~D)+(1—p)a(Dk+D)
para vdrios valores de p e para spin T com

magnitude 2.
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Fig.  3.%24 - Temperatura de transicdo T (T Eka/J)

como uma funcdo de a (a=D/J) para a

distribuicdo p(Dk):pa(Dk—D)+(l—p)a(Dk+D)
para vdrios valores de p e para spin T com

magnitude 3/2.
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p=l.0

como uma

distribuicao

*
Temperatura de transigdo T

funcdo de

10

o7

X

(T*EAET/J)

« (a=D/J) Para. a

P(D )—pS(D -D)+(1- D)G(D +D)

bara vdrios valores de P e para spin ¢ com

magnitude Sy
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d

Frg. 3:26 = Temperatura de transicdo T* (T*skB'I‘c/J)
como uma fungdo de d (d=AD/D) para a
distribuigéo (D, )=(1/2)s(D -D-AD) + (1/2)
6(Dk—D+AD) para varios valores de a e spin

T com magnitude 1.
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CONCLUSOES

O modelo de Ising ferromagnético unidimensional em um
campo aleatdrio foi estudado considerando-se a distribuicdo
bindria recozida P(h )= ps(h-h) + (l-p)a(hk+h). A magnetizacgdo
foi obtida de forma exata, como funcdo da probabilidade p e da
temperatura, através do mapeamento do modelo eﬁ campo aleatdrio no
modelo de Ising com campo efetivo h’. Verificou-se que, para
p=0.5, o campo efetivo é sempre, nulo em qualquer temperatura, né&o
havendo, portanto, magnetizag¢do induzida.O sistema se ordena
apenas para este valor de p , em T=0. Para p#0.5, h&d sempre
magnetizagdo induzida, independente da relacgdo entre o campo h e a
constante de troca J (x=h/J) , e o sistema ndo apresenta
comportamento critico. Para valores grandes de «, a ‘magnetizacado
induzida tende para o valor 2p-1 em T=0.

O modelo antiferromagnético unidimensional diluido foi
estudado considerando—ée diluicdo por ligagdes e por sitios. Em
ambos 0s casos, obteve-se a magnetizagdo como uma fungdo da
concentragdo p, do parametro « (ash/J) e da temperatura.

No modelo diluido por ligacg¢des, verificou-se que, para
concentracdes diferentes de 1 e para qualquer valor do campo
uniforme, hd sempre magnetizag¢do induzida em qualquer temperatura.
Em T=0, a cadeia antiferromagnética se divide em dois agregados,
um contendo Np spins que interagem entre si, e o outro com N(1-p)

spins livres, onde N é o numero total de spins da cadeia.
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Para valores do campo menores que hc=2J, no primeiro agregado héd
Np/2 spins apontando na direg¢do do canmpo e Np/2 apontando na
diregdo contraria. A magnetiza¢do induzida &, portanto, dada por
l-p. Para h>hc, todos os Np spins desse agregado apontam na
diregdo do campo e a magnetizag¢do induzida é 1, j& due os N(1l-p)
spins livres do outro agregado apontam também na direc¢do do campo.
Conclui-se que, para valores de p diferenteé de 1 e para qualquer
valor finito do campo uniforme, o comportamento critico do sistema
¢ destruido, Jja& que hd uma magnetizacgdo induzida em qualquer
temperatura. 3

No modelo diluido por sitios, foi wverificada a
existéncia de dois valores criticos para o campo em T=0: h =J e

1c
}5C=2J. Para h<hhy qualquer que seja p, ndo hé& magnetizacdo
induzida, pois os spins formam um agregado com Np/2 spins
apontando na direcdo do campo e Np/2 na direg¢do contrdria. Para
h>hlc e p<0.5, os Np spins sdo livres e a magnetizagdo induzida é
p. Para h1c<h<h2c e §>0.5, héd dois agregados: um com N(2p-1) spins
(metade apontando na dire¢do do campo e metade na diregdo
contrdria) e ©o outro com N(l-p) spins livres. A magnetizacdo
induzida é 1l-p. Para h>h2c e p>0.5, hd ainda dois agregados (como
no caso hlc<h<h2c e p>0.5), mas agora todos os Np spins apontam na
direcdo do campo. Portanto, a magnetiza¢do induzida é dada por
5
O antiferromagneto diluido por 1ligag¢des ndo apresenta

comportamento critico e, portanto, ndo corresponde ao ferromagneto
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em campo aleatdrio. O antiferromagneto diluido por sitios sé
apresenta comportamento critico para h<h.1c e é independente de p.
Assim, a correspondéncia, como proposta por Fishman e Aharony
(1979) para sistemas temperados, em que a intensidade do campo
aleatdério ndo é limitada, ndo vale também neste- caso, Jja que

=l .

1c

.

O modelo de Ising com spins mistos sobre a rede favo de
mel - foi estudado considerando-se constante de troca aleatdria e
anisotropia uniaxial aleatduia.

Para o modelo com constante de troca aleatdria, o caso
tratado foi o modelo diluido, por revelar as caracteristicas mais
importantes do sistema. Foram reproduzidos analiticamente alguns
resultados do modelo homogéneo, calculados de forma exata por
Goncalves (1985). A temperatura critica do sistema foi obtida,
observando-se fendmeno de reentrdncia no caso de spins inteiros.
Foram determinadas analiticamente as concentrag¢des criticas,
concentracdes abaixo das guais nao ha transicgédo. Essas
concentracdes criticas foram caracteristica dos spins inteiros.
Esses resultados mostram a ndo universalidade da concentracab de
percolagédo p_-

No caso da anisotropia uniaxial aleatdria, a
distribuicdo para o pardmetro aleatdrio Dk foi tomada como sendo
D(Dk)=p6(Dk—Dl) + (l—p)a(Dk—Dz), nos casos em gue ‘D1=D e I%:O, e
D =D e D =-D. Foram verificados, nestes dois casos, o fendmeno de

reentrdncia. No caso D1=D e D2=—D, observou-se a simetria ws-a e
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p»l-p. Os resultados obtidos foram colocados em termos dos
pardmetros utilizados por Kaneyoshi (1998a). Para todos os valores
de «a(a=D/J), a temperatura critica decresceu com o pardmetro d
(d=D/AD) , enquanto nos resultados obtidos por Kaneyoshi para
distribuigBes temperadas, isto s ocorreu para a<-1.25. Os
resultados obtidos agqui para distribuicgdes recozidas ndo
apresentaram fendmeno de reentréncia, enquénto que os resultados
obtidos por Kaneyoshi apresentam este fendmeno para a<-1.50. Os
resultados obtidos por Gongalves (1985) para o modelo homogéneo

foram reproduzidos. %
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