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“Ninguém ignora tudo. Ninguém sabe tudo. 

sempre”



Esta dissertação realiza um estudo abrangente sobre os números primos, unindo sua base teórica 

e histórica com a prática pedagógica no ensino básico. O objetivo central do trabalho é 

desenvolver uma abordagem de ensino que supere a memorização, investigando o potencial do 

tema para promover uma aprendizagem mais contextualizada. A pesquisa inicia com a história 

da Teoria dos Números, traçando a evolução do conceito de número primo desde os pitagóricos 

e a formalização rigorosa de Euclides, até o seu renascimento no século XVII, por meio dos 

trabalhos de Fermat e Mersenne. A base matemática foi construída em capítulos dedicados aos 

fundamentos da divisibilidade. O estudo aprofunda-se em propriedades essenciais, como o 

Teorema Fundamental da Aritmética (TFA), que garante a decomposição única de um número 

em fatores primos, a clássica demonstração da infinitude dos primos, o método do Crivo de 

Eratóstenes e o Pequeno Teorema de Fermat. Para ilustrar a pesquisa viva da área, são 

apresentadas conjecturas famosas e ainda não resolvidas, como a de Goldbach e a dos primos 

gêmeos. A dissertação volta-se para o cenário educacional brasileiro, analisando a presença do 

tema na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e discutindo as dificuldades recorrentes no 

ensino e na aprendizagem. Uma análise de livros didáticos revela que, embora sigam uma 

estrutura lógica, frequentemente perdem a oportunidade de conectar o conteúdo às suas 

aplicações modernas e à sua beleza intrínseca. Como principal contribuição, o trabalho 

apresenta um produto educacional, uma sequência didática detalhada, com cinco aulas. A 

proposta utiliza estratégias investigativas, como a construção do Crivo de Eratóstenes, a 

exploração da prova da infinitude dos primos e a discussão de conjecturas, buscando despertar 

a curiosidade e desenvolver o pensamento crítico dos estudantes.

Palavras–chave: números primos; matemática - estudo e ensino; teoria dos números; sequência 

didática; matemática - história.



Keywords: prime numbers; mathematics-study and teaching; number theory; didactic sequence; 

history-mathematics.
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INTRODUÇÃO

 (Brasil, 2023).

De acordo com os resultados do PISA 2022, o Brasil obteve uma média de 379 pontos 
em matemática, ficando abaixo de países latino-americanos como Chile, Uruguai e 
Peru. Além disso, 73% dos estudantes brasileiros ficaram abaixo do nível 2, 
considerado o patamar mínimo de proficiência pela OCDE. Apenas 1% dos alunos 
alcançou alto desempenho na área. Esses dados revelam a urgência de repensar o 
ensino da matemática no país, especialmente no que diz respeito à motivação e ao 
engajamento dos estudantes (Brasil, 2023).

Na teoria dos números, os números primos ocupam uma posição muito importante, 

despertando curiosidade e admiração ao longo da história da Matemática. Apesar de sua 

definição ser simples, a distribuição e as características desses números revelam uma 

complexidade que  pesquisadores por milênios. 

Desde as primeiras civilizações que registraram a Matemática até as aplicações 

atuais sofisticadas, os números primos têm desafiado pesquisadores ao longo das gerações, 

tanto em suas propriedades teóricas quanto em suas aplicações práticas.

Embora seja essencial, o ensino de números primos na educação básica geralmente 

encontra obstáculos. Frequentemente, o assunto é abordado de maneira mecânica e 

desconectado de seu contexto histórico rico e de seus problemas fascinantes, o que pode resultar 

em uma aprendizagem superficial por parte dos estudantes.

Nesse contexto, o objetivo principal desta dissertação é examinar os princípios e as 

características dos números primos, avaliando seu potencial didático para o ensino de 
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Matemática no Ensino Fundamental e, possivelmente, do Médio. Os objetivos específicos que 

orientam este estudo são:

✓

✓

✓

✓

✓

criar conexões entre a 

Matemática acadêmica e a Matemática escolar, demonstrando que um tópico clássico como os 

números primos pode ser abordado de forma investigativa, contextualizada e estimulante. 

Ao explorar a história, os teoremas e as conjecturas que envolvem esses números, 

pretende-se fornecer aos educadores recursos para transformar um conteúdo curricular em uma 

experiência de descoberta, incentivando o pensamento lógico e o encantamento dos estudantes.
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OS NÚMEROS PRIMOS NA ANTIGUIDADE CLÁSSICA

Conforme discutido na introdução, os números primos mantêm relevância histórica 

e contemporânea. 

Os Pitagóricos e os Primórdios da Teoria dos Números
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Foi no estudo dos divisores que surgiram conceitos importantes para a nossa 

investigação. Os pitagóricos e seus sucessores identificaram os números perfeitos, definidos 

como aqueles números inteiros positivos cuja soma de seus divisores próprios (todos os 

divisores positivos, exceto o próprio número) é igual a ele mesmo. Os primeiros exemplos, 

conhecidos desde a antiguidade, são 6 (1+2+3 = 6) e 28 (1+2+4+7+14 = 28). Os próximos dois, 

496 e 8128, também já eram conhecidos pelos gregos ( . Esses números 

exerceram um fascínio místico e numerológico por séculos, como nota Eves (2011). 

Figura 1 - Números triangulares, números quadrados, números pentagonais

Fonte: Eves (2011, p.100).
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Euclides de Alexandria: A Formalização e os Teoremas Fundamentais 

Seja P o produto de todos os primos, supostos em número finito, e consideremos o 
número N = P + 1. N não pode ser primo, pois isso contradiria a hipótese de P ser o 
produto de todos os primos. Logo, N é composto e deve ser medido por algum número 
p. Mas p não pode ser nenhum dos fatores primos que entram em P, senão seria um 
fator de 1. Logo, p deve ser um primo diferente de todos os fatores de P; portanto, a 
hipótese de P ser o produto de todos os primos é falsa Boyer e Merzbach .

“todo inteiro maior que 1 pode se expressar como produto de primos de uma e, salvo qua

ordem dos fatores, uma só maneira” (Eves, 2011, p. 175) 𝑝𝑎𝑏 𝑝 𝑎 𝑝 𝑏
 (1777-1855)
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Finalmente, uma questão histórica (ou melhor dizendo, etimológica), você já se 
perguntou porque os números primos têm este nome? O nome é uma herança grega e, 
naturalmente, não se refere a nenhuma relação de parentesco. Os gregos classificavam 
os números em primeiros ou indecomponíveis e secundários ou compostos. Os 
números compostos são secundários por serem formados a partir dos primos. Os 
romanos apenas traduziram literalmente a palavra grega para primeiro, que em latim 
é primus. É daí que vêm nossos números primos. (Coutinho, 2015 p. 19)

Foi Euclides, em seus Elementos, quem estabeleceu a primeira conexão 

fundamental entre números primos e , se 2𝑛 − 1 

é um número primo, então o número N = 2𝑛−1(2𝑛 − 1)  é um número perfeito 

 Veremos, na seção 2.4, que os números primos da forma 2𝑛 − 1, onde 𝑛 é 

primo, ficaram conhecidos mais tarde como primos de Mersenne. 

Quase dois milênios depois de Euclides, Leonhard Euler (1707-1783) provou a 

recíproca dessa afirmação para os números pares: todo número perfeito par necessariamente é 

da forma descrita por Euclides (Eves, 2011). Assim, a busca por novos números perfeitos pares 

equivale à busca por novos primos de Mersenne. Apesar desses avanços, existem questões 

fundamentais sobre números perfeitos ainda em aberto, como a existência ou não de números 

perfeitos ímpares (Coutinho, 2005). Até a data das publicações consultadas e até o presente 

momento, abril de 2025, a questão ainda não tinha sido respondida.

O legado deixado por Euclides é muito grande. Além de ter dado uma definição 

formal aos números primos e de ter demonstrado que são infinitos, ele também 

Desenvolvimentos Posteriores: Idade Média e Renascimento
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(Boyer e Merzbach, 2012)

(Boyer e Merzbach, 2012)

Leonardo Fibonacci

Fonte: Eves (2011, p.293)

Figura 2 - Leonardo Fibonacci
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Em resumo, do período pós-grego até o século XVII, a principal contribuição foi 

preservar e divulgar o que já se conhecia sobre os primos. As grandes perguntas sobre a natureza 

e a distribuição deles, ficaram praticamente em espera, aguardando que surgissem novas ideias 

e instrumentos para serem exploradas de fato.

O Renascimento da Teoria dos Números: Fermat e Mersenne

Figura 3 - Pierre de Fermat
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𝑝𝑎 𝑝 𝑎𝑝−1 − 1 𝑝
“A primeira 

demonstração publicada desse teorema data de 1736 e é devida a Euler”.

𝐹𝑛 = 22𝑛 + 1𝐹0 = 3, 𝐹1 = 5, 𝐹2 = 17, 𝐹3 = 257 𝑒 𝐹4 = 65537𝐹𝑛𝐹5 = 232 + 1 641

Mersenne era um amigo próximo de 

Fermat e de muitos outros matemáticos da época. Fermat, inclusive, costumava escrever a 

Mersenne sobre suas ideias . 𝑀(𝑛) = 2𝑛 − 1𝑛 𝑀(𝑛)(2𝑛−1)𝑀(𝑛) 𝑛𝑀(𝑛) = 2𝑛 − 1𝑛 = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 e 25744 𝑛 257𝑛 𝑀(𝑛)𝑛 = 𝑟𝑠𝑀(𝑛) = 2𝑛 − 1 =  2𝑟𝑠 − 1 = (2𝑟 − 1)(2𝑟(𝑠−1) +  2𝑟(𝑠−2) + ⋯ + 2𝑟 + 1) 𝑟 𝑛 𝑀(𝑟) 𝑀(𝑛)𝑛 𝑀(𝑛)
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FUNDAMENTOS DA TEORIA DOS NÚMEROS E DIVISIBILIDADE 

Depois da jornada histórica descrita no Capítulo 2, este novo capítulo nos incentiva 

a explorar ainda mais os alicerces matemáticos que respaldam esses números especiais. A teoria 

dos números, amigavelmente referida como a “Rainha da Matemática” pela sua beleza, 

proporciona a linguagem e a ferramenta necessárias para explorar a face oculta dos números. 

Divisibilidade

A teoria elementar dos números se inicia com a análise das propriedades da 

divisibilidade no conjunto dos números inteiros, representado por ℤ =  {… , −2, −1, 0, 1, 2, … }. 

A relação da divisibilidade é a base em que se constroem muitos dos conceitos posteriores. Para 

este capítulo, como referências, utilizamos , Hefez (2022), Santos (1998) e 

Lemos (2010).

𝑎  e 𝑏 𝑎  divide 𝑏𝑎  | 𝑏  𝑐 ∈ ℤ  𝑏 = 𝑐 ∙ 𝑎𝑎 𝑏 𝑏 𝑎 𝑎 | 𝑏𝑐 𝑎 ∤ 𝑏 𝑐 𝑏 = 𝑐 ∙ 𝑎
3  | 12 12 = 4 ∙ 3 −5  | 30 30 = (−6) ∙ (−5)4 ∤ 10 𝑐 10 = 𝑐 ∙ 4

Proposição 3.1.1. 𝑎 𝑏 𝑐
: 1 | 𝑎 , 𝑎 | 𝑎  e  𝑎 | 0 .0 | 𝑎 ⟺ 𝑎 = 0.  𝑎∣1 𝑎 = ±1𝑎 𝑏 𝑏 𝑐 𝑎 𝑐𝑎 𝑏 𝑏 𝑎 𝑎 = ±𝑏𝑎 𝑏 𝑏 ≠ 0 |𝑎| ≤ |𝑏|
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Demonstração: 𝑎 = 𝑎 ⋅ 1𝑎 = 1 ⋅ 𝑎 0 = 0 ⋅ 𝑎 0 | 𝑎 𝑐 ∈ ℤ 𝑎 = 𝑐 ∙ 0 = 0𝑎 = 0 0 | 0𝑎∣1 1 = 𝑎 ∙ 𝑘𝑘 𝑎 𝑘 𝑎 = 1 𝑘 = 1 𝑎 = −1 𝑘 = −1 𝑎 1 −1𝑎 = ±1 𝑎 | 𝑏 𝑏 | 𝑐 𝑥 𝑦𝑏 = 𝑥𝑎 𝑐 = 𝑦𝑏 𝑏𝑐 = 𝑦(𝑥𝑎)𝑐 = (𝑦𝑥)𝑎 𝑥 𝑦 𝑥𝑦𝑎 𝑐𝑎∣𝑏 𝑘1 𝑏 = 𝑎𝑘1𝑏 ∣ 𝑎 𝑘2 𝑎 = 𝑏𝑘2𝑏 𝑎 =(𝑎𝑘1)𝑘2 𝑎 = 𝑎(𝑘1𝑘2)𝑎 ≠ 0 𝑎 = 𝑎(𝑘1𝑘2) 𝑎1 = 𝑘1𝑘2 𝑘1 𝑒 𝑘2 𝑎 = 𝑏𝑘2𝑘2 𝑎 = ±𝑏 𝑎 = 0 𝑎∣𝑏 0∣𝑏 0𝑏 𝑏 0 𝑏∣𝑎 𝑎 = 0 𝑏 = 0 ∣𝑎 = 0 𝑏 = 0 𝑎 = ±𝑏𝑎∣𝑏 𝑘 𝑏 = 𝑎𝑘 𝑏 ≠0 𝑘 𝑏 = 𝑎𝑘 |𝑏| = |𝑎𝑘||𝑏| = |𝑎||𝑘| 𝑘 |𝑘| ≥ 1|𝑏| = |𝑎||𝑘| ≥ |𝑎| ∙ 1 ≥ |𝑎| |𝑎| ≤ |𝑏| □
A seguir, apresentamos algumas proposições úteis sobre divisibilidade, conforme 

expostas por Hefez (2022). 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ 𝑎∣𝑏 𝑐∣𝑑 𝑎𝑐∣𝑏𝑑
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Demonstração: Suponha 𝑎∣𝑏 𝑐∣𝑑. Então existem inteiros 𝑥, 𝑦 tais que 𝑏 = 𝑥𝑎 e 𝑑 = 𝑦𝑐. Multiplicando, obtemos 𝑏𝑑 = (𝑥𝑎)(𝑦𝑐) = (𝑥𝑦)(𝑎𝑐). Como 𝑥𝑦 ∈ ℤ,concluímos que 𝑎𝑐 ∣ 𝑏𝑑 . 𝑎 ∣ 𝑏 𝑐 ∈ ℤ , vale que 𝑎𝑐 ∣ 𝑏𝑐□𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ 𝑎 (𝑏 ± 𝑐)𝑎∣𝑏 ⟺ 𝑎∣𝑐 𝑎∣ 𝑏 + 𝑐𝑘 𝑏 + 𝑐 = 𝑘𝑎 𝑎∣𝑏 𝑗 𝑏 = 𝑗𝑎 𝑏𝑗𝑎 + 𝑐 = 𝑘𝑎 ⟹ 𝑐 = (𝑘 − 𝑗)𝑎 𝑎∣𝑐
 𝑎∣(𝑏 − 𝑐) 𝑎∣𝑏𝑎∣−𝑐 𝑎∣𝑐 □

Proposição 3.1.4. Se a, b, c ∈ ℤ  são tais que 𝑎 ∣𝑏  e 𝑎 ∣𝑐 , então para 

 𝑥 e 𝑦 vale que: 𝑎∣(𝑥𝑏 + 𝑦𝑐).

Demonstração: Como 𝑎∣𝑏 e 𝑎∣𝑐, existem 𝑚e 𝑛 inteiros tais que 𝑏 = 𝑚𝑎 e 𝑐 = 𝑛𝑎. 𝑥 𝑦  𝑥𝑏 + 𝑦𝑐 = 𝑥(𝑚𝑎) + 𝑦(𝑛𝑎) = (𝑥𝑚 + 𝑦𝑛)𝑎. 
Como 𝑥𝑚 + 𝑦𝑛 é um número inteiro, concluímos que 𝑎∣(𝑥𝑏 + 𝑦𝑐). □

Embora não seja sempre possível dividir exatamente em ℤ , podemos sempre 

realizar uma divisão com resto. O famoso resultado é chamado de algoritmo da divisão ou 

teorema da divisão euclidiana. Antes de enunciar e provar o teorema, veremos o Princípio da 

Boa Ordenação.  

ℕ (Hefez, 2022).

𝑎 𝑏 𝑏 > 0𝑞 𝑟 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 0 ≤ 𝑟 < 𝑏
Lemos (2010).

Demonstração: (Lemos, 2010) Seja 𝑆 o seguinte conjunto:𝑆 = {𝑎 − 𝑞𝑏: 𝑞 ∈ ℤ 𝑒 𝑎 − 𝑞𝑏 ≥ 0}. 
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Observe que 𝑆 ≠ ∅ pois 𝑎 − 𝑞𝑏 ∈ 𝑆 quando 𝑞 = −𝑎2, já que 𝑎 − 𝑞𝑏 = 𝑎 + 𝑎2𝑏 ≥ 𝑎 + 𝑎2 ≥0. Pelo princípio da boa ordenação, existe um menor elemento 𝑟 ∈ 𝑆. Como 𝑟 ∈ 𝑆, existe 𝑞 ∈ℤ tal que 𝑟 = 𝑎 − 𝑏𝑞. Observe que 𝑟 < 𝑏, caso contrário 0 ≤ 𝑟 − 𝑏 = 𝑎 − 𝑞𝑏 − 𝑏 = 𝑎 −(𝑞 + 1)𝑏 ∈ 𝑆 e 𝑟 − 𝑏 ∈ 𝑆, o que não pode ocorrer pois 𝑟 é o menor elemento de 𝑆.

Acabamos de demonstrar que 𝑎 pode ser escrito na forma 𝑞𝑏 + 𝑟 com 0 ≤ 𝑟 < 𝑏. Vamos 

mostrar que essa decomposição é feita de maneira única. Suponha que 𝑎 = 𝑞𝑏 + 𝑟 = 𝑞′𝑏 + 𝑟′  
com 0 ≤ 𝑟 < 𝑏 e 0 ≤ 𝑟′ < 𝑏. Caso 𝑞 = 𝑞′, temos que 𝑟 = 𝑟′ como queríamos demonstrar. 

Podemos supor que 𝑞 ≠ 𝑞′, mais ainda, que 𝑞 > 𝑞′. Obtemos que (𝑞 − 𝑞′)𝑏 = 𝑟′ − 𝑟. 

Observe que o lado esquerdo dessa igualdade é maior ou igual a 𝑏 e o direito menor que 𝑏. 

Chegamos a uma contradição e o resultado segue. □
O corolário abaixo estende o algoritmo para o caso em que 𝑏 é um inteiro qualquer 

não nulo (𝑏 ≠ 0):

Corolário 3.1.1. 𝑎 𝑏 𝑏 ≠ 0𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 0 ≤ 𝑟 < |𝑏|
Demonstração: Se 𝑏 > 0, então |𝑏| = 𝑏, e o teorema já foi 

demonstrado. Se 𝑏 < 0, então |𝑏| > 0. Pelo teorema 3.1.1, existem e são únicos os inteiros 𝑞′ 
e 𝑟 tais que 𝑎 = |𝑏|𝑞′ + 𝑟 e 0 ≤ 𝑟 < |𝑏|. Como 𝑏 < 0, temos |𝑏| = −𝑏. Então, 𝑎 = −𝑏𝑞′ +𝑟 = 𝑏(−𝑞′) + 𝑟. Seja 𝑞 = −𝑞′. Então, 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 , com 0 ≤ 𝑟 < |𝑏|. Os inteiros 𝑞 e 𝑟 são 

únicos. □
 Para 𝑎 = 27 e 𝑏 = 6, a divisão euclidiana é dada por 27 = 6 ∙ 4 +3 ,

onde o quociente é 𝑞 = 4 e o resto é 𝑟 = 3, satisfazendo a condição 0 ≤ 𝑟 < |𝑏|. De modo 

semelhante, para 𝑎 = −27  e 𝑏 = 6, temos −27 = 6 ∙ (−5) + 3, com quociente q = -5 e resto 

r = 3, também obedecendo à restrição 0 ≤ 𝑟 < |𝑏|. 0 ≤ 𝑟 < |𝑏|
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Máximo Divisor Comum (MDC) e Algoritmo de Euclides 

Dados dois inteiros, frequentemente estamos interessados em seus divisores 

comuns, e em particular, no maior deles.

Definição 3.2.1. (Máximo Divisor Comum): Sejam 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, não ambos nulos. O 

máximo divisor comum de 𝑎  e 𝑏 , denotado por 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏)  ou (𝑎, 𝑏) , é o inteiro 𝑑 > 0  que 

satisfaz as seguintes condições:𝑑∣𝑎 𝑑∣𝑏 𝑑𝑐 𝑐∣𝑎 𝑐∣𝑏 𝑐∣𝑑 𝑑
𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 𝑚𝑑𝑐(𝑏, 𝑎)𝑚𝑑𝑐(0,0)𝑚𝑑𝑐(𝑎, 1) = 1𝑎 ≠ 0 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 0) = |𝑎|𝑎∣𝑏 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = |𝑎|

Para qualquer inteiro 𝑎, os divisores de 𝑎 são idênticos aos divisores de −𝑎. Como 

resultado, o máximo divisor comum entre dois inteiros 𝑎 e 𝑏 não se altera se mudarmos o sinal 

de um ou de ambos os inteiros. Portanto, temos que: 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 𝑚𝑑𝑐(−𝑎, 𝑏) = 𝑚𝑑𝑐(𝑎, −𝑏) = 𝑚𝑑𝑐(−𝑎, −𝑏) 

Esta igualdade é válida para quaisquer inteiros 𝑎 e 𝑏, contanto que 𝑎 e 𝑏 não sejam 

ambos iguais a zero simultaneamente.

𝑎 𝑏 1 𝑎 𝑏1 𝑎 𝑏 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 1
Exemplo 3.2.1. Sejam os inteiros 𝑎 = 15 e 𝑏 = 18. Os divisores comuns positivos de 

15 e 18 são 1 e 3. Como o maior deles é 3, segue-se que o 𝑚𝑑𝑐(15,18) = 3 . Observa-se 

também que 𝑚𝑑𝑐(15,18) = 𝑚𝑑𝑐(−15,18) = 𝑚𝑑𝑐(15, −18) = 𝑚𝑑𝑐(−15, −18).
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𝑎 = −36  e 𝑏 = 60
𝑚𝑑𝑐(−36,60) = 12 𝑚𝑑𝑐(8,15) = 1

Um lema muito importante para o cálculo do 𝑚𝑑𝑐 é:

Proposição 3.2.1. Para inteiros 𝑎, 𝑏 𝑒 𝑟, se o máximo divisor comum de 𝑎 e 𝑏 − 𝑟𝑎 

existir, então o 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏)  também existirá, e ambos serão iguais, ou seja: 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) =𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏 − 𝑟𝑎). 𝑑 = 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏 − 𝑟𝑎)𝑚𝑑𝑐 𝑑 𝑎 𝑑 𝑏 − 𝑟𝑎 𝑑𝑑 𝑏 − 𝑟𝑎 +𝑟𝑎 𝑏 𝑑 𝑏 𝑑 𝑎𝑑 𝑏 𝑑 𝑎 𝑏𝑑 𝑎 𝑏 𝑐𝑎 𝑏 𝑐 𝑎 𝑐 𝑏 𝑐 𝑟𝑎𝑐 𝑏 − 𝑟𝑎 𝑐 𝑎𝑏 − 𝑟𝑎 𝑐 𝑑 𝑐 𝑑 □𝑚𝑑𝑐(24, 60)𝑚𝑑𝑐(24,60) = 𝑚𝑑𝑐(24, 60 − 2 ∙ 24) = 𝑚𝑑𝑐(24, 12) = 12𝑚𝑑𝑐(24, 60) = 12

𝑎 𝑏
𝑎 𝑏 𝑏 ≤ 𝑎
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𝑏 = 1 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 1 𝑏 = 𝑎 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 𝑎 𝑏 𝑎𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 𝑏1 < 𝑏 < 𝑎 𝑏 𝑎
Divide-se 𝑎 por 𝑏 e obtém-se o quociente 𝑞1 e o resto 𝑟1: 𝑎 = 𝑏𝑞1 + 𝑟1, onde 0 <𝑟1 < 𝑏. A proposição 3.2.1 é importante aqui, pois ele estabelece que 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 𝑚𝑑𝑐(𝑏, 𝑟1).

Se 𝑟1 divide 𝑏, então 𝑟1 é o 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏). O algoritmo termina.𝑟1 𝑏 𝑏 𝑟1 𝑞2 𝑟2: 𝑏 =𝑟1𝑞2 + 𝑟2 0 < 𝑟2 < 𝑟1 𝑚𝑑𝑐(𝑏, 𝑟1) 𝑚𝑑𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝑟2 𝑟1 𝑟2𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) 𝑟2 𝑟1 𝑟1 𝑟2 𝑟3 𝑟1 =𝑟2𝑞3 + 𝑟3 0 < 𝑟3 < 𝑟2
O processo continua gerando uma sequência de restos estritamente decrescentes e 

positivos: 𝑏 > 𝑟1 > 𝑟2 > 𝑟3 > ⋯ > 0. Pelo Princípio da Boa Ordenação, esta sequência não 

pode continuar indefinidamente e deve, portanto, terminar. O algoritmo para quando um resto 𝑟𝑛  divide o resto anterior 𝑟𝑛−1, o que significa que o resto seguinte, 𝑟𝑛+1, seria 0. O último 

resto não nulo, 𝑟𝑛, é o 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏). Esse processo é também uma prova construtiva da existência 

do 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏).

O algoritmo pode ser usado na prática com o auxílio de uma tabela da seguinte 

maneira:

Efetuando a primeira divisão 𝑎 = 𝑏𝑞1 + 𝑟1 e colocando como abaixo, temos

Efetuamos a segunda divisão 𝑏 = 𝑟1𝑞2 + 𝑟2
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Continuando até o processo parar, teremos 

Exemplo 3.2.4. Vamos calcular o 𝑚𝑑𝑐(48,18) usando o Algoritmo de Euclides.

Resolução. Primeiro vamos resolver usando as divisões sucessivas. 

Em seguida colocamos tudo em uma tabela, como abaixo.

Agora pelo algoritmo de Euclides, temos48 = 18 ∙ 2 + 1218 = 12 ∙ 1 + 612 = 6 ∙ 2 + 0
Como o resto é 0, o mdc é o último divisor utilizado, que é o último valor na linha 

do meio, ou o último resto não nulo. Portanto, 𝑚𝑑𝑐(48,18) = 6.

ubstituímos “de trás para a frente”, obtemos 6 = 18 − 12 ∙ 1 12 = 48 − 18 ∙ 2 12
6 = 18 − (48 − 18 ∙ 2) = 18 − 48 + 18 ∙ 2 = −48 + 18 ∙ 3 = 48(−1) + 18(3).

Após encontrar o máximo divisor comum de 𝑎 e 𝑏 através do algoritmo de Euclides, 

sempre se pode determinar inteiros 𝑥  e 𝑦  que satisfazem 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) . Essa 

propriedade é conhecida como Teorema de Bachet-Bézout. Será o nosso próximo resultado.

𝑎 𝑏𝑥 𝑦 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏)



33

𝑎 𝑏 𝑎 𝑏
𝑎 𝑏 𝑆 = {𝑎𝑠 + 𝑏𝑡 𝑠⁄ , 𝑡 ∈ ℤ 𝑒 𝑎𝑠 + 𝑏𝑡 > 0}𝑆 𝑎 ≠ 0 |𝑎| ∈ 𝑆 𝑏 ≠ 0 |𝑏| ∈𝑆 𝑎 𝑏 𝑆𝑆 𝑑 𝑑 ∈𝑆 𝑥 𝑦 𝑑 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦𝑎 = 𝑞𝑑 + 𝑟 𝑞 𝑟 0 ≤ 𝑟 < 𝑑 𝑑 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦

𝑟 = 𝑎 − 𝑞𝑑 = 𝑎 − 𝑞(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) = 𝑎 − 𝑞𝑎𝑥 − 𝑞𝑏𝑦 = 𝑎(1 − 𝑞𝑥) + 𝑏(−𝑞𝑦)𝑟 > 0 𝑟 𝑆 𝑟 < 𝑑𝑑 𝑆 𝑟 = 0 𝑟 = 0𝑑 𝑏 𝑐𝑎 𝑏 𝑚 𝑛 𝑎 = 𝑐𝑚 𝑏 = 𝑐𝑛 𝑑 =𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 𝑑 = (𝑐𝑚)𝑥 + (𝑐𝑛)𝑦 = 𝑐(𝑚𝑥 + 𝑛𝑦) 𝑚𝑥 + 𝑛𝑦𝑐 𝑑 𝑎 𝑏 𝑑𝑑 𝑑 = 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏)𝑥 𝑦 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) □𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 1 𝑢 𝑣𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 1 ⇒ 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 1𝑢, 𝑣 𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 1 ⇐ 𝑢 𝑣𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 1 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 𝑑 𝑑 𝑢 𝑣 𝑑𝑎𝑢 𝑑 𝑏𝑣 𝑑 𝑑∣(𝑎𝑢 + 𝑏𝑣) 𝑑∣11 1 −1 𝑑 > 0 𝑑 = 1𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 1 □
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Mínimo Múltiplo Comum (MMC)

𝑛ℤ 𝑛𝑘 𝑘 𝑐
considerado um múltiplo comum de dois inteiros não nulos 𝑎 e 𝑏 se ambos 𝑎 e 𝑏 dividem 𝑐. 

Isso implica que 𝑐 faz parte da interseção dos conjuntos de múltiplos de 𝑎 e de 𝑏.

Para ilustrar vejamos um exemplo.

Exemplo 3.3.1. Vejamos os múltiplos comuns de 4 e 6.4 4ℤ = {. . . , −8, −4,0,4,8,12,16,20,24, . . . } 6 6ℤ =  {. . . , −12, −6,0,6,12,18,24, . . . }

𝑎, 𝑏 ∈ ℤ𝑎 𝑏 𝑚𝑚𝑐(𝑎, 𝑏) 𝑚
𝑎∣𝑚 𝑏∣𝑚 𝑚𝑐 𝑎∣𝑐 𝑏∣𝑐 𝑚∣𝑐𝑚 𝑚𝑚𝑑𝑐 𝑚𝑚𝑐

Dados 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, não ambos nulos, e seja 𝑑 = 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) tem-se 

que, 𝑚𝑑𝑐 (𝑎𝑑 , 𝑏𝑑) = 1. 𝑑 = 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) ≠ 0𝑥 𝑦 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑑 𝑑 𝑎𝑑 𝑥 +
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𝑏𝑑 𝑦 = 1 𝑎′ = 𝑎𝑑 𝑏′ = 𝑏𝑑 𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 = 1𝑚𝑑𝑐(𝑎′ , 𝑏′) = 1 □
Teorema 3.3.1. (Lema de Gauss): Sejam 𝑎, 𝑏  e 𝑐  números inteiros. Se 𝑎 |𝑏𝑐  e 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 1, então 𝑎|𝑐.  𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 1 𝑥𝑦 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1 𝑐 𝑎𝑐𝑥 +𝑏𝑐𝑦 = 𝑐 𝑎 𝑏𝑐 𝑘 𝑏𝑐 =𝑎𝑘 𝑎𝑐𝑥 + 𝑏𝑐𝑦 = 𝑐 𝑎𝑐𝑥 + (𝑎𝑘)𝑦 = 𝑐 ⇒ 𝑎(𝑐𝑥 + 𝑘𝑦) = 𝑐(𝑐𝑥 + 𝑘𝑦) 𝑎 𝑐 □𝑎 𝑏 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) ∙ 𝑚𝑚𝑐(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏𝑎 𝑏𝑚𝑚𝑐 0 𝑎𝑏 0𝑚 = 𝑎𝑏𝑑 𝑚 = 𝑎 ∙ 𝑏𝑑𝑚 = 𝑏 ∙ 𝑎𝑑 𝑑 𝑎 𝑏 𝑏𝑑 𝑎𝑑 𝑚𝑎 𝑏 𝑚 𝑎 𝑏𝑚𝑐 𝑎 𝑏 𝑛𝑛′ 𝑐 = 𝑛𝑎 𝑐 = 𝑛′𝑏 𝑛𝑎 = 𝑛′𝑏𝑛 𝑎𝑑 = 𝑛′𝑏𝑑 𝑎𝑑 𝑏𝑑 𝑎𝑑𝑛′ 𝑏𝑑 𝑏𝑑 teorema 3.3.1 𝑎𝑑𝑛′ = 𝑘 𝑎𝑑 𝑘 𝑛′ 𝑐 = 𝑛′𝑏𝑐 = (𝑘 𝑎𝑑) 𝑏 = 𝑘 (𝑎𝑑 𝑏) = 𝑘𝑚 𝑚 𝑐𝑚 𝑎 𝑏 𝑚𝑐 𝑚 𝑚𝑚𝑐(𝑎, 𝑏) 𝑚𝑚𝑐(𝑎, 𝑏) = 𝑚 = 𝑎𝑏𝑑 □
A compreensão desses conceitos de divisibilidade, é um pré-requisito importante 

antes que se possa mergulhar no estudo dos próprios números primos. Intimamente 

relacionados entre eles, em uma estrutura elegante na teoria dos números. Pular essa cadeia 
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lógica pode ser uma das causas importantes das dificuldades no ensino dos números primos e 

das suas propriedades mais importantes para os alunos. 
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NÚMEROS PRIMOS: CONCEITOS FUNDAMENTAIS E PROPRIEDADES

Neste capítulo, utilizaremos essencialmente 

como referência o livro Aritmética de Abramo Hefez (2022).

Definição de Número Primo e Número Composto

𝑝 𝑞𝑝 ∣ 𝑞 𝑝 = 𝑞.𝑞 1 𝑞 𝑝𝑞 𝑝 1 𝑞 𝑝 𝑝 > 1𝑝 = 𝑞 𝑝 ∤ a 𝑝 𝑎1 𝑚𝑑𝑐(𝑝, 𝑎) = 1𝑑 = 𝑚𝑑𝑐(𝑝, 𝑎) 𝑑 𝑝 𝑎 𝑝𝑝 1 𝑝 𝑑 ≠ 𝑝 𝑝 ∤ a𝑑 = 1 1𝑛𝑛1 𝑛2 1 𝑛
2
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O Teorema Fundamental da Aritmética (TFA)

Seja 𝑝  um número primo e 𝑎  e 𝑏  inteiros positivos. Se 𝑝 

divide o produto 𝑎𝑏, então 𝑝 divide 𝑎 ou 𝑝 divide 𝑏. 𝑝∣𝑎𝑏 𝑝 ∤ a 𝑝∣𝑏 𝑝 ∤ a𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑝) = 1 𝑝∣𝑏. □

𝑃(𝑛) 𝑛 ≥𝑛′ 𝑛′ ∈ ℕ 𝑃(𝑛′) 𝑘 ≥ 𝑛′ 𝑃(𝑘)𝑃(𝑘 + 1) 𝑃(𝑛) 𝑛 ≥ 𝑛′𝑛′ = 1 𝑃(𝑛) 𝑛′ ∈ ℕ
Teorema 4.2.1 (Teorema Fundamental da Aritmética): Todo número inteiro 𝑛 >
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1 ou é primo ou pode ser escrito como um produto de números primos. Essa representação 

como produto de primos é única, a menos da ordem dos fatores.

Caso 𝑛 primo. Se 𝑛 já é primo, sua fatoração consiste apenas dele próprio, nada 

resta demonstrar.

Caso 𝑛 composto. Peguemos o menor divisor positivo de 𝑛 que seja maior que 1, e 

vamos chamá-lo de 𝑝1.O número 𝑝1 é primo, pois, se não fosse, possuiria um divisor 1 < 𝑎 <𝑝1 que também dividiria 𝑛, contradizendo a minimalidade de 𝑝1. Escreva 𝑛 = 𝑝1 ∙ 𝑛1 com 1 <𝑛1 < 𝑛 . Se 𝑛1 é primo, temos 𝑛 = 𝑝1 ∙ 𝑛1. Caso contrário, aplique o mesmo processo a 𝑛1, 

obtendo uma sequência estritamente decrescente 𝑛 > 𝑛1 > 𝑛2 > ⋯ > 𝑛𝑘 > 1. Essa sequência 

é finita. Logo, em algum passo obtemos um 𝑛𝑘 primo. Assim, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑘 𝑛  𝑛 = 𝑝1𝑎1 ∙  𝑝2𝑎2 ∙∙∙ 𝑝𝑘𝑎𝑘 chamada de , com 𝑝𝑖 primos e 𝑎𝑖 ∈ ℕ. Portanto, toda fatoração 

existe. 

Aplicaremos indução sobre 𝑛.

Base. Para 𝑛 = 2, a decomposição é exclusivamente 2.

Hipótese indutiva. Suponha que todo 𝑘  com 2 ≤ 𝑘 < 𝑛  possua decomposição 

única em primos.

Passo indutivo. Se 𝑛 é primo, a unicidade é imediata. Se 𝑛 é composto, admita duas 

decomposições distintas, 𝑛 = 𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑠 = 𝑞1𝑞2 … 𝑞𝑟  . O primo 𝑝1  divide 𝑞1𝑞2 … 𝑞𝑟 , pelo 

Lema de Euclides, divide algum 𝑞𝑗. Reordenando os 𝑞, pode-se supor 𝑝1 | 𝑞1, logo 𝑝1 = 𝑞1. 

Dividindo ambos os lados por 𝑝1 , obtém-se 𝑛𝑝1 = 𝑝2 … 𝑝𝑠 = 𝑞2 … 𝑞𝑟 . Como  1 < 𝑛𝑝1 < 𝑛  , a 

hipótese indutiva garante que 𝑠 = 𝑟 e, salvo ordem, os fatores restantes coincidem. Assim, a 

fatoração de 𝑛 é única. □
para o cálculo do 

número de divisores, máximo divisor comum e o mínimo múltiplo comum. A unicidade permite 

contar divisores com exatidão e aplicar regras claras para obter o 𝑚𝑑𝑐 e o 𝑚𝑚𝑐, tornando esses 

cálculos precisos e bem definidos. Os resultados abaixo podem ser encontrados em Hefez 

(2022).
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𝑛 = 𝑝1𝛼1 . 𝑝2𝛼2 … 𝑝𝑟𝛼𝑟𝑝𝑖 com expoentes 𝛼𝑖 ∈ ℕ 𝑚𝑛 𝑚 𝑚 = 𝑝1𝛽1 . 𝑝2𝛽2 … 𝑝𝑟𝛽𝑟 0 ≤ 𝛽𝑖 ≤ 𝛼𝑖 𝑖 = 1, … , 𝑟
𝑚 𝑛 𝑝 𝑚𝛽 𝑝𝛽 𝑝 𝑚 𝑝𝛽𝑛 𝑝𝛽∣𝑛 𝑛 = 𝑝1𝛼1 . 𝑝2𝛼2 … 𝑝𝑟𝛼𝑟 𝑝𝑖 𝑝𝑝𝑖 𝑝 = 𝑝𝑗 𝑗 𝑝𝑗𝛽 𝑝𝑗𝛼𝑗𝛽 𝛼𝑗 0 ≤ 𝛽 ≤ 𝛼𝑗𝑚 𝑝𝑘 𝑛 𝑚𝛽𝑘 𝑚 0 0 ≤ 𝛽𝑘 ≤ 𝛼𝑘 □𝑛𝑛 = 𝑝1𝛼1. 𝑝2𝛼2 … 𝑝𝑟𝛼𝑟 𝛼𝑖 ∈ ℕ𝑑(𝑛) = (𝛼1 + 1)(𝛼2 + 1) … (𝛼𝑟 + 1). 𝑚 𝑛 𝑚 =𝑝1𝛽1 . 𝑝2𝛽2 … 𝑝𝑟𝛽𝑟 𝛽𝑖 0 ≤ 𝛽𝑖 ≤ 𝛼𝑖𝑝𝑖 𝑛 𝛽𝑖 𝑚𝛼𝑖 + 1 0,1,2, … , 𝛼𝑖 𝛽𝑖𝑛

Exemplo 4.2.1. 

Solução. Primeiro, escrevemos sua fatoração em primos, 360 = 23 ∙ 32 ∙ 51 . Aqui, 𝛼1 = 3 , 𝛼2 = 2   e 𝛼3 = 1 . Aplicando a fórmula, 𝑑(360) = (3 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 4 ∙ 3 ∙2 = 24. Portanto, o número 360 possui 24 divisores positivos. Agora, vamos comparar com o 

número 100. Por que não uma volta de 100°? A fatoração de 100 é 100 = 22 ∙ 52. Os expoentes 

são 𝛼1 = 2  e 𝛼2 = 2   . Aplicando a fórmula: 𝑑(100) = (2 + 1)(2 + 1) = 3 ∙ 3 = 9 . O 

número 100 possui apenas 9 divisores positivos. 

Um círculo de 360º é muito flexível. Ele pode ser dividido de maneira exata em 

metades, terços, quartos, quintos, sextos, oitavos e diversas outras frações. Os povos antigos, 
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como os babilônios, consideravam essa alta divisibilidade muito útil em campos como a 

astronomia, arquitetura e marcação do tempo .

Exemplo 4.2.2. Um número inteiro 𝑚  tem exatamente 18  divisores positivos. 

Sabendo que 𝑚 =  22 ∙ 3𝛼 ∙ 5𝛽, onde 𝛼, 𝛽 ∈ ℕ, determine todos os pares (𝛼, 𝛽) possíveis.𝑑(𝑚) = 18 𝑑(𝑚) =(2 + 1)(𝛼 + 1)(𝛽 + 1) = 3(𝛼 + 1)(𝛽 + 1) = 18 ⇒  (𝛼 + 1)(𝛽 + 1) = 6
(𝛼, 𝛽)

Sejam dois números naturais com suas decomposições canônicas, 𝑛 =𝑝1𝛼1 . 𝑝2𝛼2 … 𝑝𝑟𝛼𝑟   e 𝑚 = 𝑝1𝛽1 . 𝑝2𝛽2 … 𝑝𝑟𝛽𝑟  onde 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑟  são primos distintos, e 𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 ∈ℕ , podendo ser zero se o primo não aparecer. 𝑚𝑑𝑐
𝑚𝑑𝑐

𝑚𝑚𝑐
𝑚𝑚𝑐

Simplificando, temos 𝑚𝑑𝑐(𝑚, 𝑛) =∏ 𝑝𝑖min (𝛼𝑖,𝛽𝑖)𝑟𝑖=1 𝑚𝑚𝑐(𝑚, 𝑛) = ∏ 𝑝𝑖 max (𝛼𝑖,𝛽𝑖)𝑟𝑖=1

Exemplo 4.2.3. Sejam os inteiros positivos 360 e 210. Calcule o 𝑚𝑑𝑐(360,210) e 

o 𝑚𝑚𝑐(360,210).

Solução. Decomposição em fatores primos. Para 360, 360 =  23 ∙ 32 ∙ 51. Para 210, 210 = 2 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 7. O 𝑚𝑑𝑐 é o produto dos fatores primos comuns, cada um elevado ao menor 

expoente, 𝑚𝑑𝑐(360,210) = 2 ∙ 3 ∙ 5 = 30 . O 𝑚𝑚𝑐  é o produto de todos os fatores primos 

envolvidos (comuns e não comuns), cada um elevado ao maior expoente, 𝑚𝑚𝑐(360,210) =23 ∙ 32 ∙ 51 ∙ 7 = 2520.

𝑚𝑑𝑐 𝑚𝑚𝑐
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A Infinitude dos Números Primos 

2, 3, 5, 7, 11, 13, …

 Conforme mencionado no capítulo histórico, foi Euclides quem 

primeiro registrou uma prova desse resultado, no Livro IX d’Os Elementos. Sua demonstração 

é muito bonita pela simplicidade e elegância, frequentemente citada como um exemplo de prova 

por contradição. A seguir, reapresentamos essa prova com a linguagem moderna.

𝑃 = {𝑝1, 𝑝2, … 𝑝𝑘} 𝑝𝑘𝑁 𝑁 = (𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ … ∙ 𝑝𝑘) + 1
𝑁 𝑁 𝑃𝑝𝑘 𝑃𝑁 𝑁 𝑁𝑝 𝑃 𝑃 𝑝𝑗∈ 𝑃𝑝𝑗∣ 𝑁 𝑝𝑗 (𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ … ∙ 𝑝𝑘) 𝑝𝑗𝑝𝑗∣ 𝑁 𝑝𝑗∣(𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ … ∙ 𝑝𝑘) 𝑝𝑗 𝑝𝑗∣ 𝑁 −(𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ … ∙ 𝑝𝑘) 𝑁 − (𝑝1 ∙ 𝑝2 ∙ … ∙ 𝑝𝑘) = 1 𝑝𝑗∣11

□
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2𝑝−1

𝜋(𝑥) 𝜋(𝑥)
dos primos implicaria que o conjunto {−1,1} seria aberto, uma contradição. 

Por fim, a sexta demonstração, atribuída a Paul Erdős,

𝑁
O Crivo de Eratóstenes: Um Algoritmo para Encontrar Primos

p. 623) “Os principais resultados obtidos na Antiguidade foram a prova da infinitude dos primos 

e o Crivo de Eratóstenes”

𝑛
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𝑝𝑝 𝑝2 > 𝑛 𝑛 𝑛 = 30
Lista inicial:2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30
Risque os múltiplos de 2:

Ficam: 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29
Risque os múltiplos de 3:

Ficam: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29
Risque os múltiplos de 5:

Ficam: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29
Como 72 = 49 > 30 , então pare. Não é preciso continuar.

Os números que sobraram são os primos até 30: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29𝑝2 > 𝑛𝑘 ≤ 𝑛 𝑞 𝑞 ≤ √𝑛 𝑞2 ≤ 𝑛𝑘 √𝑛 𝑛√𝑛𝑛 Coutinho, 2015

O Pequeno Teorema de Fermat
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𝜑 𝑎𝜑(𝑚) − 1 𝑚 𝑎𝑚
𝑝 𝑝 (𝑝𝑘) 0 < 𝑘 < 𝑝 (𝑝𝑘) =𝑝(𝑝−1)…(𝑝−𝑘+1)𝑘! 𝑘! (𝑝𝑘) = 𝑝(𝑝 − 1) … (𝑝 − 𝑘 + 1) 𝑘! (𝑝𝑘)𝑝 𝑘 < 𝑝 𝑝 𝑘! = 1 ∙ 2 ∙ … ∙ 𝑘𝑝 𝑘! 1 𝑝 𝑘! (𝑝𝑘)𝑘! 𝑝 (𝑝𝑘) □𝑝 𝑎𝑎𝑝 − 𝑎 𝑝

Demonstração: Esta prova, atribuída a Euler, utiliza o Princípio da Indução 

Matemática sobre 𝑎 ≥ 0. 

Base da Indução: Para 𝑎 = 0 , temos que 𝑝  divide 0𝑝 − 0 = 0  , verdadeiro. Para 𝑎 = 1, temos que 𝑝 divide 1𝑝 − 1 = 0 , verdadeiro.𝑎𝑝 − 𝑎 𝑝 𝑎 ≥ 0(𝑎 + 1)𝑝 − (𝑎 + 1) 𝑝(𝑎 + 1)𝑝(𝑎 + 1)𝑝 = (𝑝0)𝑎𝑝 + (𝑝1)𝑎𝑝−1 + ⋯ + ( 𝑝𝑝−1) 𝑎1 + (𝑝𝑝) 𝑎0 =  𝑎𝑝 + (𝑝1)𝑎𝑝−1 + ⋯ +( 𝑝𝑝−1) 𝑎 + 1 −(𝑎 + 1) (𝑎 + 1)𝑝 − (𝑎 + 1) =  𝑎𝑝 +(𝑝1)𝑎𝑝−1 + ⋯ + ( 𝑝𝑝−1) 𝑎 + 1 − (𝑎 + 1) = (𝑎𝑝 − 𝑎) + (𝑝1)𝑎𝑝−1 + ⋯ + ( 𝑝𝑝−1) 𝑎 𝑎𝑝 − 𝑎𝑝 (𝑝1)𝑎𝑝−1 + ⋯ + ( 𝑝𝑝−1) 𝑎𝑝 𝑝∣(𝑎 + 1)𝑝 − (𝑎 + 1) □𝑝 𝑎𝑝 ap−1 − 1
𝑝 𝑎 𝑝 a(ap−1 − 1) 𝑝 𝑎
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𝑝 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑝) = 1 𝑝a(ap−1 − 1) 𝑝∣ (ap−1 − 1) □12p−1 pp 𝑝𝑝 = 2 122−1 = 12 𝑝 = 3123−1 = 144 𝑝𝑝 12p−1 − 1 𝑘 ≠ 0 12p−1 −1 = kp 12p−1 = 𝑘p + 1 1

O Teorema dos Números Primos (TNP)
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𝑛 𝜋(𝑛)𝜋(𝑛)~ 𝑛ln (𝑛)−1,08366
𝜋(𝑥) 𝜋 ≈3,14159 … 𝑥 > 0 𝜋(𝑥) 𝑝𝑝 ≤ 𝑥

Exemplo 4.6.1. 

a) π

π𝜋(𝑥)

            
 

 

 

 

 

  

  

  

  

    

Fonte: https://clik.now/IS5m 

Gráfico 1 - Os valores de 𝜋(𝑥)  para os primeiros 60 inteiros 
positivos
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𝑎𝑎ln (𝑎) 𝑎

𝜋(𝑥) 𝑥𝑙𝑛𝑥

lim𝑥→∞ 𝜋(𝑥)𝑥 ( 1𝑙𝑛𝑥)−1 = 1 𝜋(𝑥)𝑥𝑙𝑛𝑥
P. Erdős “ ”

A demonstração original é extremamente complexa, mesmo a prova mais “simples” 

P. Erdős

Conjecturas Célebres sobre Números Primos

Apesar de muitos teoremas terem sido comprovados, a teoria dos números primos 

é reconhecida por suas conjecturas duradouras, algumas permanecem sem solução e continuam 

a impulsionar a pesquisa matemática. Nesta seção, abordaremos algumas delas. O fato de o 

professor mencioná-las em sala despertará a curiosidade dos alunos.

elaborada pelo 

matemático alemão Bernhard Riemann  em 1859, é considerada como um dos 

desafios mais importantes da Matemática Moderna. Sua importância é tão grande que se destaca 

como o único desafio presente tanto na lista de 23 problemas de David Hilbert, apresentada em 

1900, quanto na relação dos sete Problemas do Milênio, divulgada em 2000 pelo Instituto Clay 

de Matemática disponível em ( . A procura pela solução, que é 



49

recompensada com um prêmio de um milhão de dólares, é impulsionada pela íntima relação 

que a hipótese mantém com a distribuição dos números primos, o que lhe conferiu a 

denominação de "O Santo Graal da Matemática".

∑ 1𝑠2 “A soma da série define a função 𝜁(𝑠)
função zeta de Riemann” (Eves, 2011 p.614).

Ao analisar a função zeta de variável complexa, ζ(z), Riemann descobriu que ela 

12
A capacidade de Riemann, conforme mencionado por Gaspareti (2014), consistiu 

em identificar que os zeros não triviais da função zeta atuam como fatores de correção para a 

fórmula aproximada de Gauss. A posição de cada zero é fundamental para determinar a 

quantidade precisa de números primos até um valor 𝑁 especificado. Assim, a confirmação da 

hipótese não apenas atestaria a posição dos zeros, como também proporcionaria um controle 

exato acerca do erro na contagem dos números primos, mostrando a ordem oculta ao seu 

aparente desarranjo.

Fonte: Gaspareti (2014, p. 44)

Figura 4 - Domínio da função zeta
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Um conhecido problema não resolvido na teoria 

dos números é a conjectura dos primos gêmeos. Ela se pergunta se há infinitos pares de números 

primos que diferem entre si por 2. Embora seja uma das conjecturas mais antigas da Matemática, 

originando-se na Grécia Antiga por volta de 250 a.C., ainda não existe uma prova que a 

confirme ou a refute . Vejamos os exemplos iniciais de primos gêmeos.

Em 1915, o matemático Viggo Brun provou que a soma dos inversos dos primos 

gêmeos converge para um valor finito, denominado Constante de Brun, que é cerca de 

1,9021605823…. Se a série divergir, isso demonstraria a presença de infinitos pares de primos 

gêmeos. Apesar de significativo, o resultado de Brun não resolve a conjectura. No entanto, 

indica que, se houver infinitos pares de primos, eles se afastam cada vez mais uns dos outros. 

Um avanço considerável ocorreu em 2013, quando o matemático Yitang Zhang provou que 

existem infinitos pares de primos cuja diferença não excede 70 milhões (Coelho, 2021). 

Ainda conforme Coelho (2021) 

“
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” 

Tabela 1 - Exemplos da Conjectura Forte de Goldbach

Fonte: elaborada pelo autor.

A duração dessas conjecturas, algumas por mais de dois séculos, mostra a incrível 

complexidade escondidas na aparente simplicidade dos números primos. A busca por suas 

soluções tem sido um incentivo para o desenvolvimento de muitas áreas da Matemática.
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O POTENCIAL DIDÁTICO DOS NÚMEROS PRIMOS NO ENSINO BÁSICO

Após a breve descrição da matemática dos números primos, concentremo-nos no 

contexto educacional. Como esse tópico está presente no currículo escolar brasileiro? Quais 

desafios ou estratégias podem ser destacados no ensino deste tema? Como este tema é 

apresentado nos livros didáticos? Este capítulo tenta responder a estes e outros questionamentos, 

e discute o potencial didático do tema.

Análise das Diretrizes Curriculares Nacionais

 O ensino da Matemática no Brasil é orientado por documentos oficiais que definem 

diretrizes, competências e habilidades a serem aprimoradas. Para contextualizar qualquer 

proposta didática, é essencial examinar como esses documentos abordam o estudo dos números 

primos e da divisibilidade. 

LDB (Lei de Diretrizes e Bases da Educação Nacional - Lei 9.394/96)

Art. 2º. A educação, dever da família e do Estado, inspirada nos princípios de liberdade 
e nos ideais de solidariedade humana, tem por finalidade o pleno desenvolvimento do 
educando, seu preparo para o exercício da cidadania e sua qualificação para o trabalho
(Brasil, 1996 p.1).

A LDB estabelece, em seu artigo 26, §1º, que a organização curricular é uma 

responsabilidade compartilhada, dividindo-a entre uma Base Nacional Comum obrigatória e 

uma parte diversificada, que fica a cargo dos sistemas de ensino para atender às peculiaridades 

locais e regionais (Brasil, 1996). 
§1º Os currículos a que se refere o caput devem abranger, obrigatoriamente, o estudo 
da língua portuguesa e da matemática, o conhecimento do mundo físico e natural e da 
realidade social e política, especialmente do Brasil (Brasil, 1996 p.10).
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PCN (Parâmetros Curriculares Nacionais - Matemática) 

Conceitos como os de múltiplo e divisor de um número natural ou o conceito de 
número primo podem ser abordados neste ciclo como uma ampliação do campo 
multiplicativo, que já vinha sendo construído nos ciclos anteriores, e não como 
assunto novo, desvinculado dos demais. Além disso, é importante que tal trabalho não 
se resuma à apresentação de diferentes técnicas ou de dispositivos práticos que 
permitem ao aluno encontrar, mecanicamente, o mínimo múltiplo comum e máximo 
divisor comum sem compreender as situações-problema que esses conceitos permitem 
resolver (Brasil, 1998 p.66).

E esta falta de especificidade e detalhamento pode ter contribuído para a 

persistência de abordagens superficiais em muitos materiais didáticos.

BNCC (Base Nacional Comum Curricular - Matemática)

(EF06MA05) Classificar números naturais em primos e compostos, estabelecer 
relações entre números, expressas pelos termos “é múltiplo de”, “é divisor de”, “é 
fator de”, e estabelecer, por meio de investigações, critérios de divisibilidade por 2, 3, 
4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000. (EF06MA06) Resolver e elaborar problemas que 
envolvam as ideias de múltiplo e de divisor (Brasil, 2018 p.301).

(EF07MA01) Resolver e elaborar problemas com números naturais, envolvendo as 
noções de divisor e de múltiplo, podendo incluir máximo divisor comum ou mínimo 
múltiplo comum, por meio de estratégias diversas, sem a aplicação de algoritmos 
(Brasil, 2018 p.307).
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Embora números primos não sejam o foco central explícito desta habilidade no 7º 

ano, o estudo aprofundado de divisores e múltiplos, incluindo MDC e MMC, naturalmente 

conduz à necessidade de compreender os números primos e a fatoração.

(Brasil, 2018)

Esta análise mostra uma progressão nas diretrizes, com a BNCC visando mais 

transparência nas competências a serem aprimoradas e fomentando métodos menos repetitivos 

e mais investigativos, o que é motivador para um ensino mais eficiente dos números primos.

Dificuldades de Ensino e Aprendizagem sobre Números Primos

A deficiência no ensino e aprendizado de números primos na educação básica é um 

problema complexo, que se revela tanto nas dificuldades enfrentadas pelos estudantes quanto 

nas falhas do sistema educacional. Quando os alunos chegam ao Ensino Médio sem dominar 

conceitos fundamentais, a aprendizagem se transforma em um desafio. Farias (2016) afirma 

que isso poderia ser reduzido se os estudantes fossem capazes de decompor um número em 

fatores primos. 

Farias (2016)

dessa dificuldade, mostrando que a grande maioria “não tem o conhecimento mínimo esperado 

 (Farias, 2016 p. 12)
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Análise da Abordagem dos Números Primos em Livros Didáticos
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Potencial Didático
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PRODUTO EDUCACIONAL: SEQUÊNCIA DIDÁTICA

Objetivos Gerais e Competências Desenvolvidas

✓

✓

✓

✓

✓

✓

✓

EF06MA03, 

re números, expressas pelos termos “é múltiplo de”, “é divisor de”, “é 
fator de”, e estabelecer, por meio de investigações, critérios de divisibilidade por 2, 3, 
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Público-Alvo e Tempo Previsto

Desenvolvimento da Sequência Didática

A Descoberta dos Blocos de Construção dos Números

•

•

•

•

•

•
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•

•

•

•

•

•

•
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√100 = 10
como por exemplo: 91, 231, 397, …. Use uma calculadora se possível. 

Aula 3: 

•

•  da BNCC.

•

•

•

∙ ∙
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∙ ∙ ∙

∙ ∙ ∙ ∙ ∙

∙
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Aula 4: 

•

• 𝑚𝑑𝑐 𝑚𝑚𝑐
•

•

•

⋅ ⋅ ⋅ 32
𝑚𝑑𝑐 𝑚𝑚𝑐

𝑚𝑑𝑐 𝑚𝑚𝑐
⋅ ⋅ ⋅ 23⋅31 ⋅ ⋅ ⋅ 22⋅32
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𝑚𝑑𝑐 𝑚𝑚𝑐𝑚𝑑𝑐
22𝑚𝑚𝑐
23 32

𝑚𝑑𝑐 𝑚𝑚𝑐
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Aula 5: 

•

•

•
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RELATÓRIO DE APLICAÇÃO E ANÁLISE DA SEQUÊNCIA DIDÁTICA

Introdução

Este relatório registra a implementação da sequência didática apresentada na 

dissertação de mestrado do autor. A intervenção foi conduzida em uma classe do segundo ano 

do Ensino Médio da Escola Estadual Santo Amaro, onde sou docente responsável. O objetivo 

principal foi empregar a sequência, inicialmente concebida para o Ensino Fundamental, como 

um instrumento de reforço e revisão conceitual, tratando os princípios da teoria dos números 

de forma investigativa e prática. 

As atividades foram realizadas no Laboratório de Matemática da instituição, o que 

possibilitou a utilização de recursos audiovisuais e um ambiente adequado para trabalho 

coletivo e individual.

A seleção do tema e da abordagem acompanham o produto educacional exposto 

nesta dissertação, levando em conta não apenas as propriedades matemáticas, mas também os 

aspectos históricos e as aplicações em sala de aula.

Objetivos da Aplicação

A aplicação da sequência didática para esta turma de Ensino Médio visou:

✓ 𝑚𝑑𝑐 𝑚𝑚𝑐
✓

✓

✓

✓
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Metodologia e Execução

A sequência foi implementada em cinco aulas temáticas, respeitando a estrutura da 

dissertação. Como professor facilitador, minha função foi orientar as descobertas por meio de 

perguntas, enquanto os estudantes anotavam suas conclusões em materiais impressos e 

cadernos.

Aula 2: Peneirando os Números: A tabela para ajudar a executar o Crivo de 

Eratóstenes foi exibida na tela do laboratório conforme a Figura 6, funcionando como um 

recurso visual coletivo. Os alunos, por sua vez, realizaram o algoritmo manualmente em suas 

folhas de atividades, o que possibilitou a internalização do procedimento de maneira visual e 

rápida.

Figura 5 – 

Fonte: Acervo da Pesquisa
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Aula 3: Existe um Último Número Primo? Esta aula, de caráter mais abstrato, 

obteve sucesso graças à metodologia prática. Os estudantes exploraram o raciocínio de Euclides, 

empregando calculadoras de celular para manipular números maiores, como o 30031. As 

anotações em seus cadernos, de acordo com a Figura 7, evidenciam a compreensão do processo 

lógico, diferenciando os casos em que os resultados são primos são compostos.

Figura 6 - Peneirando os números

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 7 - Existe um último número primo? 

Fonte: Acervo da Pesquisa
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𝑚𝑑𝑐(24,36) 𝑚𝑚𝑐(24,36)

Aula 5: Explorando os Grandes Mistérios: Houve um bom grau de envolvimento. 

A principal prova de que a metodologia teve sucesso em incentivar o protagonismo é a imagem 

(Figura 9) de um estudante no quadro apresentando a Conjectura de Goldbach e no caderno a 

Conjectura dos Primos Gêmeos. Ao investigar um problema matemático em aberto, os alunos 

demonstraram bastante curiosidade. Ficaram ainda mais interessados ao saber que alguns 

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 8 - 

Fonte: Acervo da Pesquisa

Figura 9 - Explorando os grandes mistérios
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desses problemas em aberto podem valer milhões de dólares. 

 cada aluno anotasse em seu caderno as definições, exemplos 

resolvidos em grupo e os principais resultados das atividades. Por fim, houve um momento para 

refletir sobre os desafios enfrentados e a relevância dos números primos na Matemática.

Reação e Análise de Desempenho dos Alunos

Como era de se esperar, a turma teve reações variadas. 

Para os estudantes que já tinham um bom conhecimento da Matemática 

Básica, as primeiras aulas serviram como uma revisão dinâmica e interessante. A abordagem 

prática e histórica foi considerada "diferente e mais interessante" do que a mera repetição de 

regras.

 

Para alguns, o desafio não estava no conteúdo, mas na mudança de estratégia. A 

maior dificuldade foi ter que justificar o porquê, elaborar um argumento (como na Aula 3) e 

enfrentar questões sem uma resposta "certa" (Aula 5). Isso indica que a dependência de métodos 

mecânicos continua sendo um desafio, e a sequência foi bem sucedida em enfrentar essa atitude.

Para concluir, a implementação da sequência didática na turma do segundo ano do 

Ensino Médio da EEM Santo Amaro demonstrou a notável flexibilidade e eficiência da 

proposta. A metodologia não apenas se revelou apropriada para a revisão de conteúdos, mas 

também conseguiu aprofundar a compreensão conceitual dos estudantes, gerando uma 

boa participação.

A abordagem centrada no estudante é confirmada pelo protagonismo demonstrado, 

com alunos esclarecendo conceitos no quadro e conduzindo investigações. Em suma, a 

sequência cumpre seu propósito de transformar o estudo dos números primos em uma jornada 

de descoberta lógica e histórica, servindo como uma ferramenta pedagógica valiosa e adaptável 

a diferentes contextos e níveis de ensino.
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TRABALHOS FUTUROS

Esta dissertação mostrou as principais ideias e a importância dos números primos 

no Ensino Fundamental. Para o futuro, a ideia é olhar mais para o Ensino Médio. Serão 

adicionados temas mais complexos, como a aritmética modular e a criptografia RSA. 

 como esses assuntos são usados nas tecnologias de hoje. 

Essa ampliação tem como objetivo preencher uma necessidade que foi percebida 

ao analisar os livros didáticos. Os livros costumam abordar o tema de maneira simples e 

desconectada da realidade dos alunos. Eles não mostram como o assunto se relaciona com o 

mundo digital. 

O Pequeno Teorema de Fermat e a Teoria dos Números são muito importantes para 

o algoritmo RSA. Eles mostram como a Matemática pode ajudar na tecnologia de hoje. Criar 

uma sequência didática focada nesses assuntos poderá ajudar muito a tornar o aprendizado mais 

conectado com a vida das pessoas e mais interessante.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

Ao final desta exploração dos números primos, desde a Grécia Antiga até seu uso 

educativo, reafirma-se o objetivo principal que foi analisar os fundamentos e propriedades 

desses números especiais, visando uma abordagem além do ensino mecânico. 

A análise teórica mostrou que os números primos são fundamentais na aritmética e 

estão ligados a grandes mistérios da Matemática. A investigação do cenário educacional, ao 

analisar diretrizes curriculares e livros didáticos, mostrou uma lacuna significativa. Os materiais 

didáticos, apesar de organizados logicamente, muitas vezes não conectam o conteúdo à sua 

história ou aplicações atuais, nem conseguem despertar fascínio e curiosidade.

Com o diagnóstico, a principal contribuição desta dissertação foi a criação de uma 

sequência didática para o Ensino Fundamental. Esta proposta, que vai além de um plano de 

aulas, é uma resposta aos problemas identificados, alinhando-se às competências da BNCC para 

um aprendizado mais investigativo. 

Reconhecem-se, porém, as limitações deste trabalho. A análise focou no Ensino 

Fundamental, abrindo espaço para abordagens em outros níveis.

Espera-se que esta dissertação incentive professores e pesquisadores da Educação 

Matemática a ver os números primos como uma porta de entrada para a beleza, a história e os 

desafios do pensamento matemático. 
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APÊNDICE A – TABELAS PARA IMPRESSÃO

Tabela 2 - Mapeando os divisores

Fonte: elaborada pelo autor.



80

Tabela 3 - Números de 1 a 100

Fonte: elaborada pelo autor.

Tabela 4 - Decomposição para conjectura

Fonte: elaborada pelo autor.
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APÊNDICE B – EXEMPLOS DE REGISTROS DOS ALUNOS

Figura 10 – Alguns registros dos alunos

Fonte: Acervo da Pesquisa


