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RESUMO

Este trabalho aplica o algoritmo de Metropolis-Hastings a simulag¢ao de um sistema bidimensional
de discos rigidos, avaliando a precisdo do método na estimativa de grandezas termodindmicas.
O sistema modelado contém 224 particulas macicas idénticas, de raio ¢, confinadas em um
recipiente quadrado de lado unitdrio com condi¢des de contorno periddicas. Estima-se a fungdo de
distribuigdo radial g(r) utilizando-se de amostras do sistema obtidas com uma cadeia de Markov
em que efetuam-se deslocamentos sucessivos individualmente em cada particula. Extrapola-se
g(r) para o raio de contato dy, valor necessario para calcular a equagdo de estado do sistema, que
demonstrou concordancia com resultados obtidos por teoria de volume livre para altas densidades;
o método possui um maior erro para baixas densidades. Posteriormente, o comportamento de
g(r) € analisado para r > o, mostrando cardter oscilatério em torno de um com amortecimento
conforme se distancia da particula referéncia. Sistemas de baixas densidades possuem um
amortecimento mais intenso; enquanto altas densidades mostram oscilagdes de maior amplitude,
mostrando mais ordem. O comportamento em baixas densidades se aproxima de um gas ideal,

explicando a redugdo de precisdo devido a baixa ocorréncia de colisdes entre particulas.

Palavras-chave: cadeias de Markov; Metropolis-Hastings; ciscos rigidos.



ABSTRACT

This work applies the Metropolis—Hastings algorithm to the simulation of a two-dimensional
hard-disk system, assessing the method’s accuracy in estimating thermodynamic quantities. The
model consists of 224 identical rigid disks of radius ¢ confined in a unit-square box with periodic
boundary conditions. The radial distribution function g(r) is estimated from samples generated
by a Markov chain in which successive random displacements are applied individually to each
particle. By extrapolating g(r) to the contact distance dy, one obtains g(dp), which is required
to compute the equation of state. The resulting values agree with free-volume theory at high
densities, whereas the error increases at low densities. The behavior of g(r) is further examined
for r > o it exhibits oscillations about unity that decay with distance from the reference particle.
Low-density systems display stronger damping, while high densities retain oscillations of larger
amplitude, indicating greater short-range order. The near-ideal-gas behavior at low densities

explains the reduced accuracy, owing to the lower collision frequency between particles.

Palavras-chave: Markov chain; Metropolis-Hastings; rigid disks.
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1 INTRODUCAO

Métodos de Monte Carlo englobam um conjunto de técnicas estocdsticas para a
obtencao da expectativa de grandezas utilizando-se da lei dos grandes nimeros. No inicio do
século XX, Andrei Markov demonstrou que amostras dependentes ainda podem seguir a lei dos
grandes nimeros, desde que sigam uma sequéncia de eventos (Markov, 2006), originando o que
hoje leva seu nome, uma cadeia de Markov.

Com o advento de maquinas de computacdo rdpida, a utilizacao de cadeias de Markov
em métodos de Monte Carlo popularizou-se, sendo aplicada em diversos problemas estatisticos.
Sistemas de discos rigidos bidimensionais sdo uma base tedrica s6lida, podendo ser diretamente
estendidos para a modelagem de diversos sistemas fisicos. Utilizando-se de teorias estatisticas e
termodinamicas, pode-se obter boas aproximacdes do comportamento de sistemas complexos
que nao podem ser obtidas de outra forma.

Em seu trabalho (Metropolis et al., 1953) estuda tais sistemas de discos rigidos, em
sua variante mais simples, sem interacdo a distancia, obtendo valores para equagdo de estado
utilizando-se da densidade superficial de outras particulas na proximidade de uma particula.
Utilizando-se de uma cadeia de Markov calcula-se o valor esperado da densidade radial g(r) nas
proximidades das particulas. Extrapolando-se g(r) para o raio de contato entre particulas obtém-
se a grandeza desejada. Também € possivel estudar um comportamento oscilatério em distancias
muito maiores que o raio das particulas, observando-se uma transi¢cao para um comportamento

mais fluido em baixas densidades. Esse trabalho reproduz essas simulacdes.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Cadeias de markov e o método de Monte Carlo

Possuindo-se um sistema €2 em um estado x com estados possiveis dado por ¥ =
{X1,X2,...,X, }, onde 7(x;) é a probabilidade de Q se encontrar no estado x;. Na pritica, a

aplicacao de métodos de Monte Carlo busca estimar equacgdes do tipo:

Jo T(x)O(x) dx
Jom(x)dx

Para obter-se a aproximacao constroi-se uma simulagdo onde sdo obtidas diferentes

(0) =

2.1)

amostras x() de Q a partir de uma distribui¢do 7(x). Obtem-se uma aproximacdo da equagao

(2.1) a partir da média do observavel dentre todas as amostras.

_ Jor(®)O(x)ax 1
(0) = I ()dx N,;O 2.2)

Entao, assumindo-se que exista uma forma direta de obter x com a distribui¢ao
desejada, basta um simples algoritmo para estimarmos O(x) 1.

Tal método é conhecido como amostragem direta e raro de ser aplicado. O que
fazemos se ndo conseguimos obter amostras da distribui¢cdo conhecida? E se nem tivermos
completo conhecimento da distribuicao? O que podemos fazer se nosso sistema € tdo complexo
que demora a convergir? Esses sdo s6 alguns problemas que podem surgir e que iremos abordar

nas proximas secoes.

2.2 Definindo uma cadeia de markov

Um método comumente utilizado para se obter amostras de um sistema obedecendo

determinada distribui¢do de probabilidade desejada € utilizando cadeias de Markov. Rigorosa-

Algoritmo 1: Método de Monte Carlo

Input: N : Numero de amostras

sum <— 0;

for i< 1toN do
X ~ sample_x(T) ; // Amostra de distribuig&o conhecida
sum < sum + O(x) ;

end

return sum /N
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mente falando, uma cadeia de Markov € um processo estocdstico onde novos estados sdo obtidos
a partir de uma probabilidade de transi¢do, que depende apenas do estado anterior. Ao definir-se
uma boa regra para as probabilidades de transi¢ao € possivel construir um algoritmo que obtém
amostras que respeitam a distribuicao desejada.

Dado um sistema com N estados possiveis, uma densidade de probabilidade w =
{m(x1),w(x2),..., (XN ), X = { x1, X2, ..., x5}, sendo 7(x;) a probabilidade de encontrar o estado
x;. Definimos p(x; — x;) como a probabilidade de uma amostra ir de x; para x; em um passo da
cadeia, deve depender apenas do estado atual e ser invariante no tempo.

E importante notar algumas propriedades bésicas:

Y n(x) =1, 2.3)

X;€X

Z plxi—xj)=1, Vxex. (2.4)
JEX

A equacdo 2.3 € a normalizacdo para a distribui¢io de probabilidades, em 2.4 a tran-
si¢do € normalizada para cada estado. Importante notar que X; = X; € possivel, correspondendo a

uma rejeicao.
2.2.1 Balango detalhado e convergencia de uma cadeia de Markov

Cadeias onde o conjunto de transi¢des p(x; — x;) e 7(x;) permanecem invariantes
com o tempo € de interesse particular nesse projeto. Nessas condi¢des, temos o balango global

para o sistema:

Z n(xi)p(xi = x;) =mw(xj), Vxj€Q, (2.5)

xXic)

ou em notacdo matricial, com P = {p(x; = x;)} e w = {m(x;) };

Pr

I
S

(2.6)

E importante tomar o devido cuidado para que nossa matriz de transicdo P respeite

2.6 a partir de algum momento da simulagdo. Para garantir que essa densidade de probabilidade
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exista, pode-se checar pelo balango detalhado de nossa cadeia. Utilizando-se de 2.4 pode-se

reescrever 2.6 na forma:

Z T(x;) pxi—x;) = Z 7T (xg) p(xg — x;), (2.7)

xj;éx,- xﬁéxi
ou seja, o fluxo de probabilidade em um estado tem de ser igual ao fluxo de saida.

Uma condi¢do para que essa regra seja respeitada € comumente referenciada como balango

detalhado:

n(xi) p(xi—x;) =m(xj) p(xj—x;)) Vaxi,xj€x. (2.8)

A condicdo € suficiente, mas nio necessdria, para P satisfazer o balango global.
Contudo € uma importante condi¢do para derivar um algoritmo posteriormente.

Mesmo que a matriz de transi¢ao P seja invariante e respeite o balanco detalhado,
possuindo assim uma densidade de probabilidade estaciondria, nada garante que aplicacdes
sucessivas de P em um estado inicial nos leve ao equilibrio. Para garantir que uma distribuicao
de probabilidades inicial ¥ convirja para a distribuicdo invariante desejada 7 em um tempo

arbitrario t. Utilizando-se do método apresentado por (Krauth, 2006)

Pa® 22 (2.9)

Sendo A; autovalores de P e uy; seus autovetores.

Pllk = )Lkllk. (210)

Assumindo que P respeita o balanc¢o detalhado, P € simétrica, entdo forma uma base.

Pode-se assim escrever qualquer vetor de distribuicdes inicial como

N
= Y . 2.11)
k=1

Aplicando P a esse vetor i vezes e usando 2.10.

N
Piﬂ'o = Z Ock(lk)iuk (2-12)
k=1

Pelo teorema de Perron—Frobenius assegura que, para matrizes primitivas:



14

a) existe um autovalor 4, real positivo maior que zero;
b) A,r > |A| paratodo A # A, ¢;
¢) Autovetor associado a A, ¢ € estritamente positivo.

Utilizando a equac@o 2.4 sabemos que o maior autovalor 4, = 1. Obtem-se:

P =oqui + ¥ s () 'w = oquy 2.13)
kA1

Dessa forma, a matriz de transicdo respeita o balango detalhado e é ergddica, a cadeia

de markov converge para uma densidade de probabilidade estética 7.

2.3 Algoritmo de Metropolis

Agora temos as ferramentas tedricas necessdrias para derivar uma alternativa ao

algoritmo 1 utilizando cadeias de Markov.Definindo a probabilidade de transicao

P(x; = x;) =A(xi = xj)p(xi = x;), (2.14)

onde A(x; — x;) é a probabilidade de se considerar o movimento e p(x; — x;) a
probabilidade de aceitar o movimento.

Deseja-se construir 2.14 de forma que a simulagdo forneca amostras com uma
densidade de probabilidade estaciondria desejada . Aplicando-se a equacgdo 2.14 no balango

detalhado 2.8:

p(xi — xj) B m(x;)A(x; — x;) 2.15)
plx;j — x;) Cor(x)A(x; — X;) '

Definindo p(x; — x;) de forma semelhante ao proposto por (Metropolis et al., 1953):

m(xj)A(x;— x;) } ‘ 2.16)

p(x,-—>xj) = min{l, (%) A(x;— x;)

Assim, se considerarmos um estado onde 7(x;)A(x; — x;) < w(x;)A(x; — x;) temos:

7(x;)A(xj— xi)
n(xi)A(x,- — Xj)

p(x,-—)xj): < 1,

(2.17)
p(xj—> xl-) =1.
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Onde podemos ver que 2.15 € respeitada. O mesmo € valido para 7(x;) < 7(x;) e trivialmente
mt(x;) = m(x;). Tendo assim o balango detalhado respeitado ao se escolher 2.16.

Por fim so nos resta provar que nossa simulacdo vai convergir para a densidade
de probabilidade desejada. Como permitimos uma probabilidade de reijecao nao nula basta
que A(x; — x;) proposto seja irredutivel, garantindo assim a ergodicidade e a convergencia da
simulacdo. Contudo isso deve ser estudado para cada problema estudado.

Agora vamos utilizar a probabilidade de transi¢do proposta para construir nosso
algoritmo alternativo a 1. Por questdo de simplicidade vamos consciderar o caso especial, porem
anida de interesse, onde A(x; — xj) = A(x; — x;). Assim podemos construir nosso algoritmo

para cada movimento como:

Algoritmo 2: Algoritmo de Metropolis—Hastings
Entrada: x : estado atual, 7(x): densidade de probabilidade desejada

inicio
Xnext ~ A(X, ") 5 // Escolhe préximo estado

| return Xjey

end
r~rand(0,1);
if r < % then

return X,,exs; // Movimento aceito

end

return X
fim

Com o algoritmo 2 temos uma alternativa a amostragem direta aplicada na terceira
linha de 1. Assim, tendo uma proposta de A(x; — x;) aplicamos nosso novo algoritmo para a

amostragem e calculamos nosso observavel como proposto em 1

2.4 Sistema de discos rigidos

O sistema composto de discos rigidos foi o alvo das investigacdes de métropolis no
seu famoso artigo aqui ja citado. A aplicacdo do algoritmo em discos rigidos sem interacao a
distancia € simples, mas poderosa.

Definimos nosso sistema como composto de N particulas idénticas com coordenadas,
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em duas dimensdes, dada por {x1,X»,...X, }, velocidades {vy,v,...v, } e raio 6. Essas particulas
se movem livremente em recipiente retangular de dimensdes Ly € Ly € s6 interagem pelo seu

nucleo rigido, colidindo eldsticamente. Temos que, para cada particula, a energia € dada por:

E= Z—mv +Y V(i) (2.18)

i<j

Onde d;; ¢ a distancia entre as particulas x;, X;. E V(d;;) um potencial que so depende
das distancias entre as particulas e assume apenas dois valores, nulo para d;; > 20 e infinito para

d,’j <20

oo, Se a’,‘j <20,
Epot EV(dl'j) = (219)

0, se d; j >20.
Assumindo para nosso sistema temperatura, volume e nimero de particulas constan-
tes, temos para o ensemble canonico que uma propriedade desejada do sistema pode ser estimada

com:

(F) = [Fexp(—BE)d*Nxd*Nv
[exp(—BE)d*Nxd*Nv

(2.20)

Como a V(d;;) depende apenas da configuragdo de nosso sistema a energia dentro

da distribuicdo se fatora e obtemos, para F independente de v.

[ Fexp(—BEpy)d*Vx

(F)= SRRV @21)
Jexp (=BEpor)d*Nx

Equacdo 2.21 possui mesma forma de 2.2 com 7(x) = exp(—BEpor).

O que vai nos permitir estimar qualquer quantidade de interesse F utilizando 1 para

obter amostras do nosso espaco de configuragdes, ndo precisando das velocidades.
2.4.1 Algoritmo de Metropolis local

Poderiamos, de maneira ingénua, construir nossa simula¢do levando em consideragdo
apenas a dinamica newtoniana do nosso sistema. Tendo completo conhecimento das posi¢des

e velocidades de nossas particulas, podemos determinar exatamente quando cada colisdo vai
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ocorrer e assim, exatamente como nosso sistema vai evoluir. O cédigo pode ser construido com
relativa facilidade, mas ndo teriamos a mesma sorte em obter bons resultados, sistema com
muitas particulas, junto da natureza cadtica das colisdes, torna tal método impréaticdvel (Krauth,
20006).

Desenvolveu-se nos capitulos anteriores uma metodologia muito mais eficiente,
vamos fazer com que nosso sistema evolua de uma configuracio a outra, através de movimentos
modelados a nosso favor.

Pode-se construir a transicdo entre estados do sistema possiblitando-se que uma

particula aleatéria realize pequenos movimentos.

(n+1) (n)

X; =X, + &

2.22)
yl(n—H) :yl(n) + &

Onde € é um numero real aleatorio obedecendo —0 < € < 6 onde 6 é um niimero
real arbitrdario que deve ser definido com as propriedades do sistema em mente.

Para determinar se o movimento sugerido pelo deslocamento € valido ou ndo, utiliza-
se a regra proposta em 2.16, onde a densidade de equilibrio 7 (X) = exp(—BE (X)) e trivialmente
A(X" = X1y = A(X(+D) -5 X7), onde XM = {x\" x{" ... x\")}. Utilizando-se de 2.19 ¢ 2.21
fica evidente que todo movimento invalido deve ser rejeitado, e todos os outros permitidos.

Assumi-se também a ergodicidade do sistema como em (Metropolis et al., 1953),
J4 que € razoavel admitir que dado tempo suficiente toda particula saird do seu local de origem
visitando todas as posi¢des possiveis. Posteriormente, serd mostrado que tal premissa nao é
sempre valida ao considerar sistemas densos; Em algumas configuracdes especificas pode ocorrer
um "congelamento"das particulas por longos periodos (Hollmer et al., 2022).

Entdo, a cadeia de Markov fica definida como sucessivos deslocamentos de uma
Unica particula obedecendo 2.22 onde movimentos que levam a configuragcdes com superposi¢ao
de duas ou mais particulas sdo rejeitados (A rejeicdo conta como uma amostra!). A figura
1 ilustra dois movimentos, onde o primeiro € aceito e o segundo € rejeitado, obtendo-se trés

amostras.
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Figura 1 — dois movimentos distintos da cadeia de Markov. O primeiro € aceito, fazendo com
que a particula se mova. O segundo movimento geraria uma configuracio invalida

Proposta 1 Movimento invalido Rejeitado

Fonte: Elaborado pelo autor



3 METODOLOGIA

Nas secdes anteriores definiu-se as ferramentas necessdrias para analisar analitica-
mente um sistema fisico composto de particulas com nuicleos duros. Agora tem-se a proposta
de construir, de maneira clara, um procedimento para testar a utilidade do algoritmo e buscar

analisar seus limites.

3.1 Construindo o sistema

Para iniciar-se a simulacdo, o sistema partird de uma configuracao inicial disposta
em uma estrutura hexagonal. Dessa maneira cada particula possui 6 vizinhos a uma distancia d

como mostrado na figura 2 com condicdes de contorno periddicas.

Figura 2 — Estrutura hexagonal compacta (a esquerda) com 206 = d e caixa de dimensdes Ly X
‘/7§Lx; a direita, a mesma estrutura relaxada (o = % —€).

A A
@
h A 4

configuracao hexagonal configuracao hexagonal relaxada

Fonte: Elaborado pelo autor

definindo-se os raios dos discos como 20 = d temos a configuracdo mais densa
possivel. Essa configuracdo deve ser evitada, pois todos os movimentos de nosso sistema serao
rejeitados. Para que os discos tenham a possibilidade de escapar da configuragdo inicial inseri-se
um fator de relaxamento 0 < € < % para os raios dos discos, de forma que 6 = % —

Inicialmente utilizou-se as mesmas condi¢des propostas por (Metropolis et al., 1953),
a titulo de comparacio.

Sendo o sistema disposto em uma configuracdo hexagonal e uma caixa quadrada

de dimensao unitaria com 224 particulas onde d = ﬁ ¢ a distancia incial entre duas particulas



20

vizinhasm, v um intero entre 0 e 8 que define o relaxamento do raio das esferas a partir do raio
méximo d /2. Define-se dy como o raio, a partir de uma particula, que defini a regido proibida de

outras particulas, onde aconteceriam colisoes:

do=d(1-2""8) (3.1

E importante retornar a discussdo de ergodicidade nesse momento. Nosso método
€ teoricamente ergddico para € > 0, contudo, certas configuragdes podem precisar de uma
quantidade impraticavel de movimentos para permitir que uma particula escape de sua regidao
inicial.

Na figura 3 mostram-se sistemas com diferentes niveis de relaxamento, na linha
superior D = 6.5 enquanto na inferior v = 5. Cada coluna representa o sistema em t = 0,
t=2%10° et =4%10, onde t é o tempo decorrido da simulacdo. A particula destacada é a
mesma durante a simulac¢do. Nota-se que no sistema de maior densidade a particula destacada
fica confinada nas proximidades de sua regido inicial, mesmo depois de um tempo considerdvel
da simulagdo. Em teoria, mesmo no sistema mais denso, essa particula ird percorrer todo o
sistema, contudo, isso demandaria um longo periodo de simulagao.

O deslocamento maximo em uma direcdo sera definido por:

0=d—dy (3.2)

Onde se obtém uma taxa de aceitacdo de aproximadamente 50%.

3.2 Equacao de estado

O algoritmo 3 ilustra a 16gica central utilizada para evoluir o sistema. Lembrando
que move_particle() e min_distance() devem considerar as condi¢des de contorno, onde um
movimento para além de uma borda fard que a particula atravesse pelo lado oposto, e a distancia
relativa de duas particulas ndo pode exceder {%, % .

A equacdo de estado do sistema de discos rigidos € derivado em func¢do de 7 em

(Metropolis et al., 1953). Onde 7 é a densidade média de outras particulas na superficie de uma

particula.

PA = NkyT (1+ 276> 7) (3.3)
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Figura 3 — Evolugdo de dois sistemas com diferentes niveis de relaxamento. Notamos o con-
finamento da particula destacada na configuragado inferior, mais densa (v =5), em
relacdo a configuracdo superior, menos densa(v = 6.5)
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0g00000
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0900020200000
eg0000000000
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Fonte: Elaborado pelo autor

Algoritmo 3: Algoritmo de metrépolis local para discos rigidos
Entrada: {x1,X;,..Xn}, Ly,Ly, §, C
k < rand(1,N);
dx < (rand(—8,8), rand(—8,9));

Xpew <— Move_particle(Xg, dX); // movimenta de acordo com condig¢des de
contorno

d_min < min_distance(Xpew); // determina particula mais proxima
if d_min > 20 then

| {X1,X2,...XN} < Xnew; // atualiza a posigdo da particula k
end
return {xl,xz,...xN}; // Retorna as posigdes. Movimento aceito ou ndo

Para estimar-se o valor de 7 desejado estima-se inicialmente a fun¢do de distribui¢do
radial g(r) nas proximidades de uma particula.
Calcula-se a densidade em um anel de disco entre dy € Kdy onde K € um numero

real maior que um arbitrdrio. Dividindo-se essa regido em n,, intervalos de area igual AA temos:
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R )
LS

AA (3.4)

Em seguida calcula-se a quantidade de pares distintos N; cuja distancia relativa r

entre elas caia dentro de uma das regides determinadas por:

IANA+ 1d} < mr* < (14 1)AA + d? (3.5)

Onde | € um inteiro tal que 0 <[/ < ny,
Ap6s T passos calcula-se o valor esperado de N; em cada intervalo utilizando-se de

2.2. De forma que, depois de T passos:

Ly (0
Vi) =7 LN (3.6)

Podemos assim obter o valor estimado da densidade de particulas em cada regido [

usando:

_2N) 2N
~ pNAA  N2AA

(g(r1)) (3.7)

Onde r; foi utilizado para denotar o raio do centro da regido 1, e a contagem média
de discos na regido foi normalizada onde p = %’ € a densidade do sistema.

Podemos assim estimar 7 extrapolando 3.7 para r; = dp. assim:

2( N
n=p(g(do)) = ]f,AZ> (3.8)
PA (Mo

Em seguida, a regido para o calculo de g(r) é expandida préxima ao limite, com

r = 0.4. E visualiza-se o comportamento da densidade distante das particulas.
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4 RESULTADOS
4.1 Estimando a equacio de estado

Vamos inicialmente definir v =5, K = 1.5 e n, = 64. O deslocamento maximo de
cada particula foi definido como d — dy. Seguiremos com o procedimento semelhante ao de
métropolis, obtendo a média em 3.6 a cada 16 ciclos, onde um ciclo corresponde a 7 = N. Antes
de obter qualquer resultado deixou-se o sistema evoluir por 5000 passos.

A figura 4 corresponde a 4 médias de 16 ciclos.

Figura 4 — Densidade radial para v = 5 nos primeiros 60 intervalos. Cada ponto corresponde ao
valor estimado <g(rl) > As formas diferenciam entre amostras de 16 ciclos.
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Fonte: Elaborado pelo autor

Checando visualmente conseguimos notar que os dados se ajustam bem a uma reta
nos primeiros intervalos. A tabela 1 mostra resultados obtidos por simula¢des criadas para este

trabalho em compara¢@o com resultados obtidos por metropolis et al. e os resultados esperados
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com teoria de volume livre também apontado no artigo.

O valor de K foi determinado por inspe¢ao do histograma de 4reas para principal-
mente se garantir consistencia entre diferentes intervalos. Também se observou a redu¢do na
precisdo conforme aumentamos o relaxamento nos raios dos discos. O aumento no tempo de

simulag@o ndo gerou grandes melhorias nos resultados para sistemas de baixa densidade.

Tabela 1 — Comparag@o entre os resultados de g(dp) para v =5, K = 1.5, nyj,; = 64

v | Fit Linear | Fit Quadratico | Resultados em Metropolis | teoria de volume livre
5 6.79 6.97 6.43 6.72

6 2.93 2.94 2.929 2.939
6.5 1.35 1.46 1.486 1.802

A evolucdo de g(r;) também foi estudado para areas mais distantes da particula
central. Para isso abandonamos o uso de K para limitar a area explorada e definimos intervalos
dentro da regido delimitada por dy e 0.4, um pouco antes do limite que a condicdo de contorno
periddica nos permite. Dividimos em 400 intervalos de dreas iguais.

Deixamos quatro sistemas diferentes evoluirem durante 100 ciclos, e obtemos 3
amostras de cada.

Com intuito de explorar mais a regido onde ocorre uma redugdo na precisdao do
método os resultados na figura 5 sdo para esferas com relaxamentode v =3, v =5,v=6¢
v =6.5.

Nota-se que para sistemas com um relaxamento menor (gréificos a e b) temos picos e
vales de densidade mais pronunciados e com certa periodicidade, que relaxa com a distancia,
indicando certa estrutura na configuracdo. Para configura¢cdes com menor densidade (figura 5.c e
5.d) a periodicidade relaxa mais rdpido, indicando que particulas se desconectando mais rapido
uma das outras e o sistema se aproxima de um gés ideal.

Pode-se comparar com a figura 3, onde podemos visualizar a diferenca entre a coezao
de altas densidades e fluidez de baixas densidades. Esse pode ser um dos fatores que contribuem
para a imprecisao desse método em baixas densidades. Particulas em baixa densidade tem
mais tempo de movimento livre e interagem com menor frequéncia, reduzindo a quantidade de
amostras com particulas dentro do raio de colisdo dy. Em altas densidades prendem o sistema
em configuracdes onde particulas estdo mais proximas e possuem mais interacao, que € de maior

interesse para a grandez calculada.
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Figura 5 — Diferentes distribui¢cdes de densidade radial em diferentes fatores de relaxamento.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nesse trabalho caminhamos pelos conceitos basicos de uma cadeia de markov e
entendemos o funcionamento do Algoritmo de metrépolis-hasting. O artigo de Métropolis, do
qual esse trabalho toma inspiracdo, foi um dos primeiros a demonstrar a forca desse método no
século passado e até hoje suas implicacdes sao estudadas.

Construimos uma simulag@o para esferas rigidas utilizando um algoritmo de MCMC
e observamos o comportamento em diferentes densidades. Interessante notar que foi possivel
obter bons resultados mesmo em configuracdes de altas densidades onde particulas podem ficar
confinadas e a ergodicidade € dificil de ser atingida. Tais configuragdes ainda sdo alvos de
estudos e podem existir ate mesmo em baixas densidade como empacotamentos de Boroczky
(Philipp H  ollmer Sparse hard-disk packings and local Markov chains), estudos em diferentes
algoritmos de monte carlo para solucionar esses problemas, como algoritmos de cadeias de
markov no reversiveis, podem ainda gerar avancos substanciais na area.

O sistema e algoritmo aqui estudado, embora abrangente, possui certas limitacdes
que impossibilitam lidar com outros tipos de sistemas de particulas. Pode-se variar o tamanhos,
ou fazer com que as particulas ndo sejam rigidas e possam absorver certo impacto. Pode-se
ver variagdes do sistema sendo aplicado em problemas mais modernos como em (Liu e Luijten,

2004)
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