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RESUMO

Nesta dissertacao, exploramos a relacao entre duas areas distintas da Matematica, a
Teoria Ergédica e a Teoria de Ramsey. A interacao destas areas é atualmente conhecida
como Teoria Ergodica de Ramsey. Apresentaremos a prova de dois resultados classicos:
o Teorema de Roth, onde utilizaremos ferramentas de teoria ergddica e teoria espectral,
e o Teorema de Hindman, onde utilizaremos ultrafiltros da teoria de conjuntos. Por fim,
estudamos a prova da Conjectura B+ B+t de Erdds, que recentemente obtida utilizando
Teoria Ergddica de Ramsey. Um elemento de relevante importancia nesta dissertagao, e
que serd utilizado nas provas do Teorema de Roth e da Conjectura B+ B +t, é o Fator de
Kronecker, que encapsula uma estrutura de grupo de rotagao dentro de um sistema que

preserva medida.

Palavras-chave: teoria ergbdica de Ramsey; fator de Kronecker; teorema de Roth;

teorema de Hindman; conjectura B +B +t.



ABSTRACT

In this work, we explore the relation between two distinct areas of Mathematics, namely
Ergodic Theory and Ramsey Theory. The interaction between these two areas is nowadays
called Ergodic Ramsey Theory. We will present the proof of two classical results: Roth
theorem, where we will use tools from ergodic theory and spectral theory, and Hindman
theorem, where we will use ultrafilters from set theory. Finally, we study the proof of
Erdés B+ B+t Conjecture, that was recently obtained using Ergodic Ramsey Theory.
An element of great importance in this dissertation, that will be used both in the proof
of Roth theorem and in the proof of B+ B+t Conjecture, is the Kronecker factor, that

captures an structure of rotation group inside a system that preserves measure.

Keywords: ergodic Ramsey theory; Kronecker factor; Roth theorem; Hindman theorem.

B+ B+t conjecture.
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1 INTRODUCAO

Ao longo das ultimas décadas, a Matematica tem presenciado uma enorme
interagao entre a Teoria Ergddica e outras areas, como a Combinatoéria e a Teoria dos
Numeros. Esta frutifera interrelacao tem demonstrado o poder da interdisciplinaridade,
com a obtencao de profundos resultados. Nesta dissertagdo, apresentamos resultados
da Teoria Ergddica que possuem aplicagoes diretas na Teoria de Ramsey. FEsta area
de pesquisa é hoje conhecida por Teoria Ergddica de Ramsey. Mais especificamente,
discutimos dois resultados classicos da area e um resultado extremamente recente, provado
em 2022, conhecido como a Conjectura B+ B+t de Erdds.

No Capitulo 2, fornecemos os pré-requisitos basicos de Teoria Ergddica neces-
sarios a compreensao do restante do texto. Destacamos duas segoes importantes. Na
primeira, Secao 2.1, introduzimos nog¢oes importantes como conjuntos IP e conjuntos
sindéticos. Mostramos que conjuntos dinamicamente relevantes possuem tal estrutura,
exibindo assim a riqueza combinatéria obtida pela recorréncia. Na segunda, Secao 2.5,
introduzimos o fator de Kronecker de um sistema que preserva medida, que pode ser visto
como sua maior sub-estrutura de grupo de rotagao. O fator de Kronecker também pode
ser entendido como a parte estruturada do sistema. Esta ferramenta sera utilizada de
maneira decisiva na Sec¢ao 3.3 e no Capitulo 5.

No Capitulo 3, apresentamos elementos de Teoria de Ramsey e um resultado
que permite traduzir problemas desta area para problemas de recorréncia em Teoria
Ergodica. Este resultado é conhecido como Principio de Correspondéncia de Furstenberyg.
Em Teoria de Ramsey, destacamos a nocao de densidade positiva e mencionamos teoremas
classicos da area, conhecidos como Teorema de Van der Waerden e Teorema de Szemerédi.
Este ultimo, provado em 1975 por Endre Szemerédi utilizando ferramentas puramente
combinatorias, foi reprovado em 1977 por Hillel Furstenberg utilizando teoria ergddica,
no que é considerado o marco inaugural da Teoria Ergodica de Ramsey. A prova de
Furstenberg é extremamemente profunda e delicada, e vai além do escopo desta dissertacao.
De todo modo, a fim de demonstrar o poder da técnica, provamos o Teorema de Roth,
que representa o caso inicial (n = 3) do Teorema de Szemerédi. De fato, provamos sua
versao ergddica, representada pelo Teorema 3.3.1. A ideia principal consiste em decompor
funcoes L? integraveis em duas componentes, uma “estruturada” e outra “aleatéria”. Uma

vez provada a versao ergodica, aplicamos o Principio de Correspondéncia de Furstenberg
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para obter o Teorema de Roth original.

No Capitulo 4, continuando o estudo de Teoria de Ramsey, estudamos o Teorema
de Hindman sobre conjuntos IP em parti¢coes de N. Apresentamos uma prova deste teorema
que utiliza a teoria de ultrafiltros. Para este fim, fornecemos todas as defini¢oes relevantes
de ultrafiltros e o fato de que o conjunto de ultrafiltros é um semigrupo compacto e
Hausdorff. Em posse deste fato, podemos aplicar um resultado de Dindmica Topoldgica,
chamado Teorema de Ellis, sobre a existéncia de elementos idempotentes. Por fim, notamos
que a estrutura idempotente de um tal elemento induz uma estrutura recorrente de conjunto
IP, provando assim o Teorema de Hindman.

O 1ltimo capitulo desta dissertacao, Capitulo 5, fornece uma prova da Conjec-
tura B+B+t de FErdos. Esta conjectura, proposta por Erdés na década de 1970, retine os
Teoremas de Szemerédi e Hindman sob a a pergunta: existem transladados de conjuntos de
soma B+ B contidos em um conjunto de densidade positiva? A obtengao deste resultado,
relizada em 2022 por Bryna Kra, Joel Moreira, Florian Richter e Donald Robertson, é uma
prova em Teoria Ergodica de Ramsey. Neste contexto, formulamos o problema dinamico
associado e mostramos como ele implica, via um principio de correspondéncia, a conjectura
original, mostrando assim que a Teoria Ergdédica de Ramsey permanece sendo uma area
moderna e relevante. Aqui, novamente utilizamos de modo essencial o fator de Kronecker,
que é utilizado para definir medidas que identificam as chamadas progressoes de Erdds.

Os apéndices fornecem os fatos que dao suporte ao Capitulo 5.
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2 PRELIMINARES DE TEORIA ERGODICA

Em teoria ergddica, usamos técnicas de teoria da medida para estudar a
dindmica de aplicagoes mensuraveis que preservam a medida. Nesta se¢ao, nds fornecemos
a base necessaria desta area para a leitura do trabalho. Por parte do leitor, assumiremos
uma base de teoria da medida, e portanto, a menos que nao seja um fato conhecido, nao
trataremos aqui.

No que se segue, (X, 5x, 1) denota um espago de probabilidade, isto é, X é um

conjunto, Sy é uma o—algebra sobre X e p é uma medida de probabilidade.

Defini¢ao 2.0.1 (Pushforward de uma medida). Sejam (X, Sx,u) um espago de probabili-
dade, (Y,By) um espago de medida e T : X —Y uma aplica¢io mensurdvel. Para B € Sy,

seja

A fungio Ti(p) : By — [0,1] € uma medida de probabilidade, e a chamamos de pushforward
de .

Seja (X, Bx, ) um espaco de medida e 7' : X — X uma aplica¢do mensuravel.
Dizemos que T preserva a medida p, ou que a medida pn € T—invariante, quando T (p) = p.
Neste caso, denotamos por (X, Bx,u,T) quando isto acontece, e o chamaremos de sistema,

que preserva medida. Este é o contexto classico da Teoria Ergodica.

2.1 Recorréncia em teoria ergédica

Como primeira aplicagdo do estudo da dinamica sob a dtica da medida, estuda-

mos o seguinte problema de recorréncia:

Dado A € Bx, quando um ponto x € A retorna para A pela dinamica de T? Se sim, qudo

frequente € este retorno?

Responderemos a segunda pergunta quando falarmos de ergodicidade mais
a frente. Antes, estudaremos a primeira pergunta. Em relagdo a ela, temos o seguinte

resultado.
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Teorema 2.1.1 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja (X, fx,u,T) um sistema

que preserva medida, onde i € medida finita
plre A: Tz ¢ ANn e N} =0.
Além do mais,
p({x € A: T"x € A para uma quantidade finita de n € N}) = 0.

Demonstragio. Seja. Ag = {x € A : z ndo retorna a A}. E claro que Ag = A\ oLj T A,
que é mensuravel. Logo, caso p(A) =0, entdao pu(Ap) =0, pois Ag C A. i
Assuma que p(A) > 0. Afirmamos que p(Ag) = 0. De fato, suponha que p(Ap) >
0. Note que {T*Ag}x>1 sdo disjuntos dois a dois: caso contrério, existem k,l € N tais
que T~*AgNT* Ay #0. Logo, existe x € X tal que T*z € Ay, e TH(T*(x)) € Ag. Logo,
Tkz € A retorna para A, o que contradiz a definicio de Ag. Desta forma, por serem

disjuntos, e pela medida ser finita,

W(X) > (fj T’%) f “F4g)= 3" j(Ao) = o0
k=1 k=1 k=1

contradi¢do, o que prova que u(Ag) =0.
Agora, note que x € A retorna uma quantidade finita de vezes a A quando
Tz € Ay para algum k > 1 ou equivalentemente z € T~*A. Desta forma, {reA: Tz €
o

A para uma quantidade finita de n € N} = | J T~%Ay. Como pu(Ag) = 0, temos que
k=1

OSM(UT_kAo) <3S T FAg) =3 u(Ag) =0,
k=1 k=1 k=1

0 que prova o0 que queremos. O]

Usando a mesma notagao da prova anterior, note que
A=AgUAN(|J T7%A) = ApU (U (AﬂT"“A)) :
k=1 k=1
donde
1(A) < p(Ap) +M(U (ANT~ kA) (

ECg

(AOT_’“A)) .

Desta forma, temos o seguinte corolario.



13

Corolario 2.1.1. Seja (X, Bx,u,T) um sistema que preserva medida e A € Sx tal que

p(A) > 0. Entao existe n € N tal que y(ANT™™A) > 0.

Demonstracao. Ora, note que

o0 (0. 9]
ST u(ANTFA) >M(U(A0T‘kA)) > u(A) >0,
k=1 k=1
e daf algum termo pu(ANT~"A) deve ser maior que zero. O

Com base no teorema acima, pu—quase todo ponto de A € S5 retorna a A
infinitas vezes. Apesar disso, em um primeiro momento, nao podemos afirmar nada sobre
a frequéncia de retorno. Motivados por esta incognita, somos levamos a estudar o conjunto
{neN:u(ANT~™A) > 0}, onde assumimos u(A) > 0. Para este fim, desenvolvemos um

estudo de subconjuntos especias dos niimeros naturais: conjuntos IP e conjuntos sindéticos.

Definigao 2.1.1 (Conjunto IP). Seja {ni}r C N uma sequéncia crescente. Chamamos
de FS(ng)r ao conjunto de todas as somas finitas de termos distintos da sequéncia

(ng)g. Dizemos que A CN é um conjunto IP quando existe uma sequéncia (ny)g tal que

Ezxemplos.

1. Claramente, N é um conjunto IP: basta tomar n; = k, para todo k € N.

2. A sequéncia que torma um conjunto como conjunto IP nao é tnica: de fato, tome
(2¥)ken. Como todo niimero natural na base 2 escreve-se como uma soma finita de
poténcia de 2, temos F'S(2%);, = N.

3. Note que F'S(10%); = ntimeros naturais cujos digitos sio 0 e 1 na base decimal. De
maneira andloga, dado 1 < d <9, FS(d-10%); = ntimeros naturais cujos digitos sio
0 e d na base decimal.

4. Todo conjunto IP contém nimeros pares: de fato, dada (ny); uma sequéncia crescente
de nimeros naturais, pelo Principio da Casa dos Pombos, possui uma subsequéncia
com mesma paridade. Deste modo, a soma deles é divisivel por dois. Deste modo, o

conjunto dos niimeros impares nao ¢ IP.
Definicao 2.1.2. Dizemos que A CN é IP* se ANI # 0 para todo subconjunto IP I C N.

Ezemplos.
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1. N é claramente IP*.

2. Progressoes aritméticas sao exemplos de conjuntos [P*: de fato, seja ke Ne A =
{kn:n € N}. Dado B = F'S(ns)s um conjunto IP, mais uma vez pelo Principio da
Casa dos Pombos, existe uma subsequéncia (ng,); que possui o mesmo resto 7 médulo
k. Logo, ng, +---+ns, € B deixa resto 0 moédulo k, e portanto escreve-se da forma

nk. Isto é, AN B # &. Pela arbitrariedade da escolha de B, concluimos que A é IP*.

Defini¢ao 2.1.3 (Conjunto sindético). Dizemos que A ={a; < az <---} CN € sindético

quando existe c € R, ¢ > 0, tal que ag11 —ar < c.

Ezemplos.
1. Progressoes aritméticas sao exemplos de conjuntos sindéticos. Neste caso, note que
a distancia entre elementos consecutivos é constante.
2. {n*}ren, n > 2, sdo exemplos de conjuntos que nao sio sindéticos: a distancia entre

kL _pk =n¥(n—1), isto é, o crescimento é exponencial

elementos consecutivos é n
e nao pode ser limitado.
Conjuntos sindéticos possuem buracos limitados. Todos estes tipos de subcon-
juntos que foram apresentados aqui sao nogoes importantes que figuram como estruturas
bem organizadas de N, no sentido de Teoria de Ramsey. Em particular, conjuntos sindéticos
sao robustos, onde a nocao de robustez é fornecida pela densidade de Banach, que no
caso da definigdo acima, é maior que 1/c. Retomaremos estas nogoes nos préximos dois
capitulos.

Note que todos os exemplos de conjuntos IP* sdao exemplos de conjuntos

sindéticos. Isto nao é coincidéncia, conforme o préximo teorema afirma.
Teorema 2.1.2. Seja A C N um conjunto IP*. Entio A é sindético.

Demonstragio. Provaremos a afirmacao contrapositiva: se A nao é sindético, entao existe
um conjunto IP F'= FS(ng); tal que ANF = @&. Comegamos tomando n; ¢ A. Como
A nao é sindético, existe um intervalo Iy = [n2,m2| de tamanho maior que n; tal que
ANIy =@ e ny <ny. Segue que ny,ny ¢ A eny+ng ¢ A pois ny+ng € Is.

Por inducao, suponha que construimos n; < ng < --- < ny tais que Z n; ¢ A
para todo L C {1,...,k} nao-vazio. Como A nao é sindético, existe 11 = [nkff, M1

com ngy1 > ny tal que ANIg 1 =3 e mpyp —ngr1 > ny+---+ng. Logo, para todo
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L=L'U{k+1} C{1,...,k+1} temos que » n; € I41 e portanto » n; ¢ A. Isso conclui
= ieL
a construcao indutiva de F' = F'S(ng) tal que ANF = @. O

Como consequéncia, temos o teorema abaixo.

Teorema 2.1.3. Seja (X,[x,u,T) um sistema que preserva medida e A € Sx tal que
p(A) > 0. Entao {n e N: p(ANT"A) > 0} ¢ sindético.

Demonstragio. Seja L ={n € N:u(ANT""A) > 0}. Pelo Teorema 2.1.2, basta mostrar
que L é TP*. Seja (ng)reny C N uma sequéncia crescente de ntimeros naturais e seja
F = FS(ng)g. Seja também N; = nj +ng + -+ +ny, que define uma sequéncia crescente.
Afirmamos que existem r > s tais que p(T~N"ANT~Ns A) > 0. Caso contrario, terfamos

(T~ Nr ANT—Ns A) = 0 para todos 7 # s e dai

o0

0> ([’j T-NIA) =S TN = 3 u(A) = oo,
=1

=1 =1

uma contradicdo. Logo, existem r > s tais que (T~ ANT =N+ A) > 0 e daf /L(T_(N"_NS)AH
A) >0, donde N, — Ny € L. Como N, — Ny =ng41+---+n, € F segue que FNL # &.

Pela arbitrariedade da escolha de F, concluimos que L é IP*. O

Em outras palavras, a frequéncia com a qual um ponto retorna a A é limitada.
Progressoes aritméticas sao exemplos de conjuntos sindéticos com buracos
de tamanho uniforme. Neste contexto, é natural perguntar se o conjunto sindético
{neN:u(ANT~™A) > 0} possui progressoes aritméticas. A resposta é positiva, e este

resultado é conhecido como o Teorema de Recorréncia Multipla de Poincaré.

Teorema 2.1.4 (Teorema de Recorréncia Miiltipla de Poincaré). Seja (X, Sx,p,T) um
sistema que preserva medida e A € Bx tal que u(A) > 0. Dado um inteiro positivo n € N,

existe um inteiro positivo k > 0 tal que
p(ANTFAM---ATHDA) > 0.

Em outras palavras, existe um conjunto de medida positiva de A que retorna
a A com tempos igualmente espagados. O teorema acima, provado pelo matematico
Hillel Furstenberg em 1977, introduziu métodos que foram usados para provar resultados

importantes de combinatéria com aparato de teoria ergddica, dentre eles diversos resultados
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que nao haviam sido obtidos utilizando técnicas puramente combinatérias. De fato, até
alguns tempos atras, a tnica prova conhecida para uma generalizagao do Teorema de
Szemerédi em Z¢ fazia uso da teoria ergédica. Sobre a discussio do Teorema 2.1.4,

referenciamos o préximo capitulo.

2.2 Ergodicidade

Na discussao de recorréncia deste capitulo, nos perguntamos quais pontos
retornavam a um conjunto mensuravel fixado e quao frequente ele retorna a este conjunto.
Respondemos a primeira pergunta, apresentando uma discussao sobre a estrutura de
iterados que retornam a um conjunto dado. Agora, responderemos a segunda pergunta.

Para isto, seja (X, fBx,u,T) um sistema que preserva medida. Dado A € 3,

o tempo médio de visita de x em relacdo a A, quando o limite existe. Ha uma forma
conveniente de reescrever a definicdo acima.
Lembre-se que, dado A C X, a funcdo caracteristica de A é dadapor 14: X — R

definida via a relagdo 1 4(z) =1 caso x € A e 1 4(z) =0, quando z ¢ A. Deste modo,
T(A,z) =

Isto nos motiva a seguinte definicao.

Definicao 2.2.1 (Média temporal). Seja (X, Bx,u,T) um sistema que preserva medida, e
fe L}L(X). Seja f € L}L(X). Chamamos de média temporal de [ a fungio f definida por

f(x hm—Zka

n—>oo n

quando o limite existe.

O préximo teorema nos diz que esta funcao esta sempre bem definida a menos

de um conjunto de medida nula. Antes, precisamos de uma definicdo. Dado um espaco
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de probabilidade (X, Sx,x), lembre-se que duas fungdes mensuraveis f,g: X — R sao
identificadas se f(z) = g(x) para p—quase todo ponto x € X. Neste contexto, LL(X) éo

conjunto das classes de equivaléncia das fungoes f: X — R com valor absoluto integravel.

Definicao 2.2.2 (Conjuntos e fungoes invariantes). Seja (X, Sx,p,T) um sistema que
preserva medida. Dizemos que uma funcio mensurdvel f: X — R é T—invariante ou

invariante por T quando folT = f. Dizemos que A C X é T—invariante ou invariante por

T quando T~1(A) = A.
A igualdade de conjuntos ¢, de modo similar, considerada médulo p.

Teorema 2.2.1 (Birkhoff). Seja (X,Bx,1,T) um sistema que preserva medida e f €
L}L(X ). Entdo o limite

f hm—Zka

n—>oo n

existe para p—quase todo ponto x € X. Ademais, fe LL(X), f € T—invariante e

[ fan= | s

Para uma prova do Teorema de Birkhoff, consulte (OLIVEIRA; VIANA, 2019,
p. 68).

Definicao 2.2.3 (Ergodicidade). Seja (X, 5x,u,T) um sistema que preserva medida.
Dizemos que o sistema é ergodico quando toda f: X — R em L}L(X) invariante por T é

uma fungdo constante.

A ergodicidade definida acima é um conceito central em Teoria Ergddica. Ela
surge com a Hipdtese Ergodica de Boltzmann, que afirma que a média temporal que uma
particula visita uma certa regiao é igual a média espacial desta regidao. A fim de apresentar

uma caracterizacao alternativa de ergodicidade, definimos

Definicao 2.2.4 (Conjunto invariante). Seja (X, Sx,u,T) um sistema que preserva medida.

Dizemos que A € Bx € invariante por T ou T—invariante quando u(T~1ANA) = 0.

Teorema 2.2.2. Seja (X, Bx,u,T) um sistema que preserva medida. As sequintes afirma-

coes sao equivalentes:
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(a) O sistema € ergddico;
(b) Para toda f € L}L(X), a fungio de média temporal f é constante e igqual a [y fdyu;
(¢) Todo subconjunto A € Bx T—invariante é tal que p(A) =0 ou p(A) = 1.

2.3 Aspectos espectrais de teoria ergdédica

Seja (X, Bx,u,T) um sistema que preserva medida. E comum estudarmos
tais sistemas em seus aspectos espectrais, no sentido que introduzimos abaixo. No que
segue, denotamos por Lz(X ) o conjunto das fungdes mensuraveis f: X — C que sdo
L?—intregraveis, isto é, as funcoes tais que

1
2

Il = ( [ £ dute)) " < o,

onde Z é o conjugado do niimero complexo z Como sabemos de Andlise Funcional, LZ(X )
é um espaco vetorial de dimensao infinita sempre que X ¢é infinito, que admite o produto

interno

(f.9) = [ F@)g(@)du(a)

que faz de Li(X ) um espago de Hilbert.

Definigao 2.3.1 (Operador de Koopman). Seja (X, Bx,u,T) um sistema que preserva
medida. Chamamos de operador de Koopman o operador Ur : Li(X) — Lz(X) dada por

Ur(f)=foT.

Note que, como T preserva medida, foT € Lﬁ(X) para todo f € Lﬁ(X),
p € [1,+00], e em particular para p = 2.

Como o sistema (X, Sx,u,T) preserva medida, vale

Ur(H).Urlg)) = [ foT-goTdu= [ fogdu=(f.9)

Portanto, o operador Ur é unitario. A reciproca é verdadeira: se Ur é unitario e y é uma
medida de probabilidade, entao T preserva a medida. De fato, neste caso, seja f € LZ(X )

qualquer e g = 1 x a funcao indicadora de X. Temos

[ fdu=(f1x) = (foT.1xoT) = (foT.1x) = [ foTdn.
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0 que prova a reciproca.

Em Teoria Ergéddica, temos algumas formas de decompor sistemas que preservam
a medida, e uma delas é o que conhecemos por fatores. Fatores podem ser interpretados
como “subsistemas” de um sistema que preserva medida e, dentre as suas aplicagoes, podem
ser utilizados para estudar o sistema original. Antes de apresentar as suas aplicagoes,

vamos a sua definicao formal.

Definicao 2.3.2 (Fator). Sejam (X,Bx,u,T) e (Y,By,v,S) sistemas que preservam
medida. Dizemos que uma aplicagdo mensurdvel o : X —Y é uma aplicacao de fator
quando

e poT' = Soyp em v—quase todo ponto,

o Yipr=1v.
Neste caso, dizemos que (Y, By,v,S) € fator (mensurdvel) de (X, Bx,u,T).

Uma observagao importante sobre fatores é que eles sao naturalmente iden-
tificados com sub-c-algebras invariantes do sistema. Isto serd explicado e aplicado na
proxima segao.

Podemos ver a aplicagao de fator do ponto de vista espectral. Dados (X, Bx, u,T')
e (Y, By,v,S) sistemas que preservam a medida e ¢ : X — Y uma aplicagdo de fator, defini-

mos o pullback de ¢ como a transformacio ¢* : L2(Y) — Ll%(X) definida por ¢*(g) = go.

Proposigao 2.3.1. Sejam (X, Bx,u1,T) e (Y, By,v,S) sistemas que preservam a medida e
©* como acima. Entdo:

(a) ¢* estd bem-definida e € uma isometria linear.

(b) ¢*oUs=Urop".

Demonstragdo. (a) Note que, uma vez verificada a boa definigdo de ¢*, ela é linear: dados
[,g € I2(Y) e a € C, temos que ¢*(f +ag)(x) = (f +ag) (p(x)) = [(¢(2)) +ag(p(x)) =
©* f(x) + ap*g(z), para todo = € X, e dai fica verificado a linearidade.

Para comecar, dado B € [y, vale L1 = ¢*1pg. Por outro lado, que a
propriedade @,u = v significa que v(B) = u(¢~!(B)) para todo B € fy. Traduzindo em

termos de integral, temos que

2 2 o 2 . * 2 *[12
1013 [ thdv = [ 0200 mdu= [ ¢ Lpd® = [I¢"]3
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n
Logo, ¢*1pg € Li(X). Por outro lado, seja f = > aplp, € L2(Y) uma fungao
k=1
simples, com B; N B; = & para i # j. Logo, por serem disjuntos dois a dois, temos que
n .
|fl= > |ak|/1p,. E claro que 1 4np =1 4-1p, para todo A, B subconjuntos, segue do fato
k=1

de Byq,..., B, serem dois a dois disjuntos que

n n
2= laga; |1 Ip, =Y |ax|*1 5,
kj—=1 k=1

Logo, pelo o que provamos para funcoes caracteristicas,

JNsPdv= [ |fts,15,
=" |ag|*v(By)

e dai ¢ estd bem definida e é isometria para funcdes simples. Por fim seja g € L2(Y) e
(gn) C L2(Y) sequéncias de fungoes simples tal que |g,| < |g| e que g, — g em L2(Y). Isto
é, (gn)n € de Cauchy. Como ¢ é isometria nas fungoes simples, temos que (¢* gy )n C Li(X )
¢ de Cauchy, donde pela completude de Li(X ) a sequéncia converge para algum f. Afirmo
que f=¢*g e que [|f][2 = [lg][2.

Para a primeira parte: sabemos de Teoria da Medida que existe uma subsequén-
cia (gn, ) que converge pontualmente a g em v—quase todo ponto: existe M CY, v(M) =1,
tal que nli_}rréo gn(x) = g(z) para todo x € M. Dai, ¢*g, converge pontualmente a ¢*g em
p—quase todo ponto: de fato, note que u(¢~1(M)) =v(M) =1, e que para x € (M),
p(x) € M evale lim gn(p(2)) = g(¢(x)).

Ora, por outro lado, temos que (g, ©¥); continua convergindo a f em Li(X ),
donde a menos de tomar subsequéncia, concluimos também que (gy, ); converge pontual-
mente a f em p—quase todo ponto. Dai, segue do paragrafo anterior que f = p*g, isto é,
p*g € Lp(X).

Por fim, para verificar que é isometria, basta ver que
* 12 : * 2
dp = lim / / d
/X|s09| p=lim [ | gnl"dp
- /Y (gn|?dv

2
= d
/Y|9| v,
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donde ||¢*g||]2 = ||g||2- E isto conclui a prova do item (a).

(b) Lembre-se que T'op = o S. Desta forma, temos que dado g € L2(Y),

v"(Us(9)) = ¢*(g05) = go(Sop) =go(poT) =Ur(¢"g),
o que verifica o item (b). O

Com base no que acabamos de provar, pelo item (a), ¢* é um mergulho
isométrico, e dai podemos identificar L2(Y) com o*(L2(Y)) C LZ(X ). Pelo item (b),
©*(L2(Y)) é Up—invariante. Desta forma, a nivel espectral, fatores traduzem-se em
subespagos fechados de Li(X ) invariantes por Up.

Destacamos a palavra “mensuravel” para atentar que ha também a nogao de
aplicacao de fator e fatores para sistemas topologicos. Para isto, chamaremos de sistema
topolégico ou simplesmente sistema quando estiver claro pelo contexto ao par (X,7T),
onde X é um espaco métrico compacto e T': X — X é continua. Diremos que o sistema

topoldgico é invertivel quando T for invertivel.

Definicao 2.3.3 (Fatores continuos). Sejam (X,T) e (Y,S) sistemas topoldgicos. Dizemos
que uma aplicagdo continua m: X —Y € uma aplicagio de fator continua quando for

sobrejetiva e moT = Som. Neste caso, dizemos que (Y,S) é fator do sistema (X,T).

Esta disting¢ao sera importante no capitulo em que discutiremos sobre a conjec-

tura B+ B +t.

2.4 Desintegracao da medida associada a um fator

Com a ideia de que fatores sao “subsistemas” do sistema original, podemos
decompor um sistema com relagao a um fator, de modo a guardar informagodes dinamicas
e ergodicas relevantes. Esta é a nogao de desintegracao de uma medida.

Seja X um espago métrico compacto e seja um (X, Sx,u,T) um sistema men-
suravel. Denote por .#(X) o conjunto das medidas de probabilidade de Borel em X
equipadas com a topologia fraca—x. Naturalmente, equipamos .Z (X) com a o—algebra

de Borel associada a esta topologia.
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Teorema 2.4.1 (Desintegracao de fatores). Dados (X, Bx,u,T) e (Y, Py,v,S) sistemas
mensurdveis e m: X —Y um fator mensurdvel, existe uma funcio y €Y — py, € M (X)
mensuravel, definida em um conjunto de medida total em Y, tal que:

(1) Para toda funcdo limitada e mensurdvel f: X — R a funcio y €Y — [x fdu, estd

definida em v—quase todo ponto e é mensurdvel em Y, satisfazendo

/D </X fdﬂy) = /7r_1(D) fdp.

para todo D C'Y mensurdvel.

(i) Para v—quase todo y € Y, temos py, (7~ 1(y)) = 1.

(wit) A propriedade (i) determina unicamente a aplicacio y — jiy, isto €, y — ,uly ¢ outra
aplicagio mensurdvel satisfazendo (i), entao p, = ,u;/ para v—quase todo y €Y.

() Input dindmico: Ty = jig(,) para v—quase todo y €Y.

A prova deste teorema pode ser encontrada em (77, Capitulo 5). A aplicagao
mensurdvel y — 1, satisfazendo o teorema acima ¢ chamada de desintegracio de p com

respeito ao fator 7.

2.5 Fator de kronecker

Nesta secao, introduziremos um fator de grande importancia, chamado fator

de Kronecker.

Definicdao 2.5.1 (Grupo de Rotagao). Um grupo de rotagao é um sistema da forma
(Z,Bz,m,R) onde Z = (Z,+) é um grupo abeliano compacto, m é a medida de Haar de
Z e R:Z — Z é uma rotagdo, isto é, uma aplicagio da forma R(z)=z+«a, onde o € Z.
Quando (Z,5z,m,R) é um grupo de rotagao, escolhemos uma métrica em Z tal que para

todo z € Z a transformagdo z — z+w € uma isometria.

Chamamos de sistema de Kronecker um sistema ergodico que é conjugado a um
grupo de rotacgao. Provaremos nesta se¢ao que todo sistema ergddico possui um sistema
de Kronecker maximal, chamado fator de Kronecker. De grande importancia em Teoria
Ergodica de Ramsey, o fator de Kronecker é uma “simplificacdo” do sistema original, que
apresenta mais estrutura e portanto mais facil de ser estudado. A fim de construir o fator

de Kronecker, precisamos de alguns resultados auxiliares.
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Lema 2.5.1. Se (X, Bx,u,T) € ergddico entao todo autovalor de Ur é simples, e o conjunto

de todos os autovalores de Up é um subgrupo de S'.

Demonstragdo. Para comegar, suponha que Urf =Af, onde \e Ce f € Li(X)\{O} é um
autovalor e uma autofuncao. Como Up é unitario, das propriedades de produto interno
segue que

Como f #0, temos (f, f) > 0 e portanto A\ = 1. Desta forma, o conjunto dos autovalores
['={\e€C:\ éautovalor de Uz} estd contido em S'.
Por outro lado, note que Ur|f|(z) = [Ur f(z)| = [\ f(z)| = [A]- [f(2)] = | f(2)]
para p—quase todo x € X. Por ergodicidade, |f| # 0 é constante em quase todo ponto.
Mostraremos agora que I' é subgrupo de S!. Para tal, basta mostrar se

\,n €T entao A\n~! €T'. Para tal, sejam f,g € Li\{O} autofuncoes associadas a \ e 1,

()er=ter =23 0)
g goT ng n\g/)

Logo, A/n € I, conforme afirmado.

respectivamente. Entao

Para ver que os autovalores sdo simples, tome f, g # 0 autofun¢des com autovalor
associado A. Queremos mostrar que f e g sao linearmente dependentes. Para tal, note que
f/g é uma autofunc¢ao com autovalor associado A/A = 1. Por ergodicidade, f/g é constante,

e portanto f e g sdo linearmente dependentes, o que encerra a prova do lema. O

Definigao 2.5.2 (Fator de Kronecker). Sejam X = (X, Bx,u,T) sistema que preserva
medida e Y = (Y, By,v,S) um fator. Diremos que Y ¢é o fator de Kronecker de X quando
Y € sistema de Kronecker e é maximal com esta propriedade, ou seja, dado qualquer outro

fator que € sistema de Kronecker, ele também € fator de Y.

Teorema 2.5.1 (Construgao do fator de Kronecker). Seja (X,Bx,u,T) um sistema
ergodico invertivel que preserva medida, onde p é uma medida de probabilidade de Borel.
Seja of a o—dlgebra de X gerada pelas autofuncoes em Li(X) de Ur. Entdo o fator

correspondente (Y, By ,v,S) € o maior fator de (X,Bx,u,T) que € sistema de Kronecker.

Demonstragio. Pelo lema anterior, todos os autovalores de Ur sdao simples. Para cada
autovalor A, podemos associar uma tnica autofuncao fy em Li(X ) que gera o autoespago as-

sociado a A. Sem perda de generalidade, suponha que fy toma valores em S!, possivelmente
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trocando-a por x — @g% Isto estda bem definido, pois pela prova do Lema 2.5.1 a fungao

x — | fx(z)| é constante em p—quase todo ponto. Entao .2 ={f) € Li(X) : A é autovalor}
¢ um subconjunto ortonormal. Como LZ(X ) é separdvel, .Z é enumeravel. Seja f1, fa,...
uma enumeracao de .Z, com autovalores associados A1, Ao, ..., de sorte que Urf; = \fj,
Vi e N.

Defina ¢ : X — SN por

o(r) = (fi(z))ien-

Munindo S = {z € C: |z| =1} da topologia usual e SY da topologia produto, temos que SN
é um grupo abeliano compacto, o qual é metrizével. Denote por R, : SN — SN a rotacdo

por = (2;)ieN : Ru(¥i)ien = (Yi%i)ien- Seja entdo a = (\;)ien. Note que
Roop(x) = (Aifi(x))ien = (fi(T(2)))ien = po T ().

Defina v = . u, que é uma medida sobre a o—4élgebra ¢.(fx), definida por
B € ¢.(Bx) <= ¢ Y(B) € Bx. Noutras palavras, esta é a menor c—algebra para a qual
¢ € mensuravel, e por construgao de ¢, & = 4,071(581\1). Podemos supor, sem perda de
generalidade, que a € p(X). Ora, caso a € p(X), tome b € ¢(X) e ponha @ = R ;-1 0.

Como SN é abeliano, temos
R0 (Rab_1 o 90) = Rab‘1 © (Ra © ‘20) = (Rab_1 © 90) ol

e entao ¢ conjuga T' e R, e vale a € ¢(X).

Continuando a prova, é consequéncia de ol = R,0¢ que poT™ = Rl op
para todo n € Z. Como a € p(X), existe y € X tal que p(y) = a. Logo, a" = R""1(a) =
R Ypo(y)) = o(T" y), donde a" € ¢(X) para todo n € Z. Desta forma, concluimos que o
subgrupo ciclico {a™ : n € Z} gerado por a esté contido em ¢(X). Defina Y := {a" : n € Z}.
Por ser o fecho de um subgrupo, dos nossos conhecimentos de topologia sabemos que Y é
um subgrupo fechado, e portanto compacto e metrizével. E claro que Y é R,—invariante,
e podemos definir S := Ryly : Y — Y. Além do mais, o subgrupo ciclico {a" :n € Z} é
denso em Y. Segue que R, restrito a Y é unicamente ergbdico pelo Teorema 6.0.2, e que a
unica medida invariante é a medida de Haar em Y.

Por outro lado, por construgio, v = @, é Re-invariante e ergddica. Afirmo que

v(Y) = 1. De fato, observe que v ¢é ergddica para R, implica Rysypp(y) transitiva. Como

o fecho das érbitas de R, tem a forma {R?(z):n €Z} =Y 4z, a menos de translacao
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podemos supor que o ponto cuja érbita é densa em supp(v) é o ponto a. Logo, Y = supp(v)
e dai v(Y) = 1. Entao podemos ver v como uma medida em Y que é ergddica para R,|y.
Da unicidade ergddica, obtemos que v é a medida de Haar de Y, e dai ¢ : X — Y é uma

aplicacao de fator. O

Nos falta mostrar a maximalidade do fator de Kronecker. Para tal, precisamos
entender a relacao entre sub—o—algebras invariantes e fatores. Sabemos na teoria que na
verdade ha uma bijecao entre eles, mas no nosso trabalho, mostraremos tal bijecao em
um contexto simplificado, qual seja, em sistemas de espectro discreto. Para entender esta
relacao e cada um dos objetos citados, invocamos alguns resultados classicos cujas provas
fogem do escopo deste texto (o leitor interessado pode consulta-las em (EINSIEDLER;
WARD, 2011, Capitulo 6)).

Definigao 2.5.3. Seja (X,,1) um espago de medida, e sejam A, B € B. Dizemos que
A m B quando (AAB) = 0.

(13 7

E facil ver que “=" estabelece uma relagao de equivaléncia em (5. Seja (8 o
7
conjunto das classes de equivaléncia. Dado a C 3, escreveremos & para representar o
conjunto das classes de equivaléncia de «, e @« =1 quando & = 7). Isto quer dizer que os
I

conjuntos sao iguais, a menos de conjuntos de medida nula.

Definicao 2.5.4. Seja (X, Bx,u,T) um sistema que preserva medida. Dizemos que uma

sub-o—dlgebra o/ C Bx é T—invariante quando T~ (<) = o .

Lema 2.5.2. Sejam (X, Bx,u,T) e (Y, By,v,S) sistemas invertiveis que preservam medida,

¢: X =Y uma aplicacio de fator e o = o~ (By). Entdo T~/ = .

Noutras palavras, todo fator esta associado a uma sub—o—algebra invariante

de Bx. O teorema abaixo nos assegura a reciproca.

Teorema 2.5.2. Seja (X,fx,u,T) um sistema que preserva medida, e seja </ uma
sub—o—dlgebra T'—invariante. Entao existe um sistema (Y, By,v,S) que preserva medida

e @: X =Y aplicagio de fator tal que ¢~ (By) = .

O Lema 2.5.2 e Teorema 2.5.2 nos dizem que ha uma dualidade entre fatores
de um sistema que preserva medida e suas sub—o—algebras invariantes, quando os espagos

considerados sao espagos métricos compactos.
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Agora discutimos a noc¢ao de espectro discreto. Para isto, definimos Hp :=

span{f € L2(X): f é autofuncao de Ur}. E facil ver que Hy C Li(X ) é completamente

invariante por Uy, isto é, Up(Hr) = Hrp.

Definicao 2.5.5 (Espectro discreto). Sejam (X,fx,u,T) um sistema ergodico e Ur :
Li(X) — Li(X) seu operador de Koopman. Dizemos que (X,Bx,u,T) possui espectro
discreto se Hp = Li(X).

Uma pergunta natural de classificacdo de sistemas é a seguinte: em quais
condigoes dois sistemas ergddicos sao conjugados a partir de suas propriedade espectral,
isto é, quando uma propriedade espectral caracteriza completamente um sistema ergédico?
O préximo teorema, devido a von Neumann e Halmos, (HALMOS; NEUMANN;, 1942),
fornece uma resposta completa a esta pergunta para sistemas ergdédicos com espectro

discreto.

Teorema 2.5.3. Sejam X e Y dois sistemas ergddicos com espectro discreto. Entao X e

Y sao conjugados se e somente se possuem o mesmo espectro.

Acima, dizer que X e Y possuem o mesmo espectro significa dizer que os con-
juntos de autovalores dos operadores de Koopman coincidem. Dito isto, o teorema abaixo

apresenta exemplos de sistemas que possuem espectro discreto: sistemas de Kronecker.
Teorema 2.5.4. Sistemas de Kronecker possuem espectro discreto.

Na verdade, sistemas de Kronecker sdao os inicos exemplos de sistemas com
espectro discreto. Para isto, lembre-se que o conjunto de autovalores do operador de
Koopman é sempre um subgrupo de S! (Lema 2.5.1). Sob a égide do Teorema 2.5.3, basta
mostrarmos que dado qualquer subgrupo I' de S!, existe um sistema de Kronecker com

espectro igual a I'. Este é o contetido do teorema abaixo.

Teorema 2.5.5. Seja I' um subgrupo de S'. Entdo existe um sistema de Kronecker com

espectro I'.
Findas estas caracterizacoes, voltemos a prova do Teorema 2.5.1.

Prova da maximalidade do fator de Kronecker. Seja X um sistema ergddico como no Teo-

rema 2.5.1 e seja Y seu fator de Kronecker, com aplicacao de fator ¢ : X — Y. Suponha
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que Y = (Y, Bys,v/,S’) seja um sistema de Kronecker que é fator de X, com aplicagao de

fator ¢’ : X — Y’. Considere
O Lo(Y) = Lo(X) e (@) L(Y') = L2(X).

Afirmamos que (¢')*(L2,/(Y")) C ¢*(LZ(Y)). Relembre que, pela construcdo de Y, temos
o N (By) =

Como Y’ tem espectro discreto, temos que Hg = L%(Y’ ). Note que se g é
autofun¢ao de Ug com autovalor A, entdao (¢')*f é autofun¢ao de Up com o mesmo

autovalor, pois:
Ur((¢")" f)=Ur(for') = for'oT = foS on" = (¢')*(foS") = M¢')"(f).

Portanto, (¢')*(L2,(Y")) C Hr.
Afirmamos que Hp = p*L2(Y). Por um lado, a mesma argumentagio do

pardgrafo acima d4 que Hp D ¢*L2(Y). Para a outra inclusdo, vamos usar que Hp =

span{l4 € LZ(X): A€/}, Como & = 0 1(By), entdo para todo A € &/ a funcio
caracteristica 14 se escreve como ¢*1p para algum B € Sy, e portanto 14 € p*L2(Y).
Tomando fecho, segue que Hy C p*L2(Y).

Assim, (¢")*(L%(Y")) C Hr = ¢*(L2(Y)), o que prova o afirmado. Em parti-
cular, podemos mergulhar L? (Y”) isometricamente em L2(Y). Notando que L2 (Y’)
¢ S—invariante pela Proposicao 2.3.1, segue do Teorema 2.5.2 que existe um fator
W = (W, Bw,n,Q) de Y com aplicacao de fator ¢ : Y — W tal que L%(W) =L (Y.
Por construgao, temos que Ug e Ug sdo conjugados. Pelo Teorema 2.5.3, Y ¢ W sdo
conjugados. Como W ¢é fator de Y, segue que Y’ é fator de Y, o que mostra a maximalidade

desejada. O]
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3 TEORIA ERGODICA DE RAMSEY

Em 1936, em um artigo entitutado “On some sequence of integers” (ERD&S,
1936), Paul Erdés e Paul Turdn conjecturaram que um conjunto com densidade positiva
dos niimeros naturais possui progressoes aritméticas finitas arbitrariamente grandes. O
primeiro resultado parcial satisfatério é o Teorema de Roth (ROTH, 1953), provado por
Klaus Roth, que fornece uma prova restringindo-se a progressoes aritméticas com trés
termos. Em 1975, com uma prova puramente combitaroria, a conjectura foi estabelecida
em sua generalidade por Endre Szemerédi. Dois anos apés, em 1977, Hillel Furstenberg
forneceu uma prova ergédica do mesmo teorema, via um principio de correspondéncia e um
profundo resultado de recorréncia, atualmente conhecido como Teorema da Recorréncia
Muiltipla de Poincaré. Com esta prova, Furstenberg inaugurou uma nova area conhecida
como Teoria Ergodica de Ramsey, no qual busca-se resolver problemas de combinatoéria por
meio de um aparato de Teoria Ergddica. Neste capitulo, introduzimos nogoes de Teoria de
Ramsey e da Teoria Ergédica de Ramsey, expondo as principais técnicas. Finalizamos
o capitulo provando o Teorema de Roth, que fornece um excelente exemplo da prolifica
relacao entre Combinatéria e Teoria Ergodica.

Este capitulo foi baseado nas notas de aula presentes em (LIMA, Rio de Janeiro,

2009).

3.1 Elementos de teoria de ramsey

Em Teoria de Ramsey, buscamos condicoes suficientes para que conjuntos
discretos possuam estruturas bem organizadas. Por exemplo, quando os conjuntos discretos

sao subconjuntos dos niimeros naturais, fixamos F' C N e perguntamos:
Sob quais condigoes um subconjunto A C N contém F? (*)

Neste caso, o subconjunto fixo F' pode ser considerado uma estrutura, e nos
perguntamos quais A C N possuem esta estrutura. Note que uma estrutura padrao dos
naturais ¢ o proprio N. Mas ao fazer F' =N, o tinico conjunto que o contém é o proprio N.
Entao podemos enfraquecer a condigao sobre A e toma-lo igual ao conjunto {1,2,...,n} dos

n primeiros naturais. Tampouco é razoavel esperar que conjuntos contenham A, pois essa
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é uma condicao forte. Podemos, por outro lado, esperar que conjuntos grandes contenham
“copias” de A, dadas por uma homotetia seguida de translacao, igual a expressao a+ kA.

Observe que a+ kA representa uma progressao aritmética F ={a+k,...,a+nk}
com n termos. Desta forma, dizemos que progressoes aritméticas finitas sao copias finitas

de N. Nessa direcao, reformulamos a pergunta (*) do seguinte modo:

Quais subconjuntos de N possuem progressoes aritméticas finitas arbitrariamente
grandes?
Uma condigao suficiente é dada pelo seguinte teorema, devido a van der Waerden

(WAERDEN, 1927).

Teorema 3.1.1 (van der Waerden, 1927). Seja N= AjU---UA, uma particao finita dos
numeros naturais. Entdo algum A; possui progressoes aritméticas finitas arbitrariamente

grandes.

O teorema acima é qualitativo: ele nos fornece a existéncia de pelo menos
um conjunto com progressoes aritméticas finitas arbitrariamente longas. E importante
ressaltar que ha resultados quantitativos, no qual a existéncia é assegurada estimando
quantas progressoes aritméticas existem. Neste texto, trataremos apenas de resultados
qualitativos.

Relembrando que o resultado acima pode ser visto como algum dos conjun-

tos A; contendo todas as copias finitas de N, enunciamos um principio da Teoria de Ramsey.

Primeiro Principio de Ramsey: FEstruturas bem organizadas sao preservadas por

partigcoes finitas.

Observamos que o Teorema de van der Waerden ¢ falso se pedirmos por pro-

gressoOes aritméticas infinitas.

Ezxemplo. Fornecemos uma particao de N em que nenhum subconjunto possui uma
progressao aritmética infinita. Dados a < b em N, escreva [a,b) = {n € N:a <n < b}.
Sejam

Cl — U [22/€722k+1 . 1)’ 02 _ U [22]6—1’22]6 . 1)’
k>1 k>1
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que formam uma particdo de N, onde os blocos entre poténcias de 2 sao distribuidos
alternadamente entre C7 e Cs.

Suponha, por absurdo, que exista uma progressao aritmética infinita F' =
{a+kn : k € N} contida em (7, para alguma escolha de a,n € N. Essa progressao inter-
secta qualquer intervalo de tamanho n que comeca a partir de a. Tomando k tal que
22k=1 > max{a,n}, necessariamente I intersecta o intervalo [22#~1 22¥ —1), o0 que contra-
diz o fato de F' ser um subconjunto de C. Analogamente, Co nao contém progressoes

aritméticas infinitas.

A seguir, introduzimos uma nocao de grandeza assintética, conhecida por

densidade superior. Relembramos que |X| denota a quantidade de elementos de X.

Definicao 3.1.1 (Densidade superior). A densidade superior de A C N € definida por

d(A) = limsup ]Aﬂ{l,...,n}|7

n—00 n

Quando o limite existe, dizemos que d(A) é a densidade de A.

Ezemplo. Dado a € N, seja aN = {an : n € N} o conjunto dos multiplos de a. Temos
d(A)=1/a. De fato, dado N € N, pelo algoritmo da divisdo, escrevemos N = q(N)a+r(N),
onde g(N)>0e 0<7r(N) < a. Deste modo, |AN{1,...,N}| é igual & quantidade de multi-

— N%(N) |Am{1]=\']"’N}| =1_ T(Ji,v). Como

plos de a menores ou iguais a N, que é q(INV) , logo

0 <r(N) < a, fazendo N — oo concluimos que d(A) = 1/a.

Recorde que um conjunto A C N é sindético se possui buracos uniformemente

limitados.

Proposicao 3.1.1. Seja A= {a; <ag <---} um conjunto sindético com a1 —ap <c

para todo k € N. Entao
|AN{1,...,N}| _ 1

liminf > —.

N—oo N C

Em particular, d(A) >1/c.

Demonstragio. A prova é simples: por indugao, verifica-se facilmente que ay < c(k—1)+a;.

Para N > ay, escreva pelo algoritmo da divisao que N —a; = ¢(N)c+r(N), com 0 <r(N) <
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N —a; —r(N
c. Segue que |AN{1l,....N}| > il ) Como r(N) é limitada, segue que
c
liminf|Am{1,...,N}| > 1
N—o00 N C
Em particular, d(A) > 1/c. O

Note que d(A) = ¢ mede assintoticamente quanto de A temos em intervalos de
numeros naturais comecando a partir de 1. Por exemplo, supondo que o limite existe, ele
nos diz que para n grande, |AN{1,... ,n}|~ dn. Desta forma, se § > 0, entdao |[AN{1,...,n}|
tem um crescimento linear. Em 1936, Erdoés e Turan conjecturaram que se um conjunto
possui densidade superior positiva, entdo este conjunto possui progressoes aritméticas
finitas arbitrariamente grandes (ERDGS, 1936). Em 1975, Endre Szemerédi forneceu uma
prova que usa argumentos combinatérios a esta conjectura, e hoje ela é conhecida como

Teorema de Szemerédi, conforme enunciamos abaixo.

Teorema 3.1.2 (Szemerédi, 1975). Seja A CN tal que d(A) > 0. Entio A possui progressoes

aritméticas finitas arbitrariamente grandes.

Note que se N= A J---UA,, entdo d(4;) > % para algum i € {1,...,7}. De

fato, como a uniao é disjunta, temos

L,...,n}

Y

n

n " ‘AZ N {
1 = — =
"5
=1
donde tomando o limsup na expressao acima segue que

> d(4;) > 1,
=1

e daf pelo menos para um i vale que d(A;) > % Fica assim claro que o Teorema Szemerédi
implica o Teorema de van der Waerden.

Note que ambos teoremas gozam da mesma conclusao: subconjuntos grandes
possuem progressoes aritméticas finitas arbitrariamente grandes. Isto pode ser condensado

no seguinte principio.

Segundo Principio de Ramsey: Conjuntos “grandes” possuem estruturas bem organi-

zadas.
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Obviamente, o conjunto de grandeza é amplo, e pode ser considerado em varios
contextos. Ainda ha um terceiro principio, que agora discutiremos. Seja A C N com
d(A) > 0. Pelo Teorema de Szemerédi, A possui infinitas progressoes aritméticas finitas de
qualquer tamanho. Como uma progressao aritmética de tamanho m > n contém varias
progressoes aritméticas de tamanho n, de fato este teorema implica que, para todo n, A
possui muitas progressoes aritméticas de tamanho n. Neste contexto, temos o terceiro

principio de Ramsey.

Terceiro Principio de Ramsey: Conjuntos “grandes” possuem estruturas bem organi-

zadas em abundancia.

Os principios de Ramsey sdo um guia da Teoria de Ramsey. Adaptacoes deste
principio sao ricas e exploradas, e um exemplo delas ¢ a conjectura B+ B+, cuja discussao

e prova devidas a (KRA et al., 2024b) serdo vistas no ultimo capitulo desta dissertagao.

3.2 Principio de correspondéncia de furstenberg

O conceito de densidade superior é satisfatério para o contexto do Teorema de
Szemerédi. Para a sequéncia da dissertacao, consideramos uma generalizacao de densidade
e do Teorema de Szemerédi. A nocao de grandeza é definida a partir de sequéncias de
Folner. Dizemos que uma sequéncia (®,),en de subconjuntos de N forma uma sequéncia

de Fglner se para todo t € N vale que

. (P +t)N Dy
lim =1.

n—00 |(I)n|
Informalmente, esta condi¢ao diz que os conjuntos ®,, possuem uma proporc¢ao baixa de
elementos proximos as suas fronteiras. Analogamente, outra forma de escrever o limite
acima é que

RS Py
para todo t € N, onde AAB = (A\B)U (B\A) denota a diferenca simétrica de A e B.
Note que necessariamente |®,| — oo quando n — co. De fato, se |®,, | =m

para uma sequéncia infinita ng, entdo a condic¢ao

nj—00 |CI)nk|

1
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implica que |(®y, +t) NP, | =m para k grande. Como |®,, | =m, isso implica que

®,, +1 =Py, , 0 que claramente nao ocorre.

Definicao 3.2.1 (Densidade de Banach superior). Seja A C N. Definimos a densidade de
Banach superior com relagao a sequéncia de Folner (®y,), de A como
d*(A) = limsup [AND],
n—oo | P

A prova dada por Szemerédi ao teorema que leva seu nome é puramente
combinatoria. Em 1977, Furstenberg provou o mesmo teorema usando um aparato
ergbdico (FURSTENBERG, 1977), que introduziremos a seguir. Sucintamente, dado
A CN, iremos associar um elemento z = (), € {0,1} =X pondo z,, = 1 paran € A
e 7, = 0 para n ¢ A. Reciprocamente, dado x = (x,,), € {0,1}Y, definimos A C N via a

equivaléncia n € A <= x, = 1.

Definigao 3.2.2 (Ponto genérico). Seja (X, Bx,u,T) um sistema que preserva medida.
Dizemos que um ponto a € X € genérico com relagio a uma sequéncia de Fplner (O )y,

quando

1
= lim — Ok, s
K n—00 ’(I)n| kGZ{;n T%a

onde 0, € a medida de Dirac em x e o limite € tomado na topologia fraca-x.

Denotamos o conjunto dos pontos genéricos de (X, Sx, i, T) com relagao a uma

uma sequéncia de Fglner & = (®,,),cn por gen(u, P).

Teorema 3.2.1 (Principio de correspondéncia de Furstenberg). Seja A C N com d*(A) >0
onde ® = (¥,,),, € uma sequéncia de Fplner. existem um sistema que preserva medida
(X,Bx,1,T), onde X € um espago métrico compacto, E C X subconjunto de Borel aberto
e fechado com p(E) = d*(A) >0, uma sequéncia de Folner U = (V) e a € gen(u, V) tais
que A={n e N:T"a € E}. Ademais,

d"(AN(A=n1)N---N(A=ng)) > W(ENT ™MEN---NT " E).

Demonstragdo. Seja A C N como no enunciado. Considere ¥ = {0,1}". Dados 2 = (z,,),y =
(yn) € X, defina No = min{n;x, # y,}, e ponha d(z,y) = 2~No_ Sabemos da teoria classica
que d é uma métrica, que torna ¥ um espago métrico compacto. Considere § a o—algebra

de Borel gerada pela topologia de d.
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Seja agora T : 3 — X o shift em X, isto é, T'(zp)n = (Tn+t1)n. Para construir a

medida, tome uma subsequéncia (ng)y tal que

(A) = Tim A0 Pl

k— o0 |<I)nk|

@, ] Z<:I> d7my, onde z é definido por A.
ng | mePny

Como o conjunto das medidas de probabilidade munidos da topologia fraca-* é

e defina py, =

compacto e metrizdvel, a sequéncia (uy ), admite uma subsequéncia convergente. Deste
modo, a menos de tomar subsequéncia, assuma que (pg)g converge a p. Afirmamos que
T.p1 = p. Para isto, primeiro note que para E C ¥ mensurdvel e y € X, temos 8, (T~ H(E)) =

l<=yeT (E)+= Ty € E <= iry(E) = 1. Isto mostra que

1 1
T*/J“k' - o Z T*(;T"”g - T Z 5Tm+1§ = Z 5T"”g‘
| ”k| medn, | ”k| medy, medPy, —1
Logo, para E C > mensuravel,
1 o, —1)AD
L)~ (B) =g | bpna(B) = X Sy < (P D00l
| ”k| medy, —1 me®n, | nk|

Pela propriedade que define sequéncias de Fglner, temos que

|©r |

| Tepir(E) — pp(E)| <

Concluimos que Ty u(E) = pu(E) para todo aberto de 3 (neste momento, usamos o Teorema,
de Portmanteau). Como X é totalmente desconexo, todo aberto é conjunto de continuidade,
logo, mais uma vez pelo Teorema de Portmanteau, concluimos que Ty = p. Além do mais,

por construgao,

> bpmy.

li L
= lim
M55 [P
Seja ¥ = (V)i = (Pp, )x. Entao z € gen(p, V).

Agora, seja E = [1]o = {(@n)nen : 20 = 1}. Note que n € A <=2, =1 <=
T"x € E <= 01ny(E) = 1. Logo,

AN,
[Py |

donde tomando o limite em ambos os lados e usando que E é conjunto de continuidade,

concluimos que pu(E) = d*(A). Ainda pelo que provamos acima, A={n e N:T"x € E}.
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Por fim, sejam nq,...,n; € N. Note que
opmy(ENT™MEN---NT ME)=1<= Tz, T""g,...,. T" "z € E
<~ m,m+ni,....m+n €A

(z)mGAﬂ(A—nl)ﬂ---ﬂ(A—nl).

Portanto,
1
ur(ENT ™MEN---NT ™ME) = —— Z dpmg(ENT ™M EN---NT™™ME)
‘q)nk|m€<l>nk
(AN(A—=n1)N---N(A=ny)) NPy, |

[Py |

Passando o limsup, concluimos que
d(AN(A—n))N---N(A—ng)) > pw(ENT ™MEN--- T " E).
Isto conclui a prova. O

Em geral, o sistema que preserva medida obtido pelo teorema acima nao é
ergodico. Podemos fazé-lo ser ergddico, as custas de perder a relagdo entre a densidade de

Banach superior das intersecoes de translagoes de A.

Teorema 3.2.2 (Principio de correspondéncia de Furstenberg - versao ergddica). Seja
A CN com d*(A) >0 para uma sequéncia de Folner ® = (®y,),. Entdo existem um sistema
ergddico (X, Bx, 1, T), onde X é um espago métrico compacto, E C X subconjunto de Borel
aberto e fechado com u(E) > 0, uma sequéncia de Folner ¥ = (V,,),, e a € gen(u, V) tais
que A={neN:T"a € E}.

Demonstrag¢io. Do teorema anterior, obtemos um sistema que preserva medida (X, Sx,u, 1),
E € Bx aberto e fechado com pu(E)=d*(A) >0 tal que A={n e N:T"a € E}. Como nao
ha razao para que p seja ergddico, recorremos a decomposicao ergddica de p : existe um
sistema de medida (Y, By, /i) e uma transformacao y € Y — p, € # (X ) mensuravel tal que
ty € invariantes por 1" e ergddica para quase todo y satisfazendo pu(B) = [y py(B)dfi(y)
para todo B € fx. Como u(E) >0, existe y € Y tal que p1,(E) > 0. O sistema ergddico

(X, Bx, py,T) satisfaz o enunciado do teorema. O]

Com os Teoremas 3.2.1 e 3.2.2, temos uma ferramenta para transportar pro-
blemas da Teoria de Ramsey para problemas de recorréncia em Teoria Ergodica. Para
exemplificar, enunciaremos a versao ergddica do Teorema de Furstenberg, também conhe-

cida como Teorema de Recorréncia Multipla de Poincaré.
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Teorema 3.2.3 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja (X, fx,u,T) um sistema
que preserva medida e A € Bx tal que p(A) > 0. Dado um inteiro positivo n € N, existe

um inteiro positivo k >0 tal que
w(ANTFAN-. AT =D 4) > 0.

Note que o Teorema de Recorréncia de Poincaré implica o caso n =2. O teorema
acima foi provado por Furstenberg(FURSTENBERG, 1977). Na ocasiao, ele mostrou
que o Teorema de Szemerédi segue do Teorema de Recorréncia Multipla de Poincaré,
via o principio de correspondéncia, do seguinte modo. Seja A C N com d*(A) > 0. Pelo
Teorema 3.2.1, existe um sistema que preserva medida (X, Sx,u,T) e E € fx tal que

u(E)=d"(A)>0e
d(AN(A=np)N-N(A=—ng)) > w(ENT ™MEN---T " E),

para todos n,...,n; € N. Dado n € N, pelo Teorema de Recorréncia Multipla de Poincaré
existe um inteiro £ > 0 para o qual ,u(EﬂT_kEﬂ e ﬂT‘k(”_l)E) > 0. Tomando n; =ik

parai=1,...,n—1, segue que
d(ANA-K)N--N(A—k(n—=1))) > pu(ENT*En...T7*0=DE) > 0

e em particular AN(A—k)N---N(A—k(n—1)) #0. E ficil ver que a € AN(A—k)N---N
(A—k(n—1)) se e somente se a,a+k,...,a+k(n—1) € A. Pela arbitrariedade da escolha
de n, isto prova o Teorema de Szemerédi.

Com esta prova que usa um aparato de Teoria Ergddica, Furstenberg construiu
uma ponte entre a Teoria de Ramsey e Teoria Ergddica: problemas em Teoria de Ramsey
traduzem-se em problemas de recorréncia em Teoria Ergddica, inaugurando a area que

hoje conhecemos por Teoria Ergddica de Ramsey.

3.3 Teorema de roth

Nesta se¢ao, vamos provar o caso particular do Teorema de Recorréncia Multipla
de Poincaré quando n = 3. Este caso particular também ¢é conhecido como a versao ergodica
do Teorema de Roth (relembre: o Teorema de Roth afirma que conjuntos com densidade
de Banach positiva possuem infinitas progressoes aritméticas de tamanho 3). Enunciamos

abaixo o resultado.



37

Teorema 3.3.1 (Teorema de Roth, versao ergédica). Seja (X, Sx,u,T) um sistema que

preserva medida. Para toda f € LZO(X) com f>0 e [y fdu>0, vale que

.. 1 N n 2n
1%10%an§_:1/Xf-UTf-UT Fdu>0.

Para obter o caso particular n = 2 do Teorema de Recorréncia Multipla de
Poincaré, dado A € fx com p(A) > 0, basta tomar f =14. Pelo teorema acima, existe
n > 0 tal que fo-U%f-U%”fdu > 0. Como Uplg = Lp-1(4), segue que f‘U%f~U%”f =

]].A : ]lT—n(A) : ]].T—2n(A) = ]lAmT—nAmT—QnA, donde
WANT "ANT 2" A) = /){f-U%f-U%”fdu >0,

o que prova o afirmado.
Para provar o teorema, precisaremos de uma decomposicao de Li(X ) em dois

subespacos invariantes por Ur.

Definicao 3.3.1. Sejam H um espaco de Hilbert e U : H — H um operador unitdrio.
Dizemos que x € H é:
1) quase-periédico ou compacto quando o fecho de sua orbita por U é compacto,
isto €, quando {U"x :n € L} é pré-compacto,
2) fracamente misturador quando A}gnooifngl [({U"zx,x)| = 0.
Definimos também H,={f € H : f € compacto} e Hym ={f € H: f é quase misturador}.
A sigla wm se refere ao termo “weak mixing”, que significa fracamente mistura-
dor em inglés. Quando construimos o fator de Kronecker no capitulo passado, definimos o
conjunto Hyp C Li(X ). O proximo teorema mostra que H, é a versao espectral de Hy (vide

o comentario que antecede a Definigdo 2.5.5), caracterizando-o em termos dos autovetores

de U.

Proposicao 3.3.1. H. = Hy :=span{f € H : f é autovetor de U}.

Demonstracio. Seja f € H um autovetor de U associada ao autovalor A € St. E claro
que U™ f = \"f, ¥n € Z. Como {\" :n € Z} é compacto em S!, segue que {U"f :ncZ} é
m
compacto e portanto f € H.. Agora, seja g = > x; f;, onde x; € C e f; é autovetor associado
i=1
m
ao autovalor A; com |\;|=1e | fi|| =1 parai=1,...,m. Segue que U"g= Y x;\}" f;, donde
i=1

|U"g|l < TZn: |z AT fil| < Tzn: |z;|, para todo n € Z. Entao {U"g : n € Z} é limitado, fechado
i=1 i=1
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e contido no espago vetorial de dimensao finita span{fi,..., f,}. Dai, m é
compacto, provando que g € H.. Por fim, como H, é fechado, obtemos a inclusdo Hyy C H..

Por outro lado, seja g € H, e ponha A ={U"g:n € Z} e Hy=span(A). Como
U(A) = A, temos que U(Hp) = Hp. Segue que Ulg, é compacto, donde pelo Teorema
Espectral, temos que U|p, é diagonalizavel. Como g € Hy, g estd no fecho do conjunto
gerado pelos autovetores de Ulp,, que sao autovetores de U. Dai, g € Hy, conforme

queriamos provar. O]

Elementos compactos possuem propriedades de recorréncia interessantes. Elas

seguem de um teorema de dindmica topolégica, dado pela proposi¢cao abaixo.

Proposigao 3.3.2. Seja T : X — X uma isometria bijetiva em um espaco métrico compacto
(X,d). Seja a € X tal que X ={T"a:n € Z}. Para qualquer € >0, o conjunto {n € Z :

d(T"a,a) < e} € sindético.

Demonstragio. Mostraremos um resultado mais forte: {n € Z:d(T"a,a) <e} é IP*. Uma

vez provado isto, a proposigao seguird do Teorema 2.1.2. Seja B = FS(ng)ren C Z

um conjunto IP, e ponha N; =nq +---+mn; para [ > 1. Note que A = {TNa:1 €N} ¢é

compacto, e dadoe >0, A C U TNZB(a,5/2) é uma cobertura aberta de A, logo existe uma
leN

subcobertura finita de A, digamos A € TV B(a,/2)U---UTN% B(a,£/2). Dai, tomando
s > Iy, temos Ns > N;, para 1 <i < k. Entdo temos T™*B(a,c/2) NTN:B(a,e/2) #+ @
para algum i. Por outro lado, como 7' ¢ isometria, temos T"B(a,c/2) = B(T"a,c/2). Dai,
B(TNsa,e/2) N B(TNtia,e/2) # @. Tome y € B(T™sa,e/2) N B(T™ia,e/2). Novamente

pelo fato de T' ser isometria, temos
d(TNNig a) = d(TNa, TNia) < d(T™a,y) +d(TNia,y) < %—i— % =e.

Desta forma, Ny — N;, = ns+mns_1+---+ny,41 pertence aos conjuntos {n € Z: d(1T"a,a) <

e} e FS(ng)k>1. Isto conclui a prova. O

Corolario 3.3.1. Seja H um espaco de Hilbert, U : H — H unitdario e x € H um elemento

compacto. Entao o conjunto {n € Z: ||[U"x —z|| < e} € sindético para todo € > 0.

Demonstragio. Ponha X = {Unz :n € Z}. E claro que U(X) = X e portanto a restricio

U: X — X é uma isometria. Pela proposi¢ao anterior, o resultado segue. O
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E ficil notar que, nas condigoes da Proposicao 3.3.2, todo elemento de X é

compacto. Com isto em maos, conseguimos provar a seguinte proposicao.

Proposicao 3.3.3. Seja (X,[x,T,p) uwm sistema que preserva medida com espectro
discreto. Sejam f € Li?(X)\{0} e k €N, onde f assume apenas valores reais. Para todo

e >0, o conjunto

k .
{nEN:/XZI;IOU%Zfdu>/ka+1du—5}

¢ sindético.
Demonstra¢io. Assumimos, sem perda de generalidade, que ||f|| = 1. Entao

[ URF U dn < 1] = 1

para todos k,n > 1. Dado € > 0, pelo Corolario 3.3.1 sabemos que o conjunto A= A, =
{n e N:||URF — f|l < e/k*} é sindético. Deste modo, paran € A e 1 <i <k, temos, pela

desigualdade triangular e pelo fato de Up ser unitario, que

U= Fll < S OB — U0 = S U f — £ < 5 <

j=1 j=1

w\m

Provaremos por indugao em ¢ que para 2 <i: <k e n € A vale que
Eoo k=(—1) (i—1)
U]"d>/ i UP fdp— S

/X]{[()Tfu T U ==

A idéia é utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz repetidas vezes. De fato, note que

J TLUF = [ f TLOF fin= [ (= Ui +U30) TLOF f

ko
=/ UTfZHUJ"fdw ey 1 Uf" i
]:

-1

> [ 7 jl_I1 U3 fdu

2k—1 , ch=l
n n
> [ T uf fdu—EHIIU% Fllo
X5 j=1
2k—1 - e N
> [ PTLUR fdu= I flk
XT g

2kfl i c
> U™ fdy — =
_/ijlj1 P =
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Ademais, para 2 <i <k,

k=(i-1) ' i k—i
[ TU v sdu= [ (1= r+uf ) TT 08
7=1 7=1
ok , i1 k—i

= [ S IO s [ (5= UF ) TR
J= J=
k—i k—i

> [ A ILOR S O = 11| TLUF S
J= J=

k—i
_/Xf ]1:[1 7 fdp 2

Deste modo, assumindo a hipdtese de inducao para 2 <1 < k, e o que provamos acima,

temos

Eo (i-1) 1) hei v
g i inra _5<Z > i+1 in g g
/)(J]:[()UTfu_/)(f 1T vf s == > [ g TL0F o=

0 que prova a afirmacao.
k—(i-1)
Para i =k, temos [] UZ'f = f, e a afirmagao que foi provada via indugao
j=1
para ¢ = k nos da

k
in k e(k—1) k1, k1,
/le:IoU% fdﬂ>/Xf 'fdM—T—/Xf du 5+5/k:>/Xf Hdy—e,

para todo n € A. Isto conclui a prova da proposicao. O

Enunciamos agora, sem prova, trés resultados que nos permitirao concluir o
Teorema 3.3.1. Embora as provas nao sejam dificeis, preferimos omitir para nao alongar o
texto. Os dois primeiros resultados sao técnicos, enquanto o terceiro é essencial e representa
uma manifestagdo de uma dicotomia muito presente em Teoria Ergodica de Ramsey, entre
estruturas regulares e estruturas aleatérias. Aqui, a estrutura regular é representada por

elementos compactos e a aleatéria por elementos fracamente misturadores.

Lema 3.3.1 (Truque de van der Corput). Seja (zy,), uma sequéncia limitada em um

espaco de Hilbert H tal que

DD
limsup— > — > (xyyp,2n) =0.

Entao
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Abaixo, apresentamos uma caracterizacao para H,.

Proposicao 3.3.4. O espaco Hyy, € igual a

me:{xGH hm—Z| xy|—0‘v’y€H}

Teorema 3.3.2 (Koopman, von Neumann). H = H, @t Hym.

Seja H = Li(X). Com base neste tiltimo teorema, dado f € L7 (X) C Li(X),

podemos escrever f = f.+ fum com f. € H. e fym € Hym. Por linearidade,

i,j,k€{c,wm}

A préoxima proposigao diz que, a fim de provar o Teorema 3.3.1, podemos supor f = f.

Proposigao 3.3.5. Se pelo menos um dos f,g,h € Li(X) ¢ fracamente misturador, entdo

lim — /f Ulg-UZ"hdp = 0.

Demonstracdo. Assumiremos, sem perda de generalidade, duas hipoteses. A primeira é que
1 é ergddica. Se este nao for o caso, basta aplicarmos o resultado para cada componente
ergodica de pu. A segunda é que podemos assumir g ou h fracamente misturador. De fato,

como T preserva a medida, se f é fracamente misturador, entao

[ Uk UFhdu= [ h-Uz"g-UZ*" fdy

e dai basta provar a proposicao para Uy ! Assumindo estas duas hipéteses, provaremos
que

em Li(X ). Uma vez provado isto, seguird que

: 1 N n 2n
ngnooNZ/ f-Ufg-UF"hdp = <f,ngnooN;UTg-UTh = (f,0) =0,

o que estabelece a proposigao.
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Para provar (3.1), usaremos o truque de Van der Corput (Lema 3.3.1) e a

caracterizacio de Hyy, (Proposicio 3.3.4). Seja f,, = UgU#"h. Temos
(Fotmsfa) = [ UFF"gUE2"h - UpgUR h dp
— /X URgUR+2™ . gURR dy
_ /X GU g - U2 hURhdy
- /X qURg - UR(hUZ"h) dy

= (gU#'g, UF(hUF™h) ).

Pela bilinearidade e continuidade do produto interno,

1 ¥ T
Ym = lim Nng (fotm, fu) = Jim_ Nn; (gUf'g, UR(hUZ™h) )

<9UT g, im_— Z U (hU. 2mh)> = <9U%%7/X hU%mhdu>

= [ WU hdp- (UFg.1) = [ gURgdp- [ WUR hdp = (UFg.9)- (hUF"h)
Consideramos dois casos. Primeiro, assuma que g é fracamente misturador. Pela desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, |(h,UZ™h)| < ||h||- |UZ™h| = ||h||* para todo m, e dai

. I
lim ‘Z?Jm‘ﬁ lim *Z Y| = lgnooﬂglw%,m (h,U3"™h)|

M—oo
< ||h||2 lim - Z (UT'9,9)| =0,

pela Proposicao 3.3.4.

No segundo caso, assuma h fracamente misturador. Por Cauchy-Schwarz, temos

U9, ) < NUFgl - llgll = llgll* e dai

1 M 1 M 1 M

lim |— < lim — — lim — m

M@M‘M; ym‘_Mgnoo Z Y| MgnooMn;KUTg,w (n,UF"h)|
) ) 1 2M

< gl Jim_ Z!h Bl <2l Jim v O 1 UER] =0

onde na ultima passagem utilizamos novamente a Proposicao 3.3.4.

Zym

Assim, llm 0 e portanto, pelo truque de van der Corput, obte-

i

mos que

1 Y
hm ZUT h:]\}gnooﬁgfn:(),

o que conclui a prova. O



43

Demonstragio do Teorema 3.3.1. Seja [ € LZO(X) com f>0e [yfdu>0. Escreva
f=fe+ fum, com f.€ H. e fum € Hym. Pela Proposicao 3.3.5,

R T
lmint 7 32 [ FURSUR fdp=linin 57 [ o Upfe UR S

Como f. é a projecao ortogonal de f em Hrp e esta projecao é positiva (pois é uma
esperanga condicional), segue que f. > 0. Ademais, cada fun¢ao constante é compacta e
dai, pelo Teorema 3.3.2, temos que [y fumdp = 0. Portanto, [y fedp = [y fdp > 0. Em
particular, [y f2du > 0. Escolha € > 0 tal que [y f3du > .

Pela Proposicao 3.3.3, o conjunto

A= {nEN: ‘/XfC-U?fC'U%nfch—/Xfcgdﬂ

-}

Z/ FURFUR fap > S [ fURsUR

1<n<N
neA

le (/fcdu o) =AML <) >0

e entao o limsup das expressdes acima sao positivos, pois A é sindético. Isto conclui a

é sindético. Logo,

prova do teorema. O
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4 TEOREMA DE HINDMAN

Seguindo os principios da Teoria de Ramsey, consideramos outro tipo de
estrutura: as somas finitas de uma sequéncia, ou conjuntos IP. Estes conjuntos foram
vistos no Capitulo 2 (veja a Defini¢ao 2.1.1), quando estudamos propriedades de recorréncia.
Em (HINDMAN, 1974), Hindman mostrou que em qualquer parti¢ao finita dos niimeros
naturais pelo menos um dos membros da particao contém um conjunto IP. O intuito deste
capitulo é provar este teorema, utilizando a técnica de ultrafiltros. Mais especificamente,
provaremos o Teorema de Hindman utilizando um Teorema de Ellis sobre a existéncia de
elementos idempotentes, aplicado & compactificacdo de Stone-Cech.

No que segue, faremos uma introducao sobre ultrafiltros e p—limites, mostrando
uma dualidade entre estes conceitos. Apds, provaremos o Teorema de Ellis, e por fim, o

Teorema de Hindman.

4.1 Ultrafiltros

Filtros e ultrafiltros sao formas de introduzir noc¢oes de grandeza em uma
familia de subconjuntos de N (ou, mais geralmente, de qualquer conjunto). Introduzimos
tal nocao a partir de exemplos de sequéncias.

Dada (zy,)n>1 uma sequéncia de nimeros reais, sabemos que ela converge para
a € R se para todo ¢ > 0 existe N € N tal que z,, € (a —¢,a+¢) para todo n > N. Em
outras palavras, a menos de uma quantidade finita de indices n, todo x,, esta proxima de
a. Assim, dizer que (x,), converge para a significa que a é o valor que mais agrada, a
menos de qualquer erro € > 0, a grande maioria (exceto uma quantidade finita) dos termos
da sequéncia.

Por outro lado, a sequéncia 0,1,0,1,0,1,... nao possui limite. Na verdade, ela
possui dois “limites”, 0 e 1, pois cada um destes valores agrada metade dos termos da
sequeéncia.

Podemos entao definir uma nocao de “grandeza” associada a existéncia de
limites, que consiste em checar quando um valor agrada todos os termos da sequéncia com
a excecao de uma quantidade finita. Para isso, listamos abaixo propriedades usuais de
limites, a fim de formalizar a ideia de grandeza.

Sejam (z,), (yn) sequéncias de nimeros reais e A € R. A operagao de limite
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satisfaz as seguintes propriedades:

L.1. Compatibilidade aritmética:
lim(zp +yn) = limzy, +limy, e lim(zpy,) = (lima,)(limyy,).

L.2. lim(Azy,) = Alimz,,.

L.3. Limite é unitario: lim1 = 1.

L.4. inf{z)}pen <limz, <sup{zp}nen.

L.5. Nao-principalidade (a minoria nao altera o resultado do limite): se x, # y, para
finitos valores de n, entao limx, = limy,,.

L.6. Invariancia pelo shift: nlgrgo Tpgm = nlgg@ T

Outra forma de ver as propriedades acima é a seguinte: considere o conjunto
E ={(xp)n : limz, existe} munido da estrutura de espago vetorial (soma e multiplicagdo
por escalar) e da norma do supremo, que torna £ um espago de Banach. Defina o operador
linear lim : £ — R que consiste em calcular o limite da sequéncia. As propriedades acima
nos permitem inferir que lim é um funcional linear unitario que satisfaz L.4, L.5 e L.6. A
propriedade L.4 nos d4 uma cota grosseira para o valor do limite, L.5 nos diz que o valor
do limite depende apenas da “maioria” dos elementos da sequéncia e L.6 nos diz que este
valor é invariante por shifts.

A partir de agora, definiremos novos operadores abdicando da propriedade
L.5 e L.6. Seja entdao RY = loo(N) = {(2,)nen C R : (z,,) é limitada}. Denotaremos por
p—lim : RY — R qualquer funcional linear continuo satisfazendo L.1-L.4. Chamamos este
funcional de um p—Ulimite. Quando este funcional satisfaz L.5, dizemos que o p—limite é
nao-principal. A motivagao por tras deste enfraquecimento é para que sequéncias como
0,1,0,1,... possam possuir limite. De fato, a exemplo desta sequéncia, duas cépias de N,
a saber, 2N e 2N+ 1, sdo conjuntos grandes, a menos de homotetia. Os p—limites também

levam o nome de limites de Banach.

Ezemplo. Dada (z,,), € RY, considere

f((xn)n) _ limsup ’1’1| +-e 4 ‘xn|’

n—00 n

que define uma seminorma. O limite usual de sequéncias é dominado por esta seminorma.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, conseguimos estender o limite para RON, que continua
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dominado pela seminorma. Esta extensdo é um exemplo de p—limite.

Com esta nova nocao de limite, conseguimos introduzir uma noc¢ao de grandeza
em N, que de fato caracteriza totalmente o p—limite. Primeiro, definiremos esta noc¢ao
e, posteriormente, mostraremos como caracterizar o p—limite a partir dela. Dado A C N,
relembre que 1 4 denota a funcao caracteristica de A, que é uma sequéncia definida por

14(n)=1sene Ael caso contrario. Seja
p={ACN:p—lim(ly) =1}

Entao p coleciona todos os A C N com uma quantidade de elementos suficientes a ponto

de p—lim(1 4) ser igual a 1. A seguir, listamos as propriedades que p satisfaz.
F.1 o¢p.
De fato, 1g(n) =0 para todo n € N e dai L.2 implica que

F.2 Aepe BDO A= Benp.
A intuicdo deste item é: se A é grande entdao todo B D A também é grande.
Para provar este item, note que Igp =14+ ]lB\A- Por L.4, temos que p—lim1pg <

sup{1p(n)} = 1. Por outro lado, L.1 implica que
p—limlp=p—limls+p—limlgg=1+p—limlp 4 >1,

donde p—limlp =1.
F.3 A Bep= ANBep.
Para ver essa propriedade, usaremos que 14,5+ 1ang =14+ 15. Por F.2, temos

AUB € p. Dali, passando o p—limite, concluimos que
l+p—Ilimlgnp=2 = p—limlgnp=1.

F.4: Se AC N entao A € p ou A€ € p, excludentemente.

Ora, como Tg+14c=1e14-14c=0, segue de L.1 que
p—limlg+p—limlge=1 e (p—limly)(p—lim14c) =0,

0 que obviamente implica que (a,b) = (0,1) ou (1,0). Note que apenas um dentre os

conjuntos A, A€ pertence a p.
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F.4 SeN=A,U---UA,, entdo A; € p para exatamente um indice 1 <7 <r.
Provaremos esta propriedade mostrando que ela equivale a F.4. E claro que F.4’
implica F.4. Para a outra implicagdo, assuma por contradi¢ao que Aj,..., A, ¢ p.
Entao Af,...,AS € p, e dai F.3 implica que a interse¢do @ = A{N---NAS € p, o que
contraria F.1. Por fim, note que se A;, A; € p para i # j, entao @ = A; N A; € p por
F.3, novamente uma contradicao.

F.4” Se Acpe A=BUC entdao Bepou C € p.

Assim como em F.4, nao podemos ter ambos B,C € p. Para ver esta propriedade,

basta notar que 14 =1p+1¢c e 1g-1c =0 e repetir os passos da prova de F.4.
F.5 Nao-principalidade: A € p e B C N finito = A\ B € p.

Neste contexto, 14(n) # 14 p(n) apenas no conjunto finito de indices n € B, e

portanto L.5 implica que p—lim1 5\ p =p—liml4 =1.

Definigao 4.1.1 (Filtro e ultrafiltro). Dizemos que p C Z(N) é um filtro se satisfizer
as propriedades F.1, F.2, F.3. Se adicionalmente p satisfizer F.4, dizemos que p € um

ultrafiltro. Um wltrafiltro que satisfaz F.5 é chamado ultrafiltro nao-principal.

E importante observar que a nocio de ultrafiltro nos d4 uma nocéo de grandeza
de conjuntos, por meio das propriedades F.1-F.3. Ja a propriedade F.4 é uma propriedade
maximal: em uma particao de N, exatamente um dos conjuntos esta em p. Dito isto, é

natural considerar a seguinte definicao.

Definigao 4.1.2 (Conjunto p—grande). Seja p C P(N) um ultrafiltro. Dizemos que
A CN € p—grande quando A € p. Seja & uma propriedade e (Ap)p>1 uma sequéncia
de subconjuntos de N. Dizemos que & wvale para p—quase todo n € N quando {n € N :

A, possui P} € p.

Ezemplos.

1. Um p—limite nao principal define um ultrafiltro ndo-principal. A reciproca é verda-
deira: um ultrafiltro nao-principal induz uma nogao de p—limite. Veremos isto mais
adiante, onde construimos explicitamente a nocao de limite.

2. Para cada n € N, a familia p, ={A C N:n € A} é um ultrafiltro. A prova é simples,
e deixamos a cargo do leitor.

Lembre-se de que um ultrafiltro é nao-principal quando ele satisfizer F.5. O

ultrafiltro p, do ultimo exemplo é principal, ou seja, nao satisfaz F.5. De fato, para todo
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A € py, temos que A\{n} ¢ p,. A nomenclatura vem do conceito de ideais principais em
anéis, que sao aqueles gerados por um tnico elemento. A proxima proposicao mostra que

nao existem ultrafiltros principais além de p,,, n > 1.
Proposicao 4.1.1. Um ultrafiltro p € principal se e somente se p = p, para algum n € N.

Demonstracio. Basta provar a ida. Como p é principal, existem A € p e B C N finito tais
que A\B=ANDB"¢ p. Logo, (ANB°)¢=A°UB € ppor F.4, donde ANB=AN(A°UB) €p
por F.3 e entao B € p por F.2. Noutras palavras, encontramos B finito que esta em p.
Por F.47, existe n € B tal que {n} € p. Agora, fica facil concluir que p = p,,. Por um
lado, F.2 implica que p,, C p. Por outro lado, se p  p,, entdo existe A € p tal que n ¢ A,
isto é, n € A% por F.2, A° € p e assim A, A € p, o que contradiz F.4. A proposicao esta

provada. O

4.2 Construcao de p—lim a partir de ultrafiltro

Finalizamos esta secao mostrando como definir uma nocao de limite a partir
de um ultrafiltro. Recordemos da definicao classica de limite para sequéncias de nimeros
reais: dada (xy,), C R, escrevemos limz, = = quando, para todo aberto U contendo z,
existe N € N tal que x,, € U para todo n > N, ou seja, {neN:x, €U} D{N,N+1,...}.
Este tltimo conjunto é “grande” por ser o complementar de um conjunto finito. Nossa
ideia é trocar {N,N +1,...} pelos conjuntos de um ultrafiltro p. Seja entdao p C Z(N) um
ultrafiltro. Pela Proposi¢ao 4.1.1, p ndo contém nenhum subconjunto finito quando for

nao-principal.

Definigao 4.2.1 (p—limite definido por ultrafiltro). Sejam p C N um ultrafiltro e (X,d)
um espago métrico. Uma sequéncia (), C X € dita p—convergente a x € X se, para todo

aberto U que contém x, tem-se {n € N:x,, € U} € p. Neste caso, escrevemos p—limx,, = x.

Note que a definicao esta bem posta. Para ver isso, assuma que p—lim =z
e p—lim =y para z,y € X distintos. Como X é Hausdorff, existem U,V C X abertos
disjuntos tais que x € U e y € V. Mas entdo, como A, ={ne€N:z, U} epe Ay={ne
N:z, € V} €p, segue que A, N A, € p e portanto é ndo-vazio, uma contradicao.

Nos restringimos ao caso X = RON , com métrica induzida pela norma do maximo.
Mais uma vez, seja p C N ultrafiltro. O objetivo é mostrar que para todo (xy), € RY,

p—limz,, existe.
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Proposicio 4.2.1. Seja p C N ultrafiltro e (x,,), € RY. Entdo p—limz,, existe.

Demonstracdo. Se p = p,, € principal, entdo p —limz, = x,,. Assuma portanto que p é
nao-principal. Dada (z,,) € RY, existe um intervalo limitado Iy = [ag, bo] tal que x, € I
para todo n € N. Considere I{ = [ag, (ag+bo)/2] e I? = ((ap+bo)/2,bo]. Entdo Iy = I{ UIZ,

onde |I{| = 3|Io|, i = 1,2. Sejam
Al={neN:z, e}, AA={neN:x,cl}}.

Temos A} W A% =N, e portanto exatamente um destes conjuntos estd em p. Sejam
Aj € p este conjunto ) € {I{,I?} o intervalo correspondente. Agora dividimos I; em
dois intervalos de mesmo comprimento, e encontramos um destes intervalos I5 tal que
Ag:={neN:uz, € Iy} € p. Procedendo por indugao, definimos intervalos Ip D I} D ---
tais que |[;| = %|]0| e Ai={neN:z, € ;} €p.

Pelo Teorema dos Intervalos encaixados, ﬁ I, = {z} para algum z € R. Afir-

mamos que p—limx, =x. De fato, dado U aberto contendo x, para ¢ grande temos I; C U

e portanto A; C{ne€N:z, € U}. Como A; € p, seguede F.2que {neN:z, €U} ep. O

Por fim, mostramos que p —lim definido acima é um p—limite no sentido das

propriedades L.1-L.4.

Proposicao 4.2.2. Seja p um ultrafiltro e p—lim : ]RON — R como na Proposi¢io 4.2.1.

Entao p—lim satisfaz as propriedades L.1-L.J.

Demonstragcao. Checamos cada propriedade separadamente.

L.1. Sejam (x,), () € RY e escreva a = p—limx,, e b=p—limy,. Fixe ¢ > 0. Por definicao,
cada um dos conjuntos A={neN: |z, —a| <e/2} e B={neN:|y,—b| <e/2} esta
em p e portanto ANB € p. Como n € ANB = |(xy+yn) — (a+0b)| < ¢, segue de F.2
que {n € N: |[(zy, +yn)— (a+b)| <e} €p. Como € >0 é arbitrario, concluimos que
p—lim(zy, +yn) =a+0.

Para ver a compatibilidade com o produto, tome C' > 0 tal que |z,,| < C para
todo n. Separamos a verificagdo em dois casos: b=0 e b= 0. No primeiro caso, temos da
defini¢do que para todo € > 0 vale que {n € N: |y,| <e/C} € p. Para n neste conjunto,
|Znyn| < Clyn| < € e portanto p —lim(z,y,) = 0. Assuma agora que b # 0. Os conjuntos

D={neN:|y,—b<e/2C} ¢e E={neN: |z, —a| <e/2b} estdo em p, e portanto
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DNE e€p. Parane DNE, temos

5 £
| Tnyn — ab] <|znl|-|yn —b| +10] - |2n —a| < C%jtb?b =c.

e portanto, novamente por F.2, {n € N: |z, y, —ab| < e} € p.
L.2. Claramente p—lim A = A. Por L.1, segue que p—lim(Ax,) = \-p—limx,.
L.3. Claro.

L.4. Sejam ¢ = inf{z, : n € N} e C' =sup{x, : n € N}. Se ¢ =C, ndo ha nada a fazer.
Suponha ¢ < C'. Repetindo a demonstragao da proposi¢ao 4.2.1 com Iy = [¢,C], segue que

p—limx, € [¢,C]. O

E facil ver que p—lim satisfaz L.5 se e somente se p é ndo-principal. Assim,
obtemos uma dualidade entre ultrafiltros e p—limites, que se restringe a uma dualidade

entre ultrafiltros ndo-principais e p—limites satisfazendo L.5.

Ezxemplo. Considere o p—limite de Rgl obtido ao estender o limite usual de sequéncias

para R} com respeito & seminorma f((z,),) = limsup <|$1!++’1’n‘ , e sejap o
n

n
ultrafiltro associado a este p—limite. Pela dualidade, este ultrafiltro induz a nog¢ao usual

de convergéncia de sequéncias.

4.3 Compactificacao de stone-cech

Definigéo 4.3.1 (Compactificacdo de Stone-Cech). A compactificacio de Stone-Cech de
N, denotada por SN, € o conjunto dos ultrafiltros p C Z(N):

BN ={p C Z(N):p € ultrafiltro}.

E facil ver que SN contém naturalmente N. Para cada n € N, seja p, = {AC
N:n € A} o ultrafiltro principal. A inclusao i : N — SN dada por i(n) = p,, é claramente
injetiva. Note que para todo (x3); € RY), vale que p,, —lim(zy) = . Isto diz que p, —lim
associado depende apenas do termo z,, da sequéncia.

Para nossos fins, dotamos SN de uma estrutura algébrica e topoldgica. Come-

camos definindo soma em SN. Dados p,q € SN, defina

p+q={ACN:{n:A—nep}eq},
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isto é, A € p+¢q se e somente se o conjunto dos n € N tais que as translagoes A —n estao

em p estd em ¢. Em particular,

Pntpm={ACN:{keN:A—kep,}epn}={ACN:A—ne€p,}

={ACN:n+me A} =ppim.

Deste modo, (SN,+) é uma extensao de (N,+). Por outro lado, (SN,+) é altamente
nao-comutativo. Este fendmeno pode ser observado pelo modo como os p—limites se

comportam por composicao.

Proposicio 4.3.1. Sejam p,q € AN e (z,)n € RY. Entdo
(Q+p) - hTIan:n =pP— hnlzn <q — li%an_m) .

Como p—limite em geral nao é invariante pelo shift, em geral temos que

p+q#q+p.

Demonstra¢io. Chame T = (p+q) —limz, e seja U vizinhanca de . Entao Ay = {n €

N:z, € U} € p+q. Pela definicdo de soma de ultrafiltros, o conjunto
By={teN:Ay—teq}={teN:{neN:x,eU}—-tecq}={teN:{neN:x,; €U} €q}

estd em p. Queremos mostrar que T =p— linr%n(q — li}n Ziim)- Escrevendo y,, = q— lilm Tlm,
é suficiente provar que {m € N:y,, € U} € p. Afirmamos que {m eN:y,,, €U} D By o
que, por F.2, implicara no desejado.

Tome m € By. Temos que {{ € N:z;,,, € U} € q. Por contradicao, assuma que
ym ¢ U. Entao existe uma vizinhanga V' 3 y,,, tal que VNU = &. Pela defini¢ao de p—limite,
temos {{ € N: 2y, €V} €Eq Masentao d={leN:x;,,, e VINn{leN:x;, €U} €q,

o que contradiz F.1. Assim, y,, € U, como requerido. O

4.4 Elementos idempotentes e o teorema de hindman

Dada a estrutura da soma em (N, existem ultrafiltros especiais, que podem
fornecer informagoes combinatérias interessantes. Um exemplo particular notavel, que

estudaremos agora, consiste nos elementos idempotentes.

Definigao 4.4.1 (Elemento idempotente). Dizemos que p € SN € idempotente se p+p=p.
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Se p € BN é idempotente, entao
p—lim 2, =p—li7gn(p—li{n Ti4m),

isto é, o p—limite de (z,) pode ser obtido tomando o p—limite dos p—limites das transla-
dadas da sequéncia. Do ponto de vista de conjuntos, temos que para todo A € p vale que
{n eN:A—n € p}€p, ou seja, para um conjunto p—grande de naturais n o transladado
A —n é p—grande, o que indica propriedades de recorréncia interessantes. De fato, é a
existéncia de elementos idempotentes que fornecera a prova do Teorema de Hindman que
apresentaremos adiante.

E claro que se p é idempotente, entdo p é nao-principal. Caso contrério, terfamos
P =P =D+P=Pn+Pn = Pon, implicando que n = 0.

Nao é claro que SN possui elementos idempotentes. Mostraremos inicialmente
este fato, em grande generalidade, no contexto de semigrupos. Um semigrupo é um par
(G,%), onde G é um conjunto e * é uma operagao associativa sobre G. Fixado a € G,
denotamos por L, : G — G a “multiplicacdo a esquerda” L,(g) = a*g. Dada uma topologia
em G, dizemos que (G,*) é um semigrupo topoldgico a esquerda quando L, é continuo
com respeito a esta topologia para todo a € GG. O teorema abaixo, provado por Ellis em

(ELLIS, 1958), garante a existéncia de elementos idempotentes.

Teorema 4.4.1 (Ellis). Se (G,*) é um semigrupo topoldgico d esquerda, compacto e

Hausdorff, entao G possui um elemento idempotente.

Iremos postergar a prova deste teorema para a parte final da secao, e antes
iremos mostrar que SN satisfaz as condig¢oes por ele elencadas, introduzindo uma topologia
que torna SN um semigrupo topolégico a esquerda, compacto e Hausdorff. Dado A C N,

seja Al'={pec fN: A€ p}. Seja 7= {A: ACN}.
Proposicao 4.4.1. A familia T € uma base de topologia para SN.

Demonstracio. E claro que U AL = BN. Observe que, dados A,BC Nepe N, A,Be
ACN

p< ANB € p. De fato, por F.3 temos A,B € p= AN B € p. Por outro lado, por F.2,
ANBepe A, BDANB = A,B € p. Desta forma,

AlNBE={pepN:Aepin{pefN:Bep}
={pepPN: A, Bep}={peN: ANBcp}=(AnB)",

0 que prova que T é realmente uma base. O
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Seja 71 a topologia gerada por 7. A partir de agora, sempre que nos referenciar-
mos a SN como um espago topoldgico, serd em relacao a esta topologia. Pela propriedade

F.4, temos

(AF)={pepN: A¢p}={peAN: A€ p} = (A",

e portanto todo AL é aberto e fechado. Além do mais, segue das propriedades de base que

todo fechado de BN pode ser escrito da forma [ (A;).

Com esta topologia, SN é claramentée}{ausdorff: dados p # q € SN, existe A € p
tal que A ¢ q e dai A, (A°)F sdo abertos disjuntos de SN com p € AF e q € (A%)F.

Nosso préximo objetivo serd mostrar que SN é compacto. Para isto, faremos
uso do teorema abaixo, cuja prova pode ser encontrada em (MUNKRES, 2014, p. 169).

Antes, relembramos um conceito usual visto em cursos de topologia.

Definicdo 4.4.2 (Propriedade de intersecao finita). Seja X wum conjunto ndo-vazio e
A uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que </ tem a propriedade de intersecao
finita (PIF) se para qualquer familia finita Ay,..., A, € & a intersegio AjN---NA, for

nao-vazia.

Teorema 4.4.2. Um espacgo topologico X € compacto se e somente se para toda colegcdo

F de fechados com PIF vale que (| F # .

Fes

Proposicao 4.4.2. N é compacto.

Demonstrag¢io. Vamos verificar a condigao do Teorema 4.4.2. Seja .% uma familia de
fechados com PIF. Comecamos mostrando que podemos assumir que cada elemento de

F & da forma A”. Para isso, escreva . = {F)\} ea com F) = N (A)W)L. Isto define
RISI Y
naturalmente uma nova familia de fechados .F = {(4, ,)* : A € A e vy €T\ }. Afirmamos

que % possui PIF e que ﬂ F= ﬂ F. A segunda afirmacao é claramente verda-
Fe7 FeZ
deira pela associatividade da intersecao, entao focamos na primeira afirmagdo. Sejam

(AM,7)s- - (An, 1) elementos com A; € A e y; €Ty, Como (Ay,,,)F D Fy, e F possui
PIF, segue que
(Ax )" NN (A, ) D Ry NNy, # 2,
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provando que F possui PIF. Desta forma, se a condi¢cao do Teorema 4.4.2 é verdadeira

para Z. , entao ﬂ = ﬂ F #+ &, e vale a condi¢ao do Teorema 4.4.2 para .%. Assim,
Fez FeZ
podemos assumir que & = {A}: A€ A}

Resta agora mostrar que se .# = {A%: A € A} possui PIF, entdo () A+ o

AEA
Nossa ideia para mostrar isto sera construir um ultrafiltro p € SN que contém Ay, VA € A.

Isso implica que p € Af para todo A€ A edai p € ﬂ Af.

AEA
Comecamos observando que para qualquer familia finita A, vale que

L
N A% = (ﬂAX) :
NeN N

Procedemos por indugao na quantidade de elementos de A’. Para |A’| = 1, ndo
h4 dada a ser provado. Suponha entdo que vale a igualdade para |A| =m > 1, e tome

N ={1,...,m,m+1}. Pelo argumento da prova da proposigao 4.4.1,

L
ﬂ Ag:/ — ( ﬂ A§/> ﬂA,Iﬁ+1 - ( ﬂ A)\’) ﬂA{JnJrl

MNe{l,...mm+1} MNe{l,...,m} MNe{l,...m}

L L
:(( N AX)MWH) :( N AA,)
Ne{l,...m} Nefl,..,m+1}

e isto encerra a prova da igualdade.
Definindo a familia de conjuntos %y = {Ay: A € A} C Z(N), a igualdade acima

nos permite concluir que %, possui PIF. Para construir p, defina
&={9C Z(N):¥9DF e possui PIF}

com a ordem parcial de inclusdo. Note que & # @ pois %y € &. Afirmamos que &
é indutivo, isto é, qualquer subconjunto &/ C & totalmente ordenado possui uma cota
superior em &. Seja entdao .« C & totalmente ordenado, e defina .# = ZUM,,% . Afirmamos
que 4 ¢ a cota superior requerida. E claro que .# O .Z para qualqeuer £ € 4, logo
basta mostrar que .#Z € &. Dado £ € &7, temos A4 O ¥ DO Fy. Ademais, .# possui PIF:
dados Ay,..., A, € A, existem ZL,...,. %, € of tais que A; € % para 1 <i<n; como o é
totalmente ordenado, podemos supor que &) C % C --- C %, e portanto Aq,..., A, € £,
o que garante pela PIF gozada por %, que A1N---NA, # 2.

Aplicando o Lema de Zorn, & possui um elemento maximal, que denotamos

por p. Afirmamos que p é um ultrafiltro.
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F.1. @ ¢ p, pois p D Fy# 2.

F.2. Sejam A€ pe BD A. A familia pU{B} também estd em &. Pela maximalidade de
p, segue que B € p.

F.3. Sejam A, B € p. A familia pU{AN B} também estd em &. Novamente pela maxi-
malidade de p, segue que ANB € p.

F.4. Seja A C N. Por contradi¢do, assuma que A, A ¢ p. Existem Aj, Ay € p tais que
AINA=g, AN A°= @. Para ver que podemos fazer esta escolha, caso nao fosse
possivel, entdo BN A # & para todo B € p e dai pU{A} € &; pela maximalidade
de p, teriamos que A € p, contradi¢ao. Desta forma, podemos escolher Ay, As como
acima. Observe que AjNA =g = A; C A°. Analogamente, Ay C A. Segue que
A1N Ay =, o que contradiz F.1 e F.3.

Assim, p é um ultrafiltro, o que conclui a prova da proposicao. O
Proposicao 4.4.3. SN é um semigrupo topologico da esquerda.

Demonstra¢io. Queremos mostrar que, dado p € SN, a funcao L, : SN — SN dada por
L,(q) =p+q ¢é continua. Para tal, fixe gy € SN e Al S L,(qo) aberto basico; devemos

mostrar que existe um aberto bésico BY 3 ¢g tal que Lp(BL ) C AL, Por definicdo,
p+qe Al —= Aep+qe—=B:={neN:A—nepleq< qec B~

Pronto: basta tomar B acima, observando que como por hipétese A € p+ gy, entao

B € qo. L]

Desta forma, concluimos a prova de que SN é um semigrupo topoldgico a es-
querda, compacto e Hausdorff. Pelo Teorema de Ellis, SN possui um elemento idempotente.

Abaixo, fornecemos uma prova do Teorema de Ellis.

Demonstragio do Teorema de Ellis. Seja (G,*) semigrupo topologico a esquerda, com-
pacto e Hausdorff. Dados A, B C G, escreva Ax B ={axb:a € Abe B}. Construimos

um subsemigrupo minimal de GG. Para tal, considere a familia
4 ={ACG:A écompacto ndo-vazio e Ax A C A}

ordenada pela inclusdo. Afirmamos que ¢ é indutivo. Como G € ¢, temos ¥ # @. Agora,

seja .# C ¥ totalmente ordenado, e seja Ay = ﬂ A. Note que Ay é compacto nao-vazio.

AeF
De fato, por ser totalmente ordenado, .%# possui PIF, e dai pelo Teorema 4.4.2 segue
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que Ap # @. Adicionalmente, como G é Hausdorff, Ay é compacto. Por fim, note que
se r,y € Ag entao z,y € A, VA€ ¥ — zxxye€c A VAe.F — xxyc Ay. Assim,
Apgx Ay C Ag. Pelo Lema de Zorn, ¢ possui um elemento minimal L C G. Afirmamos
que todo elemento de L é idempotente. Comegamos checando que zx L = L para todo
x € L. Para provar isso, utilizamos a minimalidade de L, notando trés fatos. Primeiro,
pela escolha de L, temos x* L C L. Segundo, como L é compacto, temos que L;(L) =z L

¢ compacto pela continuidade a esquerda. Terceiro,
(xxL)*(xxL) C (xxL)x L=x%(L*L) C xx*L.

Pela minimalidade de L, segue que xx L = L.
Como L é compacto e cada L, : G — G é continua, a restrigdo L;|r, é continua
donde L,|r é prépria. Como G é Hausdorff, {z} é compacto. Estas duas afirmagdes nos

dao que, para x € L, o conjunto
Ky=(Le|p) ' ({z)) ={ye L:zxy=a} C L
é um compacto nao-vazio, visto que z* L = L. Ademais,
Y,z € Ky = xx(y*xz)=(r*xy)xz=x%2=u1,

provando que K, x K, C K,. Pela minimalidade de L, obtemos que K, = L. Desta forma,

x € L implica que = € K, e portanto x*x = x, como afirmado. O
Finalizamos este capitulo provando o Teorema de Hindman.
Teorema 4.4.3 (Hindman). Se N= A;U---UA, entao algum A; contém um conjunto IP.

Demonstracio. Tome p € SN idempotente. Por F.4, A; € p para exatamente um indice 1.
Mostraremos que By := A; contém um conjunto IP. Para isto, construiremos por indugao
conjuntos By D B; D --- em p e uma sequéncia crescente kg < k; < --- com k, € B,, tais
que) _ k; € By para todo E C {0,...,n} e

1)

Buvi— (Bo—ij> e

EcA{0,...,n} JEE

para todo n € N (aqui, convencionamos Y k; = 0).
1EQD
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O caso inicial é simples. Ora, como By € p=p+p, entdao Bj ={neN: A—n¢€
p} € p. Por F.3, ByNn By € p. Tome kg € ByN B, o que diz que By — ko € p. Ponha
By = BoN(By— ko) € p.

Pelo mesmo argumento acima, B1 N B} € p e dai existe k; € B1N B} com k; > ko
e Bg— k1 € p. Entao ky € By C By— ko= ko+ k1 € By.

Por indugao, suponha construidos By,...,B, € p e ki € B; com kg < --- <

kp—o < kn—1 tais que Y k; € By para todo E C {0,...,n} e
i€l

Bipi= () (BO_ij> €p
Ec{0,...i} JjeEE
para todo i =0,...,n—1.
Seja entao ky, € B, NB; € p. Como B, N B} ¢é infinito, podemos escolher
ky > kn—1. Entao k, € B),. Logo,
ky,, € ﬂ (Bo—Zk‘j>:>k‘n€Bo—Zk‘j, VEC{O,...,n—l}
Ec{0,...,n—1} jEE JjEE

:>k‘n+2k’j EBo,VEC{O,...,n—l}.
JEE

Por outro lado, By, — kp, € p. Assim como acima, concluimos que By — > k; € p para todo
E c{0,...,n}. Logo, por F.3, e
Bpyi= () <BO = kj> €p
EcA0,...,n} JEE
estd bem-definido e isto conclui a prova do passo indutivo.
Assim, construimos, por indugdo, uma sequéncia crescente (k)22 tal que

FS(kp)sly C By = A, conforme queriamos provar. O
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5 A CONJECTURA B+ B+t

Nos anos 70, dois teoremas importantes em combinatéria aditiva foram provados,

conforme vimos nos capitulos 3 e 4.

Teorema 5.0.1 (Hindman, 1974). Seja N = A1 U---J A uma particao finita dos nimeros

naturais. Entdo algum A; contém um conjunto IP.

Teorema 5.0.2 (Szemerédi, 1975). Se d*(A) > 0 entdo A possui progressoes aritméticas

finitas de qualquer tamanho.
Escreva B = {b; <by <---} C N e seja
o*B=Bo---@B={>_b:FCN com |F| =k}
i€l
o conjunto das somas de k elementos distintos de B. Observe que o conjunto IP F'S(by )

pode ser reescrito como

FS(bg)r = U o*B.
=1

Desta forma, podemos reescrever o Teorema de Hindman como abaixo.

Teorema 5.0.3 (Hindman reenunciado). Seja N = AU --- U A uma particio finita
dos nimeros naturais. Entdo existem B C N infinito e i € {1,...,k} tais que A; contém

(o]
U &*B.
=1

Seguindo os Principios de Ramsey vistos no Capitulo 3, é natural conjecturar
o seguinte: se d*(A) > 0, entdao A ou algum de seus transladados contém um conjunto
IP. Frisamos a palavra transladado, pois sem permitirmos esta operacao, entao a resposta
é claramente negativa, bastando tomar 2Z+ 1 como contra-exemplo. Infelizmente (ou
felizmente), a resposta é nao, e o contra-exemplo é fornecido por Ernest G. Straus em
(ERD6S, 1980), segundo Erdés. Entao, ao invés de perguntar para todas as ordens k,
perguntamos: a conjectura é verdadeira para @FB para algum k? Permitindo translagoes,

isto motivou a seguinte conjectura.

Conjectura (Erdés). Seja A C N com densidade de Banach positiva. Entao existem

B C N infinito e t € N tais que B&® B+t C A.
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E exatamente a prova desta conjectura, tal como no artigo (KRA et al., 2024Db),

que apresentaremos neste capitulo.

Teorema 5.0.4 (B. Kra, J. Moreira, K. Richter, D. Robertson). Se A C N possui densidade

de Banach superior positiva, entao existem B C N infinito et € N tais que B® B+t C A.

5.1 Progressoes de erdos

O principal conceito relacionado a prova do Teorema 5.0.4 é o de progressao de
FErdds. A existéncia de tais sequéncias garante que o conjunto dos pontos que visitam uma

determinada regiao do espaco contém conjuntos da forma B & B.

Definicao 5.1.1 (Progressao de Erdés). Dados X um espago métrico compacto e T: X — X
um homeomorfismo, um ponto (xq,x1,72) € X3 é dito ser uma progressao de Erdds de
trés termos quando existe uma sequéncia crescente ny < mno <nsg < --- de inteiros tal que

(T'x T)"(xg,21) = (x1,72) quando i — 0.

O teorema abaixo mostra como progressoes de Erdos induzem uma estrutura

em conjuntos de tempos de retorno.

Teorema 5.1.1. Sejam X um espaco métrico compacto e T : X — X um homeomorfismo,
e sejam E,F C X abertos. Se existe uma progressio de Erdds (zo,z1,22) € X3 com
r1 € E e 9 € F, entdo existe um conjunto infinito B C {n € N:T"zy € E} tal que
BeBC{neN:T"xye F}.

Demonstragio. Pela definicao de sequéncia de Erdds, existe uma sequéncia crescente

c:N — N para a qual
(T x T)™ (29, 2:1) — (21, 22) quando n — co. (5.1)

Note que E x F é vizinhanca de (z1,x3). Em particular, como 7<) () — 21, podemos
supor, sem perda de generalidade, que ¢(N) C {n € N: T"z( € E}.

Construimos B C ¢(N) indutivamente. Por (5.1), T (z1) — x5. Como F é
vizinhanca de 3, existe b(1) € ¢(N) tal que T°()(z1) € F. Logo, z1 € T~ (F). Entéo
(ENT-"M(F)) x F é vizinhanca de (z1,22). Mais uma vez por (5.1), existe b(2) > b(1)
tal que (T x T)*@) (29, 21) € T-P(W(F) x F. Entdo T*@zg e TPV F = TP+HR) 50 € F e
z1 € TP W(F)NTPO)(F).
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Suponha definidos b(1) < b(2) < --- <b(n) C ¢(N) com

zoe () TPOPNE) e e () TPOF).

1<i<y<n 1<i<n

Entao ( N T_b(i)(F)> x F' ¢ vizinhanga de (z1,z2). Por (5.1), existe b(n+1) € ¢(N) tal
1<i<n
que

(Tx T D (zg,z) e | () TV(F) | x F
1<i<n
Entao
Tb(m_l)xo c m T—b(Z)F = 10 € ﬂ T—b(n-l—l)—b(i)F
1<i<n 1<i<n

0 que, juntamente com o passo indutivo, nos da que

70 € N 7—0(0)—b(j)
1<i<j<n+1

g e P —= 5 e TP — 5e () TR (5.2)
1<i<n+1

Isto prova o passo indutivo. E claro ver que B = {b(n) : n € N} satisfaz as condicoes do

teorema. OJ

A existéncia de progressoes de Erdds, no contexto da conjectura, é garantida

pelo teorema abaixo.

Teorema 5.1.2. Seja (X, Bx,p,T) um sistema ergodico. Seja a € gen(u, ) para alguma
sequéncia de Folner ®, e seja E C X um conjunto aberto com u(E) > 0. Entao ezistem

t € N e uma progressao de Erdds da forma (a,x1,x2) € X3 tal que 11 € E e Tlxy € E.

Resta mostrar como este teorema pode ser aplicada para estabelecer a conjectura.
Como vimos no Capitulo 3, isto é feito utilizando o Principio de correspondéncia de

Furstenberg, veja a Secao 3.2.

Prova do Teorema 5.0.4 assumindo o Teorema 5.1.2. Pelo principio de correspondéncia
de Furstenberg - versao ergddica (Teorema 3.2.2), existem um sistema ergddico (X, Bx,u,T),
uma sequéncia de Fglner ®, um elemento a € gen(u, ®) e um conjunto £ C X aberto e

fechado tais que A={neN:T"a € E} e u(E) =d*(A) > 0.
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Pelo Teorema 5.1.2, existem z1,279 € X, t € N e n1 < ng < --- < tais que
11 € E,x9 € T'E e (a,11,72) é progressio de Erdés. Ponha F =T'E e note que
A—t={neN:T"a € F}. Pelo Teorema 5.1.1, existe um conjunto infinito B C A tal que
BeBcC{neN:T"aec F}=A—t, ouseja, B&B+tC A. Isto prova a conjectura. [

Dizemos que o fator de Kronecker de um sistema ergddico é continuo quando a
aplicacao de fator associada é continua. E de suma importancia que o fator de Kronecker
seja continuo para a prova do Teorema 5.1.2. Em geral, o fator de Kronecker é apenas
mensuravel. Em algumas situagoes, podemos assumir que tal fator é continuo, sem perder
a generalidade dos argumentos. Para isto, precisaremos da proposicao a seguir, que é
chave para a prova do Teorema 5.1.2, conforme veremos nas proximas secoes. Para a prova

da Proposigao 5.1.1, consulte (KRA et al., 2024a, Prop. 3.20).

Proposicao 5.1.1. Seja (X, Bx,T, 1) um sistema ergodico e a € gen(u, ®) para alguma
sequéncia de Folner ®. Entdo existe um sistema ergodico (X,BX,T,ﬂ), uma Ssequéncia de
Folner U, um ponto & € X e um fator continuo 7 : X — X tal que (@) = a, a € gen(ji, V)

e (X,BX,,&,T) tem fator de Kronecker continuo.
O seguinte teorema sustenta a importancia da proposi¢ao acima.

Teorema 5.1.3. Seja (X, Bx,pu,T) um sistema ergddico e assuma que seu fator de Kro-
necker € continuo. Seja a € gen(u, ®) para alguma sequéncia de Folner ® e seja E C X
aberto tal que p(E) > 0. Entdo as sequintes afirmagées sao verdadeiras:
(i) Existe t € N e uma progressao de Erdés da forma (a,x1,72) € X x X x X tal que
r1€E eTlaxs € E.
(ii) Existe t € N e uma progressio de Erdds da forma (a,z1,22) € X X X x X tal que
Tixi € E e Tlxy € E.

Enunciamos o Teorema acima como na referéncia do artigo, (KRA et al., 2024b).
Salientamos que dela usamos apenas o item (7). Discutiremos apenas este item.

Afirmamos que a Proposicao 5.1.1 e o Teorema 5.1.3 implicam o Teorema
5.1.2. Para isto, sejam (X,fSx,u,T) um sistema ergddico, a € gen(u, P) para alguma
sequéncia de Fglner ® e F C X aberto com p(E) > 0. Tome (X’,ﬁ;{,/l,f), a e T como
na Proposicao 5.1.1 e seja £ =7~ 1(E) c X. Como (X,BX,,&,T) tem fator de Kronecker

continuo, podemos aplicar o Teorema 5.1.3 e encontrar t € N e uma progressao de Erdos
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(a,71,72) € X x X x X com &1 € E e T'(i9) € E. Entao (7(a),7(i1),7(F2)) € X x X x X
é uma progressio de Erd6s tal que 7(#1) € E e TH(7(#2)) € E (a prova deste fato é direta).

Portanto, daqui em diante, assumiremos que o fator de Kronecker é continuo.

5.2 Medidas sobre progressoes de erdos

Assumiremos, daqui em diante, as seguintes condigoes:
o O sistema mensuravel (X, Sx,u,T) é ergddico;

(Z,87,m,R) é o fator de Kronecker de (X, Sx,u,T) (veja a Definicao 2.5.2) e "+ "

representa a operagao do grupo Z;
« Existe uma aplicagao de fator 7 : X — Y continua;
« Fixamos z — 1, desintegracao de u sobre o fator 7: (X, 8x,u,T) — (Z,8z,m, R).

Com as convengbes acima, para (x1,22) € X X X, definimos

A@r,wa) = /ZTIz+7r(x1) X 77z+77(x2)dm(z)

medida de probabilidade em X x X. Note que A, ,,) nao depende da desintegracio de
fator z — n,, uma vez que a desintegracao é tinica a menos de um conjunto de medida
nula. Note também que a medida estd bem definida, uma vez que 7, r(,,) esta definida
para m—quase todo z € Z, para i = 1,2. O teorema a seguir diz que, em algum sentido,

(x1,22) A(a1,22) € uma desintegragao ergddica e continua para i X p.

Teorema 5.2.1. Seja Ay, 2,) € A (X x X) como definida acima. Entdo:
1. (71,79) € X X X = A, 4) € continua;

2. (x1,12) — Aw1,20) € uma desintegragao de pux p no sentido de

/X><X )‘(ml,xg)d<,u X ) (1, 02) = pu X 1

8. Para (px p)—quase todo (x1,72) € X X X, 0 ponto (x1,73) € genérico para Ay, z,)
€ Nay,a0) € €rg0dica para T'X T';

4o Nar,wa) = AT Tan) PaT@ (10X p1)—quase todo (x1,72) € X x X.

A prova deste teorema pode ser vista em (KRA et al., 2024a, Proposigao
3.11). Lembremos que o nosso objetivo é o de encontrar uma progressao de Erdds nas
condigoes do Teorema 5.1.3, e ¢ aqui que as medidas A, ;,) desempenham um papel
crucial. Assumindo as hipéteses do Teorema 5.1.3, para encontrar uma progressao de

Erdds (a,z1,x2), basta exigir que:
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1. O par (a,71) é genérico para a medida A, ;,);

2. (21,72) € SUPP(A(z) 20));

3 Aaar) = Mara):
Postergamos a prova disto para a ultima secao deste capitulo. A propriedade 3 é equivalente
a (a,z1,72) serem projetadas em uma progressao aritmética pelo fator de Kronecker. Ao
fixar a, o conjunto dos (z1,z2) tais que isto acontece possui (1 X p)—medida nula sempre
que o fator de Kronecker nao possui atomos, que ¢é a situacao usual.

Para superar esta dificuldade, firado um elemento a € X, introduzimos uma

medida o em X x X que dd medida total aos pontos (x1,z2) tais que (a,x1,x2) é progressao
de Erdos, e mostraremos que as propriedades 1 e 2 continuam verdadeiras para c—quase

todo ponto.

Defini¢ao 5.2.1 (Medidas o). Fizado a € X, definimos a medida o, por

Oq = /an X 772z—7r(a)dm(2’) = /an+7r(a) X 7]22+7r(a)dm(z).

A seguir, provamos alguns lemas importantes sobre estas medidas. No que
segue, M : X X X — X e m: X x X — X denotam a projecoes na primeira e segunda

coordenada respectivamente, isto é, m(z1,x2) = x1 e w(x1,22) = T2.
Lema 5.2.1. (71).0 = p.

Demonstragio. Dada f € L}L(X),

Jord.o= [ (rendo= [ ([ (f@1d0 <)) dm(z)

:/Z(/denz> dm(z)z/deu,

o que conclui a prova. O

Lema 5.2.2. Vale a igualdade
1 1
5(7‘(‘2)*0'—1- §(T07r2)*0 = L.

Demonstragio. Seja 27 ={z+z:z € Z}. E claro que 2Z é um subgrupo compacto de Z.
A primeira afirmacao é 6bvia. Para ver que é compacto, notamos que 27 = s(Az) para
asoma s:ZxXZ—Z, s(x,y) =x+y, onde Ay ={(z,2): 2z € Z}. Como Az é compacto
em Z x Z (Z é compacto e Hausdorff e o mesmo vale para Z x Z, logo Ay é compacto) e

s € continua, segue que 27 é compacto.
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A ergodicidade de R garante que Z =2ZUR(2Z). De fato, observe que R?(27) =
2Z e portanto 2Z U R(2Z7) ¢ um conjunto fechado R—invariante nao-vazio. Como o sistema
é ergddico, segue do Teorema 6.0.2 que ele é unicamente ergbdico e minimal, e além disso
supp(m) = Z, pois m é medida de Haar. Segue assim que 2ZU R(27) = Z.

Seja & a medida de Haar de 27. Denotando i : 272 — Z a inclusao, seja é: 14E,
que é uma medida de probabilidade em Z. Por definicio, £(A) = £(2ZNA). Afirmamos
que

1. 1 .
m=58+ 5

Para ver isto, escreva R = R, para algum elemento o € Z. Temos dois casos.
1. a € 27: necessariamente 27 = 7, entao f: & =m e dai %f+ %R*éz %m+ %m =m.
2. a¢27: Como R?*(27) =2Z, tem-se
Ro (5645 RE) = sRE+S(R).E= 6+ SR
onde na segunda igualdade usamos que R? = Ry, é uma rotacio em 27 e & é medida
de Haar em 2Z. Entao a medida é R—invariante. Pela unicidade ergddica de R,

tem-se a igualdade afirmada.

Agora, provemos a igualdade enunciada no lema. Recorde que
0 =0q —/ Nz X N2z—7(a )dm / Nz4m(a) X M2z4n(a )dm( )

A projecao m(a) € Z =2ZUR(2Z), entao 7(a) = 2w ou 7(a) = 2w + «, para algum w € Z.

Vamos analisar os dois casos separadamente.

Caso 1: m(a) =2w. Note que

<7T2>*U(A) = U(X X A) = /an—i—w(a) (X)n2z+7r(a) (A>dm(z) = /Zn2z+7r(a) (A>dm(z>
Realizando uma mudancga de variavel [ : z € Z +— (224 2w) € 2Z e notando que l,m = é , a
integral acima ¢é igual a [5, nZ(A)dé(z). Usando que 5(2Z) =1, segue que
(ma)eo = [ nadé(z)= [ n.dé(z

Por outro lado, como a desintegracao satisfaz 147, = ng,, uma conta direta fazendo uso

de mudanca de variaveis nos da
(Tom)a(A) = (ma)er(TH(A) = [ (T ANE) = [ nne(4)aé(2)

= d .d
[ medRE() = [ ndRE(2)
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onde a ultima igualdade vale porque R*é (2Z 4 a) =1. Assim,

;m)*ﬁi(mm)*a:/ ( £+ IR &) )= [ nadm(z) =

Caso 2: m(a) =2w+a. Seja j: 2z € Z+— (224a) € 2Z +a, que satisfaz j.m = R.£. Dai,

(m2)e0 = / oo padm(2) = /Z+ nedjom(2)
= d(R.€)(» / N2d(R.E)

2Z+a

onde usamos novamente que R.& (2Z+a) =1. Como (Rz)f = ¢, temos também que
(Tomg)so(A) = (m2)wo (T~ (A)) =/ (T~ (A))d(R.&) (=)
27+«

= [ e dROE) = [ nd(BE(E) = [ nedé(z) = [ ndd(:)

onde usamos que 2Z = 27+ 2a e mais uma vez que &(2Z) = 1. Assim,
1 1
§(W2)*a+§(To7r2)*a:/ ( £t lp g) /nzdm

A prova esta completa. n

5.3 Suporte da medida

Lema 5.3.1. Seja a € X. Para o—quase todo (x1,72) € X x X, as medidas \(qz,) €

A(a1,20) G0 Tguais.

Demonstracio. Relembramos que

)\(1?1,1‘2) = /anJrﬂ'(:vl) X 772+7r(x2)dm(z)
Seja

P={(z1,29) e X x X :3z€ Z tal que 7(z1) = z+7(a) e m(x2) =22+ m(a)}

= | | m 7 (z+7(a)) x 7122 +7(a)).

z€Z

Para todo z € Z, temos

(nz—Hr(a) X 7722+7T(a))<P) = (772+7r(a) X 772z+7r(a)>[7‘-_1(2+7r(a)> X 7T_1<22+7T(&))] =1

e portanto

o(P) = [ (hetta) X Moz () (P)dm(z) = 1.
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Logo, o resultado estard provado se mostrarmos que A, z,) = A(z,,z,) Para todo (x1,22) € P.
Fixe entdo um tal elemento. Por defini¢ao, temos 7(z1) — m(a) = w(z2) — m(x1) =: 20.

Aplicando a mudanca de varidveis z — z — zg a expressao de A(w1,29)s tEIMOS

)‘(Jcl,xg) = /anJrTr(:vl) X 772+7r(a:2)dm(z) = /ZTIZ*,Z()#»’]T(IEl) X nzfzoer(xg)dm(z)
= /an—Hr(a) X 7]2+7r(m1)dm<z) = A(a,xl)
e a prova esta completa. O

Seja S ={(x1,29) € X x X : (x1,22) € supp(A( )}. Como (z1,22) — A1)

T1,T2)
é continua, pelo Lema 6.0.2 temos que S é Borel mensuravel. Nosso objetivo é mostrar que
0(S) = 1. Precisaremos do Teorema de Lusin, enunciado abaixo. Para a prova, consulte

(FOLLAND, 1999, p. 217).

Teorema 5.3.1 (Lusin). Seja (X,3, 1) um espago de medida de Radon eY um espago
topoldgico com base enumerdvel e munido da o—dlgebra de Borel. Seja f: X —Y uma
fungdo mensurdvel. Dado € >0, para todo A € ¥ com p(A) < oo existe um fechado E de
X em A tal que p(A\E) < e e f|g é continua.

Proposigao 5.3.1. Seja (X, Bx,u,T) ergédico com uma transformagdio de fator continua
7 ao seu fator de Kronecker (Z,57,m,R), e fire uma desintegragio z — n, de p com
respeito a . Entdo existe uma sequéncia 6(j) — 0 tal que para pu—quase todo x € X, a

sequinte propriedade € verificada: para toda vizinhanga U de x vale que

i MUz € Z:0:(U) >0} N B(n(x),0(5)))

LU m(B(x(2),5())) -

Demonstragio. O argumento é baseado no Teorema de Lusin, e em um argumento de
liminf. Considere a transformagao ® : Z7 — % (X) dado por ®(z) =supp(n,). Aqui, F(X)
representa a familia dos conjuntos fechados e nao-vazios de X, munido com a topologia
gerada pela métrica de Hausdorff. Comentamos mais sobre isso no Apéndice 6. Sabemos
que ® é Borel mensuravel por ser composi¢ao de z — 1, e v+ supp(v). Como (Z,m,R) é
espaco de Radon e .% (X)) é Hausdorff com base enumerével, aplicamos o Teorema de Lusin
e obtemos, para cada j € N, um conjunto fechado Z; C Z com m(Z;) >1— 2% tal que ‘I’|Zj
¢ continua. Cada Z; ¢ de fato compacto (pois Z é compacto) e dai P| z; ¢ uniformemente
continua. Logo, existe §(j) < % tal que para todos 21,29 € Z;,

d(21,20) < 6(j) —> H(@(zl),¢(22))<;-



Considere agora, para cada j € N, o conjunto

Kj= {z €Z;: m(B(z,a(j)) mzj> > <1 — j) m(B(z,é(j))) }

e defina x; : Z — R via a relacao
(2 " [ gy (o= 2)dm(w)
(2) = ————— ; — w).
T B0,6() Sz, 000D
Como
1= ]13(07(;@))(11} —Z) —w—z¢€ B(O,(S(j)) < wE B(Z,(S(j)) — 1= ]13(275@))(10),
tem-se 1o 5())(w —2) = L. 5()) (w) e dai

o _ m(B(,0())NZ))
Xj(Z) = m(B(z,é(j)))/ZJ 1B(z,5(j))(w)dm(w) =

m(B(z,6(j)))

(§ podemos reescrever K] como

1
Kj—Zjﬂ{ZEZ:Xj<Z)>1—,}.
J

Note que x; ¢ integravel pois 0 < x; < 1. Pelo Teorema de Fubini,

/X]dm (Z 5 )))/ < Z ]lB(O’(;(j))(w—z)dm(w)> dm(z)
= m /Z (/Z Lp(0,5()) (w — z)dm(z)) dm(w)

J

e portanto /(1 Xj)dm < — 5 . Como 0 <1—x; <1, a desigualdade de Markov nos da

m({zeZ:Xj>1—1,}>:1—m<{z€Z:Xj§1—1,}>

J J
1—x;)dm :

:1—m<{z€Z:1—Xj2;}> 21—/(XJ)>1—‘7.-

/i =

Temos Z\K; = (Z\Z;)U Z\ {z €Z:xj(z)> (1 - %)}, donde

m(Z\K;) Sm(Z\Zj)—l—m(Z\{zeZ:Xj > (1—;> }) < 2j+2:7.= .
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e portanto

+1

J
jeN jeN

Pelo Lema de Borel-Cantelli, o conjunto

K =liminf K; = U ﬂ K;
721 M>15>M

satisfaz m(K) =1, logo u(7~1(K)) = 1. Relembrando do Lema 6.0.3 que u({r € X : z €

Supp(Mr(z))}) =1 (aqui é onde utilizamos a continuidade do fator ), o conjunto
L={r€ X :z €supp(ir(z))} N7 1K)

satisfaz p(L) = 1. Afirmamos que L satisfaz as condi¢oes do enunciado, isto é, para todo
x € L e todo aberto U > x vale que

i MUz € Z:n:(U) >0} B(x(2),6()) _,
j—rtoo m(B(w(x),5(j)))

Para isto, fixe x € L e U 3 x aberto, e ponha z = 7(z). Como z € K, existe jy tal que z € K
para todo j > jo. Como U é aberto, podemos tomar jy grande para que B(x,1/j9) C U.
Seja H={z¢€ Z:n,(U) > 0}.

Afirmagao. Para todo j > jo, temos B(z,0(j))NZ; C H.

De fato, tome 2’ € B(z,0(j)) N Z;. Queremos mostrar que 7,/(U) > 0. Ora,

temos que d(z,z') < d(j) e 2/ € Z;, donde pela continuidade uniforme em Zj, temos
H(®(2),®(2")) < 1/j. Pela defini¢ao de H,

]‘ / / 1 /
- >H(®(2),®(2")) =max{ sup d(z,P(2")), sup d(y,®(2)) p = ~ > sup d(z,P(2"))
J z€P(z) yed(2’) J z€P(z)

Entao existe 2’ € supp(n,) tal que d(x,2') < 1/j e dal 2’ € B(z,1/j) c U. Como

2’ € supp(n,/), segue que n,/(U) > 0, conforme queriamos.

Voltando para a prova da proposicao, como z € K; para todo j > jo, segue da

afirmacao que {z € Z:n,(U) >0} NB(2,0(j)) D B(z,6(j))NZ; donde

m({z € Z:n.(U) >0} N B(x(x)),5())
m(B(n(x),0(5)))

m(B(z,6())N%;) . 1
mBE))

>
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Tomando o limite, concluimos que

ml{z € Z:n(0) > 4N Br(@).60) _
j—+oo m(B(m(x)

conforme queriamos provar. O
Proposigao 5.3.2. ¢(5)=1.

Demonstragio. Seja 6(j) — 0 dada pela proposigao anterior, e L definido na prova de tal
proposigao. Como (m1)s0 = g (Lema 5.2.1), temos o(L x X) = pu(L) =1. Dal, segue do
Lema 5.2.2 que

1=pu(L) = ;U(X x L)+ ;(WZ)*J(T*(L)) = ;U(X x L)+ ;G(X x TY(L))

e portanto (X x L) = o(X x T7'L) = 1. Logo, o(Lx L) =c((X x L)N(L x X)) = 1.
Assim, o lema estara provado se mostrarmos a inclusao L x L € S. Fixe z1,29 € L.
Queremos mostrar que )‘(wl,xz) € SUPP()\(xl,mg))~ Para isto, basta mostrar que para todas
Ui e Us vizinhancas de z1 e xo vale que )\($17$2)(U1 x Uy) > 0. Seja B =m(x2) —m(x1).
Da invaridncia de m por translagdes, aplicando a mudanga de varidveis z — z — m(x1),

obtemos

Nar,zs) = /Zﬂz+7r(x1) X Mg () dM(2) = /an X N+ pdm(z)

Como x1,29 € L, a Proposicao 5.3.1 implica que

m({z € Z:n:(Ui) > 0} N B(x(2:),0(7))) _ 3

m(B(m(z:),6(5))) S

para j suficientemente grande. Sejam A={z€ Z:n,(U1) >0}, C={z¢€ Z:n,13(Us2) >0}

e B= B(n(z1),0). Note que ANB—z=(A—2)N(B—z2)e{z€ Z;n,(U2) >0} —-pB={z¢€
Z;n245(U2) > 0}.

Pela invariancia de m por translacoes, temos

i=1,2

m({z € Z:1.45(U) > 0} N B(r(x1),8)) _ m({z € Z :no(Us) > 0} (1 Ba(a),6))
m(B(x(21),0)) m(B(x(22),9))

>

>~ w

Defina W ={z € Z :1.(U1) >0 en,13(Us2) >0} = ANC. Usando a (sub)aditividade

da medida, m((ANC)NB) >m(ANB)+m(CNB)—m(B) = m((Agg))mB) > méfé;’f) +

mg’(gj)g) —1 e dai

m(W N B(n(21),6) _m((ANC)N B)
m(B(m1),0) m(B)

m(ANB) m(CNB) 3 3 1
m(B) | m@B Cati Ty

>
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Assim, m(W) 2 m(W N B(x(1),6)) 2 “EEHL > 0. Para 2 € W, . X 14.5(U1 x Uz) =
02 (U1)nz+5(Uz2) > 0, donde

A(z1,a0) (U1 X Uz) /nz X 144U x Ug)dm(z) / Nz X Na4-8(Ur X Uz)dm(z) > 0.

Isto conclui a prova. O

5.4 Conclusao da prova do teorema

Lema 5.4.1. Sejam (X, fBx,u, T) um sistema ergddico e a € gen(u, ®) para alguma sequén-
cia de Fplner ®. Entdo existe uma sequéncia de Folner U tal que para p—quase todo x1 € X

o ponto (a,r1) € gen(A(q,z,), ¥)-

A prova deste lema pode ser encontrada em (KRA et al., 2024a, Lema 3.18). Va-
mos agora a prova do Teorema 5.1.3. Fixe um sistema ergddico (X, Sx,u,T'), a € gen(u, P)
para alguma sequéncia de Folner @, e assuma que o fator de Kronecker (Z, 57, m, R) possui
uma transformacao de fator continua 7 : X — Z.

Do Lema 5.4.1, existe uma sequéncia de Fglner ¥ tal que para pu—quase todo
ponto z1 € X vale que (a,71) € gen(A(qz,), ¥). Chame de C' o conjunto de tais pontos.
Como (m1)«0 = u, entdo o(C x X) = pu(C) =1 e, para todo (z1,z2) € C' x X temos que
(a,21) € gen(A(yq,), ¥). Aplicando o Lema 5.3.1 e a Proposigio 5.3.2, segue que para
o—quase todo ponto (z1,72) € X x X temos as seguintes propriedades:

L. (a,71) € gen(A(qz1), ¥)-
2. (21,2) € UPD(Aay )
3- Nazr) = M)
Isto implica que o—quase todo (x1,22) € X x X é tal que (a,x1,22) é progressao de Erdds,

conforme a proposi¢ao abaixo.
Proposicao 5.4.1. Seja D = {(z1,22) € X x X : (a,x1,x2) € uma progressao de Erdds}.

Entio o(D) =1.

Demonstragio. Ora, o—quase todo (z1,x2) € X x X satisfaz as propriedades 1, 2, 3

descritas acima. Escreva U = (U,,),. Por 1 e 3:

)\(a,l'l) — )\(ml,mz) - TLI—)IP.lO |\I/ | ;j 5 TXT CL xl)
m
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Como (z1,72) € SUppP(A(z, a)), dado By, = B((x1,22), %), segue do Teorema de Portmanteau
que

hmlnf \I/ Z 1) (TXT)™(a,x1) Z )\(m@?)(Bk) > 0.
| | meWv,

Como |¥,| =% oo, temos que (T x T)™(a,x1) € Bj, para infinitos valores de n. Um
argumento indutivo mostra que existe (ng)r C N tal que (7' x T)™ (a,z1) € By e dai

(T'xT)"(a,x1) — (z1,22), provando que (a,z1,z2) é progressao de Erdds. O

Agora, tome E C X aberto com pu(FE) > 0. Provaremos (i) do Teorema 5.1.3,
que equivale a encontrar uma progressao de Erdds (a,z1,72) tal que (z1,22) € ExT'E
para algum t € N. Para isto, ¢ suficiente mostrar que o(E x T ¢(E)) > 0 para algum ¢ > 0.
De fato, pela proposicdo acima, neste caso temos que o(DN(E x T YE))) > 0 e daf
qualquer elemento (z1,72) € DN (E x T7Y(E)) define (a,z1,22) satisfazendo o requerido.

Portanto, resta mostrar que

J(Ex UT‘tE) >0

teN

Ora, como p é T—invariante e ergddica e u(E) >0, U T~ 'E tem medida total. Escrevendo
teN

X (U TtE) =(ExX)N (Xx (U TtE))

temos pelo Lema 5.2.2 que
—t 1 —t 1 —t
= UT El==-0 XXUT El+-0o XXUT E
t>1 2 t>1 2 t>2
Como o é medida de probabﬂidade a unica forma de valer a igualdade acima é que ambos

termos da soma sejam iguais a 2 Em particular, o <X x UT7'E|=1. Além do mais,
t>1

pelo Lema 5.2.1, o(E x X) = o(r; 1(E)) = p(E), e dai
0<E>< UT—’fE) =0 ((ExX)ﬂ (Xx UT‘tE)) =0(ExX)=u(E)>0
t>1 t>1

o que implica na existéncia de t € N tal que o(E x T~'E) > 0, como requerido.

5.5 Comentéarios e consequéncias da prova da conjectura

Note que a conjectura é enunciada sob a condi¢ao de uma soma restrita: dado

um subconjunto A C N de densidade de Banach positiva, existe um subconjunto infinito
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BCcNeteNtais que BB+t C A, endao B+ B+t C A. Esta restricao é necesséria,

conforme o exemplo a seguir.

Ezemplo (Steven Leth). Para ¢ € (1,2), defina A =NNU,en[4",c-4"). Observamos inici-
almente que d(A) > 0, onde calculamos a densidade de Banach com relacio & sequéncia
de Folner classica ®,, = {1,...,n}. Para ver isto, note que [INN[4" c-4")| = |¢-4"] —4" >
(c—1)-4" —1. Deste modo,

|IAN{1,2,--, |c-4"|} _Z”: c4kJ 4k
lc-4m] _kzl lc-4m ]

k_

ZZ 14k —1
=1 c- 4”

c— 14”*1 1 n

3c 4n c-4n

Tomando o limite em n, concluimos que

AN{1,2.--- |c-4" —1 4nrtl_q 4(c—1
limsup| Nn{1,2,---,|c J}IZ lim €71 _on ] A1)
n—00 lc-4m ] n—oo| ¢ 4n c-4n 3c

donde d(A) > 0.

E claro que A ndo contém nenhum conjunto da forma {b,2b}, para b € N.
Como qualquer translacdo de A permanece com densidade de Banach superior positiva,
concluimos que nenhum transladado de A pode conter um conjunto da forma B+ B,
B C N, uma vez que {b,2b} C B+ B para todo b € B. O exemplo acima nos informa
que densidade positiva nao ¢é suficiente para garantir que subconjuntos de N possuam

subconjuntos da forma B+ B+t, B C N infinito.

Por fim, destacamos algumas consequéncias da prova da Conjectura B+ B +t.
Em 2024, Ioannis Kousek e Tristan Radi¢ provaram que quando d(A) > i, existem B C N
e t€{0,1} tais que B+ B+t C A. O artigo estd disponivel em (KOUSEK; RADIC,
2024). Também em 2024, Dimitrios Charamaras e Andreas Mountakis conseguiram

provar uma generalizagao da conjectura para varias classes de grupos “amenable” (vide

(CHARAMARAS: MOUNTAKIS, 2024)).
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6 CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho, vimos aplicacoes da Teoria Ergddica na prova de
resultados em Teoria de Ramsey, finalizando com o estudo da prova da Conjectura
B+ B+t. Isto mostra a importancia da interdisciplinaridade destas areas, e demonstra
que as técnicas aqui apresentadas sao modernas e profundas. Isto fica claro na ultima
secao do capitulo anterior, onde citamos algumas consequéncias importantes da prova
da conjectura B+ B +t. Enderecamos o leitor a (KRA et al., 2024a, p. 41) para uma
lista de problemas em aberto em Combinatéria, Dinamica e Ultrafiltros, conceitos aqui
estudados.
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APENDICE A - TEORIA DA MEDIDA PARA GRUPOS

Neste apéndice, discutimos aspectos importantes de medidas de Borel em
grupos topoldgicos localmente compactos, destacando o caso especial de quando o grupo
é métrico e compacto. Definimos uma medida especial, chamada de medida de Haar, a
qual possui propriedades ergddicas relevantes. A referéncia para esta discussao pode ser

encontrada em (OLIVEIRA; VIANA, 2019), capitulo 6.

MEDIDAS DE HAAR

Definigao 6.0.1. Um grupo topologico é um grupo (G,-) munido de uma topologia de
sorte que o produto (g,h) € G x G — g-h € G e a inversio g € G — g~ € G aplicagoes

continuas.

Ezxemplos.

1. Seja S' C C a esfera unitaria em C com a topologia usual. Com o produto herdado de
C, sabemos que S' é um grupo. Além do mais, o produto e a inversdo sdo continuas
com a topologia induzida por C.

2. Seja T4 =S x--- x S! 0 produto de S' tomados k vezes. Entdo T? é um grupo com
a operacao usual de cartesiano de grupos, e claramente as operacoes de produto e
inversao sao continuas na topologia produto.

3. Também com a topologia produto, SN = {(x,, )y : n € N} é um grupo cuja operacao
de produto e inversao sao continuas.

4. GLp(R) = conjunto das matrizes n X n com entradas em R que sdo invertiveis é um
grupo com a operac¢ao usual de multiplicacdo de matrizes. Além do mais, vendo
GLy,(R) como um subconjunto de R”2, GLy(R) é um conjunto aberto de R pois
det : R"* — R é continua e det " (R\{0}) = GL,(R). Além do mais, a operacio de
produto e inversa sao continuas.

5. Com a topologia induzida de GL,(R), O(n) = conjunto das matrizes reais e orto-
gonais, SL,(R) = o conjunto das matrizes com determinante igual a 1 e SO(n) =
SL,(R)NO(n) sao exemplos de grupos topologicos.

Dado um grupo (G, ), existem operagdes naturais que refletem a simetria de

um grupo, que sao as translagoes a esquerda e a direita.
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Definicdo 6.0.2. Seja g € G. Definimos Ly, Ry : G — G dadas por Ly(z) = gz, Ry(x) = xg

e as chamamos de translagcio a esquerda e a direita por g, respectivamente.

Note que quando G é um grupo topolégico, Ly, Ry sao aplicagoes continuas
Vg € GG. Além do mais, é facil ver que sao aplicagoes invertiveis com inversas dada por
L,-1 e Ry1, respectivamente. Desta forma, as translagoes sdo homeomorfismos. Além do
mais, as translacoes fazem de G' um espaco em homogéneo: dados z,y € G, tome g = xy !
que vale Lyy = x. E neste sentido que dizemos que um grupo é um espaco simétrico, pois
a menos de uma simetria, todas as vizinhancgas sao as mesmas.

Apos esta discussao inicial, voltamos a nossa atencao a medidas em G. Antes

disso, relembramos a definicao de medidas de Borel.

Definicao 6.0.3 (Medidas de Borel). Seja X um espago topoldgico. Chamamos de
o—algebra de Borel a o—dlgebra B gerada pela topologia de X. Todo elemento de B € dito
ser um Boreliano. Toda medida definida com respeito a esta o—dlgebra é chamada de

medida de Borel.

A menos de mencao do contrario, a c—algebra considerada sera a o—algebra
de Borel.

Suponha que G seja um grupo topolégico. Uma pergunta natural é a seguinte:
existe uma medida de Borel que reflita a simetria do grupo, isto é, que seja invariante
por translagoes. Formalmente, temos a definicao abaixo. Introduzimos também algumas
notagoes tuteis: dados a € G e A C G, escrevemos gA={g-a:a€ A}, Ag={a-g:ae A}
e At ={a"t:ac A}.

Definigao 6.0.4. Seja G um grupo topologico e p uma medida, nao necessariamente de
Borel. Dizemos que p € invariante a esquerda quando u(gA) = p(A) para todo g € A e
para todo mensurdvel A C G. Similarmente, dizemos que p € invariante a direita quando

w(Ag) = u(A) para todo € G e para todo mensurdvel A C G.

A resposta a esta pergunta é positiva, conforme o Teorema abaixo devido ao
matematico hungaro Alfred Haar afirma. Além de sua existéncia, goza de propriedades de

regularidade interessantes.

Teorema 6.0.1 (Haar). Seja G um grupo localmente compacto. Eziste uma tinica medida

de Borel i1, a menos de multiplicacdo por escalar, que satisfaz as sequintes propriedades:
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(a) w € invariante d esquerda.
(b) p é finita em compactos: u(K) < oo para todo K C G compacto.
(¢) w dd peso positivo a conjuntos abertos: p(U) >0 para todo U C G aberto e nao-vazio.

(d) p € reqular exteriormente: para qualquer X C G boreliano,
u(X) =inf{u(A): AD X aberto}.
e ¢ reqular interiormente: Para qualquer X C G boreliano,
14
w(X) =1inf{u(A): A D X compacto}.

Quando o grupo é compacto, a medida do Teorema acima é finita, e é tnica
se exigirmos que ela seja de probabilidade. Entao denotamos por ug a tnica medida

probabilidade que satisfaz as propriedades (a)-(e) do Teorema acima e a chamaremos de

medida de Haar de G.

Propriedades ergddicas das medidas de Haar

Nesta se¢ao, supomos que o grupo GG é compacto e metrizavel.

Definicao 6.0.5. Seja d: G x G — [0,+00] uma métrica em G. Dizemos que d € invariante
d esquerda por translagoes quando d(gx,gy) = d(x,y) Yg,x,y € G. Similarmente, dizemos

que d é invariante a esquerda por translagoes quando d(gz,gy) = d(x,y) Yg,z,y € G.

Quando o grupo possui estas propriedades, podemos selecionar uma métrica
compativel com a topologia de G que reflete a sua simetria, isto é, é invariante por

translagoes, conforme a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 6.0.1. Seja G um grupo compacto metrizavel. Entdo existe alguma métrica
d:GxG—[0,400] compativel com a topologia de G que é invariante tanto d esquerda,

como a direita. Em outras palavras, as translacoes a direita e a esquerda sao isometrias.

Seja (X, fx) um espago mensuravel. Dizemos que uma transformagao mensu-
ravel T': X — X é unicamente ergodica quando existe uma tnica medida de probabilidade
invariante p. Quando X é um espaco topoldgico e fx é a o—algebra de Borel, uma

aplicacao continua 7T : X — X possui propriedades topoldgicas interessantes.
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Proposicao 6.0.2. Seja T : X — X unicamente ergodica. FEntdo o suporte da unica
medida de probabilidade invariante p é um conjunto minimal. Em particular, T restrito

ao suporte é topologicamente misturador.
Isto nos interessa pelo Teorema abaixo.

Teorema 6.0.2. Seja G um grupo compacto e metrizavel, g € G. Sdo equivalentes:
(a) Ly é unicamente ergodica.
(b) Ly € ergodica com respeito a pg.

(¢) o subgrupo {g" :n € Z} gerado por g é denso em G.

Em particular, como a medida de Haar d& peso positivo a conjuntos abertos e
nao-vazios, temos supp(ug) = G. Pela Proposicao 6.0.2, ug ergédica para L, implica que

G ¢é um conjunto minimal para L.
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APENDICE B - APLICACAO SUPORTE

Neste capitulo, buscamos justificar o porqué da aplicagdo p — supp(u) ser

mensuravel. A referéncia utilizada é (ALIPRANTIS; BORDER, 2006, Capitulos 17 e 18).

Definigao 6.0.6. Dados X,Y conjuntos, definimos £ : X — Y wuma correspondéncia uma

relagdo que associa a cada ponto de x € X um subconjunto £ (x) CY.

Ou seja, uma correspondéncia é uma funcao multi-valuada. Outra forma de

ver uma correspondéncia é como uma funcdo de X no conjunto das partes de Y, 2Y.

Definicao 6.0.7. Dada uma correspondéncia £ : X —»Y e ACY, definimos

e A imagem inversa superior £* de A como
ZYA)={r e X;Z(x) C A}.
e A imagem inversa inferior £ de A como
L A) ={reX; L(x)nA=0a)}.

Em correspondéncias, destacamos algumas nogoes de continuidade:

Definigao 6.0.8. Sejam X,Y espacos topologicos e £ : X — Y uma correspondéncia.
Dizemos que a correspondéncia é
e hemicontinua superiormente em um ponto x € X quando para toda vizinhanga U de
Z(x), existe uma vizinhanca V de x tal que para todo y € V, £ (y) C U, ou seja,
ZL*(U) D V. Dizemos que £ é hemicontinua superiormente quando o € em todo
ponto x € X.
e hemicontinua inferiormente em x € X quando para toda vizinhanga U de £ (x) existe
vizinhanga V de x tal que y €V implica £ (y)NU # @, ou seja, L (U) D V. Dizemos
que £ € hemicontinua inferiormente quando o é em todo ponto x € X.
e continua em x quando € hemicontinua superior e inferiormente. Dizemos que £ €

continua quando o € em todo ponto.

Lema 6.0.1. sejam X,Y espagos topologicos e £ : X — Y wuma correspondéncia. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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1. £ ¢é hemicontinua inferiormente.
2. LYU) € aberto para cada aberto V de'Y.
3. LY(F) € fechado para cada fechado F' de Y.

Seja X espaco métrico compacto. Seja .# (X) o espago das medidas de proba-
bilidade de Borel, que munido da topologia fraca-* é um espago compacto e metrizavel. A
cada v € .4 (X), podemos associar o seu suporte, denotado por supp(v). Isto define uma
correspondéncia de .Z(X) em X. Seja também .7 (X) o espago dos subconjuntos com-
pactos de X, que munido da métrica de Hausdorff se torna um espago métrico compacto.

Entao podemos ver v — supp(v) como uma aplicagdo de .# (X ) em .7 (X).

Proposicao 6.0.3. Seja X um espaco topologico metrizavel e separdvel. Entdo a corres-

pondéncia v — supp(v) de X em F(X) é hemicontinua inferiormente.

A fim de mostrar a mensurabilidade de v — supp(v), definimos algumas nogoes

mais fracas de mensurabilidade de correspondéncias, que dardao suporte a prova.

Definicao 6.0.9. Seja (X, Bx) um espago mensurdvel e Y um espago topoldgico. Dizemos
que uma correspondéncia L : X —»Y €

e fracamente mensurdvel quando L' (U) € Bx para todo U aberto de Y.

e mensurdvel quando L' (F) € Bx para todo F fechado de'Y.

e Borel mensuravel quando .,S,”Z(B) € Bx para todo subconjunto de borel B de'Y.

Desta forma, é consequéncia do Lema 6.0.1 que correspondéncias hemicontinuas
inferiormente sao fracamente mensuraveis.

O que ajuda o nosso caso é o teorema a seguir.

Teorema 6.0.3. Seja (X,Bx) um espago mensurdvel e seja Y um espago metrizivel e
separdvel. Seja £ : X —'Y wma correspondéncia com a propriedade de que £ (x) é um
compacto nao-vazio de Y para todo x € X. Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. A correspondéncia £ € fracamente mensurdvel.
2. A correspondéncia £ é mensurdvel.
3. Vendo a correspondéncia como a funcao f: X — F(Y) dada por f(x) = ZL(z),
f € uma aplica¢io Borel mensurdvel no sentido de que f~'(B) € Bx para todo

Be @o}(y)

Por fim, deste teorema tiramos o coroldrio que queremos:
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Corolério 6.0.1. Seja X um espaco métrico compacto. A aplicagio f: M (X)— F(X)

€ mensurdvel.

Demonstra¢io. Como observamos, v — supp(v) é hemicontinua inferiormente, donde

fracamente mensuravel. Pelo Teorema 6.0.3, temos que f é mensuravel. n
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APENDICE C - SUPORTE DE UMA DESINTEGRACAO

Relembremos algumas definicoes.

Seja p uma medida de Borel de um espaco métrico compacto X. Chamamos
de suporte de p ao conjunto dos pontos x € X tais que pu(U) > 0 para toda vizinhanga
aberta de x. Denotamos o suporte de p por supp(u). A ideia é que fora do suporte,
topologicamente falando, o espaco é desprezivel. Isto estda formalizado em esséncia na

proposicao abaixo.

Proposicao 6.0.4. Seja %, = {U C X aberto: n(U) = 0}. As sequintes afirmagoes sao

verdadeiras:

(a) supp(p) =X\ |J U.
Uey
(b) supp(p) é um conjunto fechado.

(¢) p(supp(p)) = 1.

Demonstragio. (a) Dado U € %), temos que p(U) = 0. Entao é claro que U C X \supp(p),
donde |J U C X\supp(p) = supp(p) € X\ |J U. Por outro lado, para z €

Ue Ue
X\ U U e qualquer vizinhanga V' de x, devemos ter p(V') > 0, pois do contrario
Ue,
p(V)=0exz eV C X\supp(p), uma contradi¢do. Disto segue que X\ |J U C
Ue,
supp (). Isto prova que supp(n) =X\ |J U.
Uewy
(b) Note que | J U é um conjunto aberto por ser uma unido arbitraria de conjuntos
Uecwy,
abertos. Pelo item (a), temos que supp(p) = X\ |J U é fechado.

Uey,
(c) Por ser espago métrico compacto, X possui base enumeravel. Espagos com base

enumeravel sao espacos de Lindelof: toda cobertura de abertos possui subcobertura

enumeravel. Desta forma, U U é um aberto de X e por isso possui base enumeravel.
Ue

o
Isto implica que existem Uy, ...,Up,--- € %, tais que U U= U U,,. Como U, tem

UE%; n=1
o
medida nula para todo n, é claro que U U= U U, também tem medida nula por
Ue), n=1

ser a unidao enumeravel de conjuntos de medida nula. Desta forma, por (a), supp(u)

tem medida total em X.
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Denote por .# (X ) o conjunto das medidas de probabilidade de X.

Sejam (X, Bx,u,T) e (Y,By,v,S) sistemas que preservam a medida, onde
X e Y sao espagos métricos compactos, Sx e Sy sdo a o-dlgebra de Borel de X e Y,
respectivamente, e T: X — X S:Y — Y continuas. Seja 7 : X — Y uma aplicacao de fator
mensuravel. Pelo Teorema 2.4.1, existe uma desintegracao de fator z € Y —n, € #(X).

Ezemplo. Seja X =1[0,1]x [0,1], Y =[0,1], T'=1Id[g 1x[0,1, S =Idjg e 7: X —
Y definida por m(x,y) = x. Sejam também p = Leb([0,1] x [0,1]) e v = Leb([0,1]). Neste
setup, fica claro que (Y, By, v, S) é fator de (X, Sx,u,T), com aplicagao de fator 7: X — Y.
Seja 1y = d; x Leb(]0,1]), onde J, é a medida de Dirac concentrada em x. Pelo Teorema
de Fubini, temos que x € Y — .#(X) é a desintegragao associada & aplicagdo de fator.
Ainda no exemplo acima, note que supp(n,) = {x} x [0,1]. Desta forma, v € supp(nx(.))
para todo v € X. Na verdade, este fato é bem geral, quando assumimos que a aplicacao de
fator m: X — Y é continua.

Antes de seguir, introduzimos algumas notagoes. Seja Z#(X) a familia de
subconjuntos fechados e nao-vazios de um espago métrico compacto (X,d) dado. Defina

em .7 (X) a métrica de Hausdorff H, dada por

H(F,G) = max {supd(m,G),supd(y,F)} :
el yel@

para todo F,G € .7 (X).

Lema 6.0.2. Sejam W um espago métrico compacto, # (W) o espaco das medidas de
probabilidade de Borel em W munido da topologia fraca—x e F(W) o espago dos subconjuntos
fechados e nao-vazios de W munido da métrica de Hausdorff. Entao:
1. A transformagao v € M (W) — supp(v) € F(W) é Borel-mensurdvel.
2. Sex € Wi pg € M(W) é mensurdvel, entio {x € W : x € supp(pz)} € um conjunto
de Borel.

Demonstragio. A prova de 1 pode ser encontrada em (ALIPRANTIS; BORDER, 2006,
Capitulos 17 e 18). No apéndice 6, resumimos os resultados usados deste livro.

2. Seja 1 : W — F (W) dada por ¢ (z) = {z}, que é continua (de fato, uma isometria).
Seja também vy : W — .Z (W) dada por t2(x) = supp(ps). Sabemos da parte 1 que
o € mensuravel, por ser composicao de transformacoes mensuraveis. Logo, ¥ : W —

F (W) x.Z (W) dado por ¥(z) = ({z},supp(pz)) é mensurdvel. Por outro lado, note que

Q:{(Fl,Fz) Gﬁ(W) Xg(W)iFlﬂFQ%Q}
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é fechado. Para tal, basta verificar que o complementar é aberto, cuja prova é a seguinte: se
(F,Q) e F (W) x.Z (W) sao tais que FNQ # &, consideramos d = xelllfl,%;neQd(x’ y) e notamos
que se F'.Q" € F (W) satisfazem H(F, F') < d/2 e H(Q,Q') < d/2, entao F'NQ' # . Em
particular, Q C .Z (W) x.% (W) é mensuravel, e dai ¢ ~1(Q) também o é. Para encerrar,

basta notar que este ultimo conjunto é justamente o conjunto que queriamos estudar, pois

) ={z e W ¢(z) € Q} ={z € W: ({z},supp(px)) € U}
={r e W {z}Nsupp(p,) # T} ={z € W : x € supp(pz)}.

O

O lema abaixo é onde utilizamos fortemente a continuidade do fator. Ele é

utilizado para a prova da proposicao 5.3.1.

Lema 6.0.3. A desintegracio z — n, satisfaz

n({z € X;2 € supp(neiz))}) = 1.

Demonstragdo. Por conveniéncia, escreva G = {z € X;2 € supp(nx(y))}- Como = — m(z)
€ 2 = 1) SA0 mensuraveis, a cOmMposiGao T — 7 () também o é. Pelo lema 6.0.2, G
é mensuravel, e portanto o enunciado faz sentido: podemos tomar a medida de G.
Como u(G) = [y n.(G)dv(z), basta mostrar que 7,(G) = 1 para m—quase todo z € Z.
Por ser desintegracio, temos 7,(7~1(2)) = 1 para m—quase todo z € Z. Isto implica que
supp(n.) C 7 1(2) : caso contrério, existe € supp(n,) mas x ¢ 7~ '(z). Como 7 é continua,
7~ 1(z) é fechado, e como estamos em um espago métrico compacto, d(x,7~1(z)) > 0. Logo,
existe € > 0 tal que B(x,e)N7~1(2) # @. Contudo, x € supp(7n,), donde 1, (B(z,¢)) > 0.

Logo, como 7, é medida de probabilidade, temos
12> n:(Bz,e)Un(2)) = n:(B(x,e)) +n:(n"" (2)) = n:(B(,€)) +1 > 1,

contradicdo. Entdo devemos ter supp(n,) C 7~ 1(z). Mas entdo supp(7,) C G para m—quase
todo z: de fato, para m—quase todo z, supp(n,) C 7~ !(z). Dai, para todo = € supp(n,) C
771(2) é tal que (z) = 2, donde x € SUppP(7r(z)), 0 que implica supp(7.) C G para m—quase
todo z. Pela proposi¢ao 6.0.4, temos que 7, (supp(n,)) = 1. Dai, G D supp(n,) = 1,(G) >
n.(supp(n,)) =1, e pois 1,(G) = 1, para m—quase todo z € Z. E acabou. ]
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