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RESUMO

Nesta dissertacao, apresentamos a teoria geral de existéncia e unicidade para Equagdes
Diferenciais Ordinarias (EDOs) lineares complexas com coeficientes constantes, utilizando
apenas um resultado sobre derivadas. Diferentemente das abordagens tradicionais, que
frequentemente dependem de técnicas de integragdo, séries de poténcias ou do teorema classico
de existéncia e unicidade, mostramos um método alternativo para obter a solugdo geral dessas
EDOs. Além da fundamentacao teorica, exploramos aplicagdes concretas desses resultados,
destacando sua relevancia em problemas fisicos € matematicos. A dissertacao esta organizada
em trés eixos principais: a estrutura algébrica e analitica dos nimeros complexos, a teoria de
funcdes holomorfas e a resolugdo explicita de EDOs lineares de ordem qualquer. Por fim,
ilustramos a utilidade desses conceitos em modelos aplicados, como circuitos elétricos e
movimento harmoénico, demonstrando a conex@o entre a teoria matemadtica e aplicagdes

praticas.

Palavras-chave: EDO; numeros complexos; aplicagdes.



ABSTRACT

In this dissertation, we present a general theory of existence and uniqueness for complex linear
Ordinary Differential Equations (ODEs) with constant coefficients, using only a result on
derivatives. Unlike traditional approaches, which often rely on integration techniques, power
series, or the classical existence and uniqueness theorem, we demonstrate an alternative method
for obtaining the general solution to these ODEs. In addition to the theoretical foundation, we
explore concrete applications of these results, highlighting their relevance in physical and
mathematical problems. The dissertation is organized into three main axes: the algebraic and
analytic structure of complex numbers, the theory of holomorphic functions, and the explicit
resolution of linear ODEs of any order. Finally, we illustrate the usefulness of these concepts in
applied models, such as electrical circuits and harmonic motion, demonstrating the connection

between mathematical theory and practical applications.

Keywords: ODE; complex numbers; applications.
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1 INTRODUCAO

As Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) com coeficientes constantes
desempenham um papel fundamental em diversas areas da ciéncia. Elas descrevem a relagao
entre uma fun¢do desconhecida e suas derivadas, e sdo chamadas "'lineares’" porque a fung¢do
desconhecida e suas derivadas aparecem de forma linear. Diversos problemas, provenientes de
diferentes areas do conhecimento, tém sido modelados e solucionados utilizando Equagdes
Diferenciais Ordindrias (EDOs) lineares com coeficientes constantes. Em problemas de
crescimento populacional, nos quais a taxa de variagdo de uma populacao € proporcional ao seu

proprio tamanho, a solu¢do ¢ modelada pela equacao

ar =P

onde k representa a taxa de crescimento populacional.

Quando estendidas para o dominio complexo, essas equagdes ganham ainda mais
relevancia, especialmente em situacdes em que as solugdes reais nao sao suficientes para
descrever a dindmica do problema ou em que a introdugdo de variaveis complexas facilita a sua
analise e solu¢do. As EDOs lineares complexas sdo fundamentais, por exemplo, para analise de
circuitos elétricos em corrente alternada.

No caso de circuitos elétricos do tipo RLC, as leis de Ohm e Kirchhoff

garantem que ¢ valida a seguinte equagao

onde L ¢ a indutancia, R a resisténcia, C a capacitancia, Q = Q(t) representa a carga e
€ = &(t) é atensao fornecida pela fonte ao circuito a cada instante t.

No sistema massa-mola, por exemplo, ao combinar a Lei de Hooke F(x) = —kx
com a Segunda Lei de Newton

d*x

F(X) = mﬁ,

chega-se a equacao que descreve o movimento de um corpo de massa m preso a uma mola,
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considerando que ndo ha atrito. Essa equagao ¢ dada por

d?x N
—_— —Xx =
dt2 m

em que k ¢ a constante da mola.
Nos problemas de péndulo simples, admitindo pequenas oscilagdes, ou seja

sen 8 = 6, a equacao que descreve o movimento angular do péndulo ¢ dada por

d’e g
—_— 0 =0,
dt? T

onde g ¢ gravidade, L o comprimento do péndulo ¢ 8 o angulo do péndulo.
Diante desses exemplos, e de muitos outros, torna-se claro o interesse em encontrar

solugoes para Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) da forma

d™w d™ 1w

dw
W"'an 1dn1+ +a1d +a0W (p(Z)

Em que n = 1 ¢ um inteiro, ay, a4, ..., @,_41 Sao constantes complexas dadas e ¢ =

@ (x) ¢ uma fun¢do de uma variavel complexa.
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2 NUMEROS COMPLEXOS

Desde a sua criagdo, os nimeros complexos tornaram-se um importante objeto de
estudo e passaram por um longo processo de desenvolvimento até chegarem a forma que
conhecemos hoje. Esses numeros, inicialmente, surgiram da necessidade de resolver certas
equacdes, o que os torna fundamentais para a historia das equagdes algébricas. Ao longo dos
séculos, o estudo dos nimeros complexos evoluiu, consolidando sua importancia nao apenas

na teoria matematica, mas também em diversas aplicagdes praticas.
2.1 O corpo C

Considere em R X R, o plano cartesiano, duas operacdes dadas por:

1. Adigdo: (x1,y1) + (x2,¥2) = (X1 + X2, Y1 + ¥2);
2. Multiplicagdo: (x1,¥1). (x2,¥2) = (X1X2 — Y1¥2, X1Y2 + X21).

Um nimero z = (x,y) que satisfaz as duas operagdes acima é chamado de numero
complexo. O conjunto dos niimeros complexos ¢ denotado por C. Obviamente para que ocorra
a igualdade entre dois nimeros complexos z; = (xq,y1) € z, = (x3,¥2), deve-se ter a seguinte

relagdo:

{xl = xZ
Zy, =71 & o
2 1 Y1=DY2
As operagdes acima de soma e produto, gozam das seguintes propriedades

quaisquer que sejam os complexos z,, Z1, Z3:

I. Comutatividade: z; + z, = z, + 24, 21. 2, = Z3.2Z4;

I1. Associatividade: (z; + z3) + z3 = 21 + (2, + 23), (21.25)23 = 21(21.23);
II1. O nimero complexo (0, 0) é o elemento neutro aditivo;

IV. O nimero complexo (1, 0) é o elemento neutro multiplicativo;

V. O simétrico aditivo de qualquer numero complexo z = (x,y) € o nimero complexo

—Z = (_x’ —3’)
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VI. O simétrico multiplicativo de um ntimero z = (x,y) # (0,0) ¢ o namero

R )
z = , .
xZ + yZ xZ + yZ
VIL. Distributividade do produto em relagdo a soma:
(Zl + 22)23 == 2123 + 2223.

A comprovagao dessas propriedades ¢ uma consequéncia direta das definigdes das
operagdes 1 e 2, além das propriedades ja conhecidas dos nimeros reais. Utilizando as

propriedades V e VI, € possivel introduzir mais duas operacdes no conjunto C:

3. Subtragdo: z —w = z + (—w).

4. Divisio:

De acordo com Avila (2008), um corpo ¢ definido como um conjunto equipado
com duas operagdes, chamadas de adi¢cdo e multiplicagcdo, que satisfazem as propriedades

mencionadas anteriormente. Portanto, o conjunto dos niumeros complexos € um corpo.
2.2 Forma algébrica de um nimero complexo

Considere o conjunto C' = {(x, 0); x € R }, de C. Podemos definir a fungéo
fiR — C, f(x) = (x,0), que é claramente uma bijegdo. Além disso, f preserva tanto a adi¢do

quanto a multiplicagdo em R. Em outras palavras, dados x;, x, € R, temos que:

flx1 +x3) = (x1,0) + (x2,0) = f(xg) + f(x2);
f1x2) = (x1%2,0) = (x1,0)(x2,0) = f(x1)f (x2).

Assim, podemos usar, pela bijecdo f acima a seguinte notagdo (x,0) = x,e

definindo o ntimero complexo (0,1) = i, obtemos que:



13

(x,y) = (x,0)+ (0,y) = (x,0) + (y,0)(0,1) = x + iy.

Observe também que

i*=1i.i=(0,1).(0,1) = (0.0 + (—1)1,0.1 + 1.0) = (—-1,0) = —1.

A expressdo x + iy ¢ chamada forma algébrica do nimero complexo z = (x,y).
Dessa forma podemos escreve C = { x + iy, x,y € R}. O niimero real x = Re(z) é chamado
parte real de z e y = Im(z) ¢ chamada parte imaginaria de z.

Os numeros reais x = Re(z) e y = Im(z) sdo as coordenadas do ponto z no plano
R2, ao qual chamaremos de plano complexo sempre que considerarmos seus pontos como
nimeros complexos. Um niimero complexo z € real se ele estd sobre o eixo real no plano

complexo, ou seja Im(z) = 0, e ¢ imaginario puro quando Im(z) # 0 e Re(z) = 0.

2.3 Médulo e conjugado

Definicdo 2.3.1: O conjugado de um nimero complexo z = x + iy é denotado por Z e definido
porz = x — iy.
Proposicao 2.3.1 Dados os nimeros complexos z = x; + iy; e w = x, + iy,, sdo validas as

seguintes propriedades:

(IV)Z+ z =2Re(z),z — Zz = i2Im(z).

Demonstracao:

D z=zext+tiy1=x1—iy;2iy;=0z€eR

D) z+w = (x; —iy) + (xz —iy2)) = (1 +x2) — 1 +y2)i=z + w.

(D z.w = (x1 — iy1). (X2 = iy2) = (X1%2 — Y1¥2) — (1Y2 + x291) i = Z-w.

(MV)z+Zz=(x;+iy) + (x; —iy) =2x; =2Re(z) ez —7Z = (x; +iy;) —
(xq — iyy) = i2y; = i2Im(2).
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Defini¢ao 2.3.2: Dado o nimero complexo z = x + iy, define-se 0 modulo de z como sendo o

numero real ndo negativo |z| = 1/x? + y?. Geometricamente o0 modulo representa a distdncia
do niimero complexo z a origem no plano complexo.
Proposicao 2.3.2 Dados os numeros complexos z = x; + iy; e w = x, + iy,, sdo validas as

seguintes propriedades:

A 1z1=20,]z| =0 z=0;
an lz.w| = |z|.|wl;

{n

av) lz+wl < |z| + |wl.

z |z|
=2 w0
w lw|

Demonstragao:

(I) Observeque |z]| =0 Jx;2+y;2=0=x=0ey=0.
(D) |z.w| = [(xg + iyy). (xx +iy)| = [(x1x2 — y1Y2) + (x1Y2 + x2¥1)i] =

Vax2)% + (1Y2)2 — 2x,2,01 Y, + (612)* + (132)% + 2%, %51y, =
Vax2)? + (122 + (1y2) + (11x)2 =
V) + )% (x2)* + (72)* = Izl Iwl.

_ - |z|
(m)|§| = lzw™| = |zI.lw | = 2

MWMz+wl?=GZ+w)(z+w)=zz+zw+wzZ+ww = |z|?+zWw + wZ +
lw|? = |z|?> + zw + zw + |[w|? = |z]|? + 2Re(zw) + |w|? < |z|? +

2|Re(zw)| + |zI? < |zI? + 2|zw| + [w]* = (2] + w])?,
extraindo a raiz quadrada em ambos os lados, obtém-se o resultado desejado.
2.4 Forma polar de um numero complexo

Dado o numero complexo z = x + iy ndo nulo, considere r como sendo a distancia
de z até a origem, isto é, r = \/x% + y2 = |z| > 0 e seja 0 o angulo que z forma com o eixo

real positivo. Nessas condi¢des temos

{xzrcos@
y =rsenf.
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Podemos, entdo, escrever z da seguinte maneira: z = r(cos 8 + isin8), que ¢é
conhecida como forma polar de um nlimero complexo z. O angulo 6 ¢ chamado de argumento
de z, denotado por arg(z).

Considere, agora, os nimeros complexos

7z, =11(cos B, +isenb,) ez, = r,(cos B, + isen 6,).

Utilizando as féormulas de adi¢ao para o seno e o cosseno, temos que

z1Z5 = 11(cos 8, + i sen 8,)r,(cos B, + isen 6,)

= ry1y[cos B,cos 8, — sen B,sen 6, + i(cos 6,sen 0, + cos O,sen 6,)]

= n1ry[cos (6; + 0,) + isen(6, + 6,)].

Usando indu¢do matematica pode-se mostrar facilmente que

Z1Z1... Zy = TTy... Ty[c0S(01+...+0,) + isen(60;+...+6,)].

De modo particular, dado z = r(cos 8 + i sen 8), temos

z™ = r"(cosnb + isennh).

Definiciao 2.4.1 Considere o nimero complexo z,. O nimero complexo z tal que z" = z, é

chamado raiz n-ésima de z,.

Agora vamos obter as solu¢des da equagdo z™ = z,. Escrevendo z" e z, na sua

forma polar obtemos

r™(cosnf + isennf) = ry(cos 6y + isen ;).

1

" =|z|® = |zy|, portanto, temos que r = ryn e reduzimos a

Observe que |z

igualdade acima a

(cosné + isennB) = cos 6, + isen 8.
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Pela igualdade de nimeros complexos segue que:
cos (nB) = cos 6, e sen (nB) = sen 6.
Utilizando o fato das fung¢des seno e cosseno serem periodicas de periodo 27, obtemos

0y + 2mj

nd =0y +2nj =0 = j EZL.

Portanto, temos que

0+ 2jm 0+ 2jm
zj=’{/7(cos—]+isin—]>,jez.
n n
Finalmente, note que para k,l,s € Z
0y + 2nk 6, + 2mj 2k 2mj k j )
Zy =7 & — =2ns o —-——=2ns & ——==sSk—j=ns
n n n n n n

< k =jmodn.

Portanto, para cada resto na divisdo de j por n, hd uma raiz n-ésima de z,, ou seja,
paracadaj = 1,2,...,n — 1, hd uma raiz n-ésima

0+2jn 0+ 2jm
z; = W(COST]+ isin—]).

Enunciaremos agora o teorema fundamental da 4lgebra (TFA), resultado essencial
para a teoria de EDOs lineares com coeficientes constantes, pois assegura que o polindmio
caracteristico associado sempre tera raizes, permitindo a decomposicao em termos exponenciais

complexos.
Teorema 2.4.1 Se p(z) € um polindmio da forma

p(2) = apz™ + ap_1z2" 4. a2 + a,,

onden = 1,a, # 0 e a; € CVk, entdo existe a € C tal que p(a) = 0.
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Como consequéncia do teorema fundamental da algebra temos que todo polindmio

de grau n pode ser fatorado em C da seguinte forma

P(2) = an(z — 1) (z = @3)... (2 — @),

onde a4, s, ..., a, sdo as raizes complexas de p, ndo necessariamente distintas.
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3 FUNCOES HOLOMORFAS
3.1 Limite e continuidade

Defini¢ao 3.1.1 Dado um ponto z; = xy + iy, no plano complexo e um numero real a,
chamamos disco de raio a e centro em z, o conjunto D (z,, a) formado pelos pontos z do plano

complexo que satisfazem a seguinte condi¢ao:
|z — z,] < a.

Definicio 3.1.2 Um subconjunto D do plano ¢ considerado um conjunto aberto se cumprir a
seguinte condi¢do: para qualquer ponto z pertencente a D, existe um niimero real positivo a tal
que o disco com centro em z e raio a esta completamente contido em D.

Defini¢ao 3.1.3 Seja f: D € C = C e z, € C. Dizemos que f possui limite em z, se existir um
valor L € C tal que, dado qualquer € > 0, ¢ possivel encontrar um § > 0 satisfazendo a
seguinte condi¢do: Vz€D,|z—zy| <& =|f(2) —L| <e. Quando o limite existe,

escrevemos lim f(z) = L. Analogo ao caso real temos que o limite, quando existe, ele & inico.
Z—DZ

Exemplo 3.1.1 Mostre que lim z = z,.
zZ—2Zg

Demonstragao:
Basta tomarmos § = € na defini¢do de limite, pois nesse caso
|z—2z0l <= |f(2) — 2ol =z —29| <5 =€.

Proposicio 3.1.1 Sejam f e g fungdes para as quais os limites lim f(z) e lim g(z) existam.
z-2Z Z—2Zg
Assim, temos:
I[lim(g(z)+ f(z)) = lim g(z) + lim f(2);
z-2 z-2Z zZ-2Zg
I lim g(z) f(z) = lim g(2) lim g(z);
z-2Z z-2Z z-Zg

lim f(2)
I lim L2 = 222" -

7-209(2)  lim g(z)’

Demonstracao:
I Sejam lim f(z) = Le lim g(z) = M. Temos que Ve > 0, existem &;, §,, tal que
z—2Zg zZ—2Z
€ €
0<|z—2y| <6; = |f(2) —L| <2— e0<|z—2zy <6, =|g(z) — M| <2—.

Tomando § = min{d;, §,}, sempre que 0 < |z — z,| < &, temos
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lf(2)+ 9@ - L+M)|=If(z2)—L+9g()—M|<|f(z) =Ll +|9(z) — M| <25+25
= €.

II Sejam lim f(z) =L e lim g(z) = M. Na defini¢ao de limite tome € = 1 para obter um 4§,
zZ—2Z zZ—-2Z
tal que 0 < |z — zy| < §; = |f(2) — L| < 1. Dai temos que se 0 < |z — zy| < §;, entdo
lf@=1f(@)—-L+LI<|f(z2) - LI+ Ll =1+|L|.
Usando novamente a defini¢do de limite temos que dado € > 0, existem &5, 85 tal que

€
O<|Z_ZO|<62:>|f(Z)_L|<W

€
- = M <———.
0<|z—2z] <65 lg(2) |<2(1+|L|)

Agora tome § = min{d,, d,, 65} e note que se 0 < |z — z,| < &, entdo

If(2)g(2) = LM| = |f(2)g(2) — f(2)M + f(2)M — LM|

€ €
= -M)+M -DI<A+I|L) ==+ M|z =€
@9 ~ M)+ M@ ~ I < A+ LD 5o + Mg = ¢
III Sejam lim f(z) = L e lim g(z) = M. Mostremos primeiramente que
zZ-2Zg zZ—-2Zg
Y 1 1
iong(z) M
Pela definicao de limite temos que dado € > 0, existem &, §, tal que
€
0<|z—2zyl <8 = |f(2) — L] <§|M|2
e
|M]|
0<|z—2y| <6, = |f(2) — L] <T'
Pela desigualdade triangular temos
M| =M+ g(2) — g(2)| < |g(2) — M| +1g(2)]
de modo que se 0 < |z — zy| < §,, entdo
M| M|
lg(2)| = IM| - |g(z) — M| > [M| - =
Portanto, tomando § = min{d, §,}, temos
1 1 M-g(z M-g(z 1 € 2
O<|z—zO|<6=>|———=| 9@ =| 9@ —|M]? — =e.
g(z) M 9(z)M IMllg(2)| M| 2 |M]|

Teorema 3.1.1 Seja f: D c C - C, f(z) = u(x,y) + iv(x,y), onde u e v sdo funcdes das
varidveis reais x e y, € seja L = ug + ivy. Entdo

lim f(z) =L & limu(x,y) =uge lim v(x,y) = v,.
Z—2Zg Z—2Zg ZDZ
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Demonstracao: Considere z, = x + iy, € suponha que existam

lim u(x,y) = upye lim v(x,y) = v,. Nesse caso temos que Ve > 0, existem &7, 6,, tal que
Z—Z Z—Zg

€ €
O<|z—zO|<61=>Iu(x,y)—uol<2—e0<|Z—ZOI<62=>|v(x,y)—v0|<2—.

Tomando § = min{é,, §,}, temos
f(2) = (uo + ivo)| = lulx,y) —uo + i(w(x, y) = vo)l < [ulx,y) —uol + [v(x, ) —vol
€ €

< 7 + - = € sempre que 0 <|z—2zy| <6,eportanto lim f(z) = L.
VAR A

Suponha agora que exista lim f(z) = L. Nesse caso temos que Ve > 0 existe um
Z—Zg

6 > 0, tal que
0<|z—2zy)| <6 =|f(2) - L| <e.
Para concluir o resultado desejado basta observar que
[uCx,y) = uol = v (u(x,y) — u9)? </ (ulx,y) — up)? + (W(x,y) — 1)
= |u(x,y) + iv(x,y) — (uo + ivg)| = |f(2) — L] <€
e
lv(x,y) — vol = (W(x,¥) — v0)% < v (ulx,y) —ug)? + (v(x,y) — v,)?
= u(x,y) + iv(x,y) — (up + ivg)| = |f(2) — L| <€

sempre que 0 < |z — z;|.

Definicio 3.1.4: Sejam D < C um aberto e f: D — C uma fun¢do complexa. Dizemos que f ¢

continua no ponto zy € D se lim f(z) = f(zy). Se f possui essa propriedade em cada ponto
z-Z

de D, entdo f é continua em D.
Exemplo 3.1.2 Mostre que a fungdo f: C = C, f(z) = z é continua.

Demonstracao: Vimos no exemplo 3.1.1 que dado z, € C, temos lim z = z;, ou seja f ¢
Z—DZg

continua.

Defini¢ao 3.1.5: Definimos a fungdo exponencial f: C — C da seguinte maneira:
f(z)=expz=-e*(cosy+iseny),

em que X e y representam, respectivamente, a parte real e a parte imaginaria de z.

Exemplo 3.1.3 Mostre que a fun¢do exponencial ¢ continua em C.

Demonstragao: Aplicando o teorema 3.1.1 e analisando as partes real e imaginaria da funcgao

exponencial, obtemos que, se z; € C, entdo

lim exp z = exp z,.
VAR A)

Desse modo, utilizando a defini¢do 3.1.4 conclui-se o resultado desejado.
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3.2 A derivada complexa

Definicao 3.2.1: Sejam D c C um aberto e f: D = C uma func¢@o complexa. A derivada de f

no ponto z, € D ¢ definida como

f@@=ggﬂ%{£@l
se esse limite existir.

Exemplo 3.2.1: Sejam f: C - C, f(2) = z2 e z, € C. Determine, caso exista, a derivada de f
em Zz,.

Solugdo: Note que

[(2) = f(z) _ 72 = 2

=zZ+ ZO
zZ — ZO zZ — ZO
portanto
z)—f(z
f'(zy) = lim 1) = 1(z) = lim (z + z) = 2z,.
Z-2Zg Z— Zg z—2Z

Proposi¢ao 3.2.1: Considere D € C um aberto e f: D —» C uma fungdo complexa. Se f ¢
derivavel em z, entdo f € continua em z,.
Demonstracao: Observe que
z) —f(z
lim £(2) — f(z9) = lim L)~ (70)
VATA z—2Zg Z —Z

Segue lim f(z) = f(zo).

(z = 20) = F(2) lim (z — 2p) = F'(%).0 = 0.

Defini¢ao 3.2.2: Uma fun¢do complexa f: D — C, definida em um subconjunto aberto D do
plano complexo, que seja diferenciavel em todos os pontos de D, ¢ chamada fung¢do holomorfa.
Proposi¢ao 3.2.2: Sejam D c Cum conjunto aberto, z, € D, e f, g: D = C fungdes complexas.
Suponha que f e g sdo derivaveis em z,. Entdo, as seguintes propriedades sao validas:

1. (cf)'(z9) = cf'(zp), ¢ € C;

1.(f+ g)'(z0) = f'(z0) + g’ (20);

1. (f9)'(20) = £(20)9(20) + 9'(20) f (20);

f , f(20)9(20) — g (20)f (20

v (5) o = 92)?

)

desde que g(z,) # 0.
Demonstracao:

I Como existe f'(z;), temos
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(2 = lim DO =D _ 1) —f(z0>_ .

zZ — 27 72>z Z —

IT Como existem f'(z,) e g'(z,), usando as propriedades de limite temos

C+9)@ —F+9G) _ | f@+39E) — )+ 9(z))

(f+8)'(z0) = lim

zZ — ZO Z—2Zg zZ — ZO
R (CO BN TG R 1) SR
z-2Z Z —Z z—>zo Z — Zy

III Como existem f'(z) e g'(z,), usando as propriedades de limite e o fato de f ser continua

em z,, temos

f9@) — () _ . f(2)g(2) —f(20)9(2)

(f9)'(z0) = Jim =———— === = lim p—
_ i P9 ~ F(2)g(20) + F(2)9(Z0) — f(#0)9(20)
Z-Z Z — Zy
i L@~ 9(Z0)) + 9)( () ~ (=)
N Z-Z Z — Zy
= 11m 9(20) lejg) f—(zz :]ZFO(ZO) Jm m f(z) ZLZO —g(zi :gO(ZO)

= 1'(20)9(20) + &' (20)f (20);

IV Vamos mostrar inicialmente que

(é) (20) = - L2,

9(20)?
De fato, como g'(z,) existe, g é continua em z, € g(z,) # 0, temos
11 —9(2) +9(2 )
—(g(2) —g(z
i 3@ 9@ Ta@eG) _ 9@ ~9@))
2270 Z = Zg 2270 Z —Zo z2-20 §(2) 9(2o) 2% z =z
_ 9'(2)
9(20)?

Agora, utilizando o item anterior, temos

f(20)9(z0) — g (Zo)f(zo)
9(20)?

Proposi¢ao 3.2.3: Sejam D < C um conjunto aberto, zy € D, e f3, f5,..., f[n: D = C fungdes

(5)’ (20) = (f %), (20) = f’(Zo)< )(Zo) + ( ) (zo)f(20) =

complexas. Se f4, f>, ..., [, sdo derivaveis em z,, entao
1,J2 n 0>

(fi + ot +) (20) = f1'(20) + 2" (20) +... 12 (20).

Demonstragao: Vamos provar por indugao sobre n que derivada da soma ¢ a soma das derivadas
das parcelas. Para n=2 ¢ justamente a propriedade II da proposicao anterior.

Suponha que (f; + fo+... +/i)'(20) = f1'(20) + f2' (o) +... +fi' (20).
Vamos mostrar que (f; + fo+... +fi+1) (20) = fi'(20) + f2'(20)+. .. +fi+1' (20). De fato,
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observe que

(i + fate o 4 i + fir) (@0) = ((fi + ot +Hfid) + fra1) (Z0)
= (i + fot 1) (@0) + fid (20) = ' (20) + 12/ (Z0) +- . +fiea1' (20)-

A segunda igualdade ocorre devido ao caso inicial, enquanto a terceira ocorre pela hipotese de
inducao.
Corolario 3.2.1: A soma de um numero finito de fun¢des holomorfas ¢ holomorfa.
Teorema 3.2.1: Sejam A € C um conjunto aberto, z, = xo + iy, €E A, f: A = C,
u(x,y) = Ref(z) ev(x,y) = Imf(z). Se f ¢ derivavel em z, entdo existem as derivadas
parciais de u e v em (X, Vo ) satisfazendo

ou ov u ov
a(xo:%) = @(%:3’0) e @(%J’o) = _a(xO'YO)-

Além disso

N ov v B a_u
f'(z0) = (xO:YO) l (xo'YO) y(xo'YO) lay (X0, Yo)-

Demonstracao: Note que
f(2) —f(z) _ u(x,y) + iv(x,y) — (u(xo, ¥o) + iv(xo, ¥o))
zZ — 2z, x+ iy — (xo + iyp)
_u(x,y) —u(xo,y0) +i(v(x,y) — v(xo,¥o))
B x —xo +1(y —¥o)
_ [ulxy) = ulxo, yo) +i(v(x,y) = v(Xo, ¥o))][x = Xo — i(y — yo)]
- (x = x0)2 + (¥ = ¥o)?
_ (ux,y) = ulxo, ¥0))(x — x0) + (v(x,¥) — v(x0,¥0)) (Y = ¥o)
B (x —x0)* + (¥ — ¥0)?
(v(x y) = v(Xo,¥0)) (X — xo) — (u(x,y) — u(xo,y0)) (¥ — yO)
(x —x0)* + (¥ — ¥0)?
Como f'(z,) existe por hipotese, podemos determina-la de duas maneiras:

Primeira maneira: Fazendo z tender a z, ao longo da reta y = y,, nesse caso temos
f(2) —f(z0) _ (u(x,y) — u(xo, o)) (¥ — Xo) + (v(x,¥) — v(X0, Y0)) (¥ — Yo)
z—zy (x = x0)* + (¥ — ¥0)?
4+ 00y) = (0, yo)) (¥ = *o) = (u(x,y) = u(Xo, ¥0)) & = ¥o)
(x = x0)* + (¥ — ¥0)?
_ u(x, yo) — u(xo, ¥o) n iv(x' Yo) — V(xo’YO).

X — Xo X — Xg
Portanto,
/ T f(z ) — f(20) _u(x,y0) —ulxo,¥o0) , . v(x,¥0) — v(xo,¥o)
f'(zp) = 11 ——— = lim +1i
zZoZ — Zy Z—>Zg X — X X — Xp
_ou(xyo) —ulxe, o) | v(x,Ye) — v(Xo, Vo)
= lim + i lim
z-2Z X — X Z2Zo X — Xp

av
(xo;YO) + l (xo'YO)

Segunda maneira: Tome agora z tendendo a Zy ao longo da reta x = x, ou seja, faga z =
Xo + 1y. Dessa forma temos
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f(@2) —f(z0) _ wlxy) —ulxo yo))(x = %) + ((x,y) = v(%0, Y0)) ¥ — ¥o)
zZ —Z (x —x0)* + (¥ — ¥0)?
b (v(x,y) — v(x0,¥0)) (x — x0) — (u(x,y) — u(xo,¥0)) (Y — ¥o)
i
(x —x0)* + (¥ — ¥0)*
_ v(x0,y) — v(Xo,Yo) _ l.u(x0:3’) — u(xg, o)
Y= Yo Y= Yo '

Portanto,
’ . @ —f(z) . v(xyo) —v(xe,Yo) . ulx,yo) — u(xo,Yo)
f'(zp) = lim —— == lim -1
z-2g Z — Z, Y-Yo Y —Yo Y—Yo
— i v(x,¥0) = v(Xo,¥0) ., ulx,¥o) —u(xo,¥o)
= lim —ilim
Y=Yo Y —Yo y=Yo Y—Xo

dav ou
= @ (x0,Y0) — l@(on’o)-

Ora, temos entdo que

du dv , av odu
a(xo:J’o) + la(%»)’o) =f'(z) = @ (X0, Y0) — l@(%d’o)

donde concluimos que

ou v u v
a(xo:J’o) = @ (x0,Y0) € @(XO'J’O) = T ax (X0, Yo)-

As igualdades acima sdo conhecidas como as condi¢des de Cauchy-Riemann.

A reciproca do teorema acima ¢ falsa. Isto significa que, mesmo que as
componentes u(x,y) = Ref(z) ev(x,y) = Imf(z) de uma fungdo satisfagcam as condi¢des
de Cauchy-Riemann em um ponto, isso ndo implica que seja derivavel nesse ponto. A seguir,
apresentamos um exemplo que evidencia essa situacao.

Considere a fungao definida por

_(0+i0sexy =0
f(Z)_{1+iOse xy # 0

Essa fungdo possui todas as derivadas parciais na origem e essas sdo iguais a 0,
portanto as condigdes Cauchy-Riemann sdo satisfeitas em z, = 0 + i0. Porém, como nao ¢
continua em z, nao pode ser derivavel em z,.

A seguir mostraremos uma condi¢do suficiente para que uma funcdo complexa

possua derivada complexa.
Teorema 3.2.2: Seja f: A = C,A c Caberto, f(z) = u(x,y) + iv(x, y), uma fungdo complexa
tal que as derivadas parciais de u e v em relacdo a x e y e existem em A e sdo continuas no
ponto z, = x, + iy, € A . Se as condi¢des Cauchy-Riemann sdo satisfeitas em z,, entdo f é
derivavel em z,.

Demonstracao: Comegamos mostrando o seguinte
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Lema. Seja F: A - R, A c R? aberto, uma fun¢do admitindo derivadas parciais em A, que

sejam continuas no ponto (xg, yy) € A. Entdo

oF
F(x,y) — F(xo,¥0) = (x — x0) (a (x0,¥0) + H(x — x0,y — 3’0))

oF
+0=30) (35 Go.y0) + K =0,y = 30)

onde

lim Hx—x5,y—yy)=0e lim  K(x— x5,y —yo)-
(xry)_)(xo'yo) (xJ’)*(xo’YO)

Demonstracao do lema: Ponha x = x5 + hey = y, + k e escreva
F(xo + h,yo + k) — F(x0,¥0)
= F(xo + hyo + k) = F(xo,¥0 + k) + F(x0, Yo + k) — F(x0, ¥o).
Aplicando teorema do valor médio para fungdes reais de uma variavel, podemos garantir que

existe um numero real 0< t < 1 tal que
JoF
F(xog+ hyy+k)—F(xo,y0+k) = ha(xo + th,y, + k).
Como Z—z ¢ continua no ponto (xg, yo), a diferenga
JoF oF
H(h k) = F (xo +th,yo + k) — a(%d’o)
tende a 0 para (h, k) — (0,0). Logo,
JoF
(1) FCxo + Yo + ) = FCro, o + ) = b (5= Cro, v0) + HCR ).
De modo anélogo
JoF
F(x0,¥0 + k) — F(x0,¥0) = k@ (%0, Yo + tk)
para algum 0< t < 1 e a diferenca
JoF oF
K(h k) = 3y (%0, Yo + thk) — B (%0, o)
tende a 0 para (h, k) — (0,0). Desse modo temos
oF
@ Flo,yo 1) = F(xo,y0) = k(5 Groyo) + K ().

Agora para obter o lema basta somar (1) e (2).

Para demonstrar o teorema aplicamos o lema as componentes u e v de f para escrever
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f(2) = f(20) = u(x,y) — u(xo,y0) + i(v(x,y) — v(xo, o))
= (x — Xo) ( (%0, ¥0) + H1> + =) ( (%0, Y0) + K1>
+i [(x — Xo) ( (%0, ¥o0) + Hz) + O —yo) ( (%0, ¥0) + Kz)]
Usando as condi¢des de Cauchy-Riemann temos que
dv
f(2)—f(z0) =(z— Zo)( (x0,¥0) + l—(x0:y0)>

+(x = x0)(Hy + iHy) + (v — yo) (K1 + iK3).
Dividindo ambos os membros por z — z, ficamos com

f@) — f(z0) _0u v - Yy —Yo

. — ( 0, Yo) + l (xo'YO) + (H1 +iH3) + (Kl + iK3).
0
Para concluir o resultado basta mostrar que
x —
lim (H1+ H2)+y y°(1q+ KZ)]—O
Z—Z Z —
Agora, observe que
TN cqe P2 <1
zZ — ZO zZ — ZO
Portanto
. - . Y—Yo
lim + iH,| + IK1 + iK,|| < hm (IH1 + iH,| + |K; + iK;|) = 0.
z-z9 L1z — Z

Defini¢ao 3.2.3 Um conjunto D ¢ dito conexo se ndo pode ser dividido em dois subconjuntos
abertos disjuntos e ndo vazios. Em outras palavras, ndo existem dois conjuntos
abertos AeBtaisque D = AUB,ANB = @ e ambos A ¢ B sdo nio vazios.

Teorema 3.2.3 Sejam D < C um aberto conexo e f: D — C uma fun¢do complexa. Temos que
f'(z) =0Vz € D & f é constante.

Demonstragdo: = Como f'(z) = 0 Vz € D, temos que

Ju _av _ ou _av _ 0

Como D ¢ um aberto conexo, sabemos do calculo de variavel real que u e v sdo constantes em
D. Portanto, f = u+iv é constante.

& Seja f(z) = ¢,Vz € D, onde ¢ € C. Usando a definicdo de derivada temos que Vz, € D

f(z0) = lim L2 =T iy i £

7=z Z — Zg z-20Z — Zg

=0.

Defini¢do 3.2.4 Uma fun¢do complexa definida em todo C e que ¢ holomorfa em C, ¢
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classificada como uma func¢ao inteira.
Proposicao 3.2.4 Mostre que a func¢ao exponencial ¢ uma fun¢ao inteira. Mostre ainda que
exp'(z) = exp z.
Demonstracao: Inicialmente, note que
expz =e*(cosy+iseny)
esta definida para todo z € C. Além do mais suas componentes sao dadas por
u(x,y) =e*cosy
v(x,y) = e*seny

e dai obtemos

ou

i e*cosy
du .
— = —e*seny
dy

Jdv

Frie e*seny
dv x

— =-e%*cos y.
dy

Segue-se que

du OJv Odv  Ou

ox oy ax oy
ou seja, as equagdes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas. Como as derivadas parciais de u e
v sdo continuas e as condi¢des de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas em todo o plano complexo,
concluimos que exp z € holomorfa em C e portanto, ¢ uma func¢ao inteira. Finalmente, temos

que sua derivada ¢ dada por

, Jdu dv X -
exp'(z) =a(x,y)+la(x,y)=e cosy +ie*seny = exp z.
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4 EDOs LINEARES COMPLEXAS COM COEFICIENTES CONSTANTES

Ressalta-se que a solugdo geral de uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) linear
com coeficientes constantes ¢ tradicionalmente obtida mediante a aplicacdo de conceitos
fundamentais da algebra linear, técnicas de integracdo, séries de poténcias ou do teorema
classico de existéncia e unicidade. Neste trabalho, propomos apresentar um método alternativo
simples que utiliza exclusivamente um resultado elementar sobre derivadas, a saber: uma
func¢ao derivavel num aberto conexo ¢ constante se, e somente se, sua derivada ¢ identicamente

nula.

4.1 Existéncia de solugoes

Defini¢do 4.1.1. Uma equagdo diferencial ordinaria complexa com coeficientes constantes e
ordem n ¢ uma equagdo da forma

d™w d"tw dw
W-I_a" Ry +.. +a1d + agw = @(2),
onde n=> 1 ¢ um inteiro, a,_1,..., a4, @y a0 constantes complexas ¢ ¢ = @(z) ¢ uma fungdo
de uma variavel complexa.
Resolver a EDO acima num dominio ) € C ¢ encontrar uma fungdo holomorfa f: ) — C tal
que

f(2) + an_1f " N2 +...+a. f'(2) + aof (2) = ¢(2),Vz € Q.

Suponha agora que seja possivel destacar duas solugdes f; e f, para a EDO acima. Nesse caso

temos que
'@ + a1 i@ + -+ aifi (@) + aofi(2) = 9(2)
e
£"(2) + anor o@D+ Hai o (2) + aof2(2) = 9(2).
Logo
M@ + a1 i@ + o+ afi (@) + aofi(2) = (" (@) + anoi o (D i fy (2)
+ aof2(2))
=fi"@D - H"@D) + an (A" (@ - LT @)+ A (@) ~ (@)
+ ao(f1(2) — f2(2))
= (- "@ +an1(fi— L)@+ +a(fi — ) (@) + ao(fy
—12)(2) = 0.
Portanto segue que f(z) = f1(2) — f2(z) é uma solugdo da equacao
d™w d"ly

dy
e anldn1+ +a1d +apy =0,

que ¢ denominada EDO homogénea associada. Isto significa que se f,(z) € uma solugdo
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particular de

d‘ny dn—ly dy
dn+an 1dn1+ +a1d_+a0y ¢ (2)
e H, ¢ o conjunto solucdo de todas as solucdes de
dny dn—ly

dy
a7 (o i ——— Tt +a1dz+a0y=0,

entdo Hy, + f, = {fp + fn; fn € Hy} € o conjunto solugdo da equagdo
d™w d"w
dzm T an-1 dz"~ g,mn-1

Em outras palavras, o conjunto das solu¢des de uma EDO pode ser obtido somando

dw
+ -+ a|—— dz + AgW = (p(Z)

a solugdo particular f,(z) a cada solugdo da equagdo homogénea associada. Dessa maneira a

resolucdo da EDO
dny dn—l y dy
E+an R — +a1d +ayy = ¢(2)
se reduz a da EDO homogénea associada, apds fixar uma solugdo particular de

dny dn—ly dy
T Ap_ R — +a1dz+a0y=<p(z).

Demonstrar que a EDO

dny dn—ly
dzn T gt

+...+a, Z—y +ay=0
sempre possui solugdo inteira ¢ facil, pois a fun¢do exponencial complexa f: C — C, definida
por f(z) = e*?, com A € C previamente fixado, resolve a EDO se, e somente se, A for uma raiz
da equacao polinomial
Z"+a,_1z" . +a;z+ ay = 0.
De fato, temos
(@) + an1f"H @D+ +ar f'(2) + aof(2) = 0
o et + a, A" et +.. +a;de? + ae?” =0
o e+ a,_ AV 4. tad+ag) =0
e M+ ap_ A"+ +a A+ ay) = 0.
Portanto, como o teorema fundamental da algebra garante que toda equacao da forma
2"+ an_ 12"+ taz+a, =0
possui raizes complexas, segue que

d"w d"tw dw
) anldn1+ +a1d +agw =0

sempre possui solugdo inteira.
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A equagio z"+a,_,z" '+...4+a;z+ay,=0¢& conhecida como equagio
caracteristica associada a EDO. Portanto, a relagdo entre a solucdo da EDO ¢ as raizes da
equagdo caracteristica garante a existéncia de uma solu¢do inteira. Note ainda que
particularmente se A4,4,,...,4, €EC e s3o as raizes da equacdo caracteristica z" +

12" 1+...+a,z + ag = 0, entdo a funcio inteira F: C — C, definida por

n

F(z) = 2 cre’?

k=1
¢ solucdo da EDO homogénea, independentemente dos nlimeros ¢y, ¢, ..., ¢, € C que foram

)LkZ

previamente determinados. De fato, se f: C = C; f(z) = cre”*” entdo

(@) + an-1 fPH @D+ +ai f'(2) + aof (2)
= c e M 4 cpan_ A eME 4 epa A e 4 cpageE
= e (A" + o A L Ay + ag) = 0.
Portanto f(z) = cxe*? é solugdo da EDO homogénea para todo k € {1,2,...,n},e
dai segue o resultado desejado.
Quando as raizes A4, 4,,..., 4, sdo todas distintas, ¢ natural questionar se todas as

solucdes da EDO apresentam a forma

n

F(z) = z cre?

k=1
ou, de outra maneira, se essa € a expressao que representa a solugdo geral da EDO

d*w d"w dw
) anldnl—i- +a1d +aogw = 0.

Por outro lado, se houver raizes repetidas e o somatorio puder ser simplificado
agrupando alguns termos, a nova questdo ¢ identificar a forma da solug¢do geral da EDO,

levando em conta as multiplicidades dessas raizes.
4.2 Solucao geral

Para obter a solugdo geral da equacdo diferencial ordinaria (EDO) linear homogénea
complexa com coeficientes constantes de ordem n,

dny dn—ly

dy
E‘l'an 1dn1+ +a1dz+a0y=0,
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examinamos de maneira individual, os possiveis valores do inteiro n > 1, que corresponde
exatamente ao grau da equagdo polinomial z" + a,_,z" 1+...4+a,z + a, = 0, cujas raizes

estdo associadas as solucoes da EDO.
4.2.1 EDOs homogéneas de primeira ordem

Se n = 1, entdo a EDO homogénea ¢ dada por
dw

E‘FCIOW:O.

Portanto, sua equagao caracteristica associada ¢
z+ay=0,
cujaraiz é 1y = —a,.

Teorema 4.2.1.1 Se f: C — C ¢ solugdo de

Y 0
—+aqw =0,
dz 0

entdo existe uma constante c¢; € C tal que f(z) = c;e™? para todo z € C.

Demonstragdo: Inicialmente observe que se f(z) = c;e*7# é uma solugdo da EDO
dw + 0
—+ayw =0,
dz 0

entio ¢; = e M%f(z2).
Mas de um modo geral se f: C — C ¢ solugdo de
dw
e +ayw =0,
defina a funcfo inteira g: C — C tal que g(z) = e M7#f(z) para todo z complexo. Pela maneira

como g foi definida é razoavel esperar que ela seja constante. De fato, note que

’ d VA -1z / -1z -z /
g (@) = e f ()] = —he ™ f(2) + f()e™" = e™* [ f(2) + f1(2)]

=e M [ayf(2) + f'(2)] = e™M7.0 = 0,
para todo z € C. Portanto, segue do teorema 3.2.3 que g ¢ constante, ou seja, existe ¢; € C tal

que g(z) = ¢, para todo z € C. Dessa forma temos que f(z) = c;e*? para todo z € C, e

/112

portanto concluimos que f(z) = c,e*? ¢ a solugdo geral da EDO

dw
E'i‘ aAgw = 0.
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Corolario 4.2.1.1 Dado (zy, w,y) € C?, existe uma unica solugdo inteira para o problema de

valor inicial (PVI)

E = llw
w(zo) = wg
a saber, w(z) = wye*1(#7%0) para todo z € C.
Demonstragdo: Observe que
w(zp) = Wy = w, = c;e’M% = ¢; = wye 1%,

portanto temos que w(z) = wye?1(=%) para todo z € C.

4.2.2 EDOs homogéneas de segunda ordem

Se n = 2, entdo a EDO homogénea ¢ dada por

d?*w dw
ﬁ+a1£+aow = 0.

Portanto sua equagao caracteristica associada ¢

z’+a,z+ ay = 0,
que possui duas raizes complexas 4; e A, podendo ser iguais ou distintas. Vamos considerar,
primeiramente, o caso em que A; # A,.
Teorema 4.2.2.1. Se 1, e 1, sdo as raizes distintas da equacdo caracteristica z>+a,;z + ag = 0
e f: C - C é uma solucdo inteira da EDO

d*w dw

dz? U dz

entdo existem constantes ¢, ¢, € C tal que

+agw =0,

f(2) = c;eM? + c,et2?,vz € C.

Demonstracio: Primeiramente, note que se
f(2) = c;eM? + c,e’2?

¢ solucao da EDO

d*w dw

F+a1£+aow =0,
entdo as constantes ¢; e ¢, podem ser expressas em funcdo de f e suas derivadas, de forma
independente. De fato, observe que

(@) = AycieM? + A,c,e2%,
e dai segue que
f'(2) = A,f(2) = A,c.eM? + Aycpet2? — Az(clellz + cze’lzz)

1
= f'(2) — f (2) = LicieM? — NyeeM? = ¢ = ———e M2 [f'(2) — A, f (2)].
1 — 1,



33

Para obter o valor de c, basta notar que
¢ = e M*[f(2) — ¢ eM”].
Agora, seja f: C —» C é uma solugao inteira da EDO

Defina a funcdo g: C — C tal que

e M?[f'(2) = 2f (2)].

9(2) = =7

Pelo que acabamos de ver ¢ razoavel que a fungdo g seja constante. De fato, note que 4; +
Ay = —ay, LAy = age f(z) = —a1f'(z) — aof (2)
para todo z € C, dai obtemos

1

8@ = 7= e ™' @) =~ Lf @1+ (D) ~ Lf (D)]e™7)

-1z

= [-0f @) + hdof () + (@) = Af'(2)]
1 2
-1z

= [0 (@) + hdof (2) = arf'(2) — aof (2) = 2of ()]
1 2
-1z

=77 [(Wh=a0)f(2) = (A + p+an)f ()]
-1z

- A=A [(@0 = ao)f (2) = (mar+a)f'(2)] = 0

para todo z € C. Portanto, segue do teorema 3.2.3 que g € constante, ou seja, g(z) = ¢4, com
c; € C. Finalmente, demonstremos que a funcdo inteira h: C — C definida por

h(z) = e #*[f(2) — c;e™]
¢ também constante. Com efeito, aplicando a identidade

1
=7 @~ Lf (D] = @ = 2af () = 6 = e,

obtemos que
h'(z) = —Ae %[ (2) — c1e™?] + e M*[f'(2) — Ay cre™]
= e %[~ 1of (2) + Apcie™” + f1(2) — AycreM7]
= e 7%[c; (A, — A,)eM? + A, eM? — A cier?]
= e~ M7 [cy (A — Ap)eM” — ¢y (A — Ap)eM?]
=eM™2)7[c; (A — 25) —c;(A = A2)] = 0,
para todo z € C. Desse modo temos que h ¢ constante. Agora tomando ¢, € C tal que h(z) =

Cc, obtemos



c, = e 2% [f(2) — c,eM?] = f(2) = c,e™2? + c,eM?,

como queriamos demonstrar.

Vamos considerar agora o caso em que a equacao
z’+a,z+ag =0
possui uma raiz dupla.
Teorema 4.2.2.2. Se A ¢ raiz dupla da equagdo caracteristica
z’+a;z+ay =0

e f:C - C ¢ uma solugdo inteira da EDO

d*w dw

ﬁ+a1£+aow =0,
entdo existem constantes ¢, ¢, € C tal que

f(2) = (c1z + cy)e*, vz € C.
Demonstracido: Como no teorema anterior, observe que se
f(2) = cieM? + cet??

¢ solucao da EDO

d*w dw

F+a1£+a0w =0,
entdo as constantes c; e ¢, podem ser expressas em funcdo de f e suas derivadas, de forma
independente. De fato, observe que

f'(z) = Ac;ze? + cie ™ + Acye??,
dai segue que
f'(2) = Af (2) = Ac;ze? + cie™ + Acye? — A((clz +cy)e ’12)
= f'(2) =M (@) = e = ¢; = e *[f'(2) = Af (D)].

Para obter o valor de c, basta notar que

c, = e M[f(2) — c;ze?].
Agora, seja f: C = C uma solugdo inteira da EDO

d?w dw
@+ala+a0w =0.
Defina a fungdo g: C — C tal que
9(2) = e™[f'(2) = Af (2)].
Pela maneira que a funcao g foi definida € razoéavel esperar que ela seja constante.
De fato, note que 21 = —ay, 22 =age f'(z) = —a,f'(z) — aof (2)

para todo z € C, dai obtemos
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g'@) =-2""[f'@ - @] +[f"(@ - Af' @)]e ™"

(=21 —a))f'(2) + (A% — ap)f (2)]
“[(a; — a))f'(2) + (ag — ap) f(2)]
— e—AZ(O) — O,

para todo z € C. Portanto segue do teorema 3.2.3 que g ¢ constante, ou seja, g(z) = ¢;, com

e M [-Af'(@) + 2 (2) + f(2) — Af'(2)]
e M [=Af'(2) + 22f(2) — asf'(2) — aof (2) — Af' (2)]
AZ[

[

c; € C.
Finalmente, mostremos que a fun¢ao inteira h: C = C definida por
h(z) = e [ (2) — c1ze]
¢ também constante. Com efeito, usando a identidade
c1 = e ¥[f'(2) = Af (2)],
temos que
h'(z) = —Ae"lz[f(z) — c,ze?] + e M [f'(z) — c,e?* — Ac;ze??]

= e M[-Af(2) + Acyze? + f' (z) — c,e? — Acyze]

= e‘lz[clel — c,e? + Acyze?” — Acyze?] = 0,
para todo z € C. Desse modo temos que h ¢ constante. Agora tomando ¢, € C tal que h(z) =
C, obtemos

c; = e Y[f(2) — c;ze?] = f(2) — c1ze?* = e’ = f(2) = (c1z + ¢3)e ¥ Vz € C,

como queriamos demonstrar. Utilizando os dois teoremas mencionados anteriormente,
chegamos ao seguinte resultado.
Corolario 4.2.2.1. Fixados (zg, wy), (25, W) € C?, existe uma unica solugdo inteira para

problema de valor inicial (PVI)

d*w dw
P 2+a1d +agw =0
w(zp) = wy
dw

2, (7o) = wo.
Demonstragao: Vamos demonstrar o caso em que as raizes da equagao caracteristica
sdo distintas. O outro caso pode ser resolvido de maneira andloga. Se A; # A,, entdo
w(z) = c,eM? + c,e?2%, vz € C
¢ a solucao geral da EDO

d*w dw
F+ala+aow = 0.
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Desse modo, usando as condigdes do PVI temos que
! !
{W(,) = Cllllellzo + Czllzelzzo
wy = cret?o + ¢ ete%o
Da primeira equacdo obtemos
!
W} — cpApe’2%

Al ellzé

C1:

Substituindo o valor de ¢; na segunda equagdo temos que

!
W} — cyA,et2%0

; etz 4 ¢, ete?0 =
Alellzo

W0:

Wol; — W(’)e/h(zo—zé)
/116/1220 —_ ell(ZO_Z[,))'l'Azzé.

w)eh (@o-20) et (Z0-20)+222¢
WO -_—— = CZ - -

+ et2% | = ¢, =
2z A ) ’

Por fim, obtemos que

W) /12e’1226 Wold, — W(’)e’ll(zo—zé)
¢, = — .
1 /113/1126 Arete%o — e1(20-20)+222 Aleﬂlz(’)

Portanto existem unicos cq, ¢, satisfazendo as condi¢des do PVI dadas, ou seja, existe uma

unica solugdo inteira para problema de valor inicial (PVI).

Defini¢ao 4.2.2.1 Dada uma fung¢do f: C — C, define-se a expressao

(& -n)r@

Da seguinte maneira:
d
(- M) f@ =) - af .

Considere a equagao diferencial ordindria linear de segunda ordem homogénea

d*w dw
ﬁ+ala+aow = 0.

As raizes 4, e A, da respectiva equacdo caracteristica
z’+a;z+ag =0
sdo determinantes para a solu¢do geral da equagdo. Sabemos que o polindmio caracteristico

pode ser fatorado na forma
z2+az+ay = (z— ) (z — 1),

0 que sugere uma decomposi¢ao analoga para o operador diferencial associado a equagao
original.

Dessa forma, ¢ natural esperar que a equagao diferencial possa ser reescrita como

d2W+ dW+ _(d A)(d /1)
dz? % dz GoW = dz 1)\dz 2 )W
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De fato, usando a defini¢ao 4.2.2.1 temos que
2

(d A)(d o w (d A)(dw A )—dw M 1) 4 42
dz “J\dz "? dz “*J\dz 2W) = dz? (4 2) dz 142W
d*w dw
= ﬁ + ala + Agw.
De um modo mais geral ainda, considere a equagao
d"w d" tw
dzn Tt g

dw
+ +a1d—+a0W—0

Sejam A4, A5, ..., A, as raizes da sua equagao caracteristica associada
z"a,_1z" 1 +...+a,z + ay = 0.

Como podemos fatorar o polindmio caracteristico pode ser fatorado na forma
" taz+tag= (-1 —1)...(z— 1),

¢ natural conjecturar que a equagado diferencial possa ser reescrita como

d™w d" 1w dw d d d
_dz" Ap_ Ry 1+ +a1d +agw = (E—Al)<a—lz>...<5—ln)w.

Usaremos esse fato para encontrar a solug¢ao geral das EDOs de ordem n > 3.

4.2.3 EDOs homogéneas de terceira ordem

Se n = 3, entdo a EDO homogénea ¢ dada por

d3w d*w dw
dZ3 + a, de + ala‘i' aAgw = 0.

Portanto, sua equagao caracteristica associada ¢

z3+ayz? + a1z +ay =0,
que possui trés raizes complexas 14, 4, € 43, que podem ser todas distintas, todas iguais ou tais
que existem duas distintas. Vamos considera, primeiramente, o caso em que 4; # A, # A;.
Teorema 4.2.3.1 Se 1,, 4, ¢ A5 sdo as raizes distintas da equagdo caracteristica
z3+a,z2+a;z+ay =0
e f:C - C é uma solugdo inteira da EDO

d3w N d*w N dw N 0
a a; — + agw =0,
dz3 2 dz2 Ydz 0

entdo existem constantes ¢4, c5, c3 € C tais que

f(2) = cieM? + ce?2? + c;e?37,vz € C.
Demonstracao: Inicialmente, note que
z3+az2 +taz+ay=0= —a, =, + A, + 13,a; = 114, + 1143 + 1,43 e —a,
= L1 A45.
Usando as equagdes acima e o fato de

f""(z)+ayf"(2) + a.f'(2) + apf (2) = 0,



38

observamos que

d
(_ - /11) [f"(2) — (A2 + 23)f'(2) + 22231 (2)]

dz
=f""(2) = (A2 + 23)f""(2) + A2A3f"(2) = A1f " (2) + 11(A2 + A3)f' (2)
— M A3f (2)
=f"(2) — (M + 22+ 1:)f"(2) + (M1ds + L4143 + A,43)f'(2))
— M A3f (2) = f"'(2) + axf " (2) + a1 f'(2) + aof (2) = 0,
ouseja, f''(2) — (A, + 13)f'(2) + 2,43 (2) € solugdo da EDO de primeira ordem

E=/11W

e, consequentemente, existe uma constante ¢ € C tal que

f"(2) = Az + A3)f'(2) + A5 (2) = EeM”
para todo z € C. Como a equagao

f"(2) = Az + A3)f'(2) + A3 f (2) = EeM”
¢ uma EDO linear ndo homogénea de segunda ordem, conclui-se que a solugao geral pode ser
escrita f(z) = fr(2) + f»(2), onde f,(2) representa a solugdo da EDO homogénea associada,
cuja equagdo caracteristica € dada por (z — A;)(z — A3) = 0, enquanto f,(z) corresponde a
uma solucao particular EDO

f"(2) = Az + A)f'(2) + A3 (2) = CeM”.
Pelo teorema 4.2.2.1 existem constantes c,, c3 € C tal que

fh(Z) = Czelzz + C3el3z,VZ € C.

Por fim, como A; # A4, # A3, segue que (/112 — (A + 34 + /12/13) # 0, dai tomando

A

C
M2 = Qg + A + A5,

C1:

417 ¢ uma solugdo particular de

f'(@) = (A2 + A3)f'(2) + Ay 43f (2) = Ee™.

temos que f(z) = cqe

De fato, observe que
A2cieMZ — (A, + 1) A cieMZ + Ay Azc,eMZ = gehi”
& eMZe (A% — Qg + A3)Ay + Ap05) = éeM?
& ci(M = Ay + A + A43) = ¢

A

C
%= Ay + A + 105

@C]_:

Portanto temos que
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f(2) = cieM? + c,e?2? + c;e?3%,vz € C.
Teorema 4.2.3.2 Se 1,, 4, ¢ 15 s3o as raizes da equagao caracteristica
z3+a,z% + a;z+ ay =0,
comA; # A, = Az ¢ f:C — C ¢ uma solugdo inteira da EDO

d3w N d*w N dw N 0
a a,— +aow =0,
dz3 2 dz2 Ydz 0

entdo existem constantes ¢4, c,, ¢3 € C tais que
f(2) = c;eM? + (cpz + c3)e*2?, vz € C.
Demonstracao: Inicialmente, note que
4a,z2 +az+a,=0= —a, = A, + 24, a; = 24,1, + 1,2 e —ay = L1,
Usando as equagdes acima ¢ o fato de
(@) + axf"(2) + a1f"(2) + aof(2) = 0,

observamos que
d 2
(2= 1) @) = 2,5 () + 27 F ()]

= f""(2) = 222f " (2) + 1,7 f'(2) = Lif " (2) + 122, f ' (2) — L 4,7 f (2)
= f""(2) = (A +22)f " (2) + Rz + 1D (2) — LA f(2)
= f""(2) + azf"(2) + arf'(2) + aof (2) = 0,

ouseja, f''(z) — 2A,f'(2) + 1,2 f (2) é solugdo da EDO de primeira ordem

dw_/1
dz W

e, consequentemente, existe uma constante ¢ € C tal que

f(2) = 2:f"(2) + 22°f (2) = ter”
para todo z € C. Como a equagao

f'(2) = 22of'(2) + 2,°f (2) = cer*
¢ uma EDO linear ndo homogénea de segunda ordem, conclui-se que a solugdo geral pode ser
escrita f(z) = fr(z) + f,(2), onde f,(2) representa a solugdo da EDO homogénea associada,
cuja equagdo caracteristica é dada por (z — 1,)? = 0, enquanto fp(z) corresponde a uma
solugdo particular da EDO

(@) = 20f'(2) + 2.°f (2) = eeM”.
Pelo teorema 4.2.2.2 existem constantes c,, c; € C tal que

fn(2) = (c2z + c3)e’2?,vz € C.

Por fim, como 4; # A4, = 43, segue que (Alz — 2,4 + /122) # 0, dai tomando



¢
112 - 212/11 + /122

1=

417 ¢ uma solugdo particular de

f'(2) = 20,f'(2) + A,°f(2) = ceM?.

temos que f(z) = c,e

De fato, observe que
A2cieMZ — 20,4, ¢ eM? + 1,0 c eM? = gehi”
e eMZe (4% = 24,4, + 1,%) = ceM?
(A =2, + %) =¢
¢
A2 =22, + A%

@C1=

Portanto, temos que
f(2) = cieM? + (cpz + c3)e?2%, vz € C.
Teorema 4.2.3.3 Se 1,, 4, e A3 sdo as raizes da equagdo caracteristica
z3+ayz? + a1z +ay =0,
comA; = A, =43¢ f: C— C ¢éuma solucdo inteira da EDO

d3w N d*w N dw N 0
a a,—+aow =0,
dz3 2 dz2 Ldz 0

entdo existem constantes ¢, ¢,, c3 € C tais que

f(2) = (c12% + ¢,z + c3)e??,Vz € C, onde A é a raiz tripla da equagdo caracteristica
z3+a,z? + a;z + ay = 0.

Demonstracao: Inicialmente, observemos que a fung¢do inteira g: C — C definida por

9(z) = %e‘”(f”(Z) = 2Af'(2) + 2*f (2))
¢ constante. De fato, note que
z34a,z2 + a1zt ag = (z— 1) =31 = —a,, 312 = a, e 13 = —a,.
Usando as equagdes acima e o fato de

f"(2) + axf"(2) + a1 f'(2) + aof (2) = 0,

temos que

A 1
9'(2) = —5e7(f"(2) = 2Af"(2) + P*f (2)) + 5e ("' (2) = 24f"'(2) + A*f'(2))

1
= SeTMIf" () = 32f"(2) + 34f () - P (2)
=f"(2) + ayf"(2) + a.f'(2) + apf (z) =0,

para todo z € C. Portanto temos que g ¢ constante, ou seja, existe ¢; € C tal que

40
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= 2 e ([ (1)~ 20f (D) + @) = [(2) ~ 20 () + BF (2) = 26105
para todo z € C. Como a equacao
f"(2) = 24f'(2) + X*f(2) = cie
¢ uma EDO linear ndo homogénea de segunda ordem, conclui-se que a solugdo geral pode ser
escrita como f(z) = fn(2) + f,(2), onde f,(z) representa a solugdo da EDO homogénea
associada, cuja equagdo caracteristica ¢ dada por (z — 1)* = 0, enquanto f,(z) corresponde a
uma solucao particular EDO
f"(2) = 2Af'(2) + 12f(2) = 2c e
Pelo teorema 4.2.2.2 existem constantes c,, ¢z € C tal que
fn(2) = (c3z + c3)e??, vz € C.

4% ¢ yma solugdo particular da EDO

Finalmente, observemos que f,(z) = c,z%e
f"(z) = 2Af"(2) + A2f(2) = 2c e™.
De fato, temos que
o' (2) = 20f,(2) + A% £, (2)
= ¢, z%2%e* + 2c,z2e? + 2c,e? + 2c,z0e?? — 2A(c 2% Ae? + 2¢,ze??)
+ A%c,z%e? = 2c,e?%.
Segue que
f(2) = (czz + c3)e? + ¢y z%e?? = (c,2% + ¢z + ¢3)e??, vz € C.
Usando os trés teoremas anteriores, chegamos a seguinte conclusao.
Corolario 4.2.3.1 Dados (zg, W), (21, Wy), (25, w,) € C?, existe uma tinica solucio inteira para
o problema de valor inicial (PVI)

(d3w d*w dw

173 +a, 172 +a1£+aow =0
< w(zp) = wy
dw
dz (z1) =wy
d?w '
L 372 (72 =w;

Demonstracdo: A demonstra¢do ¢ feita de modo andlogo a solucdo do corolario

422.1.

4.2.4 EDOs de ordem quatro ou superior

Teorema 4.2.4.1 Sejan = 4 e A4, 4,,..., 4, as raizes da equagao caracteristica
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Z"+ a1 z" . +a;z+ ay = 0.
Suponha que f: C — C seja uma solugdo inteira da EDO

d™w d" 1w

dw
W+an 1dn1+ +a1d—+a0W—0

Nesse caso, temos que

I. Se A4, 45, ..., A4, sdo dois a dois distintos, entdo
n
) =) cele
k=1

II. Sendo A; = A, a Ginica raiz dupla, temos

n
f(2) = (c1z + cy)e*2? + Z ce?
k=3

III. Sendo 4; = A, = A3 a Ginica raiz tripla, temos

n
f(2) = (€12 + ¢,z + c3)e 227 + z cr e’ ?
=4

IV.Se A4, 4,,..., Aj sdo as raizes distintas da equacgao caracteristica
2"+ a,_1z" .. ta;z+ a, =0,
com A, de multiplicidade m;, e py(z) € C[z] um polindmio de grau m; — 1, para cada k €

{1,2,...,j} emy + my+...+m; = n, entdo

]
F@) =) pe@er.
k=1

Demonstracao: I. Vamos fazer a demonstra¢ao usando indu¢ao matematica sobre n.
Os casos em que n = 1,2,3 ja foram demonstrados anteriormente. Suponha agora que o
resultado seja valido para n = k, ou seja, se 14, 4,, ..., A, dois a dois distintos, sdo as raizes da
equagao caracteristica
z*¥ + a1z 4. 4+a;z+ag =0

e f: C = C uma solugdo inteira da EDO

d*w d*tw dw

ﬁ+an 1 —— Tt dz+a0w=0,

entao
k
fz) = Z ciehiz,
i=1

Vamos mostrar que o resultado vale para n = k + 1. Primeiramente, note que
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2Kty aqzf+ ot aztag=(2Z-1)Z—21) (2= Ay) =
= /11 + /12 + -+ )lk+1 = —dayg,
/1112 + 11/13 + -+ /’lklk+1 = Qg-1,

11/12. . Ak)lk+1 = (—1)"a0.
Usando as igualdades acima e considerando que
(2 + arf*¥(2)+... +a. f'(2) + aof (2) = 0,

temos que

(% - h) [F5(2) = Ay + Az + -+ + A DF1@) + (Qphs + Aphy + -+ Ldis ) F2(2)

+ o+ (D" A5 . A A1 f(2)]
=12 - e+ A3+ + L) (D)
+ (s + A + -+ Ly D@ + -+ (D™ 5 o e dpern f1(2)
—f (@) + A (A + A3 + -+ A DTN +
+ (D™ 12243 - A dies 1 £ (2)
=12 — (A + A + A3 + -+ A )fF(2) + -
+ (D™ 12243 - A dies 1 £ (2)
= fN2) + arf(2) + -+ arf'(2) + aof (2)
=0,
ou seja,
@2 = Qg+ A3+ 4+ L D@ + (A3 + A4 + - + LAy ) 72 (2) + -
+ (D" 243 . A A1 f (2)
¢ solugdo da EDO de primeira ordem

dw_/1
dz W

e, consequentemente, existe uma constante ¢ € C tal que
fE@) = Ay + 23+ -+ L)1) + (Qpds + DAy + -+ Lediey ) ) fF72(2) +
+ (=)™ A3 ... YA i1 f (2) = CeM?
para todo z € C. Como a equagao
@) = Az + A3+ + A D@D + (ads + Ay + -+ Bedpes ) f72(2) + -+
+ (=)™ A3 ... Y A1 f (2) = CeM?
¢ uma EDO linear ndo homogénea, conclui-se que a solu¢do geral pode ser escrita como

f(2) = fn(2) + f»(2), onde f,(z) representa a solugdo da EDO homogénea associada, cuja
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equacdo caracteristica € dada por (z—A1;)(z—A13)...(Z— Ax41) =0, enquanto f,(2)
corresponde a uma solugdo particular EDO
fE@) = A+ A+ + e )12 + Qods + 224 + - + L)) 72 (2) +
+ (=1)™ A5 . A Aps1 f (2) = EeMZ,

Por hipotese de indugdo, temos que
k+1

ful2) = ) cie?,

=2
Por fim, considerando que A; # A, #...# A4, pode-se afirmar que

= Qg+ A+ + L DA (D™ A o A Aerg £ O,
Assim, ao definir

~

C
A=Ay + A3+ + L DA A (=DM o A Aggn

A]_Z

1 =

obtemos que f(z) = c;e
fE@) = QA + A3+ + L)1) + (Apds + ApAs + -+ Lediey ) fF72(2) + -
+ (=)™ A5 . A Aps1 f (2) = CeMZ,
De fato, observe que
ez — (A 4 As+. o A DA Te eMZ 4 (—1) " Ay As. . ApyqcreMiE = fetr?

& eMZe (L — Ay + A3 + - + Ly DA T A (D™ A5 A Ay ) = CeM?

representa uma solugdo particular da equacao

S (M = A+ 23+ + L DU T A (D™ A5 e A Ay g) = €

A

Cc

=4 Cl = k k—1 n f
Al - (AZ + 13 + -+ Ak+1)ll +... +(—1) 1213 "'Aklk+1

Portanto, temos que

k+1 k+1
) = fu@) + fp@,= ) el +eieh? = ) e,
i=2 i=1

como queriamos demonstrar. Os demais casos podem ser demonstrados de maneira anéaloga.
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5 APLICACOES

5.1 Circuito elétrico

Exemplo 5.1.1 Um circuito possui um capacitor de % F,um resistor de 4() e um indutor de 2H,

em série. O capacitor encontra-se descarregado. No instante t = 0 conecta-se esse circuito a
uma bateria cuja tensdo é de 12e~tV, e o circuito é fechado. Determine a carga no capacitor em
qualquer instante t > 0.
Solugao: Pela lei das tensdes de Kirchhoff temos que

V, +Vp + V. =V(0),
com

V —Ldl Ve = RI,V, —Q
L — dtl R — :C_C:

, . . . d
onde L ¢ um indutor, R o resistor, C o capacitor, Q = Q(t) acargae [ = d—f a corrente do

circuito. Dessa forma segue que a EDO para a carga Q(t) no capacitor ¢ dada por

d?Q = dQ
2— +4—+8Q =12¢7".
dt? dt ¢ ¢
Dividindo por 2 temos que
d’Q _dQ
—+2—+4Q = 6e”".
dt? * dt 40 = Ge
A equagdo homogénea associada a EDO
d’Q  _dQ
—+2—+4Q =6e7t
dt? * dt T4Q =06e
¢
d’Q  _dQ
—+2—+4Q = 0.
dt? dt ¢
Portanto, sua equagao caracteristica ¢
A2 +21+4=0,
cujas raizes sao
A=-1FiV3.

Segue do teorema que
Q(t) = c;eC17V3DE 4 £, (Z1+V3DL ¢ o ¢, complexos.

Usando a defini¢do da exponencial complexa temos que
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Q(t) = Cle(—1—\/§i)t + cze(_1+‘/§i)t

= e [c;(cos (—V3t) + i sen(—V3t)) + c,(cos V3t + i sen — V3t)]

= e"t[c;(cos V3t — i senV3t) + c,(cos V3t + i sen — V3t)]

= e [(c; + ¢y)cos V3t + i(c; — c;)senV3t].
Portanto, tomando ¢; = ¢, , existem c3, ¢4 € R tais que

Q(t) = e~t(czcos V3t + cysen V3t),
onde cz3 =c¢; + ¢y ecy = (€1 — Cy)l.
Como a fonte ¢ 12e ¢, assumimos uma solugdo particular da forma Q,(t) = ke ™.
Calculando Q,", Q," e substituindo na EDO, obtemos
ke t —2ke t+4ke "t =6et = 3ket=6et =k =2.

Portanto, Q,(t) = 2e~t e Q(t) = e t(cscos V3t + cusenV3t) + 2e7*.
Finalmente, usando as condigdes iniciais, obtemos

0)=0=0=e"%cscos0+crsen0) +2¢ "= ¢, = =2
Q(0) 3 4 3

1(0)=Q'(0)=0=0=—e"°(—2cos 0+ c,sen 0) + e °(2sen 0 + c,cos 0) — 2e~°
=c, = 0.
Desse modo concluimos que
Q(t) = —2e tcos V3t + 2e7L.
De modo analogo ao exemplo anterior, podemos obter o seguinte resultado:

Considere a EDO

d*y dy
@+ala+aoy=0.

Se A = a + bi sdo as raizes complexas da equagao caracteristica associada, entdo a solugdo

geral da edo

d*y dy
E+a1a+aoy=0

¢ dada por

f(y) = e**(cycos bx + c,sen bx),onde ¢y, c, € C.
Exemplo 5.1.2 Um circuito LC em série possui um capacitor C = %F e um indutor L = 1H.
O capacitor esta inicialmente carregado com uma carga Q(0) = 6 C, e a corrente inicial é zero.
Determine a carga no capacitor em qualquer instante t > 0.

Solugdo: Para um circuito LC em serie, temos a seguinte equagao
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Substituindo os valores C = 1—10 e L = 1, obtemos

4°Q +10Q =0
dt? -
que ¢ uma EDO homogénea de segunda ordem, cuja equagao caracteristica associada
A2+10=0

possui raizes complexas 4 = +iv10.

Dessa forma, temos que

Q(t) = cqcos V10t + c,sen V10 t.
Finalmente, utilizamos as condigdes iniciais para encontrar os valores das constantes ¢; € ¢,.
Note que
Q0)=6=c, =6
e
Q(0)=0=c,=0.
Portanto, concluimos que

Q(t) = 6cos V10t.

5.2 Movimento harmonico simples

Exemplo 5.2.1 Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a acdo de uma
forga elastica F = —4x. Supondo x(0) = 1 e x'(0) = —1, determine a velocidade no instante
t.
Solugdo: Pela segunda lei de Newton, com m = 1, temos que
d?x
dt?

Reorganizando, obtemos a EDO homogénea

= —4x.

d’x + 4 0
— x —_ ,
dt?
cuja equagdo caracteristica associada ¢ dada por
A2+4=0.

Como A = +2i, segue do teorema que
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x(t) = ¢;e@It + ¢,e(20t ¢, e ¢, complexos.

Dessa forma, temos que existem constantes c3, ¢, € R, tais que
x(t) = czcos 2t + c,sen 2t.
Usando a condi¢do x(0) = 1, obtemos

1 =c3c050+cusen 0 = c3 =1,

ou seja,
x(t) = cos 2t + c,sen 2t.
Finalmente, usando o fato de x'(0) = —1, obtemos
1
—1=-2sen 0+ 2c4c05 0 = ¢4 = 3
Portanto,

1
x(t) = cos 2t + —sen 2t e x'(t) = v(t) = —2 sen 2t — cos 2t.

Exemplo 5.2.2 Uma esfera de massa m = 1 esta presa a um fio de comprimento L = 2,45 m
. ~ . m A .

e oscila sob a¢do da gravidade g = 9,8 2 formando um péndulo simples. Suponha que, no
instante t = 0, o péndulo € solto do repouso com um angulo 0,1 rad. Determine a medida do
angulo 8 em fungao do tempo.
Solugao: Para pequenas oscilacdes, a equacdo do movimento de um péndulo simples ¢ dada
por

d’e g

—+-0=0.

dt?z L
Substituindo os valores g = 9,8 e L = 2,45, obtemos a EDO

2

d=0
Iz +46 =0,
cuja equagdo caracteristica associada ¢ dada por
A +4=0.
Portanto, pelo exemplo anterior temos que
0(t) = cqcos 2t + c,sen 2t,
onde ¢4, ¢, € R.
Usando a condigdo inicial 8(0) = 0,1, obtemos
0,1 =cyc0s0+cysen 0 = ¢; = 0,1,
ou seja,

0(t) = 0,1cos 2t + c,sen 2t.
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Por ultimo, usando que 6'(0) = 0, obtemos
0=-0,2sen 0 + 2c,cos 0 = ¢, = 0.
Logo, 8(t) = 0,1cos 2t.
Exemplo 5.2.3 Um corpo de massa m = 2 kg esta preso a uma mola com constante elastica

k=16 % Inicialmente, o corpo ¢ deslocado para x(0) = 0,1m de sua posi¢ao de equilibrio e

liberada a partir do repouso. Determine a posi¢ao x(t) do corpo em fung¢io do tempo.
Solugdo: Pela segunda lei de Newton, a equagao que descreve o movimento do sistema massa

mola sem amortecimento ¢ dada por
dZ
m——+kx = 0.
dt?
Substituindo os valores, m = 2 e k = 16, obtemos

d?x
2—+ 16x =0,

dt?
ou ainda, equivalentemente
d*x
e +8x =0,
que ¢ uma EDO homogénea de segunda ordem, cuja equacao caracteristica associada
A2+8=0

possui raizes complexas A = Fi2v2.
Dessa forma, temos que
x(t) = cycos 2V2t + cysen 2V2 t.
Finalmente, utilizamos as condigdes iniciais para encontrar os valores das constantes c; € C,.
Note que
x(0)=01=¢ =01
e
x'(0)=0=c, =0.

Portanto, concluimos que

1
x(t) = 1098 2V/2t.
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6 CONCLUSAO

Esta dissertagdo explorou os numeros complexos, as fungdes holomorfas e as
equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) lineares com coeficientes constantes, finalizando com
aplicagdes em problemas reais.

Inicialmente, foram introduzidos os numeros complexos, suas propriedades

algébricas e geométricas, estabelecendo a base necessaria para a analise complexa.
Em seguida, aprofundou-se na teoria das fun¢des holomorfas, apresentando os conceitos de
derivabilidade complexa e as condi¢des de Cauchy-Riemann. Um resultado fundamental
demonstrado foi que uma funcdo holomorfa definida em um aberto conexo € constante se, e
somente se, sua derivada ¢ nula em todo o dominio, um teorema essencial para o
desenvolvimento tedrico posterior.

Voltamos, entdo, nossa atencdo para as equagdes diferenciais lineares de
coeficientes constantes no contexto complexo. Utilizando o método da equacdo caracteristica,
mostramos como encontrar solugdes gerais para EDOs de ordem arbitraria, sem o uso de
técnicas de integracao.

Por fim, exploramos aplicacdes concretas dessas equacdes. Analisamos circuitos
elétricos (RLC) e (LC), sistemas massa-mola e o péndulo simples, destacando como as solugdes
de EDOs modelam o comportamento dindmico desses sistemas. Em todos os casos, a
modelagem matematica baseada em EDOs permitiu compreender fendmenos oscilatorios e
amortecimentos, aspectos fundamentais em engenharia e fisica.

Concluimos, portanto, que o estudo dos numeros complexos e das fungdes
holomorfas ndo apenas enriquece a teoria matematica, mas também fornece ferramentas
eficazes para a resolugdo de problemas aplicados. A teoria das EDOs com coeficientes
constantes, fortemente apoiada pela andlise complexa, mostra-se extremamente Util na
modelagem de problemas reais, unindo teoria e pratica de forma harmoniosa. Essa interligacao
entre o rigor matematico e sua utilidade pratica ressalta a relevancia do estudo desenvolvido ao

longo desta dissertagao.
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APENDICE A — ENSINO DE NUMEROS COMPLEXOS UTILIZANDO O
GEOGEBRA
Apresentacio

Este recurso educacional tem como objetivo facilitar a compreensdo dos niimeros
complexos no Ensino Médio, destacando suas aplicagdes em problemas concretos e
introduzindo as equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) como equagdes que aparecem na
resolucao de problemas reais, sem o rigor matematico avangado. A proposta busca tornar esses
topicos mais acessiveis € compreensiveis aos estudantes, promovendo uma integragao
harmoniosa entre teoria e pratica no curriculo escolar.

A introduc¢do desses temas visa ndo apenas ampliar o conhecimento matematico dos
alunos, mas também estimular o desenvolvimento do pensamento critico e analitico,
habilidades essenciais para estudos futuros em Matematica e areas correlatas, como Fisica e
Engenharia. Para isso, sera elaborada uma sequéncia didatica com o auxilio do GeoGebra,
ferramenta que permite uma abordagem visual e interativa.

Inicialmente, serdo apresentados os numeros complexos, suas propriedades e
representacdes geométricas, estabelecendo uma base intuitiva para sua compreensdo. Em
seguida, serao explorados problemas praticos modelados por EDOs, com énfase na visualizagao
grafica de suas solucdes. Essa abordagem permitird que os alunos relacionem conceitos
abstratos a fendmenos reais, como oscilagdes em sistemas mecanicos € circuitos elétricos,
consolidando o aprendizado de maneira significativa.

Dessa forma, este trabalho ndo sé contribui para a modernizagdo do ensino de
Matematica no Ensino Médio, mas também demonstra como ferramentas computacionais,
como o GeoGebra, podem enriquecer o processo de ensino-aprendizagem, tornando conceitos
complexos mais palpaveis e motivadores.

Representar numeros complexos no plano

Acesse o geogebra online ou abra o aplicativo. Na barra de entrada, digite um
nimero complexo qualquer e clique na tecla enter, por exemplo, z; = 3 + 2i. O geogebra
automaticamente interpretard z como um niimero complexo e o representara no plano como o
ponto (3,2), onde 3 ¢ a parte real (abscissa) e 2 a parte imagindria (ordenada). De modo geral
observe que ao inserir um numero complexo z = a + bi na barra de entrada, o geogebra o

representara no plano como o ponto (a,b).
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Figura 1- Representagdo dos numeros complexos no plano
&)+ AA > ee]4lN =]+ Y
® zu-3+2 N

s

u = Vetor(z;)

—2

-3

Fonte: Elaborada pelo autor
Geometricamente podemos visualizar o nimero complexo z; como um vetor a
partir da origem (0,0), basta digitar vetor(z; ) na barra de entrada e clicar na tecla enter.
Potencias naturais da unidade imaginaria
Para a analise dindmica das poténcias da unidade imagindria, utilizaremos o recurso
de controle deslizante do GeoGebra. Adiciona-se inicialmente a expressdo i" na barra de
entrada do software, o que automaticamente gera um controle deslizante associado a variavel
n. Configure os parametros do controle deslizante conforme segue:
e Intervalo de variacao: [0,20];
e Incremento: 1.
Esta configuracao otimiza a visualizacdo e manipulacdo interativa das poténcias sucessivas da
unidade imaginéria.

Figura 2- Poténcias naturais da unidade imaginaria i

A L AR e G * | a=2 > —
(5] &~ @) € x) =]+ o Q=
° n="5 H é\ Basico Seletor Cor Posicéo b d
n=5
0 ® 20 ; @ i % Avancado Algebra Programacéo o
n=i" : i Ml;n o
=i Max
3 20 &
+ Entrada... Incremento
2 1
P | O Fixe [ Aleatorio
Horizontal «
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 ik
Ly 1
Repetir
= Alternado v
-2
Mostrar seletor na Vista Algébrica
-3
Estilo do Ponto
Tamanho

Fonte: Elaborada pelo autor
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Ao mover o controle deslizante, o ponto girard no plano, mostrando em tempo real
que:
i°=1i'=ii?=-1*=—,i*=1"=ii*=-1i" =—i..,
ou seja, a unidade imaginaria i possui um comportamento ciclico em suas poténcias, repetindo-
se a cada 4 expoentes. Desse modo podemos concluir que
=i,
onde n € N er ¢ o resto da divisdo de n por 4.
Soma de numeros complexos
Digite na barra de entrada do geogebra dois nimeros complexos z;, z, quaisquer,
por exemplo, z; = 1+ 2i e z, = 3 + i. Para calcular a soma digite z; = z; + z, na barra de
entrada.
Figura 3- Soma de niimeros complexos )
% A O] @) 4N =][a] e ¢
@ =-1+2 =
® ==3+1

23 =71+123

= 4+3i 3 ®

e Entrada... 2 L ]

Fonte: Elaborada pelo autor

Podemos colocar vérios exemplos e observar que a parte real de z; € obtida pela soma da parte
real de z; com a parte real de z, e a parte imagindria de z; pela soma da parte imaginaria de z;
com a parte imaginaria de z,. Para interpretar geometricamente a soma de niumeros complexos
vamos seguir os seguintes passos:

e Digite na barra de entrada vetor(z, ), vetor(z,) e vetor(zz);

e Usando a ferramenta segmento definido por dois pontos crie os segmentos de reta

ligando z; a z3 € z, a z3, formando assim um paralelogramo.
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Figura 4- Interpretacdo geométrica da soma de nimeros complexos
N B EEPAINRER
@ =n-1+2 N @ || B
® -3+l
u = Vetor(z;) H
- () z
v = Vetor(z;) £
- () ’ :

=2+12;

=4+3i

w = Vetor(z3)

° g | :

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos notar que geometricamente o vetor z3 = z; +z, ¢ a diagonal do
paralelogramo. A subtrag¢do pode ser abordada de maneira totalmente analoga, pois, dados dois

nimeros complexos z; € z,, temos que z; — Z, = z1 + (—23).

Moédulo e conjugado

Para a anélise das propriedades de mddulo e conjugado de nimeros complexos,
adotaremos como recurso metodologico os controles deslizantes do software GeoGebra. A
implementagdo seguird a seguinte sequéncia de procedimentos na barra de entrada do programa:

e Digite o nimero complexo z; = a + bi, automaticamente o geogebra criarda um

controle deslizante;
e Digite vetor(z,);
e C(Calcule o modulo e o conjugado de z; digitando abs(z;) e conjugate(z;);

e Utilizando a ferramenta circunferéncia, dados o centro e raio, crie um circulo centrado

na origem com raio |z, |.
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Figura 5- Moédulo e conjugado

DERERNERRNREN
-5 @ 5 (1'..;'\&‘
5
7y =a+bi
= 3407 s
=7
= 3-07t d !
o=z ;
Z1
= 3.08
i

A = Intersetar(EixoOx, EixoOy) 2 # i * ? el 1 2 ., + 3 L) z
= (0,0)

_ d : Circunferéncia(A, z2)
= x2 4+ y? =049

® f = SegmentodeReta(A,z;) : 5!

Fonte: Elaborada pelo autor

Ao mover os controles deslizantes, o ponto z;, a circunferéncia e o conjugado
atualizam-se automaticamente, de modo que o vetor z; terd sempre sua extremidade final sobre
a circunferéncia e os pontos z; e z, estardo sempre a mesma distancia do eixo real. Dessa forma
podemos concluir que o mddulo de z; € igual a distancia de z; até a origem e o conjugado de
z, ¢ areflexdo em relacdo ao eixo real, além de facilmente notar que se z = a + bi, entdo Z =
a — bi. Podemos ainda deduzir as propriedades do modulo e do conjugado de um ntiimero
complexo z. Vamos deduzir, por exemplo, que o produto de um niimero complexo z pelo seu
conjugado Z € igual ao quadrado do seu modulo, seguindo estes passos:

e Escreva o numero complexo de z = a + bi.. Isso definird o nimero complexo z, € o
GeoGebra criard automaticamente controles deslizantes para a parte real (a) e a parte
imaginaria (b) de z = a + bi.

e Digite conjugate(z,) para obter o conjugado de z;;

e Calcule o produto z,Z; e quadrado do médulo de z,; digitando z3 = z,Z; e ¢ = |z,|%.

Ao mover o controle deslizante, verifica-se que a igualdade z,Z; = a? + b% =
|z1|? permanece vélida. Dessa forma, conclui-se que, dado um ntiimero complexo z = a + bi,
tem-se que z.Z = |z|%. As demais propriedades relacionadas ao médulo e ao conjugado de

nimeros complexos podem ser verificadas seguindo uma metodologia analoga.
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A [S & = —
DR N ErANER &=
=1 H A
® i b=1 &
5 ® 5 . 2
a=1
® b=1 : _._._©_._.. 4
5 ® 5 ®
3
zy = a+bhi :
=1+4i 2
7 =7 1 o
e | oLz
- E o -5 -5 -4 -3 -2 0 1 ko 3 4 5 5 7 8 9
Z3 = 12Zp Zs
-1 o<
=240
-2
c = (lulf
=2 =
[0}
+ E -4
Q

Fonte: Elaborada pelo autor

Multiplicacdo de nimeros complexos na forma polar

Para multiplicar numeros complexos na forma

seguintes passos na barra de entrada:

polar no GeoGebra, execute os

e Escreva o numero complexo de z; = a + bi. Isso definird o nimero complexo z, € o

GeoGebra criard automaticamente controles deslizantes para a parte real (a) e a parte

imaginaria (b) de z; = a + bi;

e Escreva um numero complexo qualquer, por exemplo, z, = i;

e (alcule o produto z,.z; = z3;

e Usando a ferramenta segmento, crie os segmentos de reta que ligam o ponto A aos

pontos zy, Z,, Z3, onde A € a origem do plano.

e Utilizando a ferramenta angulo, calcule os angulos que z4, z,e z; formam com o eixo

real.

Podemos observar, conforme a figura 7, que

arg(z3) = arg(z,) + arg(z,),

e o mddulo de z; € igual ao produto dos modulos de z; e z,.
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Figura 7- Multiplicagdo de numeros complexos na forma polar

% ([ o o | a= R =
Ee Ak > oo 4 N|= « * =
o | * 4 N ¢
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Q
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Fonte: Elaborada pelo autor

Note ainda que a relagdo permanece valida durante a variagdo dos controles
deslizantes, comprovando a propriedade para nimeros complexos genéricos. Portanto, a
multiplicagdo na forma polar resume-se a multiplicar os modulos, somar os argumentos e
expressar o resultado na forma trigonométrica.

Divisido de nimeros complexos na forma polar

Para efetuar a divisao de nimeros complexos na forma polar usando o GeoGebra,
execute os seguintes passos na barra de entrada:

e Escreva o numero complexo de z; = a + bi. Isso definird o nimero complexo z, € o
GeoGebra criara automaticamente controles deslizantes para a parte real (a) e a parte
imaginaria (b) de z; = a + bi;

e Escreva um numero complexo qualquer, por exemplo, z, = i;

e C(Calcule a divisao

_— = Z3-
Zy ’

e Usando a ferramenta segmento, crie os segmentos de reta que ligam o ponto A aos
pontos z4, Z,, Z3, onde A € a origem do plano.
e Utilizando a ferramenta angulo, calcule os angulos que z;, z,e zz; formam com o eixo
real.
Podemos observar, conforme a figura 8, que
arg(z3) = arg(z,) — arg(z,),

e o modulo de z3 ¢ igual a razao entre os modulos de z; e z,.



Figura 8- Divisdo de nimeros complexos na forma polar
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Fonte: Elaborada pelo autor

Note ainda que a relagdo permanece valida durante a variagdo dos controles
deslizantes, comprovando a propriedade para nimeros complexos genéricos. Portanto, a divisao
de numeros complexos na forma polar resume-se a calcular a razao entre os modulos, subtrair
os argumentos e expressar o resultado na forma trigonométrica.

Raizes enésimas da unidade

No estudo das raizes n-ésimas da unidade, utilizaremos o GeoGebra para
visualizagdo e analise. A implementacdo seguird os seguintes passos, a serem executados na
barra de entrada do software:

e Defina n, por exemplo,n = 5;

e Digite o codigo raizes=sequéncia(cos(2m * ((k)/(n)) + i sen(2m * ((k)/
(), k,0,n — 1);

e Desenhe o circulo unitario digitando circunferéncia: Circunferéncia((0,0),1);

e Digite poligono=poligono[raizes] para conectar as raizes e formar um poligono.

As raizes quintas da unidade distribuem-se uniformemente no circulo unitario, com
angulos

2kn
5

conforme a figura 9, ou seja, determinam os vértices de um pentdgono regular inscrito no

) (k = 0;1;2;3;4);

circulo unitario do plano complexo.
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Figura 9-Raizes quinta da unidade
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Observa-se ainda que a alteracdo do valor de n no passo inicial ndo invalida as
propriedades anteriormente estabelecidas. Por exemplo, conforme a Figura 10, para o caso
particular em que n = 8, verifica-se que as raizes oitavas da unidade correspondem precisamente
aos vértices de um octdgono regular, inscrito no circulo unitario do plano complexo.

Figura 10- Raizes oitavas da unidade
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Conclui-se, portanto, que as raizes n-ésimas de um numero complexo unitario
determinam os vértices de um poligono regular inscrito no circulo unitario do plano complexo.
Analise do Comportamento Dindmico em Sistemas Amortecidos e Circuitos Elétricos:

Abordagem Grafica via GeoGebra
Exemplo 1. Um circuito possui um capacitor de % F, um resistor de 4Q2 e um indutor de 2H,

em série. O capacitor encontra-se descarregado. No instante t = 0 conecta-se esse circuito a
uma bateria cuja tensdo é de 12e~tV, e o circuito é fechado. Determine a carga no capacitor em
qualquer instante ¢ > 0.

O sistema ¢ modelado pela equagao diferencial linear

d*Q  _dQ e
F+ZE+4Q—66 ,

cuja solugao ¢ dada por
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Q(t) = —2e~t(cos V3t — 1).
Figura 11- Grafico da solugéo do exemplo 1
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Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo 2 Um circuito LC em série possui um capacitor C = 1—10F e um indutor L = 1H. O

capacitor esta inicialmente carregado com uma carga Q(0) = 6 C, e a corrente inicial € zero.
Determine a carga no capacitor em qualquer instante t > 0.
Para esse circuito, temos a seguinte equagao
d?qQ
o) +10Q =0,
cuja solucdo ¢ dada por

Q(t) = 6cos V10t.
Figura 12- Gréafico da solucao do exemplo 2
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 3 Um corpo de massa m = 2 kg esta preso a uma mola com constante elastica k =
16 % Inicialmente, o corpo é deslocado para x(0) = 0,1m de sua posic¢ao de equilibrio e

liberada a partir do repouso. Determine a posi¢ao x(t) do corpo em fungio do tempo.
A equagdo que descreve o movimento do sistema massa mola sem amortecimento, com esses

dados, ¢ dada por

d*x +8 0
—_— X = ,
dt?
cuja solucdo ¢ descrita pela fungdo
1
x(t) = — cos (2V2¢).
10
Figura 13- Grafico da solucao do exemplo 3
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Fonte: Elaborada pelo autor

Consideracoes finais

A adogdo do GeoGebra como ferramenta principal revelou-se particularmente
eficaz no processo de ensino-aprendizagem, uma vez que possibilitou a transformagio de
abstragcdes matematicas em representacdes visuais e interativas. Essa abordagem contribuiu de
maneira significativa para a compreensao dos alunos, ao tornar os conceitos mais acessiveis e
concretos. Além disso, ao estabelecer conexdes entre os conteudos tedricos e suas aplicacdes
praticas nas areas da fisica e da engenharia, foi possivel evidenciar a relevancia da matematica
na explica¢do de fenomenos do mundo real, como o comportamento de circuitos elétricos e
sistemas mecanicos oscilatorios.

Conclui-se, portanto, que a incorporagao de tdpicos avangados de matemadtica no
ensino médio € ndo apenas viavel, mas também altamente proveitosa, desde que se adote uma
abordagem pedagogica que valorize a intui¢do, a visualizacdo e as aplicagdes concretas. Essa

estratégia contribui ndo sé para a preparacdo dos estudantes para niveis mais avancados de
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estudo, mas também para o desenvolvimento de uma apreciagdo mais profunda da matematica
como linguagem essencial para a compreensdo e interpretagdo do mundo que nos cerca. A
experiéncia proporcionada por esta proposta reforca a relevancia de investirmos continuamente
em praticas inovadoras que tornem o ensino de matematica mais dinamico, significativo e

inspirador para as novas geracdes de estudantes.



