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RESUMO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) vém sendo utilizado continuamente no projeto de
componentes e sistemas automotivos, como no projeto de protétipos Baja SAE. Dentre as
principais dificuldades associadas a modelagem computacional a partir do MEF, tem-se a
determinacdo das cargas a serem aplicadas nos modelos estruturais desenvolvidos, quando estes
sa0 mais solicitados a partir da intera¢ao entre o veiculo e a via. O presente trabalho centrou-se
na andlise estrutural do chassi de um Baja SAE a partir da constru¢ao de um modelo dindmico
multicorpo do SB-20 - protétipo do projeto de extensdo local Siard Baja - do tipo simulador de
pista four-post, mitigando a dificuldade associada a quantificacio das solicitagdes, sob 6tica do
veiculo como um sistema excitado pela base. Os materiais € métodos utilizados para a andlise
estrutural incluem a constru¢do das funcdes de excitacao do sistema - tomada a partir da sintese
do perfil de operagao do veiculo -, a constru¢do do modelo mecanico de elementos finitos - a
partir das etapas de concepg¢do, preparacdo de geometria, modelo elasto-plastico, distribui¢do
de massa e descricao geral -, a anélise modal, a anélise estrutural transiente, a analise da resposta
dindmica do sistema e as andlises de falha estdtica e por fadiga. A partir do elaborado, foram
obtidos resultados para a transmissibilidade de deslocamento, aceleracdo da massa suspensa em
funcdo do conforto do piloto, coeficientes de seguranca para falha estética e tempo de operacao
do veiculo até a falha por fadiga. Em conclusdo, as estratégias de modelagem computacional
empregadas para a constru¢do do modelo mecanico mostraram-se efetivas, o modelo elaborado
demonstrou comportamento mecanico satisfatério e o chassi, componente de anélise, obteve
resultados compativeis com os requisitos de operagao, sendo a falha estdtica o seu modo de

falha critico.

Palavras-chave: Elementos Finitos; Baja SAE; Analise Estrutural.



ABSTRACT

The Finite Element Method (FEM) has been continuously used in the design of automotive
components and systems, such as in the design of Baja SAE prototypes. Among the main
difficulties associated with computational modeling from the FEM, there is the determination
of the loads to be applied in the developed structural models, when these are most requested
from the interaction between the vehicle and the road. The present work focused on the
structural analysis of the roll cage of a Baja SAE from the construction of a dynamic multibody
model of the SB-20 - prototype of the “Siara Baja” local extension project - of the four-post
track simulator type, mitigating the difficulty associated with the quantification of loads, from
the perspective of the vehicle as a system excited by the base. The materials and methods used
for the structural analysis include the construction of the excitation functions of the system -
taken from the synthesis of the vehicle operating profile -, the construction of the mechanical
model of finite elements - from the stages of general conception, preparation of geometry,
elasto-plastic model, mass distribution and general description - modal analysis, transient
structural analysis, dynamic system response analysis and static and fatigue failure analysis.
From the elaborated, results were obtained for the transmissibility of displacement, acceleration
of the sprung mass in function of the driver comfort, safety factors for static failure and time of
operation of the vehicle until fatigue failure. In conclusion, the computational modeling
strategies used for the construction of the mechanical model proved to be effective, the model
developed showed satisfactory mechanical behavior and the roll cage, component of analysis,
obtained results compatible with the operation requirements, with static failure being its critical

failure mode.

Keywords: Finite Element; Baja SAE; Structural Analysis.
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1. INTRODUCAO
1.1.Sistemas de teste four-post

Em sintese, um sistema de teste do tipo four-post € um sistema projetado para a testagem
de veiculos automotores, de modo que podem ser caracterizados por quatro atuadores
hidraulicos sob os quais o veiculo é posicionado acima, conforme a figura 1. O movimento dos
atuadores €, em geral, controlado eletronicamente, de modo que € possivel programa-los para
reproduzir o perfil de uma superficie de estrada, ou uma determinada fun¢do de excitagdo,

dentre outras configuracoes.

Fonte: (ZETA, 2022).

A depender da aplicacdo, existem ainda outros sistemas disponiveis, com uma maior
quantidade de atuadores, como no caso de veiculos com mais de dois eixos, ou ainda utilizados
para a representacdo de solicitagdes aerodinamicas e da transferéncia de carga, configuracdo

tipica do seven-post, aplicado no automobilismo de alta performance.

O sistema, caracterizado como um teste do tipo interno (indoor), possui maior
viabilidade em relacdo a testes externos comumente realizados dentro de um plano de validacao
automotivo, ao passo que possui melhor controlabilidade, repetibilidade e eficiéncia. Vé-se que,
para ensaios de durabilidade em veiculos de passeio, testes externos (outdoor) possuem elevado
custo financeiro e em tempo, ao passo que diversos componentes estruturais destes tipos de
veiculos sdo projetados para, em geral, fadiga de alto ciclo. Esses tipos de testes podem ser

visualizados na figura 2.

Além disso, testes externos requerem maior complexidade do sistema de aquisi¢cdo de
dados, tendo em vista provaveis sobrecargas provenientes de fatores externos nao controlaveis,
além da possivel necessidade de um sistema de transmissdo de dados de maior robustez, e

consequentemente, maior custo.



Figura 2 - Sistemas de testes internos e externos.
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Deste modo, tem-se uma grande utilizacdo dos sistemas four-post para ensaios de
durabilidade estrutural, a partir de excitacdes realizadas de diferentes formas pelos atuadores
(deslocamentos, velocidades, aceleragdes, entre outras), com posterior cdlculo de falha por
fadiga pautada no acumulo de dano. Ademais, enquanto tem-se o veiculo completo em uma
configuracdo “irrestrita”, e com total representatividade em massa, rigidez e amortecimento,

podem ser realizados diversos ensaios além dos estruturais, como, por exemplo:

NVH (Ruido, vibracao e aspereza);
BSR: Buzz, Squeak e Rattle (Ruidos estruturais de montagem);

1

2

3. Ride (Resposta do veiculo em transmissibilidade);

4. Handling (Resposta do veiculo em controle direcional);
5

Anadlise modal (Resposta do veiculo sob o espectro de frequéncia).

Dentre as fabricantes de tais sistemas de teste, a que possui maior aplica¢do dentre os
laboratorios de teste mundiais € a MTS, que introduziu a mais de 45 anos e aperfeicoou desde
entdo uma tecnologia de teste four-post com acoplamento dos pneus (tire-coupled four-post
rig), permitindo a consideracdo da massa, rigidez e amortecimento destes, melhor
caracterizando a distribuicdo de massa suspensa e ndo suspensa e aumentando a
representividade do modelo dindmico em geral. Atualmente, a empresa conta com diversas
tecnologias de teste para veiculo completo, possibilitando uma maior especializacdo dos

sistemas em relacdo as aplicagdes e uma ampliacdo da quantidade de ensaios executaveis.

Nacionalmente, a empresa RUIDCAR apresenta um sistema de teste com atuadores em
um eixo do veiculo, com maior énfase na andlise e diagndstico de ruidos automotivos,
oferecendo compatibilidade para variados modelos. O sistema € composto por

suportes/cavaletes, maquinas atuadoras e um painel de controle eletronico.



1.2.0 programa Baja SAE

O programa universitdrio Baja SAE ¢ uma oportunidade de estudantes de diversos
cursos de graduacdo, em uma proposta multidisciplinar, compreenderem os aspectos técnicos e
gerenciais do projeto, fabricacdo e montagem de um protétipo do tipo “mini Baja”, um veiculo

off-road monoposto.

O programa foi criado na Universidade da Carolina do Sul, em 1976, sendo lancado no
Brasil no ano de 1994. Atualmente, hd a realizacdo de competi¢cdes regionais, nacionais e
internacionais, a partir de organizagdes realizadas por comités. No Brasil, as competi¢cdes sao
divididas em nacionais, Competicio Baja SAE BRASIL, e regionais, etapas Sul, Sudeste e

Nordeste.

Neste meio, a equipe Siard Baja atua desde 1999 como projeto oficial de extensdo da
Universidade Federal do Ceard, sendo pioneira no estado. Desde entdo, a equipe obteve
crescimento continuo em relacao ao nivel técnico do protétipo e das apresentagdes de gestdo,
projeto e negdcios. Isto se deu a partir de participacdes ativas e obtencdo de resultados

relevantes nas competi¢des regionais, da etapa Nordeste.

Em 2020, a equipe apresentou o seu mais recente projeto, SB-20 (figura 3), associado a
campanha Dragdo do Mar, em homenagem a Francisco José do Nascimento, lider jangadeiro
que teve participacao ativa no Movimento Abolicionista no Ceard, estado pioneiro na aboli¢ao

da escravidao.

Figura 3 - Prot6tipo SB-20 “Dragdo do Mar”.

Fonte: Autor.



O programa fornece a oportunidade de o estudante extrapolar as dreas do conhecimento
de seu curso especifico de graduagdo, ao passo que a engenharia automotiva associada ao
desenvolvimento de um veiculo é multidrea e multifisica. Ainda assim, é de fundamental
importancia o reconhecimento do programa Baja SAE como um ambiente aberto para a

aplicagdo dos conhecimentos obtidos em sala de aula, aumentando o aprendizado.

1.3.Motivacao do trabalho

Dentro da proposta do programa estudantil Baja SAE de desenvolver, de forma geral,
um protétipo Off-Road, € especialmente desafiador o projeto e andlise estrutural dos diversos

componentes do veiculo, em especial a gaiola, tendo em vista sua complexidade construtiva.

Garantir a performance e durabilidade de um componente é um desafio enérgico nas
mais diversas dreas da Engenharia, em especial na engenharia automotiva associada a
competi¢do, de modo que, sendo a aceleracdo o parametro mais importante em um veiculo de
corrida (MILLIKEN; MILLIKEN, 1994), faz-se necessdrio o projeto de componentes e
estruturas com extrema leveza e suficientemente resistentes, possibilitando maxima poténcia

por massa.

Na equipe Siarad Baja, € perceptivel a evolucdo em relacdo a este desafio, o que permite
realizar uma contextualizac@o histdrica resumida do modo com o qual a equipe associou as

andlises estruturais ao fluxo de projeto do protétipo, bem como os modelos utilizados para tal.

Tendo em vista a intrinseca complexidade relacionada aos modelos, foi continuamente
utilizado o Método dos Elementos Finitos (MEF) para o projeto e andlise dos componentes
estruturais, a excecdo daqueles que possuem formulagdo analitica tradicional, como parte dos
elementos de mdquina presentes no prototipo. Inicialmente, os modelos eram
predominantemente consistidos em componentes individuais submetidos a andlises estruturais
lineares estdticas, de modo que os locais de aplicagdo da carga e de restricdo eram os que 0
componente em questao realizava a “troca” de forcas externas (conforme o principio da agdo e

reacdo) mediante a condi¢do de equilibrio estatico.

Posteriormente, foram iniciadas as concep¢des de modelos baseados em montagens de
dois ou mais componentes, notadamente em formato de “quarto de carro” (suportes a gaiola,
links de suspensdo e knuckle), entre outros. Comecavam a ser trabalhados uma maior

quantidade de conceitos-chave dentro do ambito dos modelos estruturais em elementos finitos:



0s contatos, as juntas cinemdticas, estudos acerca da modelagem de juntas parafusadas e

soldadas, dentre outros.

Na 15* Competi¢do Baja SAE BRASIL - Etapa Nordeste (2020), a equipe Siard Baja
apresentou um modelo estrutural linear estitico de carro completo (figura 4), a partir do qual
foram representados todos os componentes estruturais do veiculo, sustentando o projeto de

variados componentes dos sistemas de suspensao e dire¢do, além da gaiola.

O modelo de carro completo permitiu maior representatividade em relacdo as trocas de
esforcos entre os componentes e em relagdo a distribui¢do de tensdo nos componentes em geral,
especialmente os submetidos a carregamentos combinados como os links de suspensdo, além
dos submetidos a esforcos tipicos de cisalhamento e rasgamento. Além disso, foi possivel
avaliar o comportamento estrutural do chassi a partir do trabalho simultaneo das suspensdes

dianteira e traseira, aproximando o modelo da condi¢do de operacao do veiculo.

b

Figura 4 - Modelo estrutural de carro completo, “full car”.
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Fonte: Autor.
Dos modelos iniciais baseados em componentes iniciais até o modelo de carro completo,
um desafio se manteve: a determinagao dos esforcos a serem utilizados nas anélises estruturais.

Foram realizadas diversas modelagens analiticas baseadas em modelos dindmicos



simplificados, métodos de energia e cargas baseadas em parametros de suspensdo (como, por

exemplo, a rigidez das molas, a partir das forcas de fechamento).

Tais métodos ofereceram valores estimados de cargas estaciondrias, sendo aplicadas em
andlises estaticas, podendo ainda serem acrescidas de fatores de majoracdo que propunham a
representacdo de efeitos dindmicos, isto €, forcas decorrentes de amplificacdes dinamicas

(BROWN; ROBERTSON; SERPENTO, 2002).

Os resultados correspondentes eram utilizados em andlises de falha estaticas,
majoritariamente utilizando a teoria da energia de distor¢ao de von Mises-Hencky, bem como
em andlises de falha por fadiga simplificadas, baseadas na consideracao de um carregamento
repetido, definido a partir da carga supracitada como forca maxima e um valor nulo como forca

minima.

De fato, analisou-se continuamente um sistema indiscutivelmente dindmico — o veiculo
off-road em operacdo-, sendo submetido a um carregamento de classe quatro (NORTON,
2013), a partir de anélises estruturais que desconsideravam solicitacdes variantes com o tempo

e efeitos inerciais, relacionados aos pares “massa-aceleracdo” e “amortecimento-velocidade”.

A motivagdo do presente trabalho baseia-se na inclusdo desses efeitos como uma
contribuicao para o melhoramento continuo dos modelos estruturais da equipe, por meio de

uma anélise estrutural dinamica pelo MEF e posterior andlise de falha aplicada ao chassi.

1.4.0bjetivos do trabalho

O presente estudo possui como objetivo geral a andlise estrutural do chassi do protétipo
Baja SAE SB-20 pautado na interagdo veiculo-via, sendo o veiculo modelado como um sistema
dindmico multicorpo parcialmente flexivel e excitado pela base, com o modelo estrutural
concebido como do tipo simulador de pista four-post com pneu acoplado (tire-coupled road

simulator).
Os objetivos especificos sao:

1. Construcdo de um modelo dinamico multicorpo do protétipo SB-20 do tipo tire-coupled
four-post road simulator a partir do pacote comercial ANSYS;

2. Elaboragdo das fungdes de excitacdo com base em perfil de operacdo simplificado,
pautado em um circuito padrao e velocidade constante;

3. Andlise da resposta dindmica do modelo: transmissibilidade de deslocamento e

aceleracdo da massa suspensa;



4. Andlise de falha estdtica do chassi do protétipo: determinac¢do dos coeficientes de
seguranca a partir das teorias de falha estética ductil da energia de distor¢ao (von Mises-
Hencky) e do cisalhamento méximo (Tresca-Guest);

5. Anilise de falha por fadiga do chassi do protétipo: determinacdo da vida a partir da
teoria de falha por fadiga de Goodman modificada e da teoria de acimulo de dano de

Palmgren-Miner.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

O presente tépico € destinado a embasar as decisdes de projeto e o modelo elaborado,
de forma geral, conforme as teorias pertinentes. Deste modo, tem-se como intuito principal o
destaque de conceitos fundamentais que permitem uma aplicacdo coerente dos métodos e das

teorias destacadas, embora trabalhadas a nivel introdutoério.

Neste sentido, serdo trabalhados os subtépicos 2.1 — acerca do MEF, 2.2 — acerca da
Mecanica Estrutural e o 2.3 — pautado nos aspectos pertinentes da Mecanica Veicular e do

protétipo SB-20.

2.1.Método dos Elementos Finitos
2.1.1. Sistemas continuos e discretos

A conceituacdo e discussdo acerca de sistemas continuos e discretos inicia-se a partir da
ideia de subdivisao, mais especificamente em entender o comportamento de um sistema a partir

do comportamento das partes que 0 compdem.

De um modo geral, um sistema continuo € dividido em infinitas partes, e a solucao
obtida para um sistema continuo € valida para suas infinitas partes, dada a partir de uma funcao
matematica. Estas solu¢des sdo comumente nomeadas de solugdes analiticas, e permitem a

obtencdo de valores exatos.

Como exemplo, para a andlise de flexdo, o modelo de viga de Euler-Bernoulli permite
a obtencdo da resposta de um elemento de viga em termos de deslocamentos, deformacdes e
tensoes a partir de diferentes condicdes de apoio e carregamento, fazendo uso de equacdes
diferenciais, de forma que o elemento de viga é dividido em infinitos elementos diferenciais.
Esta resposta € exata e definida nos infinitos pontos da viga, porém, o modelo é incompativel
com algumas condi¢des encontradas em diversas situacOes em estruturas reais, como

componentes e estruturas de geometria complexa, por exemplo.



Um sistema discreto € dividido em finitas partes, sendo a solu¢do aproximada e obtida
inicialmente para as juncdes entre elas, sendo posteriormente a solugdo destas partes calculada
a partir das juncdes. As jungdes sdo mais comumente chamadas de nds, e as partes, chamadas
de elementos. Contrapondo os sistemas continuos, os elementos sdo de tamanho finito, e nao
diferencial. Como ndo € obtida a resposta do sistema para infinitos pontos, observa-se um ponto
chave para o entendimento de sistemas discretos: para que o sistema discreto seja
satisfatoriamente “utilizavel”, os nés devem representar apropriadamente o comportamento do

conjunto inteiro, isto €, do sistema.

Ainda no exemplo da andlise de flexdo, € comum a utilizacdo de um sistema discreto de
facil modelagem para aplicacdo em problemas de baixa complexidade, baseado no método das

diferencas finitas.

2.1.2. Sintese do Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos, conforme Filho (2000), ¢ um método aproximado de
calculo de sistemas continuos que utiliza da discretizacdo de um corpo continuo em finitos

elementos conectados entre si por meio de nds.

A montagem de elementos constitui o modelo matematico, tendo o seu comportamento
especificado a partir dos deslocamentos nodais, nos problemas de anélise estrutural. Segundo
Madenci e Guven (2015), para justificar a aplicagdo do MEF, o sistema de andlise, que consiste
no dominio, é de elevada complexidade e submetida a condi¢cdes de contorno gerais,
inviabilizando a solu¢do analitica. Ainda segundo os autores, pode-se definir o método a partir

dos seguintes passos:

1. Discretizacdo do dominio em um nimero finito de subdominios (elementos);

2. Selecdo das fungdes de interpolacdo para as variaveis de estado, sendo, para aplicacoes
estruturais, os deslocamentos nodais;

Contabilizagdo das matrizes do subdominio e montagem da matriz do dominio;
Imposicao das condi¢gdes de contorno;

Solugdo das equacdes resultantes;

SAE L

Computacdes adicionais, caso necessdrio.

Os comportamentos de diversos sistemas fisicos sao modelados a partir de equagdes de
equilibrio governantes, sendo estes comportamentos descritos pelas varidveis de estado do

problema. As varidveis de estado podem ser diversas quantidades fisicas, como deslocamentos



para o caso de problemas mecanicos estruturais e temperaturas para problemas de transmissao

de calor.

2.1.3. Rigidez da estrutura e do elemento
2.1.3.1.Aspectos gerais acerca da rigidez

Em um sistema discretizado, a rigidez da estrutura é contabilizada a partir da rigidez dos
elementos que a compdem, permanecendo a ideia de entendimento do comportamento global a
partir dos comportamentos locais. Essa contabilizacio é realizada de modo a considerar os
seguintes aspectos do sistema, conforme a formulagdo geral do MEF (MADENCI; GUVEN,
2015; FILHO, 2000):

1. Determinacdo da matriz de rigidez de cada elemento isolado (subdominio);
2. Transformacdo da matriz de rigidez de cada elemento do sistema local [k¢] para o

sistema global [K€] a partir da matriz de transformagio [T], sendo:
[Ke] = [T]".[k°].[T] (1)

3. Montagem da matriz de rigidez da estrutura (“dominio”) a partir da identificacdo dos
diversos graus de liberdade (GDL) da estrutura nos vetores de localizagdo, conforme a

expressao simbdlica: [K] = Y[K€].

Para qualquer sistema mecanico, a rigidez porta o sentido fisico de for¢a associada a um
deslocamento unitdrio. Sendo forca uma grandeza vetorial, devendo ser definida a partir de um
sentido, dire¢do e um modulo, a rigidez também ndo pode ser simplesmente definida a partir de
uma intensidade, ao passo que um sistema possui diversas rigidezes, a depender da direcdo e

sentido de andlise, bem como das condi¢des de contorno gerais.

Além disso, do sistema mais simples ao mais complexo, vé-se que a rigidez (ou as
rigidezes) se relacionam diretamente com a geometria e o material do sistema (conforme exibe
a figura 5), relacdo que também € evidenciada na matriz de rigidez de cada elemento finito e,

consequentemente, na matriz de rigidez da estrutura.



Figura 5 - Rigidezes de vérios sistemas mecanicos. Vé-se que a rigidez é determinada a partir
de propriedades do material e da geometria do sistema.
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Fonte: (TRANSTUTORS, 2022).

Sendo a determinacdo da matriz de rigidez da estrutura feita a partir das matrizes de
rigidez dos vdrios elementos finitos, faz-se fundamental o entendimento da matriz de rigidez de
um elemento. Mais que simplesmente determinar a relac@o entre cargas e deslocamentos nodais,
€ possivel entender de forma detalhada o significado fisico dos variados termos da matriz: cada
elemento da matriz representa uma forca associada a um deslocamento unitdrio, do seguinte
modo: o coeficiente k;; da matriz de rigidez do elemento finito representa a for¢a no grau de
liberdade i em decorréncia do deslocamento unitdrio no grau de liberdade j , enquanto todos os

outros GDL estdo restritos, possuindo deslocamento nulo (FILHO, 2000).

Desta forma, uma forca nodal € escrita a partir de uma equacgdo algébrica, de modo que

k; ; carrega o sentido fisico supracitado, sendo a forga resultante dos efeitos simultdneos dos

deslocamentos em todos os n GDL da estrutura. Tomando as equagdes algébricas para forcas
nodais nos outros vérios graus de liberdade, tem-se uma justificativa do tratamento matricial

realizado no MEF.

fl' = kl‘]d] + ki,]'+1' dj+1 + -+ ki,n-dn (2)

2.1.3.2.Determinagdo da rigidez pelo método direto

Quando, para um elemento estrutural, pode-se estabelecer as relacdes diretas e exatas

entre as forcas e deslocamentos nodais, a partir da mecanica dos sélidos/resisténcia dos



materiais, diz-se que a matriz de rigidez pode ser determinada pelo método direto, a partir da

determinacdo direta dos variados elementos pertencentes a esta matriz.

Isto € realizado para os elementos unidimensionais de mola, barra (treliga) e viga, ao
passo que a lei de deformacdo interna possui formulacdo simples e exatamente determinada e
que estes elementos ndo sdo do tipo “conectados continuamente” (diz-se que possuem topologia
reticular), sendo conectados aos elementos adjacentes nos nds e ndo existindo interacdes entre

elementos em outros locais.

Ainda explorando o sentido fisico dos elementos da matriz de rigidez de uma estrutura,
no ambito das matrizes montadas pelo método direto, pode-se avaliar alguns termos da matriz
de rigidez de um elemento de viga. O elemento de viga retratado possui 12 GDL (figura 6),
sendo compativel com solicitacdes espaciais axiais, de flexdo e de tor¢do, incluindo ainda
termos adicionais para consideracio da deformacdo por cisalhamento, de fundamental

importancia para as vigas curtas (TIMOSHENKO; GERE, 1983; FILHO, 2000).
Tem-se:

{f}lle = [ke]12x12-{d}12x1 (3)

Em que {f}12,1 é a matriz de forca nodal, [k®];,,1, € a matriz de rigidez do elemento,
e {d}i,x1 é a matriz de deslocamento nodal, tomando-se tais matrizes no sistema local

(subdominio do elemento).

Figura 6 - Elemento de viga e seus 12 graus de liberdade.
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Fonte: Adaptado de (FILHO, 2000).
1. kq;: Forga no grau de liberdade 1 em decorréncia do deslocamento unitario no grau de

liberdade 1, enquanto todos os outros 11 GDL estao restritos, possuindo deslocamento



nulo. Tendo em vista que no sistema de coordenadas selecionado o grau de liberdade
um ¢ referente ao deslocamento linear no sentido longitudinal (sentido do comprimento)

da viga, vem de imediato que k,; representa apenas a rigidez axial da viga.

kll = T (4)

2. kyq: Forca no grau de liberdade 2 em decorréncia do deslocamento unitario no grau de
liberdade 1, enquanto todos os outros 11 GDL estdo restritos, possuindo deslocamento
nulo. O grau de liberdade 1, como visto, é referente ao deslocamento linear no sentido
longitudinal da viga. O grau de liberdade 2 € referente ao deslocamento linear no sentido
sagital (direcdo da altura). Como ndo h4 relagdo entre as forcas e deslocamentos nodais
entre estes GDL, tem-se que este termo € nulo. O mesmo raciocinio pode ser aplicado a

todos os demais termos com valor nulo.

k=0 (5)

3. k,,: Forga no grau de liberdade 2 em decorréncia do deslocamento unitdrio no grau de
liberdade 2, enquanto todos os outros 11 GDL estdo restritos, possuindo deslocamento
nulo. Sendo o grau de liberdade 2 o deslocamento linear no sentido sagital, pode-se
associar de forma direta esta rigidez a rigidez a flexdo no plano XY, dada pela seguinte
expressdo, na qual ¢, € um fator de corre¢do que incorpora o efeito das deformagdes
por cisalhamento (warping) na direcdo sagital Y (FILHO, 2000), em decorréncia da
flexdo no plano XY, e A, € a area da segéo transversal efetiva quanto ao cisalhamento
(dada a partir da distribuicao da tensdo de cisalhamento). Para termos associados a
flexdo no plano XZ, tem-se formulacdo semelhante, alterando-se o sentido dos
respectivos termos nas equagoes.

12.E.1, 12.E.1,
22 = W by = m (6)

4. kg, Forca no grau de liberdade 4 em decorréncia do deslocamento unitario no grau de
liberdade 4, enquanto todos os outros 11 GDL estao restritos, possuindo deslocamento
nulo. O grau de liberdade 4 € o de deslocamento angular no sentido longitudinal da viga,

sendo o termo correspondente a rigidez a tor¢ao.

ﬂ

7 (7)

kys =



2.1.3.3.Determinagdo da rigidez pelo método de energia

Embora o significado fisico de cada termo pertencente a matriz de rigidez do elemento
permaneca no caso dos elementos bidimensionais e tridimensionais, o0 método direto ndo pode
ser aplicado, devido a indisponibilidade das relagcdes diretas entre as forcas e deslocamentos
nodais e da problematica das interacdes entre os elementos nos locais de contorno, que também
devem ser consideradas ao se pensar em aplicar o modo supracitado de determinagao direta de
um elemento da matriz. Deste modo, a matriz de rigidez é determinada por outro modo, e de

forma aproximada.

O modo utilizado pode ser sintetizado a partir da definicio de uma funcio de
deslocamento “artificial”, continua e valida para todo o elemento finito e da aplicagdo do
principio dos trabalhos virtuais. De acordo com Timoshenko e Gere (1983), o principio do
trabalho virtual pode ser definido do seguinte modo: quando a uma estrutura deformdvel, em
equilibrio, sob a acdo de um sistema de cargas, é dada uma pequena deformacgdo virtual, o
trabalho realizado pelas forgas externas (ou cargas) € igual ao trabalho virtual realizado pelas

forcas internas (ou tensdes resultantes).

Deste modo, o trabalho externo ao elemento, realizado por for¢as nodais, se iguala ao
trabalho interno, realizado pelas forcas internas, traduzindo assim a condicdo de equivaléncia
entre as forcas internas no elemento e as forcas externas nodais estaticamente equivalentes
(FILHO, 2000). Neste caso, o trabalho das forcas internas exibe a condi¢do deformada
aproximada, ao passo que tal condicdo é dependente da funcdo de interpolacido escolhida

(fungdo de deslocamento).

Filho (2000) simplifica de forma didética o processo de montagem da matriz de rigidez
de um elemento finito a partir de um procedimento geral baseado em cinco passos, aplicando-
o para a formulacdo de diversos elementos finitos. Generalizando este processo para qualquer
elemento finito pode-se ter uma descricdo geral, por mais que se sacrifique parte da didética

inerente.

Da mecanica do continuo, tem-se a seguinte equagao constitutiva, que traduz a relacao
entre tensdo e deformacdo, segundo o tensor tensdo o e sua representacdo em matriz coluna

(SCIAMMARELLA, A.; SCTAMMARELLA, M., 2012).

{0}ox1 = [D]oxe- {€}ox1 ()



Conforme o teorema de Cauchy, tem-se que o tensor tensio € simétrico (cisalhamento
simétrico) (TIMOSHENKO; GERE, 1983; ANAND; GOVINDIJEE, 2020). Deste modo, ha

uma redugdo de trés termos no tensor tensdo, sendo:

Txy = Tyxs Txz = Tzxs Tyz = Tzy; )

Desta forma:

{036x1 = [Dlexe- {€}6x1 (10)
Considerando o material isotrépico, hd uma simplificagdo ainda maior na relacdo
constitutiva, de modo que a matriz D pode ser completamente definida a partir de duas
constantes do material, que definem a elasticidade isotropica: o mdodulo de elasticidade
longitudinal E e o mddulo de elasticidade transversal G ou o mddulo de elasticidade
longitudinal E e o coeficiente de Poisson v, de modo que G = E/2(1+ v), relacdo
demonstrada por Timoshenko e Gere (1983), aplicando-se o estado de cisalhamento puro a um

elemento.

Esta relagcdo simplificada também pode ser exibida pelo seguinte conjunto de equagdes.

* FE "E E
L% o o
y E E E
_9z_ % %
E, = E U.E U.E (11)
Ty = G.Vxy
Txz = G.Vxz
Tyz=G-yyz

Serd introduzida a notagdo (x, y, z), indicando que a relacdo constitutiva é generalizada
para o caso tridimensional. A matriz de coeficientes D é também chamada de matriz de

elasticidade.

Tendo como base a teoria das pequenas deformacdes (ANAND; GOVINDIJEE, 2020),
€ possivel descrever as deformagdes de forma linearizada, a partir das funcdes de deslocamento

e por meio das seguintes derivadas:

_ou(x,y,7)
& T T oy (12)



ov(x,y,z)
gy = ———

dy
_ow(x,y,2)
Z 0z
_ou(x,y,7) N v(x,y,2)
Vay = dy ox
_ Ou(x,y,z) N ow(x,y,z)
Ve =75, 0x

_0v(x,y,2) N ow(x,y,z)
Yvz=""5, dy
Em que u; v; w sao as funcdes de interpolacdo, de modo que qualquer deslocamento no

elemento finito € descrito por estas componentes. A partir do conhecimento dos deslocamentos

nodais, pode-se determinar os deslocamentos dentro do elemento a partir destas fungdes.

As funcdes de interpolacdo que serdo utilizadas serdo séries polinomiais completas, de
modo que o nimero de GDL (caracterizando a matriz de deslocamentos nodais) do elemento é
igual a quantidade de coeficientes do polindmio, possibilitando a determinacdo completa destes

coeficientes a partir da determinacio dos deslocamentos nodais.

Para um elemento com n GDL, tem-se {f},x1 = [K®lxn- {d}nx1. Para fungdes de

interpolag@o polinomiais completas, tem-se a forma geral:

u(x,y,z) = C%xe + C%_lye + C%_Zze i+ C%_3xe‘1 + C%_‘Ly“""1 +

(13)
Cn_oz¢71 + -+ Cox' + oyt + G2 + G

c
Sendo v;w definidos de forma semelhante. Foi incluida a varidvel c¢ referente a
quantidade de fungdes necessdrias para descrever o movimento de um ponto no espaco. Por
exemplo, para o caso tridimensional, em que se estabelecem as func¢des de deslocamento
u; v; w, tem-se ¢ = 3. Ao passo que o elemento tem n GDL, cada funcdo de interpolagdo é um

polindmio com n/c coeficientes, distribuido da forma exibida.

Além disso, a varidvel incluida e representa o grau da fungdo de interpolacao, de modo
que elementos nos quais as fungdes de deslocamento sdo estabelecidas com e = 1 sdo ditos
lineares, com e = 2 sdo ditos quadréticos ou parabdlicos, também havendo a nomenclatura

“clemento de alta ordem” para qualquer e > 1. E possivel observar que nio é dada nenhuma



preferéncia em relagdo a uma das direcdes (x; y; z), de modo que os expoentes sdo distribuidos

0s mesmos para cada dire¢do.

Como destaca Madenci e Guven (2015), as fun¢des de interpolagdao polinomiais, para

possibilitar a obtencdo de uma solucdo convergida e tnica, devem satisfazer as requisi¢des:

I.

7z

Continuidade de deslocamentos para o elemento, isto €, representacdo da variagdo
continua dos deslocamentos ponto a ponto, sendo uma fun¢ao continua. A depender do
comportamento fisico que o elemento pretende representar, pode haver ainda a
necessidade de continuidade nas derivadas das func¢des de deslocamento. Para estas
funcdes, o grau de continuidade é representado pela nomenclatura Continuidade C™
para uma funcdo com derivadas até ordem m continuas (FILHO, 2000);
Compatibilidade ao longo de entidades adjacentes entre elementos, sendo os elementos
que satisfazem as condic¢des de continuidade e de compatibilidade chamados conformes
(conformal elements) ou de modos compativeis. A condi¢do de compatibilidade nos nos,
para os deslocamentos, diz respeito a restricdo cinemadtica entre nés compartilhados por
diferentes elementos da estrutura discretizada, de modo que tais ndés permanecem
conectados aos nds associados apds a aplicacdo da carga e ocorréncia dos consequentes
deslocamentos nodais, isto é, na condi¢do deformada da estrutura. Isto é descrito pelas
componentes de deslocamento do né relacionado. Em resumo, um nd, ao atender a
condi¢do de compatibilidade, faz que a estrutura nao possua uma “abertura” no referido
nod, o que reduziria a rigidez do modelo estrutural e conduziria a uma representacao
fisica equivocada;

Devem ser completas, permitindo a ocorréncia de movimento de corpo rigido e
garantindo variacdo dos deslocamentos e suas derivadas, conforme grau de
continuidade;

Isotropia geométrica, promovendo mesmo comportamento em todas as diregdes, isto €,
nao é dada preferéncia a nenhuma dire¢do para as fungdes de deslocamento, conforme
supracitado. Isto € feito a partir da prépria construcao da fungdo de interpolacdo em

relacdo a quantidade de GDL do elemento e a quantidade de coeficientes das funcdes.

As funcdes de deslocamento sdo representadas e agrupadas de forma matricial do

seguinte modo, sendo as varidveis ¢ e n definidas conforme supracitado, a matriz H a das

variaveis (x,y,z), e a matriz € a dos coeficientes dos polindmios. O subscrito “interp” é

descreve a matriz dos deslocamentos interpolados.



{dinterp (xr Y, Z)}cxl = [H(x’ Y, Z)]cxn- {C}nxl (14)
Os deslocamentos nodais conhecidos podem ser escritos a partir das funcdes de
interpolagdo, permitindo assim a obtengdo dos valores dos coeficientes desconhecidos. Esta
substitui¢do gera um novo conjunto de equacdes algébricas, que também pode ser representado
matricialmente. A matriz A contém termos conhecidos, referentes a geometria do elemento. A

matriz d € a de deslocamentos nodais, conforme ja utilizado.

{d}nxl = [A]nxn-{c}nxl (15)
A partir das equagdes (13) e (14), € possivel escrever uma expressdao de fundamental
importancia, que descreve a relacdo entre os deslocamentos interpolados e os deslocamentos
nodais:
{C}nxl = [A]_lnxn'{d}nxl

(16)
Adinterp (6,7, 2)} . = [H06 Y, 2)]exn- [A]7 oy Ad

Define-se a matriz N, que permite descrever os deslocamentos interpolados a partir dos
deslocamentos nodais, traduzindo a interpolacdo dos deslocamentos no elemento. A matriz é
chamada de fun¢do de forma (shape function) do elemento.

NG, Y, Dlexn & [HCGY, D] exn- [A]7H,,,

(17)
{dinterp (x: Y Z)}cxl = [N(X, Y Z)]cxn' {d}nxl

Em posse das funcdes de deslocamento, pode-se calcular as deformacdes no elemento a
partir das derivadas provenientes da teoria das pequenas deformacdes, citadas anteriormente.
Novamente, sdo geradas equacdes algébricas que podem ser organizadas matricialmente. A

matriz G contém os termos numéricos que possibilitam a representacdo matricial.

{s(x, Y Z)}6x1 = [G] 6xn: {C}nxl (18)
A partir das equagdes (15) e (18), tem-se:
{Clnx1 = [A]_lnxn- {d} 1

(19)
~A{e(x,y,2)}ex1 = [Gloxn- [A]_lnxn- {d} 1

Define-se a matriz B, que permite descrever as deformacdes a partir dos deslocamentos
nodais, traduzindo a interpolac¢do das deformagdes no elemento. A matriz € chamada de matriz

deslocamento-deformacao.



[B]6xn = [G]Gxn' [A]_lnx‘n

(20)
~A{e(x,y,2)}ex1 = [Bloxn- {d}nx1
A partir das equagdes (10) e (20), pode-se estabelecer a seguinte relagado:
{o(x,,2)}6x1 = [Dlexe- [Bloxn- {d}nx1 (21)

Define-se a matriz §, que permite descrever as tensdes a partir dos deslocamentos
nodais, traduzindo a interpolagdo das tensdes no elemento. A matriz pode ser chamada de matriz

deslocamento-tensao.
[S] 6xn d=ef [D] 6Xx6" [B] 6xn

Aoy, 2)}ex1 = [Sloxn- {d}nx1

A partir da andlise da matriz § pode-se avaliar o comportamento das tensdes no

(22)

elemento finito a partir dos deslocamentos nodais. Este comportamento, por sua vez, possui
“inicio” no processo de derivacdo das fungdes de interpolagdo para a determinagdo das

deformacgdes.

Ao passo que a derivagdo é uma operacdo matematica que, por sua defini¢do, reduz o
grau da fun¢do a que esta aplicada, nota-se a questdo central da importancia do grau das funcdes
de interpolacdo associadas ao elemento finito, e entende-se o esfor¢o para a formulacdo de

elementos de interpola¢do mais “sensivel”, de ordem superior.

Como exemplo da temadtica, tem-se os elementos triangulares (bidimensionais) e
tetraédricos (tridimensionais) lineares, que, a partir de funcdes de interpolacdo de ordem e = 1
em combinacdo com o numero de GDL, possuem deformacdes e tensdes constantes em todo o

elemento (FILHO, 2000).

Nao somente o entendimento a nivel de tensio e deformacdo, mas o entendimento das
fungdes de interpolagdo como “intérpretes” da condi¢do deformada da estrutura confirma a
problematica do grau do polindmio, a medida que elementos lineares possuem uma capacidade
de representacdo de curvatura menor (evidentemente, conforme o comportamento das funcdes

de interpolacdo), aumentando os valores de distor¢ao (FILHO, 2000).

A partir da aplicagdo do principio dos trabalhos virtuais, tem-se a determinacido da

matriz de rigidez aproximada do elemento finito.



Anotando-se o trabalho externo, realizado pelas forcas nodais, em que o asterisco
representa que os deslocamentos s@o virtuais (“imagindrios” ou ficticios) e T representa a

transposicao realizada para a realiza¢do do produto matricial, com um elemento de n GDL:

Weext = {d*}Tlxn- {f}nxl (23)
O trabalho interno € dado pela expressdo de energia de deformacgdo relacionando-se
tensdo e deformagdo. A expressdo para a energia especifica (por unidade de volume) de
deformacio que contabiliza deformacdes normais e tangenciais em todo o volume do elemento

é:

u= z o;.dg; (24)

A partir da integracdo da expressdo anterior em todo o volume do elemento, tem-se a

energia de deformacgdo expressa a partir de uma integral de volume:

U=W¢,; = f u.dV (25)
ve
A partir das notacdes utilizadas anteriores, pode-se escrever:

Weint = f{g* (x: Y Z)}T1x6' {O'(X, Y, Z)}6x1- av (26)
ve
Dadas as expressdes para o trabalho externo e o trabalho interno, pode-se prosseguir a

partir da inclusdo das relagcdes obtidas anteriormente. A matriz de rigidez do elemento deve ser
aquela que exibe a relacdo entre forcas e deslocamentos nodais, sendo este o guia para o

desenvolvimento realizado.

A partir das relacdes ja estabelecidas, e posteriormente substituindo na expressao do

trabalho interno, tem-se:

Weint = j{d*}Tlxn' [B]Tnxs' [D]6x6' [B]6xn- {d}nxl- av (27)
Ve

Com a equivaléncia de energia, € obtido:

{d*}Tlxn- {f}nxl = J{d*}Tlxn- [B]Tnx6- [D]6x6- [B]6xn- {d}nxl- av
Ve

(28)
- Af e = j [BI", .. [D]xe. [Blorn. dV | . {d}ns
Ve
[ke nxn = j[B]Tnx6- [D]6x6- [B]6xn-dV (29)

Ve



Desta forma, tem-se a matriz de rigidez do elemento finito de n GDL, relacionando as
forcas e deslocamentos nodais, sendo de dimensdo nxn. VEé-se que a matriz de rigidez,
conforme retratado no raciocinio anterior, possui relagdo direta com o material (matriz de
elasticidade D), com a geometria (matriz A), mas especialmente, para o MEF, com as fun¢des
de interpolacdo e suas peculiaridades retratadas em parte, sendo isto incluido na matriz
deslocamento-deformacdo (matriz B), englobando as demais matrizes definidas ao longo do

desenvolvimento.

2.1.4. Formulagao isoparamétrica

No tépico anterior, foram destacados vdrios aspectos relativos as funcdes de
interpolacdo, de modo que estas possuem fundamental importancia para o MEF.
Computacionalmente, as fungdes de interpolagdo sao formuladas tendo como base o sistema de
coordenadas natural, ao invés do sistema de coordenadas cartesiano local utilizado

anteriormente.

No sistema de coordenadas natural, a localizagdo de um ponto € dada a partir de sua
localizacdo no elemento finito, ou seja, de forma relativa ao elemento, e ainda, de forma

adimensional (FILHO, 2000), conforme a figura 7:

Figura 7 - Localizacdo dos nés no sistema de coordenadas natural.

AZ
s=0
y A
.5=-1
0 y
oL >
X X

Fonte: Adaptado de (FILHO, 2000).
Um aspecto de relevancia € que, para a formulacdo isoparamétrica, a mesma funcio que
descreve os deslocamentos (campo de deslocamentos) também descreve a geometria

(coordenadas dos pontos), ao passo que os deslocamentos sdo dados a partir da localiza¢do no

elemento (HUGHES, 2012; FILHO, 2000).

Para obter a matriz de rigidez do elemento no sistema de coordenadas natural,

caracterizando a chamada formulacio isoparamétrica do elemento, € necessdrio relacionar as



varidveis do sistema cartesiano local (x; y; z) com as do sistema natural (7; s; t), possibilitando
a obtencdo das deformagdes, que foram definidas a partir de derivadas no sistema cartesiano

local.

Para um elemento retangular linear (figura 8), as fun¢des de interpolacdo no sistema
natural sdo dadas pelas seguintes expressdes, em que h; interpola linearmente em fungdo das

variaveis r; s (FILHO, 2000):

4
u(r,s) = hi(r,s).u;
2

v(r,s) = z h;(r,s).v;

hy =1.(1+r).(1+s)

4 (30)

hzzi.(l—r).(1+s)

1
h3=Z.(1—r).(1—s)

1
h4=Z'(1+T)'(1_S)

Figura 8 - Elemento retangular linear e seus graus de liberdade conforme o sistema de
coordenadas natural.

Fonte: Adaptado de (FILHO, 2000).
O chamado operador jacobiano J estabelece a relacdo entre as varidveis nos dois
sistemas, especificamente, a partir de suas derivadas, tendo em vista que a relagdo € dada a

partir das expressoes das deformacdes.



L () (9h) Oh;
ot = Ulasa igf’f} ; iaa;f} ="y o (31)
ds dy dy ds

De uma forma generalizada, também pode-se descrever o operador jacobiano a partir da
expressao abaixo, sendo este uma matriz que descreve a correspondéncia entre as derivadas no
sistema natural e no sistema local. O operador jacobiano também é chamado de fun¢do de

mapeamento (mapping function) (HUGHES, 2012).

o) = ) (32)

0x,y,z ar,s,t

Conforme a expressdo desenvolvida para a matriz de rigidez do elemento de n GDL,
pode-se justificar a importincia do operador jacobiano na representacdo dessa rigidez no
sistema natural, tendo em vista que a matriz deslocamento-deformacgdo B, que contém derivadas
que permitem descrever as deformagdes a partir dos deslocamentos nodais, foi inicialmente

formulada no sistema cartesiano local.

Deste modo, a representagdo da rigidez do elemento no sistema natural se dé a partir da

transformacao das “derivadas cartesianas” para as “derivadas naturais” em B.

Pode-se escrever a matriz de rigidez do elemento no sistema natural da seguinte forma,

em que |J| é o determinante do operador jacobiano (FILHO, 2000):

KD = [ [BY g [P lexe: [Blewn: Ul . ds. de 33
Ve
Ou ainda, expandindo a integral e definindo os limites de integracdo para todo o volume

do elemento, a partir das coordenadas naturais:

+1 41 +1
K e = j j j BI" ... [Dlaxe. [Bloxn 1. dr. ds. dt (34)
S1 201 21

De um modo geral, tem-se que a expressao anterior associa-se a um desenvolvimento
analitico de grande dificuldade. Para a obtencdo da matriz de rigidez do elemento finito via
software, o célculo da integral € realizado de forma numérica, podendo ser feito a partir do
método da Quadratura de Gauss, sob a forma de uma “soma ponderada”, sendo o método mais

utilizado no ambito das andlises por Elementos Finitos (AZEVEDO, 2003).

Considerando ¥, pode-se escrever a rigidez do elemento a partir da seguinte expressao

(AZEVEDO, 2003; FILHO, 2000):



[P (s, O)]lnen £ [BI", 16 [Pl6xe: [Bloxn- ] (35)

[k lnxn = Z ai.aj. ar [Y(ri 55, t)] .+ [Elnen (36)
i,k
Nesta expressdo, a matriz de rigidez é obtida a partir da soma dos valores da matriz ¥
em alguns pontos, chamados pontos de integracdo de Gauss. Estes valores sdo acompanhados,
no somatoério, dos pesos «, associados a cada valor da funcio 3. O erro numérico é dado por

E, sendo a diferenca entre o valor obtido pela integral e o valor obtido pela Quadratura de

Gauss.

Um detalhe importante é que, conforme visto anteriormente, o elemento € delimitado a
partir da escolha de sua funcao de interpolacdo, de modo que os desenvolvimentos posteriores,
e a matriz deslocamento-deformacdo, sdo dependentes desta escolha inicial, sendo o erro
referente apenas ao valor exato dado pela integral, e ndo necessariamente a um valor de rigidez

real ou de referéncia.

Na formulagdo de cada elemento finito disponivel na “biblioteca” do software de
andlise, ha a descricdo acerca dos pontos de integracdo utilizados, bem como das demais
especificagdes retratadas nos topicos anteriores. Os elementos finitos utilizados no modelo

estrutural do presente trabalho serdo especificados em um tépico posterior.

2.1.5. Distor¢do do elemento

Sendo o operador jacobiano representado de forma generalizada conforme a equacio
. A . -1 o« L. ~
apresentada anteriormente, vé-se que a sua inversa, [J] ™', deve existir, estabelecendo a relagdo

entre os dois sistemas de coordenadas, de modo que |J| # 0, ou seja, J ndo deve ser singular.

Ao aplicar o Teorema de Cramer a este sistema quadrado, tem-se que com |J| # 0 o
sistema € possivel e determinado, sendo esta discussdao também aplicdvel a matriz de rigidez da

estrutura.

A singularidade do operador jacobiano € identificada a partir da ndo existéncia entre
uma correspondéncia tnica, também chamada biunivoca, entre os sistemas de coordenadas
natural e cartesiano local, sendo esta ndo existéncia associada a distor¢ao excessiva do elemento
finito, de modo que cada elemento finito possui uma “distor¢do admissivel” (smoothness

criterion) para ndo ocorréncia de tal singularidade (HUGHES, 2012).



Com isto, vé-se a importancia da andlise da distorcdo dos elementos finitos como
prerrogativa para uma correta representacdo fisica, ao passo que uma elevada distor¢cdo
inviabiliza a correlagdo entre os sistemas de coordenadas e origina uma descri¢do fisica

equivocada, ou seja, uma andlise com valores de resposta incoerentes (ANSYS, 2015).

De modo geral, uma discretizagdo adequada para um modelo estrutural que utiliza o
MEF pode ser caracterizada por quatro aspectos fundamentais, que serdo esmiugados no topico
de constru¢do do modelo mecanico. Restringindo a atual discussdo para a distor¢do dos
elementos, vé-se que existem variadas métricas nos softwares (ferramentas de aplicagdo) que
avaliam aspectos relacionados ao formato e, consequentemente, a distor¢do, de todos os
elementos da malha do modelo, sendo cada uma formulada de forma diferente, a depender,
ainda, do software utilizado, embora mantenha-se a esséncia conceitual. Algumas das métricas

disponiveis sdo (ANSYS, 2015):

Element Quality;

Aspect Ratio;

Jacobian Ratio;
Warping Factor;
Parallel Deviation.
Maximum Corner Angle;

Skewness;

® N0k wDhD -

Orthogonal Quality.

Para o presente estudo, no qual o modelo computacional foi elaborado no software
ANSYS, foram utilizadas trés métricas para a andlise da distor¢do dos elementos, sendo
avaliadas a partir do valor médio e do desvio padrdo, em relacdo ao ndmero total de elementos
do modelo discretizado. As métricas adotadas foram: Element Quality, Skewness e Jacobian

Ratio, cujas formulagdes serdo discutidas a seguir.

A métrica Element Quality EQ, amplamente utilizada em variados tipos de elementos,
¢ pautada na relacdo entre entidades caracteristicas dos elementos, a depender de suas

formulacdes, delimitada entre os valores 0 (pior) e 1 (melhor).

Para elementos bidimensionais, tem-se a seguinte definicdo, em que A, € a drea do
elemento e E, € o comprimento da aresta do elemento. O fator C € o responsavel pela correlagao
entre a drea e a soma dos quadrados dos comprimentos das arestas, de modo que EQ ¢é

delimitado pelo supracitado.



Ae
EQ = C. <ZE 2) 37)

Para elementos tridimensionais, tem-se formulacdo semelhante, sendo EQ obtido a
partir da seguinte expressdao, na qual V, é o volume do elemento. O fator C pode assumir

diferentes valores, a depender do tipo de elemento em andlise.

V.
EQ =C.|——— (38)

NOLSN
Os intervalos de referéncia para a métrica Element Quality (tabela 1) foram
estabelecidos a partir de 130 modelos computacionais associados a aplicacdes comerciais,
sendo estes valores utilizados para a verificagdo da discretizacdo do modelo estrutural no

presente trabalho, conforme o formato estabelecido por Aneta (2020).

Tabela 1 - Valores de referéncia para a métrica Element Quality conforme o autor.
Aceitavel Relativamente aceitavel Inaceitavel
1,00 - 0,65 0,65 -0,45 0,45 -0,00

Fonte: Autor.

O Skewness SK € uma das medidas primdrias de avaliacio da distor¢ao e qualidade geral
da malha, de modo a determinar o qudo préximo do formato ideal os elementos estdo. Esta
métrica pode ser determinada de duas formas diferentes, a depender da geometria do elemento

que se deseja avaliar, de forma que pode ser definida de duas formas:

1. Para elementos triangulares e tetraédricos, pode ser definido como “Desvio do Volume
Equilateral” (Equilateral Volume Deviation), calculado a partir da razdo entre a
diferenca do tamanho de célula 6timo (geometria perfeita; OCZ) e do tamanho de célula
atual (CZ) e entre o tamanho de célula 6timo;

K = 0CZ —-CZ
ocz

2. Para todas as diversas geometrias de elemento, pode ser definido como “Desvio do

(39)

Angulo Normalizado” (Normalized Angle Deviation), de modo que pode ser calculado
a partir da seguinte expressao, na qual 6,,,,, € o angulo interno maximo, 8,,;,, € o angulo
interno minimo e 6, € o angulo interno equidngulo (geometria perfeita). Nesta

expressdo, MAX “retorna” o valor maximo do conjunto.

SK = MAX

emax - He . ee - emin] (40)

180—-6, 6,



Elmekawy (2018) exibe recomendacdes acerca de algumas métricas, incluindo o

Skewness. A tabela 2 adapta os valores conforme o formato estabelecido por Aneta (2020).

Tabela 2 - Valores de referéncia para a métrica Skewness conforme Elmekawy.
Aceitavel Relativamente aceitavel Inaceitavel
0,00 - 0,50 0,50 -0,95 0,95 - 1,00
Fonte: (ELMEKAWY, 2018).

Por sua vez, os valores estabelecidos por Aneta (2020) sdo os exibidos a partir da tabela

Tabela 3 - Valores de referéncia para a métrica Skewness conforme Aneta.
Aceitavel Relativamente aceitavel Inaceitavel
0,00 - 0,50 0,50 — 0,60 0,60 - 1,00
Fonte: (ANETA, 2020).

O Jacobian Ratio JR é definido como a razdo entre 0 maximo € 0 minimo ou entre o
minimo e o maximo valor do determinante da matriz operador jacobiano amostrado dentre
algumas localizacdes especificas no elemento finito, de modo que um elemento com formato

ideal possui tal determinante relativamente constante e com mesmo sinal algébrico no elemento

em andlise (ANSYS, 2009).

Em sintese, o Jacobian Ratio pode ser calculado de duas formas, de forma que a
amostragem pode ser realizada nos nds localizados nos vértices ou nos pontos gaussianos.
Dentre as formas de calculo, tem-se trés tipos diferentes da métrica: Jacobian Ratio do tipo
Corner Nodes, MAPDL e Gauss Points. O tipo adotado foi o de Corner Nodes, tendo em vista
a formulacao mais simplificada, os resultados obtidos em elementos bidimensionais (ANSYS,
2009) e a compatibilidade com o estudo desenvolvido por Aneta (2020). Deste modo, destacam-

se as seguintes caracteristicas acerca da métrica Jacobian Ratio (Corner Nodes):

1. E definido a partir da razdo entre os valores minimo e méaximo do determinante da
matriz operador jacobiano;

2. E delimitado entre os valores —1 (pior) e 1 (melhor), de modo que devem ser evitados
elementos com valores < 0;

3. Se o valor do determinante do operador jacobiano diferir em sinal algébrico, dentre os
locais de amostragem, em relacdo a algum valor nodal, é atribuido o valor —1 ao
Jacobian Ratio;

4. Os pontos de amostragem concentram-se nos nés localizados nos vértices (corner

nodes).



Aneta (2020) estabelece intervalos de referéncia do JR (tabela 4), sendo estes valores

utilizados para a verificacdo da discretizacdo do modelo estrutural no presente trabalho:

Tabela 4 - Valores de referéncia para a métrica Jacobian Ratio conforme Aneta.

Relativamente aceitavel Inaceitavel
-1,00 - 0,40

Aceitavel
0,50 -1,00 0,40 - 0,50
Fonte: (ANETA, 2020).

2.1.6. Formulagdo dos elementos finitos utilizados no modelo
Para a constru¢do do modelo mecénico a partir do MEF, foram utilizados os seguintes
elementos finitos, dispostos na tabela 5:

Tabela 5 - Elementos finitos utilizados para a constru¢do do modelo mecénico.

Elemento Aplicacao
Discretizacdo dos componentes estruturais do SB-20 de topologia
SOLID187 A
complexa, de comportamento mecanico geral.

Discretizacdo dos componentes estruturais do SB-20 de constante e

SHELL281 oo A
pequena espessura, compativeis com o comportamento mecanico de casca.

Discretizacdo dos componentes estruturais do SB-20 de elevado
comprimento e se¢do transversal constante, compativeis com o

comportamento mecanico de viga curta. Devido a impossibilidade de

BEAMI189
captacdo de efeitos locais associados a distribui¢do de tensdo, foram
utilizados unicamente para representacao de rigidez.
Modelagem do comportamento mecanico associado as molas helicoidais do
COMBIN14 . ~ .
sistema de suspensdo do veiculo.
Juntas cinematicas gerais: modelagem do comportamento mecanico
associado aos parafusos, pinos, rolamentos, e componentes de ligaciao em
Elementos P P p gag
MPC184 geral, no que diz respeito a transmissao dos esfor¢cos entre componentes,

rigidezes locais e graus de liberdade do veiculo.

Fonte: Autor.

Nos subtdpicos a seguir, tem-se especificacdes associadas aos elementos supracitados.

2.1.6.1.SOLID187

O SOLID187 (figura 9) € um elemento sélido tetraédrico quadratico, com 10 nds

(“Tetl10”), que permite variagdes lineares de tensdo e deformacdo, sendo utilizado para



representacdo de comportamentos mecanicos gerais € modelos com malha irregular. Tem-se 3
GDL em cada n9, de deslocamento translacional.

Figura 9 - Elemento SOLID187.
L

M

Fonte: (ANSYS, 2020).

2.1.6.2.SHELL281

O elemento SHELL281 (figura 10) se propde a representar simultaneamente os
comportamentos mecanicos de membrana, a partir de componentes de rigidez a acdo de forgas
agindo paralelamente ao seu plano, e de placa, a partir de componentes de rigidez a acao de
cargas perpendiculares ao seu plano, podendo ter geometrias do tipo quadrildtero ou tridngulo,

sendo utilizado, no presente trabalho, na configuraco triangular, na qual se tem 6 nés (“Tri6”).

Figura 10 - Elemento SHELL281.

Fonte: (ANSYS, 2020).
Deste modo, tem-se um elemento do tipo triangular quadratico. O comportamento de
casca € obtido a partir de 6 GDL em cada n6: deslocamentos translacionais e rotacionais. A
formulacido deste elemento € pautada nas medidas de deformacdo de Hencky (deformacao

logaritimica) e de tensdo de Cauchy.



2.1.6.3.BEAM189

Este elemento (figura 11) se propde a representar o0 comportamento mecanico de viga
de Timoshenko, unindo os esfor¢cos mecanicos em vigas de tragdo/compressao, tor¢cdo e flexao
aos efeitos provenientes das deformagdes por cisalhamento. Trata-se de um elemento de viga

quadratico de trés nds, no qual cada né possui 6 GDL.

Figura 11 - Elemento BEAM189.

Fonte: (ANSYS, 2020).

2.1.6.4.COMBIN14

Trata-se de um elemento mola-amortecedor (figura 12) que pode ser do tipo longitudinal
ou torcional, sendo este primeiro tipo o utilizado. Neste tipo, tem-se 2 nds, cada um com 3
GDL, associados a deslocamentos translacionais. O elemento possui rigidez e amortecimento

unicamente em sua direcdo longitudinal e ndo possui massa.

Figura 12 - Elemento COMBIN14.

Cy

Fonte: (ANSYS, 2020).

2.1.6.5MPC184

MPC184 refere-se a uma classe de elementos comumente nomeados juntas cinematicas
do tipo multipoint constraint, que aplicam restri¢cdes cinematicas entre os nés do modelo em

andlise. Estas restricdes sdo impostas a partir do método dos multiplicadores de Lagrange, que



aumenta a energia interna a partir de um termo adicional que contém os multiplicadores 4; e

constantes g; associadas a restricao i.

A formulacgdo e os graus de liberdade de cada elemento da classe MPC184 (figura 13)
varia conforme o tipo de junta associada. Foram utilizados elementos do tipo Revolute,

Spherical e General.

Figura 13 - Classe MPC184.

Fonte: (ANSYS, 2020).
2.1.7. Nao linearidades estruturais

De um modo geral, as ndo linearidades estruturais configuram-se como tema central
associado ao MEF. O modelo estrutural desenvolvido no presente trabalho foi concebido
inicialmente para contemplar as nio linearidades do tipo material e geométrica, porém, teve de
ser trabalhado linear a partir de limitacdes computacionais. Todavia, tendo em vista a
importancia do topico para a formulacdo geral do MEF, justifica-se a introdu¢do ao MEF ndo
linear feita a partir dos subtdpicos a seguir, que permitem ainda maior entendimento das

limitacdes de um modelo linear.

2.1.7.1.Aspectos gerais da andlise ndo linear

E possivel identificar as suposicdes associadas 2 andlise estrutural linear a partir de sua
formulacdo, de modo que as integracdes realizadas sao feitas a partir do volume original dos
elementos finitos, considerando a estrutura indeformada. Além disso, tem-se que a matriz
deslocamento-deformacio B de cada elemento € constante e independente dos deslocamentos,

de modo que se tem uma relagao linear entre deslocamento e deformacdo. (BATHE, 2014).

Ainda incluido nestas suposi¢des, tem-se que € adotado um material de comportamento
linear eldstico a partir de uma matriz tensdo-deformacg@o D constante, de modo que se tem uma

relacdo linear entre tensdo e deformacao (BATHE, 2014).



Ademais, vé-se que hd a suposicdo de que as condi¢des de contorno ndo se alteram

enquanto a carga € aplicada e hd, por consequéncia, os deslocamentos. Esta suposi¢do é

sustentada a partir de relagdes de restri¢do constantes, que nao se alteram durante a analise

(BATHE, 2014).

Quando qualquer uma destas suposi¢cdes nao sdo utilizadas, tem-se uma andlise nio
linear. De um modo geral, tem-se que a ndo linearidade estrutural diz respeito a relacdo nao
linear entre forca e deslocamento em um sistema estrutural, de modo que a rigidez deste, que
agrupa, em relacdo aos graus de liberdade, tal relagdo (forcas associadas a deslocamentos
unitdrios, conforme visto no tépico acerca da matriz de rigidez da estrutura), € varidvel em

relagcdo ao carregamento atuante e os consequentes deslocamentos.

Em relacdo a uma andlise estrutural ndo linear, tem-se as seguintes questdes

fundamentais, a priori (FILHO, 2012):

1. A necessidade de conhecimento acerca da justificativa associada a variacdo da rigidez
da estrutura, de modo a evidenciar os parametros relacionados a esta variacdo. Esta
Justificativa caracteriza os chamados tipos de ndo linearidade estrutural;

2. A necessidade de compreensdo dos métodos de quantificacdo da rigidez,
compreendendo a sua variacdo. Tem-se a formulacdo de modelos estruturais continuos,
que resultam em solugdes exatas, e modelos discretos, que resultam em solucdes

aproximadas obtidas a partir de processos incrementais e iterativos.

2.1.7.2.Aspectos-chave da andlise ndo linear

Segundo Filho (2012), a andlise estrutural ndo linear € caracterizada, essencialmente,
por trés pilares: usa de métodos incrementais, iterativos e de algoritmos de integracdo no
dominio do tempo. Estes trés, que constituem os aspectos-chave da andlise nao linear, serdo

tratados a seguir.

Como ja tratado, a ndo linearidade estrutural demarca a variagdo da rigidez da estrutura
conforme a carga aplicada e os consequentes deslocamentos. A partir da aplicagdo de um
método incremental, tem-se a divisdo da carga em incrementos de carga, associados a
consequentes incrementos de deslocamento. Desde uma divisdo adequada da carga em
incrementos, tem-se que, em detrimento de uma rigidez continuamente varidvel, é possivel
tratd-la como de valor constante em cada incremento, podendo este valor ser diferente em cada

um deles. A partir deste valor de rigidez em cada incremento e do incremento de carga, podem



ser calculados os incrementos de deslocamento, de modo que o problema € simplificado, ao

passo que se obtém a modificacio da rigidez a medida da aplicacdo dos incrementos de carga.

Uma questdo fundamental € como obter este valor de rigidez em cada incremento,
possibilitando o cdlculo dos incrementos de deslocamento associados. A partir do equilibrio
entre as forcas externas e as forgas internas, em cada incremento, € possivel, a partir de uma
condicao deformada proposta e da relac@o constitutiva associada, calcular as forgas internas. Se
as forcas internas calculadas a partir desta tentativa equilibram as forgas externas associadas ao
incremento de carga aplicado, tem-se uma condicdo deformada verdadeira. Do contrério, se
realiza uma nova tentativa, ou uma nova itera¢ao no sentido de atingir esta condi¢do verdadeira.
Este método de tentativas é nomeado método iterativo, de modo que a busca pela condicdo
deformada verdadeira € otimizada a partir de técnicas numéricas adequadas, como seré tratado

no topico referente ao método incremental e iterativo de Newton-Raphson.

Em sistemas em que estdao presentes forgas inerciais, a partir dos “efeitos” de massa e
de amortecimento, tem-se um problema do tipo dindmico. Nestes problemas, a equaciao de
equilibrio envolve derivadas em relacdo a varidvel tempo, relativas a aceleracdo e a velocidade.
A partir destas derivadas, os deslocamentos nodais sdo obtidos a partir de um algoritmo de
integracdo, responsdvel por descrever como se da a variacdo de deslocamento, velocidade e
aceleracdo entre intervalos de tempo, processo que envolve, também, uma discretizagdo do
tempo, ou (também nomeada) no dominio do tempo. Nestas aplicagcdes, tem-se o conceito-
chave dos algoritmos de integracdo no tempo. Tendo em vista que o presente trabalho se
caracteriza como um sistema deste tipo, faz-se necessaria a discussdo acerca dos aspectos

introduzidos, o que foi feito no tépico de anélise estrutural dinamica.

2.1.7.3.Tipos de ndo linearidade

Conforme tratado anteriormente, algumas suposi¢oes garantem a linearidade da analise,
de modo que a partir delas € possivel identificar quando a andlise € ndo linear, permitindo a
obtencdo das justificativas associadas a variacdo da rigidez da estrutura, e os associados tipos

de nao linearidade.

E possivel categorizar as ndo linearidades a partir de efeitos ndo lineares associados ao
material e efeitos ndo lineares cinematicos, associados a deslocamentos (BATHE, 2014),

obtendo os seguintes tipos de andlise, conforme a tabela 6:



Tabela 6 - Tipos de andlise considerando as ndo linearidades estruturais.

. . . Relacao tensao-
Tipo de analise Deslocamento Deformacao .
deformacao
Naio linear a partir do o o ‘
' Infinitesimal Infinitesimal Nao linear
material
' _ Grandes )
Nao linear a partir de o Linear ou ndo
deslocamentos Infinitesimal _
grandes deslocamentos o linear
(finitos)
Nio linear a partir de Grandes Grandes .
Linear ou nao
grandes deslocamentos deslocamentos deformacdes i
inear
e grandes deformacodes (finitos) (finitas)

Fonte: Autor.
H4 ainda a ndo linearidade decorrente da modificacdo das condicdes de contorno do
sistema enquanto a carga € aplicada, sendo este tipo caracteristico de problemas de contato,
podendo ainda estar presente de forma combinada a qualquer outro dos tipos de ndo linearidade

exibidos (BATHE, 2014).

2.1.7.4.Matriz de rigidez geométrica

A partir da variacdo da rigidez da estrutura devido a alteracdo de seu estado de equilibrio
(ndo linearidade geométrica) e do calculo incremental, tem-se que, em cada intervalo, uma
correcdo da rigidez suposta (de partida) € necessdria para que, a partir desta rigidez corrigida,
seja possivel o cdlculo do incremento de deslocamento neste intervalo. Deste modo, tem-se, a
cada intervalo, uma atualizagcdo da rigidez da estrutura, de forma que a rigidez do incremento

p + 1 é igual a do incremento p, corrigida pela matriz de rigidez geométrica (FILHO, 2012).

[Kp+1]nxn = [Kp]nxn + [KG]nxn 41
No incremento p, iteragdo i, em um processo incremental e iterativo, tem-se a matriz de

rigidez suposta KTp,i, simbologia que serd utilizada na descricio do método de Newton-

Raphson.

No inicio da anélise, com p = 0, tem-se K, determinado conforme ja tratado, a partir
da montagem dos diferentes elementos finitos, considerando suas rigidezes e os seus graus de
liberdade. De forma equivalente, a matriz de rigidez geométrica da estrutura é montada a partir

da matriz de rigidez geométrica de seus elementos, sendo inicialmente concebida no sistema



local de coordenadas e posteriormente apresentada no sistema global, a partir da matriz de

transformacdo. Desta forma, tem-se as seguintes relagdes, conforme notacao j4 utilizada.

1. Montagem da matriz de rigidez geométrica da estrutura: [K;] = X [K;°];

2. Transformagado de coordenadas local para global:

(K] = [T]". [k¢].[T] (42)
A matriz de rigidez geométrica, tal qual a matriz de rigidez ja discutida, também pode
ser determinada, de forma aproximada, pelo método de energia. Anteriormente, se tinha a
consideragdo acerca do principio dos trabalhos virtuais, mediante o trabalho realizado pelas

forcas externas, ou trabalho externo, e o realizado pelas for¢as internas, ou trabalho interno.

A partir do calculo incremental caracteristico da andlise estrutural ndo linear, tem-se a
aplicacdo do principio dos trabalhos virtuais em sua forma variacional, de forma que se tem as
variagdes do trabalho externo e interno em um incremento, a partir de uma mudanga nas

condic¢des de equilibrio, isto €, a partir de uma condi¢do de equilibrio diferente da anterior.

Um aspecto fundamental desta formulacdo variacional € que se considera que esta
mudanca € de magnitude suficiente para garantir que, durante um incremento, considere-se as
forcas externas e internas constantes (FILHO, 2012). Dito isto, tem-se o principio: a variagdao
do trabalho externo € igual a varia¢do do trabalho interno. Utilizando o simbolo § para variagao,

tem-se que, no dominio de um elemento:

SWEexe = 6W® i (43)
Tendo em vista que subscritos 6x1 presentes anteriormente nas matrizes de deformacao
e de tensdo da expressdo para o trabalho interno sdo decorrentes da utilizacao de simplificacdes
na relacao entre os tensores tensao e deformacao, conforme j4 retratado, estes serdo substituidos
pela relagcdo constitutiva mais geral, a partir de tensores tensdo e deformacgao de 9 componentes,

de forma que seus componentes podem ser representados por matrizes coluna 9x1.

Weint = j{e(xr y; Z)}Tlxg'{a(xl _'V; Z)}9x1-dV (44)
VE
Aplicando a variagdo do trabalho externo, se obtém:

OWE et = 5({d}T1xn- {f}nxl) (45)
Com as forcas nodais constantes, conforme uma pequena variacdo do deslocamento,

tem-se, a partir da diferenciacao do produto:

S} - UInxn) = {3, {F b (46)



Aplicando a variagdo do trabalho interno, se obtém:

SWEine =8 [ (G032 (0092 AV @)
Ve

Com as tensdes constantes, tem-se:

SWEine = [ (6032 (0009, 2.V (8)
Ve

A partir da fun¢ao de forma do elemento, N, tem-se a descricdo dos deslocamentos
interpolados a partir dos deslocamentos nodais, conforme ja tratado. Com as funcdes de
interpolacdo estabelecidas para os GDL do elemento, presentes em dipterp, € COm as
especificagdes geométricas da forma do elemento, necessdrias para o tratamento das funcoes
de forma de modo paramétrico (conforme a formulacao isoparamétrica), € possivel expressar o
trabalho interno com deformagdes dadas a partir de elementos da matriz funcdo de forma

associados aos seus GDL.

Ao igualar o trabalho externo e interno, é possivel obter, conforme desenvolvimento ja
realizado, a relacdo entre for¢a e deslocamento nodal, evidenciando a matriz de rigidez do
elemento. A partir de expressdes ndo lineares para as deformagdes, considerando grandes
deslocamentos, € possivel evidenciar, na matriz de rigidez do elemento, termos adicionais

resultantes desta ndo linearidade, nos GDL associados.

Filho (2012) realiza o desenvolvimento completo para uma viga de seis GDL, com sua
deformacdo longitudinal compreendendo trés componentes: axial, flexional e associada ao
acoplamento entre as duas dltimas, sendo a que realiza o acoplamento ndo linear. E obtida a
matriz de rigidez abaixo, na qual é possivel evidenciar o surgimento de um termo adicional k,,;
referente a ndo linearidade geométrica no grau de liberdade v, sendo este termo a rigidez

geométrica deste elemento.

[ku]2x2 0 ] (49)

[k€l6xe =
ox6 0 [kv]4x4 + [ka]4x4
Em que k; representa a por¢do da matriz de rigidez do elemento com termos associados

ao grau de liberdade i.
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Em que os termos ocultos simbolizam a simetria da matriz. Se observa que a matriz de
rigidez geométrica evidencia a ndo linearidade do elemento, tendo em vista que se estabelece
uma descri¢do de sua rigidez ndo apenas a partir de termos relativos ao material (incluidos em

k, e k,) e geometria, mas também a partir da carga, sendo, neste caso, a forca axial F,.

A matriz de rigidez geométrica, em um caso geral (elemento de n GDL), pode ser escrita

. . - . . . ON; . -
a partir da seguinte equacao, na qual a matriz L contém as derivadas %, com da func¢do de

W

forma do elemento e o € o tensor tensdo associado a medida de tensdo atual (ANSYS, 2020),

de modo que se tem, novamente, a rigidez geométrica associada a carga e a geometria.

dN; 0N, 0N,
ox ox = 0x
ON, ON ON.
[L]an = a_yl a_yz a_yn ; [N]cxn = [N(x'y' Z)]cxn (51)
dN; 0N, JdN,
Ldz 0z 0z
[kGe]nxn = f [L]Tnx3 [0]3x3- [L]35n- AV (52)
Ve

N

Ademais, a contabilizacdo da rigidez geométrica, em adicdo a rigidez formulada

inicialmente, d4-se o nome de stress stiffening ou de geometric stiffening.

2.1.7.5.Tensor gradiente de deformacdo

O chamado tensor gradiente de deformacido, F, € responsdvel por captar, a partir do
dominio do elemento, como a estrutura se movimenta entre os incrementos da andlise, seja a
partir de movimentos de corpo rigido, translacdes e rotagdes, ou a partir de deformacoes

propriamente ditas, normais e tangenciais.

Matricialmente, o gradiente de deformacdo é dado pela seguinte expressao, na qual as
componentes que representam o comprimento de uma “fibra” (elemento de linha do material)
dX; se transformam nos dx;, de modo que a configuracdo do corpo caracterizada pelas
componentes dX; € anterior a configuracdo caracterizada pelas componentes dx;, também
podendo ser dito que a primeira € uma configuragao de referéncia e a segunda uma configuragao

deformada (ANAND; GOVINDIJEE, 2020).



rdx; 0x; 0xq]
0X, 0X, 0X3
w |0%2 0xz  0x,
dx; 0x3 0x3
[0X; 0X, 0dX;]
{dx}sx1 = [Flsx3-{dX}321 (54)

Acerca da representagdo matricial exibida do tensor gradiente de deformagdo e de seus

componentes, sao validas as seguintes observacdes (FILHO, 2012):

~ N . 0x;
1. Em relacdo ao componente pertencente a diagonal da matriz, com a—X‘ = ¢, tem-se um
i

aumento de ¢ vezes na direcdo i associada;

~ < . . axi
2. Em relacdo ao componente pertencente a diagonal da matriz, com Pl 0, tem-se que
i

nao hd movimento translacional na dire¢do i associada;

3. Com todos os termos ndo pertencentes a diagonal da matriz nulos, tem-se inexisténcia
de rotacdo na fibra;

4. Veé-se que existem termos associados a extensdes e a rotagdes, divisdo mais bem
analisada a partir do chamado teorema da decomposi¢dao polar de Cauchy, que sera

tratado posteriormente.

Ainda acerca do tensor gradiente de deformagao, tem-se Jr & det F # 0, de modo que

F~1 existe e, desta forma, é valido que (ANAND; GOVINDIEE, 2020):

{dX}301 = [FI7'5,5- {dX}301 (55)
Por extensdo, podem ser encontradas relacdes importantes que traduzem transformacdes
em termos de elementos de drea e em elementos de volume, utilizando da defini¢do do gradiente
de deformagdo como dx; = F;;. dX; e de seu determinante, J, também chamado de jacobiano
volumétrico ou jacobiano da deformagdao (ANAND; GOVINDIEE, 2020). Estas relacdes sao

exibidas a seguir.

A seguinte relacdo exibe a transformacdo de elementos de drea, nomeada férmula de
Nanson, em que A denota a drea na configuragao de referéncia, a denota a drea na configuragcao
deformada, n, € o vetor normal unitdrio da 4rea considerada na configuracdo de referéncia e

n,4 o vetor normal unitdrio da drea na configuracdo deformada (ANAND; GOVINDIEE, 2020).



{nglsx1-a = Jr. [F]_T3x3' {na}za.A (56)
A transformacdo de elementos de volume € dada a partir da expressdo abaixo, na qual
I denota o volume na condic¢do de referéncia e v denota o volume na condi¢do deformada. Vé-
se que, como ndo se pode deformar um elemento para um volume nulo ou negativo, tem-se

Jr > 0 (ANAND; GOVINDIJEE, 2020).

v=JpV (57)
A partir do chamado teorema da decomposicao polar de Cauchy, tem-se que o
movimento da estrutura pode ser caracterizado a partir de rotagdes, translagdes e extensoes, de
modo que o tensor gradiente de deformacdo F é decomposto em um tensor de rotagdo R, cujas
componentes estdo associadas a rotacdes de corpo rigido, e em um tensor de extensio U
(stretch), cujas componentes associam-se a extensdes e a translacdes de corpo rigido. Por

extensao, tem-se a razao entre o comprimento final e o original (FILHO, 2012).

Aplicando o teorema da decomposicao polar de forma geral (conforme ilustra a figura

14), tem-se (ANAND; GOVINDIJEE, 2020):

[Fl3xs = [Rlsx3: [Ulsxz = [V]Izxs- [R]axs (58)
Sendo U também chamado de tensor direito de extensdo de Cauchy e desta forma, V

chamado tensor esquerdo de extensdo de Cauchy (ARGENTA, 2020).

Figura 14 - Decomposi¢ao polar do gradiente de deformacao.
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2.1.7.6.Formulacdo geral do Método dos Elementos Finitos ndo linear

Considerando a forma variacional do teorema dos trabalhos virtuais, necessaria a partir
da abordagem incremental dos modelos estruturais ndo lineares, € possivel estabelecer a

formulacdo geral do MEF nao linear.



Esta formulacdo serd apresentada a partir de um caso ndo linear geral, pautado em um
modelo com grandes deslocamentos, grandes deformacdes e uma relacao constitutiva tensao-

deformacao nao linear.

Conforme Bathe (2014), pode-se caracterizar a formulacio utilizada para o problema
estrutural ndo linear a partir da formulagdo de “descri¢do de movimento”, e das medidas
utilizadas para tensao e deformacao, de forma que estas questdes serdo evidenciadas na presente
formulacdo. As medidas de tensdo e de deformacdo serdo discutidas no tépico de mecanica

estrutural.

Neste caso geral, podem ser utilizadas as formulacdes de “descricdo de movimento”
Lagrangiana total (ou simplesmente Lagrangiana) e Lagrangiana atualizada (ou Euleriana), que
circundam a escolha do sistema de referéncia para a descricdo do movimento. Nesta primeira,
as varidveis estdticas e cinematicas que descrevem o movimento da estrutura sio referentes a
uma condicdo inicial, que ndo € alterada. Na descri¢do atualizada, tem-se uma alteracdo na
condic¢do de referéncia, de modo que cada condicdo de equilibrio é dada em relacio a condi¢do

do instante anterior, ou seja, atualiza-se, de fato, a condi¢ao de referéncia.

De todo modo, conforme o procedimento incremental e iterativo j4 tratado, o equilibrio
da estrutura € considerado na condicdo deformada desconhecida no instante t + At, em que o
incremento de tempo At representa a evolugdo incremental da estrutura em relagdo a condicao

de equilibrio, em detrimento de efeitos inerciais que, de fato, utilizam de derivadas temporais.

Deste modo, a equivaléncia de energia no instante t + At € dada pela seguinte
expressao, na qual a parcela a esquerda € referente a variagao do trabalho interno, dada a partir
da variacdo das deformacdes. o (t + At) e de(t + At) sdo referentes aos tensores tensio e a

variacdo do tensor deformacdo, respectivamente, no instante considerado.

o(t + At).8e(t + At).dV = W€, (t + At) (59)
Ve(t+At)
No caso ndo linear geral considerado, o software de analise utiliza uma descri¢do do

movimento Lagrangiana atualizada, a tensdo de Cauchy (“true stress”) e a deformacao
logaritmica ou de Hencky, de forma que estes trés elementos caracterizam a formulacao

utilizada pelo software para este caso. Estes elementos serdo trabalhados a seguir.

Com o tensor direito de extensao de Cauchy, U, pode-se definir a medida de deformacao

logaritmica ou de Hencky &yy.



[€nulaxs = In [Ulsys (60)

A partir da chamada decomposicdo espectral, ao passo que U caracteriza-se como
simétrico e definido positivo, tem-se sua representacdo a partir de seus autovalores e
autovetores: Ay; (extensdes principais) e ¢y, (dire¢des principais), respectivamente (ANSYS,

2020).

3
[Ulsxs = Z )lui- {¢Ui}3x1- {¢Ui}T1x3 (61)
i=1

Desta forma:

3 3
[enulaxs = lnz Ay {Pu;}ax1- {¢Ui}T1x3 = Z In Ay, {Pv;}3x1- {¢Ui}T1x3 (62)
i=1 i=1

E vélido destacar que o tensor deformacao de Hencky, ao ser definido a partir do tensor
de extensdo, “descarta” as rotagdes de corpo rigido presentes na matriz de rotagdao R. No cdlculo
incremental, no qual se interessa o incremento do tensor deformacgao de Hencky, Agyy,, faz-se

uso da nomenclatura incremento de deformacao do tipo rotation-neutralized.

O tensor tensdo de Cauchy, proveniente do teorema de Cauchy, € aplicado ao passo que
fornece a medida da forca atuante no incremento de andlise considerado, também nomeada
forca corrente, por unidade de drea deformada, ou seja, associada a configuracdo deformada

(FILHO, 2012).

Em consonancia com os aspectos essenciais destacados, a anélise ndo linear a partir do

MEF ¢ implementada a partir do método de Newton-Raphson, tratado no tépico a seguir.

2.1.8. Método de Newton-Raphson
2.1.8.1.Aspectos gerais acerca do método

De modo simplificado, o processo incremental e iterativo utilizado nas andlises
estruturais nao lineares foi exibido no tépico dos aspectos-chave da andlise ndo linear. Este
processo € implementado, no software de analise, a partir do chamado método de Newton-
Raphson, conforme o equilibrio entre forgas internas F™" e externas F® em um incremento

(step) p, iteragdo i (BATHE, 2014):

[KTp,i]nxn' {Bitnr = {Fap}nxl —{F" i} (63)

nx1



Em uma andlise estrutural estédtica, K", ; ¢ nomeada matriz de rigidez tangente. Em uma
andlise estrutural dindmica, K Tp,l- deve conter as contribui¢des dos efeitos inerciais de massa e

amortecimento, sendo nomeada matriz de coeficientes efetiva (effective coefficient matrix).
Neste tltimo caso, de forma semelhante, as matrizes de forca também devem conter os efeitos

inerciais, de acordo com os GDL associados.

Neste sentido, um incremento a partir do método em exposi¢ao pode ser representado a

partir do seguinte algoritmo, exibido a partir da figura 15.

Figura 15 - Procedimentos associados ao método de Newton-Raphson.
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Podem ser utilizadas, ainda, as seguintes notagoes:

1. {ug}nyi: Matriz de deslocamento nodal de partida;
{u;},x1: Matriz de deslocamento nodal da iteragio i;

{Au;},,,1: Matriz de incremento de deslocamento da iteragéo i;

Ll

{wi1 e = (Witnar + {AU;}xq: Matriz de deslocamento nodal da iteragdo i + 1.



A partir de uma quantidade adequada de iteracdes, abaixo de um valor limite, 0 método
numérico obtém uma solucdo convergida para o incremento, isto €, sdo realizadas iteracdes até

o atingimento da convergéncia, conforme o algoritmo exibido.

Por padrio, o software de anélise utiliza uma convergéncia do tipo out-of-balance, que
assume que a convergéncia € atingida quando a seguinte expressao for verdadeira, na qual R é
nomeado vetor residual, ez € um valor de toleréncia para R € R.r € um valor de referéncia para

R. ||{R},x1]| denota a norma do vetor residual, quantidade escalar referente a sua magnitude

(ANSYS, 2020).

”{R}nxlll < ER- Rref (64)
O vetor residual, que fornece uma medida do desequilibrio entre as forcas internas e

externas, conforme a discussdo precedente, € dado por:

— a nr
{Rp,i}nxl ={F p}nxl —{F p,i}nxl (65)
O valor de referéncia para o residuo em uma convergéncia do tipo out-of-balance

utilizada pelo software €, em um grau de liberdade (associado a um deslocamento nodal)

qualquer (ANSYS, 2020):

Rref = “{Fa}nxlll (66)
Para os GDL associados a deslocamentos impostos como condi¢des de contorno, tem-

se:

Rref = ”{Fnr}nxlll (67)

Também pode ser aplicada uma convergéncia do tipo DOF increment, de modo que a
convergéncia € checada a partir do incremento de deslocamento da iteracdo atual Au;, da
seguinte forma, na qual &, € um valor de tolerancia para Au; € U,y € um valor de referéncia

para Au; (ANSYS, 2020):

”{Aui}nxl ” < &. uref (68)
O software de andlise utiliza como padrio, para as relacdes anteriores, a chamada norma

“L2”, também nomeada norma euclidiana, de modo que, tem-se, para a matriz Z: ||{Z =
) s nx1112

(Z Zi2)1/2'



2.1.8.2.Newton-Raphson na formulacdo do MEF ndo linear

Como discutido no tépico anterior, em uma andlise ndo linear geral, o software de
andlise faz uso do chamado tensor deformacgdo de Hencky, ja definido. Computacionalmente, a

partir do cdlculo incremental, tem-se a defini¢do deste tensor aplicada a um incremento p:

[Agyy,lsxs = I [AUp]3xs (69)
O incremento do tensor de extensdao U € dado a partir do incremento do tensor gradiente

de deformacdo F (ANSYS, 2020):

[AFP]3x3 = [ARP]3x3' [AUP]3x3 (70)

-1
[AFP]3x3 - [Fp]3x3' [Fp_l] 3x3 71
O incremento do tensor deformacio de Hencky pode ser aproximado a partir do tensor

de rotacdo, método adequado para incrementos de deformag¢dao menores que aproximadamente

10% (ANSYS, 2020).

T
[ASHUp]sxs = [Rl/Z] 3x3" [A“-'Hup]3x3- [1‘1'1/2]3x3 (72)
O subscrito “1/2” é referente a chamada configuracdo de ponto médio (midpoint). Nesta
expressdo, esta configuragdo de ponto médio acompanha os demais tensores e vetores
associados, a partir das seguintes expressoes, resultantes da aplicacdo desta configuracdo as

relacdes ja apresentadas.

[F1/2]3x3 = [R1/2]3x3' [U1/2]3x3 (73)
6u1/2
[Flaxs = Ulsx3 + l X (74)
3x3
Em que u,,, permite estabelecer o entendimento do que € a configuragdo de ponto
médio:
1
{u1/2}3x1 = E ({up}3x1 + {up—1}3x1) (75)
A partir do incremento do tensor deformagao de Hencky, tem-se:
{SHUp}%cl - {SHUp_l}%cl + {ASHUp}%cl (76)

Estas equagdes traduzem conceitos ja explorados, porém, adicionados do cdlculo

incremental caracteristico do método numérico em estudo.



A partir de uma andlise estdtica, na qual se desprezam os efeitos inerciais, K7; é a
chamada matriz de rigidez tangente. Em uma andlise estitica nio linear, a matriz de rigidez
tangente inclui os efeitos ndo lineares, sendo constituida a partir da matriz de rigidez K e da

matriz de rigidez geométrica K ;, explorada nos tépicos posteriores.

A partir da inclusdo dos efeitos inerciais, caracterizando a anélise como dindmica, tem-
se que KT, que passa a ser nomeada de matriz de coeficientes efetiva, precisa contabilizar estes

efeitos. Para isto, tem-se a parcela adicional K.

Deste modo, tem-se:

[K™*;

= [Ke]nxn + [KGei]nxn + [Kle]nxn (77)

A forca interna associada a equacdo de equilibrio exibida anteriormente é também

]TlXTl

nomeada for¢a restauradora de Newton-Raphson, sendo dada, no dominio de um elemento, pela
seguinte equagdo, a partir da matriz deslocamento-deformacdo atual B; e do tensor tensio de

Cauchy atual a; (ANSYS, 2020)

(F™ s = f BT {Goxr .V (78)
VE

2.1.9. Anadlise estrutural dindmica
2.1.9.1.Andlise estrutural dindmica linear

Em um sistema discretizado de n GDL, tem-se a seguinte equacdo governante de

equilibrio para a resposta linear dinamica.

[Mlpn {8} + [Cloxn- {4} + [Klnxn: {83nx1 = {F3nss (79)
Tal equagdo € associada a aplicacdo do Principio Fundamental da Dindmica ao sistema
em um certo instante t, sendo M; C; K; A as matrizes de massa, amortecimento, rigidez e
deslocamento nodal montadas para o sistema discretizado, no sistema global. A matriz F* é a
de forcas externas aplicadas, de modo que o equacionamento é posto conforme o principio do
“equilibrio dindmico” de d’Alembert. Cada parcela participante da equac¢do constitui uma
matriz de forga transiente. Ao lado esquerdo tem-se forgas de inércia, forcas de amortecimento

e forcas elésticas, respectivamente.

A equacdo governante representa um sistema linear de equacdes diferenciais de segunda
ordem, que sdo solucionados, em aplicacdes do MEF, a partir de métodos que tomam vantagem

das caracteristicas especificas das matrizes de coeficientes M; C; K. De forma resumida, podem



ser divididos dois métodos de solucao: integracdo direta e superposicao modal (FILHO, 2005;
FILHO, 2012; BATHE, 2014).

2.1.9.2.Método da superposicdo modal

O método da superposi¢cdo modal utiliza da propriedade de ortogonalidade entre os
modos naturais de vibracao da estrutura aplicada as matrizes que a caracterizam, de modo que

a resposta dinamica € dada por uma combinagao linear destes modos de vibracao.

A partir da hipétese da superposicao modal, a resposta dindmica € dada pela seguinte
expressao, em que y; € o fator de participagdo ou “peso” associado ao modo i e ¢; € o autovetor

associado ao modo i (FILHO, 2005):

(B = D 7)) - ($ihn (80)

Por meio da aplicacdo da expressao anterior e de suas derivadas na equacdo governante,

tem-se:

NgE

[M]nxn yl {¢l}nx1 + Z nxn- yl {¢l}nx1 + Z nxn- Vi - {¢L}nx1 (81)

~
1l
fury

= {Fa}nxl

Ao passo que a ortogonalidade entre dois modos j e k (j # k) aplicada as matrizes de

massa, amortecimento e rigidez pode ser escrita a partir da seguinte expressao:

{(p]} 1xn” nxn {¢k}nx1 0; ¥=MCK (82)

O fator de participagdo associado ao modo de vibragdo j (y;) pode ser determinado a

partir da multiplicagdo da equacéo (81) por {¢p j}Tlxn

Z{¢j}T1xn' [M]nxn-j}i -{¢i}nx1 + Z{(pj}Tlxn' [C]nxn- yi -{¢i}nx1

(83)
' {Fa}nxl

n
T — T
+z{¢1} 1xn’ [K]nxn-yi . {¢i}nx1 - {¢j} 1xn
i=1
Evidenciada a expressdo referente a propriedade de ortogonalidade entre os modos, vé-
se que, ao expandir os somatdrios, tem-se os seguintes resultados, para qualquer modo k

diferente de j:

{d’j}Tlxn- [lp]nxn-ﬂ- {¢k}nx1 =0, A=y yis i (84)

Aplicando estes resultados, a expressao € simplificada, resultando em:



{¢j}T1xn- [M]nxn-j}j- {¢j}nx1 + {¢j}T1xn- [C]nxn- yj {¢j}nx1
(85)
+{¢j}T -[K]nxn-yj- {¢j}nx1 = {¢j}T {F%}

A partir dos conceitos de massa, amortecimento, rigidez e forca generalizadas, pode-se

1xn 1xn’

expressar a equagao anterior de forma compacta:

m;. y; () + ¢;.y; () + k;. y;(t) = fj(t) (86)
Vé-se que a expressao resultante possui formato e solucao similar ao sistema dinamico
de 1 grau de liberdade, sendo as coordenadas “y”’ chamadas de normais ou generalizadas, de
modo que o fator de participagdo associado a0 modo de vibrag@o j (y;) € determinado a partir
da solucdo do sistema auxiliar de 1 grau de liberdade, associado ao modo j, em coordenadas

generalizadas.

A partir da determinacdo dos demais fatores de participacdo, de forma semelhante,
determina-se a resposta dindmica da estrutura. Pode-se evidenciar que a equacdo de equilibrio
governante, inicialmente um sistema de n equagdes diferenciais de segunda ordem acopladas e
expressas nas coordenadas fisicas do sistema, ¢ “transformada”, a partir da utilizagao do método
da superposicdo modal, em um conjunto de n equacdes diferenciais de segunda ordem
desacopladas pela propriedade de ortogonalidade, expressas em coordenadas normais ou

generalizadas.

Filho (2005) propde uma sequéncia que sintetiza o método, consistida dos seguintes

pontos:

1. Determinagdo dos modos e frequéncias naturais, autovetores {¢; },.,1 € autovalores A;;

2. Computo da massa, rigidez, amortecimento e for¢a generalizada para cada modo de

vibragao:
m; = {¢j}T1xn' [M],5n- {¢j}nx1
kj = {¢j}T1xn' [K]7n- {d’j}nxl
(87)
G = {¢j}T1xn- [C]nxn- {¢j}nx1
fj = {¢j}T1xn'{Fa}nx1



3.

Determinacdo dos fatores de participacdo a partir da solu¢do do sistema auxiliar de 1

grau de liberdade em coordenadas generalizadas;

4. Efetuacao da superposi¢ao modal.

2.1.9.3.Método da integracdo direta

De acordo com Bathe (2014), a integracao numérica direta (isto €, na qual ndo hd uma

transformacdo na forma das equacgdes antes da integracdo, como o desacoplamento) é baseada

em duas ideias, exploradas a seguir:

1.

Ao contrdrio de satisfazer a equagcdo governante de equilibrio em qualquer instante t,
satisfazé-la em intervalos discretos de tempo, At. Tal ideia, de fundamental importancia,
exibe uma segunda discretizacao realizada, a do tempo, de modo que o “equilibrio
dindmico” ¢ satisfeito nos intervalos discretizados. A discretizacdo do tempo é nomeada
time stepping, de forma que o intervalo € nomeado passo (step). Desta forma, o

fendmeno € discretizado no dominio do tempo;

2. E assumido dentre os intervalos de tempo At que hé variacio nos deslocamentos,

velocidades e aceleracdes, ao passo que o modo com o qual esta variacdo se da afeta
diretamente a precisdo, a estabilidade e o custo computacional do procedimento de
solucdo. Este modo de variagdo é traduzido por uma lei de variagdo, que pode ser
definida de variadas formas. Os formatos de lei de variagc@o disponiveis, que formulam
os deslocamentos, velocidades e aceleracdes nodais, compdem os métodos de

integracdo no dominio do tempo disponiveis.

Dentre os diversos métodos disponiveis de integracdo, hd uma divisdo entre métodos

implicitos e explicitos, que € pautada na suposi¢ao-base para os deslocamentos e suas derivadas,

em relacdo a dois intervalos de tempo consecutivos. Embora a forma geral das equagdes

supostas (leis de variagdo) varie em cada método, € possivel destacar o conceito-chave

(BATHE, 2014; ANSYS, 2022):

1.

A integracdo explicita supde que a solu¢do desconhecida do instante t + At pode ser
obtida a partir da solucdo conhecida do instante t, ou seja, a partir das condi¢des de
equilibrio no instante t. Desta forma, a solu¢do do instante t + At € explicitamente
conhecida apds a substituicdo das expressdes supostas pelo método em especifico
(dentre os diversos disponiveis) na equagdo governante para o instante t. O fundamento
pode ser expresso a partir da seguinte expressao simbdlica, na qual vé-se que, conhecida

a solucdo no instante t e determinado o intervalo de tempo (step size), sabe-se y(t) e



y(t), e desta forma, determina-se de forma explicita y(t + At): y(t + At) = y(t) +

At.y(t);

2. A integracdo implicita supde que a solu¢do desconhecida do instante t + At pode ser

obtida a partir das condicdes de equilibrio no instante ¢ + At. Desta forma, a solug¢do do

instante t + At se mantém implicita apds a substituicdo das expressdes supostas pelo

método em especifico (dentre os diversos disponiveis) na equacdo governante para o

instante t + At. O fundamento pode ser expresso a partir da seguinte expressdao

simbdlica, na qual vé-se que, conhecida a solu¢dao no instante t e determinado o

intervalo de tempo (step size), sabe-se y(t), porém, se desconhece y(t + At), e desta

forma, y(t + At) mantém-se implicito, necessitando solucdo posterior: y(t + At) =

y(t) + At. y(t + At).

Adicionalmente, em relacio aos métodos implicitos e explicitos, destacam-se as

seguintes caracteristicas (ANSY'S, 2022) a partir da tabela 7:

Tabela 7 - Caracteristicas gerais dos métodos de integracdo explicitos e implicitos.

Critério

Integracao explicita

Integracao implicita

Tamanho do incremento de

tempo necessario

“Pequeno’; inviabilizando
utilizagdo em problemas de
longa duragdo. Apresenta
viabilidade para eventos
com duragdo da ordem de

segundos e milissegundos.

“Grande”; viabilizando
utilizacdo em problemas de

longa duragao.

Solucgao de sistema nao

linear

N3ao necessita de iteragcdes

Obtencdo da solugdo de cada
intervalo de tempo a partir

de método iterativo

Velocidade de solucao de

um intervalo de tempo

Alta

Baixa

Fonte: Autor.

A partir das caracteristicas do fendmeno fisico que o modelo computacional do presente

trabalho se propde a representar, em termos de duracio dos eventos associados, tem-se maior

compatibilidade com os métodos de integracao implicitos.

Em relagdo aos algoritmos de integracdo disponiveis, tem-se que os fatores mais

pertinentes para a escolha do mesmo sdo (ANSYS, 2020): acurécia, estabilidade e dissipacdo.



Em um esquema numérico para célculo aproximado de equagdes diferenciais, o erro E,
que mede a magnitude do desvio entre a solucdo exata e a aproximada, comporta-se como

(LEVEQUE, 2006):
E=E(h)~C.h (88)

Em que h é o valor do passo, incremento, ou step size, que caracteriza a aproximacao,
C € uma constante que mantém a proporcionalidade, sendo independente de h e associada ao

método utilizado, e p é a chamada ordem de acurdcia (order of accuracy).

Deste modo, tem-se que com um método numérico que apresenta ordem de acurécia i,
também dita aproximacao de i-ésima ordem (i-th order accurate approximation) had um erro

proporcional a h'.

A estabilidade do método de integracdo, conceito associado ao fendmeno fisico da
estabilidade em vibracdes de sistemas mecanicos, diz respeito ao comportamento do método ao
longo dos incrementos e iteragdes, conceito associado as nomeadas equacdes “rigidas” (stiff

equations). Também é utilizado, comumente, o termo estabilidade numérica.

Equacdes “rigidas” sdo equacdes diferenciais que, a partir de uma determinada soluc¢io
numérica (associada a um determinado método numérico), comportam-se de forma instavel, a
menos que o incremento seja suficientemente pequeno. Em variadas situagdes, tem-se que o
tamanho do incremento necessdrio para obtencdo da estabilidade numérica é
computacionalmente invidvel (exigem-se recursos computacionais niao disponiveis, por

exemplo).

Em consonincia, algoritmos de integracdo no dominio do tempo s3o ditos
condicionalmente estdveis quando a estabilidade € afetada pela escolha do tamanho do
incremento de tempo (time step), ou incondicionalmente estdveis quando a escolha do step size
nao € condicionada pela estabilidade, de modo que o tamanho do incremento nio afeta a

estabilidade numérica do método.

A partir da instabilidade numérica tratada anteriormente, podem ocorrer oscilagdes
incompativeis com a solug@o exata, levando aos conceitos de ruido numérico e de dissipacao
ou amortecimento numérico. Os métodos de integragdo implementados no software de andlise
para a solugdo de problemas estruturais dinamicos utilizam de parametros com a finalidade de

diminuir estas oscilacdes, proporcionando a dissipa¢do. Faz-se de grande relevancia a



dissipacdo de alta frequéncia, reduzindo o ruido numérico, conforme Hughes (2012) e Ansys

(2020).

Os métodos de integracdo de Newmark e o HHT-a, a partir de suas diferencas em
relacdo a formulacdo, produzem resultados diferentes em relagc@o a dissipagdo numérica. Estes

métodos serdo introduzidos a seguir.

2.1.9.3.1. Método de Newmark em modelos lineares

A partir do processo incremental associado a andlise dinamica, tem-se a equagdo de

equilibrio da estrutura de n GDL em um instante p + 1 expresso a partir da seguinte expressao:

[M]nxn- {Ap+1}nx1 + [C]nxn- {Ap+1} + [K]nxn- {Ap+1}nx1 = {Fap+1}nx1 (89)

Introduz-se o método de integracdo no dominio do tempo de Newmark a partir das

nx1

seguintes leis de variagdo para atualizagio do deslocamento A, ., e velocidade A, dentre os
incrementos (HUGHES, 2012; ANSYS, 2020). Também ¢ comum a notacio u para o
deslocamento nodal, conforme visto no tépico acerca do método de Newton-Raphson. Esta
notacgdo € preferivel ao incluir o incremento de tempo como At, e serd utilizada na presenca do

incremento temporal. Nesta notacdo, tem-se as leis de variacao:

figed) =) +|-8){i,}  +0fi} | A (90)

{up+1}nx1 - {up}nxl + {up}nxl'At
. O1)
+ [(E — a') : {ilp}nxl + a. {ﬁp“}nn] .At?
Nestas equacdes, & e a sdo os parametros de integracdo de Newmark, enquanto At
denota o incremento de tempo, conforme as discussdes anteriores. Adicionalmente, tem-se que
os parametros de Newmark podem ser determinados para obter determinada acuricia e

estabilidade do método numérico (BATHE, 2014).

De forma geral, o método de Newmark é pautado em trés equagdes de diferencas finitas,

equagdes (89), (90) e (91), e as quantidades desconhecidas w1, Up4q, Upyq s30 calculadas

numericamente a partir das quantidades conhecidas u,, i, e it, (ANSYS, 2020).

2.1.9.3.2. Método HHT-a em modelos lineares

Com a auséncia de fontes de amortecimento numérico, pode-se ter uma quantidade

inaceitavel de ruido em modos de alta frequéncia (RUGHES, 2012). O método HHT-a (método



Hilber-Hughes-Taylor) atua neste sentido a partir do controle da quantidade de dissipagdo
numérica com os parametros &, a, @, € @f, ou seja, a partir de uma maior quantidade de

parametros que o método de Newmark.

Este método assume a seguinte equacdo governante para o equilibrio dindmico

(ANSYS, 2020):

[M]nxn- {up+1—am} + [C]nxn- {up+1—af} + [K]nxn- {up+1—af}n

nx1

nx1 x1

92)
= {F(a)}

Esta equacao € apresentada de forma simplificada, a partir da introducdo de diversos

nx1

termos, 0s quais:

{ips1-ap ), = (L= @) filpsr}  +am {itp} 93)
liprier) = (1=ap). (e}, +arfitn), 94)
(prier) = (1= ap)-(upua},, + o), 95)
{Flap} = —ap) {Fopu}  +apn{F%} (96)

Tem-se o cdlculo das quantidades desconhecidas up,q, Wpyq, Wyyq a partir das
quantidades conhecidas u,, ilp e ﬁp, de forma semelhante ao método de Newmark. (ANSYS,

2020).

A partir de melhorias em relagdo ao método de Newmark, método HHT-a foi utilizado
no presente trabalho, a partir de pardmetros &8, a, a,, e a; pré-dispostos a partir de

configuragdes-padrao do ANSYS, associados as caracteristicas do sistema em andlise, como

destacado no subtdpico de andlise estrutural transiente.

E possivel caracterizar o modelo computacional desenvolvido no presente trabalho a

partir da tabela 8.

Tabela 8 - Caracteristicas do modelo desenvolvido associadas a formula¢do do MEF.

Método de solucio Integracdo direta implicita
Esquema de integracao HHT-a
Medida de tensdo Tensor tensdo de Cauchy
Medida de deformacao Tensor deformacdo de Hencky
Solver Direto; Sparse Matrix

Fonte: Autor.



2.1.9.4.Andlise estrutural dindmica ndo linear

Em problemas dinamicos estruturais nao lineares, tem-se que as forcas internas nao sao
linearmente proporcionais aos deslocamentos nodais, de modo que a matriz de rigidez ¢é
dependente do deslocamento atual (iteragdo atual), conforme retratado no tépico de nao
linearidade. A equacio governante é reescrita da seguinte forma, em que F' é a matriz de forcas

internas:

[M]3n- {up+1}nx1 + [Clnsn- {up+1}nx1 + {Fip+1}nx1 = {Fap+1}nx1 o7
A partir da ndo linearidade, o método de solugdo € utilizado de forma acoplada ao
método incremental e iterativo de Newton-Raphson, haja vista a variacdo da rigidez da
estrutura, conforme visto nos topicos de ndo linearidades estruturais e do método de Newton-
Raphson. Desta forma, os métodos de integragdo no dominio do tempo, que propdem as leis de
variacdo para os deslocamentos, velocidades e aceleragdes, também sdo formulados de forma

acoplada ao método de Newton-Raphson.

No software de andlise, os sistemas estruturais dinimicos ndo lineares sdo solucionados
implicitamente a partir do método de integragdo de Newmark ou do método HHT-a.

Especificagdes adicionais, provenientes da ndo linearidade, serdo destacadas a seguir.

2.1.9.4.1. Método de Newmark em modelos ndo lineares
Tendo em vista o tratado nos tépicos de ndo linearidades estruturais e do método de
Newton-Raphson, as for¢as internas dependem dos deslocamentos nodais. Deste modo, a
equacdo de equilibrio também pode ser escrita como:

[M] - {ﬁp+1}nx1 + [Clyxn- {ilp+1}nx1 + {Fip+1 <{up+1}nx1)}

nx1

(98)
- {Fap+1}nx1
No método de integracdo no dominio do tempo de Newmark em modelos nao lineares,
tem-se as mesmas fungdes de variacdo apresentadas anteriormente, com o amortecimento

numérico sendo controlado pelo parametro §.

Descrevendo as forgas internas a partir de suas componentes e ressaltando que o vetor
residual depende, ao longo do processo iterativo, do deslocamento, tem-se a seguinte expressao

para o vetor residual, conforme a equacao (65):



{RP“ ({up"‘l}nxl)}nxl - {Fap“}nm B {Fip“ ({up+1}mﬂ)}nx1

_[M]nxn- {up+1}

A partir do método de Newton-Raphson, tem-se uma forma linearizada do operador de

99)
nxl - [C]nxn- {up"'l}nxl
integracdo no dominio do tempo (ANSYS, 2020). Deste método, tem-se, no incremento p,
iteracdo i:
aRp+1
ouy g

Rovsd o+ |3u| 00, = Ol
nxn

(100)

{Rp+1}nx1 = {Rp+1 ({u;oﬂ}nxl)}

Com o método de Newton-Raphson acoplado ao esquema de integracdo em

nx1

apresentacao, toma-se a seguinte equagao, ao longo dos incrementos e iteragdes do processo de

solucdo (ANSYS, 2020).

[Kes ({pes},)]

Nesta equacao, K £+1 € a matriz de coeficientes efetiva, ja apresentada anteriormente,

'{Au;”l}nxl - {Rp+1 ({up"'l}nxl)} (101)

nxn nx1

sendo também nomeada matriz de rigidez efetiva (BATHE, 2014), constituida a partir da matriz

de rigidez K;, da matriz de rigidez geométrica K; e da matriz disposta como K, responsavel

pela consideragdo dos efeitos inerciais caracteristicos da andlise dinamica.

A partir do posto a despeito do método de Newmark, a matriz K; é dada por:

1 Iy N 1
a.Atz'[ Inen a. At

No método de Newmark, a quantidade de dissipa¢dao numérica pode ser controlada a

[K;]nxn = [Clrxn (102)

partir do parAmetro §. Vé-se que em modos de baixa frequéncia, a ordem de acurécia deste

método é diminuida, ao passo que § > % (ANSYS, 2020).

A equacgdo de equilibrio linearizada a partir do método de Newton-Raphson pode ser
ainda escrita da seguinte forma, caso K 17;’;1 designe a matriz de rigidez tangente (inclui os efeitos
ndo lineares, exclui os efeitos inerciais).

1 1 .
T *
[m [M]nxn + m [C]nxn + [Kp+1 ({up+1}nx1)]nxn] . {Au;7+1}nx1
(103)

= {R§;+1 ({up+1}nx1)}nx1 ;



[Kz;*_,.l] = [K;Jpen + [KGp+1]

nxn nxn

2.1.9.4.2. Método HHT-a em modelos ndo lineares

A partir deste método, tem-se a seguinte equacio governante para o equilibrio dindmico

(ANSYS, 2020):

[Mlyen-{itps1-an ), + [Clun- {ips1-a,}

nx1

+ {Fip+1 ({up+1—af}nx1)} » = {Fa(af)}

Tem-se os mesmos termos apresentados para o método em modelos lineares, a despeito

da forca interna {Fip+1 ({up+1—af}nx1)}n

{pip+1 ({up+1—af}nx1)}nx -

1

(1 - af)' {Fip+1 ({up+1}nx1)} +ay. {Fip ({up}nxl)}

A partir da equagdo assumida no método de integracdo HHT-a, o vetor residual pode

nx1

(104)

nx1
n

x1

(105)

nx1 nx1

ser escrito a partir da seguinte expressao:
Rovs (upeidn )}, = (@)} = P (o} )}

_[M]nxn-{ﬁp+1—am} [C]nxn- {up+1—af}

De forma semelhante a exibida no método de Newmark, tem-se, a partir do acoplamento

nx1

(106)

nx1 nxi

com o método de Newton-Raphson, uma forma linearizada da equagdo que traduz o equilibrio

no método de integracdo HHT-a, exibida a seguir, na qual K 511 ¢ a matriz de rigidez tangente.

R (1), )}, =

1—a, 1—ar).b
[m [M]nxn + % [C]nxn (107)

RPN [N T | I KN

2.1.9.5.Determinagdo do step size

Nos algoritmos de integracao no dominio do tempo e no método de Newton-Raphson,
0 passo (sfep) e o seu tamanho ou magnitude (step size) sdo questdes centrais, conforme

introduzido nos tépicos posteriores. De forma geral, tem-se que o custo computacional de um



algoritmo de integrac@o direta, associado ao nimero de operacOes requeridas, € diretamente

proporcional ao nimero de passos requeridos para a solu¢ao (BATHE, 2014).

Deste modo, o passo At deve ser pequeno o suficiente para proporcionar acuracia e
estabilidade ao método associado (por outro lado, com um passo menor que o necessario, tem-
se um custo computacional adicional), sendo estes dois os conceitos fundamentais que norteiam

a escolha do step size.

Em termos de acuricia da solu¢do, de modo a obter, a partir de um modelo estrutural de

n GDL, um comportamento dindmico adequado, tem-se, inicialmente, que At deve ser

estabelecido a partir do menor periodo de vibracdo, T, tal como At = % (BATHE, 2014).

Considera-se, posteriormente, que a resposta dindmica pode ser dada a partir da
superposi¢do de k modos, em detrimento dos n modos de vibragdo da estrutura, ao passo que
outros modos nio sdo excitados ou nao sdo determinados com a acuracia necessaria, conforme
a discussdo presente em Bathe (2014). Com o menor periodo de vibragdo dentre os k modos de

Tk

interesse dado por T, pode-se estimar inicialmente At = To

Em relacdo a estabilidade do método de integracdo, foram conceituados os métodos
condicionalmente estdveis e os incondicionalmente estdveis. A partir da escolha do step size, a
estabilidade pode ser avaliada a partir de seu significado, seja a partir da amplificacdo artificial
de condi¢des iniciais ou do acréscimo de erros ao decorrer dos passos, no processo de

integracgao.

A partir da chamada andlise de estabilidade, é possivel avaliar a estabilidade do método
de integracdo, quando utilizado um certo passo At. Entre dois passos de um método de
integracdo, tem-se a matriz A, nomeada matriz de amplificacdo ou operador de aproximacgao,

de modo que:

{up+1}nx1 = [A]nxn'{up}nxl (108)

E o erro associado ao processo de integragao:

{eps} = [Alnn-{ep} (109)

No método HHT-a, conforme o discutido, tem-se que: [Alpen =
[A(At, 0,a, ay, ap, M, C, KT*)]nxn, de modo que a matriz de amplificacdo contém termos
associados ao método de integragdo (At, 6, @, &, af) € as propriedades fisicas do sistema

estrutural (M, C, KT*).



Ao aplicar a decomposi¢do espectral na matriz de amplificacdo, vé-se que a propagacao
de erro € controlada a partir do chamado raio espectral p, definido como o valor absoluto

maximo dentre os autovalores de A (BATHE, 2014):

p(A) & MAX|A, Ay, o, Ayl (110)
Em relagdo a propagagdo de erro, tem-se, para a estabilidade do método, p(4) < 1

(BATHE, 2014).

Desta forma, pode-se obter a estabilidade a partir dos autovalores de
[A(At, S, a,ay, apM,C, K T*)]nxn, ou seja, a partir do controle do step size e dos pardmetros
associados ao método de integracdo, de modo que a condi¢do de estabilidade varia conforme

as propriedades fisicas M, C, K T*do sistema estrutural.

Para andlises dinAmicas associadas a vibracao estrutural, Bathe (2014) propde o seguinte

procedimento para a determinacdo do step size:

1. Identificacdo das frequéncias presentes de forma significativa no carregamento, de
modo que a maior frequéncia tem o valor f,;

2. O modelo estrutural deve apresentar resposta dindmica satisfatéria até a frequéncia
Jeo =4 fus

. . . 1 1
3. Com isto, o valor do step size pode ser estimado por At = %.TCO, com T, = — de
co

modo que At = .
qu 20.f20

De forma semelhante, Ansys (2022) propde a seguinte sugestdo para a escolha do

tamanho do incremento de tempo:

1. Selecdo dos modos e frequéncias de vibragdo de maior participacdo para a resposta
dindmica da estrutura a partir das condi¢des gerais associadas ao modelo estrutural, de

modo que a maior frequéncia tem o valor f,;

2. O valor do step size pode ser estimado por At = %. T,,comT, = fi, de modo que At =

1
20.f,

O step size pode ainda ser determinado, em outros tipos de andlise, a partir da condi¢ao
de Courant-Friedrichs-Lewy (condicdo CFL), como em andlises de propagacdo de ondas, nas

quais um maior nimero de modos é excitado (BATHE, 2014). Nesta condi¢do, o incremento



de tempo € limitado de modo que uma onda de tensdo ndo pode deslocar-se além da menor

distancia caracteristica de um elemento em um step, de forma que:

At< T, (g) (111)

Nesta expressdo, f € um fator de seguranca (f < 1), ¢ é a velocidade da onda no
material do modelo em andlise e i € a menor distincia caracteristica de um elemento (ANSYS,

2022; BATHE, 2014).

No presente estudo, o tamanho do incremento foi estimado a partir do proposto por
Ansys (2022), de tal modo que a frequéncia de interesse f;, foi determinada a partir da andlise
modal do modelo estrutural e da inspecao dos modos de vibracdao associados. Ressalta-se que
os meios de determinagdo do sfep size sdo relativos a valores iniciais, que podem ser
modificados a vista de problemas associados a instabilidade, acuricia e convergéncia, de um

modo geral.

2.1.10. Massa da estrutura e do elemento

Representando a massa da estrutura como sendo concentrada nos nds do modelo
discretizado, tem-se como resultado uma matriz de massa diagonal, de dimensao nxn, nomeada
matriz de massa lumped. De forma semelhante ao que foi desenvolvido para a matriz de rigidez,
partindo do estabelecimento de fun¢des de interpolagcdo para que, a partir dos deslocamentos
nodais, seja possivel determinar os deslocamentos (e consequentemente deformagdes e tensoes)
dentro do elemento, faz-se necessario o desenvolvimento da chamada matriz de massa
consistente (consistent), possibilitando a obtencdo das aceleragdes internas a partir das

aceleracdes nodais.

A forga de inércia € uma forca de volume, isto €, definida a partir de um diferencial de
volume, de modo que sua forma nodal equivalente € do seguinte tipo, em que b € a forca por
unidade de volume, p € a massa especifica do material associado ao elemento e as demais
incognitas resguardam suas definicdes, de modo que o elemento em andlise possui n GDL

(FILHO, 2005):

{finércia}nxl = j [N(x: Y Z)]Tnxc-{b(x’ Y, Z)}cx1-dV (112)

Ve

{b(x,y,2)}cx1 = p- [N(x:yfz)]cxn-{a} (113)

nx1



E possivel evidenciar a massa consistente do elemento a partir do estabelecimento da
relacdo entre as forcas de inércia nodais e as aceleracdes nodais, possibilitando a consideracao

dos efeitos de inércia no elemento.

{finércia}nxl = [me]nxn-{a}nxl
(114)
T = [ NG 2T . [N, 3,2 o AV
Ve
A partir da definicdo da massa consistente do elemento, € possivel realizar o processo
de montagem e transformacdo conforme destacado para a matriz de rigidez, partindo do

elemento para a estrutura completa, caracterizando o sistema discretizado (FILHO, 2005).

1. Determinacdo da matriz de massa consistente de cada elemento isolado (subdominio);
2. Transformacéo da matriz de massa de cada elemento do sistema local [m€] para o

sistema global [M€] a partir da matriz de transformacéo [T], sendo:
[M€] = [T]". [m®].[T] (115)

3. Montagem da matriz de massa da estrutura (dominio) a partir da identificacao dos

diversos GDL da estrutura nos vetores de localizagao [M] = },[M¢].

2.1.11. Amortecimento da estrutura e do elemento

Em um sistema estrutural, é possivel conceber o amortecimento proveniente de duas

fontes, em geral:

1. A partir de elementos adicionados especificamente para tal funcdo, nomeados
amortecedores, desempenhando comumente amortecimento viscoso, a partir da
movimentacdo de um corpo em um meio fluido;

2. A partir da estrutura, em geral, devido as movimentagdes com atrito nas juntas
(amortecimento de Coulomb) e a deformagdo dos materiais, a partir da absor¢do de

energia como energia de deformacdo (amortecimento histerético).

Além disso, vé-se que o amortecimento da estrutura depende da frequéncia, ao passo
que cada modo natural de vibragdo associado aos GDL da estrutura apresenta amortecimento

diferente (FILHO, 2005).

Um modelo da matriz de amortecimento é nomeado de amortecimento de Rayleigh ou

amortecimento proporcional, formulado a partir da combinagdo linear das matrizes de massa e



rigidez (figura 16), de forma que se tem-se ortogonalidade em relacdo aos autovetores do

sistema:

[Clnxn = a. [M]pn + B [K]pxn (116)
Neste modelo, a e [ traduzem a dependéncia da matriz de amortecimento em relacao
aos modos de vibracdo, isto &, a variacdo da razdo de amortecimento com a frequéncia. E
possivel, ainda, nomear as parcelas associadas ao amortecimento proporcional como

amortecimento inercial e amortecimento estrutural, respectivamente.

A determinagao das duas constantes a e [ pode ser realizada a partir de duas frequéncias
compativeis com a faixa de interesse da andlise wq; w,, associadas a dois fatores de
amortecimento {;; {,, com possibilidade de {; = {, (FILHO, 2005), de modo que a expressdo
resultante evidencia que o amortecimento varia com a frequéncia, conforme diagrama a seguir,

com:

(=1 (ew+p2) (117)

Figura 16 - Amortecimento de Rayleigh.

Amortecimento
de Rayleigh
( 1 Amortecimento
2 | =. [

2 estrutural

{1

1 Amortecimento
Tw inercial

|
wq (L) w

Fonte: Adaptado de (ZERWER; CASCANTE; HUTCHINSON, 2002).

No software de analise, a matriz de amortecimento é formulada de forma semelhante,
porém, adicionada de componentes que traduzem uma maior quantidade de fontes de
amortecimento, a depender do modelo trabalhado. As seguintes parcelas de fontes de

amortecimento podem ser consideradas (ANSY'S, 2020):



1. C€;: Amortecimento inercial com diferenciacdo em relacdo aos diferentes materiais da
estrutura, de modo que M; é a parcela da matriz de massa associada ao material i e a;"
¢ uma constante de multiplicacdo da matriz de massa referente a este material, sendo
Ny, 0 nimero de materiais associados a tal fonte de amortecimento (inclusio do

amortecimento proporcional a massa dependente do material):

Nma

[Cl]nxn = z aim- [M;]nxn (113)

i=1
2. Cy;: Amortecimento estrutural com diferenciagao em relagdo aos diferentes materiais da

estrutura, de modo que K € a parcela da matriz de rigidez associada ao material j e ,8}"

¢ uma constante de multiplicacdo da matriz de rigidez associada a este material, sendo
N,,» 0 nimero de materiais associados a tal fonte de amortecimento (inclusdo do
amortecimento proporcional a rigidez dependente do material):

Nmp

[Cubnsen = ) B (Kl (119)
=1

3. Cyy: Elementos com amortecimento especifico, comumente associados a componentes
que desempenham funcdo “direta” de amortecimento. Dentre estes, podem ser
exemplificados, no software de andlise: rolamento (COMBI214), bucha (COMBI250),
mola-amortecedor (COMBIN14), entre outros. Os elementos com amortecimento
utilizados no presente trabalho foram especificados no tépico de formulacdo dos
elementos finitos utilizados no modelo. Finalmente, esta parcela € dada pela seguinte
expressdo, na qual €, € a matriz de amortecimento do elemento especifico k e N, € o
nimero de elementos com amortecimento especifico:

Ne

[CIII]nxn = Z[Ck]nxn (120)

k=1
4. C,y: Parcela relativa a consideracao de efeitos rotordindmicos em estruturas rotativas,
dada pela expressdo na qual G; é a matriz de amortecimento giroscopico associada ao
elemento [ e N, € o nlimero de elementos associados a tal fonte de amortecimento:
Ng

[CIV]nxn = Z[Gl]nxn (121)

=1



5. Cy: Amortecimento histerético, incluido a partir de uma frequéncia de excitagcdo média
especificada, dado pela seguinte expressdo, na qual ¥ € o coeficiente de amortecimento

estrutural e Q0 é a frequéncia de excitagio média:

9

ok [K ] nxn (122)

[Cvlnxn =

<l

6. Cy;: O amortecimento estrutural também pode ser quantificado em relagdo aos
diferentes materiais da estrutura, assim como o amortecimento de Rayleigh, tendo K,
como a parcela da matriz de rigidez associada ao material m, ¥,, como o coeficiente de

amortecimento estrutural de m e N,, o nimero de materiais associados a tal fonte de

amortecimento:
Nm
Um
[CVI]nxn = =. [Km]nxn (123)
i 2.m.Q

Finalmente, € possivel descrever a matriz de amortecimento da estrutura a partir da

contabilizacdo das diversas fontes de amortecimento, da seguinte forma:

Nma Nmp

[C]nxn = a. [M]nxn +B. [K]nxn + z aim- [Mi]nxn + z ﬁjm . [Kj]nxn
i=1 j=1

(124)

=]

Ne Ng Nm
9 Om
+ Z[Ck]nxn + Z[Gl]nxn + m [K]nxn + Z 2 1T . [Km]nxn
k=1 =1 m=1

2.2.MECANICA ESTRUTURAL
2.2.1. Tensor deformacdo
2.2.1.1.Extensdo e rotacdo

A partir do estudo da cinemadtica, inserido na mecanica do continuo, tem-se o tensor
gradiente de deformacdo, F, ja apresentado anteriormente. Também, conforme visto, o tensor
gradiente de deformacao pode ser decomposto a partir do teorema da decomposi¢do polar, seja
a partir do tensor direito U ou esquerdo V de extensdo de Cauchy (ARGENTA, 2020; ANAND;
GOVINDIJEE, 2020). A partir da decomposicdo, retira-se do gradiente de deformacdo
componentes associadas a rotacdes de corpo rigido, de modo que se tem, nos tensores U e V,

componentes associadas a extensoes e translacdes de corpo rigido (FILHO, 2012).



A partir da decomposicao polar do gradiente de deformagdo F, tem-se as relagdes a

seguir. (ANAND; GOVINDIJEE, 2020). O simbolo “.” indica o produto.

U=+F'.F
Vv =+F.FT

(125)
V=RUR'

R=F.U'=VLF
A partir disto, faz-se ttil a definicdo dos tensores direito e esquerdo de “deslocamento”
(deformation) de Cauchy-Green, C e B, respectivamente. Estes tensores serdo utilizados para a

defini¢do posterior de algumas medidas de deformacao.

C=U*=F"F (126)

B=V?=F.F" (127)
A definic@o escalar de extensdo (stretch), A, € dada a partir da consideracdo de um

elemento de linha em sua configuracdo de referéncia dX e deformada dx, podendo associar-se

a direcdo cujo vetor unitdrio é ey = % ou a direc¢do e, = %. Com dS = |dX| e ds = |dx|,
tem-se:
ds
Ale) & T = |U.e;| (128)

Desta forma, tem-se a extensio do elemento de linha (fibra infinitesimal) na direcdo e;.
Com A = 1, a fibra experimenta translag¢ao de corpo rigido, e com 4 # 1, tem-se uma extensao
da fibra. Ainda € possivel descrever a medida escalar de extensdo a partir do tensor direito de
deslocamento de Cauchy-Green, como A%(e;) = e; ¢ C.e; (ANAND; GOVINDJEE, 2020), em

e _9
[ ]

que o simbolo indica o produto interno.

A apresentacdo da medida escalar de extensao, stretch, justifica-se ao passo que, a partir
do posto, tem-se a definicdo da deformagdo normal de engenharia, associada a direcdo e;

(ANAND; GOVINDIEE, 2020):

e(e) = A(e) -1 (129)
A partir da extensao A, ainda se tem a defini¢do da deformacdo tangencial de engenharia

(distor¢a@o) y entre duas fibras de dire¢cdes e, e e,, dada por (ANAND; GOVINDIJEE, 2020):



e;*C.e,
A(eq). A(ez)

Adicionalmente, a deformacdo pode se dar sob forma multidimensional, a partir de

y(es, e;) =sin™* (130)

medidas tensoriais. Os tensores que sdo referentes as medidas de deformacgdo siao obtidos, em
primeira instancia, a partir de U e V, os quais: deformacdo de Biot, de Green e de Hencky. A

partir de manipulagdes, estes tensores também podem ser obtidos a partir dos tensores C e B.

2.2.1.2.Tensor deformagdo de Biot

O tensor deformacao de Biot, €g, € a associacdo direta da medida escalar de deformacao
a uma medida tensorial, e € definida a partir da retirada das componentes de translacio de corpo

rigido do tensor direito de extensdo de Cauchy U.

g¥U-1 (131)

2.2.1.3.Tensor deformagdo de Green

O tensor deformacdo de Green, &, € definido a partir da retirada das componentes de
rotacao de corpo rigido do tensor gradiente de deformacao, podendo ainda ser obtido a partir

dos tensores € e U, conforme as relacdes exibidas anteriormente.
1
& ¥ 5 (FT.F—-1) (132)

2.2.1.4.Tensor deformagdo de Hencky

O tensor deformacdo de Hencky, &y, conforme visto no tépico de ndo lineares
estruturais, ¢ uma medida de deformacao tensorial logaritmica, definida a partir dos tensores de
extensdo de Cauchy U (conforme ja exibido) ou de V. Esta medida de deformacao € utilizada
nas aplicacdes ndo lineares no software de andlise e na formulacdo de alguns elementos finitos,

conforme destacado anteriormente.

SHU = an (133)

A partir das decomposicdes espectrais de U e V, o tensor deformagdo de Hencky € dado

por:



3
[ehulaxs = Z In Ay, {¢Ui}3x1- {¢Ui}T1x3 (135)
i=1

3
[€hv]axs = Z In Ay, {¢Vi}3x1- {¢Vi}T1x3 (136)
i=1

2.2.1.5.Tensor deformagado infinitesimal

Uma condi¢do particular € a de pequenas deformacgdes, a partir da qual tem-se
(ANAND; GOVINDJEE, 2020) |F—1| <« 1. Nesta condi¢do, o tensor deformagéo

infinitesimal € € dado por:

1
£=E(H+HT);H=F—1 (137)

Em que H é o gradiente de deslocamento. Nestas condi¢des, as componentes de &
assumem os valores de deformacdo comumente conhecidos para medidas infinitesimais,

valores estes exibidos no subtdpico de determinagdo de rigidez pelo método de energia.

2.2.2. Tensor tensdo
2.2.2.1.Hipotese de Cauchy

A hipétese de Cauchy introduz um campo de tensdo superficial, ou vetor tensdo,
denotado por t. Este campo representa a forca por unidade de 4rea exercida pelo material do
lado positivo de S no material do lado negativo de S em um certo instante de tempo t, seja S
qualquer superficie (interna ou externa) pertencente ao corpo em sua configuracdo deformada

B,.

O campo t é definido para cada ponto pertencente a superficie caracterizada pelo vetor
unitario n, de modo que t = t(n, x, t), ou seja, é fun¢io da normal n, da posicdo x e do tempo

t (ARGENTA, 2020; ANAND; GOVINDIJEE, 2020).

2.2.2.2.Tensor tensdo de Cauchy

O tensor tensdo de Cauchy pode ser definido a partir do balanco de forgas aplicado ao
chamado tetraedro de Cauchy I', de dimensdo caracteristica § e faces de area As e A;s,

considerando os vetores tensdo atuando em cada face e uma forca de corpo generalizada b



atuando no volume, conforme a figura 17. Tem-se que a posi¢do x pertence ao interior de B,.

O balango de forcas € dado por (ARGENTA, 2020; ANAND; GOVINDIJEE, 2020):

Figura 17 - Tetraedro elementar de Cauchy.

t(n)

Fonte: Adaptado de (ANAND; GOVINDIJEE, 2020).

3
1
t(n).A5 + Z t(—el’).Aig + b. VF = 0; Ai5 = (n L ei).A,g; VF = §A56 (138)

=1
Dividindo a expressdo acima por Ag e tomando o limite § — 0, de modo que o tetraedro

[" disponha-se no interior de B;, tem-se:

3
t(n,x) = — z t(—e, x).(n s €;) (139)

Em consonancia com a terceira lei de Newton, como pode ser visto a partir do balanco
de forca em um paralelepipedo infinitesimal (Cauchy’s pillbox), tem-se (ANAND;
GOVINDIEE, 2020):

t(e;) = —t(—e;) - t(—e;) = —t(e;) (140)
Deste modo:
3 3 3
tin,x) = z t(e;, x).(nee) = Z(n ee).t(e,x) = (Z t(ei,x)®ei> .n (141)

Em que (t(e;,x)®e;).n = (e; »n).t(e;, x), de modo que @ denota o produto

tensorial. Ademais, tem-se que (e; e n).t(e;, x) = (ne+e;).t(e;, x).



Deste modo, tem-se a lei de Cauchy, como t(n, x) = a(x).n, de modo que se define o

tensor tensdo de Cauchy por (ANAND; GOVINDIJEE, 2020):

3

o(x) & z t(e;, x)Qe; (142)

i=1
Considerando o estado de tensdo em um elemento cubico infinitesimal centrado no
ponto x, pertencente a um corpo em configuracdo deformada B;, tem-se os vetores tensiao

t(e;, x), ou simplesmente t(e;).

Em relag@o a base e;, estes vetores tém as componentes e;  t(e;), de modo que o tensor

tensdo de Cauchy detém nove componentes de tensdo: trés componentes de tensdo normal (i =

J) e seis componentes de tensdo tangencial (i # j).
e; e t(ej) = O-l'j (143)

2.2.2.3.Teorema de Cauchy

Os resultados associados a hipétese de Cauchy, a lei de Cauchy e ao balanco de forgas
€ momentos reinem-se no teorema de Cauchy, de modo que, para o sistema de forcas associado

at(n) e b, tem-se o seguinte (ANAND; GOVINDIJEE, 2020).
1. Dalei de Cauchy, tem-se o tensor tensdo o: t(n) = o.n; t;(n) = g;.n;;
2. Do balango de momentos, vé-se que o tensor tensao € simétrico:
6=0"; 0, =0y (144)
3. Daequacdo de movimento, vé-se o equilibrio entre as componentes:

aO'ij
Ves+b=0;, —L+b,=0 (145)

(')xj

2.2.2.4.Tensoes principais

A partir da expansdo das componentes dos vetores tensdo no equilibrio de forcas do
sistema tetraedro de Cauchy, tem-se (MASCIA, 2006; PARENTE JUNIOR; DE MELO;
MEDEIROS JR, 2022):

1. Nadirecdo e;:

(el L4 t(n))Aé‘ = 011- (n L4 el).A5 + 071- (n L4 ez).A5 + 031. (n L4 63).145; (146)



(erot(n) = 011. (e e;) + 021. (N # €;) + 031. (N * €3)

2. De forma andloga, para e, e e;.

Tem-se um plano em que as componentes tangenciais de tensdo sdo nulas, sendo este
plano nomeado de plano principal. Neste plano, as componentes (ei . t(n)) sd0 nomeadas
tensdes principais, e sdo dadas por g.(n e e;). Desta forma, o vetor tensdo principal tem
magnitude o e possui a mesma dire¢do de n. Para o tetraedro de Cauchy, em relag@o ao plano
principal, tem-se, conforme desenvolvido anteriormente (MASCIA, 2006):

o.(nee)) =0y.(neey) +0y.(nee;) +031.(nee;)
g. (n L4 ez) = 033. (n L4 ez) + 013. (n L4 el) + 035. (n L4 83) (147)
o.(nee;) =033.(nee;) +oy5.(neey) +0y3.(neey)

Verificando-se a evidéncia dos termos n e e; e organizando a ordem das equagdes, tem-

se o sistema linear e homogéneo:
(011 —0).(neey) +0z.(nee;) +031.(noe;z) =0

012.(neey) + (03, —0).(neey) +03.(nee3) =0 (148)

o13.(neey) +oy3.(neey) +(033—0).(neez) =0

Sob forma matricial, tem-se:

(011 —0) 021 031 (neey) 0
012 (022 — 0) 032 q(neey)r = {0} (149)
013 023 (033 —0) (nee;) 0
A solucdo ndo trivial é condicionada por:
(011 —0) 021 031
012 (022 — 0) 032 =0 (150)
013 023 (033 — 0)

A partir da efetuacdo do determinante, tem-se uma relacdo entre as componentes do
tensor tensdo e a tensao principal sob forma de uma equagao polinomial de terceiro grau em o,

dada por (MASCIA, 2006; FILHO, 2012):

03 —L.0°+1,,0—-13=0 (151)
Em que [; sdo os invariantes do tensor tensdo de Cauchy, quantidades mantidas

constantes independentemente do sistema de coordenadas adotado:



1. I, ¥ 0y, + 0y, + 033;
2. I, & + + — 0122 — 032 — 0y3%;
- I3 = 071.032 T 032.033 T 011.033 — 0712 023 0137

def 2 2 2
3. 13 < 011.0722.033 + 2.0-12.0_23.0-13 — 011-0323" — 032.013" — 033.012".

As trés raizes da equacdo resultante, tensdes principais associadas a trés planos
principais, sdo designadas por oy, g, € g3. Costuma-se utilizar esta notagdo em conformidade

com 0q > (o)) > 03.

As tensdes principais também podem ser obtidas a partir da decomposi¢ao espectral do
tensor tensdo, ou seja, a partir de seus autovalores e autovetores, que sdo as tensdes principais

e direcdes principais, respectivamente (ARGENTA, 2020).

As tensOes principais possuem fundamental importincia ao passo que sdo utilizadas
continuamente em diversas teorias de falha, sejam associadas a falhas estéticas ou por fadiga,
ou ainda aplicadas a materiais ducteis ou frageis. Desta forma, fazem-se primordiais para a

andlise estrutural de diversos sistemas, como o do presente trabalho.

2.2.2.5.Medidas de tensdo

Conforme tratado, o tensor tensdo de Cauchy é definido a partir do corpo em
configuracdo deformada, sendo associado a descri¢ao do movimento Euleriana (FILHO, 2012).
A partir da descrigdo Lagrangiana (pautada no corpo em configuracio de referéncia), tem-se
outras medidas de tensdo, comumente utilizadas em modelos presentes na mecanica dos sélidos,
como o primeiro e segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhof (FILHO, 2012; ARGENTA,
2020).

2.2.3. Falhas estruturais

Castro e Meggiolaro (2009) apontam falha como a perda parcial ou terminal da
funcionalidade ou da capacidade operacional de qualquer equipamento, de tal modo que os
processos variados que contribuem para esta falha sdo nomeados de mecanismos de dano,
rebatizados, no presente trabalho, de mecanismos indutores de falha, tendo em vista a aplicagdo

especifica do termo “dano” em fadiga.

Os autores dividem as falhas em quatro grupos, os tipos de falhas, os quais associam-se
a possiveis mecanismos indutores de falha, que podem agir de forma independente ou
simultdnea na contribui¢do para a falha. Os grupos associados a falhas mecanicas podem ser

sintetizados a partir da tabela 9.



Tabela 9 - Tipos de falha e mecanismos indutores de falha.

Tipo de falha Mecanismos indutores de falha
Fadiga, fluéncia, corrosdo sob tensdo, escoamento, sobrecargas, dentre
Quebra
outros.
Distor¢ao Escoamento, flambagem, colapso plastico, corrosdo e/ou fluéncia e
excessiva sobrecargas.
Desgaste _ -
. Adesao, abrasdo, erosio, fadiga superficial e corrosao.
€XCessivo

Fonte: Adaptado de (CASTRO; MEGGIOLARO, 2009).

Norton (2013) introduz o conceito de falha a partir de condi¢des de falha, que por sua
vez, associam-se a mecanismos causadores de falha. Neste sentido, uma condi¢do de falha pode
ser a perda de funcdo a partir de deformagdes e distor¢des grandes o suficiente, ou mesmo a
partir da ruptura e separagcdo. Tem-se ainda a diferenga entre o comportamento elasto-pléstico
de materiais ducteis e frageis e as implicacOes nas falhas associadas a estes materiais, além da

influéncia da presenca de trincas e a diferenciagcdo entre carregamentos estaticos e dindmicos.

O sistema em andlise do presente trabalho caracteriza-se, por inspe¢do, pelos possiveis
tipos de falha de quebra e de distor¢do excessiva. A andlise estrutural centraliza-se nos
mecanismos indutores de falha de escoamento e de fadiga, que norteiam as anélises de falha
estdtica e por fadiga, respectivamente. Deste modo, faz-se vilido o maior detalhamento destes

mecanismos, que serd feito a seguir.

2.2.3.1.Escoamento

No ensaio de tracdo uniaxial, o escoamento ocorre, para um material que exibe ponto de
escoamento claro, quando, acima do limite eldstico, o material comeca a ceder mais facilmente
a carga aplicada e sua taxa de deformacdo aumenta sem um aumento considerdvel na tensao
normal de tracdo (NORTON, 2013), de modo que tal comportamento € caracterizado a partir
de uma diminui¢do da inclinagdo no diagrama tensdo-deformacdo. Em geral, tem-se que o
escoamento se dd a partir de uma pequena deformacgdo pléstica, em geral de 0,2%, defini¢ao

que da suporte a materiais sem ponto de escoamento claro, de maior fragilidade, em geral.

Em componentes e estruturas concebidas a partir de materiais dicteis, tem-se a
possibilidade de escoamento local a partir de niveis de tensdo elevados, enquanto materiais

frageis experimentam microfratura local ou rachadura local para polimeros.



Deste modo, tem-se que nestes primeiros o escoamento localizado, por exemplo, na raiz
de um entalhe, ndo configura uma falha mecanica (exceto quando este escoamento localizado
¢ inconcebivel, como em funcdo de rigorosas tolerincias), sendo, em geral, desprezado no

dimensionamento estatico de estruturas ducteis (CASTRO; MEGGIOLARO, 2009).

Para este dimensionamento, utiliza-se, em detrimento do escoamento localizado, o
chamado escoamento global (geralmente caracterizado por tensdes elevadas e distribuidas), que
pode ocasionar falha a partir do colapso plastico do componente ou estrutura, isto é, a

ocorréncia de deformacdes pldsticas intolerdveis, de elevada magnitude.

Em ultima instincia, a fratura dictil € causada pelo esgotamento da ductilidade do
material (CASTRO; MEGGIOLARO, 2009), o que, em materiais de elevada ductilidade, pode
corresponder a uma configuracdo deformada completamente diferente da original. Deste modo,
o escoamento configura-se como mecanismo indutor de falhas do tipo quebra e distor¢ao
excessiva, a partir do chamado escoamento global. No presente trabalho, tem-se o escoamento

global como o indutor de falha global, que independe de detalhes locais.

2.2.3.2.Fadiga

Segundo Norton (2013), o fendmeno da fadiga foi observado por volta de 1800, a partir
de falhas em eixos ferroviarios (submetidos a flexdo rotativa) com pouco tempo em servico

que, embora concebidos em ago ductil, exibiam caracteristicas de fraturas frageis e repentinas.

A partir de entdo, Rankine, em 1843, apontou em um artigo a fragilizacdo do material
dos eixos a partir das tensoes flutuantes (teoria da cristalizagdo da fadiga). Em 1870, Wohler
publicou sua investigacdo de 20 anos, que apontava o nimero de ciclos de tensdo variante
(componente alternada) como o causador da falha e a descoberta do limite de resisténcia para
acos, introduzindo o diagrama SN (resisténcia a fadiga versus vida esperada) ou curva de
Wohler a partir de ensaios de flexdo rotativa. Em 1930, Goodman e Sodeberg determinaram,

de forma independente, a influéncia da tensdo média (componente média) na fadiga.

A partir disso, as cargas de fadiga sdo descritas a partir das componentes de tensao
alternada g, e média g,,, que sdo calculadas a partir das componentes mdxima 0,4, € minima
Omin» de modo que, para uma componente qualquer do tensor tensdo, tem-se:

Uij max B Uij min
O'ija = 2 (152)




13} Umi
O_ijm — max 2 min (153)

O carregamento € ainda caracterizado a partir da razdo de tensdo R e da razdo de

amplitude A:
O-ij i
R=—"% (154)
aijmax
O-ij
A=—"= (155)
O'ijm

De um modo geral, a fadiga é o mecanismo indutor de falha que é causado
primariamente pela aplicacdo de cargas varidveis. A principal caracteristica deste mecanismo é
gerar e/ou (a partir de trincas pré-existentes) propagar progressivamente uma trinca, até a
ocorréncia da fratura. Isto se da a partir do chamado mecanismo de falha por fadiga, consistido
pelos estagios (NORTON, 2013): inicio da trinca, propagacdo da trinca e ruptura repentina
devido ao crescimento instdvel da trinca. Estes estdgios sdo introduzidos a seguir, para um

material dactil.

O estdgio de inicio da trinca € caracterizado pelo estabelecimento de uma trinca
microscopica. A partir da concentracdo de tensdo geométrica em regides de tamanho minimo,
seja a partir de entalhes, vazios ou inclusdes, tem-se escoamento local. A partir do escoamento
local, tem-se uma deformacgdo pléstica localizada, que causa distor¢cdes e cria bandas de
deslizamento ao longo dos cristais do material. A partir da ocorréncia dos ciclos de tensdo e de
deformacdes plasticas localizadas adicionais, tem-se o agrupamento de bandas de deslizamento

em uma trinca microscopica, tem-se que a trinca foi iniciada.

Com maior detalhamento, segundo Castro e Meggiolaro (2009), tem-se que algumas
das bandas de deslizamento criadas a partir da deformagao pldstica localizada progridem para
uma microtrinca, que se propaga por alguns graos em uma dire¢do proxima a da méxima tensao
de cisalhamento. A microtrinca progride para uma trinca quando troca de dire¢do, propagando-

se em um plano perpendicular 2 maxima tensao normal.

O estdgio de propagacdo da trinca € caracterizado pelo crescimento da trinca, que ocorre
durante o aumento do fator de intensidade de tensdo em sua extremidade K até o nivel de
tenacidade a fratura do material K., conforme descreve a mecanica da fratura. O crescimento

da trinca se d4 a partir da alternancia entre seu alongamento, provocado por uma tensdao de



tracdo, e o seu fechamento, que pode ser provocado por uma tensao de tragdo suficientemente

baixa, ou por uma tensao nula ou por uma tensao de compressao.

A partir do fator K, a mecanica da fratura linear elastica pode estabelecer o
comportamento de estruturas e componentes contendo trincas e defeitos. A partir disso, é
possivel modelar o comportamento da trinca até a fratura em relagdo ao seu modo de
crescimento, com base nas condi¢des de carregamento, condi¢cdes do ambiente e na tenacidade

a fratura do material.

Deste modo, a trinca se propaga ao longo de planos normais aos da tensdo maxima de
tracdo. Vé-se que, de forma direta, o crescimento da trinca, e a falha por fadiga, em geral, se
deve a tensdo de tracdo, ao passo que uma tensdo de compressao, ainda ciclica, ndo contribui

para o crescimento da trinca (NORTON, 2013).

O estdgio de fratura € caracterizado pela ocorréncia de uma falha repentina, instantanea,
no préximo ciclo de tensdo de tragdo apds a condicdo K = K, seja ela alcangada a partir do
crescimento da trinca ou pelo aumento da tensao nominal. Com o atingimento da condicdo, a
trinca instdvel propaga-se subitamente até a falha, em taxas de propagacdo associadas a

velocidades da ordem de 1 mi/s ou 5793,64 km/h (NORTON, 2013).

Conforme Castro e Meggiolaro (2009), tem-se que as falhas cujo mecanismo indutor é
a fadiga sdo localizadas, progressivas e cumulativas, de modo que se constituem como falhas
locais, causadas por tensdes que atuam em um ponto critico, em detrimento de porcdes
distribuidas. No presente trabalho, tem-se a fadiga como mecanismo o indutor de falha local,

que pouco depende das tensdes no componente/estrutura como um todo.

2.2.3.3.Teorias de falha estdtica

Este conjunto de teorias se propde a delimitar um critério de falha ou estabelecer quando
ela ocorre em fung¢do das componentes de tensdo em uma por¢do critica da estrutura ou
componente, englobando os tipos de falha de quebra e de distor¢ao excessiva, compreendendo

os mecanismos de dano de escoamento e de ruptura.

A delimitacdo da falha €, nestas teorias, geometricamente evidenciada a partir da
defini¢do dos chamados envelopes de falha. Estes envelopes exibem, para cada teoria, as
regides seguras (ndo hd falha) e inseguras (ha falha) a partir das tensdes principais dispostas
nos eixos cartesianos, de modo que se vé a possibilidade de falha para um elemento

infinitesimal do sistema (associado a por¢ao critica) a partir do seu estado de tensao.



As divisdes existentes entre as teorias de falha estdtica se ddo a partir dos micro
mecanismos de falha associados ao escoamento e a ruptura, que diferem conforme a ductilidade

do material (CASTRO; MEGGIOLARO, 2009).

Além disso, faz-se necessdria a diferenciacdo acerca da uniformidade do material, ao
passo que as relacdes entre a elasticidade (relacdo tensdo-deformacgao) e entre as resisténcias a
tracdo, compressao e tor¢ao impactam diretamente na defini¢do do critério de falha para um

ponto de um componente ou estrutura.

Desta forma, é possivel organizar as principais teorias de falha estatica em trés

categorias gerais, da seguinte forma (tabela 10):

Tabela 10 - Algumas das teorias de falha estatica.
Categoria Teoria(s) de falha

Energia de distor¢do de von Mises-Hencky

Falha em materiais ducteis e uniformes Maixima tensdo de cisalhamento de Tresca-

Guest
Falha em materiais ducteis e ndo uniformes Mohr-Coulomb diictil
Falha em materiais frageis (cuja nao Mohr-Coulomb fragil
uniformidade € caracteristica) Mohr modificada

Fonte: (BUDYNAS; NISBETT, 2011).
Tendo em vista que os materiais associados ao modelo estrutural se caracterizam como
ducteis e uniformes, foram utilizadas as teorias da energia de distor¢do e da méxima tensdo de

cisalhamento, sintetizadas a seguir.

2.2.3.3.1. Teoria de energia de distor¢ao de von Mises-Hencky

Em um estado qualquer de tensdo, caracterizado pelas tensdes principais oy, 0, € 03, a
energia de deformacdo U, a partir de um material linear eldstico e isotropico é dada por
(NORTON, 2013):

1
~2.E

Ao passo que nao ocorre escoamento de um sélido continuo quando submetido a um

U [012 + 0,2 + 032 — 2.v.(01.0, + 05.03 + 01.03)] (156)

estado de tensao hidrostatico, conforme comprovagao experimental (FILHO, 2012), estado no

0'1+O'2+0'3

qual as tensdes principais sdo iguais e dadas por o = , faz-se valida a divisdo da



energia de deformacdo em sua componente hidrostatica Uj, caracterizada pelas componentes
de tensdo 0y, € em sua componente de energia de distor¢do U, caracterizada pelas componentes

de tensdo oy ;, 0, € 03,.

Desta forma, as componentes de tensdo principal sdo dadas por:

0; = 0p + 0y, (157)
U=U, + Uy (158)
1 2 2 2
U, = T [on° + 0n,° + 03" — 2.v. (0y. 0y + Oy O + 0y 0)
. (159)
_3d-2v) o,
2 E
Com 0y, = —01+032+03, tem-se:
1-2.v
Up = % [0:2 + 02 + 03° + 2.(01.0; + 0;.03 + 07.03)] (160)

A partir dai, obtém-se a energia de deformacao:

Ud:U—Uh
1+v 5 5 (161
Ug = W (of + 05 + 05 — 01.0y — 05.03 — 01.03)

O estado de tensdo hidrostatico também pode ser visualizado a partir da decomposi¢ao
do tensor tensao, simétrico, em um tensor esférico e um tensor antiesférico. O tensor esférico
representa o estado de tensdo hidrostatico, no qual nao ha componentes de cisalhamento, e o
tensor antiesférico representa um estado de tensdo tangencial com a presenga de componentes

de tensao desvio e cisalhantes (FILHO, 2012).

[0]3x3 = [On]3x3 + [0¢]5x3;

011 012 O13 oph, 0 0 011 — Op 012 013 (162)
01 Oz 03|!=|0 o, O+ 021 022 — Op 023
031 032 033 0 0 oy 031 032 033 — Op

A tensdo hidrostética g, também pode ser nomeada octaédrica, pois o equilibrio estitico

de um elemento do tipo octaedro regular exibe tensdes normais 0, = 0p.

Exibida a energia de distor¢ao e explorado o conceito do estado de tens@o hidrostético

e tangencial, apresenta-se a defini¢do de falha a partir da teoria da energia de distor¢do de von



Mises-Hencky: a falha ocorre quando a quantidade de energia de distor¢dao do estado atual de
tensdo se iguala ou excede a quantidade de energia de distor¢do na qual o escoamento ocorre

no ensaio de tragao uniaxial.

De imediato, pode-se escrever a energia de distor¢do na qual o escoamento ocorre no

ensaio de tragdo uniaxial, em que o; = Sy, e as demais tensoes principais sdo nulas:

U _1+vS2
a= 3 F Y

Isto permite obter a combinagdo das tensdes principais que promove a equivaléncia de

(163)

energia de distor¢ao no escoamento, isto é, com Uy (Sy) = Uy(0q,05,03):

Sy = \/012 + 0% + 02 — 0y.0, — 0,.05 — 07.03 (164)

Aproveitando-se ainda da equivaléncia de energia de distor¢do entre um estado de
tensdao uniaxial e um estado triplo de tensdo, € conveniente a definicdo de uma tensdo
equivalente que represente uma combinacao de tensdes, nomeada de tensdo equivalente de von
Mises, definida como a tensdo de trac@o uniaxial que criaria a mesma energia de distor¢cdo que

€ criada pela combinacdo atual das tensdes aplicadas.

Nota-se que, sendo uma tensdo de tracdo, ¢ sempre positiva. Esta tensdo € dada a partir
da mesma equivaléncia de energia, diferindo apenas em relagdo a tensdo em tragdo uniaxial,

que € a de interesse, com Uy (Opnises) = Uq(01, 04, 03):

Omises = \/012 + 0% + 02 — 0y.0, — 0,.05 — 01.03 (165)
Deste modo, o coeficiente de seguranca ng;s para esta teoria pode ser dado por:

S
Ngis = —>— (166)

mises

2.2.3.3.2. Teoria da maxima tensao de cisalhamento de Tresca-Guest

Esta teoria estabelece que, a partir da importancia das tensdes e deformacdes de
cisalhamento nos micro mecanismos associados ao escoamento e a ruptura nos materiais ducteis
(ao passo que as resisténcias ao cisalhamento sdo menores que as resisténcias a compressao e a
tracdo), tem-se que a falha ocorre quando a tensdo de cisalhamento médxima absoluta se iguala
ou excede a tensao de cisalhamento méxima absoluta na qual o escoamento ocorre no ensaio

de tracdo uniaxial.



Neis

A partir disto, o coeficiente de seguranca ¢ dado por:

S,/2 s,
= = 167
RS ACEDS) (167)

2.2.3.4.Teorias de falha por fadiga

De um modo geral, a falha por fadiga pode ser tratada a partir de trés métodos de andlise:

tensdo-vida, deformacgdo-vida e o da mecanica da fratura. Estes trés métodos podem ser

sintetizados a partir do seguinte, conforme Castro e Meggiolaro (2009):

1.

O método tensdo-vida, também nomeado S-N ou de Wohler, modela o inicio do
trincamento em um ponto critico com base em ensaios de fadiga de corpos de prova,
supondo que as tensdes solicitantes sdo lineares eldsticas. Este método ¢ utilizado para
evitar o trincamento por fadiga ou para quantificar uma longa vida associada a um
carregamento que mantém o ponto critico dentro do regime eldstico. Deste modo, o
método de Wohler ndo trabalha com plastificacio e ndo dispde de meios de
reconhecimento da presenca de trincas;

O método deformacao-vida, também nomeado &-N ou de Coffin-Manson, reconhece
deformacdes elasticas e plasticas ciclicas atuantes no ponto critico, e as correlaciona
com a vida de corpos de prova ensaiados a partir de um carregamento semelhante ao de
servico (carregamento de deformacao);

O método a-N ou de Paris aplica a mecénica da fratura linear elastica para modelar e
prever a propagacdo das trincas por fadiga, reconhecendo a presenga de uma trinca e

descrevendo matematicamente o seu crescimento.

No presente trabalho, o método tensdo-vida foi utilizado em funcdo de sua fécil

aplicacdo, grande quantidade de dados de suporte e representatividade adequada para a fadiga

de alto ciclo (BUDYNAS; NISBETT, 2011).

Com o método S-N, o coeficiente de seguranca a falha por fadiga € determinado a partir

dos envelopes de falha do tipo componente de tensdo alternada versus componente de tensao

média. A vida em fadiga, por sua vez, é determinada a partir do diagrama S-N.

2.2.3.4.1. Envelopes de falha por fadiga

De modo geral, os envelopes de falha podem ser introduzidos como as teorias de falha

por fadiga associadas ao método S-N. Estes envelopes definem uma interpretacdo geométrica



para o coeficiente de seguranca para falha por fadiga em funcido das componentes de tensdo

alternada e média, sendo pautados em resultados experimentais.

A figura 18 exibe os critérios de falha, assim também chamados, de Soderberg,
Goodman modificado, Gerber, ASME-eliptico e a linha de escoamento de Langer, que propde

a possibilidade de falha estatica, também chamada escoamento de primeiro ciclo.

Figura 18 - Envelopes de falha das teorias de falha por fadiga associadas ao método S-N.
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Fonte: (BUDYNAS; NISBETT, 2011).

Os envelopes de falha das teorias exibidas sdo construidos, no eixo da componente de
tensdo alternada, a partir do ponto de limite de resisténcia a fadiga S,, associado a vida infinita
em fadiga. De um modo geral, este ponto pode ser substituido por uma resisténcia € fadiga
qualquer, ainda de alto ciclo, Sy = S¢(N), de modo que a partir da variagdo da vida em fadiga,
diferentes envelopes para a mesma teoria podem ser plotados, como exibe a figura 19, para o

critério de falha de Goodman modificado.

Figura 19 - Superficie o, — g,, — N e suas projecoes.

(a) A superficic = G-

se¢io G-G criaa
curva de Goodman

(b) A projegiio o -N (diagramas S-N) (c) A projegiio o -0, (diagramas de vida constante)




Fonte: (NORTON, 2013).
Frente aos resultados experimentais, tem-se que a teoria de falha de Gerber ajusta-se

melhor aos dados, enquanto a de Soderberg é, em geral, ndo utilizada devido ao seu

conservadorismo exagerado (CASTRO; MEGGIOLARO, 2009), conforme a figura 20.

Figura 20 - Diagramas de vida constante o, — 0, € pontos de trinca.

parabola
/de Gerber

. ¢ linha de
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Fonte: (CASTRO; MEGGIOLARO, 2009).

No presente trabalho, foi utilizado o critério de falha de Goodman modificado, ao passo
que é comumente utilizada para o projeto de alto ciclo a partir do método S-N e que pode ser
considerado satisfatoriamente conservativo (NORTON, 2013). Esta teoria de falha é descrita
matematicamente a partir das seguintes equacdes (BUDYNAS; NISBETT, 2011), conforme a
figura 18.

Equacdo de intersecdo (envelope de falha):

Sa | Sm _
Sf(N) Sut

1 (168)

Fator de seguranga n:

O, om 1

+ =
S¢(N) Syt nyf

-1
Ua Um
SN = + —
! <Sf<zv> su)

A partir do método de von Mises, as componentes de tensao alternada e média podem

(169)

ser obtidas a partir das componentes o;; do tensor tensao, facilitando o tratamento para a fadiga

multiaxial simples (NORTON, 2013). As componentes sdo obtidas por:



2
2

2
2' O-miSeSa’m = (O-lla’m - O-ZZa'm) + (O-ZZa'm - O’33a’m)

2
2 2 2).
+(0530m = O11am) +6(Cr2am? + T3am’ + Ts1qm>) (170)
_ aijmax B aijmin . _ Uijmax + Uijmin
Ola = 2 » Ol = 2

Tendo em vista a dificuldade inerente a fadiga multiaxial centralizada na ciclagem, ao
passo que ter-se-ia uma contagem separada para cada componente do tensor tensio, o presente
trabalho considera, para a andlise de falha por fadiga, o cdlculo de fadiga uniaxial incorporado
a partir da tensdo equivalente de von Mises, que contabiliza as contribuicdes de todas as

componentes do tensor tensdo para a equivaléncia em energia de deformacdo. Sendo 0,,¢e5 max
calculado a partir das componentes o; Jmax € Omisesmin & PArtir das componentes o; Jmin’ foi

realizada a aproximagao:

_ ~ Omisesmax — Omisesmin .
Omisesy, = ) ;

(171)
Omises + Omises
- max min
Omises;y;, = >

Em comparagdo ao equacionamento proveniente do método de von Mises para a fadiga
multiaxial (NORTON, 2013), a aproximacao realizada resultou em erros inferiores a 8% para

a componente Oyses, € 3% para a componente Opjses,, » considerando 500 pontos em estado

de tensdo biaxial e um intervalo de tensio de 0 a 300 MPa.

2.2.3.4.2. Diagrama S-N

O chamado diagrama S-N ou de Wohler descreve a variacao da resisténcia a fadiga com
o numero de ciclos até a falha, constituindo a resposta principal do ensaio de fadiga
completamente alternado, isto é, com componentes de tensdo média nulas. O diagrama
evidencia a distin¢ao entre os regimes de fadiga de baixo e alto ciclo, e ainda a vida finita e

infinita, sendo ainda o diagrama que exibe o limite de resisténcia a fadiga em agos.

Para o regime de fadiga de alto ciclo, este diagrama pode ser estimado a partir da
metodologia descrita por Budynas e Nisbett (2011), nomeada no presente trabalho,
didaticamente, de método S-N. Neste método, a variagdo da resisténcia a fadiga com o nimero

de ciclos € dada por:



S¢(N) = a.N®; a (172)

(f - Sue)? 1 f-Sue
=2 = 2 log
S, 3 S,

Em que f € a fragdo de resisténcia a fadiga que caracteriza Sf(103) = f.Sut, que pode
ser obtida a partir do fator ¢’ proveniente da equagao tensdo-deformacao real.
O_I
f==".(2.10%)" (173)
Sut
Se € o limite de resisténcia a fadiga, que para agos com S,; < 1400 MPa pode ser
estimado por S, = 0,5.5,,; NORTON, 2013). O fator ¢', por sua vez, pode ser aproximado,
segundo a SAE, para acos com dureza Brinell Hgz < 500, por ¢’y = S,; + 345, em MPa

(BUDYNAS; NISBETT, 2011).

Os fatores b = b(f) e f = f(b) sdo determinados de forma iterativa, para satisfacdo de
ambas as equagdes. Com um carregamento completamente alternado cuja componente

alternada é dada por g,,, 0 nimero de ciclos até a falha é dado por:

Ve ()

2.2.3.5.Teorias de aciimulo de dano e ciclagem

Conforme Castro e Meggiolaro (2009), o conceito de dano aplica-se a perda parcial de
funcionalidade, seja ela dada a partir de qualquer mecanismo de falha. O dano por fadiga pode
ser contabilizado a partir da varidvel D, com 0 < D < 1, de modo que uma estrutura virgem,
sem dano, apresenta D = 0 e a falha terminal se d4 com D = 1. Tem-se que o dano por fadiga

¢ cumulativo e irreversivel (ao contrério de outros tipos de dano, como o por encruamento).

De um modo geral, o carregamento de fadiga proveniente de sistemas reais € complexo
e possui amplitude varidvel. Nestes carregamentos complexos, o dano por fadiga ¢é
contabilizado a partir de cada variacdo da amplitude que, por sua vez, é descrita a partir dos

picos e vales do carregamento.

Tem-se que esta contabilizacdo, também nomeada de ciclagem, é efetuada a partir de
um método de contagem, que, em suma, decompde um carregamento complexo em um

conjunto de varios blocos ou eventos, cada um caracterizado por uma tensdo alternada oy,

média o,,; € um nimero de ciclos que o bloco atuou n;.



O método de contagem utilizado €, em geral, o método rain-flow, em detrimento de
variados outros métodos cujas limitacdes desfavorecem o seu uso (CASTRO; MEGGIOLARO,
2009). Este método apresenta ainda diferentes variagdes, de modo que uma padronizacdo se faz
necessdria. Neste contexto, o presente trabalho utiliza o método de contagem rain-flow

conforme o algoritmo padronizado pela norma ASTM E1049, exibido na figura 21.

Figura 21 - Algoritmo de contagem de ciclos a partir do método rainflow padronizado pela

ASTM E1049.
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Fonte: (MATHWORKS, 2022)
A partir de um carregamento de amplitude varidvel, cada bloco i ocasiona dano D;, que
€ dado pela razdo entre o nimero de ciclos em que o referido bloco atuou n; e o nimero de

ciclos até a falha caso apenas aquele bloco atuasse N;:

D, =
= (175)



Considerando os blocos de carga independentes, a regra de acimulo linear de dano,

também nomeada regra de Palmgren-Miner, define a falha por fadiga quando D = 1, com:

D= Z D, (176)

Deste modo, tem-se a falha quando, a partir da contabiliza¢do de todos os blocos: D =

> % = 1. Ou ainda, se os blocos pertencem a um evento de carga tal, este pode ser repetido por

i

Nepento ciclos até a falha:

n;
D = Neyento- ﬁ =1
i

n;\~ 1
Novnio = (2. 37)
L

No presente trabalho, o bloco i € caracterizado pelas componentes de tensao gyses , . €
l

a77)

Omi .
misesm;

2.2.3.6.Determinacgdo da vida em fadiga

Vé-se que o acimulo de dano leva em consideragdo, para um bloco i, o numero de ciclos
até a falha caso apenas aquele bloco atuasse, N;. Neste trabalho, este niimero de ciclos € obtido
a partir da teoria de falha por fadiga de Goodman modificada acoplada ao método SN, a partir

da chamada componente alternada equivalente Oequiv, (BUDYNAS; NISBETT, 2011).

Esta componente se propde a substituir as componentes alternada e média em um bloco

i, possibilitando o célculo de Nj; a partir do método SN por:

. b
N, = (Gequwi )1/ (178)
' a

A componente alternada equivalente € obtida a partir da substitui¢do de Sy(N) por

Oequiv; N2 equacdo (168), resultando em:

Umisesai Umisesmi ~1
Uequivi Sut
(179)
Umisesai
* Oequiv; = ( Umisesmi>
Sut

Vé-se que, conforme 0 posto, ey associa-se diretamente a teoria de falha por fadiga

selecionada.



2.3.Mecanica veicular e o protétipo SB-20
2.3.1. Modelos dindmicos veiculares

De modo geral, o veiculo € um sistema de varios GDL cuja resposta dinamica pode ser
obtida a partir de variados tipos de modelos de vibragdo, a partir de solucdes analiticas ou
numéricas. A partir destes métodos, podem ser obtidas as equagdes de movimento e os modos
e frequéncias naturais de vibragdo, dentre outras quantidades, como as de interesse para a

andlise estrutural, descritas nos topicos anteriores.

Desde j4, faz-se necessdrio o entendimento acerca da nomenclatura para os graus de

liberdade de interesse, conforme o sistema de coordenadas da SAE (figura 22):

Figura 22 - Sistema de coordenadas veicular SAE.

Fonte: (GILLESPIE, 1992).
Os modelos de vibragdao para veiculos podem ser, em sintese, do tipo (GILLESPIE,

1992; JAZAR, 2008):

1. 1 GDL (sistema massa-mola-amortecedor com deslocamento vertical bounce);

2. 2 GDL (modelo quarter-car no qual tem-se uma separagao entre as massas suspensa e
ndo suspensa);

3 GDL (modelo guarter-car com o piloto constituindo um G.D.L. adicional);

4 GDL (modelo bicycle que introduz o grau de liberdade pitch);

4 GDL (modelo half-car que introduz o grau de liberdade roll);

AN

7 GDL (modelo full car que considera quatro deslocamentos verticais associados as
massas ndo suspensas, um deslocamento vertical associado a massa suspensa (bounce)

e os deslocamentos angulares de pitch e roll.

O presente trabalho utiliza de um modelo multicorpo concebido a partir do MEF em

configuragdo do tipo four-post. A partir da discretizagdo a partir do MEF, tem-se uma



quantidade de graus de liberdade drasticamente superior (sob custo computacional consonante),
permitindo em adicdo aos GDL caracteristicos que descrevem o movimento do veiculo,
variadas outras quantidades, como uma plotagem do campo de tensdo, deformacdo e
deslocamento que inclui todos os GDL do modelo. De modo geral, a modelagem a partir do

MEEF permite o acoplamento entre a andlise estrutural e a resposta dindmica do veiculo.

Sob a perspectiva das vibragdes mecanicas, o sistema em andlise constitui-se como um
de varios GDL subamortecido e submetido a vibracdes for¢adas por deslocamentos impostos

na base.

2.3.2. Sistemas do protétipo SB-20

O prototipo SB-20, também nomeado Dragao do Mar, é um veiculo off-road monoposto
e compacto, cujas premissas de projeto associam-se a seguranca, manobrabilidade, capacidade
trativa, velocidade e robustez. Tendo em vista que o presente trabalho se destina a construcao
de um modelo computacional do SB-20, justifica-se uma descri¢do geral acerca dos sistemas e

caracteristicas que o compdem.

O chassi, componente de principal interesse para o presente trabalho, é concebido a
partir de perfis tubulares em aco SAE 1020, constituindo uma estrutura reticular subdividida

em porcao dianteira (cockpit) e porcao traseira.

O sistema de dire¢do e suspensao governa as dinamicas vertical e lateral, fundamentais
para o conforto e dirigibilidade do veiculo. Este sistema utiliza de um mecanismo de
estercamento dianteiro integralmente mecéanico do tipo pinhao-cremalheira e contém variados
componentes estruturais de interesse para o cdlculo estrutural do protétipo. As geometrias de

suspensao sao do tipo duplo A na por¢ao dianteira e Swing Axle na traseira.

O sistema de propulsdo e transmissao, nomeado Powertrain, trata acerca do fluxo de
poténcia no veiculo, incidindo de forma direta na dindmica longitudinal. O sistema é composto
por um motor monocilindrico ciclo Otto 4 tempos de 20 HP, uma transmiss@o continuamente
variavel (CVT) e uma caixa de reducdo com razdo fixa a partir de um trem de engrenagens

cilindricas.

Também atuante na dindmica longitudinal, o sistema de frenagem € do tipo hidraulico,
governado por cilindro duplo que atua em uma pinga de freio em cada roda da por¢do dianteira

e em uma tnica responsavel pela frenagem do eixo traseiro.



A eletronica atua em todos os demais sistemas a partir de componentes essenciais,
responsaveis pelo monitoramento do veiculo em operacgdo a partir dos sensores de temperatura
(temperatura do fluido de freio e do motor), capacitivo (nivel de combustivel) e indutivo
(velocidades angulares), e a partir dos funcionais, dedicados ao desenvolvimento de projetos
futuros e a andlise de falhas, a partir dos sensores acelerdmetros e do médulo de posicionamento

global (GPS).

2.3.3. Chassi do prototipo SB-20

O chassi é composto por membros primdrios e secundarios, definidos e nomeados pelo

Regulamento Técnico e Administrativo Baja SAE Brasil (RATSB), conforme a figura a 23.

Figura 23 - Membros da gaiola de protecdo, conforme o RATSB.

Membros primarios

mmm Membros secundarios

Fonte: (SAE BRASIL, 2022).

O material dos membros € dado a partir de exigéncias acerca das dimensdes da se¢ao
transversal e de valores de rigidez e resisténcia a flexdo minimos, conforme metodologia
descrita no RATSB. No protétipo SB-20, os membros sdo concebidos em aco AISI/SAE 1020

e unidos a partir de juntas soldadas.

2.3.4. Condigoes de operagdo do SB-20

O prototipo SB-20 pode ter suas condigdes de operagdo sintetizadas a partir de dois

periodos-base: o periodo de testes pré-competicao e a competicao Baja SAE.



A competi¢do inclui os chamados eventos dinamicos, que se dividem nas provas
aceleracdo, retomada, tragdo, super prime, suspensdo e manobrabilidade, e o enduro de
resisténcia, evento de maior importancia para a classificacdo geral na competi¢cdo. No enduro
de resisténcia, os veiculos devem completar voltas em uma pista de terreno irregular, off-road,

com diversos obstaculos e em qualquer condi¢do climética, por um periodo de 4 horas.

Em adicao a validagdes estaticas, o periodo de testes inclui operagdes em condig¢des
similares a competi¢do, em especial a partir de condi¢des similares as do enduro de resisténcia,

que se caracterizam como condi¢des de maior requisi¢ido do protétipo.

Para a andlise estrutural, as condi¢des de operagdo implicam nos esfor¢cos externos
aplicados sob a forma de deslocamentos impostos, sendo estas condi¢gdes sintetizadas a partir
de um perfil de operagdo simplificado, definido em tépico posterior. Este perfil de operagao
simplificado se propde a representar as condi¢des de servico do protétipo, implicando

diretamente na andlise estrutural do veiculo, alvo do presente trabalho.

2.3.5. Solicitagoes atuantes no chassi

Conforme Brown, Robertson e Serpento (2002), as cargas impostas aos veiculos em
operacdo podem ser classificadas conforme dois tipos: sobrecarga instantanea e carga de fadiga.
A primeira €, no tempo de servigo, associada a um menor nimero de repeticdes que a segunda,

enquanto sua magnitude € mais elevada.

No projeto automotivo, os critérios de aprovacio para andlises estruturais associadas
aos dois tipos de carga sdo diferentes: para a sobrecarga, tem-se limites de deformacao pléstica
e limites associados a manutencdo de funcdo, enquanto para a carga de fadiga tem-se nimero
de ciclos até iniciacao de uma trinca, limitagao da propagacgdo da trinca e manuten¢do de funcao.
Em relagdo aos dois tipos de carga, tem-se também uma diferenciagdo acerca da fonte, isto €,

dos obstdculos da via ou eventos que as causam.

Ainda segundo os autores, as cargas impostas podem ser classificadas por casos de
carregamento globais, conforme as coordenadas exibidas na figura 22. A tabela 11 exibe estes

casos, os obstaculos e/ou eventos associados e amplificacdes dinamicas utilizadas.

Tabela 11 - Casos de carregamento tipicos.

Caso de ) R Informacoes
Obstaculo/evento Fator dinamico
carregamento adicionais




“Encontro” simultdneo Comumente
Flexao ] ) . )
. (simétrico) de ambas as utilizado: 3; Para | Tem-se flexdo no eixo
(vertical _
. _ rodas de um eixo sob um veiculos off-road Y.
simétrico)
obsticulo em ressalto. pode chegar a 6.
Tem-se
simultaneamente
flexdono eixo Y e
torcao no eixo X; E
um caso mais critico
“Encontro” nao simultaneo Comumente para o projeto do
Torgao . . o C e
. (assimétrico) de ambas as utilizado: 1,3; chassi pois a rigidez a
(vertical .
' ) rodas de um eixo sob um Para veiculos off- | torcdo € menor que a
assimétrico) o
obstaculo em ressalto. road: 1,8. rigidez a flexdo, de
modo que a solicitacdo
torcional ocasiona
maiores
deslocamentos,
deformacdes e tensoes.
Cargas Para o protétipo Baja
longitudinais Clutch-drop, Frenagem, SAE, considera-se que
(fore and aft obstaculo em ressalto. as cargas provenientes
loads) destes casos sido
: : A depender do o
Condicdes associadas a significativas enquanto
. obstaculo/evento. ) )
manobrabilidade: cornering, ainda provenientes de
Cargas laterais | overturning, distribuicdo de obstaculos na via,
carga em curva, obstaculo conforme o perfil de
em ressalto. operagdo do veiculo.

Fonte: Autor.

No presente trabalho, conforme as condi¢des de operacdo associadas ao protétipo SB-

20, o perfil de operagdo simplificado, a ser desenvolvido a seguir, considera os casos de

carregamento de flexdo e torcdo, que se traduzem nas cargas atuantes no chassi de maior

magnitude.



3. MATERIAIS E METODOS
3.1.Construciao das funcoes de excitacio do sistema

O fluxograma a seguir (figura 24) evidencia os itens relevantes, de forma geral, para a

constru¢do das funcdes de excitagdo do sistema, tratados nos subtdpicos posteriores.

Figura 24 - Fluxograma que destaca os parametros associados a constru¢do das funcgdes de
excitacdo do sistema.
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Fonte: Autor.

3.1.1. Sintese do perfil de operacao simplificado

De um modo geral, a anélise estrutural de um componente ou de uma estrutura € pautada
em suas condi¢cdes de servico, o que, em uma andlise computacional como a do presente

trabalho, incide diretamente nas condi¢des de contorno do modelo mecanico.

O presente trabalho utiliza de um perfil de operacao simplificado, baseado no perfil de
operacdo real de um protétipo do tipo Baja SAE, sendo caracterizado a partir de dois aspectos
simplificadores: via de operacdo retilinea com obsticulos geometricamente simples e

velocidade de operagdo constante.

3.1.2. Concepcdo da via de operagdo

A via de operacdo foi concebida a partir do circuito da competicdo “2019 — Baja SAE
BRASIL — Etapa Nordeste”, organizado para o evento “Enduro de Resisténcia”, formado por

diversos obstiaculos em configuracdes compativeis com o RATSB.

Dentre os obsticulos do circuito de referéncia, foram selecionados trés para a
composicao primdria da via de operacdo do veiculo, os quais: “Vala”, “Tronco” e o “Degrau

90°”, também nomeado “Rampa”.

Esta selecdo foi tomada por inspecdo, a partir da seguinte considera¢do de projeto: os
obstaculos selecionados configuram-se como os mais influentes para a contabilizacdo do dano

acumulado, isto é, os demais obsticulos representam baixo incremento ao dano acumulado



total, ao passo que representam dificuldade majoritariamente associada a manobrabilidade, e

ndo a resisténcia estrutural do veiculo.

A geometria dos obsticulos selecionados do circuito de referéncia foi simplificada e
esbocada a partir da realizacdo de andlises de fotogrametria em imagens da competi¢do 2019,

exibidas a seguir (figuras 25, 26 e 27).

Figura 25 - Obstaculo “Vala” na competicao regional Baja SAE 2019.

Fonte: Autor.

=1

Fonte: Autor.

Considerando ainda que o modelo computacional € geometricamente linear, os
obstaculos da via de operacgdo tiveram o seu tamanho diminuido em relacdo aos da competi¢dao
Baja SAE, tendo como objetivo a manuten¢do da representatividade do modelo, em termos de
sua rigidez. A partir disso, foi utilizado o software CAD SpaceClaim, acoplado ao pacote

comercial ANSYS, para uma visualizacdo preliminar dos obstdculos simplificados.

O obstaculo “Vala”, comumente associado aos casos de carregamento combinado de

torcao e flexdo, foi concebido a partir das seguintes dimensodes (figura 28).



Figura 28 - Detalhamento do obstaculo “Vala”.

Fonte: Autor.
O obstaculo “Rampa”, associado ao caso de carregamento de flexdo, foi considerado a

partir da seguinte geometria (figura 29).

Figura 29 - Detalhamento do obstaculo “Rampa”.

Fonte: Autor.

Por fim, o obstaculo “Tronco”, também associado ao caso de carregamento de flexao,

foi modelado a partir das dimensdes a seguir (figura 30).



Figura 30 - Detalhamento do obstaculo “Tronco”.

Fonte: Autor.
Em relacdo a ordem dos obstdculos na via de operacao, foi seguido o padrao do circuito
de referéncia, embora o método de acimulo de dano de Palmgren-Miner desconsidere a

ordenacao das solicitacoes.

Adicionalmente, como parte dos obstaculos, foram consideradas regides de
deslocamento horizontal com deslocamento vertical nulo, destinadas a atenuagdo das
oscilagdes, condi¢do compativel com o circuito de referéncia e que possibilita “independéncia
dindmica” entre os obstaculos da via de operagdo, ao passo que, apds cada obsticulo, o veiculo

retorna a resposta permanente de deflexdo estética.

Deste modo, a andlise estrutural transiente pode ser dividida em trés, uma para cada
obstaculo, possibilitando maior controle dos recursos computacionais, conforme especificado

em subtdpico posterior.

O comprimento dessas regides, em conjunto ao comprimento total da via de operagao
retilinea, foi estabelecido a partir da velocidade de operacdo e dos comprimentos estabelecidos
para os obstdculos, considerando uma dura¢do de evento total de 5 segundos, tendo em vista
limitagdes computacionais provenientes do conjunto “step size — end time”, isto &, da
quantidade total de incrementos, que incide no tamanho de armazenamento da solucdo e no

tempo de solugdo.



3.1.3. Concepcao da velocidade de operagdo

O protétipo SB-20 apresenta velocidade médxima de projeto de aproximadamente 50
km/h, porém, na competicdo Baja SAE, esta velocidade € dificilmente mantida no Enduro de

Resisténcia, em fungdo dos obstdculos e dos requisitos de manobrabilidade do circuito.

Deste modo, a velocidade, neste evento da competi¢do, é altamente varidvel, sendo
estratégia dos pilotos a velocidade apropriada para a transposi¢@o de cada obsticulo, bem como

para a execugdo das curvas.

Sendo o Enduro um evento de resisténcia no qual a pontuacio € dada pelo nimero de
voltas no circuito, a velocidade € parametro chave para o trade-off entre a requisi¢ao estrutural

do veiculo e a distancia percorrida durante o tempo de prova.

A velocidade de operacdo do veiculo SB-20, utilizada no presente trabalho, foi
concebida a partir da velocidade média do protétipo SB-19 “Volcano” em testes de campo e na
competi¢do Nordeste 2019, com valor de 5,6 m/s, aproximadamente 20 km/h. Esta velocidade

pode ser considerada alta para os padrdes de pista das competi¢Oes regionais Baja SAE.

3.1.4. Funcgoes de excitagdo do sistema

As funcdes de excitagdo foram esbocadas em formato tabular no software Microsoft
Excel a partir de um step size inicial, tomado a partir da recomendagdo de Ansys (2022),
considerando a frequéncia f,, como a maior dentre as frequéncias de movimento de pitch,
bounce e roll do veiculo (modos essenciais para a resposta dindmica deste), dentre, ainda, o
primeiro e segundo estidgio de rigidez, em vista da utilizacdo de molas associadas em série

(figura 31).



Figura 31 - Frequéncias de pitch, bounce e roll do protétipo SB-20, considerando o primeiro e
segundo estdgio de suspensao.

(1) PTCH  BOUNCE ROLL
isTstace JEED 123 112
anp stace EED 144 142

Fonte: Autor.

A partir da tomada do maior valor dentre as frequéncias destacadas, tem-se um menor
1
20.f,

ou de aspectos associados a andlise de pés-processamento, abordada posteriormente, tem-se a

valor para o step size inicial, tomado por At = . A partir de dificuldades de convergéncia

possibilidade de refinamento, a partir da ado¢ao de um incremento de tempo menor.
Deste modo, o step size inicial obtido foi o seguinte, conforme a tabela 12:

Tabela 12 - Célculo do step size inicial.

Frequéncia de referéncia - f,, (hz) 2,36

Step size inicial - At (s) 0,02

Fonte: Autor.

Inicialmente, foi tomada a construcdo dos vetores de perfil da pista: perfil horizontal Xp
(mm), perfil vertical da porgéo direita Yp ) (mm) e perfil vertical da por¢do esquerda Yp, (mm),
conforme o vetor de tempo t (s) e as seguintes condi¢des iniciais, com o auxilio do vetor indice,
i
Xi=o = 0; ti=9 =10 (180)
Considera-se o sistema de coordenadas com origem no ponto de inicio da via de

operacdo, com deslocamento horizontal positivo no sentido da velocidade do veiculo e



deslocamento vertical positivo para cima, de tal modo que o sistema de coordenadas na andlise

estrutural transiente é compativel.

A partir da velocidade de operagdo do veiculo V, tem-se, em um incremento i:

Xpioy = Xp, + VAL tiy =t +At; i = 0,121 (181)

Para as fung¢des de excitacdo, foi utilizada ainda a seguinte nomenclatura:

1. Ygp: Deslocamento vertical do pneu frontal direito (mm);

2. Ypg: Deslocamento vertical do pneu frontal esquerdo (mm);
3. Yrp: Deslocamento vertical do pneu traseiro direito (mm);
4

Yrg: Deslocamento vertical do pneu traseiro esquerdo (mm).

Com a obtengdo de Yrp € Ypg, 0s deslocamentos Yrp e Yrp sdo obtidos a partir da
velocidade de operacdo do veiculo V' em conjunto a medida entre eixos w, conforme o

equacionamento a seguir, em conformidade a tabela 13:

Yrp(t; + tw) = Yep(t:) (182)

Yre(t; + tw) = Yep(ty) (183)
w

tw = (184)

Tabela 13 - Calculo do tempo de deslocamento entre os eixos.
Entre eixos - w (mm) 1420,00
Velocidade de operacao - IV (m/s) 5,60
Tempo de deslocamento entre os eixos - t,, (s) 0.24
(aproximado como miiltiplo de At) ’
Fonte: Autor.

Ao passo que o tempo € discretizado a partir dos incrementos At, o espago também o €,
de modo que a correspondéncia dos deslocamentos Xp(t;) com os da via de operacdo modelada
foi tomada de forma aproximada, a partir de incrementos de deslocamento AXp, de magnitude

112 mm, conforme a tabela 14.

Tabela 14 - Célculo do nimero de incrementos de tempo.

Deslocamento final - X, (mm) 28000,00
Instante de tempo final - ¢, (s) 5,00
Nimero de incrementos — n (-) 250

Fonte: Autor.



Para o obstaculo “Vala”, os vetores Yrp € Yrr foram obtidos diretamente, considerando-
se que os deslocamentos dos pneus seguem exatamente os perfis da pista. Nos equacionamentos
a seguir, para cada obstdculo, os instantes limites ¢, e t, foram atualizados conforme o

obstaculo em discussio.

Yep(t) = Yp, (ti); to S t; <ty (185)

Yep(t) = Yp (t); to < t; < t, (186)
Para o obsticulo “Rampa”, esta mesma consideracdo nio foi possivel, tendo em vista a
descontinuidade caracteristica deste obstaculo, que ocasionaria uma aceleracdo de magnitude
elevada e que ndo seria representativa, tendo em vista que ocorre o “descolamento” dos pneus
durante a passagem neste obstéculo. Com isto, calculou-se o tempo de queda t, = m ,

de modo que, para este obstaculo:

Yep (i) = Yp,(t) = 0;¢0 < t; < tp (187)
Yep(t) = Yp, (t) = 0;tg < t; <t, (188)
Yep(t) =0 (189)
Yep(t,) =0 (190)
Yep (6 +t4) = —250 (191)
Yee(t + t;) = —250 (192)
Yip(t) = Yp, (t) = =250, + t; < t; < t,, (193)
Yee(t) = Yp, (t;) = —=250;t, +t, < t; < t, (194)

Em que t, € o instante de tempo em que se tem o desnivel do obstaculo “Rampa”. Com
isso, os deslocamentos entre os instantes t, e t, + t, foram interpolados linearmente. Foram

obtidos os resultados da tabela 15:

Tabela 15 - Calculo do tempo de queda e do niimero de incrementos de tempo associado.
\ Altura da rampa — H (m) \ 0,25 \




Aceleracio da gravidade — g (m/s?) 9,81

Tempo de queda - ¢, (s) 0,23

Numero de incrementos dos instantes de tempo
traot, +t; —n, (-)

12

Fonte: Autor.

Por fim, para o obstaculo “Tronco”, foi novamente tomada a consideragao de que os
deslocamentos dos pneus seguem perfeitamente os perfis da pista, conforme feito no obstaculo
“Vala”. Em adigdo, foi necessario, apenas, o deslocamento do sistema de coordenadas de
referéncia em +250 no eixo vertical, ao passo que o obsticulo “Rampa” finalizou com
Yp, (t;) = Yp,(t;) = —250. Isto é feito para que o deslocamento vertical seja, novamente,

“zerado”, tendo em vista que as fungdes serdo aplicadas em andlises individuais. Desta forma,

tem-se:
Yip(t) = Yp, () + 250; to < t; < t, (195)
YFE(ti) = YPE(ti) + 250, tO < ti < tn (196)

O perfil da pista pode ser visualizado a seguir (figura 32), a partir do diagrama X, versus
Yp, € Yp,. As fungdes de excitagdo Y (t) foram dispostas graficamente no tépico de Andlise

Estrutural Transiente, enquanto os dados tabulares podem ser visualizados no anexo A.

Figura 32 - Perfil da via de operagao.
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Fonte: Autor.



3.2.Construcao do modelo mecanico de elementos finitos

A construcdo do modelo de elementos finitos foi pautada nos seguintes aspectos,

expostos no fluxograma a seguir (figura 33).

Figura 33 - Fluxograma que destaca os parametros associados a constru¢do do modelo
mecanico de elementos finitos.
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Fonte: Autor.
3.2.1. Concepcdo do modelo mecdnico e hipoteses simplificadoras
3.2.1.1.Concepg¢do geral do modelo

A constru¢do do modelo mecanico norteia-se a partir de uma concepcdo pautada em
sistemas experimentais do tipo tire-coupled e four-post, em que se tem, em sintese, quatro bases
excitadoras acopladas aos pneus do veiculo. Este tipo de sistema destaca-se, em relagdo a outros
como o do tipo spindle-coupled, por, principalmente, fornecer maior representatividade na
transmissao dos esfor¢os, tendo em vista a atuagao dos pneus e de suas angulacdes de roda nesta
transmissdo. Estes sistemas podem ser visualizados na figura 34.

Figura 34 - Sistema

|

s tire-coupled e spindle-coupled.
T — =— ——

Fonte: (MTS AUTOMOTIVE, 2022).




3.2.1.2.Hipoteses simplificadoras

As hipéteses simplificadoras foram estabelecidas para reduzir a complexidade do
modelo computacional e garantir o cumprimento dos objetivos estabelecidos no escopo deste
trabalho, face a possiveis limitacdes computacionais e de representatividade do modelo. Deste

modo, estas foram apresentadas a seguir:

1. Sistema four-post concebido como do tipo Tire-Coupled, no qual tem-se a ligacdo dos
pneus as bases excitadoras;

2. Modelo mecanico elaborado a partir da montagem geral do protétipo SB-20, a partir do
mantimento dos componentes considerados estruturais, que efetivamente participam da
transmissao de esforcos para o chassi;

3. Consideracdo dos pneus a partir de uma geometria simplificada, unicamente direcionada
a representacdo das angulacdes de roda e, desta forma, maior representatividade na
transmissdo de esfor¢os aos demais componentes, de modo que se desconsidera a
rigidez dos pneus;

4. Desconsideram-se os efeitos locais associados ao contato friccional do pneu com o solo,
como a possibilidade de resisténcias ao escorregamento lateral e longitudinal, de modo
que, a partir de juntas cinematicas, 0os pneus comportam-se como sem atrito, em relacao
as bases excitadoras;

5. Desconsidera-se a possibilidade de descolamento do pneu em relagdo ao solo, bem
como a possibilidade de penetracdo no solo;

6. A partir do comportamento sem atrito supracitado dos pneus em relacio as bases, tem-
se a existéncia de modos de corpo rigido de deslocamento longitudinal e lateral. Com
isso, consideram-se molas fracas que conectam o chassi ao chdo. Estas molas, mesmo
em rigidez diminuta, permitem a exclusdao destes modos de corpo rigido, permitindo
verificacOes estaticas;

7. LigacOes entre componentes diversos a partir do uso predominante de juntas
cinematicas e do compartilhamento de topologia, excluindo o uso de contatos;

8. Consideracdo da massa e da sua distribuicdo a partir, unicamente, da adi¢do de

elementos de massa, sendo o material de analise modelado com densidade nula.

3.2.1.3.Concepgdo dos sistemas individuais

A concepc¢ao dos sistemas individuais faz-se necessdria ao passo que, na etapa de

preparagdo de geometria, a exclusdo de componentes desnecessdrios, a simplificacido



geométrica de componentes de topologia complexa e a realizacio de outras atividades
demandam a percepg¢do preliminar da modelagem computacional destes sistemas, acarretando
decisdes iniciais como a utilizacdo de juntas cinemadticas, contatos, compartilhamento de
topologia, dentre outras. Esta concep¢do se dd em conformidade com as hipdteses

simplificadoras supracitadas.

Ressalta-se, desde j4, que as exclusdes destacadas na concepg¢do dos sistemas dizem
respeito a consideragao do corpo associado no modelo discretizado, embora ainda representado
em rigidez a partir de juntas cinemdticas e em massa, como serd tratado em subtdpicos

posteriores.

1. Bases excitadoras: serdo modeladas a partir de corpos de superficie em formato
retangular, com posicionamento compativel conforme o posicionamento dos pneus do
protétipo, isto €, bitolas e entre eixos. Serdo ainda consideradas superficies de mesma
geometria para o suporte das molas fracas;

2. Rodas e pneus: os pneus serdo modelados a partir de uma geometria simplificada e
posteriormente convertida para corpo de superficie, bidimensional. As rigidezes dos
pneus e rodas nao serdo consideradas para a transmissdo de esfor¢os, de modo que os
pneus, em superficie, serdo definidos aproximadamente rigidos, a partir de uma
espessura elevada. A geometria dos pneus, para a transmissdo de esforcos, serd de
principal importancia, sendo as angulacdes de roda possibilitadas a partir de juntas
cinemdticas gerais entre 0s pneus e as bases excitadoras, e as por¢des internas dos pneus
conectadas aos cubos de roda a partir de juntas fixas. Ao passo que a transmissao de
esforcos dos pneus para os cubos de roda pode se dar a partir destas juntas, a utilizagdao
das rodas foi dispensada, sendo os seus corpos excluidos da geometria;

3. Olhais de suspensdo e direcdo: serdo mantidos os corpos sélidos de rétulas, buchas e
espacadores, e os graus de liberdade serdo garantidos a partir da adi¢do de juntas
esféricas ou de revolucdo, conforme a predefini¢dao do olhal;

4. Ligacdes parafusadas: todos os parafusos serdo modelados a partir de juntas cineméticas
fixas ou de revolugdo, conforme a condicdo de restricdo da junta, de forma que serdao
excluidos os corpos sélidos dos parafusos, porcas e arruelas;

5. Rolamentos: todos os rolamentos serdo modelados a partir de juntas cinematicas de
revolucdo, de forma que serdo excluidos todos os corpos sélidos associados, como

roletes, gaiolas, pistas, dentre outros;



6. Amortecedores: serdo mantidos os corpos (cilindros) e pratos dos amortecedores,
enquanto os demais componentes serdo excluidos. As molas helicoidais serdo
modeladas a partir de juntas cinematicas do tipo mola. Serdo adicionadas juntas gerais
que permitem unicamente o deslocamento na direcdo do eixo longitudinal do
amortecedor, restringindo os pratos a este grau de liberdade (func¢ao da haste no modelo
real);

7. Sistema de estercamento: serd considerado o sistema de estercamento desde as mangas
de eixo até a cremalheira, possibilitando a transmissdo de esforcos entre os quartos de
carro dianteiros e destes para o chassi;

8. Sistema de transmissdo: serdo considerados os componentes semieixo, cardans, eixo de
saida, caixa de reducdo e suportes de fixacdo da caixa, participantes da transmissao de
esforcos das rodas para o chassi. As cruzetas e pinos flexiveis dos cardans serdo
modelados a partir de juntas cinematicas;

9. Chassi: serd modelado a partir de topologias de ordem inferior, bidimensional e
unidimensional, tendo em vista questdes associadas a discretizacdo e a limitagdes

computacionais, tratadas posteriormente.

3.2.2. Preparacao de geometria

A preparacdo de geometria foi iniciada a partir da exclusdo dos componentes nao
estruturais, conforme as concepcdes geral e dos sistemas individuais, além das hipéteses
simplificadoras. Posteriormente, a geometria foi reparada a partir da deteccdo de vértices
divisores, arestas extras, faces pequenas, arestas inexatas e interferéncias, mitigando possiveis

erros na discretizacdo da estrutura e no comportamento mecanico do modelo.

Apés a reparacdo, a preparacdo foi prosseguida com a simplificacdo de topologias
complexas (figura 35), a partir da exclusdo de filetes de raio pequeno, roscas, sulcos e rebaixos,
caso associados a uma baixa influéncia na resposta estrutural. As exclusdes foram tomadas para
facilitagdo da discretizagdo do modelo, com o critério de mantimento da rigidez global e das

distribuicdes locais de esforcos.



Figura 35 - Detalhamento da preparacdo de geometria: simplificacdo geométrica da carcaca
da caixa de redugao.

Fonte: Autor.

Com a simplificacdo geométrica dos variados componentes estruturais, foi possivel
prosseguir para a preparacdo da gaiola do veiculo, dos links de suspensdo e de direcdo, além
dos pneus, tendo como pauta sua discretizacdo em elementos de casca e de viga. Inicialmente,
todos os tubos concebidos em corpos s6lidos foram convertidos para superficies a partir da
ferramenta de superficie média (figura 36, detalhe 1; 2). Posteriormente, todas em extremidades
dos perfis foram reparadas (figura 36, detalhe 3) e recombinadas (figura 36, detalhe 4),

possibilitando uma correta coincidéncia das arestas associadas.

Figura 36 - Preparacdo geométrica tipica dos perfis tubulares.

3 4

Fonte: Autor.



Em sequéncia, a geometria da gaiola, em corpos de superficie, foi cortada a partir de um
plano paralelo ao XZ global (figura 37). A partir deste plano, os membros da gaiola
posicionados acima foram modelados em corpos de linha, para discretizagdo a partir de
elementos de viga, de modo que este plano define a intersecdo entre a discretizac@o do chassi a
partir de elementos de casca e de viga, conforme a justificacdo realizada posteriormente, no
subtopico de discretizagdo geométrica.

Figura 37 - Corte realizado na gaiola, para discretizacdo em elementos de casca e de viga,

tomado em por¢des com baixa magnitude de esforcos internos, com o veiculo em condi¢des
usuais de operagao.
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Fonte: Autor.

Em relagcdo aos pneus, inicialmente foi retirada uma sec@o de revolug¢do da geometria
original, sendo posteriormente esta secdao simplificada e, novamente, revolucionada em torno
do eixo lateral central Z (figura 38). Apds a revolugdo, o corpo sélido foi convertido em
superficie a partir da ferramenta de superficie média. Foi feito, ainda, um corte na porcao
inferior, tendo como base uma deflexdo estatica de 20 mm. A partir deste corte, criou-se uma

face inferior destinada a defini¢do da junta cinemaética geral entre o pneu e a base excitadora.



Figura 38 - Preparacdo de geometria associada aos pneus, com destaque a geometria original
(corpo s6lido) e a simplificada (corpo em superficie), obtida por revolucdo.

Fonte: Autor.

Finalmente, foi possivel prosseguir para a tltima etapa da preparacdo de geometria: o
compartilhamento de topologia. No modelo do presente trabalho, todas as regides em contato
concebidas sem graus de liberdade de deslizamento foram modeladas a partir do recurso de
compartilhamento de topologia ao invés de contatos do tipo bonded ou de juntas do tipo fixa,

evitando a adi¢do de elementos ao modelo.

Este recurso atua na discretizacdo do modelo a partir da criagdo de nds compartilhados
entre dois corpos, de forma que os corpos em contato sdo “costurados” nas topologias
aproximadamente coincidentes a partir dos nds presentes nestas, em detrimento da adicdo de

elementos adicionais entre os dois corpos. O recurso foi ilustrado a partir da figura 39.



Figura 39 - Recurso de compartilhamento de topologia.

d7h-

< 0.2 mm < 0.2 mm

Fonte: Autor.

A coincidéncia entre topologias utilizada para o compartilhamento é dada por uma

tolerancia especifica, com valor padrao de 0,2 mm, utilizado no presente trabalho. Com a

identificacdo das entidades coincidentes, o compartilhamento € caracterizado a partir de um

padrdo de cores editdvel, que no presente trabalho, é dado por:

AN I

Verde: compartilhamento de face/ vigas conectadas em 2 pontos;

Laranja: vigas conectadas em 1 ponto;

Vermelho: arestas ndo compartilhadas/ vigas conectadas em nenhum ponto;
Azul: compartilhamento de arestas entre 2 corpos;

Roxo: compartilhamento de arestas entre 3 corpos;

Amarelo: compartilhamento de arestas entre 4 ou mais corpos.

Desta forma, a geometria de andlise € dada pelas imagens a seguir (figuras 40 a 43).



Figura 40 - Visualizagdo da geometria de andlise: vista isométrica traseira.

Fonte: Autor.

Figura 41 - Visualizagc@o da geometria de andlise: vista lateral direita.

Fonte: Autor.




Figura 42 - Visualizagdo da geometria de andlise: detalhe dianteiro.
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Fonte: Autor.

Figura 43 - Visualiza¢do da geometria de andlise: detalhe traseiro.
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Fonte: Autor.
Especifica-se ainda os componentes considerados estruturais (tabela 16), presentes na

geometria de andlise, os quais resultam em um total de 295 corpos:

Tabela 16 - Componentes estruturais incluidos na geometria de anélise.

Sistema Componentes
_ Corpos, pratos e olhais dos amortecedores, links, olhais, buchas,
Suspensao _ . _
espacadores, mangas de eixo traseiras, cubos de roda traseiros
Mangas de eixo dianteiras, links, olhais, buchas, espagcadores, cubos
Direc¢édo

de roda dianteiros, cremalheira, mancais de suporte, pneus




' Carcaga da caixa de reducdo e suportes ao chassi, eixo de saida,
Powertrain o
cardans, semieixos, flanges.
' Gaiola (incluindo perfis adicionais do freio, eletronica e direcio) e
Chassi
suportes dos amortecedores
Freios N3ao possui componentes estruturais
Eletronica Nao possui componentes estruturais

Fonte: Autor.
3.2.3. Material e modelo elasto-plastico

O modelo mecéanico de elementos finitos foi concebido majoritariamente em
componentes de ago ao baixo carbono, com excec¢do dos pratos “moéveis” da suspensdo,
projetados em poliuretano, € dos pneus, concebidos em composto de borracha. Como, no
presente trabalho, a massa destes componentes foi inserida a partir de pontos de massa, todo o
modelo foi trabalhado, de forma simplificada, a partir do material padrao “Structural Steel”, ao
passo que, a partir de uma maior rigidez, estes componentes contribuem de forma positiva com

a majorac¢do dos esforcos transmitidos ao chassi, embora este efeito seja diminuto.

Este material possui relac@o constitutiva tensao-deformacao dada a partir de um modelo
de elasticidade isotrépico linear, a partir das propriedades mecanicas da tabela 17. Tem-se

densidade nula em func¢do da consideracdo da massa a partir de pontos de massa.

Tabela 17 - Propriedades mecanicas do material associado ao modelo mecanico, Structural

Steel.
Densidade - p (g/cm?) 0,00
Modulo de elasticidade - E (GPa) 200,00
Coeficiente de Poisson - v (-) 0,30

Fonte: Autor.
3.2.4. Distribuicdo de massa

Conforme especificado anteriormente, a massa do modelo computacional foi concebida
a partir da adicao de pontos de massa, para os componentes considerados e para o piloto. Em
sintese, partir da adicao de pontos de massa, foi possivel a obtencdo de um maior controle da

massa total e de sua distribui¢cdo, conforme o farget de massa do SB-20.

Nesta etapa da constru¢do do modelo mecanico, dentre os que foram tratados a partir de
pontos de massa, foram especificados os corpos de maior massa do sistema, para o atendimento

da seguinte consideragdo de projeto: os corpos de maior massa terdo, especificadas, resisténcias



a aceleragdo translacional (massas my, m,,, m,) e a aceleragdo rotacional (momentos de inércia

de massa Iy, Iy, I,;), enquanto os demais terdo apenas resisténcias a aceleragao translacional.

Por inspecdo, os corpos de maior massa selecionados foram:

Chassi;

Piloto;

Motor;
Amortecedores;

Conjunto de transmissdo CVT;

A e

Conjunto de caixa de reducao.

Os pneus, rodas e componentes posicionados nas proximidades ndo foram tomados

como corpos de maior massa, pois seus deslocamentos rotacionais sdo restringidos pelas bases

excitadoras.

Os corpos cuja massa foi modelada a partir de pontos de massa foram separados em 16
grupos, de forma que a massa de cada grupo foi inserida, no software de analise, nas entidades
geométricas do modelo estrutural mais préximas do centro de massa associado ao grupo. Desta
forma, foram considerados os seguintes valores para a defini¢do dos pontos de massa no modelo

mecanico, bem como para a consideracdo geral da massa (tabela 18):

Tabela 18 - Levantamento de massa do protétipo SB-20.

Momento de | Momento de Momfa nt.o de
L. L, . Inércia
Gruno Massa Inércia Inércia 7
up X,Y,Z (kg) | X GLOBAL | Y GLOBAL
(kg.mm?) (kg.mm?) GLOBAL
(kg.mm?)
Chassi 32.00 916474528 | 1668111116 | 23200070.22
Piloto 70,03 5138877.82 | 1214900815 | 15951202.21
Motor 19,52 195957.98 | 1174783759 | 11776137.93
Amogf)cedor 5,70 77397.13 225319758 | 232477834
AmorFtECCdor 5,70 77397.13 225319758 | 232477834
Amothg:edor 4.80 84281,77 487517632 | 4954639.15
Amoth‘Ecedor 4.80 84281,77 487517632 | 4954639.15
C%‘{}lj‘,‘to 14,41 16557050 | 914031496 | 924398913
Conjunto 10,72 7370414 7910598,99 | 7958225.87
caixa




Massa ndo suspensa
restante 16,72 - - -

FD
Massa ndo suspensa
restante 16,72 - - -

FE
Massa ndo suspensa
restante 13,23 - - -

TD
Massa ndo suspensa
restante 13,23 - - -
TE

Massa suspensa restante

1/2 Cockpit (FBM-FAB) 16,44 - i ]

Massa suspensa restante

2/2 Cockpit (FAB-RRH) 7,70 B} ] ]

Massa suspensa restante

: 6,40 _ ; ;
traseira

Fonte: Autor.
Em relacdo aos momentos de inércia de massa dos corpos associados, foi considerado o
valor tomado com referéncia ao sistema de coordenadas global, sendo, posteriormente,
selecionado este sistema de coordenadas nas especificacdes de defini¢do dos pontos de massa

do modelo mecanico.

Em relacdo ao objetivo de massa posto para o protétipo SB-20 em seu projeto (figura
44), foram obtidos os seguintes resultados, exibidos a partir da tabela 19. O objetivo de massa
total foi tomado a partir do rarget de massa do SB-20, de 186 kg, somado a massa de 70 kg do
piloto.

Tabela 19 - Calculo do erro associado ao levantamento de massa realizado.

Massa total obtida (kg) 258,12
Objetivo de massa (kg) 256,00
Erro (%) 0,83

Fonte: Autor.



Figura 44 - Distribui¢ido de massa tedrica do prot6tipo SB-20.

Curb Weight: 186 Kg
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Fonte: Autor.

Dentre os valores obtidos, aqueles associados aos componentes do protétipo que
apresentam geometria representativa e com material de densidade bem especificada, como no
caso do aco, foram obtidos a partir do software SpaceClaim. Adicionalmente, alguns
componentes do protétipo, como o banco, pneus, carenagens, dentre outros, tiveram sua massa

obtida por medi¢do com balancga eletronica.

Em relagdo ao piloto, que constitui o corpo de maior massa translacional e rotacional,
as propriedades de massa foram obtidas a partir de um manequim articuldvel concebido em
estatura de 1,70 m e massa de 70 kg. Para que os momentos de inércia de massa fossem obtidos,
o manequim foi posicionado para pilotagem no veiculo, conforme as imagens abaixo (figuras

45 e 46).

Figura 45 - Visualizagdo do posicionamento do manequim no veiculo.




Fonte: Autor.

Figura 46 - Obtencao das propriedades de massa.

700259429 g
51218956,6232mm?

= Volume

Centro de massa (-0,0821, 323,9032, 118,3465)mm

|Area total da superficie 2059870,6656mm?

IMomento principal e eixo 5138877816,25877 g mm”2 (0, 0,79391, 0,60804)
IMomento principal e eixo 12149008150,8853 g mm”"2 (0,00082, -0,60804, 0,79391)
Momento principal e eixo 15951202205,4899 g mm*2 (1, 0,0005, -0,00065)

% conhecida da precisdo relativa 0,1

Fonte: Autor.
3.2.5. Descrigdo do modelo mecdnico

Para a definicdo do modelo mecéanico no ambiente mechanical do pacote comercial
ANSYS, tem-se a especificacdo da geometria, materiais, sistemas de coordenadas, conexoes e

malha. Deste modo, estes itens foram especificados a seguir.

3.2.5.1.Geometria

A geometria do modelo mecanico (figura 47) € descrita a partir dos corpos associados e
dos pontos de massa adicionados. Conforme descrito no subtdpico de preparacdo de geometria,
o chassi foi modelado em corpos de superficie e linha, os /inks de suspensdo e direcdo foram
concebidos em corpos de superficie, assim como os pneus, € os demais componentes a partir
de corpos soélidos. Todos os corpos foram trabalhados com comportamento de rigidez do tipo
flexivel e, adicionalmente, especifica-se que o tipo de offset utilizado para os corpos em

superficie foi do tipo middle, enquanto para os corpos em linha foi do tipo centroid.



Figura 47 - Geometria de andlise no ambiente ANSYS mechanical.

Geometry P
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Fonte: Autor.

Os pontos de massa foram definidos a partir de quatro itens, os quais: geometria
associada, sistema de coordenadas de referéncia, posicdo do ponto em relagdo ao sistema de
coordenadas de referéncia e especificacdo dos valores de massa translacional e rotacional,

conforme o subtépico de formulacio dos EF utilizados no modelo.

A geometria associada foi tomada como a mais préxima do centro de massa do grupo,
conforme supracitado. A partir da geometria associada, o ponto de massa pode ser distribuido
aos nos correspondentes, de modo que, no presente trabalho, foram selecionadas geometrias
associadas de menor dimensdo possivel (em relacio ao nimero de nds, com a geometria
discretizada) e que ndo gerasse efeitos locais indevidos (concentracdo de tensdo a partir da
distribuicao de massa), possibilitando redu¢do do custo computacional ao passo que as massas

sao associadas a um menor numero de nés.

Deste modo, pontos de massa de elevada proximidade foram unidos e definidos a partir
de um tnico ponto, a partir da soma das massas translacionais e rotacionais, como foi o caso
dos grupos: motor; conjunto CVT e massa suspensa; chassi; piloto (figura 48). Esta unido teve

efeito considerdvel na redug@o do custo computacional do modelo.



Figura 48 - Ponto de massa com os grupos massa suspensa; chassi; piloto, associado a
geometria em destaque.

MASSA SUSP COCKPIT + MASSA SUSP TRAS + CHASSI + PILOTO i
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Mass Magnitude: 132.57 kg
Locatior: 0,483,511 mm
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I O -
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Fonte: Autor.

Em todos os pontos de massa, o sistema de coordenadas foi o global, sendo este sistema
de coordenadas também associado aos momentos de inércia de massa. A posi¢do em relacio ao
sistema de coordenadas foi definida a partir do centro de massa do conjunto de corpos associado
ao grupo correspondente. Por fim, os valores de massa foram tomados conforme o levantamento

de massa realizado.

3.2.5.2.Conexoes

No modelo mecanico, as conexdes sdo referentes as juntas cinemdticas e aos contatos.
Tendo em vista que, conforme as hipoteses simplificadoras, foi realizado o compartilhamento
de topologia e a utilizacio de juntas fixas como alternativa aos contatos, este topico se destina

a descricao de cada junta cinemadtica utilizada no modelo, do total de 107 especificadas.

No software de anélise, as juntas estabelecidas entre dois corpos (body-body) sdo
definidas a partir de trés itens, de forma bdésica: a topologia reference, a topologia target € o
sistema de coordenadas da junta. Juntas diferenciadas podem requisitar itens adicionais para a
sua definicdo, como no caso das juntas mola-amortecedor, nas quais sao especificados os

parametros rigidez da mola e coeficiente de amortecimento do amortecedor.

3.2.5.2.1. Amortecedores

Os amortecedores foram modelados a partir de duas juntas mola-amortecedor cada,
tendo em vista o duplo estdgio de suspensdo, sendo a junta A definida entre o prato inferior e o

prato mével, com sistema de referéncia no prato inferior, e a junta B definida entre o prato



movel e o superior, com sistema de referéncia no prato mével (conforme as figuras 49 e 50). O

amortecimento foi definido unicamente para a junta A.

Para os amortecedores dianteiros, foram utilizados os seguintes dados, da tabela 20:

Tabela 20 - Parametros de entrada para as juntas mola-amortecedor associadas aos

amortecedores dianteiros.

Junta A Rigidez (N/mm) 22,80
Coeficiente de amortecimento (N.s/mm) 1,70

Rigidez (N/mm) 29,64

Junta B Coeficiente de amortecimento (N.s/mm) 0,00

Fonte: Autor.

Figura 49 - Visualizagdo local das juntas mola-amortecedor dianteiras.

L itudinal - Diregio & d0 - 17-6921\Dire¢do e suspenséao - 17 To Diregdo e suspensap - 17-6922\Dire¢ao e suspensao - 17
07/09/2022 13:07

. Longitudinal - Dire¢do e suspensac - 17-6921\Direcao e suspenséé,—}? To Diregio e suspér 6922\ Direcdo é;hspewwsao £ 17

. Longitudinal - Direcdo e suspensao - 17-6922\Direcaoc e suspensao - 17 To Diregao e sugahs;u 17-6920Direcdo e suspensao - 17

200,00 400,00 (mm)

I
100.00 300,00

Fonte: Autor.

J& para os amortecedores traseiros, foram utilizados os dados a seguir, da tabela 21.

Tabela 21 - Parametros de entrada para as juntas mola-amortecedor associadas aos
amortecedores traseiros.

Junta A Rigidez (N/mm) 44 .86
Coeficiente de amortecimento (N.s/mm) 2,15

Rigidez (N/mm) 44 .86

Junta B Coeficiente de amortecimento (N.s/mm) 0,00

Fonte: Autor.
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Figura 50 - Vlsuahzagao local das ]untas mola- amortecedor traseiras.
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Fonte: Autor.

3.2.5.2.2. Pneus-bases

Os pneus foram conectados as bases excitadoras a partir de juntas cinemadticas gerais

(figura 51), definidas entre a face da base excitadora e a face inferior do pneu, conforme o corte

realizado, citado anteriormente, com sistema de coordenadas de referéncia no centro do pneu.

Os deslocamentos translacionais em X permitem a variacdo de bitola, enquanto em Y, a

varia¢do do entre eixos. Os deslocamentos rotacionais em Z permitem a variacao de Toe,em Y

de Camber, e em X a rota¢do do pneu em relacdo ao solo. O deslocamento translacional em Z

foi restringido conforme a hipétese simplificadora de ndo descolamento e de ndo penetracao.
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Figura 51 Vlsuahzagao local da junta geral entre o pneu e a base excitadora.
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Fonte: Autor.



Faz-se importante destacar que o bloqueio indevido dos graus de liberdade dos pneus
provoca esfor¢os indevidos de elevada magnitude, ao passo que as geometrias de suspensao e
direcdo sdo projetadas para ganhos caracteristicos em relagdo aos deslocamentos rotacionais e

translacionais destacados durante o curso de suspensao.

3.2.5.2.3. Suspensao

O sistema de suspensdo foi modelado a partir de 56 juntas cinemdticas de tipologia
variada, dentre as porc¢des frontal e traseira, direita e esquerda. Faz-se fundamental o rigor para
a formulagdo de cada junta deste sistema, pois uma incorreta descricdo dos seus varios GDL

rapidamente acarreta esforcos indevidos, rigidez incoerente, dentre outras consequéncias.

Cada terminal rotular foi concebido a partir de uma junta esférica com graus de liberdade
de rotacdo, definida entre a face externa da rétula e a face interna do furo do terminal, com

sistema de coordenadas de referéncia no centro da rétula, conforme a figura 52.

Figura 52 - Visualizacdo local de junta esférica associada a terminal rotular.
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Fonte: Autor.

As juntas associadas aos terminais rotulares que realizam a conexdo entre os /inks de
direcdo e a cremalheira tiveram de ter os seus graus de liberdade reduzidos (figura 53), em
funcdo da existéncia de modos de vibracdo de corpo rigido associados a rotacao dos links de
direcdo em seu eixo longitudinal. No modelo real, o contato entre as faces dos terminais
rotulares e os respectivos suportes do tipo “garfo” impossibilitam a ocorréncia destes modos,

porém, em termos de custo computacional, foi preferida esta reducdo em detrimento da adi¢dao



destes contatos. Por inspecao via andlise modal, foi constatado, posteriormente, que a redugdo

dos GDL nestas juntas afetou a rigidez de forma diminuta.

Figura 53 - Visualizacgdo local de junta de revolucdo associada ao terminal rotular que conecta
o link de direcdo a cremalheira.
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Fonte: Autor.

Por inspec¢do, os parafusos cuja condi¢do de fixacdo permite rotacdo em seu eixo foram
modelados a partir de juntas de revolugdo, com liberdade de rotagdo neste eixo, enquanto os
parafusos cuja ligacdo ndo permite tal rotacdo foram modelados como juntas fixas com 0 GDL,
como no caso dos parafusos entre a manga de eixo dianteira e o brago de direcdo. Em cada junta
associada a uma ligacao parafusada, o sistema de coordenadas de referéncia foi posicionado na

porcao central do parafuso.

Por fim, foram adicionadas juntas gerais com grau de liberdade de deslocamento
uniaxial (eixo do amortecedor) para a representacdo das hastes dos amortecedores,

possibilitando a restri¢do dos pratos mével e superior ao eixo do amortecedor.

Para isto, foram adicionadas duas juntas gerais a cada amortecedor (figura 54), sendo
uma definida entre a face externa superior do corpo do amortecedor e a face interna do prato
movel, com sistema de coordenadas de referéncia no centro desta primeira face, e outra definida
entre a face interna do prato moével e a face interna do prato superior, com sistema de

coordenadas de referéncia no centro da primeira.



Figura 54 Vlsuahzagao local das Juntas gerais assocmdas a0s amortecedores dlantelros
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Fonte: Autor.

3.2.5.2.4. Direcao

Tendo em vista os componentes do sistema de direcao considerados, os quais podem ser
sintetizados pelo sistema de estercamento, foram utilizadas juntas gerais com grau de liberdade
de rotacdo uniaxial (eixo da cremalheira) entre as faces internas dos mancais de suporte e as
faces externas da cremalheira, com sistema de coordenadas de referéncia no centro destas
primeiras, conforme a figura 55. O deslocamento de translacdo no sentido do eixo da
cremalheira foi restringido para que se considere o veiculo operando com o piloto mantendo-o

em trajetoria retilinea, com o estercamento bloqueado.

Figura 55 - Visualizacdo local da junta geral associada a conexdo entre o mancal de suporte e

a cremalheira.
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Fonte: Autor.




3.2.5.2.5. Powertrain

Para o sistema de Powertrain, foram utilizadas juntas para a modelagem das cruzetas,
pinos, parafusos e rolamentos. Os cardans receberam juntas de revolug@o associadas as cruzetas
e aos pinos (figura 56). Os pinos foram definidos entre a face interna do furo do semieixo e as
faces internas dos furos associados dos cardans, com sistema de coordenadas de referéncia no
centro desta primeira face. As cruzetas foram definidas entre a face interna do furo do corpo

prismatico central e as faces internas dos furos associados dos cardans.

Figura 56 - Visualizacdo local das juntas de revolucdo associadas aos pinos e cruzetas.
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Fonte: Autor.

Os parafusos de fixagdo do conjunto de caixa de reducdo ao chassi foram modelados a
partir de juntas fixas (figura 57), de modo que, novamente, em cada junta associada a uma

ligacdo parafusada, o sistema de coordenadas de referéncia foi posicionado na por¢do central

do parafuso.



Figura 57 - Visualizacdo local das juntas fixas associadas aos parafusos de fixacdo da caixa.
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Fonte: Autor.

Os rolamentos que interligam o eixo de saida e a carcaga da caixa de reducdo foram
modelados a partir de juntas de revolucdo (figura 58), definidas entre a sec@o interna de suporte
da carcacga e a secdo de suporte do rolamento, com sistema de coordenadas de referéncia no
centro desta primeira. A partir destas juntas, é possivel a transmissdo de esfor¢os do eixo de

saida para a carcaca da caixa.

Figura 58 - Visualizagdo local das juntas de revolugdo associadas aos rolamentos da caixa.
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Fonte: Autor.

3.2.5.2.6. Rodas

Em cada roda do veiculo, foram adicionadas ainda duas juntas cinemaéticas, sendo uma
associada aos rolamentos que interligam a ponta de eixo ao cubo de roda, no caso das rodas

dianteiras, e que interligam o semieixo a manga de eixo, no caso das rodas traseiras. Estas



juntas, do tipo revolugdo, foram definidas entre as se¢des de suporte do elemento “cubo” e do

elemento “eixo”, com sistema de coordenadas no centro das segdes dos elementos “cubo”

(figura 59).

Figura 59 - Visualizagdo local da junta de revolugdo associada ao rolamento da roda.
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Fonte: Autor.

Adicionalmente, tem-se, para cada roda, uma junta fixa que estabelece a conexdo entre

o pneu e o cubo de roda, definida entre faces internas dos pneus associadas a montagem nas

rodas e os furos dos cubos de roda, com sistema de coordenadas de referéncia no centro destas

primeiras (figura 60).

Figura 60 - Visualizac

a0 local da junta fixa entre o pneu e o cubo de roda.
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3.2.5.2.7. Molas fracas

As molas fracas, conforme posto nas hipéteses simplificadoras, foram definidas a partir

de juntas do tipo mola-amortecedor entre 0 membro do chassi mais préximo do sistema de




coordenadas global e bases de suporte de mesma geometria das bases excitadoras, deslocadas
em um raio de 1500 mm longitudinalmente e lateralmente, a partir da origem (figura 61). As
bases de suporte, por sua vez, foram restringidas a partir de juntas cinemadticas fixas do tipo

body-ground. Os parametros de entrada foram especificados a partir da tabela 22.

Figura 61 - Visualizagdo das molas fracas.
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Fonte: Autor.

Tabela 22 - Parametros de entrada para as juntas mola-amortecedor associadas as molas

fracas.
Rigidez (N/mm) 1,00
Junta A Coeficiente de amortecimento (N.s/mm) 0,00
Rigidez (N/mm) 1,00
Junta B Coeficiente de amortecimento (N.s/mm) 0,00

Fonte: Autor.
3.2.5.2.8. Ligagdes viga-casca

Finalmente, as dltimas juntas cinemadticas do modelo foram utilizadas para a ligacdo
entre os membros do chassi modelados por corpos de linha e por corpos de superficie. Estas
ligacdes foram concebidas a partir de juntas fixas, definidas entre o vértice da extremidade do
corpo em linha e a aresta circular do corpo em superficie, com sistema de coordenadas de

referéncia no referido vértice, conforme exibe a figura 62.



Figura 62 - Visualizacdo local das juntas fixas associadas as ligacdes viga-casca.
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Fonte: Autor.

3.2.5.3.Malha

A malha do modelo mecanico foi gerada a partir da discretizacdo da geometria em
elementos finitos de viga, casca e sélidos. No ambiente mechanical, a geragao de malha se da
a partir de dois itens fundamentais: a escolha dos tipos de elementos finitos e suas geometrias
associadas, caracterizando o método de malha (method), e a especificacdo de dimensionamento

destes elementos (sizing).

A partir da distribuicdo de tensdo proveniente de anélises estruturais estiticas (NETO et
al., 2022) realizadas em trabalhos anteriores, o chassi foi dividido em uma por¢do superior,
destinada a representacdo de efeitos globais, a partir da correta descri¢do da rigidez, e outra,
inferior, destinada a anédlise de efeitos locais, a partir da utilizacdo de elementos com um maior

numero de GDL que possibilitam a captacdo destes efeitos.

Deste modo, conforme a geometria dos perfis estruturais tubulares do chassi e a
distribuicao de tensdo a eles associada, a por¢ao superior foi concebida em elementos finitos de
viga de Timoshenko BEAM189 (figura 63), enquanto a inferior foi discretizada em elementos
de triangulares de casca SHELL281 (figura 64). Os links de suspensdo e dire¢do, a partir da
topologia compativel, também foram discretizados a partir de elementos SHELL281 (figura
64). Os demais componentes, a partir de uma geometria de maior complexidade, foram
discretizados em elementos sdlidos tetraédricos SOLID187 (figura 65). A justificativa da
adoc¢do de cada elemento finito as geometrias supracitadas se dd conforme especificado no

subtépico de formulacao dos EF utilizados no modelo.



Com a defini¢do dos métodos de malha, foi possivel prosseguir para o dimensionamento
dos elementos finitos. Foram utilizadas diferentes especificacdes de dimensionamento para os
componentes associados a cada tipo de elemento finito, a partir dos itens presentes nas tabelas

a seguir (23, 24 e 25).

Tabela 23 - Body sizing associado aos corpos de linha.

Tamanho do elemento (imm) 100
Captura de curvatura Nao
Captura de proximidade Nio

Fonte: Autor.

Figura 63 - Visualizagdo da malha: elementos BEAM189.
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Fonte: Autor.

Tabela 24 - Body sizing associado aos corpos de superficie.

Tamanho do elemento (mm) 50
Captura de curvatura Sim

Tamanho minimo local (mm) 10
Razao de crescimento 1,20
Captura de proximidade Nao

Fonte: Autor.



Figura 64 - Visualizagdo da malha: elementos SHELL281.
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Fonte: Autor.

Tabela 25 - Body sizing associado aos corpos sélidos.

Tamanho do elemento (mm) 50
Captura de curvatura Sim
Tamanho minimo local (mm) 2,5
Razao de crescimento 1,20
Captura de proximidade Nao

Fonte: Autor.

Figura 65 - Visualiza¢do da malha: elementos SOLID187.
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Fonte: Autor.

Para a verificac@o de adequacao da malha, foram utilizadas as métricas Element Quality,
Skewness e Jacobian Ratio (corner nodes), conforme especificado no subtépico de distor¢ao
do elemento. Cada métrica foi avaliada a partir do valor médio e do desvio padrdao em relacio
ao numero total de elementos do modelo discretizado, sendo a verificagdo tomada a partir dos
niveis de referéncia ja especificados. Esta verificacdo pode ser visualizada a partir das figuras

(66 a 68) e tabelas a seguir (26 a 28).



Tabela 26 - Verificacdo da métrica Element Quality.

Valor médio 0,82
Desvio padrao 0,13
Verificacao Aceitavel

Fonte: Autor.
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Figura 66 - Plotagem global da métrica Element Quality.
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Fonte: Autor.

Tabela 27 - Verificacdo da métrica Skewness.

Valor médio 0,25
Desvio padrao 0,16
Verificacao Aceitdvel

Fonte: Autor.

Figura 67 - Plotagem global da métrica Skewness.
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Fonte: Autor.

Tabela 28 - Verificacdo da métrica Jacobian Ratio (Corner Nodes).

Valor médio 0,94
Desvio padrao 0,09
Verificacao Aceitével

Fonte: Autor.




Figura 68 - Plotagem global da métrica Jacobian Ratio (Corner Nodes).
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Fonte: Autor.
Com a malha gerada verificada e posta como adequada a partir das métricas

evidenciadas, foi possivel prosseguir para a andlise modal do sistema.

3.3.Analise modal

A partir da andlise modal, foi possivel inspecionar o comportamento do modelo
mecanico em termos de rigidez e massa, a partir dos seus modos de vibracdo, associados

diretamente aos seus GDL.

Uma correta descri¢do da rigidez associa-se diretamente ao atendimento da condi¢do de
compatibilidade entre os corpos conectados por compartilhamento de topologia e a correta
defini¢do das juntas cinemadticas entre os corpos associados, enquanto uma correta descri¢do da
massa se associa a distribuicdo de massa do modelo, bem como a magnitude de massa total,

translacional e rotacional.

De fato, desde a concepc¢ao inicial do modelo mecanico, as juntas cinematicas foram
verificadas continuamente a partir de diferentes andlises modais, propiciando uma correta
descricdo dos GDL do protétipo a partir da correcdo de juntas incorretas ou pouco

representativas.

Com o modelo mecanico totalmente construido, foi tomada a seguinte andlise modal
(figura 69) para verificacio dos graus de liberdade, a partir da fixacao das faces inferiores das

bases de excitacdo, ou seja, uma andlise modal em condic¢do restrita.



Figura 69 - Condig¢des de contorno da anélise modal.
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Foi selecionada a extragdo de 10 modos de vibracgdo, ao passo que esta andlise se destina,
no presente trabalho, unicamente a verificacdo dos graus de liberdade do modelo. Foram

obtidos os resultados exibidos na tabela 29.

Tabela 29 - Resultados obtidos da extragdo modal.

Modo Frequéncia (hz)
1 0,31
2 1,42
3 3,52
4 5,18
5 10,36
6 11,44
7 15,03
8 15,16
9 15,36
10 15,62

Fonte: Autor.

A partir da inexisténcia de modos de corpo rigido, foi constatado o atendimento da
condi¢do de compatibilidade entre os corpos cuja topologia foi compartilhada. Em comparacao
as frequéncias de referéncia de pitch, bounce e roll calculadas analiticamente para o protétipo
SB-20, foram obtidos modos de autovetores diferenciados, com autovalores de maior

magnitude, em funcdo de simplificacOes da propria formulagdo analitica.

O primeiro modo de vibracdo é referente ao deslocamento translacional do veiculo no
eixo X global (figura 70), associado unicamente as rigidezes das molas fracas. Um ponto de
relevancia é que, caso este modo obtenha grande participagdo na resposta dinamica do modelo
na andlise estrutural transiente, isto €, caso seja observado intenso escorregamento lateral, cabe

a revisao das rigidezes associadas as molas fracas.



Figura 70 - Plotagem global do autovetor (mode-shape) associado ao modo 1.
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Fonte: Autor.

O segundo modo de vibragdo esperado seria o de deslocamento translacional do veiculo
no eixo Z global, em frequéncia semelhante a do primeiro modo, em funcdo da participacao das
molas fracas. Este modo ndo foi observado, pois, por inspe¢do, a ndo variacdo de Toe
acrescentou rigidez a este grau de liberdade. Todavia, com os demais modos em frequéncias

compativeis, este item ndo provocou necessidade de revisao do modelo.

Em substituicdo, o segundo modo combina os modos de Pitch e Bounce, sob frequéncia

aproximada de 1,42 hz, conforme a figura 71.

Figura 71 - Plotagem global do autovetor (mode-shape) associado ao modo 2.
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Fonte: Autor.

Enquanto o terceiro modo € o de rotacdo do veiculo no eixo Y, o quarto modo € o de

Roll, com frequéncia aproximada de 5,18 hz (figura 72).



Figura 72 - Plotagem global do autovetor (mode-shape) associado ao modo 4.
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Fonte: Autor.

A partir de frequéncias de maior magnitude, foi cogitada a necessidade de reducao do
step size das fungdes de excitacdo, previamente definido com base na frequéncia de 2,36 hz,
associada ao movimento de pitch do segundo estigio da suspensdo, conforme o célculo

analitico.

Todavia, com a presenca do fator “20” associado ao célculo do step size, conforme o
referido subtdpico, foi optado por manter o valor de incremento de 0,02 s, reservando a

possibilidade de refinamento mediante a obtencdo de dificuldades de convergéncia.

Com a verificacdo efetuada, foi possivel prosseguir para a anélise estrutural transiente,

tratada a seguir.

3.4.Analise estrutural transiente

Em fun¢do da quantidade de incrementos de tempo e do tipo de solu¢do mais robusta
adotada, isto €, a partir das leis de variacdo do método de integracdo HHT-a, a analise estrutural

transiente foi particionada em trés, de forma compativel com a via de operacao construida.

A partir da parti¢do da solug@o, foi possivel obter um melhor controle logistico dos
recursos computacionais, tendo em vista que as soluc¢des sdo obtidas em tempos menores, em
adicdo a um menor tempo de retrabalho face a dificuldades de convergéncia ou outras

inadequacdes no modelo.

Nesta particdo, cada parte da via de operagcdo consiste em um trecho inicial, um
obstaculo e um trecho final. Os trechos inicial e final possuem deslocamento vertical nulo,

conforme citado anteriormente, possibilitando a “independéncia dindmica” que justifica a



possibilidade de particdo da solucdo em andlises diferentes. Convenciona-se a nomenclatura

parte 1,2 e 3.

Para a execug@o das andlises estruturais transientes, foram estabelecidas as seguintes
configuragdes de andlise, no que diz respeito ao controle do incremento: foi inserido o instante
de tempo final t,, foi desativado o auto time stepping, ferramenta a partir da qual o software
consegue alterar o tamanho do incremento de tempo no decorrer da solugdo, foi estabelecido o
time step de 0,02 s, e a integragdo no tempo foi tomada com os parametros de integracdo pré-

definidos pelo software para aplica¢des de velocidade moderada (tabela 30):

Tabela 30 - Parametros de integracao do método HHT-a utilizados.

a 0,3025
é 0,6000
Am 0,0000
ar 0,1000

Fonte: Autor.
A partir dessas configuracdes, a convergéncia foi obtida nas trés anélises, de modo que
nao foi necessaria a ado¢do de um incremento de tempo menor. As condi¢cdes de contorno e os

resultados gerais das andlises estruturais foram exibidos a seguir.

3.4.1. Parte 1 — obstaculo “Vala”

Para esta andlise, as condicdes de contorno foram as dispostas na imagem seguir (figura

73):

Figura 73 - Condig¢des de contorno da analise estrutural transiente associada ao obstaculo
“Vala”.
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Fonte: Autor.



As funcdes de excitagdo foram inseridas em formato tabular. Uma visualizagdo grafica

¢ disposta a partir das imagens seguir (figuras 74 e 75).

Figura 74 - Fungdes de excitacdo associadas ao obstaculo “Vala”: porcao dianteira.
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Fonte: Autor.

Figura 75 - Fung¢des de excitacdo associadas ao obstaculo “Vala”: porg¢ao traseira.
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Fonte: Autor.
3.4.2. Parte 2 — obstdaculo “Rampa”

De forma semelhante, as condi¢des de contorno para a segunda andlise, associada ao

obstaculo “Rampa”, foram (figuras 76, 77 e 78):



Figura 76 - Condig¢des de contorno da andlise estrutural transiente associada ao obstaculo
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Fonte: Autor.
Sendo as fung¢des de excitagao dispostas nos graficos a seguir:

Figura 77 - Fungdes de excitagdo associadas ao obstaculo “Rampa”: por¢do dianteira.
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Figura 78 - Fungdes de excitagdo associadas ao obstaculo “Rampa’: por¢ao traseira.
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3.4.3. Parte 3 — obstaculo “Tronco”

A ultima anélise, associada ao obstdculo “Tronco”, partiu das seguintes condi¢des de

contorno (figuras 79, 80 e 81):

Figura 79 - Condig¢des de contorno da andlise estrutural transiente associada ao obstaculo
C‘T 2
ronco”’.
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Fonte: Autor.

Sendo aplicadas as seguintes funcdes de excitacio:

Figura 80 - Fungdes de excitagdo associadas ao obstaculo “Tronco”: por¢do dianteira.

100

20
80
70
60
50
=Y FD
40 ; ] Y FE

30

Deslocamento Vertical (mm)

20
10

0

R R T ]
NS L ARSI R ngn R e
ST s S STSsSSS

Tempo (5)

Fonte: Autor.



Figura 81 - Fung¢des de excitagdo associadas ao obstaculo “Tronco”: porg¢do traseira.
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Fonte: Autor.
3.4.4. Resultados gerais e defini¢cdo do ponto critico

Sob atuacdo das funcdes de excitagdo, o0 modelo apresentou comportamento mecanico
compativel. Nas trés andlises, os valores maximos de tensdo equivalente de von Mises foram
associados aos links traseiros de suspensdo (figuras 82, 83 e 84), atingindo magnitudes
incompativeis com as estabelecidas em projeto, o que refor¢a a necessidade de revisdo deste
componente. Destaca-se ainda que, em funcdo da elasticidade linear associada ao material de
andlise, o valor em tensao s6 € representativo até um valor tipico para o limite de linearidade,
embora este modelo de elasticidade permita que a tensdo aumente indefinitivamente sob mesmo
modulo de elasticidade. Foi possivel ainda a avaliagdo, em caréter preliminar, do deslocamento
resultante e do deslocamento direcional no eixo vertical.

Figura 82 - Plotagem global da tensdo equivalente de von Mises: instante de valor maximo,
obstaculo “Vala”.
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Fonte: Autor.




Figura 83 - Plotagem global da tensdo equivalente de von Mises: instante de valor maximo,
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Figura 84 - Plotagem global da tensdo equivalente de von Mises: instante de valor maximo,
obstaculo “Tronco”.
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Fonte: Autor.

Por inspecdo, credita-se estas magnitudes elevadas a variagdo da distincia entre os
hardpoints que definem o link durante o curso da suspensdo, porém, faz-se necessdria uma
avaliacdo mais aprofundada. Todavia, conforme estabelecido nos objetivos do presente
trabalho, a andlise estrutural serd centrada no chassi. Desta forma, foi estabelecido o ponto
critico para a andlise deste componente, sendo direcionadas a esse ponto as andlises de falha

estdtica e por fadiga, trabalhadas posteriormente.

Em conformidade com anadlises estruturais estaticas realizadas anteriormente (NETO et

al., 2022), as andlises transientes evidenciaram que os membros do chassi mais solicitados sdao



b

aqueles diretamente associados aos suportes dos amortecedores: “SIM” e trelica do “FABmid’
— conforme a nomenclatura do RATSB -, embora outros membros, associados aos suportes dos
links de suspensdo, também apresentem solicitagdes considerdveis, como no caso dos membros

“FABmida”, “LFS”, “FABiow” dianteiro e traseiro ¢ “FBMiow”.

Por inspecdo, dentre cada andlise transiente e seus respectivos incrementos de tempo, o
ponto critico foi obtido dentre os membros “SIM” e trelica do “FABmia”, considerando ainda as
porcdes esquerda e direita do chassi, tendo em vista a assimetria da estrutura em andlise e do
carregamento. Os pontos de andlise para defini¢do do ponto critico, nestes membros, foram
obtidos a partir da consideracdo acerca da representatividade do valor obtido, em funcdo de
efeitos locais e do comportamento mecanico resultante destes efeitos. Para a discussdo dos
pontos de andlise, consideram-se as figuras a seguir (85 e 86).

Figura 85 - Subsistema considerado para a discussdo acerca dos pontos de andlise, associado
ao membro “SIM”.

Fonte: Autor.



Figura 86 - Subsistema considerado para a discussdo acerca dos pontos de analise, associado a

trelica do membro “FABpid”.
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Fonte: Autor.

Dentre os membros do chassi mais solicitados, as linhas tracejadas em verde delimitam

a por¢do de tensdo mais elevada, sob atuacdo da forca uniaxial em amarelo, proveniente do

amortecedor. Em preto, tem-se o cordao de solda que efetua a ligacao soldada entre 0 membro

do chassi e o suporte do amortecedor, enquanto a linha tracejada em vermelho delimita a regidao

cujos valores de tensdo ndo sdo representativos em sua por¢do interna. Esta ndo

representatividade se da a partir dos seguintes itens:

1.

Esta regido nao possui representatividade em rigidez, pois o modelo computacional ndao
considera a presenca da geometria do corpo corddo de solda, que enrijece localmente a
estrutura e altera a distribuicdo de tensdo local. A rigidez ainda é afetada pela pré-carga
induzida pelo processo de soldagem, em funcdo das tensdes residuais, provenientes da
transmissao de calor (a partir do campo de deformagdes térmicas);

Esta regido ndo possui representatividade em elasticidade, pois o modelo computacional
ndo considera a presenca de um segundo material, associado ao cordao de solda, e ainda
ndo considera as alteracdes locais nas propriedades mecanicas do primeiro material,
induzidas pelo processo de soldagem;

Com a defini¢@o da porg¢do critica associada a uma junta soldada, teria de se considerar
as propriedades mecanicas do material de adi¢ao no célculo das andlises de falha estética
e por fadiga. Ao passo que é uma pratica comum a soldagem a partir de um material de

adicao mais resistente do que o material de base, ao se analisar a por¢ao critica associada



a uma junta soldada, seria provdvel a obtencdo de um coeficiente de seguranca maior
para a falha estatica. Todavia, a vida em fadiga seria duramente afetada, em fun¢do da
alta concentracio de tensdo em fadiga, tipica de juntas soldadas;

4. Por fim, destaca-se que existem variadas técnicas de modelagem empregadas a andlise
de juntas soldadas por elementos finitos, com variados niveis de representatividade e
complexidade. Todavia, exclui-se do escopo do presente trabalho o emprego de uma
destas técnicas, limitando-o a andlise estrutural do chassi em porcdes de andlise
associadas a efeitos globais, condicdo suficiente ao cumprimento dos objetivos

estabelecidos.

Com isso, das figuras 85 e 86, destacam-se as regides 3, regido do suporte do
amortecedor livre de efeitos locais cuja distribui¢io de tensdo € caracteristica de uma casca, 2,
cuja distribuicdo de tensdo no modelo computacional ndo € representativa, e 1, regido do
membro do chassi mais solicitado, incluida na por¢ao de maior valor de tensdo e livre de efeitos
locais, sob distribui¢do de tensdo caracteristica de uma casca, com os esforcos de flexao e tracao
ou compressdo combinados. Deste modo, a regido 1 € considerada a porcao de analise, dentro
da qual o ponto de anélise € definido como o né de maior magnitude em tensdo equivalente de

von Mises.

Os valores em tensdo equivalente de von Mises obtidos para os pontos de analise dos
membros “SIM” e trelica do “FABmi¢” foram os exibidos a partir das figuras a seguir (figuras

87 a 90).



Figura 87 - Resultados em tensdo equivalente de von Mises para o ponto de andlise associado
ao membro “SIM” situado na porg¢do direita do veiculo.
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Fonte: Autor.

Figura 88 - Resultados em tensdo equivalente de von Mises para o ponto de andlise associado
ao membro “SIM” situado na por¢do esquerda do veiculo.
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Figura 89 - Resultados em tensdo equivalente de von Mises para o ponto de andlise associado
a trelica do membro “FABmiq” situado na por¢ao direita do veiculo.
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Fonte: Autor.

Figura 90 - Resultados em tensdo equivalente de von Mises para o ponto de andlise associado
a trelica do membro “FABia” situado na por¢ao esquerda do veiculo.
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A partir destes resultados, foi possivel descartar os pontos associados aos membros
trelica do “FABmia” para a defini¢do do ponto critico, em fun¢do da consideravel diferenca de

amplitude quando em comparacao aos associados aos membros “SIM”.

Foi possivel, ainda, verificar que o ponto de andlise no “SIM” associado a porgao direita
apresentou maior valor de sobrecarga, sendo este o ponto critico para a andlise de falha estatica.
Todavia, para a andlise de fadiga, faz-se necessério o cdlculo para ambos os pontos, tendo em
vista a diferenca no historico de tensdes das porcdes esquerda e direita, ao passo que, para os
trés obstdculos, os valores das por¢des foram diferentes. Deste modo, o ponto critico para a
andlise de falha por fadiga € aquele cuja vida for menor, dentre os dois pontos de andlise no

membro “SIM”.

3.5.Andlise da resposta dinamica do sistema

A andlise da resposta dinamica do sistema foi realizada, em caréter simplificado, a partir
da andlise de transmissibilidade de deslocamento e da andlise da aceleragdo da massa suspensa,

conforme os subtOpicos a seguir.

3.5.1. Transmissibilidade de deslocamento
A defini¢do da transmissibilidade de deslocamento TD em um sistema excitado pela
base é dada por (RAO, 2009):

Y(t)
Ybase (t)

Em que Y € o deslocamento da massa oscilante e Y, ,¢, 0 deslocamento da base, sendo

TD(t) = (197)

TD uma medida adimensional. Com isso, efetuando a divisdo cada quarto de carro, tem-se, para

a massa suspensa:

Yuspp ()

-~ 198
YbaseFD (t) ( )

TDysp,(t) =

Calcula-se da mesma forma para os quartos de carro FE, TD e TE. A medida da
transmissibilidade para a mesma ndo suspensa €é desconsiderada, pois o deslocamento da massa
ndo suspensa pode ser aproximado para o mesmo do da base, em fun¢do da baixa deflexdo
eldstica do pneu, dentre outros fatores. Com isso, interessa determinar as transmissibilidades

maximas:

1. TDMSFDmax;



2. TDMSFEmax;
3. TDMSTDmax;
4. TDMSTEmax'
Para a porg¢ao frontal, foram obtidos os seguintes resultados para os deslocamentos das

massas suspensas e das bases (figura 91). Foi considerado o deslocamento total, soma vetorial

dos deslocamentos translacionais cartesianos.

Figura 91 - Resultados em deslocamento total para as massas suspensas e bases frontais
direita e esquerda.
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Fonte: Autor.

De forma semelhante, para a por¢ao traseira, obteve-se, conforme a figura 92:



Figura 92 - Resultados em deslocamento total para as massas suspensas e bases traseiras
direita e esquerda.
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Fonte: Autor.
Os resultados da andlise da resposta dindmica associados a transmissibilidade de

deslocamento podem ser visualizados no topico de resultados.

3.5.2. Aceleragdo da massa suspensa

A aceleracdao da massa suspensa foi analisada sob Gtica da tolerancia do piloto a vibracao
do assento do veiculo, a partir da resposta em aceleragdo no membro do assoalho do chassi

“LFDB”, ligado rigidamente ao assento.

Gillespie (1992) exibe linhas de conforto constante a partir de um diagrama de
aceleragdo root mean square (RMS) versus frequéncia, isto €: a intensidade em aceleracdo da
vibragdo vertical versus a frequéncia da vibracdo vertical, considerando varias normas e

pesquisadores, além de diferentes tempos de exposi¢ao a vibragao.

Os resultados para a aceleragdo total, soma vetorial das aceleracdes translacionais

cartesianas, obtidos a partir do modelo computacional foram os exibidos a seguir (figura 93).



Figura 93 - Resultados em aceleracdo total para o membro “LFDB”.
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Fonte: Autor.
A partir destes resultados, foi possivel calcular a aceleracio RMS, definida da seguinte

forma:

(199)

Arms =

Foi obtido o valor disposto na tabela 31. Foi feita ainda a transformagao de unidades de
aceleracdo em m/s? para g’s (em fung¢do da aceleracdo da gravidade), para compatibilidade com

o diagrama supracitado. Foi obtido (figura 94):

Tabela 31 - Resultado obtido para agys.
Aceleracao RMS - agys (2’5) 1,03

Fonte: Autor.




Figura 94 - Resultados em aceleracao total e RMS para o membro “LFDB”.
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Fonte: Autor.
Os resultados para a andlise de conforto a partir do diagrama de Gillespie (1992) foram

dispostos no tépico de resultados.

3.6.Analise de falha estatica
Conforme tratado anteriormente, a andlise de falha estética foi pautada no ponto critico
associado ao membro “SIM” da por¢do direita do veiculo, que exibiu pico de tensdo equivalente
de von Mises com o valor de 290,09 MPa, no instante de tempo 3,24 s, com componentes de
tensdo principal exibidos a partir da tabela 32, obtidos a partir do software de anélise.

Tabela 32 - Tensoes principais associadas ao pico de tensdo equivalente de von Mises no
ponto critico associado ao membro “SIM” direito.

Tensao principal 1 - o, (MPa) 122,52
Tensao principal 2 - g, (MPa) 71,29
Tensao principal 3 - o; (MPa) -189,77

Fonte: Autor.
Foram utilizadas as teorias de falha estdtica de von Mises-Hencky e de Tresca-Guest,
trabalhadas no tépico de fundamentagdo tedrica, a partir de um script previamente desenvolvido

no software Octave, com auxilio da ferramenta GuiEditor.



Os dados de resisténcia do ago SAE 1020 utilizados para as andlises de falha foram
obtidos como a média dentre os resultados de quatro estudos exibidos por Albuquerque (2021),

os quais foram dispostos na tabela 33:

Tabela 33 - Propriedades mecénicas de resisténcia (valores médios) do aco AISI/SAE 1020
utilizados para as andlises de falha estdtica e por fadiga.

Limite de resisténcia a tracao - S,;; (MPa) 480,72

Limite de escoamento - S,, (MPa) 383,09

Fonte: (ALBUQUERQUE, 2021).

No script de falha estdtica, tem-se as seguintes janelas iniciais (figuras 95 e 96), para
configuracdo do sistema de andlise. Informa-se a ductilidade e uniformidade do material da
estrutura e as tensoes principais, para que o script selecione as teorias de falha aplicaveis dentre
as teorias da energia de distor¢do de von Mises-Hencky, cisalhamento maximo de Tresca-

Guest, Coulomb-Mohr ductil, Coulomb-Mohr fragil e Coulomb-Mohr modificada.

Figura 95 - Interface primdria do script de falha estatica.
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© Diictil ) Fragil
Material uniforme? Ajuda
() Néio © sim
Insira as tensées principais: Ajuda
Sigma 1 Sigma 2 Sigma 3

122.52 MPa 71.287 MPa -189.773 MPa

Calcular

Fonte: Autor.

Selecionadas as teorias aplicdveis, o script requisita as propriedades mecanicas do

material necessdrias para a aplicacao da teoria.



Figura 96 - Interface secunddria do script de falha estética.

& Figure 2 - x
Insira o Limite de Escoamento (tragio):  Ajuda
Sy: 383.09 MPa

[ |

Fonte: Autor.

Os resultados para a andlise de falha estatica foram dispostos no tépico de resultados.

3.7.Andlise de falha por fadiga

Para a andlise de falha por fadiga, inicialmente os dados de tensdo associados aos pontos
de anélise para a falha por fadiga foram tratados a partir do valor de tensdo equivalente de von

Mises associado a resposta estatica do veiculo para o membro “SIM™: g,4;.

Este tratamento consiste na substitui¢do dos valores de tensdo inferiores a g,g pelo
proprio valor de g, nos trechos de inicio do obsticulo, tendo em vista que, no modelo
computacional, cada andlise transiente € efetuada a partir de condicdes iniciais que antecedem
aresposta estatica do veiculo, de modo que, para cada obsticulo a tensdo se inicia, no primeiro
incremento de tempo, com o valor 0y g, chegando ao valor o, € ultrapassando-o em fung¢io

das excitacdes aplicadas.

Estas por¢des de inicio do obsticulo gerariam variagdes de tensao indevidas, ao passo
que, com o veiculo em operacdo, cada obstaculo se inicia com o veiculo em condi¢do préxima
aresposta estatica. Estas variagdes indevidas afetariam a anélise de falha por fadiga em funcao
da captacdo de ciclos de maior amplitude do que a real. Deste modo, todos os valores de tensdo,

desde 0y o, até g,g sdo substituidos por ;.

O valor de tensdo g4 foi obtido a partir da seguinte analise estrutural estatica para as
por¢des direita e esquerda do veiculo, em funcdo da assimetria da geometria e da discretizagdo,

conforme a figura 97:



Figura 97 - Condicdes de contorno da andlise estrutural estdtica para obten¢do da resposta
estatica do prototipo.
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Fonte: Autor.

Foram obtidos os valores presentes na tabela 34:

Tabela 34 - Resultados obtidos para as respostas estaticas no membro “SIM”, associados as
porc¢des direita a esquerda do veiculo.

Tensao equivalente de von Mises — Resposta estatica no 55.00
membro “SIM” direito - o, ,, (MPa) ’

Tensao equivalente de von Mises — Resposta estatica no 35.47
membro “SIM” esquerdo - 0,5, (MPa) ’

Fonte: Autor.
ApOs o tratamento, foram obtidos os seguintes diagramas de tensdo equivalente de von

Mises versus tempo, em comparagdo aos dispostos anteriormente (figuras 98 e 99):



Figura 98 - Resultados em tensdo equivalente de von Mises para o ponto de andlise associado
ao membro “SIM” situado na porg¢do direita do veiculo, apds tratamento dos dados.
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Figura 99 - Resultados em tensdo equivalente de von Mises para o ponto de andlise associado
ao membro “SIM” situado na por¢ao esquerda do veiculo, apds tratamento dos dados.
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Fonte: Autor.



Apo6s o tratamento dos dados de tensdo, foi possivel realizar a ciclagem, com base no
método rainflow. Para isto, foi utilizada uma func¢do disponivel no pacote comercial MATLAB,
que realiza a contagem a partir do método rainflow em conformidade com a ASTM E 1049, a

partir do algoritmo exibido no referencial tedrico.

Para o ponto de andlise associado ao membro “SIM” direito, a ciclagem gerou os

seguintes resultados, dispostos nas figuras 100 e 101:

Figura 100 - Dados em tensdo equivalente de von Mises para o ponto de andlise associado ao
membro “SIM” situado na porgao direita do veiculo, adicionados para contagem a partir do
rainflow.
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Fonte: Autor.

Figura 101 - Resultados da ciclagem a partir do rainflow: histograma de namero de ciclos
versus amplitude do ciclo e média do ciclo para o ponto de andlise associado a0 membro

“SIM” situado na porg¢do direita do veiculo.
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Fonte: Autor.

J& para o ponto de andlise associado ao membro “SIM” esquerdo, foi obtido o exibido

a partir das figuras 103 e 103:



Figura 102 - Dados em tensdo equivalente de von Mises para o ponto de andlise associado ao
membro “SIM” situado na por¢do esquerda do veiculo, adicionados para contagem a partir do

rainflow.
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Fonte: Autor.

Figura 103 - Resultados da ciclagem a partir do rainflow: histograma de nimero de ciclos
versus amplitude do ciclo e média do ciclo para o ponto de andlise associado a0 membro

“SIM” situado na porg¢do direita do veiculo.
Rainflow Matrix Histogram - "SIM" ESQ.
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Fonte: Autor.
Com a transferéncia dos resultados para o formato tabular, foi possivel prosseguir para
o célculo da vida em fadiga. Um item de relevancia é que a func@o utilizada a partir do software
MATLAB retorna, para cada bloco contado, o valor de amplitude de tensdo (cycle range) ao

invés da tensdo alternada, que € obtida a partir da metade da amplitude de tensdo.

A partir da aplicacdo do método S-N, foram obtidos os seguintes valores (tabela 35), a

partir dos equacionamentos e consideragdes abordadas anteriormente.

Tabela 35 - Resultados obtidos para os parametros associados ao método S-N.

Limite de resisténcia a fadiga - S, (MPa) 240,36

Fator tensdo-deformacio real - ¢’ (MPa) 825,72
Fracao de resisténcia a tracao - f (-) 0,90
Fator b para equacao S-N (-) -0,08

Fator a para equacao S-N (MPa) 778,44

Fonte: Autor.



A partir destes valores e dos dados de tensdo obtidos, foi possivel realizar a andlise de
falha por fadiga, combinando o método S-N a teoria de falha de Goodman modificada e
considerando a teoria de acimulo de dano de Palmgren-Miner. Em conformidade com as

andlises anteriores, os resultados foram dispostos no tépico de resultados.
4. RESULTADOS E DISCUSSAO
4.1.Resultados da analise de resposta dinamica

4.1.1. Transmissibilidade de deslocamento

Para a por¢do frontal direita do veiculo, o maior valor de transmissibilidade de

deslocamento ocorreu no obstaculo “Vala”, com o valor de aproximadamente 14,00 (figura

104).

Figura 104 - Resultados obtidos para a transmissibilidade de deslocamento da por¢do frontal
direita.
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Fonte: Autor.
Para a porcdo frontal esquerda, de forma semelhante, o maior valor de
transmissibilidade de deslocamento também ocorreu no obstaculo “Vala”, com valor

aproximado de 15,00 (figura 105).



Figura 105 - Resultados obtidos para a transmissibilidade de deslocamento da por¢do frontal

esquerda.
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Tabela 36 - Resultados obtidos para a transmissibilidade de deslocamento maxima das
porc¢des frontal direita e esquerda.

TDMSFDmax (') 14,00

TDMSFEmax(-) 15,00

Fonte: Autor.

Para a porg¢do traseira, foi observado uma menor assimetria na transmissibilidade de
deslocamento dentre as porcdes direita e esquerda, ao passo que os valores obtidos
apresentaram maior proximidade: aproximadamente 6,70 e 6,40, respectivamente (figuras 106

e 107).

A menor transmissibilidade de deslocamento da porcdo traseira se dd em funcdo da
maior rigidez das molas, o que faz, todavia, que as transmissibilidades de aceleracdo e de forca

sejam maiores que na por¢do dianteira.



Figura 106 - Resultados obtidos para a transmissibilidade de deslocamento da porcao traseira

direita.
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Figura 107 - Resultados obtidos para a transmissibilidade de deslocamento da porcao traseira

esquerda.
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Tabela 37 - Resultados obtidos para a transmissibilidade de deslocamento maxima das
porcdes traseira direita e esquerda.

TDMSTDmax (') 6,70

TDMSTEmax(') 6,40

Fonte: Autor.

4.1.2. Aceleracdo da massa suspensa

Para a andlise associada a aceleracio da massa suspensa, conforme tratado
anteriormente, foi utilizado o diagrama presente em Gillespie (1992), a partir da aceleracao
RMS j4 obtida. Para a frequéncia de vibragdo, foi utilizada a segunda frequéncia obtida da
andlise modal (tabela 38), que combina os modos de Pitch e Bounce, em razao da sua grande
participacdo nas respostas dinamicas, como pdde ser constatado, por inspecdo, a partir das

frequéncias de resposta dos incrementos, no processo de solucao.

Tabela 38 - ParAmetros associados a andlise da aceleracdo da massa suspensa.

Aceleracao RMS - agys (275) 1,03

Frequéncia de vibracao (hz) 1,42

Fonte: Autor.
Estes valores, no diagrama, podem ser evidenciados a partir da figura 108, exibida a

seguir.



Figura 108 - Andlise grafica da aceleracdo da massa suspensa: limites de aceleracao
recomendados para o piloto.
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Fonte: Adaptado de (GILLESPIE, 1992).

A partir da anélise gréfica, vé-se que o veiculo opera fora dos limites de conforto das
normas e pesquisadores em evidéncia, exibindo a necessidade de possiveis alteracdes no projeto
da suspensdo. A partir do aumento da frequéncia de vibragdo, que, factualmente, ocorreu em
alguns incrementos de tempo, o diagrama evidencia uma sensibilidade ainda maior a
aceleracdo, causada por ressonancia na cavidade abdominal, pronunciada entre frequéncias de

aproximadamente 4 e 8 hz.

4.2.Resultados da analise de falha estatica

A partir dos dados inseridos conforme requisitado pelo script de falha estética, obtém-
se de forma direta os coeficientes de seguranga para as teorias de von Mises-Hencky e de
Tresca-Guest (figura 109). Também € calculada a tensao equivalente de von Mises, permitindo

verificacdo do célculo a partir das tensdes principais.



Figura 109 - Interface tercidria do script de falha estatica: resultados finais.

A Figure2 53 X

TEORIA DA TENSAO DE CISALHAMENTO MAXIMA DE TRESCA-GUEST:
Afalha ocorre quando a tensdo de cisalhamento maxima absoluta se iguala ou excede a tensédo de

cisalhamento maxima absoluta na gual o escoamento ocorre no ensaio de tracdo uniaxial

Fator de seguranca: 1.2267

TEORIA DA ENERGIA DE DISTORCAO DE VON MISESHENCKY:
A falha ocormre quando a energia de distorcdo do estado atual de tensdo se iguala ou excede a energia

de distorgdo na qual o escoamento ocorre no ensaio de tragdo uniaxial

Tensdo Equivalente de Von Mises: 290 0897 MPa

Fator de seguranca: 13206

Fechar

Fonte: Autor.

Desta forma, foi obtido aproximadamente:

Tabela 39 - Resultados obtidos para a andlise de falha estatica no ponto critico a partir das
teorias da energia de distorcdo e da tensdo de cisalhamento maxima, respectivamente.

Ngis (=) 1,32

Ngis (=) 1,23

Fonte: Autor.
4.3.Resultados da analise de falha por fadiga

Para o ponto de andlise associado ao membro “SIM” direito, foram obtidos os seguintes

resultados para a andlise de falha por fadiga:

Tabela 40 - Resultados obtidos para a andlise de falha por fadiga para o ponto de analise
associado ao membro “SIM” situado na porcao direita do veiculo.

Devento Nevento tevento tfalha
) ) (s) (h)
1,80E-07 5,55E+06 4,94 7616,25

Fonte: Autor.

J& para o ponto de andlise associado a0 membro “SIM” esquerdo, tem-se:

Tabela 41 - Resultados obtidos para a andlise de falha por fadiga para o ponto de anélise
associado ao membro “SIM” situado na por¢ao esquerda do veiculo.

Devento Nevento tevento tfalha
) ) (s) (h)
4,17E-08 2,40E+07 4,94 32931,98

Fonte: Autor.



Em que, conforme o equacionamento apresentado anteriormente:

1. Evento: volta na via de operag¢do, compreendendo a passagem pelos trés obstaculos;

2. Deyento: dano de fadiga total associado ao evento, com Deyento = X D

3. Ngyento: NUmero de repeticdes do evento até a falha por fadiga, com Neyenro =
D)7

4. tepento: tempo associado a uma repeti¢do do evento;

5. traing: tempo associado a Neyento repeti¢des do evento, ou seja, tempo at€ a falha por

. _ Nevento-tevento
fadiga, com tsqip, = o0

A partir dos resultados, vé-se que o ponto critico para a falha por fadiga € aquele
associado a0 membro “SIM” direito, e que o chassi do veiculo opera por aproximadamente
7616 horas até a falha por fadiga. Os dados tabulares associados ao cédlculo da vida em fadiga

podem ser visualizados no anexo B.

4.4.Resumo dos resultados

Os resultados associados as andlises da resposta dindmica, de falha estética e de falha

por fadiga podem ser sintetizados a partir da tabela 42, exibida a seguir.

Tabela 42 - Resumo dos resultados obtidos para as andlises realizadas.

Analise Valor obtido
TDuyspp,, . ) 14,00
Transmissibilidade de D5 pg gy ) 15,00
deslocamento TDy, STD ey ) 6.70
TDysrg, . ©) 6,40
Aceleracao da massa ,
suspensa Arus (2°5) 1,03
. Ngis (') 1,32
Falha estatica
Neis () 1,23
Falha por fadiga traiha (h) 7616,25

Fonte: Autor.
4.5.Discussao dos resultados
No que diz respeito a transmissibilidade de deslocamento, os valores obtidos foram o

esperado em relacdo a diferenca entre as por¢des dianteira e traseira, em funcdo das rigidezes

das molas, porém, o oposto foi observado em relacdo as magnitudes. Em decorréncia da falta



atual de targets de transmissibilidade de deslocamento para o projeto de suspensdo, os valores

obtidos pela andlise realizada poderdo servir como referéncia inicial.

Em relacdo a aceleragdo da massa suspensa, foi possivel verificar que o protétipo SB-
20 operou, a partir das condi¢des consideradas, fora do limite de aceleracdo recomendado para
o piloto, conforme disposto anteriormente. Além de possiveis alteracdes no projeto de
suspensdo, também se faz necessdria a verificacdo da adequacdo das normas presentes no
diagrama utilizado ao contexto de opera¢do do veiculo em andlise, ao passo que este € um
protétipo de competicdo, no qual os limites de conforto diferem em relacdo aos de um veiculo

de passeio, enfoque principal das normas SAE J6a e ISO.

A partir da andlise de falha estdtica com as teorias de falha de energia de distor¢ao de
von Mises-Hencky e do cisalhamento maximo de Tresca-Guest, foi possivel obter os
coeficientes de seguranca associados, para o ponto critico selecionado e considerando o pico de

tensdo, sob condi¢do de sobrecarga.

Esta sobrecarga, considerando a elasticidade do material associado ao chassi e a
distribuicao de tensdo da porcdo da anélise, poderia ocasionar falha do tipo caracteristico de
distorcao excessiva com mecanismo indutor principal de escoamento, conforme categoriza¢ao
dos autores Castro e Meggiolaro (2009). Este pode ser nomeado como modo de falha 1 do
chassi do veiculo, sendo resguardado pelos coeficientes de seguranca associados a andlise de
falha estatica. Estes coeficientes de seguranca exibem que a falha estatica € evitada sob 6tica

de ambas as teorias, embora que por uma margem pequena.

O modo de falha 2, por sua vez, possui falha do tipo caracteristico de fratura, com
principais mecanismos indutores de escoamento e de fadiga. Associando-se a este modo de
falha, a vida em fadiga foi calculada a partir da teoria de falha por fadiga de Goodman

modificado, em conjunto a teoria de actimulo de dano de Palmgren-Miner.

Dentre os pontos de andlise selecionados para a andlise de falha por fadiga, aquele
associado ao membro “SIM” esquerdo apresentou maiores amplitudes de tensdo no obstaculo
“Vala”, enquanto aquele associado ao membro “SIM” direito apresentou maiores amplitudes
no obstaculo “Tronco” e no obstaculo “Rampa”. Todavia, este ultimo ponto de andlise
apresentou vida em fadiga aproximadamente 4 vezes menor que o primeiro, sendo o ponto
critico para a respectiva andlise. Por inspec¢do, credita-se esta menor vida as maiores amplitudes

de tensdo no obstaculo “Tronco”, chegando a niveis proximos de 300 MPa.



A partir do tempo até a falha por fadiga obtido, vé-se que o chassi pode manter sua
operacdo, sob as condicOes analisadas, por tempo superior ao permitido pelo RATSB
(aproximadamente 2 anos), pautando seu tempo de operacdo anual em testes e competi¢des

regionais e nacionais.

Com base na diferenca de resultados para as andlises de falha estética e por fadiga, vé-
se que o modo de falha critico, isto €, de maior relevancia, é o de falha estatica, em fungao do
menor coeficiente de seguranca, sendo o fator estrutural limitante para as altera¢des de projeto

associadas ao chassi.

5. CONCLUSAO
5.1.Cumprimento dos objetivos

Inicialmente, pode-se verificar o cumprimento dos objetivos geral e especificos

estabelecidos para o presente trabalho.

1. Foi construido um modelo dindmico multicorpo do protétipo SB-20 a partir do pacote
comercial ANSYS, sendo esta constru¢do detalhada a partir do subtdpico 4.2 -
Constru¢ao do modelo mecanico de elementos finitos;

2. Foram construidas as fungdes de excitacdo com base em um perfil de operagdo
simplificado, vide subtépico 4.1 - Construcdo das fungdes de excitacio do sistema;

3. A resposta dinamica do modelo construido foi analisada a partir da transmissibilidade
de deslocamento e da aceleragdo da massa suspensa, conforme o subtopico 4.5 - Analise
da resposta dinamica do sistema;

4. O chassi do protétipo SB-20 foi analisado estruturalmente a partir da andlise dinamica
sob atuagdo das fungdes de excitagdo, conforme o subtdpico 4.4 - Andlise estrutural
transiente, e ainda a partir das posteriores andlise de falha estética e por fadiga, vide os
subtopicos 4.6 € 4.7, respectivamente;

5. Por fim, o objetivo geral de andlise estrutural do chassi do SB-20 pautado na interacdo
veiculo-via foi cumprido em consonancia com o cumprimento de todos os objetivos

especificos.
5.2.Conclusoes gerais
Foi possivel, ainda, estabelecer as seguintes conclusdes gerais:

1. A metodologia de criacdo das funcdes de excitagdo a partir do perfil da via de operagcdo

produz melhores resultados a partir de obstaculos de geometria simplificada, tendo em



vista que, a partir de obstdculos de maior complexidade, efeitos adversos atuam no
desvio das fung¢des de deslocamento vertical dos pneus versus tempo em relagdo ao
deslocamento vertical do perfil da via versus tempo, como o descolamento dos pneus,
trechos de colisdo entre os pneus e os obstdculos, limitagdes geométricas associadas a
cinematica das geometrias de suspensdo, dentre outros;

A utilizacdo de juntas cinematicas e do compartilhamento de topologia em detrimento
de contatos atuou de forma decisiva para a simplificacdo da configuracdo do modelo no
ambiente ANSYS Mechanical e para a reducio do custo computacional;

A utilizagdo de pontos de massa facilitou o controle da massa total, translacional e
rotacional, e de sua distribuicdo no modelo. Todavia, aumentou consideravelmente o
custo computacional. Adicionalmente, a obtencdo de concentragdes de tensdo a partir
dos pontos de massa especificados é comum, sendo evitada, caso ndo representativa, a
partir da associag¢do do ponto a uma maior quantidade de elementos, o que, por sua vez,
aumenta ainda mais o custo computacional;

O mantimento dos graus de liberdade que permitem os deslocamentos translacionais e
rotacionais dos pneus - conforme o projeto das geometrias de suspensdo e direcdo - é
vital para maior representatividade em rigidez. Do contrdrio, tem-se esforcos indevidos
de alta magnitude, além de uma distribui¢do de tensdo equivocada;

A preparagdo de geometria, conforme os passos especificados, atuou de forma incisiva
para correta discretizacdo do modelo, sendo a etapa mais longa do processo de
modelagem computacional realizado;

A discretizag@o do chassi em sua porcao superior a partir de elementos de viga atuou na
reduc@o do custo computacional, em funcdo do menor nimero de elementos e nés do
modelo. Todavia, esta estratégia de modelagem ndo apresenta vantagem caso seja
necessdrio um grande nimero de juntas cinematicas “viga-casca” para compatibilizar
os deslocamentos;

A andlise modal utilizada para verificacdo dos graus de liberdade foi decisiva para a
correta configuracdo das diversas juntas cinematicas utilizadas no modelo, permitindo
maior aproximacdo a cinemdtica de suspensdo especificada em projeto, menor
assimetria e maior representatividade em rigidez e massa;

A criacdo das molas fracas permitiu a exclusdo de modos de corpo rigidos induzidos
pelos graus de liberdade das juntas cinematicas entre os pneus € as bases excitadoras,
que atuam de forma semelhante a contatos sem atrito, permitindo o deslizamento lateral

e longitudinal dos pneus relacdo as bases. A partir desta exclusdo, foi possivel executar



10.

11.

12.

13.

14.

verificacdes estdticas no modelo, como a utilizada para obten¢do dos valores de tensdao
de resposta estatica. Mesmo a partir da presenga de um modo de baixa frequéncia
associado ao deslizamento do veiculo, conforme posto na andlise modal, as frequéncias
de resposta das andlises transientes evidenciaram baixa participacdo deste modo;

No modelo mecanico, ndo foi especificado o contato entre os pratos das molas de duplo
estdgio de suspensdo. Isto foi feito pois, conforme a geometria dos obsticulos e a
resposta dindmica do veiculo, ndo € previsto o fechamento das primeiras molas, de
modo que o veiculo opera unicamente no primeiro estigio de suspensdo. A partir de
obstaculos de maior perfil, faz-se necessaria a definicdo destes contatos, para que nao
haja penetracdo do prato inferior no prato intermediario;

Embora ndo seja o componente alvo do presente trabalho, foi observado um nivel de
tensdo elevado associado aos links de suspensao traseiros, o que evidencia a necessidade
de verificacdo da geometria de suspensio traseira;

O chassi pode ser reforcado localmente nas porcdes de anélise identificadas a partir do
presente trabalho, propiciando um maior coeficiente de segurancga para a falha estatica
por sobrecarga, modo de falha critico, conforme estabelecido anteriormente;

O particionamento da andlise estrutural transiente em trés, conforme cada obsticulo, foi
benéfica em funcao da melhor logistica dos recursos computacionais € do menor tempo
de retrabalho a partir de erros no modelo. O tempo de solu¢do médio para cada andlise
foi de aproximadamente 2 horas. Todavia, este particionamento sé foi possivel em
fun¢do da “independéncia dindmica” provida pela propria via de operagao, sendo ainda
necessdrio o tratamento dos dados de tensdo para exclusao de niveis inferiores a resposta
estdtica nas porcdes de inicio da andlise, conforme especificado no trabalho;

A linearidade geométrica do modelo limita as fungdes de excitacdo a obstaculos de
baixo perfil. Embora inicialmente planejado, o0 modelo ndo pdde ser solucionado com
as nao linearidades do material e geométrica, em funcdo do elevado custo
computacional, associado as diversas ‘“sub-soluc¢des” a partir do método de Newton-
Raphson, para convergéncia de cada incremento de tempo;

Embora tenham sido utilizadas diversas estratégias para reducdo do custo
computacional, o modelo elaborado ainda é proibitivo, primordialmente em fun¢ao da
memoria RAM requisitada: aproximados 30 gb. Adicionalmente, o armazenamento
também pode se configurar como fator limitante, ao passo que, com as solucdes, o

modelo tem um arquivo de tamanho total de aproximadamente 100 gb.



5.3.Trabalhos futuros

Sdo sugeridos os seguintes trabalhos futuros, em continuidade ao trabalho elaborado:

1. Validacdo experimental do modelo computacional elaborado a partir da aquisi¢do de
dados no protétipo SB-22, a partir de andlise comparativa em deslocamento
(transdutores lineares), aceleracdo (acelerdmetros) e tensdo (extensdmetros) nos pontos
de andlise, com base em um obstaculo padrio.

2. Reducdo do custo computacional do modelo construido a partir de uma estratégia
diferenciada para a consideracdo da massa e de sua distribuicdo. Pode ser avaliada a
possibilidade de adocdo da estratégia Mass Scaling no modelo;

3. Revisdo do perfil de operacdo do veiculo, com alteracao na via de operacao (obstaculos
de maior perfil) e na velocidade de operacdo (menor velocidade), e posterior andlise
transiente ndo linear, considerando as ndo linearidades geométrica e do material.
Consideracao da possibilidade de descolamento do pneu, a partir da utilizagdo de
contatos;

4. Constru¢do de modelo dindmico multicorpo de quarto de carro, para as por¢des dianteira
ou traseira. Isto poderia reduzir o custo computacional e ainda possibilitar diversas
andlises posteriores, embora a representatividade em rigidez e massa fosse afetada;

5. Modelagem computacional do pneu considerando sua rigidez e curso de deflexdo, para
correta representacdo do ride rate. Posterior acoplamento no modelo de veiculo
completo ou de quarto de carro;

6. Analise estrutural das por¢des de analise do chassi acoplando uma metodologia de

modelagem computacional de juntas soldadas.
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ANEXO A - FUNCOES DE EXCITACAO
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0

250,0000

250,0000

250,0000

250,0000

250,0000

250,0000

2,800

15792,000
0

250,0000

250,0000

250,0000

250,0000

250,0000

250,0000

2,820




15904000 | - ¥ - - - — T80
0 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 0
16016,000 | - § ) : ) T
0 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 0
16128000 | - § ) : ) T,
0 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 0
16240000 | - § ) : ) X
0 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 0
16352,000 | - § ) : ) X,
0 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 0
16464000 | - ) ; : _ R YT,
0 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 250,0000 | 0
16576000 | - - X0
0 2500000 | 250,0000 | 0000 | 0.0000 | 10,0000 | 0,0000 | =,
16688,000 | - ) X
0 250,0000 | 250,0000 | 00000 | ©0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | =,
16800,000 | - ) o
0 2500000 | 250,0000 | 00000 | 00000 | 0,0000 | 0,000 | ")
16912,000 | - § ol
0 250,000 | 250.0000 | 0000 | 0.0000 | 0.0000 | 00000 | g
17024000 | - - o
0 250,000 | 250.0000 | 0000 | 0.0000 | 0.0000 | 00000 | g
17136,000 | - ; o
0 250,000 | 250.0000 | 0000 | 0.0000 | 0.0000 | 00000 | ]
17248000 | - ) oG
0 250.0000 | 250.0000 | 0000 | 0.0000 | 0.0000 | 00000 | g
17360,000 | - ) X
0 250,000 | 250.0000 | 0000 | 0.0000 | 0.0000 | 00000 | g
17472,000 | - ) Xl
0 250.0000 | 250.0000 | 00000 | 0,000 | 0,0000 | 00000 |
17584000 | - ) X
0 2357143 | 2357143 | 142857 | 14,2857 | 00000 | 0,000 |,
17696,000 | - 5 X
0 2014286 | 2214286 | 235714 | 285714 | 00000 | 00000 | )
17808000 | - § X
0 207.1429 | 207.1429 | 428571 | 428571 | 00000 | 0,000 |,
17920000 | - ) 00
0 192.8571 | 192.8571 | O71429 | 57.1429 | 0,0000 | 0,0000 | "
18032,000 | - ) ol
0 178.5714 | 178.5714 | 714286 | 71,4286 | 0,0000 | 0,0000 | "
18144000 | - - o
0 164.2857 | 1640857 | 857143 | 857143 | 0,0000 | 0,0000 |~y
18256,000 | - - G
0 150,0000 | 150,0000 | 1000000 | 100,0000 | 0,0000 | 0,0000 |~y
18368000 | - ) G
0 1642857 | 1640857 | 357143 | 857143 | 0,0000 | 00000 | 7,
18480,000 | - } 0
0 178.5714 | 178.5714 | 714286 | 71,4286 | 0,0000 | 0,0000 | 7




18552.000 1028571 | 1928571 | 571429 | 571429 | 00000 | 0,0000 320
18702000 2071429 | 207 1429 | 428571 | 428571 | 0,0000 | 0,0000 40
18816000 221 4286 | 2214086 | 285714 | 285714 | 0,000 | 00000 90
18928000 2357143 | 2357143 | 142857 | 142857 | 142857 | 142857 80
19042,000 2500000 | 250.0000 | 0:0000 | 00000 | 285714 | 28,5714 0
19152000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 428571 | 428571 420
19264000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 57,1429 | 57,1429 0
19376000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 714286 | 714286 190
19488.000 2500000 | 2500000 | 00000 | 00000 | 85,7143 | 857143 50
19609.000 2500000 | 2500000 | 0:0000 | 0.0000 | 100,0000 | 100,0000 %0
19712.000 2500000 | 2500000 | 00000 | 0.0000 | 85,7143 | 857143 20
1982000 2500000 | 2500000 | 0:0000 | 0.0000 | 714286 | 714286 40
19938’000 2500000 | 250.0000 | 0-0000 | 00000 | 57,1429 | 57,1429 3’%60
20045’000 2500000 | 250.0000 | 0-0000 | 00000 | 428571 | 42,8571 3’%80
20160.000 2357143 | 2357143 | 142857 | 142857 | 285714 | 2855714 0%
20273’000 11 186 | 2214086 | 285714 | 285714 | 142857 | 142857 3’%20
20383’000 2071429 | 207 1420 | 428571 | 428571 | 0,0000 | 0,0000 3’%40
20498’000 1028571 | 1928571 | 571429 | 571429 | 0,0000 | 0.0000 3’%60
20008000 1785714 | 178.5714 | 714286 | 714286 | 00000 | 0,0000 080
20720000 1 602857 | 1642857 | 557143 | 857143 | 0,000 | 0,000 >0
20832000 1 500000 | 1500000 | 100:0000 | 100,0000 | 0,0000 | 0,000 120
20980001 12857 | 164257 | 857143 | 857143 | 00000 | 00000 40
21056.000 1785714 | 1785714 | 714286 | 714286 | 00000 | 0.0000 790
21168000 1028571 | 1928571 | 571429 | 571429 | 0,0000 | 0.0000 780




21280.000 2071429 | 207 1420 | 428571 | 42,8571 | 0,000 | 0,000 800
21393000 221 4286 | 2214086 | 285714 | 285714 | 0,000 | 0,0000 820
21504000 2357143 | 2357143 | 142857 | 142857 | 142857 | 142857 0
21016.000 2500000 | 250.0000 | 0:0000 | 00000 | 285714 | 28,5714 890
21728000 2500000 | 250.0000 | 0-0000 | 00000 | 428571 | 42,8571 880
21840000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 57,1429 | 57,1429 0
21995000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 714286 | 714286 020
22004000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 857143 | 857143 40
22176.000 2500000 | 2500000 | 0:0000 | 0.0000 | 100,0000 | 100,0000 000
22285000 2500000 | 2500000 | 00000 | 0.0000 | 85,7143 | 857143 080
2240000 2500000 | 2500000 | 00000 | 0.0000 | 714286 | 714286 0
212,000 2500000 | 2500000 | 00000 | 00000 | 57,1429 | 57,1429 e
22623’000 2500000 | 250.0000 | 0-0000 | 00000 | 428571 | 42,8571 4’%40
227360.000 2357143 | 2357143 | 142857 | 142857 | 285714 | 2855714 00
22848000 11 156 | 221486 | 255714 | 28,5714 | 142857 | 142857 %0
22968’000 2071429 | 207 1420 | 428571 | 428571 | 0,0000 | 0,0000 4’1)00
23073’000 1028571 | 1928571 | 571429 | 571429 | 0,0000 | 0.0000 4’1)20
23183’000 1785714 | 1785714 | 714286 | 714286 | 00000 | 0.0000 4’1)40
23200.000 1642857 | 1640857 | 57143 | 857143 | 00000 | 0,0000 o
200001 500000 | 1500000 | 100:0000 | 100,0000 | 0,0000 | 0,000 b
2200 | 602857 | 1642857 | 557143 | 857143 | 0,000 | 0,000 0
23032.000 1785714 | 1785714 | 714286 | 714286 | 00000 | 00000 220
2ITAL000 1028571 | 1928571 | 571429 | 571429 | 0,0000 | 0.0000 20
23830.000 2071429 | 207 1420 | 428571 | 428571 | 0,0000 | 0,0000 200




23968000 11286 | 221 a6 | 285714 | 28,5714 | 0,000 | 0,000 250
24088000 2357143 | 2357143 | 142857 | 142857 | 142857 | 142857 0
2155000 2500000 | 250.0000 | 0:0000 | 00000 | 285714 | 28,5714 220
24304000 2500000 | 250.0000 | 0-0000 | 00000 | 428571 | 42,8571 a0
210,000 2500000 | 250.0000 | 0-0000 | 0.0000 | 57,1429 | 57,1429 200
22000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 714286 | 714286 4250
208000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 857143 | 857143 Y
2T 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 100,0000 | 100,000 e
24864,000 2500000 | 2500000 | 00000 | 00000 | 85,7143 | 857143 0
24976.000 2500000 | 2500000 | 00000 | 0.0000 | 714286 | 714286 400
2088000 2500000 | 2500000 | 00000 | 00000 | 57,1429 | 57,1429 s
29200.000 2500000 | 2500000 | 00000 | 00000 | 42,8571 | 42,8571 200
25313’000 2500000 | 250.0000 | 0:0000 | 00000 | 285714 | 28,5714 4’%20
25423’000 2500000 | 250.0000 | 0-0000 | 00000 | 142857 | 142857 4’%40
29336000 2500000 | 250.0000 | ©:0000 | 00000 | 0,0000 | 0,0000 1200
22048000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 0,0000 | 00000 1280
2760000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 0,0000 | 00000 o
2872000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 0,0000 | 00000 020
2984000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 0,0000 | 00000 040
20096.000 2500000 | 2500000 | 0:0000 | 0.0000 | 0,000 | 0,000 000
20208000 2500000 | 2500000 | 0:0000 | 0.0000 | 0,000 | 0,000 080
20320.000 2500000 | 2500000 | 0:0000 | 0.0000 | 0,000 | 0,000 100
20432000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 0,0000 | 00000 b2
20544000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 0,0000 | 00000 b0




20036.000 2500000 | 2500000 | 0:0000 | 0.0000 | 0,000 | 0,0000 100
20768000 2500000 | 250.0000 | 0-0000 | 00000 | 0,000 | 00000 80
20881000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 0,0000 | 00000 80
20998000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 0,0000 | 00000 820
27104000 2500000 | 250.0000 | 0-0000 | 00000 | 0,0000 | 0,000 -840
2721(?’000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 0,0000 | 00000 4’%60
27328000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 0,0000 | 00000 050
278000 2500000 | 250.0000 | 0000 | 00000 | 0,0000 | 00000 o
27332000 2500000 | 2500000 | 0:0000 | 0.0000 | 0,000 | 0,000 20
27064.000 2500000 | 2500000 | 0:0000 | 0.0000 | 0,000 | 0,000 ot0
27776.000 2500000 | 2500000 | 00000 | 0.0000 | 0,000 | 0,0000 00
27885000 2500000 | 2500000 | 00000 | 0.0000 | 0,000 | 0,0000 %0
28000000 2500000 | 250.0000 | ©:0000 | 00000 | 0,0000 | 0,0000 >0




ANEXO B - ANALISE DE FALHA POR FADIGA

PONTO DE ANALISE ASSOCIADO AO MEMBRO “SIM” DIREITO

i n; amisesai amisesmi o-equivi Ni Di
) |() (MPa) (MPa) (MPa) (-) (-)

1 1 12,2290 73,2410 14,4271 2,3040E+20 | 4,3403E-21
2 105 26,5265 81,5435 31,9453 2,0131E+16 | 2,4837E-17
3 105 27,1155 80,9545 32,6065 1,5822E+16 | 3,1601E-17
4 105 45,2005 99,0395 56,9292 2,2588E+13 2,2136E-14
5 105 47,7070 96,5330 59,6941 1,2934E+13 | 3,8657E-14
6 |05 60,2270 109,0530 77,8986 5,6590E+11 8,8354E-13
7 1 30,3940 61,1570 34,8243 7,2995E+15 1,3700E-16
8 1 0,1375 34,6885 0,1482 5,4714E+43 1,8277E-44
9 1 17,3600 47,4280 19,2602 7,7137E+18 1,2964E-19
10 1 32,7015 60,7675 37,4334 3,1219E+15 | 3,2032E-16
11 1 24,1020 76,0480 28,6314 7,2955E+16 1,3707E-17
12 1 46,7575 74,9825 55,3985 3,1120E+13 | 3,2134E-14
13 1 36,9410 60,6160 42,2711 7,4794E+14 1,3370E-15
14 1 64,1840 85,2860 78,0270 5,5505E+11 1,8016E-12
15 1 32,5430 78,0170 38,8477 2,0187E+15 | 4,9536E-16
16 1 29,8575 74,2425 35,3109 6,2008E+15 1,6127E-16
17 1 70,5575 88,2125 86,4147 1,6712E+11 5,9838E-12
18 1 10,5515 38,2955 11,4648 3,4347E+21 2,9115E-22
19 1 43,1570 59,7030 49,2769 1,2328E+14 | 8,1115E-15
20 1 7,0820 71,8890 8,3273 1,4737E+23 6,7858E-24
21 1 29,9245 89,6255 36,7822 3,8373E+15 | 2,6060E-16
22 1 0,6240 92,4610 0,7726 2,0293E+35 | 4,9277E-36
23 1 53,0075 87,5815 6,1230 5,4739E+24 | 1,8268E-25
24 1 17,7195 82,9005 21,4120 2,2208E+18 | 4,5028E-19
25 1 3,4380 56,3570 3,8946 1,1181E+27 | 8,9435E-28
26 1 2,7260 28,2240 2,8960 3,6394E+28 | 2,7477E-29
27 1 46,1460 68,8440 53,8592 4,3343E+13 2,3072E-14
28 1 1,1170 22,5800 1,1721 1,5120E+33 6,6136E-34
29 1 3,5065 74,0855 4,1454 5,3689E+26 | 1,8626E-27
30 1 3,4275 80,3025 4,1149 5,8555E+26 1,7078E-27
31 1 15,9425 70,9595 18,7033 1,0891E+19 | 9,1818E-20
32 1 56,8300 66,9600 66,0270 3,9531E+12 | 2,5297E-13
33 1 0,5 80,0244 89,2556 98,2703 3,6865E+10 1,3563E-11
34 1 85,5905 105,6795 109,7083 1,0103E+10 | 9,8978E-11
35 1 38,8190 75,3410 46,0336 2,7448E+14 | 3,6432E-15
36 1 28,8415 126,1185 39,0993 1,8711E+15 | 5,3443E-16
37 1 48,2005 122,4095 64,6672 5,0487E+12 1,9807E-13
38 1 78,3010 112,8990 102,3347 2,2893E+10 | 4,3682E-11
39 1 51,2145 79,9855 61,4368 9,2221E+12 1,0844E-13
40 1 12,4180 62,0830 14,2596 2,6431E+20 | 3,7835E-21
41 1 1,5900 53,2460 1,7880 1,0546E+31 | 9,4826E-32
42 1 0,9755 48,9205 1,0860 3,7052E+33 | 2,6989E-34
43 1 3,8920 48,4860 4,3286 3,2289E+26 | 3,0971E-27




44 1 11,2725 55,3325 12,7388 9,9521E+20 | 1,0048E-21
45 1 3,7400 49,0310 4,1648 5,0817E+26 | 1,9679E-27
46 1 1,6015 53,5935 1,8024 9,5968E+30 | 1,0420E-31
47 1 3,2075 56,7325 3,6367 2,5021E+27 | 3,9967E-28
48 1 2,8725 57,8895 3,2658 8,8624E+27 | 1,1284E-28
49 1 20,2375 63,0565 23,2928 8,2537E+17 | 1,2116E-18
50 1 28,9305 55,2855 32,6900 1,5353E+16 | 6,5132E-17
51 1 57,4830 90,8770 70,8830 1,7163E+12 | 5,8263E-13
52 1 60,9235 92,0465 75,3515 8,3651E+11 1,1954E-12
53 1 61,2180 131,4920 84,2679 2,2463E+11 | 4,4518E-12
54 1 88,8550 107,2250 114,3640 6,1982E+09 | 1,6134E-10
55 1 19,6550 137,7750 27,5512 1,1466E+17 | 8,7217E-18
56 1 58,0615 115,6285 76,4502 7,0561E+11 1,4172E-12
57 1 89,6765 145,2435 128,5017 1,5746E+09 | 6,3509E-10
58 1 38,6325 66,3975 44,8236 3,7542E+14 | 2,6637E-15
59 1 38,2695 65,0005 44,2532 4,3643E+14 | 2,2913E-15
60 1 69,6660 95,7740 86,9988 1,5439E+11 | 6,4769E-12
61 1 23,6450 153,6150 34,7492 7,4873E+15 | 1,3356E-16
62 1 63,5750 122,9650 85,4265 1,9131E+11 | 5,2270E-12
63 1 91,9085 134,3615 127,5622 1,7164E+09 | 5,8260E-10
64 1 34,8585 76,8315 41,4896 9,3142E+14 | 1,0736E-15
65 1 123,4660 147,9140 178,3399 3,3402E+07 | 2,9938E-08
66 1 39,8715 64,7985 46,0833 2,7103E+14 | 3,6897E-15
67 1 67,4895 93,3205 83,7470 2,4162E+11 | 4,1388E-12
68 1 23,5900 148,1800 34,1017 9,3401E+15 | 1,0707E-16
69 1 64,7815 120,7285 86,5069 1,6504E+11 | 6,0593E-12
70 1 84,7525 134,0275 117,5169 4,5020E+09 | 2,2212E-10
71 1 36,0740 77,9960 43,0605 6,0174E+14 | 1,6619E-15
72 1 26,6105 58,0325 30,2640 3,8012E+16 | 2,6308E-17
73 1 15,8580 62,8870 18,2447 1,4582E+19 | 6,8578E-20
74 1 10,1745 70,3945 11,9200 2,1732E+21 | 4,6016E-22
75 1 7,6640 65,3270 8,8693 7,0221E+22 | 1,4241E-23
76 1 35,7615 55,5995 6,5150 2,6393E+24 | 3,7889E-25
77 1 7,2325 50,8055 8,0872 2,0786E+23 | 4,8109E-24
78 1 0,5 140,4294 149,6606 203,9127 6,9121E+06 | 7,2337E-08
79 1 0,5 135,4740 154,6160 199,7064 8,8314E+06 | 5,6616E-08
80 | 0,5 122,6640 141,8060 173,9882 4,4659E+07 | 1,1196E-08
81 | 0,5 117,8755 146,5945 169,5923 6,0334E+07 | 8,2872E-09
82 |05 26,9885 55,7075 30,5260 3,4349E+16 | 1,4557E-17
83 1 05 20,8465 61,8495 23,9246 6,0257E+17 | 8,2978E-19
84 | 0,5 9,6340 50,6370 10,7683 7,1763E+21 6,9673E-23
85 1 05 8,7465 51,5245 9,7965 2,1817E+22 | 2,2918E-23
86 | 0,5 35,7240 48,5020 6,3663 3,4623E+24 | 1,4441E-25

-




PONTO DE ANALISE ASSOCIADO AO MEMBRO “SIM” DIREITO

i n; amisesai amisesmi aequivi Ni Di
)| () (MPa) (MPa) (MPa) (-) (-)

1 105 40,0060 75,4740 47,4568 1,9189E+14 | 2,6056E-15
2 1 43,0620 68,0380 50,1615 1,0001E+14 | 9,9986E-15
3105 51,9705 63,5095 59,8817 1,2466E+13 | 4,0109E-14
4 1 25,2790 115,5710 33,2799 1,2442E+16 | 8,0371E-17
5 1 42,6175 124,4925 57,5112 2,0042E+13 | 4,9894E-14
6 1 60,6205 134,4595 84,1606 2,2802E+11 | 4,3856E-12
7 1 47,3810 100,9090 59,9693 1,2254E+13 | 8,1609E-14
8 10,5 108,5955 120,1345 1447757 3,8756E+08 | 1,2901E-09
9 1 66,4840 80,2960 79,8159 4,2520E+11 | 2,3518E-12
10| 1 61,3345 108,2155 79,1527 4,6903E+11 | 2,1321E-12
11] 1 93,2610 130,8490 128,1399 1,6276E+09 | 6,1438E-10
121 0,5 110,7353 117,9947 146,7575 3,3031E+08 | 1,5137E-09
13] 1 34,5350 150,2650 50,2388 9,8220E+13 | 1,0181E-14
14| 1 83,6820 121,3580 111,9417 7,9719E+09 | 1,2544E-10
15] 1 76,8230 106,3670 98,6511 3,5226E+10 | 2,8388E-11
16 | 1 84,4125 97,5875 105,9132 1,5283E+10 | 6,5432E-11
17 ] 1 16,9400 76,6530 20,1536 4,5266E+18 | 2,2092E-19
18] 1 42,5555 80,4045 51,1029 8,0377E+13 | 1,2441E-14
19| 1 83,5770 96,3830 104,5362 1,7825E+10 | 5,6102E-11
20| 1 28,9748 38,2842 31,4820 2,3903E+16 | 4,1835E-17
21 10,5 120,9903 128,2497 165,0138 8,3233E+07 | 6,0072E-09
22| 1 24,6120 34,7830 26,5317 1,7861E+17 | 5,5987E-18
23 | 1 13,4760 46,7870 14,9290 1,5412E+20 | 6,4882E-21
24 | 1 6,2975 57,8255 7,1586 8, 7198E+23 | 1,1468E-24
251 1 0,2265 49,5065 0,2525 1,0405E+41 | 9,6108E-42
26 1 1,3565 21,0835 1,4187 1,6009E+32 | 6,2464E-33
271 1 24,1055 42,7375 26,4577 1,8458E+17 | 5,4177E-18
28| 1 76,2695 89,5505 93,7299 6,4289E+10 | 1,5555E-11
291 1 30,0145 59,5535 34,2586 8,8495E+15 | 1,1300E-16
30| 1 22,8795 90,8905 28,2140 8,6704E+16 | 1,1534E-17
31| 1 40,9260 96,7140 51,2334 7,8002E+13 | 1,2820E-14
321 1 70,5505 85,2395 85,7565 1,8284E+11 | 5,4694E-12
331 1 23,8625 37,0745 25,8566 2,4183E+17 | 4,1352E-18
341 1 45,9420 58,8480 52,3506 6,0530E+13 | 1,6521E-14
35| 1 15,8485 42,4135 17,3821 2,5770E+19 | 3,8805E-20
36| 1 0,6400 32,4050 0,6863 8,1735E+35 | 1,2235E-36
371 1 1,6720 31,9860 1,7912 1,0331E+31 | 9,6796E-32
38| 1 2,8245 32,7775 3,0312 2,1289E+28 | 4,6972E-29
391 1 3,4850 32,3790 3,7367 1,8189E+27 | 5,4979E-28
40 | 1 1,7905 34,3095 1,9281 4,3454E+30 | 2,3013E-31
41 | 1 1,7145 37,1825 1,8582 6,7068E+30 | 1,4910E-31
42 | 1 2,4180 36,4990 2,6167 1,1993E+29 | 8,3380E-30
43 1 1 8,0230 34,7180 8,6475 9,4567E+22 | 1,0574E-23




44 1 1 21,0305 42,7305 23,0822 9,1838E+17 | 1,0889E-18
45| 1 42,6280 66,4020 49,4599 1,1803E+14 | 8,4727E-15
46 | 1 47,8735 71,3065 56,2115 2,6222E+13 | 3,8137E-14
471 1 59,0645 91,3755 72,9264 1,2288E+12 | 8,1377E-13
48 1 1 79,0350 90,7250 97,4210 4,0826E+10 | 2,4494E-11
49 1 0,5 121,7509 127,4892 165,6936 7,9306E+07 | 6,3047E-09
50| 1 21,7500 123,9700 29,3081 5,5435E+16 | 1,8039E-17
51 1 81,3795 127,3705 110,7140 9,0755E+09 | 1,1019E-10
52| 1 53,4275 93,1925 66,2757 3,7822E+12 | 2,6440E-13
53| 1 29,8615 53,5945 33,6084 1,1085E+16 | 9,0210E-17
54| 1 35,7125 52,8015 40,1191 1,3824E+15 | 7,2335E-16
55| 1 65,0705 75,8995 77,2705 6,2240E+11 | 1,6067E-12
56 | 1 19,8600 133,9200 27,5291 1,1574E+17 | 8,6398E-18
571 1 58,2425 97,9975 73,1557 1,1843E+12 | 8,4437E-13
581 1 83,3425 118,4675 110,5980 9,1880E+09 | 1,0884E-10
591 1 34,9415 57,2135 39,6619 1,5819E+15 | 6,3217E-16
60| 1 32,1945 50,1895 35,9476 5,0258E+15 | 1,9897E-16
61| 1 59,8190 77,1110 71,2476 1,6159E+12 | 6,1887E-13
62| 1 20,9850 128,9950 28,6812 7,1478E+16 | 1,3990E-17
63| 1 76,6210 120,4090 102,2263 2,3180E+10 | 4,3141E-11
64| 1 59,0195 96,5605 73,8544 1,0591E+12 | 9,4419E-13
65| 1 19,6315 43,3985 21,5797 2,0263E+18 | 4,9352E-19
66 | 1 35,6250 58,1010 40,5227 1,2290E+15 | 8,1368E-16
67| 1 14,7240 42,6510 16,1575 6,0828E+19 | 1,6440E-20
68| 1 7,1480 44,7780 7,8822 2,8110E+23 | 3,5574E-24
69| 1 35,2990 40,2860 35,7837 1,0701E+25 | 9,3452E-26
70 | 1 4,8925 35,8945 35,2873 3,0731E+25 | 3,2540E-26
71| 1 5,0090 34,0890 53,3913 2,4440E+25 | 4,0916E-26
721 0,5 123,4059 129,1441 168,7364 6,4032E+07 | 7,8086E-09
73 10,5 121,2475 131,3025 166,8093 7,3289E+07 | 6,8223E-09
74 10,5 115,5675 125,6225 156,4517 1,5572E+08 | 3,2109E-09
75 10,5 115,2155 125,9745 156,1299 1,5953E+08 | 3,1342E-09
76 | 0,5 112,9405 123,6995 152,0718 2,1743E+08 | 2,2996E-09
77 10,5 111,4435 125,1965 150,6880 2,4209E+08 | 2,0653E-09
78 1 0,5 22,6935 36,4465 24,5552 4,4380E+17 | 1,1266E-18
79 10,5 16,6490 42,4910 18,2633 1,4409E+19 | 3,4701E-20
80| 0,5 7,2595 33,1015 7,7963 3,1973E+23 | 1,5638E-24
81105 6,3385 34,0225 6,8213 1,5380E+24 | 3,2510E-25
82105 3,9005 31,5845 4,1748 4,9403E+26 | 1,0121E-27
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