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RESUMO

Este trabalho apresenta os fundamentos matematicos essenciais para o estudo do calculo
vetorial e as principais aplicagdes ao estudo da biologia. Nos capitulos iniciais, abordam-se os
conceitos basicos da teoria vetorial, incluindo a defini¢cdo de vetores, operagdes com vetores,
produto escalar, produto vetorial, bem como suas propriedades, interpretagdes geométricas e
aplicacdo desses conceitos a biologia. Posteriormente, o estudo aprofunda-se no célculo
vetorial, com foco nas integrais de linha e de superficie, bem como nos operadores vetoriais,
destacando as defini¢des e aplicacdes de gradiente, divergente e rotacional. Os capitulos
seguintes exploram os Teoremas de Green, Stokes e Divergente (Gauss), que sdo pilares
fundamentais no estudo do calculo vetorial. O trabalho ¢ concluido com aplica¢des do calculo
vetorial & biologia, demonstrando como conceitos matematicos podem ser utilizados para
modelar e analisar fenomenos biologicos complexos, promovendo uma compreensao

interdisciplinar.

Palavras-chave: vetor; calculo vetorial; aplicacdes nos ramos da Biologia.



ABSTRACT

This work presents the essential mathematical foundations for the study of vector calculus and
its main applications in biology. The initial chapters address the basic concepts of vector theory,
including the definition of vectors, vector operations, dot product, cross product, as well as their
properties, geometric interpretations, and the application of these concepts to biology.
Subsequently, the study delves deeper into vector calculus, focusing on line and surface
integrals, as well as vector operators, emphasizing the definitions and applications of gradient,
divergence, and curl. The following chapters explore Green’s Theorem, Stokes’ Theorem, and
the Divergence Theorem (Gauss’ Theorem), which are fundamental pillars in the study of
vector calculus. The work concludes with applications of vector calculus in biology,
demonstrating how mathematical concepts can be used to model and analyze complex

biological phenomena, fostering an interdisciplinary understanding.

Keywords: vector; vector calculus; applications in Biology.
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1 INTRODUCAO

O estudo dos fendomenos biologicos exige uma abordagem interdisciplinar, onde
conceitos de diferentes areas do conhecimento convergem para explicar a complexidade da
vida. Nesse contexto, o calculo vetorial surge como uma ferramenta indispensavel, oferecendo
uma linguagem matematica precisa para descrever e analisar processos bioldgicos que
envolvem forcas, movimentos e interagdes espaciais.

Desde o estudo da biomecanica do corpo humano até a modelagem de fluxos em
sistemas circulatorios ou ecossistemas, o calculo vetorial permite representar grandezas como
forca, velocidade e aceleragdo, fundamentais para entender a dindmica dos sistemas vivos.
Além disso, a aplicagdo do calculo vetorial em areas como biologia celular, neurociéncia e
ecologia amplia a compreensdo de fendmenos microscopicos e macroscopicos, como o
transporte intracelular, a propagacao de sinais neurais e o movimento de populagoes.

Esta dissertacdo tem como objetivo explorar os conceitos basilares de vetores bem
como o célculo alicer¢ado nesse e suas aplicagdes (célculo vetorial) na biologia por meio da
resolucdo de questdes, com foco em situagdes corriqueiras do cotidiano de pessoas ditas
normais, como por exemplo uma simples corrida com o intuito de um condicionamento fisico
ou melhoria na satde, como também no fato de como se comporta alguns virus e seus contato
com soros, sua utilizagdo para modelar fendmenos dinamicos e compreender interacdes
complexas nos sistemas vivos.

Ao integrar ferramentas matemadticas ao estudo bioldgico, busca-se ndo apenas
descrever os processos naturais com maior precisdo, mas também oferecer subsidios para
avangos em areas aplicadas, como a biotecnologia, a medicina e a conservacdo ambiental.
Assim, esta investigacdo ressalta o potencial do calculo vetorial como um elo entre a
matematica e a biologia, promovendo a inovagdo e a compreensdo integrada dos sistemas

biologicos.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA DO CALCULO VETORIAL

O calculo vetorial ¢ uma area da matematica que combina algebra linear, calculo
diferencial e integral para estudar fungdes vetoriais, integrais de linha, campos vetoriais, suas
propriedades e aplicagdes. Ele ¢ fundamental em diversas areas, como fisica, biologia,
engenharia e computagdo, pois permite modelar fendmenos que envolvem grandezas vetoriais,
como forcgas, velocidades e fluxos. James Clerk Maxwell (1831-1870), renomado fisico e
matematico escocés, reconheceu a importancia fundamental do calculo vetorial para a
formulagdo de suas famosas equagdes do eletromagnetismo, que revolucionaram a fisica. Em
seus estudos, ele enfatizou que a analise detalhada dos campos vetoriais desempenha um papel
indispensavel para a compreensao profunda da interagdo entre as forgas naturais que atuam no
espago tridimensional. Esse conceito ndo apenas reflete a sofisticagdo matematica de sua
abordagem, mas também evidencia como o célculo vetorial se tornou uma ferramenta crucial
para descrever os fendmenos fisicos com precisdo e clareza (Maxwell, 1865).

No contexto bioldgico, sua aplicagdo se revela essencial desde o mais basico, como
a aplicacdo de vetores, ao estudo de fendmenos que envolvem movimento, interacao de forgas
e dinamicas espaciais em sistemas vivos. Esta dissertacdo de maneira tedrica e com aplicagdes
busca explorar as bases conceituais do calculo vetorial e suas interfaces com a biologia,
oferecendo uma visao ampla das suas contribui¢cdes na compreensao de processos naturais. Na
biologia, o célculo vetorial ¢ amplamente empregado em areas como a biomecanica, a biofisica,
a fisiologia e a ecologia. Na biomecénica, por exemplo, o célculo vetorial ¢ usado para analisar
as forcas exercidas por musculos, a dindmica das articulagdes e os movimentos complexos do
corpo humano. Ja na biofisica, ele € crucial para modelar fluxos de particulas em sistemas
celulares, como o transporte de ions em canais i6nicos e a difusdo de moléculas. Na fisiologia
cardiovascular, o estudo do fluxo sanguineo em artérias e veias depende de conceitos como o
gradiente vetorial e o fluxo volumétrico. Por outro lado, na ecologia, o célculo vetorial auxilia
na analise do deslocamento de populagdes, como o movimento de espécies migratorias ou a
dispersdao de sementes no ambiente.

O calculo vetorial, uma ferramenta fundamental em diversas areas da ciéncia,
estabelece conexdes intrigantes entre campos aparentemente distintos, como a fisiologia
cardiovascular e a ecologia. Enquanto na fisiologia ele ¢ essencial para entender o gradiente de
pressdo que impulsiona o fluxo sanguineo em artérias e veias, na ecologia auxilia na modelagem
dos deslocamentos populacionais e na dispersao de organismos no ambiente. Essa versatilidade

reflete a profundidade do pensamento de Josiah Willard Gibbs (1839 — 1903), que contribuiu
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significativamente para a formalizagdo desse ramo da matemadtica, permitindo que fosse
aplicado para descrever fendmenos complexos em escalas tdo distintas quanto a circulagao
sanguinea ¢ o movimento das espécies na natureza.

Josiah Willard Gibbs (1839-1903), um dos principais responsaveis pelo
desenvolvimento formal do calculo vetorial, destacou em seus trabalhos a relevancia dessa
abordagem matematica para a fisica. Em 1881, ele enfatizou que os métodos de andlise vetorial
ndo apenas simplificam os calculos, mas também proporcionam uma clareza conceitual
incomparavel na formulagdo e no entendimento dos principios fundamentais da fisica. Essa
visdo reflete a importancia do céalculo vetorial como uma linguagem universal para descrever
de forma precisa os fendmenos naturais (Gibbs, 1881).

Gibbs foi um dos responsaveis por popularizar o uso do célculo vetorial no final do
século XIX, especialmente em trabalhos relacionados a termodinamica e eletromagnetismo. Ele
desenvolveu uma notagdo formal que foi amplamente aceita por cientistas e matematicos,
facilitando o trabalho com vetores em multiplas dimensdes. Oliver Heaviside (1850-1925),
conhecido por suas contribui¢des inovadoras a aplicacdo pratica do célculo vetorial, destacou
em 1893 o papel essencial dessa ferramenta matematica na compreensdao dos fendmenos
naturais. Em uma de suas reflexdes marcantes, ele apontou que a matematica vetorial vai além
de facilitar os célculos: ela revela de maneira clara e estruturada os fundamentos subjacentes
que regem os fendmenos fisicos. Essa perspectiva ilustra como o célculo vetorial se tornou
indispensavel na andlise e na interpretacdo dos principios que governam o universo natural
(Heaviside, 1893).

Heaviside (1893), assim como Gibbs (1881), utilizou o célculo vetorial para
simplificar e interpretar as equagdes de Maxwell mostrando sua aplicacdo pratica na engenharia

elétrica e em outras areas da fisica.
2.1 Vetor
2.1.1 Sistema de coordenadas
2.1.1.1 No plano - R?
Consideremos o plano XOY definido, de acordo com Reis (2013), pelo par de retas

orientadas X e Y, perpendiculares entre si, conforme ilustrado na Figura 1.

Figura 1 — Sistema de Coordenadas (R?)
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Ay X'

Hv

Q P

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

O eixo X ¢ a direcdo horizontal, enquanto o eixo Y ¢ a dire¢do vertical. O ponto O,
correspondente a interse¢do entre as retas, ¢ a origem do sistema. Definimos OP ¢ OQ como
segmentos unitarios, adotando uma unidade de medida arbitraria. Seja A um ponto qualquer
neste plano; associamos a ele o par de coordenadas (x,y), tracando uma reta X' paralela a x e
uma reta Y’ paralela a y. As interse¢Oes dessas retas com 0s €ixos x € y, respectivamente,
determinam os pontos Ax e Ay. A intersecdo dessas retas paralelas define o ponto A. Os
nimeros X e y sdo denominados, respectivamente, abscissa e ordenada do ponto A, sendo
representados por A = (x,y).

A construcdo que acabamos de fazer nos permite estabelecer uma correspondéncia

biunivoca entre os pontos do plano e o conjunto de pares ordenados de nimeros reais (X, y).

2.1.1.2 No espago - R3

De acordo com Santos (2006) e Stewart (2016), de maneira semelhante,
introduzimos um sistema de coordenadas no espaco. Para localizar um ponto no espago, sao
necessarios trés numeros. Representamos qualquer ponto no espaco por um triplo ordenado (a,
b, ¢) de niumeros reais. Para fazer isso, primeiro escolhemos um fixo ponto O (a origem) e trés
linhas direcionadas através de O que sdo perpendiculares a cada outro, chamado de eixos de
coordenadas e rotulado como eixo x, eixo y e eixo z, esse ¢ definido como vertical, enquanto
0s €ixos X € y sao horizontais, conforme ilustrado na Figura 2, onde ¢ vista a orientacao dos
e1xo0s

Figura 2 — Sistema de coordenadas em (R?)
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-y

X .n-'/
Fonte: Stewart (2016)
Os trés eixos seguem a regra da mao direita, a qual serve para determinar a direcao
do eixo z, conforme ilustrado na Figura 3.

Figura 3 — Regra da mao direita

x

Fonte: Stewart (2016)

Nesta regra, os dedos indicam a direcdo do semieixo X positivo, 0 semieixo y
positivo estd na palma da mao, e o polegar aponta para cima no sentido do semieixo z positivo.
Assim, temos trés planos coordenados: Xy, yz e Xz.

A cada ponto P no espago, associamos um conjunto ordenado de numeros reais (a,
b, ¢), em que z ¢ chamado de cota, a ¢ a distancia (direcionada) do plano yz a P, b ¢ a distancia
do plano xz a P, e ¢ ¢ a distancia do plano xy a P. Chamamos a, b e ¢ as coordenadas de P, a ¢
a coordenada x, b € a coordenada y e ¢ ¢ a coordenada z. Assim, para localizar o ponto (a, b, ¢),
podemos comecar na origem O e mover a ao longo do eixo x, depois b unidades paralelas ao
eixo y e, em seguida, ¢ unidades paralelas ao eixo conforme ilustrado na Figura 4.

Figura 4 — Representacao do ponto P =(a, b, ¢)

e Pla,b,c)

Fonte: Stewart (2016)

O ponto P determina uma caixa retangular, um paralelepipedo, conforme ilustrado

na Figura 5. Se deixar cair uma perpendicular de P no plano xy, obtemos um ponto Q = (a, b,
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0), chamando de projecao de P no plano xy. De maneira andloga S = (a, 0, c) e R =(0, b, ¢) sao
projecdes de P no plano xz e no plano yz, respectivamente.

Figura 5 — Caixa retangular determinado por P = (a, b, ¢)

(0,0,c)
R(0, b, c)
Sla,0,¢) 4
~Pla, b, c)
04
// —__ [(0.b,0)
- g o
(a,0,0) _{/ / —

_ Qla, b,0)
Fonte: Stewart (2016)

Um sistema de coordenadas em um espago n-dimensional, denotado por R™, € uma
generalizacdo dos sistemas de coordenadas utilizados nos espacos bidimensionais (R?) e
tridimensionais (R®). Sua defini¢io é descrita como se segue:

(1) Espaco n-dimensional (R")

O espago R™ consiste no conjunto de todas as n-uplas ordenadas de niumeros reais,

ou seja:

R™={(x1,x2,...,xn) | xi ER parai={1,2,...,n}}.
(2) Eixos de coordenadas

O espago ¢ dotado de n eixos de coordenadas mutuamente perpendiculares,

denominados X1, X2, ..., Xn. Cada eixo € associado a uma dimensao especifica.
(3) Origem
A origem do sistema de coordenadas ¢ o ponto O = (0, 0, ..., 0), onde todos os

valores das n coordenadas sao iguais a zero.

(4) Coordenadas de um ponto
Cada ponto P € R™ ¢ identificado por n nimeros reais (X1, X2, ..., Xn), chamados de
coordenadas de P. Cada x; representa a proje¢do do ponto no €ixo X;.

(5) Plano coordenado
Um plano coordenado em R™ ¢ determinado por dois eixos, como o plano xiX;,
formado pela combinagdo de dois eixos X; e Xxj, mantendo todas as outras
coordenadas constantes.

(6) Sistema ortogonal
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Em R", o sistema de coordenadas é considerado ortogonal se os vetores que
definem os eixos sdo mutuamente perpendiculares, com norma unitaria. Assim, 0s
vetores base do sistema cartesiano padrdo sdo:

e1=(1,0,...,0),e2=(0,1,...,0), ...,en= (0,0, ..., 1).

2.1.2 Distdncia entre pontos

2.1.2.1 Nareta - R

Conforme (Barbosa, 2012), antes de determinarmos essa distancia, ¢ necessario
apresentar a seguinte definicao e proposicao:
Defini¢ao 2.1 Na reta ilustrada na Figura 6, associamos o nimero real 0 (zero) a origem O. Para
cada ponto A # O, sobre o eixo x, corresponde um nimero real positivo a =d(O, A), onde d(O,
A) representa a distancia entre O e A. O niimero real a associado ao ponto A ¢ denominado a

coordenada do ponto A.

Figura 6 — Coordenada do ponto A
0 A

. o - X

a=d(0.A)

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Proposicao 2.2 Sejam a e b as coordenadas dos pontos A e B no eixo x, respectivamente.
dA,B)=|b — qaf
Demonstracio: Podemos verificar de forma simples os casosem que A=B,A=0ouB =
0.
Agora, suponha que A, B e O sejam tré€s pontos distintos e que a <b. Dessa forma,
devemos considerar trés casos:
e Casol:0<a<b
e (Caso2:a<b<0
e Caso3:b<0<a
Demonstracio: Vamos considerar apenas o primeiro caso, uma vez que 0s
demais seguem de maneira andloga.
Neste caso, temos que o ponto A estd situado entre O e B, conforme ilustrado na

Figura 7. Assim, temos:
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d(O, B)=d(0, A) +d(A,B) &
b=a+d(A,B)e
d(A,B)=b—-a=|b — a
Figura7—Caso 1: 0 <a<b

A B

S o0 QO
» O

[opio]

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

2.1.2.2 No plano - R?

Agora, estamos em condigdes de determinar a distancia entre dois pontos arbitrarios
no plano. Sejam A = (x1, y1) € B = (X2, y2) dois pontos no plano. Como ilustrado na Figura 8§, a
partir de A e B, podemos construir um triangulo retangulo ABC. Em termos das coordenadas

de A e B, as medidas dos catetos desse triangulo sdo |x1 — x| € ly1 — y2I. Assim, a medida de

sua hipotenusa é:

V= x2)% + (31 — ¥2)?

Esse valor é denominado a distancia entre A e B, e ¢ denotado por d(A,B), ou seja:

d(A, B)=/(x1 — %)% + (71 — ¥2)?

Figura 8 — Distancia entre A e B.

y
A
n >

d(A, B)

€T — g

0 T

uy

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
Exemplo 2.3 Calcule a distancia do ponto A = (1,—2) ao ponto B = (-2, 3).

Soluc¢io: Temos,

d(A,B)=/(1 - (-2))2 + (-2 —3)?
d(A, B)=+9 + 25 =+/34
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2.1.2.3 No espaco - R3

A formula bem conhecida para calcular a distancia entre dois pontos em um plano
pode ser naturalmente expandida para a seguinte formula no espacgo tridimensional. Sejam A =
(x2, Y1, Z1) € B = (X2, y2, 1) dois pontos no espago e P1 = (x1, y1, z1) € P2 = (x2, y2, 2) formando
uma caixa, como vemos na Figura 9.

Figura 9 — Distancia entre P; e P».

Pix,y.2)

Py (x5, ¥2.2,)

[ B(xs, y2.24)

XL Alxy, yi. 7)) T

-

Fonte: Stewart (2016)

Em termos das coordenadas temos que:
d(P1, A)=Ix2—x1l, d(A, B) = ly2—yil e d(P2, B) = [z2 — zi].
Como os triangulos P1BP> e P1AB sdo retangulos, temos que aplicando o teorema
de Pitdgoras duas vezes chegamos a.

d(P1, P2)> = d(P1, B)* + d(B, P»)?

d(P1, B)> = d(P1, A)’ + d(A, B)?
Combinando as duas temos que
d(P1, P2)? = d(P1, A)* + d(A, B)* + d(B, P2)?
d(P1, P2)* = Ixo—x11* + ly2—y1lI* + |z2—z1|?

Portanto

d(P, Q) =+/(xz2 — x1)2 + (y2 — y1)? + (22 — 21)?
2.1.2.4 No espaco n-dimensional - R™

Assim como ampliamos o espago bidimensional para o tridimensional, também ¢
possivel generalizar para espagos n-dimensionais. Embora esses espacos ndo possam ser
visualizados, podemos tratd-los matematicamente. Essa generalizagcdo ¢ de grande relevancia

nas ciéncias da vida, pois os sistemas e objetos que buscamos descrever matematicamente
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frequentemente envolvem multiplas varidveis. O conceito de produto cartesiano RxRxR...R,
onde o produto envolve n copias de R, ¢ denotado R™ e ¢é definido como R™ = {( X2, X2, ..., Xn)/
X2, X2, ..., Xn € R}. Este € o conjunto de todas as n-uplas ordenadas de nimeros reais.

A férmula da distancia d(P, Q) entre os pontos P = (x1, X2, ..., Xa) € Q = (y1, y2, ..., yn) € dada

por:

dP, Q)= \/(3’1 —x1)2+ (V2 — x2)%+... + (P — xp)2.
2.1.3 Conceito de vetor

Um vetor ¢ formalmente definido como um elemento pertencente a um espaco
vetorial, que possui comprimento e dire¢do. Neste estudo, o enfoque sera dado tanto aos vetores
algébricos como geométricos, pois eles desempenham um papel essencial na ciéncia como um
todo, em especial na fisica. A interpretacdo geométrica dos vetores corresponde a segmentos
de reta orientados, caracterizados por modulo, direcdo e sentido. Quando se trata de vetores,
eles apresentam as operagdes de adi¢do, subtragdo, multiplicagdo por um escalar real. Outras
operagdes e conceitos importantissimos relacionados incluem:

e Norma: Representa o comprimento ou a magnitude de um vetor.

e Angulo: é uma medida que descreve a relagdo de orientagdo entre dois vetores em um
espaco vetorial.

e Produto escalar: Mede a projecdo de um vetor em outro, resultando em um escalar.

e Produto vetorial: Gera um novo vetor perpendicular aos dois vetores iniciais, usado

para calcular areas e momentos.

Em um sistema de coordenadas, como o plano cartesiano (R?) ou o espago
tridimensional (R3), um vetor possui comprimento e dire¢iio e pode ser representado por um

conjunto ordenado de nimeros que indicam sua posi¢ao.
2.1.3.1 No plano - R?

Um vetor é representado por U = (U4, U,), onde:
e u,: componente do vetor ao longo do eixo X,

e u,: componente do vetor ao longo do eixo Y.
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Geometricamente, ele ¢ visualizado como uma seta que parte da origem O = (0, 0)
até o ponto u = (uq, Uy):
U= (ug, up)
Ou entre dois pontos qualquer, A = (X1, y1) € B = (x2, y2):

AB = (x2 - X1, Y2 -y1)
2.1.3.2 No espaco - R3

Um vetor é representado por U = (uq, Uy, Usz), onde:

e u4: componente do vetor ao longo do eixo X,
e u,: componente do vetor ao longo do eixo vy,
e u3: componente do vetor ao longo do eixo z.

Ele ¢ visualizado como uma seta no espago que parte da origem O = (0,0,0) até o

ponto u = (uy, Uy, Uz):
U= (ug, Uy, Uz)
Ou entre dois pontos qualquer, A = (X1, y1, z1) € B = (X2, y2, 22):
AB = (X2 - X1, ¥2 -Y1, 22 -Z1)
E de maneira geral podemos estender a ideia de vetores para o espaco n-

dimensional.
2.1.3.3 No Espago n-dimensional - R"
Um vetor ¢ representado por U = (Uy, Uy, ..., Uy)
2.2 Operacoes com vetores
2.2.1 Adicao de vetores
2.2.1.1 No plano - R*
Definicio 2.4 Sejam U = (uy, Uu,) € ¥ = (v4, v,), definimos a adi¢do desses vetores dada por

U+ 7= (u1vy, Uy +v,)

Essa operagdo satisfaz as seguintes propriedades onde, sejam u, U e W vetores
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quaisquer, entdo:
(1) 4+ ¥ =7 + 1, chamada de comutatividade;
(2) U+ (¥ +w)=(u+v)+w, chamada de associatividade;
(3) T+ 0=0+1,onde 0= (0, 0), existéncia do elemento neutro da adigio.
4 u+(—u)= 0, existéncia do elemento simétrico da adi¢do.
Aplicando as defini¢des dadas, as demonstragdes tornam-se triviais.
Geometricamente, podemos também definir a adi¢do entre vetores, que nesse caso
U + ¥ é a diagonal do paralelogramo demonstrado na Figura 10 onde U e ¥ estdo na origem do

plano cartesiano:

Figura 10 — Vetor soma U + v

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

As ideias desenvolvidas no plano também sdo validas para o espago.

2.2.1.2 No espago - R®

Defini¢io 2.5 Sejam U = (uy, Uy, U3) € U = (vq, V,, V3), definimos a adigdo desses vetores dada
por
— -
U+ U= (uytvg, Uy tv,, uzgtvs)
Nesse contexto a operacdo satisfaz as propriedades descritas acima também
(comutatividade associatividade e possui o elemento neutro). De maneira geral podemos

estender a ideia de adi¢do entre vetores para o espaco n-dimensional

2.2.1.3 No espago n-dimensional - R™

Defini¢iio 2.6 Sejam U = (uy, Uy, ..., U,) € U = (Vq, V3, ..., V), definimos a adigdo desses vetores
dada por

— -

U+ v=(uU;tvy, Uytv,, ..., Uptly)

Aqui mais uma vez ressaltamos que as propriedades sao satisfeitas pela operacao
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supracitada.
2.2.2 Multiplicacdo de um vetor por um escalar

Defini¢do 2.7 Sejam % = (uy, Uy), em R?, e @ em R. Definimos o produto por um escalar dado
por
a U= (auy, auy)
Essa operagdo satisfaz as seguintes propriedades onde, sejam U ¢ ¥ vetores
quaisquer e @4, @, em R, entdo:
(1) a; * (U +V)=a; U+ a; * v, chamada de distributividade;
(2) (a; + ay) " Uu=a, U+ a, U, chamada de distributividade;
(3) ay * (ap U)=(a; *a,) - U, chamada de associatividade
(4) 1 -d=1ue0 - 1=0, multiplicacdo por 1 ¢ 0.
Aplicando as defini¢des dadas, as demonstra¢des tornam-se triviais.
Geometricamente, tomando U ndo nulo, podemos também definir o produto de um
vetor por um escalar, que nesse caso a * U € um vetor com mesma dire¢do e sentido de U se «
> 0 e com mesma dire¢do e sentido contrario de U se @ < 0, como ilustrado na Figura 11.

Figura 11 — Multiplicagdo do vetor ¥ por um escalar

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
Exemplo 2.8 Sejam os vetores U = (9, -1) e ¥ = (-3, 3), determine:

— 1—)
w=u+§v

Soluc¢io: Temos
W=1+ gﬁ =(9,-1) + (-1, 1) = (8,0)
As ideias desenvolvidas no plano também valem para as demais dimensdes.
A saber, em R® — Espaco teriamos 1 = (uy, Uy, U3) € @ em R, onde o produto por um escalar é

dado por

a U= (auy, au,, aus)
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E de maneira geral em R™ — Espaco n-dimensional teriamos U = (uy, Uy, ..., Uy) €
a em R, onde o produto por um escalar ¢ dado por
a U= (auy, au,, ..., au,)
Aqui mais uma vez ressaltamos que as propriedades sdo satisfeitas para esses casos

também.
2.3 Produto interno
2.3.1 Norma de um vetor

Comecaremos apresentando uma definicdo geométrica para o produto interno entre
dois vetores. Em seguida, deduziremos sua expressdo em termos das coordenadas dos vetores
em um sistema de eixos ortogonais.

Para a abordagem geométrica, é necessario introduzir dois conceitos preliminares:
a norma de um vetor e o angulo formado entre dois vetores.

A norma ou comprimento do vetor U = AB ¢é 0 ntimero ||| dado pela distancia d(A,
B). A norma de um vetor independe da escolha do segmento representante. Com efeito, se U =
AB = CD, entdio AB = CD e, portanto, d(A, B) = d(C, D) = ||Z||.

Segundo Delgado (2013), dois segmentos orientados, a saber AB e CD, no mesmo
plano se dizem equipolentes e escrevemos AB = CD, quando satisfazem as seguintes
propriedades:

(1) Tém o mesmo comprimento;
(2) Sao paralelos ou colineares;
(3) Tém o mesmo sentido.

Segundo Elon (2014), quando os segmentos orientados AB ¢ CD no espaco E sdo

equipolentes, escrevemos AB = CD e dizemos que eles representam o mesmo vetor.

2.3.1.1 No plano - R?

Se A =(ay,a,), B=(by,b,) e U = AB, entdo

1]l =/ (b1 — a1)? + (b, — az)?

Se P = (x, y) é 0 ponto tal que % = OP , entdo
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ldll = vx% + y?
2.3.1.2 No espaco - R3

Se A= (alJ a,, a’3)9 B= (bl) bz, bg) eu= E, entiao

%]l = /(b1 — a1)? + (b2 — a2)? + (b3 — a3)?

Se P=(x,y, z) é o ponto tal que U = oP , entao

il =*7 47 + 22

2.3.1.3 No espaco n-dimensional - R™

SeA:(al,az,a3,....,an),B:(bl,bz,b3, ...,bn)eﬁ):A_B),entﬁO

dll = /(b1 — a1)? + (by — a2)? + (b3 — a3)? +... + (b, — a,)?

Se P = (x1, X2, ...., Xn) € 0 ponto tal que U = OP , entiio

I = Vx12 + x2+. .. +x,2

2.3.2 Angulos entre vetores

Sejam U e U vetores ndo nulos no plano. Definimos o dngulo entre % e ¥ como sendo
o menor angulo entre os segmentos AB e AC representantes de U e ¥, respectivamente.
Denotamos 6 = £(u, V) a medida do angulo entre U e ¥, como ilustrado na Figura 12.

Figura 12 — Angulo entre vetores

Fonte: Delgado (2013)

Vale destacar o seguinte fato relacionado a angulo entre vetores: medimos os
angulos em radianos ou em graus. Posteriormente voltaremos a falar sobre angulo quando

estivermos de posse da ideia de produto escalar.
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2.3.3 Produto interno ou escalar

Segundo Delgado (2013, p. 36), “o produto interno ¢ uma operagdo que associa a
cada par de vetores um escalar. Outro nome também utilizado para esta operacao ¢ produto
escalar, dando énfase a natureza escalar do resultado da operacao”.

Definic¢io 2.9 O produto escalar de dois vetores U € ¥ € definido por:
(u, vy ={0,se d = (0,0) ou v = (0,0) ||u]

6 ¢ o angulo entre U € V.

V|| cos cos 8 seu # (0,0) e v # (0,0), onde

Observacao 2.10 Podemos também expressar o produto interno por meio de suas coordenadas,
onde neste caso temos que (U, ¥) = u v, + Uy Uy, onde U = (Uq, Uy) € TV = (Vq, Uy).
Exemplo 2.11. Determine o valor de a para que (i, V) = -11, sabendo que U = (-1,4) e v = (3,
a).
Solu¢do: Temos que
(U,v)=-13+4a=-3+4a
Mas pelo enunciado (i, ) = -11, dai
-3+4a=-11,0ouseja,a=-2
A saber, em R? teriamos (i, D) = u; v; + uyv, + u3vz e em R™ (U, ¥) = u vy + Uy,
+ .o+ uyv,.
Proposicio 2.12 Dois vetores sdo perpendiculares se, € somente se (U, V) = 0.
Demonstracao:
Se i = (0, 0) ou ¥ = (0, 0), entdo (i, ¥) = 0 e temos que U € ¥ sdo perpendiculares.
Se i #(0,0) e U # (0, 0) e 8 o angulo entre eles, entdo (U, V) = |[u]| - ||¥|| cos cos 6 .
(=) Suponha que U e ¥ sejam perpendiculares, ou seja, 8 = 90° = cos cos 8 = 0.
Logo, (u, ?) = 0.
(&) Suponha que (U, V) =0 = cos cos 8 =0°= 60 =90°. Logo, U e ¥ sdo
perpendiculares.
Exemplo 2.13 Determine o valor de b para que U ¢ ¥ sejam perpendiculares, sabendo que U =
(2,b)e v =(3,6).
Solucio: Temos que
(U,7)=23+b.6=6(1+b)
Mas pelo enunciado (U, ¥) = 0, dai

6(1 +b)=0, ouseja, b=-1



2.3.4 Retomando a ideia de angulo entre vetores

Definic¢iio 2.14 Sejam i e ¥ vetores nio nulos no plano ¢ 8 o angulo entre eles, entdo
©,v)

cos cos  =———
[lull - vl

Onde ha trés possibilidades:
(1) 6 é agudo se, e somente se (U, ¥) > 0, como ilustrado na Figura 13.

Figura 13 — Angulo agudo entre vetores

v/

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

(2) 6 é reto se, e somente se (i, V) = 0, como ilustrado na Figura 14.

Figura 14 — Angulo reto entre vetores

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

(3) 6 é obtuso se, e somente se (U, U) < 0, como ilustrado na Figura 15.

Figura 15 — Angulo obtuso entre vetores

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
Exemplo 2.15 Encontre o angulo entre i = (2, 2, -1) e ¥ = (5, -3, 2).
Solucio:

O cos 6 ¢ dado por:

©Y)
il - 1wl

Como |||l = /2% + 22 + (—1)2 =3 e||¥|| = /5% + (—3)2 + 22 = /38, entio

cos cos B =
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U, v)y=25+2.(-3)+-1.2=2.

V|| cos cos 0

2=3./38.cos cos 0

Assim, (U, V) = ||u|

2
cos cos 8 = 3738
6 = 1,46 ou 84°

Além de ser usado para medir angulos o produto escalar esta relacionado também

com projecao.

2.4 Produto vetorial

O produto interno entre dois vetores, conforme estudado, ¢ um ntimero real que faz
sentido tanto no plano quanto no espaco. Por outro lado, o produto vetorial entre dois vetores,
cuja definicdo sera apresentada a seguir, ¢ significativo apenas no espago e resulta em um novo
vetor.

Assim como o produto interno, o produto vetorial também pode ser descrito de
forma geométrica, especificando sua norma, dire¢do e sentido. No entanto, para simplificar a
deducao de suas propriedades principais, adotaremos uma defini¢ao algébrica. Posteriormente,
exploraremos seu significado geométrico.
Defini¢io 2.16 Sejam os vetores i e ¥ em R3, dados por U = (uy, Uy, Uz) € ¥ = (vq, V5, V3), 0
produto vetorial, i X ¥ € definido por: U X U = (Up V3 - UzVy, -( U V3 - UzVq), U Vg - UpVy).

Um dispositivo pratico para determinar o produto vetorial consiste em calcular o
determinante simbdlico da matriz 3x3 cujos elementos da primeira linha sdo os vetores e; = (1;
0; 0), e, =(0; 1; 0) e e3 = (0; 0; 1), os elementos da segunda linha sdo as coordenadas do vetor
iU e os da terceira sdo as coordenadas do vetor ¥:

UXV=e]e; esu uyuz vy v, v3 .

Exemplo 2.17 Determine o produto vetorial de i X ¥, onde U = (1; 2; 3) e ¥ = (2; -1; 1).
Solug¢iao: Por meio do dispositivo pratico temos

Uixb=le;e;e;1232 —11|=(5,5,-5).

2.4.1 Algumas propriedades do produto vetorial
Para quaisquer vetores no espago U = (Uy, Uy, U3), U = (Vy, Uy, V3) € W = (Wq, Wy,
w3), € @ em R, valem as seguintes propriedades:
(1) (UXxv,u) = (UXv,0)=0,isto & Ux?V é um vetor ortogonal a i € a v.

(2) UXvV=-(VXU)
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i x ?|| = ||u]| - ||¥]| -6 ,onde8 éo angulo entre U € ¥, ou seja, a norma do produto

vetorial de % = 04 por U = OB é a 4rea do paralelogramo que tem os segmentos OA e

OB como lados adjacentes, como ilustrado na Figura 16;

Seu X U#0, entdo U, U e U X ¥ sdo Linearmente Independente;

(a) X D=1u X (a?¥) = a(i X D)

Figura 16 — Paralelogramo OABC de altura h

Fonte: Delgado (2013)
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3 ALGUMAS APLICACOES SOBRE VETOR A BIOLOGIA
3.1 Conceito de vetor e calculo de distancias
3.1.1 Cartografia antigénica 1 — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)
Dado o sistema de coordenadas sobreposto ao espago antigénico bidimensional na
Figura 17, encontre os componentes do vetor representado pelo segmento de linha direcionado

do cluster A em 1987 para o cluster B em 1989.

Figura 17 — Antigénico bidimensional
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47 x
Fonte: Stewart (2016)

Solucio:

Lembrando que dado os pontos A = (x;, ¥1) € B = (x3, ¥,), o vetor U com
representagao AB ¢

U= (xz - X1, Y2 - Y1)-

Dai, o vetor correspondente a AB = (4-7,6-10)=(-3, -4).
3.1.2 Cartografia antigénica 2 — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)

A medida de como os virus reagem com o sistema imunoldgico €, as vezes, avaliada
testando sua capacidade de se ligar a um grande painel de diferentes moléculas imunologicas
chamadas antissoros. Suponha que a capacidade de ligacdo de quatro cepas de influenza com
trés tipos diferentes de moléculas de antissoro seja dada pelos numeros adimensionais

demonstrados na Tabela 1.
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Tabela 1 — Capacidade de ligagdo

Antissoro 1 Antissoro 2 Antissoro 3
Cepa 1: 2,06 Cepa 1: 1,92 Cepa1: 2,96
Cepa 2: 1,79 Cepa 2: 1,91 Cepa 2: 2,44
Cepa 3: 268 Cepa 3: 3,53 Cepa 3: 3.31
Cepa 4: 239 Cepa 4 4.05 Cepa 4:4.46

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Podemos representar os dados das quatro cepas no espago tridimensional, que é o
espaco chamado de espaco antigénico, ¢ a constru¢do de tal grafico de antigenicidade ¢
denominada cartografia antigénica, onde serdo utilizando as coordenadas X, y e z para as
capacidades de ligacdo aos antissoros 1, 2 e 3. A capacidade de ligacdo para qualquer par de
antissoros ¢ dada pela projecao desses quatro pontos vermelhos nos varios planos coordenados.

Qual ¢ a distancia antigénica entre a cepa 2 e a cepa 4 da influenza?
Solucio:

Lembrando que a distancia entre pontos no R3 ¢ dada por

dP, Q) =/ (xz = x)2 + (v —y1)? + (2, — z1)?

A distancia entre a cepa 2 e a cepa 4 ¢ a distancia entre o ponto P(1,79, 1,91, 2,44)

e o ponto Q(2,39; 4,05; 4,46). Isso é:
d(P, Q) =/ (x2 — %)% + (V2 — y1)? + (2, — 21)?
d(P,Q)=+/(2,39 — 1,79)% + (4,05 — 1,91)2 + (4,46 — 2,44)2

d(P, Q) =+/(1,6)% + (2,14)2 + (2,02)2 ~ 3

3.1.3 Os tentilhées de Darwin — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)

Os tentilhdes de Darwin t€m sido estudados para investigar como as diferencas na
morfologia das aves estdo relacionadas as diferencas na dieta. Medidas morfoldgicas (em
mm) de trés espécies sdo fornecidas na Tabela 2 para trés caracteristicas.

Tabela 2 — Medidas Morfologicas

Espécie Comprimento da asa Comprimento do tarso Comprimento do bico
G. difficilis 64 18.1 9.6

G. fuliginosa 62.1 17.9 8.6

G. scandens 73.1 211 14.5

Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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A proporg¢do de tempo gasto alimentando-se de diferentes tipos de alimentos para
essas trés espécies ¢ apresentada na Tabela 3.

Tabela 3 — Dieta

Espécie Sementes Polen Outros
G. difficilis 0.67 0.23 0.1

G. fuliginosa 0.7 0.28 0.02

. scandens 0.14 0.0 0.86

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

(a) Considerando a morfologia de cada espécie como um ponto em R3, calcule a distancia
morfoldgica entre cada par de espécies.
(b) Considerando a dieta de cada espécie como um ponto em R3, calcule a distancia de dieta
entre cada par de espécies.
Solucio:

Para resolver o problema, utilizamos a formula da distancia euclidiana para calcular
as distancias entre dois pontos em um espago tridimensional (R3). A formula ¢ dada por:

d(P, Q) =/ (x2 = x)2 + (y2 — ¥1)? + (22 — 21)?

Aqui, (x1, 1, 1) € (X2, Y2, z2) representam os pontos no espago tridimensional.

a) Os pontos em R® abaixo representam as caracteristicas morfologicas e as
denotaremos respectivamente de A, B e C:
G.difficilis: A = (64; 18,1; 9,6)
G.fuliginosa: B = (62,1; 17,9; 8,6)
G.scandens: C = (73,1; 21,1; 14,5)
1) Entre G.difficilis e G.fuliginosa.

d(A, B) = /(62,1 — 64)% + (17,9 — 18,1)? + (8,6 — 9,6)?

d(A, B)=/(—-1,9)2 4+ (—0,2)% + (—1)2
d(A, B)=+/3,61 + 0,04 + 1

d(A, B)=44,65 = 2,16
2) Entre G.difficilis e scandens.

d(A, C)=/(73,1— 64)% + (21,1 — 18,1)? + (14,5 — 9,6)2.

d(A, B)=/(9,1)% + (3)2 + (4,9)2
d(A, B)=+/82,81 + 9 + 24,01

d(A, B)=/115,82 ~ 10,76
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3) Entre G.difficilis ¢ G.fuliginosa.

d(B, C)=/(73,1-62,1)? + (21,1 — 17,9)2 + (14,5 — 8,6)2.

d(A, B)=/(11)% + (3,2)2 + (5,9)2.
d(A, B)=+121 + 10,24 + 34,81

d(A, B) = /166,05 ~ 12,89

b) Os pontos em R3 abaixo representam as propor¢des da dieta e as denotaremos

respectivamente de A, B e C:
G.difficilis: A = (0,67; 0,23; 0,1)
G.fuliginosa: B = (0,7; 0,28; 0,02)
G.scandens: C = (0,14; 0,0; 0,86)
1) Entre G.difficilis ¢ G.fuliginosa.

d(A, B)=+/(0,7 — 0,67)% + (0,28 — 0,23)2 + (0,02 — 0,1)?

d(A, B) =4/(—0,03)2 + (0,05)2 + (—0,08)2

d(A, B) =4/0,0009 + 0,0025 + 0,0064

d(A, B)=+/0,0098 = 0,099
2) Entre G.difficilis e G.scandens.

d(A, C)=4/(0,14 — 0,67)% + (0 — 0,23)% + (0,86 — 0,1)?

d(A, B)=/(—0,53)2 + (—0,23)2 + (0,76)2

d(A,B) = \/0,2809 + 0,0529 + 0,5776

d(A,B)=+0,9114 = 0,95
3) Entre G.difficilis e G.fuliginosa.

d(B, C) =./(0,14 — 0,7) + (0 — 0,28)% + (0,86 — 0,02)?

d(A, B)=/(—0,56)2 + (—0,28)2 + (0,84)2

d(A, B)=./0,3136 + 0,0784 + 0,7056
d(A, B) = v1,0076 ~ 1,05

3.2 Adicao de vetores

3.2.1 Cartografia antigénica 3 — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)
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A evolucdo da gripe no espago antigénico ao longo dos anos pode ser vista como
um vetor, uma vez que ¢ caracterizada tanto pela sua magnitude quanto pela direcdo da
mudanga. A Figura 18 mostra agrupamentos do virus da gripe no espago antigénico
bidimensional em varios anos. Ilustre como o vetor de mudanga antigénica entre os centros dos
agrupamentos virais em 1989 e 1995 ¢ a soma dos vetores correspondentes de 1989—1992 e
1992-1995. Use tanto a Lei do Tridngulo quanto a Lei do Paralelogramo.

Figura 18 — Agrupamentos do virus da gripe

Fonte: Stewart (2016)
Solucio:
O vetor correspondente a mudanca antigénica de 1989 a 1995 ¢ rotulado como ¢ na
Figura 19. Para a Lei do Triangulo, primeiro desenhamos um vetor do agrupamento de 1989
para o agrupamento de 1992 (rotulado como a). Em seguida, desenhamos um vetor do
agrupamento de 1992 para o agrupamento de 1995 (rotulado como b). Vemos quea+b=c. A

primeira parte da Figura 19 ilustra a Lei do Triangulo.

Figura 19 — Lei do paralelogramo

Fonte: Stewart (2016)
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Para a Lei do Paralelogramo, novamente desenhamos um vetor do agrupamento de
1989 para o agrupamento de 1992. Depois, desenhamos um vetor do agrupamento de 1992 para
o agrupamento de 1995 e o traduzimos para que ele comece onde a comega. O vetor ¢, entdo,
fica localizado na diagonal do paralelogramo correspondente, como mostrado na segunda parte

da Figura 19.
3.2.2 Biomecdnica 1 — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)

Uma forga ¢ representada por um vetor porque possui uma magnitude (em
newtons) ¢ uma dire¢do. Se mais de uma forga atua sobre um objeto, a forga resultante ¢ a
soma vetorial dessas forcas. Considere as forgas horizontais e verticais exercidas por um
atleta no inicio de uma corrida de 100 metros, conforme mostrado na Figura 20.
(a) Qual ¢ o vetor forca resultante exercido pelo atleta?
(b) Qual ¢ a magnitude total da forca exercida pelo atleta?

Figura 20 — Forgas horizontais e verticais exercidas por um atleta no inicio de uma corrida

Shutterstock.com

Stefan Schurr /

Fonte: Stewart (2016)

Solucao:
(a) O vetor for¢a na dire¢ao horizontal ¢ (180,0) e na diregdo vertical € (0,490). Assim, o vetor
forga resultante ¢ (180, 0) + (0, 490) = (180,490).

(b) A magnitude total da forca ¢ o comprimento do vetor forga resultante. Isso é:

V1802 + 4902 =+/32400 + 240100 = V272500 = 522 newtons.

3.2.3 Biomecdnica 2 — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)

Dois velocistas de massa igual saem dos blocos de partida com os seguintes vetores

de forca horizontal e vertical cujos valores sdo apresentados na Tabela 4.
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Tabela 4 — Componentes da Forca

Velocista Horizontal Vertical
Velocista 1 150 N 300 N
Velocista 2 200N 250 N

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

A Segunda Lei de Newton afirma que a forca ¢ igual a massa vezes a aceleracao (F
=m.a). Qual velocista tem maior aceleracdo ao sair dos blocos?
Solucio:

Para determinar a aceleragao, precisamos calcular a forga resultante (Fresultante) para

cada velocista e usar a formula da Segunda Lei de Newton:

_ 2 2
Fresultante = \/Fhorizontal + Fyertical

Como os dois velocistas t€ém massas iguais, o velocista com maior forca resultante
tera maior aceleragao.

e Velocista 1:

Fresu]tan[e = »\/(150)2 + (300)2 = '\/112500 = 335,41N

e Velocista 2:

Fresultante = 4/ (200)2 + (250)2 = /102500 = 320,16
O velocista 1 tem maior forga resultante e, portanto, maior aceleracio ao sair dos

blocos.
3.3 Produto escalar

3.3.1 Usando o produto escalar para descoberta biologica — Livro BioCalculus (Stewart,

2016)

O perfil de expressao de um genoma fornece o nivel de expressao de cada conjunto
de genes. Assim, pode ser representado como um vetor de dimensao n, onde n ¢ o nimero de
genes analisados. Para algumas células, um grande nimero de tais perfis de expressao foi
caracterizado em resposta a diferentes compostos bioquimicos conhecidos. Esses dados podem
ser usados para descobrir o modo de a¢do de novos compostos quimicos, quantificando o perfil

de expressdo génica induzido pelo novo composto e determinando qual perfil conhecido mais
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se assemelha a ele. Presume-se que o novo composto provavelmente afete a funcio celular
através de um mecanismo semelhante ao do composto bioquimico mais semelhante.
Considere os perfis de expressdo a e b, que sdo induzidos por dois compostos
bioquimicos conhecidos. Suponha que quatro genes foram analisados e os perfis de expressao
sdo dados pelos vetores a=(2,5,0, 1) eb=(1, 2,4, 3), onde os niveis de expressdo sdo numeros
sem dimensdo. Suponha ainda que um novo composto bioquimico induza um perfil de
expressao dado pelo vetor n = (1, 0, 5, 2).
(a) Qual vetor de perfil de expressao aponta em uma dire¢ao mais semelhante a n: o perfil a
ou o perfil b?
(b) Qual ¢ o angulo entre o perfil n e o perfil identificado na parte (a)?
Solucio:
(a) As magnitudes dos perfis sdo dadas por:
lal=v22 + 52+ 02+ 12=V4 + 25+ 0+ 1 =30
Ibl=v1Z+22+42+32=y1+4+16 +9=+30

Inl=v1Z+ 02+ 52 +22=v1+0+ 25+ 4=+30
Como todos os vetores tém o mesmo comprimento, v/30, o produto escalar de n
com a ou b tera um valor maximo de 30 se apontarem na mesma dire¢ao ¢ um valor minimo de
-30 se apontarem em direcdes opostas.
(n,dy=12+05+50+2.1=4
(#,by=1.1+02+54+23=27
Portanto, n aponta em uma direcdo mais semelhante a b. Concluimos que o novo
composto provavelmente afeta a célula por meio de um mecanismo semelhante ao do composto
bioquimico conhecido cujo perfil é b.
(b) O angulo entre n e b ¢ dado por:
(#,b) = ||R|| - ||b|| cos cos O
27=+/30.4/30.cos cos 8
27 =30.cos cos 6
cos cos 8 =9/10
6 = 0,45rad ou 25,8°

3.3.2 Dindamica populacional — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)



43

Suponha que uma populagdo de peixes contém a fémeas com 1 ano de idade, b
fémeas entre 2 e 4 anos de idade, e ¢ fémeas com mais de 4 anos de idade. Durante o periodo
de verdo cada fémea de um ano produz 15 filhotes, cada fémea entre 2 e 4 anos produz 35
filhotes, e cada fémea com mais de 4 anos produz 20 filhotes. Se A =(a, b, c) e p=(15, 35, 20),
qual € o significado do produto escalar A-p?

Solucio:

O produto escalar de dois vetores, A-p, ¢ calculado como a soma do produto dos
elementos correspondentes dos dois vetores. Neste caso, o vetor A = (a, b, c) representa o
numero de fémeas em trés faixas etarias:

e a: fémeas com 1 ano de idade,
e b: fémeas entre 2 € 4 anos,
e c: fémeas com mais de 4 anos.

O vetor p = (15, 35, 20) representa a prole média produzida por cada fémea nas
respectivas faixas etarias.

O produto escalar A-p ¢ dado por:

A-p=a-15+b-35+c-20=15a+35b+20c

O produto A-p representa o niimero total de filhotes produzidos pela populacio

durante o verdo. E obtido ao somar o namero de filhotes produzidos em cada faixa etaria:
e 15a: filhotes produzidos por fémeas com 1 ano,
e 35b: filhotes produzidos por fémeas entre 2 e 4 anos,

e 20c: filhotes produzidos por fémeas com mais de 4 anos.
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4 CALCULO VETORIAL

4.1 Funcoes vetoriais

As fungdes vetoriais desempenham um papel fundamental no calculo vetorial e t€ém
aplicagdes em diversas areas, como fisica, engenharia e biologia.

De modo geral, uma fun¢ao pode ser entendida como uma correspondéncia que
associa a cada elemento de seu dominio um unico elemento de seu contradominio. Uma fun¢ao
vetorial, ou fungdo com valores em um espaco vetorial, ¢ uma fun¢do cujo dominio ¢ um
subconjunto dos nimeros reais € cujo contradominio € um conjunto de vetores. Nosso interesse
estd voltado especialmente para fungdes vetoriais r, cujos valores pertencem ao espago
tridimensional. Isso significa que, para cada valor real t pertencente ao dominio de r, existe um
{inico vetor r(t) € V3. Se as fungdes reais f(t), g(t) e h(t) representam as componentes do vetor
r(t), entdo essas fungdes sao denominadas fungdes componentes de r, € podemos expressar:

r(t) = (f(t), g (1), h(t)) = f(t)1 + g(t);j + h(t)k

Utiliza-se com frequéncia a letra t para representar a variavel independente, pois,
na maioria das aplicagdes envolvendo fungdes vetoriais, essa variavel esta associada a nog¢ao
de tempo.

Exemplo 4.1 Se
r(t) = (t3,In(3 — t),Vt)
entdo, as fungdes componentes sdo f(t) = t3, g(t) = In(3 — t) e h(t) = V/t.

De acordo com a convencao usual, o dominio da fung¢do r € o conjunto de todos os
valores de t para os quais a expressdo r(t) esta bem definida. Considere, por exemplo, as
expressdes t°, In(3 — t) e V/t. Para que essas expressdes estejam definidas, é necessario que 3 —
t>0 et > 0 simultaneamente. Dessa forma, o dominio de r € o intervalo [0, 3).

O limite de uma funcao vetorial r ¢ definido tomando-se os limites de suas fungdes
componentes como a seguir.

Defini¢cao 4.2 Se r(t) = (f(t), g(t),h(t)), entdo r(t) = (f(t),g(t), h(t)), desde que os
limites das fun¢des componentes existam.
Observacoes 4.3
(1) Ser(t) =L, essadefini¢do equivale a dizer que o comprimento, a dire¢do e o
sentido do vetor r(t) se aproximam do comprimento, da direcao e do sentido do vetor

L.
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(2) Da mesma forma, poderiamos ter usado uma defini¢do usando o €-§. Os limites de

fungdes vetoriais obedecem as mesmas regras que os limites de fungdes Reais.

Exemplo 4.4 Determine r(t) , onde r(t) = (1+ )i + te'!j + g k

Solucio:
De acordo com a Defini¢ao 4.2, o limite de r € o vetor cujas componente sao 0s

limites das fungdes componentes de r:

sent

r() =[A+ ) Fi+te™ i+ [Tk
r(t) =itk
Uma fungao vetorial r € continua em a se
r(t) =r1(a)

Em vista da defini¢do 4.1, vemos que r é continua em a se e somente se suas fungdes
componentes f, g e h forem continuas em a.

As fungdes vetoriais sdo ferramentas essenciais na matematica aplicada e tém uma
ampla gama de aplicagdes. O estudo de suas propriedades, como derivadas e integrais, permite
a modelagem e analise de fendmenos fisicos e geométricos de forma precisa e eficaz.

As curvas espaciais possuem uma relacdo intrinseca com as fungdes vetoriais
continuas. Considere que f, g e h sejam funcdes reais continuas definidas em um intervalo I. O
conjunto C, composto por todos os pontos (X, y, z) no espago, onde x = f(t), y = g(t) e z = h(t)
e t varia no intervalo I, ¢ denominado curva espacial.

As equacdes x = f(t), y = g(t) e z= h(t) sdo conhecidas como equagdes paramétricas
de C, sendo t conhecido como parametro da curva. Podemos interpretar C como a trajetoria
descrita pelo movimento de uma particula cuja posicao, no instante t, ¢ dada pelas coordenadas
(f (), g(), h(1)).

Definindo a fungdo vetorial r(t) = (f(t), g(t), h(t)), temos que r(t) representa o
vetor posi¢do do ponto P(f(t), g(t), h(t)) sobre a curva C. Assim, qualquer fun¢do vetorial
continua r(t) gera uma curva espacial C, que ¢ tracada pela extremidade do vetor r(t) em

movimento, conforme ilustrado na Figura 21.
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Figura 21 — C ¢ tracada pelo movimento da ponta do vetor de posi¢ao r(t).

ZA
o~ P(f(1), g(1), h(1))
A0 <
c/ N \\
oL ..,,.-"';-{r] = (f(0), g(r), h(1))

Fonte: Stewart (2013)

4.2 Derivadas e integrais de fungdes vetoriais

Como visto uma fungao vetorial r(t) ¢ uma funcdo que associa a cada valor de um
parametro escalar t um vetor no espago. Em geral, no espaco tridimensional, podemos expressa-
la como:

r(®) = (f(t), g(©), h(t)) = f(t)i + g(t)j + h(t)'k
onde sdo fungdes escalares que representam as componentes da fungdo vetorial nos eixos X, y

e z, respectivamente.
4.2.1 Derivada de uma funcgdo vetorial

A derivada r'(t) de uma fungdo vetorial 1(t) é definida de forma andloga a derivada

de uma funcgao real:

r(t+h) —r(t)
h

ar 4 _
- r®
desde que exista e representa a taxa de variagcdo da fun¢do vetorial em relagdo ao parametro t.
A interpretagdo geométrica dessa defini¢ao esta ilustrada nas Figuras 22 e 23. Se os
pontos P e Q possuem vetores posicao r(t) e r(t + h), entdo o vetor W ¢ dado por r(t + h) - r(t),

. r(t+h) —r(t)
o qual pode ser visto como um vetor secante. Se h > 0, o vetor escalar ——,— temamesma

direcdo e sentido de r(t + h) - r(t). Quando h — 0, esse vetor tende a se aproximar de um vetor
que pertence a reta tangente. Por essa razio, o vetor r'(t) ¢ denominado o vetor tangente a curva
descrita por r no ponto P, desde que a derivada, r'(t), exista e r'(t) # 0. A reta tangente a curva
C no ponto P ¢é definida como a reta que passa por P e ¢é paralela ao vetor r'(t). Em algumas

situagdes, ¢ util considerar o vetor tangente unitario, definido por
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_ '@
Tm= Ir' (®I

Figura 22 — Vetor Secante ﬁa

rit+h)—r(t)

Fonte: Stewart (2013)

Figura 23 — O vetor tangente r'(t)

r(t+h)—r(f)

Fonte: Stewart (2013)

Se a fun¢do vetorial r(t) for expressa em termos de suas componentes escalares, o
teorema a seguir nos d4 um método pratico para determinar a sua derivada r'(t).

Teorema 4.5 Se r(t) = (f (t), g(t), h(t)) = f(t)1 + g(t);j] + h(t)’k, onde f, g e h sdo
fungdes derivaveis, entdo r'(t) = (f'(t), g'(t), h'(t)) = f'(t)1 + g'(t);] + h'(t)k

Ou seja, a derivada de uma fungdo vetorial € obtida derivando-se separadamente
cada uma de suas componentes.

A derivada de uma fung¢do vetorial tem interpretagdes geométricas importantes. No
caso de fun¢des que descrevem curvas no espaco, a derivada representa o vetor tangente a curva
no ponto correspondente a t.

Observacio 4.6 Do mesmo modo que para as fungdes reais, a segunda derivada da fun¢do

vetorial r é a derivada de t’, ou seja, r''= (1')’.
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4.2.2 Regras de derivacio

As regras usuais de derivagao para funcdes escalares se aplicam as fungdes
vetoriais, o0 proximo teorema as traz as principais.
Teorema 4.6 Suponha que r e s sejam fungdes vetoriais diferenciaveis, ¢ um escalar e f uma
funcao real. Entao:

(1) Derivada da soma:

afr(t) +s(®)]
OO} (1) +5'(1)

(2) Derivada do produto por escalar:

dler@®] _
" cr(t)

(3) Derivada do produto escalar:
L= F(tys + (0 ()

(4) Derivada do produto vetorial:

d[r(t)x s(t)

> r(Oxs(b) + r(t)Xs' (1)

(5) Regra da Cadeia:
AL = v (8 £/t
Exemplo 4.7 Mostre que, se |r(t)| =c¢ (uma constante), entdo r'(t) é ortogonal a r(t) para todo
t.
Solucio:

Uma vez que r(t).r(t) = |r(t)?| = ¢? e ¢ é uma constante. Dai,

O:dEic:] d[r(t) r®] _ t'(t).1(t) + r(t).r'(t) = 2r(t).1'(t)

Ou seja,
r(t).r'(t)=0
Logo r'(t) é ortogonal a r(t).
Geometricamente, esse resultado indica que, se a curva estd em uma esfera com o

centro na origem, entdo o vetor tangente ¢ sempre perpendicular ao vetor posigao r(t).

4.2.3 Integral de uma funcdo vetorial



49

A integral de uma funcao vetorial continua r(t) ¢ definida de maneira semelhante a
integral de uma fungdo real, com a diferenca de que o resultado é um vetor. Adotaremos a

notacao usual abaixo para representar integrais indefinidas (ou primitivas).

f r(t)dt

Se ¢ uma funcgao vetorial cujas componentes escalares sdo integraveis, sua integral

indefinida ¢ dada por:

[ r@dt=[f r@®dtli+[f r@®)dtli+[[ r)dtlk+C,
onde C ¢ um vetor constante de integragao.
Exemplo 4.8 Se r(t) = 2cost'i + sent-j + 2t-k, entdo
Solucio:

[ r@®)dt=[[  2costdt]i+[[  sentdt]j+[f  2tdt]'’k+C

[ r(t)dt =2senti - costj + tk + C
onde C ¢ um vetor constante de integragao.

A integral definida de r(t) no intervalo [a, b] ¢ calculada como:

[2or@de=[f0 rdei+[f) r@ddi+f rdek
Esse resultado demonstra que a integral de uma funcao vetorial pode ser obtida pela
integragao separada de cada uma de suas componentes.
Além disso, o Teorema Fundamental do Calculo pode ser estendido ao caso de fungdes

vetoriais continuas da seguinte forma:
[J r(®dt=R(®)]ba =R(b)-R(),

em que R é uma primitiva de r, ou seja, R'(t) = r(t).
4.2.4 Aplicacoes das derivadas e integrais de fungoes vetoriais

Os conceitos de derivadas e integrais de fungdes vetoriais t€ém diversas aplicagoes
praticas. Algumas das mais importantes incluem:
(1) Calculo de Comprimento de Arco: O comprimento de uma curva parametrizada por

r(t) no intervalo [a, b] ¢ dado por sua forma compacta:
— b !
L=/ [r@®ldt
Explorando de maneira mais especifica o caso de curvas planas, o comprimento de

uma curva pode ser definido a partir das equagdes paramétricas x = f(t) e y = g(t), coma <t <
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b. Esse comprimento ¢ obtido considerando o limite dos comprimentos das poligonais inscritas
na curva e assumindo que as fungdes f'(t) e g'(t) sejam continuas. Sob essas condi¢des, a formula

que descreve o comprimento da curva ¢ dada por:

L=[" JFOP+word=]" J(&) +(2)a

pois se r(t) = ()i + g(t)-j, entdolr(t)| =V [f ()] + [¢'(O)]?

O comprimento de uma curva no espaco tridimensional ¢ definido de forma

analoga. Suponha que a curva seja representada pela equacdo vetorial r(t) = (f(t), g(t), h(t)),
com a <t <b. Isso ¢ equivalente as equacdes paramétricas x = f(t), y = g(t), z = h(t), onde f'(t),
g'(t) e h'(t) sdo funcdes continuas. Se a curva € percorrida exatamente uma vez no intervalo [a,

b], como ilustrado na Figura 24, ¢ possivel demonstrar que:

N\ 2 2 N2
L=J" FOPFTOPFIOPa- " [(2) +(2) + (&) a,
de maneira andloga pois se r(t) = f(t)-1 + g(t);j] + h(t)-k, entdo

lr®1=VIf (O] + [g' (O] + [M' (D]

Figura 24 — O comprimento de uma curva espacial ¢ o limite dos comprimentos das

poligonais inscritas.

Fonte: Stewart (2013)

Exemplo 4.9 Calcule o comprimento do arco da hélice circular de equacao r(t) = cost1 + sent:j
+ t-k do ponto (1, 0, 0) até o ponto (1, 0, 2m).
Solucio:

Uma vez que r'(t) = -sent-i + cost-j + k, temos

I7'(t)] =/ (—sent)? + (cost)? + 12 = /2.
O arco de (1, 0, 0) até (1, 0, 2m), como ilustrado na Figura 25, ¢ descrito quando o parametro

percorre o intervalo 0 <t < 2m e, assim pela forma compacta, temos

L= Ir@ldt=[" V2dt=2v2m.
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Figura 25 — O arco de hélice cujo comprimento que ¢ calculado no Exemplo 4.9

ol
(1,0, 27) \
oo /
/_.,-l—__ e 'H.x.
Y & T
¥

Fonte: Stewart (2013)
(2) Cinematica: Em fisica, a posi¢do de uma particula em movimento pode ser descrita por
uma funcdo vetorial r(t). O vetor velocidade v(t) e a aceleragdo a(t) sdo obtidas

derivando a posi¢do em relagdo ao tempo.

ds - n <
v(t)=1'(t) = -, — fepresenta a taxa de variagdo da distancia em relagao ao tempo.

A velocidade escalar de uma particula no instante t ¢ definida como a magnitude do
vetor velocidade, ou seja, [v(t)I.

De forma anéloga ao caso de movimento unidimensional, a aceleracdo da particula
¢ definida como a derivada do vetor velocidade, dada por:

a(t) =v'(t) =r"(t).

Exemplo 4.10 O vetor posi¢io de um objeto em movimento em um plano ¢ dado por r(t) = t*+i
+ t%j. Determine a sua velocidade, a velocidade escalar aceleracdo quando t = 1 e ilustre
geometricamente.
Solucio:

O vetor velocidade e a aceleragdo, como ilustrado na Figura 26, no instante t sdo

v(t) = r'(t) = 3t3i + 2tj e a(t) = V/(t) = 6ti + 2+j. A velocidade escalar é |v(t)| =

J((35)2)2 + (2t)2=+9t* + 4t2. Quando t = 1, temos v(1) = 3+i + 2+j, a(1) = 6+i + 2-j e [v(1) |
=+/13.

Figura 26 — velocidade e aceleracao

VA

Fonte: Stewart (2013)
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(3) Trabalho de uma forc¢a: Se uma forca F(t) age sobre uma particula ao longo de uma
trajetoria r(t), o trabalho realizado pela forga ao longo do caminho pode ser calculado
por:

W=[ F().r(t)de
O estudo das derivadas e integrais de funcgdes vetoriais ¢ essencial para a
compreensdo de fendmenos fisicos e matemdticos que envolvem movimento, forcas e
trajetorias no espago. Através das ferramentas apresentadas, podemos modelar e analisar uma
ampla gama de problemas em diversas disciplinas, tornando esse conhecimento indispensavel
para estudantes

e profissionais das areas de exatas.
4.3 Derivadas direcionais e vetor gradiente

A analise de fungdes de varias varidveis exige ferramentas que permitam entender
como essas fung¢des variam em diferentes dire¢des. Dois conceitos fundamentais para essa
analise sdo a derivada direcional e o vetor gradiente, que desempenham papéis centrais em areas

como otimizacao, fisica e engenharia.
4.3.1 Derivadas parciais

No estudo de fungdes de varias variaveis, o conceito de derivadas parciais €
essencial para entender como uma fun¢do varia em relacdo a cada uma de suas variaveis
independentes. Um dos resultados mais importantes nesse contexto € o Teorema de Clairaut,
que estabelece condi¢des sob as quais as derivadas parciais mistas de uma fung¢ao sdo iguais.

Dada uma fun¢do de duas varidveis f(x, y), a derivada parcial em relacdo a x ¢

obtida mantendo y constante e diferenciando apenas em relacao a x:

of _ fx+hy) - f@xy)
ox h

Analogamente, a derivada parcial em relacdo a y ¢ calculada mantendo constante:

Of _ fx.y+h) = F(x)
dy h

Essas derivadas indicam as taxas de variacdo da fun¢do em cada uma das dire¢oes

coordenadas, como ilustrado na Figura 27.
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Figura 27 — As derivadas parciais de f em (a, b) sdo as inclinagdes das retas tangentes a Ca.

Fonte: Stewart (2013)

As derivadas parciais podem ser definidas para fungdes de trés ou mais variaveis.
Por exemplo, se f ¢ uma fun¢do de trés variaveis x, y e z, a derivada parcial de f em relagdo a x

¢ dada por:

af f(x +h,y,z) - f(x,y,z)
t(x,y,2) = Py

h

onde y e z s3o mantidos constantes enquanto derivamos f(x, y, z) em relacdo a x.
4.3.2 Derivadas parciais de ordem superior

Assim como ocorre com func¢des de uma variavel, podemos calcular derivadas

parciais de ordem superior. A segunda derivada parcial de f em relagdo a x é:

=L 2 ()
o ax2z ax \ox

Também podemos calcular derivadas mistas, como:

_ 0% _ 0 (of
o

fo= L= 2 ()
yx dydx  0Ox \0dy

Exemplo 4.11 Determine as derivadas parciais de f(x, y) = x> + x%y* — 2y°.
Solucio:

Temos que fx(x, y) = 3x> + 2xy° e fy(x, y) = 3x%y? - 4y.
fox = :—x(3x2 +2xy%) = 6x + 2y°
fyy = a(’)—y(3x2y2 -4y)=6x2y -4
_0 a2 3y 2
fiy = ay(3x + 2xy’) = 6xy

0
fyx = a(3xzy2 - 4y) = 6xy°
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O grafico de f encontra-se ilustrado na Figuras 28, das derivadas parciais na Figura
29 e das derivadas parciais de segunda ordem na Figura 30.

Figura 28 — Grafico da fungdo f

Fonte: Stewart (2013)

Figura 29 — Grafico das derivadas parciais

Fonte: Stewart (2013)

Figura 30 — Grafico das derivadas parciais de segunda ordem

Fa fiy=Fiu iy

Fonte: Stewart (2013)

Observe que, no Exemplo 4.11, as derivadas parciais mistas fxy € fyx sdo iguais. Essa
igualdade ndo ¢ uma coincidéncia: para a maioria das fungdes encontradas na pratica, essas
derivadas sdao equivalentes.

O Teorema a seguir, atribuido ao matematico francés Clairaut, estabelece
condicdes sob as quais podemos garantir que fyy = fyx.

Teorema 4.12 Seja f uma funcdo definida em uma bola aberta D que contém o
ponto (a, b). O Teorema de Clairaut, também conhecido como teorema da igualdade das
derivadas mistas, afirma que se as derivadas parciais mistas fxy e fyx forem continuas em D,
entdo a ordem de diferenciag@o ndo altera o resultado, ou seja,

fu(a, b) = fix(a, b)
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0°f _ 0°f
> 0xdy dydx’

ou ainda

Além disso, derivadas parciais de terceira ordem ou superiores também podem ser definidas.
4.3.3. Derivadas direcionais

Segundo Leithold (1994), as derivadas parciais fx(X, y) e fy(X, y) indicam as taxas
de variagao dos valores funcionais f(x, y) nas dire¢des dos eixos x e y respectivamente. As
derivadas direcionais, que serdo introduzidas nesse topico, representam as taxas de variagao
dessas fungdes em qualquer direcdo arbitraria.

Neste topico, apresentamos a derivada direcional, uma extensao do conceito de
derivada parcial, que permite determinar a taxa de variagdo de uma fun¢ao de duas ou mais
variaveis em qualquer direcdo e sentido. Essa generalizagdo busca ampliar a ideia de derivada
parcial, possibilitando o célculo da variacdo de uma funcdo em relagdo a qualquer dire¢ao
especifica, atendendo a necessidade de compreender como uma fun¢do se comporta em
diferentes orientagdes no espago.

Considere f uma fun¢do de duas variaveis x e y, € seja P(x, y) um ponto no plano

xy. Suponha que U seja um vetor unitario que forma, com a parte positiva do eixo X, um angulo

0, medido em radianos, , como ilustrado na Figura 31. Nesse caso, temos:
U = cosB-1 + senfj.

Figura 31 — Representagdo do vetor U com ponto inicial em P(x, y)

e

Fonte: Leithold (1994)

Seja f uma fungdo de duas variaveis x e y. Se U for o vetor unitario (cos6, senf), a

derivada direcional de f na direcdo de U , denotada por Df, ¢ definida como:

f(x + hcosB, yg+ h-senf) — f(x,y)
Dyf(x, y) = -

desde que o limite exista. A derivada direcional representa a taxa de variacdo dos valores da

funcao f(x, y) na direcdo e sentido do vetor unitario U. Esse conceito € ilustrado na Figura 32.
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Considere uma superficie S, descrita pela equacdo z = f(x, y), € um ponto Py (Xo, Yo, Z0)
pertencente a S. Os pontos R(Xo, yo, 0) € Q(xo+ h-cos6, yo+ h-senf, 0) situam-se no plano xy.
O plano que passa por R e Q, paralelo ao eixo z, forma um angulo 6 com a dire¢ao positiva do
eixo x. A intersecao entre esse plano e a superficie S ¢ uma curva C.

Figura 32 — Derivada direcional

z

zZ= f{I, _l,"}

Q(xg + hcos 8, yog + hsen @, Q)

Fonte: Leithold (1994)

A derivada direcional D ;f, calculada no ponto Po, corresponde a inclinagdo da reta

tangente a curva C em Po. Nesse caso, a inclinagdo ¢ determinada pelo limite:

Dﬁf(X, y) _ f(x + hcosl, yg+ hs-enf) — f(x,y)

h

Se U = 1, entdo cosO = 1 e send = 0. Dai,

fx+h yo)—f(xy)
Dyf(x, y) = >

que ¢ a derivada de f em relagdo a x.

Se U =], entdo cos® =0 e send = 1. Dai,

f(x, yot+h)—f(xy)
Dyflx, y) = ==

que ¢ a derivada de f em relagdo a y.
Dessa forma, fx e fy podem ser interpretados como casos particulares da derivada

direcional, correspondendo as direcdes dos vetores unitarios 1 € j, respectivamente.
Exemplo 4.13 Determine Dzf(x, y), se f(x, y) = 3x* —y> + 4x e U é o vetor unitério na dire¢do
s . g T . m .
—, ou seja, U = cos— 1 + sen—"j.
6 6 6
Solucio:

x4 . m .

U = cos—-1+ sen—].

6 6

flx+ h-cos%, y+ h-seng) -f(xy)
h

Dyf(x,y) =
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_fx +§h, y+ %h) - (3x% -y 2+ 4x)

h

3(x +§h)2 - (¥ +50)%+4(x +§h) — (3x2 -y 2+ 4x)
B h

3(x%+ xh\/3+ %hz) - (y%+ hy+ %h2)+ 4(x + ?h) — (3x%2 =y 2+ 4x)
B h

3x2%+ 3V3hx+ %hz - y2—hy - %hz +4x +2vV3h —3x%2 +y2—4x
- h

3v3hx+ %hz —hy - %hz +2V3h
B h

=3V3x+ -h —y — th + 23
=3/3x—y+2V3

Avangaremos agora para desenvolver uma formula que facilite o calculo da

derivada direcional, tornando-o mais eficiente em comparacdo ao método apresentado na
defini¢do inicial.
Teorema 4.14 Se f for uma funcao diferenciavel dex ey e U = cosb-i + sen0-j, entdo Dyf(X, y)
= fx(x, y)-cosf + fy(x, y)-senf.
Exemplo 4.15 Determine D31(x, y), se f(x, y) = 3x2—y? +4xe U ¢é o vetor unitério na diregdo
g, ou seja, U= cos% 1+ seng J.
Solucio:
Dyf(x, y) = fx(x, y)-cosg + fy(x, y)-seng

= (6x+4) 2+ (2y) 2

=34/3x -y + 2/3 0 que est4 de acordo com a reposta do exemplo anterior.
Exemplo 4.16 Encontre a derivada direcional D31(x, y) se f(x,y) = x*-3xy +4y’e U é o vetor
unitario na direcao %’ ou seja, U= cos% 1+ sen% 7. Qual sera Dyf{(1, 2)?
Solucio:

Dyf(x, y) = fx(x, y)-cos% + fy(x, y)-seng

(3x% - 3y)- ? + (-3x + 8y)- %

=[3V3x* -3x + (8 - 3V3)y]
Logo,
Dyf(1,2)=3[3V3 3 + (8- 3V3).2]



58

=-[13-3V3]
A derivada direcional Dj;1(1, 2) no Exemplo 4.16 representa a taxa de variagdo de
z na direcdo de u. Isso ¢ a inclinacao da reta da tangente para a curva de intersec¢do da
superficie z = x> -3xy - 4y? e o plano vertical por (1, 2, 0) na direcio de u mostrado na Figura
33.
Figura 33 — A derivada direcional D;1(1, 2) do Exemplo 4.16

ZA

Fonte: Stewart (2013)

Observacao 4.17 A derivada direcional pode ser expressa como o produto escalar de dois
vetores. Considerando que:
fx(x, y)-cos0 + fy(x, y)-senb = (cos0-i + senb-j)-[fx(X, y)i + fy(X, y)i],
segue, pelo Teorema 4.14, que:
Dyf(x, y) = (cos0-i + senb-j)-[fx(x, y)-1 + fy(x, y)-].

O vetor presente no segundo membro da equagdo acima ¢ denominado gradiente da
fungdo f. O simbolo que o representa ¢ Vf, conhecido como "del", sendo frequentemente
utilizado na forma reduzida grad f.

Defini¢do 4.18 Para uma funcdo de duas varidveis x ey, cujas derivadas parciais fx e fy existam,
o gradiente de f, denotado por Vf, ¢ dado por:
VIx, y) = &(x, y) 1+ (%, y) )

Com base na Observagdo 4.17, a equagdo (Djf(x, y) = (cosb-i + sen6-j)-[fx(x, y) 'i
+ fy(x, y) -j]) pode ser reescrita como:

Dyf(x, y) = U ‘Vf(x, y).

Dessa forma, qualquer derivada direcional de uma funcao diferenciavel pode ser
obtida ao multiplicar escalarmente o gradiente pelo vetor unitirio que indica a dire¢do e o
sentido desejados.

Dada uma func¢ao escalar de varias varidveis f(x, y, z), a derivada parcial mede a

taxa de variacdo de f ao longo de um dos eixos coordenados, mantendo as outras variaveis
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constantes, como ilustrado na Figura 34. No entanto, em muitos problemas praticos, ¢
necessario medir a variagdo de f ao longo de uma dire¢do arbitraria, ndo restrita aos eixos
cartesianos. Essa variagdo ¢ dada pela derivada direcional.

Figura 34 — O plano vertical que passa por P na dire¢do de u intercepta S em uma curva C.
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Fonte: Stewart (2013)
A derivada direcional de em um ponto na direcdo de um vetor unitario ¢ definida
como:

f(xo+huy, yo+huy, zo+huz) — f(xo, Yo, Zo)
h

Df(xo, yo, 20) =
Se for diferenciavel, a derivada direcional pode ser expressa em termos do vetor

gradiente da fun¢do, como visto na Defini¢do 4.18.
4.3.4 Vetor gradiente

O gradiente, também apresentado no topico anterior, especifica a diregdo e o sentido
em que a fungdo apresenta sua maior taxa de variagdo. O vetor gradiente de uma funcdo fé um

vetor que contém todas as derivadas parciais de f e aponta na direcdo de maxima variagdo da

(D) (2)s k(2
V=i (6x) J (6y)+ k (az)
A relacdo entre o gradiente e a derivada direcional ¢ dada pela expressao:

Dyf(x, y) = U ‘Vf(x, y).

funcdo. Ele ¢ definido como:

€6 7

onde representa o produto escalar entre os vetores Vf e U. Isso mostra que a derivada
direcional € a projecdo do vetor gradiente na direcdo de U, ou seja, a taxa de variagdo da fungao

na direcao de U.
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4.3.5 Propriedades do vetor gradiente

Direcao de maxima variacao: O vetor gradiente aponta na direcdo em que a fungdo
cresce mais rapidamente.
Valor maximo da derivada direcional: O valor maximo da derivada direcional ocorre
quando U tem a mesma direcdo do gradiente, sendo igual ao mddulo de Vf.

maxDgf = ||Vf||
Superficies de nivel: O vetor gradiente ¢ sempre perpendicular as superficies de nivel

da funcdo, ou seja, as curvas (ou superficies) onde a fung¢do assume um valor constante.

4.3.6 Aplicacoes

Os conceitos de derivada direcional e vetor gradiente tém diversas aplicagoes

praticas, incluindo:

Otimizacdo: O gradiente ¢ usado em métodos numéricos como o Gradiente
Descendente, fundamental para encontrar minimos de fungdes.

Fisica: No estudo de campos escalares, como temperatura e potencial elétrico, o
gradiente indica a dire¢do de maior variagao.

Engenharia: Em andlise de tensdes e deformagdes, a derivada direcional ajuda a
determinar esforcos em diferentes diregdes.

O estudo da derivada direcional e do vetor gradiente € essencial para compreender

a variacdo de fungdes em varias direcdes. O gradiente fornece uma forma compacta de

expressar essa variacao e tem aplicagdes em diversas areas da ciéncia e tecnologia. Ao dominar

esses conceitos, podemos resolver problemas complexos de otimizacdo, modelagem

matematica e analise de fendmenos naturais.
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5 APLICACAO DO CALCULO VETORIAL A BIOLOGIA

5.1 Funcio vetorial

5.1.1 Curvas parametrizadas 1 — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)

Que curva € representada pelas seguintes equacdes paramétricas?

x=cost,y=sentez=t 0<¢<2m.

Solucio:

Se marcarmos os pontos, parece que a curva ¢ um circulo. Podemos confirmar esta

impressao pela eliminagdo de t. Observe que
x? +y? = cos’t + sen’t = 1.
Entdo, o ponto (X, y) se move no circulo unitario x> + y> = 1. Observe que, neste

exemplo, o parametro t pode ser interpretado como o angulo (em radianos) mostrado na Figura
35.

Figura 35 — Angulo do parimetro t

w ¥
t==
t—_ (cos t, sen f)
S

~!
{ | =0
t=m| /o

Fonte: Stewart (2013)
Quando t aumenta de 0 até 2m, o ponto (X, y) = (cos t, sen t) se move uma vez em

torno do circulo, no sentido anti-horario, partindo do ponto (1, 0).
5.1.2 Curvas parametrizadas 2 — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)

Esboce a curva cuja equagao vetorial ¢ dada por
r(t) = cost'i + sent-j + t-k
Solucio:
As equagdes paramétricas para essa curva sao

X=cost,y=sentez=t
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Uma vez que x° + y? = cos’t + sen’t = 1, a curva deve situar-se no cilindro circular
x> +y?*=1. O ponto (X, y, z) esta diretamente acima do ponto (x, y, 0), que se move para a
esquerda em torno do circulo no plano xy. (A proje¢ao da curva para o plano xy tem equagao
vetorial. Veja a se¢dao 5.1.1) Como z =t a curva gira para cima ao redor do cilindro quando ¢

aumenta. A curva, mostrada na Figura 36, ¢ chamada hélice.

Figura 36 — Hélice

Fonte: Stewart (2013)

A forma de saca-rolha da hélice circular utilizada ¢ a mesma das molas. Elas
também aparecem no modelo do DNA (4acido desoxirribonucleico, material genético de células
vivas). Em 1953, James Watson e Francis Crick mostraram que a estrutura da molécula de DNA
¢ de duas hélices circulares paralelas interligadas, como na Figura 37.

Figura 37 — Uma hélice dupla

Fonte: Stewart (2013)
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5.2 Derivadas parciais

5.2.1 Indice de Massa Corporal (IMC) — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)

Definimos o indice de massa corporal (IMC) de uma pessoa como a fungdo de duas

varidveis definida por

B(m, h) =
Calcule as derivadas parciais de B para um homem com m = 64 kg e h =1,68 m ¢ interprete os
resultados.
Solucio:
Considerando h como uma constante, observamos que a derivada parcial em relacao
am é:

0B 0 (m 1
o =5 (35) =
Portanto,

1

ooy ™ 0,35(kg/m?)/kg

0B B
=>(64; 1,68) =

Este ¢ o valor da taxa em que o IMC aumenta em relagdo ao peso, considerando que a pessoa
pesa 64 kg e sua altura ¢ 1.68 m. Assim, se 0 peso aumentar por uma pequena quantidade, como
1 kg, e a altura permanecer inalterada, o IMC aumentara aproximadamente 0.35 kg/m?.

Agora, considerando m como uma constante, a derivada parcial em relagdo a h ¢:

0B h) = a (m):—Zm

o™ W =5 \2) T s
Portanto,
3B .. _ —264 )
ah(64’ 1,68) Loy 27(kg/m°)/m

Isso ¢ a taxa pela qual o IMC diminui em relagdo a altura, quando o peso do
individuo € 64 kg e sua altura ¢ 1,68 m. Portanto, se o peso permanecer inalterado, mas a altura
aumentar em uma pequena quantidade, por exemplo, 1 cm, o IMC diminuira cerca de 0,27

kg/m?.

5.2.2 Fluxo sanguineo — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)

Uma das leis de Poiseuille afirma que a resisténcia ao fluxo de sangue por uma

artéria ¢ dada por:
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CL
R=2,

onde L ¢ o comprimento, r ¢ o raio da artéria, C ¢ uma constante positiva dependente da

viscosidade do sangue. Pede-se calcular:
R
oL
R
or
¢) interpretar ambos os resultados.
Solucio:

a) Como C e r s3o constantes em relagdo a L, temos:

9R _ i(ﬂ) —c1 9L
ar or'r* or-r+”’
pois C e L sdo constantes em relacdo a r, dai temos:

dR _ —4CL
or r5”’

pois,

J,1 -4

E(r‘* r5’

¢) interpretacdo dos resultados.

Essa derivada mostra que a resisténcia R aumenta proporcionalmente ao
comprimento da artéria (L). Quanto maior o comprimento, maior serd a resisténcia ao fluxo

sanguineo.

dR _ —4CL

or s

Essa derivada indica que a resisténcia R diminui a medida que o raio da artéria (r)
aumenta. Como a dependéncia é inversamente proporcional a r°, mesmo pequenos aumentos
no raio resultam em uma redugao significativa na resisténcia, evidenciando a sensibilidade do

fluxo sanguineo ao raio da artéria.

5.2.3 Concentracdo de antibioticos — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)

Se um antibidtico ¢ administrado a um paciente a uma taxa constante através de

infusdo intravenosa e € metabolizado, entdo a concentragdo do antibiotico apos uma unidade de
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tempo ¢ modelada por:
c (0, V)=coe"V+ovV(l-eV),
onde co ¢ a concentragdo inicial, 0 ¢ a taxa de administragcdo, V ¢ o volume do sangue do

paciente. Pede-se calcular:

dc
26

dc
b) >
¢) interpretar ambos os resultados.
Solucio:

a) Para calcular a derivada parcial de c em relacdo a 6, tratamos V e co como constantes.

2= Zeoe Y+ V(- V)

1/

Mas como o primeiro termo coe /¥ ndo depende de 0, entdo sua derivada parcial

em relacdo a 0 ¢ zero. Para o segundo termo, V(1—e V) é constante em relagdo a 6, assim
ZOV(1- M) = V(- e MZ0) = V(I- e V)1 = V(I-e ),
Portanto, a derivada parcial de ¢ em relagdo a 0 é:

Odc _ _ v
59 V(1-¢e ).

Interpretacgio de a;:

5]

. . 4, 0c c o~ ~ e
A derivada parcial 5 Fepresenta a taxa de variacdo da concentrag¢do do antibidtico

apds uma unidade de tempo em relacdo a taxa de administragdo (6), mantendo o volume

sanguineo (V) constante. Como V ¢é sempre positivo e 0 <e 'V <1 para V > 0, temos que 1—e 'V

9 CUVA .
> (). Portanto, é =V(1—e ") é sempre positivo.

Isso significa que aumentar a taxa de administragdo do antibiotico (0) resultard em
um aumento na concentracao do antibidtico no sangue do paciente apds uma unidade de tempo,
mantendo o volume sanguineo constante. A magnitude desse aumento ¢ influenciada pelo
volume sanguineo (V). Quanto maior o volume sanguineo, maior serd o impacto da taxa de

1/

administragdo na concentragdo (dentro de certos limites, pois 1—e "V se aproxima de 1 para

grandes V).

b) Para calcular a derivada parcial de c em relagdo a V, tratamos 0 e co como constantes.
gc _ 0 IV ~1V
_—— + —
pY” aV(coe OV(1—e')).

Para o primeiro termo:

coe~ 1V

V2

Soteoe ™) = ergote ™) = eole DV ) = cole M) =
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Para o segundo termo, usamos a regra do produto:

Z—;(GV(I— e V)= eg—;(V(l— ¢ 1Vy) = e(g—;(V)U_ eIy VZ_;( (1- ¢ YY),

e—1/V e—1/V

N1 1tV & e s
Como 6V(V) leav((l e ")=0 7 5> entdo

dc  coe” MV

ov vz

+0[(1- ¢ V)- ﬁ].

. ., Oc e - e,
A derivada parcial 5, fepresenta a taxa de variacao da concentragdao do antibidtico

apds uma unidade de tempo em relagdo ao volume sanguineo do paciente (V), mantendo a taxa

de administragdo (0) constante.
. ac . . . e
O sinal de ﬁ nao ¢ imediatamente 6bvio e depende dos valores de co, 0 ¢ V. Vamos

analisar os termos:

coe= 1V

- ¢ sempre positivo paraco>0e V > 0.

e 0(1—¢ V) é sempre positivo para®>0e V > 0.

98_1/V

¢ sempre negativo para 6 >0¢e V> 0.

. d : . :
Agora, o sinal de ﬁ depende da magnitude relativa desses termos. Considerando o

comportamento para diferentes valores de V:

1

e Para V pequeno, 1/V é grande, e "V é pequeno (proximo de 0). Nesse caso, a—; pode ser

coe~ MV

V2

dominado pelo termo positivo e pelo termo 0(1—e V) = 0.

1/

P - . ro dc
e ParaV grande, 1/V é pequeno, e "V é proximo de 1. Nesse caso, > pode ser pequeno,

V"¢ pequeno e os termos com V2 e V no denominador também diminuem.

pois 1—e~

A taxa de variacdo da concentracdo em relacdo ao volume sanguineo nao ¢

monotonicamente crescente. Para volumes pequenos, aumentar o volume pode levar a um
aumento na concentra¢do devido a maior capacidade de acumular o antibiotico administrado.

No entanto, para volumes maiores, o efeito da dilui¢do da concentracdo inicial e o termo

e /v . . . e
7 podem se tornar mais significativos, possivelmente diminuindo a taxa de

negativo -

aumento da concentracdo com o aumento do volume, ou até mesmo levando a uma diminui¢ao

em certos cendrios (dependendo dos valores especificos de co € 0).

5.2.4 Gasto energético do lagarto — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)

A energia média E (em kcal) necessaria para um lagarto caminhar ou correr uma
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distancia de 1 km foi modelada pela equagao:

E(m, v) = 2.65m"% + 3_5,:—0.75’

onde m ¢ a massa corporal do lagarto (em gramas) e v € sua velocidade (em km/h).
Calcule En(400, 8) e Ev(400, 8), e interprete suas respostas.
Solucio:

A equagao dada é:
0,75
E(m, v) = 2,65m®*% + —3’57:

e C(Calculo da derivada parcial em relagao a m:

A derivada parcial de E em relagdo a m ¢:

9E _ 03 0,66y . 9
om om (2,65m )+ om (

3,5m0%75
)

2,625m~025
034 4
v

=1,749m

Substituindo m =400 g e v = 8 km/h, temos:

2,625-40070:25

E(400, 8) = 1,749-4000-34 +
E(400, 8) = 0,3014 kcal/g,

Isto ¢, um aumento de 1 g na massa requer aproximadamente 0,3 kcal de energia
adicional quando m =400 e v =8.
e C(Calculo da derivada parcial em relacdo a v:

A derivada parcial de E em relagdo a v é:

0E d 0,66 d (3,5m°'75)
ae_2 ) +Z
ov  ov (2'65m ) ov v

3 5m0,75

2

=0-

3,5m%75

p2

Substituindo m = 400 g e v = 8 km/h, temos:

3,5.400%75
82

E(400, 8) = -
E(400, 8) ~ - 4,89 kcal/(km/h),

Isto ¢, um aumento na velocidade de 1 km/h resulta em aproximadamente 4,9 kcal
de energia economizada quando m =400 e v = 8.

5.3 Derivadas direcionais e vetor gradiente

5.3.1 Inversoes e listras de cobras 1 — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)
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Em um estudo sobre a sobrevivéncia de cobras jovens (garter snakes), um
pesquisador chegou ao modelo:
F=4,2+0,008R +0,102S + 0,017R? — 0,034S — 0,268RS
onde:
e F ¢ uma medida de aptidao da cobra,
¢ R mede o nimero de reversdes de direcao durante a fuga de um predador,
e S mede o grau de listras no padrao de cor da cobra.
Eles ja consideraram como F muda conforme R ou S variam, calculando as
derivadas parciais com relacio aR e S.
O problema adicional ¢: "Como F muda quando R =3 e S = 2 se o fendtipo muda
de forma que R e S aumentem por quantidades iguais?"
Solucio:
O vetor gradirente de F ¢
VF(R,S) =[Fr, Fs] =[0,008 + 0,034R — 0,268S, 0,012 — 0,68S — 0,268R]
E quando R =3 e S =2 isso se torna
VF(3,2)=1[-0,426, -0,838]

Queremos a derivada direcional na direcdo que estd exatamente entre i e j, ou seja,

na dire¢do v = (1,1). O vetor unitario nessa dire¢do ¢ u = %(1, 1), portanto a derivada direcional

é
D.F(3,2)=VF(3,2) - u = [ -0,426, —0,838]-[% , %]
—_Leed
=~ - 0,894

Isso significa que a funcdo de aptidao em (3, 2) diminui a uma taxa de 0,894

unidades quando R e S aumentam em quantidades iguais.
5.3.2 Inversoes e listras de cobras 2 — Livro BioCalculus (Stewart, 2016)

Nase¢do 5.3.1, foi calculado VF(3,2), ou seja, o vetor gradiente da fungado de fitness
da cobra F, quando R =3 e S = 2. Em qual direcao u a derivada direcional de F em (3,2) ¢
maxima? Calcule e interprete o valor maximo.

Solucio:

e Defini¢do do vetor gradiente e derivada direcional:

. OF OF C . o ~
O vetor gradiente VF(x, y) = (a, 5) aponta na direcdo de crescimento mais rapido da Fun¢ao
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F, como visto no tdpico 4.3.5.
A derivada direcional de F em uma direcao unitéria u ¢ dada por:
Dyf(x,y)=U Vi(x, y).
O valor de D5f(x, y) ¢ maximo quando u estd na mesma dire¢do de VF(x, y).

e (alculo da diregao de U:
Seja VF(3, 2) = (Fx(3, 2), Fy(3, 2)) = (-0,426, -0,838). A dire¢do unitaria u que

maximiza a derivada direcional é:

= VF(3,2)
IVF(3,2)|

= (—0,426,—0,838)
U T e—
0,94

~ (-0,453, -0,892),

Onde:

IVF(3,2)|| =/ (—0,426)2 + (—0,838)2 ~ 0,94
e Valor maximo da derivada direcional:
O valor maximo de Df ocorre quando u estd na dire¢do de VF(3,2):
maxD31(3, 2) = ||VF(3,2)|| = 0,94.
e Interpretagdo:
A taxa maxima de aumento (ou, neste caso, a taxa maxima de redug¢do, ja que o
gradiente aponta na direcdo negativa) da fun¢do F no ponto (3,2) ocorre na diregdo

(—0,453,-0,892), e o valor dessa taxa ¢ aproximadamente 0,940 unidades.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho foi motivado pela elaboragao de uma fonte de consulta acessivel sobre
calculo vetorial e suas aplicagdes a biologia, direcionada aos estudantes iniciantes das ciéncias
bioldgicas. Reconhecendo que uma das principais dificuldades enfrentadas por esses estudantes
¢ o dominio das ferramentas matemadticas vetoriais, o estudo propds ndo apenas uma abordagem
matematica rigorosa, com demonstracdes formais detalhadas, mas também priorizou o
enriquecimento dos conceitos com interpretagdes geométricas e sua aplicagdo em
problematicas da biologia. O objetivo foi oferecer uma visdo mais intuitiva e aplicada,
complementando as literaturas existentes sobre o tema e facilitando a compreensdo dos
fundamentos matematicos necessarios para a analise de fendmenos biologicos.

Nesse contexto, a dissertacdo abordou de forma abrangente a teoria vetorial,
iniciando pelas definicdes fundamentais de vetores e espacos vetoriais, passando por campos
vetoriais e pelos produtos escalar e vetorial, e culminando no estudo das integrais de grandezas
vetoriais, como as integrais de linha e de superficie. Além disso, foram apresentados os
operadores diferenciais vetoriais — gradiente, divergente e rotacional —, explorando sua
relevancia no entendimento e aplicacdo de conceitos matematicos na biologia.

O ponto alto do trabalho foi o desenvolvimento progressivo desde os conceitos mais
basicos de vetores, que podem ser trabalhados no ensino médio, até topicos avangados no ensino
superior, como a exposicdo de fungdes vetoriais, derivadas parciais, direcionais e vetor
gradiente, bem como suas propriedades. Além do exposto acima com aplicagdes, temos um
apéndice onde tratamos dos Teoremas de Green, Gauss e¢ Stokes para o leitor que retende
aprofundar seus estudos.

O embasamento histdrico e os fatos apresentados ao longo do texto tiveram como
proposito ndo apenas situar o leitor na linha do tempo do desenvolvimento dessa ciéncia e
apresentar os autores dos teoremas, mas também despertar a curiosidade e o interesse sobre
como, e principalmente por que, certas ferramentas matematicas foram criadas. Essa abordagem
buscou evidenciar que o avango da matematica estd intrinsicamente ligado a solugdo de
problemas concretos e ao desejo de compreender fendmenos naturais, proporcionando uma
perspectiva mais rica e envolvente para o estudo do calculo vetorial.

Concluimos, portanto, que o estudo dos vetores se revela uma ferramenta
indispensavel no cotidiano académico, permitindo um aprofundamento significativo por meio
do célculo vetorial. Esta abordagem mais refinada demonstra sua aplicabilidade em diversas

areas do conhecimento, como a biologia, explorada neste trabalho. Tal estudo nao apenas
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enriquece a teoria matematica, mas também fornece ferramentas praticas para a analise e
modelagem de fendmenos complexos. Essa interligacdo entre o rigor matematico e sua utilidade
pratica destaca a relevancia do estudo desenvolvido, evidenciando como a matematica pode

atuar como ponte para o avango em areas interdisciplinares.
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APENDICE A - PRODUTO EDUCACIONAL

1 Introducao

O estudo de vetores e calculo vetorial € essencial, pois fornece uma base solida para
compreender e resolver problemas em diversas areas do conhecimento, especialmente nas
ciéncias exatas e tecnologicas. Aumentado assim a da capacidade de resolu¢ao de problemas,
habilidades essenciais tanto no ambiente académico quanto em situagdes praticas do cotidiano.
Esses conceitos permitem ao aluno compreender como diferentes grandezas vetoriais se
relacionam e interagem, proporcionando uma visao mais ampla dos fundamentos matematicos
e suas aplicagdes em diversas areas, como biologia, fisica, engenharia e computacao.

Na area de Ciéncias da Natureza, a BNCC propde o desenvolvimento de habilidades
que envolvem a analise e representacao de transformagdes € conservagdes em sistemas fisicos.
Isso inclui o uso de vetores para descrever grandezas como forga, velocidade e aceleracdo. Por
exemplo, a habilidade EM13CNT101 incentiva os estudantes a analisar e representar, com ou
sem o uso de dispositivos digitais, transformacdes em sistemas que envolvem movimento,
utilizando representacdes vetoriais

Embora a BNCC de Matematica para o Ensino Médio ndo mencione explicitamente
"vetores" como um contetdo isolado, ela enfatiza o desenvolvimento do pensamento algébrico
e geomeétrico. Isso inclui a interpretagdo de grandezas e suas relagdes, o que pode abranger o
estudo de vetores em contextos como geometria analitica e algebra linear

Portanto, a BNCC contempla o estudo de vetores no Ensino Médio, principalmente
na disciplina de Fisica, onde sao fundamentais para a compreensao de diversos fenomenos. Na
Matematica, embora ndo sejam destacados como um topico separado, os vetores podem ser
abordados dentro de conteudos que envolvem representacdes geométricas e analise de
grandezas.

As atividades aqui propostas apresentam diversas metodologias de resolucao,
incentivando os educandos a investigacdo e a pesquisa por meio de situagdes-problema
contextualizadas. Esse enfoque estimula os alunos a serem investigativos e curiosos, levando-
os a desenvolver, além do raciocinio l6gico, uma interpretacdo aprofundada e uma anélise
critica das aplicagdes vetoriais, que vao além do ambito puramente teorico. Assim, eles

descobrem o prazer em estudar matematica e suas aplicagdes praticas de maneira integrada.

2 Objetivo
2.1 Geral
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Apresentar o estudo de vetores com um olhar matematico para os alunos de Ensino
Médio e a ideia, pois ¢ um assunto muito refinado, de céalculo vetorial, bem como sua
importancia em outras areas, que no caso aqui apresentado especificamente temos a biologia,
bem como usa-los como ferramenta alternativa e pratica para sua resolugao.
2.2 Especificos

e Compreender que os vetores formam uma classe especifica de entidades matematicas,
caracterizadas por possuirem magnitude e direcao, sendo amplamente utilizados para
representar grandezas fisicas e resolver problemas em multiplas dimensdes.

e Aplicar os conceitos de vetores e operagdes vetoriais (como adi¢do, subtragao, produto
escalar e vetorial) na resolucao de problemas geométricos e fisicos, visando desenvolver
a habilidade de modelar e analisar situagdes que envolvem grandezas vetoriais.

e Incentivar os educandos a explorar métodos algébricos e geométricos, compreendendo
a natureza dos vetores, suas propriedades e como utiliza-los para descrever e solucionar
problemas praticos e tedricos, como calculo de trajetorias, forcas resultantes e analise
de campos vetoriais.

e Apresentar conceitos fundamentais de vetores e calculo vetorial de maneira acessivel,
demonstrando suas aplicacdes na biologia. A palestra busca estimular o interesse dos
alunos do ensino médio e capacitar professores para utilizarem essas ferramentas em
sala de aula.

2 Publico-alvo
A palestra bem como as atividades foram pensadas para serem aplicadas aos alunos
que estdo cursando o 2° e 3° Anos do Ensino Médio, por ja possuirem uma bagagem de
conhecimentos ou pré-requisitos necessarios para a compreensdo do conteido que sera
desenvolvido e professores de matematica, fisica e biologia.
3 Estrutura da palestra (Durac¢iao: 2h20min)
3.1 Introdugao (15 min) — A Motivagdo
e Boas-vindas e apresentacio do tema
e Por que estudar vetores e calculo vetorial?
o Importancia na ciéncia e tecnologia
o Aplicacdes em diversas areas, incluindo a biologia
e Desafios na intersecio entre matematica e biologia
o Modelagem de fendmenos naturais
o Biomecanica e movimentos celulares

3.2 Conceitos Fundamentais de Vetores (25 min)
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e Defini¢ao de vetor
o Grandezas escalares vs. grandezas vetoriais
e Componentes de um vetor e representacio geométrica
o Modulo, dire¢ao e sentido
e Operacoes basicas com vetores
o Adicdo e subtracio de vetores
o Multiplicacao por escalar
o Produto escalar e produto vetorial
3.3 Atividade interativa (15 min)
e Exercicio pratico: representar vetores no quadro ou em folha de papel
e Aplicacao simples: deslocamento de um inseto na natureza
3.4 Aplicagdo de Vetores na Biologia (25 min)
e Movimentos de organismos vivos
o Direcdo e deslocamento de células (exemplo: quimiotaxia de bactérias)
o Anadlise do voo de passaros e deslocamento de cardumes de peixes
e Biomecainica
o Forcas musculares como vetores
o Movimento de articulagdes e locomog¢ao humana
e Fluxo sanguineo e dinimica de fluidos no corpo humano
o Aplicacdo da matematica para entender a circulagao do sangue
e Ecologia e modelagem de populacoes
o Modelos matematicos vetoriais para estudar interagdes entre espécies
3.5 Calculo vetorial e aplicagoes a Biologia (25 min)
Conhecendo alguns conceitos com uma linguagem mais acessivel
e Campo vetorial
¢ Gradiente e sua aplicacao
o Transporte de substancias no corpo humano (difusdo e osmose)
o Como células reagem a variagdes quimicas no ambiente
e Teorema de Green e fluxo de substincias em organismos
o Aplicacdo no estudo de transporte celular
3.6 Atividade interativa (15 min)
e Pequeno problema sobre deslocamento celular baseado em gradientes quimicos
3.7 Encerramento e discussdo (20 min)

e Resumo dos principais pontos abordados
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e Sessao de perguntas e respostas
e Sugestoes de materiais e referéncias para estudo adicional
o Indicacao de livros e sites interativos
o Recursos digitais para explorar vetores e calculo vetorial na biologia
4 Recursos necessarios
e Material visual (slides ou quadro branco para representacdes graficas)
e Materiais impressos (resumo teérico ¢ lista de exercicios para os alunos)
5 Avaliacao e feedback
e Questionario poés-palestra (5 perguntas para avaliar o entendimento dos alunos)
e Comentarios dos professores sobre a aplicabilidade do contetdo
e Sugestdes de melhoria para futuras palestras
6 Conclusao
Este produto educacional busca integrar matematica e biologia, mostrando que
conceitos abstratos como vetores e calculo vetorial t€ém aplicagdes diretas no estudo dos seres
vivos. A palestra ¢ uma oportunidade para ampliar a visdo dos alunos sobre a
interdisciplinaridade da ciéncia e fornecer aos professores ferramentas para enriquecer o ensino

em sala de aula.
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APENDICE B — CALCULO VETORIAL PARA ALEM DA BIOLOGIA

1 Campos vetoriais

Os campos vetoriais sdo um conceito fundamental no calculo vetorial e tém ampla
aplicagdo em diversas areas da matematica, fisica e engenharia.
1.1 Defini¢ao

Um campo vetorial em uma regido do espaco associa a cada ponto dessa regido um
vetor. Em geral, um campo vetorial em duas ou trés dimensdes pode ser expresso como uma
funcido vetorial.

Cada vetor no campo representa uma magnitude e uma dire¢do, permitindo
visualizar fendmenos como fluxos de fluido, campos elétricos e campos gravitacionais.
Segundo Stewart (2013), os vetores apresentados na Figura 38 representam os vetores
velocidade do ar, indicando a velocidade escalar, a direg¢ao e o sentido do vento em diferentes
pontos situados a 10 metros acima da superficie na regido da Baia de Sao Francisco. Observa-
se, na parte (a), que as maiores velocidades do vento, representadas pelas setas mais longas,
ocorreram ao entrarem na baia pelo lado oposto a Ponte Golden Gate. Em contraste, a parte (b)
revela um padrdo de vento significativamente diferente ocorrido 12 horas antes.

A cada ponto do ar, € possivel associar um vetor que descreve a velocidade do
vento. Este ¢ um exemplo de um campo vetorial de velocidade.

Figura 38 — Campos vetoriais de velocidade mostrando aspectos do vento na Baia de Sao
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Outros exemplos de campos vetoriais de velocidade estdo ilustrados na Figura 39:

correntes oceanicas e do fluxo passando por um aerofolio.

Figura 39 — Campos vetoriais de velocidade
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(a) Correntes ocednicas em frente & costa de Nova Escécia (b) Escoamento do ar por um aerofélio inclinado
Fonte: Stewart (2013)

Outro tipo de campo vetorial, conhecido como campo de forga, associa um vetor
for¢a a cada ponto de uma determinada regido. Um exemplo cldssico ¢ o campo de forga
gravitacional. De forma geral, um campo vetorial pode ser definido como uma fungdo cujo
dominio é um conjunto de pontos em R? (ou R?) e cuja imagem corresponde a um conjunto de
vetores em V2 (ou V' 3) que sio espacos vetoriais.

1.2 Defini¢cao

Seja D um subconjunto em R?(uma regido plana). Um campo vetorial em R? é uma
funcao vetorial F que associa a cada ponto (x, y) em D um vetor bidimensional F(x, y). Em um
campo vetorial, cada ponto do espaco esta relacionado a uma grandeza que possui ndo apenas
magnitude, mas também dire¢do e sentido.

A maneira mais eficaz de visualizar um campo vetorial ¢ representar graficamente
os vetores F(x, y) como setas iniciando nos respectivos pontos (X, y) no plano. Naturalmente,
ndo ¢ viavel fazer isso para todos os pontos (X, y), mas podemos obter uma representagao clara
de F ao desenhar os vetores em pontos representativos de uma regido D, como mostrado na
Figura 40. Uma vez que F(x, y) ¢ um vetor bidimensional, podemos escrevé-lo em termos de
suas fung¢des componentes P e O da seguinte forma:

F(x, y) =P(x, i+ QX, y)j,
onde P(x, y) e Q(x, y) sdo funcdes escalares que representam as componentes do vetor nas
diregdes x e y, respectivamente. Algumas vezes, campos escalares, para distingui-los dos
campos vetoriais.

Figura 40 — Campo vetorial em R?
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Fonte: Stewart (2013)
1.3 Definicao
A ideia de campo vetorial pode ser entendida como uma aplica¢do que leva R? em
R?, e sua representacio se d4 da seguinte maneira:
Exemplo: Um campo vetorial em R? ¢ definido por F(x, y) = (-y, X).
Podemos interpretar essa defini¢do em trés passos:
1. Inicialmente, associamos o ponto (2, 1) ao ponto (-1,2), no plano, com base na aplicagao
dada, como ilustrado na Figura 41.
2. Refinando o raciocinio, percebemos que o ponto (2, 1) é associado ao vetor u = (-1, 2),
que tem magnitude, direcao e sentido, como ilustrado na Figura 42.
3. Por fim, ao representar graficamente o vetor u “saindo” do ponto (2, 1), no plano,
obtemos a visualizacdo desejada do campo vetorial, como ilustrado na Figura 43.

Figura 41 — Passo 1

y v

(*1.2.)

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Figura 42 — Passo 2

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Figura 43 — Passo 3
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

1.4 Definicao

Seja E um subconjunto de R®. Um campo vetorial em R é uma fungdo vetorial F
que associa a cada ponto (x, y, z) em E um vetor tridimensional F(x, y, z).

Em um campo vetorial, cada ponto do espago estd associado a uma grandeza
vetorial que apresenta magnitude, dire¢do e sentido.

Um campo vetorial F em R3 est4 representado na Figura 44. Ele pode ser descrito
em termos de suas fungdes componentes P, Q e R da seguinte forma:

F(x, ») = P(x, y, 2)i + Q(x, ¥, 2)j + R(x, y, )k

Figura 44 — Campo vetorial em R3

I

|

|

[/

W
Fonte: Stewart (2013)

Como nas fungdes vetoriais apresentadas, podemos definir a continuidade de um
campo vetorial. O campo F serd continuo se, e somente se, suas fun¢des componentes P, Q e R
forem continuas.

Por vezes, associamos um ponto (X, y, z) ao vetor posi¢ao r = (X, y, Z), 0 que nos
permite escrever F(r) em vez de F(x, y, z). Assim, torna-se uma fun¢do que mapeia o vetor
posicao r ao vetor correspondente F(r).

Exemplo 1.5 Esboce o campo vetorial em R* dado por F(x, y, z) = zk.

Solucio:
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O desenho estd mostrado na Figura 45. Observe que todos os vetores sdo verticais,
apontando para cima, quando acima do plano xy ou para baixo, quando abaixo do plano xy. O
comprimento aumenta a medida que nos distanciamos do plano xy.

Figura 45 - F(x, y, z) = zk

Fonte: Stewart (2013)

No caso de um campo vetorial de velocidade, como ilustrado na Figura 46 a seguir,
cada ponto no espaco dentro de um cano ¢ associado a um vetor que representa a velocidade do
escoamento naquele ponto. Esse vetor velocidade descreve tanto a intensidade do escoamento
(magnitude) quanto sua orientacdo (direcao e sentido) na regido interna do cano.

Figura 46 — Campo de velocidade do escoamento de um fluido

Fonte: Stewart (2013)

1.1 Tipos de campos vetoriais
Os campos vetoriais podem ser classificados em diferentes categorias, dependendo
de suas propriedades:
e Campos gradientes: Sao campos vetoriais que podem ser expressos como o gradiente
de uma funcdo escalar f(x, y, z), ou seja, f = Vf. Esses campos sdo conservativos e
possuem propriedades importantes na fisica e na matematica.
e Campos solenoidais: Sao aqueles cujo divergente é nulo, ou seja, V- f = 0. Esses
campos sao associados a conservacao de fluxo, como ocorre no campo magnético.
e Campos rotacionais: Sao campos cuja circulacdo ao redor de um ponto ndo ¢

necessariamente nula, sendo descritos pelo rotacional V Xf.
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1.2 Operadores diferenciais em campos vetoriais
Virios operadores diferenciais sdo utilizados para analisar propriedades de campos
vetoriais:

¢ Divergente: Mede a tendéncia de um campo vetorial divergir de um ponto:

oP a OR
V.f:_+ _Q_|_ —
ax ay 0z

¢ Rotacional: Mede a tendéncia de um campo vetorial girar em torno de um ponto:

i loe
VxF—|L]kaxayaZPQR

e Laplaciano vetorial: Aplicado a campos vetoriais para analisar a difusdo e propagagao
de sinais em meios fisicos. Ele aparece quando calculamos o divergente do gradiente de

um campo vetorial Vf. Se f ¢ uma fungdo de trés varidveis, temos

. aZf aZf aZf

2 Integrais de linha

De modo andlogo a integral de uma dimensdo, na qual podemos integrar uma

funcao f(x) ao longo de um intervalo [a; b] no dominio de f(x), a integral de linha é calculada
ao longo de uma curva, pertencente ao dominio da fungdo a ser integrada.
Segundo Stewart (2013), tais integrais sdo chamadas integrais de linha, embora "integrais de
curva" seria melhor terminologia. Elas foram inventadas no comego do século XIX para
resolver problemas que envolviam escoamento de fluidos, forcas, eletricidade e magnetismo.
Essa generalizacao amplia o conceito de integral para contextos mais abrangentes e complexos.
2.1 No plano - R?

Considere uma curva plana C definida pela equagdo vetorial r(z) = x(t)i + y(t);.
Suponhamos que C seja uma curva suave, o que implica que e r(f)’ é continuo e r(f) # 0.
Tomando a ideia de Riemann, ou seja, dividindo o intervalo do parametro [a, b] em n
subintervalos [ti-1,ti] de tamanhos iguais e marcando os pontos correspondentes Pi(xi,yi) na
curva C, temos que esses pontos dividem C em n pequenos arcos de comprimento Asi,As2,...,Asn
. (Consulte a Figura 47).

Figura 47 — Caminho percorrido por uma curva
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Fonte: Stewart (2013)
Escolhemos, entdo, um ponto arbitrario Pi*(xi*,yi*) em cada subarco. Esse ponto
corresponde a um valor t;* pertencente ao subintervalo [ti-1,ti]. Agora, seja f uma fungao de duas
variaveis definida ao longo da curva C. Calculamos f(xi*yi*), multiplicamos esse valor pelo

comprimento Asi do subarco e somamos:

2‘1 O, v As;

Essa soma ¢ andloga a soma de Riemann. Ao tomarmos o limite dessa soma, a
medida que n—ow e As;i—0, definimos a integral de linha por analogia com a integral
unidimensional:

Defini¢ao 2.2 Se f ¢ definida sobre uma curva suave C dada pela equagdo vetorial r(¢) = x(t)i +

y(t)j, entdo a integral de linha de f sobre C ¢

n—==

[ £(xr.y)ds = lim S F(xt v As;
O i=1

Se o limite existir.

Sabemos dos célculos iniciais, revisitado no topico 4.2.4, que o comprimento de uma curva C

L2 &)+ (&) a

de forma analoga, € possivel usar um raciocinio semelhante dessa prova para provar que, se f €

¢ L, onde

uma funcdo continua, entdo o limite definido pela Defini¢do 4.5.2. sempre existe. Assim,

podemos empregar a formula a seguir para calcular uma integral de linha, denominada equagao

1:

Esse resultado indica que o valor da integral de linha ¢ independente da
parametrizacdo da curva, desde que a curva seja percorrida apenas uma vez, no sentido em que
t varia de a até b. Se s(t) representa o comprimento da curva C entre os pontos correspondentes

as parametrizagdes r(a) e r(t), entdo:
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ds _ [(dx), (dvy
da  \\dr dt

Para facilitar a memorizacao da formula, recomenda-se trabalhar tudo em func¢ao do parametro

t. Ao parametrizar x e y em termos de t, pode-se escrever ds como:

ds = (e P (DY &
T\ \a dt

De maneira andloga com trés variaveis temos, denominada equacao 2,

¥ rb \ dx \? d}-“ : dz \?
J(..f(x, y,z)ds = L flx@), y(@), z(2)) \ (E) + (E) + (dr‘ ) dt

As integrais apresentadas nas Equacdes 1 e 2 podem ser reescritas de forma mais concisa

utilizando a notacao vetorial.

[*h

| £0e@) | r'@) | dr
Para o caso especial em que f(x, y, z) = 1, temos

Lm=fWWm=L

onde L ¢ o comprimento da curva C.
Observaciao 2.3 Caso do campo vetorial
Recorde-se que o trabalho realizado por uma forga variavel f(x) ao deslocar uma particula de a
até b ao longo do eixo x ¢ dado por:
W= |7 f(x) dx.
Sabe-se também que o trabalho realizado por uma forga constante F para mover um objeto de

um ponto P a outro ponto Q no espago €:

onde D = PQ ¢ o vetor deslocamento.
Agora, considere um campo de for¢a continuo em R3, definido por:
F=Pi+ Qj + Rk,
como no caso do campo gravitacional ou no exemplo de um campo de forga elétrica em R? (um
caso especial onde R =0, e P e Q dependem de x e y).
Nosso objetivo ¢ calcular o trabalho realizado por essa for¢a ao mover uma particula
ao longo de uma curva suave C. Dividimos a curva C em pequenos trechos Pi-1P;, com

comprimentos As;, utilizando uma particdo do intervalo de pardmetros [a, b] em subintervalos
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de igual tamanho. Escolhemos um ponto Pi*= (xi*,yi*, zi*) em cada subintervalo, correspondente
ao parametro t;*.

Se Asi for suficientemente pequeno, o movimento da particula de Pi-1 para P; ocorre
aproximadamente na direcao do vetor unitario tangente T(ti*). Assim, o trabalho realizado pela

forca F ao deslocar a particula nesse trecho ¢ dado aproximadamente por:
F(xF, y". 2") - [As T(e7)] = [F(xi, y&, 2%) - T(t7)] As;

Portanto, o trabalho total ao longo de C ¢ a soma das contribui¢des em cada

subintervalo, ou seja,

2 [F(, pi*, 2) - T, yif, 2] Asy
i=1
onde T(x, y, z) € o vetor tangente unitario no ponto (x, y, z) em C.
Intuitivamente, a medida que aumentamos o numero de divisdes da curva, as
aproximacodes se tornam mais precisas. Assim, definimos o trabalho W realizado por um campo

de forca F como o limite de uma soma de Riemann, representado pela seguinte integral:

W=| F(xy,2) - T(ry,2)ds = | F-Tds

v

A equagdo acima indica que o trabalho W ¢ uma integral calculada em relagdo ao
comprimento do arco, utilizando apenas a componente tangencial da forga.
Agora, suponha que a curva C seja descrita por uma equagdo vetorial r(t) = x(t)i + y(t)] + z(t)k,
com t variando no intervalo [a,b]. Neste caso, o vetor tangente unitario T(t) ¢ dado por:
T(r) = r'(t0)/ ()]

Substituindo na integral, podemos expressar W como:

W= l [ Fr(®) Ty E?| ] [v(@0)| dr = i-f)F(l'(r)} - v'(e) dr

Essa forma integral simplificada ¢ frequentemente abreviada como:
e F - dr
e ¢ amplamente utilizada em diversas areas da fisica, como no célculo de trabalho e fluxo.
Finalmente, definimos a integral de linha de um campo vetorial continuo ao longo de uma
curva C de maneira formal:
Definicdo 2.4 Seja F um campo vetorial continuo definido sobre uma curva suave C,
parametrizada pela funcdo vetorial r(t), com t€[a,b]. Entdo, a integral de linha de F ao longo de

C ¢ dada por:

| Fodr=["Fa@) - v@dr = | F-Tas
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3 O teorema fundamental das integrais de linha
3.1 Teorema fundamental do calculo
No calculo inicial da graduagdo aprendemos o Teorema Fundamental do Célculo,

que nos diz que se for continua em [a, b], entao

b
f fG)dx = F(b) - F(a)

onde F ¢ qualquer primitiva de f, isto €, uma funcao tal que F’ =f.
Exemplo 3.1.1 Calcule a integral | 13 e*dx.
Solucio: A funcao f(x) = e* ¢ continua em toda parte e sabemos que uma primitiva ¢ F(x) = e*,

logo, pelo Teorema Fundamental, temos
b
f e*dx =F(3)—F(1) =e3—e¢
a

O Teorema Fundamental das Integrais de Linha ¢ um dos principais resultados do
calculo vetorial e estabelece uma relagdo entre integrais de linha e campos conservativos. Ele
afirma que, para um campo vetorial gradiente de uma fungdo escalar, a integral de linha ao
longo de um caminho depende apenas dos pontos inicial e final, independentemente da
trajetoria percorrida.

3.2 Enunciado do teorema

Se considerarmos o vetor gradiente Vf de uma funcao f, definida em duas ou trés
variaveis, como uma generalizacao da derivada de f, o teorema a seguir pode ser interpretado
como uma extensdo do Teorema Fundamental do Calculo para integrais de linha.

Teorema 3.2.1 Considere C uma curva suave parametrizada pela func¢ao vetorial r(t), com a <
t<b. Suponha que f'seja uma fun¢ado diferenciavel de duas ou trés variaveis, cujo vetor gradiente

Vf seja continuo ao longo de C. Entao:

~

L. Vfedr =f(r(b) — f(r(a)

O Teorema acima estabelece que € possivel calcular a integral de linha de um campo
vetorial conservativo (isto é, o campo vetorial gradiente de uma funcdo potencial f) apenas
conhecendo os valores de f nos pontos extremos da curva C. Mais precisamente, ele afirma que
a integral de linha de Vf corresponde a variagdo total de f. Quando /¢ uma fungdo de duas
variaveis e C € uma curva plana com ponto inicial A(x1, y1) e ponto final B(xz, y2), como

ilustrado na Figura 48, o Teorema se expressa da seguinte maneira:
I(_ Vf-dr = f(xa, v2) — flxi,v)

Figura 48 - C ¢ uma curva plana com ponto final e inicial
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Alx. ») * Blxy.y))

Fonte: Stewart (2013)
Se f for uma funcao de trés variaveis e C uma curva espacial conectando o ponto

inicial A(x1, y1, z1) ao ponto final B(x2, y2, z2), como ilustrado na Figura 49, entdo o resultado

¢ dado por:

'(_ vf dr :f(.i’z- Ya. 72) —flxnyn o )

"

Figura 49 - C ¢ uma curva espacial com ponto final e inicial

Fonte: Stewart (2013)
Em outra palavras, seja C uma curva suave e orientada positivamente que conecta

dois pontos A e B no espago, mas podemos pensar também no plano. Se um campo vetorial F

for conservativo, entdo a integral de linha de F ao longo de C ¢ dada por:

f(IFAdr — (B) - £(4).

Isso significa que a integral de linha ndo depende do caminho seguido entre os

pontos A e B, mas apenas dos valores da funcao potencial f nos extremos da curva.

3.3 Consequéncias
Se um campo vetorial F for conservativo, entdo a integral de linha em qualquer curva

fF-dr—(].
C

Esse resultado permite simplificar o célculo de integrais de linha em problemas fisicos,

fechada serd sempre zero:

como em mecanica e eletromagnetismo.

3.4 Aplicacoes
O Teorema Fundamental das Integrais de Linha tem diversas aplicacdes:
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e Trabalho realizado por um campo de forcas conservativo: Se F representa uma forca
conservativa, o trabalho realizado ao mover um objeto de A para B depende apenas da
energia potencial nos pontos iniciais e finais.

e Eletrostatica: O campo elétrico de cargas puntuais € conservativo, permitindo calcular
a diferenga de potencial elétrico sem depender do caminho.

e Testes de conservatividade: Se a integral de linha ao longo de uma curva fechada nao
for zero, o campo nao € conservativo.

Observacgdo 3.4.1
Se o campo ¢ conservativo, entao

a) Existe uma fung¢io escalar em R?, f(x, y) tal que:

F=rf= (G 5)

e em R3, f(x, y, z) tal que:

b) A integral de linha ndo depende do caminho seguido entre os pontos A e B, mas apenas dos

valores da funcdo potencial f nos extremos da curva, ou seja, s6 depende o ponto final e inicial.

~

| Vf-dr =f@®) - fr(a)

¢) A integral de linha em qualquer curva fechada ser4d sempre zero:

fF-dr—(].
c

Qualquer dos casos acima implicam que rotF = 0, lé-se o rotacional de F, conceito que serd
abordado no tépico 4.8.1, mas a reciproca nao é verdadeira.
3.5 Condicdo para um campo ser conservativo

Um campo vetorial F = (P, Q, R) € conservativo se existir uma funcao f'tal que F =
Vf. Uma condi¢do necessaria (e suficiente, se o dominio for simplesmente conexo) para a

conservatividade € que as derivadas parciais cruzadas sejam iguais:

P _8Q 8P _0R 9Q _ AR

r

Se essas condigdes forem atendidas, entdo o campo ¢ conservativo e pode ser
expressado como o gradiente de uma fungdo potencial.

O Teorema Fundamental das Integrais de Linha simplifica o célculo de integrais de
linha para campos conservativos, mostrando que elas dependem apenas dos valores nos pontos
extremos. Ele tem aplicagcdes importantes na fisica e na engenharia, especialmente no estudo

de forcas conservativas e potenciais escalares.
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4 Teorema de Green

O Teorema de Green é um dos resultados fundamentais do calculo vetorial,
estabelecendo uma relagdo entre a integral de linha de um campo vetorial ao longo de uma
curva fechada, como ilustrado na Figura 50, e a integral de superficie da divergéncia desse
campo sobre a regido delimitada pela curva. Ele pode ser visto como um caso bidimensional do
Teorema de Stokes e tem aplicagdes em dreas como a mecanica dos fluidos e o
eletromagnetismo.

Figura 50 — Curva fechada

y

Fonte: Stewart (2013)

Segundo Stewart (2013), ao enunciarmos o Teorema de Green, usamos a convengao
de que a orientacdo positiva de uma curva fechada simples C refere-se ao sentido anti-hordrio
de C, percorrido uma sé vez. Assim, se C ¢ dada pela funcdo vetorial r(¢), a <t < b, entdo a
regido D esta sempre do lado esquerdo quando r(¢) percorre C. (Veja a Figura 51.)

Figura 51 — Orientacdo das curvas

Y Ié -“\I A Py
v V) - Vg |
) A );f _."I ~ N I: j C
) L 4
v’/ T f ¥ | p % | N
s / 4 !
/! D | y / D !r' o,
il y /]
% { -\ ! f { ]
e A | R A
~ N \, ST
\ | S/ C ~_ J
/ . i
0| / / x 0 b
N
(a) Orientagao positiva (b) Orientacdo negativa

Fonte: Stewart (2013)
4.1 Enunciado do teorema
Teorema 4.1.1 Seja C uma curva plana fechada, simples, continua por partes e orientada
positivamente (contraria ao sentido horario), delimitando uma regido plana D. Seja F = (P, Q)
um campo vetorial de classe C' definido em uma regido que contém D. O Teorema de Green

afirma que:

\ d oP
‘ Pdx + Qdy = [ LI dA
Jo JJ ox ay

]
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onde:
e P(x,y) e Q(x,y) sdo funcdes continuamente diferenciaveis,
e dA representa um elemento de area da regiao R,

A notagao
* Pdx + Qdy ou 4) Pdx + Qdy.
Je ve

Onde $c representa uma integral de linha ao longo da curva C, percorrida no sentido
anti-horério.
Outra notagdo para a curva na fronteira de D, positivamente orientada e 0D, dai a

equacdo do Teorema de Green pode ser escrita como (denotaremos equagado 1)

”' (ﬁ - ﬁ) dA = . Pdx + Qdy.

J ox dy Jap

D

O Teorema de Green, em sua formulagdo geral apresentada no Teorema 4.7.1.1,

possui uma demonstragdo tecnicamente desafiadora. No entanto, iniciaremos com uma
demonstragcdo para um caso particular, onde a regido considerada ¢ tanto do tipo I quanto do
tipo II. Essas regides, denominadas regides simples, permitem um tratamento mais acessivel e
didatico.
Observacio 4.1.2
Uma regido plana D ¢ dita do tipo I se for a regido entre o grafico de duas fung¢des continuas
de x, ou seja,

D={(x,y)/a<x<b, gi(x) <y < g2(x)}
onde g; e g» sdo continuas em [a, b]. Alguns exemplos de regides do tipo I estdo mostrados na
Figura 52.

Figura 52 - Regioes do tipo |

’ S ’ L ’ P

Y. y

D

y=q(x)

}'=g,|_.1'-| T
\
b £ 0] g

g, lx)

=

T ——

o

[=]

|8

Fonte: Stewart (2013)

Consideraremos também regides planas do tipo 11, que podem ser expressas como
D={(x,y)/c <y =<d, hi(x) <x <hy(x)}
onde /1 e ho sdo continuas. Essas duas regides estdo ilustradas na Figura 53.

Figura 53 - Regides do tipo 11
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d————— = ]

x=hyy) __.-' x=hyy)

Fonte: Stewart (2013)

Demonstragdo do Teorema de Green nos casos onde d ¢ uma regido simples

Observe que o teorema de Green estara demonstrado se mostrarmos que

<

: o P
Pdx=—|| —dA
e 5 ay

’ ot 0
[ 0dy=[[ “aa
JC JOooodx
D
(denotaremos por equagdo 2 e 3, respectivamente)
Vamos demonstrar a Equacdo 1 exprimindo D como uma regido do tipo I:
D={(x,y)/a<x<b, gi(x) <y < g(x)}
onde g; e g» sdo fungdes continuas. Isso nos permite calcular a integral dupla do lado direito

da Equagdo 2, como segue (denotaremos equagdo 4):
tg.(x) JP

< [ (r.y) dydx = [ [P(x. g:(x)) — P(x. gi(x))] dx

av Ja Jgilx) d}-‘

onde o ultimo passo segue do Teorema Fundamental do Célculo.
Vamos agora calcular o lado esquerdo da Equagdo 2, onde C como a unido das
quatro curvas Ci, C2, C; e C4 mostradas na Figura 54.

Figura 54 — Curvas que compdem C
¥ ¥ =galx)

¥

~ H.-“\‘f‘:-—"u“
e
_ -

=

—7

y=g,lx)
.

0 a b X
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Fonte: Stewart (2013)

Sobre Ci tomamos x como parametro € escrevemos as equacgoes paramétricas como
X=X,y =gi(x),a<x<b. Logo,
" b
l P(x.y)dx = l P(x, gi(x)) dx
+Ch Ja

Observe que C3 vai da direita para a esquerda, mas — C3 vai da esquerda para a
direita, entdao

podemos escrever as equacgdes paramétricas de — C3 como X = X, y = g2(X), a < x < b. Portanto,

»

|;_ P(x.y)dx = — |_(_ P(x.y)dx = — |qb P(x, g:(x)) dx

Sobre C> ou C4 (qualquer uma delas pode se reduzir a um unico ponto), x € constante
e)

assim, dx=0¢

| Py dx=0= | P(xy)dx
Portanto,
‘f Plr3) ds = L Plx,y) dx + lr Plx,y) dx + |( P(x,y)dx + |r P(x,y) dx
- 'f P(x, g1(x)) dx — ]: P(x, ga(x)) dx
Comparando essa expressao com a da Equagdo 4, vemos que

P
dy

| Plx,y)dx = — “ dA
oC .-5
a Equacdo 3 pode ser demonstrada de forma semelhante, exprimindo D como regido do

tipo II. Entdo, somando as Equacdes 2 e 3, obtemos o Teorema de Green.

Exemplo 4.1.3 Calcule

|- x*dx + xydy,

onde C ¢ a curva triangular constituida pelos segmentos de reta de (0, 0) a (1, 0), de (1, 0) a (0,
1),ede (0, 1)a(0,0).
Figura 55 — Curva Triangular C

v

0, 1)

0,0) (1.0 x

Fonte: Stewart (2013)
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Apesar desta integral poder ser calculada pelos métodos usuais, isto envolveria o
calculo de trés integrais separadas sobre os trés lados do tridngulo. Em vez disso, vamos usar o
Teorema de Green. Observe que a regido D englobada por C ¢ simples e que C tem orientagao
positiva (como visto na Figura 55). Se tomarmos P(x, y) =x* e O(x, y) = xy, entdo teremos

. 9 oP e
‘ xtdx + xydy = ” ( 8 B (_> dA = 'l ‘] (v — 0)dydx
; Jo Jo

J ax ay

Y

- ‘0] [%\2]:(1)_‘ dx = % ‘;1 (1 — x)dx

W

= k1 - 9=

4.2 Interpretacdo e aplicagoes
O teorema pode ser interpretado da seguinte maneira:
e A integral de linha do campo vetorial F ao longo da fronteira C mede a circulagio do

campo ao redor de C.

. . 9Q 0P . A
e A integral dupla da expressao % _ 2 sobre a regido D mede a tendéncia do campo de

dx 0y
girar dentro da regido.
e Assim, o teorema afirma que a circulacao total ao longo da fronteira ¢ igual a soma das
rotagdes internas do campo dentro da regido D.
O Teorema de Green tem diversas aplicacdes em matematica e fisica, tais como:
Calculo de areas: Como a area de uma regido D €

1|, 1dA

desejamos que escolher P e Q de tal modo que
0 _ P _

dx ay

Existem varias possibilidades:

P=0 P=-y P=—2y

1
Q=x Q=0 Q=1x
Assim, o Teorema de Green da as seguintes formulas para a area de D:

i . .
A= ') xdy = *f‘) ydx = ;4) xdv — ydx
C - Jo© “Jc } i

o

2 2
Exemplo: Determine a area delimitada pela elipse % + % =1.

Solugdo: A elipse tem equagdes paramétricas x = acost € y = bsent, onde 0 < ¢ < 2.
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= ?J{} dt = mwab

4.3 Extensoes do teorema

O Teorema de Green pode ser considerado um caso particular do Teorema de
Stokes, que generaliza essa relagdo para superficies em trés dimensdes. Além disso, pode ser
modificado para tratar regides com buracos internos ou curvas orientadas no sentido horario.
O Teorema de Green ¢ uma poderosa ferramenta matematica que conecta integrais de linha e
integrais de area. Ele facilita calculos que seriam dificeis de realizar diretamente e possui
aplicagdes fundamentais na fisica e na engenharia.
5 Rotacional e divergente

Definiremos duas operagdes que podem ser realizadas com campos vetoriais e que
sdo essenciais nas aplicagoes de calculo vetorial em mecanica dos fluidos e em eletricidade e
magnetismo. Cada operagdo lembra uma derivagdo, mas uma produz um campo vetorial
enquanto a outra gera um campo escalar.
5.1 Rotacional
Seja F(x, y) = P(x, y, )i + Q(X, y, z)j + R(X, y, z)k um campo vetorial em R3, onde as fun¢des

P, Q, R possuem derivadas parciais. O rotacional de F é um novo campo de R* dado por
R aQ L (9P _0R 00 _op.,

rotF = (y ; (az Ox) ax ay

Para facilitar a memorizagdo, essa expressao pode ser escrita com a notagdo do

operador diferencial ¥V também conhecido como “del”, definido

7=i(5) (5) k)

Quando aplicado a uma fungdo escalar f, resulta no gradiente de f":

0Ly O 0L O O L OF
Vf_lax+]6y+kaz 6xl+6y * k

Se considerarmos IV como um vetor cujas componentes sdo os operadores diferenciais parciais,

a o o . .
—, — € —, o rotacional de F pode ser expresso formalmente pelo determinante:

ox’ 9y ~ 0z’

.., 9 9 @ R _2Q\. 9P aR L 0Q_ oy

X F = —_—— — —_— — —_— — —_— —

v tJ k dx 0y 0z 62 ax ax ay
que resulta exatamente na deﬁnigﬁo anterior:

rotF=V X F.



95

Exemplo 5.1.1 Se F(x, y, z) = xzi + xyzj — y’k, determine rotF.
Solucio:

Usando a equagao

rotF=|7><F=|ijk:—x%EPQRLtemos
rotF=|7xF=|ijk:—x;—y%xzxyz —y2|

a(=y? d(xyz),. a(-=y? 0(xz),. , O0(xyz) 0(x2)
[ ay oz i+ ax azh+[ ax 6y]k

= (2y - xy)i— (0 - X)j + (yz - Ok
=-y(2 + x)i +xj + yzk.

Lembre-se de que o gradiente de uma fungao f de trés variaveis ¢ um campo vetorial
sobre R3, de modo que podemos calcular seu rotacional. O proximo teorema diz que o
rotacional do gradiente de um campo vetorial ¢ 0.
Teorema 5.1.2 Se /¢ uma fungdo escalar de trés varidveis com derivadas parciais de segunda
ordem continuas, entdo rot(Vf) = 0.

Demonstracao:

I'Ot(Vf):VXVf: l]ka@&aaaz

:(62f 62f). (62f azf). (62f azf)
dyoz ) d0zdy 9z0x 0x0z dxdy ) dyodx
=0i +0j + 0k = 0.

Isso decorre do Teorema de Clairaut, que garante a igualdade das derivadas parciais
mistas sob essa hipdtese. Como um campo vetorial conservativo ¢ da forma F = Vf, o Teorema
4.8.1.2 pode ser reescrito como segue:

Se F é conservativo, entdo rot F = 0.

E assim obtemos um modo de verificar que um campo vetorial ndo ¢ conservativo.

Exemplo 5.1.3 Mostre que o campo vetorial F(x, y, z) = xzi + xyzj — y’k nfio é conservativo.
Solucio:

No exemplo anterior, mostramos que rotF = -y(2 + x)i + xj + yzk. Isso mostra que rotF # 0 e
portanto, pelo Teorema 4.8.1.1, F ndo ¢ conservativo. Em geral, a reciproca do Teorema 3 nao
¢ verdadeira, mas o proximo teorema afirma que, se F for definido em todo o espaco, a reciproca
vale. (Mais especificamente, a reciproca vale se o dominio ¢ simplesmente conexo, ou seja,
“ndo apresenta furos”.)

Teorema 5.1.4 Se F for um campo vetorial definido sobre todo R? cujas fungdes componentes

tenham derivadas parciais de segunda ordem continuas e rotF # 0, F serd um campo vetorial
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conservativo.
Exemplo 5.1.5 Mostre que F(x, y, z) = y*z°’i + 2xyz’j + 3xy*z*k é um campo conservativo.
Solucio:

Usando a equagao

rotF=|7><F=|ijk P QR |, temos

2039
ax dy 0z
rot F=VXxF= |ij k aa_x (’)a_y % y?z3 2xyz3 3xy?z?
V X F = (6xyz* - 6xyz?)i - (3y?Z* - 3y?Z%)j + 2yZ® - 2yZ*)k
VxF=0.
Como rot F # 0 e o dominio de F é R3, F é um campo vetorial conservativo pelo
Teorema 5.1.4
A razdo para o nome rotacional é que o vetor rotacional estd associado com
rotagdes. Uma conexdo ocorre quando F representa um campo de velocidade em mecénica dos
fluidos. Particulas perto de (x, y, z) no fluido tendem a rodar em torno do eixo que aponta na
direcdo de rot F (x, y,z), € o comprimento do vetor rotacional ¢ a medida de qudo rapido as
particulas se movem em torno desse eixo (veja a Figura 56). Se rot F = 0 no ponto P, entdo o
fluido ¢ isento de rotagdes em P e F ¢ chamado irrotacional em P. Em outras palavras, nao ha

nenhum turbilhdo ou redemoinho em P. Se rot F = 0, uma pequena roda de pas move-se com o

liquido, mas ndo roda em torno do seu eixo. Se rot F # 0, a roda com pas giraria em torno de

seu eixo.
Figura 56 — Comprimento do vetor rotacional
s AF[_\: ¥, z)
(x, ¥, z) "
Fonte: Stewart (2013)
5.2 Divergente

Seja F um campo vetorial em R® da forma:

oP 9Q

F(x,y)=P(x,y,2)1 + Q(X,y, 2)] + R(X, y, )k, onde P, Q, R possuem derivadas parciais ( % 3y

R . . ~ A L : <
E)' O divergente de F ¢ uma fung¢ao escalar de trés varidveis definida por, denotado de equagao

9
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Observe que rot F ¢ um campo vetorial, mas div F é um campo escalar. Usando a

~ . . .9, .0 a .
notacao do operador diferencial V = i-tJ 5+ kﬂ o divergente pode ser expresso como o

produto escalar entre V e F, denotado de equagao 10:
divF=V-F

Exemplo 5.2.1 Se F(x, y, z) = xzi + xyzj - y’k, determine div F.

Solu¢ao: Pela definicao de divergente (Equacao 9 ou 10), temos

—v2
divF=v.F =202, 209 , 3C7)

=z7+Xxz
dx ay 0z

Se F ¢ um campo vetorial sobre R3, entdo rot F também é um campo vetorial sobre
R3. Como tal, podemos calcular seu divergente. O proximo teorema mostra que o resultado é
0.
Teorema 5.2.2 Se F(x, y) = P(x, y, 2)i + Q(X, y, )] + R(X, y, )k é um campo vetorial em R3 e
as derivadas de segunda ordem de P, Q, R existem e sdo continuas, entdo
div (rot F) =0
Demonstracao:

o 0P OR, , 9 ,0Q 0P
9 9P Ry 000

divrot F = |7-(|7><F)=a—(—-—)+ay(az =) 735G, "%

x 0y 0z

__9%R 0% + 0%p  0%R + 9%2Q oa%p
d0xdy 0x0z 0ydz 0ydx 0z0x 0zdy

=0

Isso decorre do Teorema de Clairaut, pois as derivadas parciais mistas se cancelam.
Fisicamente, o divergente de um campo vetorial pode ser interpretado como a taxa liquida de
fluxo que sai de um ponto.
Se F(x, y, z) ¢ a velocidade de um fluido (ou gas), entdo div F(x, y, z) representa a taxa de
variagdo total (com relacdo ao tempo) da massa do fluido (ou gas) escoando do ponto (X, y, z)
por unidade de volume. Em outras palavras, div F(x, y, z) mede a tendéncia de o fluido divergir
do ponto (X, y, z). Se F =0, entdo F ¢ dito incompressivel.
5.3 Formas vetoriais do Teorema de Green

Segundo Stewart (2013), o operador divergente e rotacional nos permite formular
o Teorema de Green em uma versdo que serd util em aplica¢des futuras. Seja D uma regido
plana, C sua curva fronteira, P e Q funcdes que atendem as condi¢des do Teorema de Green.

Consideremos o campo vetorial F =P 1+ Qj. A integral de linha de F ao longo de C ¢ dada por:

§ F-dr={ Pdx+Qdy

Adicionalmente, ao tratar F como um campo vetorial no espago tridimensional (R?)
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com terceira componente nula, isto ¢, F = (P, Q, 0), podemos reinterpretar o calculo

considerando operagdes como o rotacional no espaco tridimensional.

rot F= i]kaiaa—y% g—z-g—;
Portanto, (rotF)-k = (aQ aP) (a—Q - a_) e podemos reescrever a equacao do Teorema de
Green na forma vetorial

4( F-dr= || (rot F) - k dA

D

Uma segunda maneira ¢ usando o divF

{ Fends= ([ divF(x,y) da
o .J’3
Essa versao diz que a integral de linha da componente normal de F ao longo de C ¢ igual a

integral dupla do divergente de F na regido D delimitada por C.

6 Integrais de superficie

A relagdo entre a integral de superficie e a area de superficie ¢ andloga a relacao
entre a integral de linha e o comprimento de arco. Enquanto a integral de linha pode medir o
comprimento de uma curva (quando a fungdo integrada ¢ constante e igual a 1), a integral de
superficie pode ser utilizada para medir a area de uma superficie em um caso similar.

Seja fuma fung¢ao de trés variaveis cujo dominio inclui uma superficie S. A integral
de superficie de f sobre S ¢ definida de forma que, no caso em que f(x, y, z) = 1, o valor da
integral de superficie coincida com a area da superficie S.

Para superficies parametrizadas, onde S ¢ descrita por uma funcao vetorial r(u, v)
dada por:

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), com (u, v) pertencendo a um dominio D no plano, a integral

de superficie de f sobre S ¢ definida como:

[[1@vaas = [[ satm)

or _or . .
Neste caso, o termo "EXEH representa o fator de escala associado a

dr Or
_X —_—

du v

dudv.

parametrizacdo, que corresponde a magnitude do vetor normal ao elemento infinitesimal da
superficie.
Se f(x, y, z) = 1, entdo:

or ()r

. dud
du (% uas

Jres= ],
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0 que da exatamente a area da superficie S.

No caso especial em que S € o grafico de uma fun¢ao de duas varidveis z = g(x, y),
a superficie pode ser parametrizada como:
(X, y) = (%, y, g(X,y)), onde (x,y) pertencem a um dominio D no plano xy. A integral de

superficie de f sobre S neste caso se torna:

[[;f(iﬂ-.y-.z)dS = ‘[Lfiw-.y,g(w-.y))x,/l - (g—f)z + (g—i)?dmdy,

e, para f(x, y, z)=1, resulta na formula para a area da superficie:

A 1 d S -[/ "III 1+ vg ? + d g ’ dxd
Areade § = f —= —= zdy.
D \,‘ dx dy 4

Essas defini¢des permitem generalizar o calculo da 4rea e da integral de superficie

para diferentes contextos geométricos e aplicagdes fisicas.
6.1 Orientagdo de superficies

Para definir a integral de superficie de campos vetoriais, ¢ fundamental introduzir
o conceito de superficie orientada, a fim de excluir superficies ndo orientaveis, como a faixa de
Mobius mostrado na Figura 57. [Nomeado assim por causa do gedmetra alemao August Mobius

(1790-1868)].

Figura 57 - Uma faixa de Mobius

amaa Y

Fonte: Stewart (2013)
Uma superficie ¢ dita orientdvel se € possivel escolher um vetor normal em cada
um de seus pontos, de forma que:
1. A superficie seja dividida em dois lados distintos (como "dentro e fora" ou "acima e
abaixo").
2. O vetor normal varie continuamente ao longo de toda a superficie.
Essa continuidade na variacdo do vetor normal garante que a orientagdo da
superficie seja bem definida, permitindo que calculos como integrais de fluxo ou de superficie
sejam realizados sem ambiguidades.

Exemplo de superficies ndo orientdveis
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Superficies como a faixa de Mdbius ndo podem ser orientadas, pois ndo ¢ possivel
definir um vetor normal que seja continuo em todos os seus pontos. O conceito de "lado" ou
orientagdo simplesmente nao se aplica de maneira consistente a essa superficie.

Importincia na definicdo de integrais

A orientacdo ¢ essencial porque a integral de superficie de um campo vetorial
depende da dire¢cdo do vetor normal escolhido. Em superficies orientaveis, a integral considera
o fluxo do campo vetorial F através da superficie S, com a orientagdao do vetor normal n. Para

uma superficie orientavel S, a integral ¢ definida como:

//F-ndS,
s

onde n € o vetor normal unitario orientado de maneira consistente em toda a superficie.
Essa definicdo torna o calculo fisicamente interpretavel, como o fluxo de um fluido
atravessando uma superficie em uma dire¢ao bem definida.
Para uma superficie fechada, ou seja, uma superficie que delimita completamente
uma regido solida E, a convengdo de orientagdo ¢ definida da seguinte forma:
e A orientac¢ao positiva corresponde aos vetores normais que apontam para fora da regido
E, como ilustrado na Figura 58.

Figura 58 - Orientacdo positiva

Fonte: Stewart (2013)

e A orientacdo negativa ¢ atribuida aos vetores normais que apontam para dentro da
regido E, como ilustrado na Figura 59.

Figura 59 - Orientagdo negativa

Fonte: Stewart (2013)

6.2 Integrais de superficie de campos vetoriais
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Considere S como uma superficie orientada com vetor unitario normal n, e imagine
um fluido com densidade p(X, y, z) € campo de velocidade v(x, y, z) fluindo através de S. Aqui,
S ¢ interpretada como uma superficie imaginaria que nao impede o fluxo do fluido, semelhante
a uma rede de pesca atravessada por uma corrente. A taxa de fluxo de massa por unidade de
area ¢ dada por pv.

Se dividirmos S em pequenos elementos S, como na Figura 60, cada um
aproximadamente plano, a massa do fluido que atravessa Sj; na dire¢cdo normal n por unidade
de tempo pode ser aproximada por (pv-n)A(Sj), onde p, v e n sdo avaliados em algum ponto de
Sij, € A(Sij) € a area do elemento Sjj. Aqui, pv-n representa o componente do vetor pv na dire¢cdo
de n.

Figura 60 — Divisdo de S

[ S F=pv

B
r L]
0 .
x Ty

Fonte: Stewart (2013)

Somando essas quantidades para todos os elementos e tomando o limite conforme

o tamanho dos elementos tende a zero, obtemos, de acordo com a definicdo de integral de

/]S(pv-n)ds.

Esse tipo de integral de superficie ¢ amplamente utilizado em fisica, mesmo quando

superficie, a expressao:

F ndo ¢ diretamente relacionado a pv. Ela € conhecida como a integral de fluxo de F através de
S, representando o fluxo total de F atravessando a superficie orientada S.
Definicdo 6.2.1 Seja F um campo vetorial continuo definido sobre uma superficie orientada

S, com vetor normal unitdrio n. A integral de superficie de I sobre S é dada por:

[A(Fm) ds.

Essa integral ¢ interpretada como o fluxo de F através da superficie S. O fluxo mede
a quantidade do campo F que atravessa S na direcdo de n, considerando tanto a magnitude de F
quanto sua orientacdo relativa a normal da superficie.

A defini¢do acima, em palavras, afirma que a integral de superficie de um campo

vetorial F sobre uma superficie S € equivalente a integral de superficie da componente normal
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de F em relacdo a S. Isso significa que, ao calcular a integral de superficie, consideramos apenas
a parte do campo F que atravessa S na direcao perpendicular a sua superficie.

Matematicamente, isso € eXpresso como:

f-ﬁF-dS—'[[S(F-H)db‘,

onde n ¢ o vetor normal unitario a superficie S e dS representa o elemento infinitesimal de area
da superficie. Se a superficie S ¢ parametrizada por uma fun¢ao vetorial r(u, v), dada por:

por r(u, v) = ( x(u, v), y(u, v), z(u, v)), entdo o vetor normal n pode ser obtido utilizando o

. or Or
produto vetorial dos vetores tangentes 52 €5,

or or
Au ” v’

n—=

Substituindo isso na integral, a equacao ¢ reformulada como:

‘/‘/‘%F.JS—‘//DF(r(u.,-U)). (g_i y g_t‘) dudo,

onde D ¢ o dominio dos pardmetros u e v. Isso conecta a geometria da superficie parametrizada
ao calculo do fluxo do campo vetorial F através de S.
6.3. Aplicacoes
As integrais de superficie tém diversas aplicagdes importantes:
e Fluxo de um fluido: mede a quantidade de fluido passando através de uma superficie.
e Lei de Gauss (Eletrostatica e Gravitagao): calcula o fluxo de um campo elétrico ou
gravitacional através de uma superficie fechada.
e Teorema do divergente (Teorema de Gauss): estabelece a relagdo entre a integral de
superficie de um campo vetorial e a integral de volume de sua divergéncia.
6.4. Exemplos cldssicos
e Fluxo de um campo radial através de uma esfera: Se F = (x, y, z), a integral de
superficie sobre uma esfera centrada na origem mostra que o fluxo depende apenas do
raio da esfera.
e Area de uma superficie parametrizada: A integral da fungio constante f (x, y, z) = 1
sobre S fornece a area total da superficie.
As integrais de superficie sdo uma ferramenta essencial do cdlculo vetorial, permitindo a
andlise de fluxos e dreas em superficies tridimensionais.
7 Teorema de Stokes
O Teorema de Stokes pode ser visto como uma versao em dimensao maior do

Teorema de Green. Enquanto o Teorema de Green relaciona uma integral dupla sobre uma
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regido plana D com uma integral de linha em torno de sua curva limite plana, o Teorema de
Stokes relaciona uma integral de superficie sobre uma superficie S com uma integral em torno
da curva da fronteira S (que ¢ uma curva no espaco). A Figura 61 mostra uma superficie
orientada com vetor normal unitario n. A orientacdo de S induz a orientagdo positiva da curva
fronteira C mostrada na Figura. Isso significa que, se vocé andar na dire¢do positiva ao redor
da curva C com sua cabeg¢a na dire¢do e sentido de n, entdo a superficie estara sempre a sua

esquerda.

Figura 61 - Superficie orientada com vetor normal unitario n

Fonte: Stewart (2013)

Teorema 7.1 Seja SCR3 uma superficie orientada, suave por partes, cuja fronteira é uma curva
C, fechada, simples e também suave por partes, com orientagdo positiva. Suponha que S esta
imersa em um campo vetorial

F(x,y,2)=P(x,y, 2)i+Q(x,y, z)] + R(X, y, 2)k

onde P, Q, R possuem derivadas parciais continuas em uma regido aberta de R® que contém S.

Nessas condi¢des, o Teorema de Stokes assegura que:

£~F-dr—f/‘;(VxF}-ndS

onde VxF ¢ o rotacional do campo F, n ¢ o vetor normal unitario a superficie S, orientado de
forma consistente com a orientacao positiva da curva C, e dS € o elemento de area da superficie.
Esse teorema mostra que a circulagdo de um campo vetorial ao longo de uma curva fechada
estd relacionada com a integral de superficie do rotacional desse campo sobre uma superficie
que tem essa curva como fronteira. Assim, o Teorema de Stokes pode ser visto como uma
generalizagdao do Teorema de Green para superficies tridimensionais.

Demonstracao:

Considere a superficie S como ilustrada na Figura 62 abaixo, descrita por z = g(x, y), onde (X,
y) € D, sendo D a projecao de S no plano xy.

Figura 62 - Teorema do Stokes
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r=atx. v)
=g(x,y)

Fonte: Stewart (2013)
A fronteira C; corresponde a projecao de C no plano xy. Suponha que g seja uma
fun¢do continua com derivadas parciais de segunda ordem também continuas. Para demonstrar

o Teorema de Stokes neste caso, ¢ suficiente provar as seguintes igualdades:

f(Pd.t—// dz LLL— d.ﬁ:(iy
lef _f[@did ——dydz

9R
fRdz—/ (—dydz——d dz.

Prova da primeira igualdade
Comecando pelo lado esquerdo da igualdade, aplicamos o Teorema de Green a

projecao no plano xy. Temos:

?,E . yz)di—f P(z,y,g(z,y)) dz = — // (3}3 ijjgi)d dy.

No lado direito da igualdade, como mostrado no capitulo 5, segue que:

(’?Pﬁg orP
—dzd ——d dy =
fj; zdx x dy ff( 9z By dy)d.}:dy

As expressdes obtidas para os dois lados sdo idénticas, o que prova a primeira igualdade.
Prova das demais igualdades

Os mesmos raciocinios podem ser estendidos as outras duas igualdades. Para

f(; Qdye f(.‘ Rdz,

as derivadas parciais e os elementos diferenciais envolvidos conduzem as expressoes
correspondentes, usando projegdes no plano apropriado e aplicando o Teorema de Green de
forma analoga.
7.1 Ideia geométrica do Teorema de Stokes

E evidente que o Teorema de Stokes pode ser interpretado como uma extensio do
Teorema de Green para trés dimensdes. Em esséncia, o que o Teorema de Stokes nos permite
concluir ¢ que calcular o fluxo do rotacional de um campo vetorial através de uma superficie
orientada ¢ equivalente a calcular a integral de linha desse campo ao longo da curva que forma

a fronteira dessa superficie. Essa correspondéncia revela uma profunda conexdo entre integrais
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de superficie e integrais de linha, evidenciando a relagao entre o comportamento local do campo
(através do rotacional) e sua manifestacdo global ao longo da curva de contorno.O raciocinio
subjacente ao Teorema de Stokes ¢ andlogo ao do Teorema de Green. Nele, as integrais de linha
calculadas ao redor das fronteiras de todas as areas elementares que compdem a superficie S
acabam se anulando mutuamente nas bordas compartilhadas. Isso ocorre porque cada borda
interna contribui com integrais em sentidos opostos para as duas superficies adjacentes.Dessa
forma, resta apenas a contribuicao da circulagao ao longo da curva fechada C, que ¢ a fronteira

da superficie S. Assim, o Teorema de Stokes pode ser sintetizado na expressao:

f F - dr.
c

Essa formulagdo ressalta a conexao entre a circulagdo de F ao longo da curvaC e o
comportamento local do campo vetorial sobre S.
8 Teorema do divergente

No topico 5.3, reescrevemos o Teorema de Green na sua forma vetorial:

JIO W
L

F-nds = H div F(x, y) dA
)
onde C ¢ a fronteira positivamente orientada da regido plana D. Este teorema pode ser estendido
para campos vetoriais em R3, desde que sejam feitas suposi¢des adequadas, levando ao

Teorema do Divergente, denotada por equacao 1.

“ F-ndS§= ||| div F(x, y. z) dV
.'-E_' ‘I.,IIT_*I

onde S ¢ a superficie de fronteirada regido solida E.
Maiores detalhes:

e E ¢ uma regido so6lida no espaco tridimensional;

e S ¢ a superficie fechada que delimita E, orientada positivamente (com vetor normal n

apontando para fora de E);

e F ¢ um campo vetorial cujas componentes possuem derivadas parciais continuas;

e V-F¢adivergénciade F.
Semelhanca com os Teoremas de Green e Stokes

O Teorema do Divergente compartilha uma estrutura comum com os Teoremas de

Green e Stokes, pois também estabelece uma relag@o entre a integral de uma derivada de uma
fun¢do (neste caso, a divergéncia de F) sobre uma regido e a integral da funcao original F sobre

a fronteira dessa regido. Essa conexdo ¢ uma manifestacdo do principio fundamental de que as
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propriedades locais de um campo vetorial (como sua divergéncia ou rotacional) determinam
seu comportamento global em uma regido e na sua fronteira.
Aplicagdo a regioes solidas simples

O teorema ¢ particularmente simples de aplicar a regioes sélidas que sao
simultaneamente dos tipos 1, 2 e 3 (veja as Figuras 67, 69 ¢ 70)— ou seja, aquelas que podem
ser descritas por limites bem definidos para x, y e z. Exemplos incluem elipsoides, caixas
retangulares e outras regides solidas simples. Nessas situagoes, a integral de superficie sobre S
pode ser substituida por uma integral tripla sobre E, facilitando os célculos.
Orientacgdo positiva

A orientagdo positiva, como discutido no topico 4.9.1, segue a convengao de que os
vetores normais unitarios n apontam para fora da regido solida E. Essa escolha ¢ fundamental
para garantir a consisténcia nos célculos e na interpretacdo do fluxo através de S.
Teorema 8.1 Seja E uma regido solida simples, e S a superficie que constitui a fronteira de E,
orientada positivamente (ou seja, com os vetores normais apontando para fora da regido so6lida).
Seja F um campo vetorial cujas componentes possuem derivadas parciais continuas em uma
regido aberta que contém E. Entdo, o Teorema do Divergente (ou Teorema de Gauss) afirma
que:

. dS = ||| div F dV

E

"—_-.—
, ]
—

Portanto, o Teorema do Divergente afirma que, sob as condi¢des dadas, o fluxo de F pela
fronteira de £ ¢ igual a integral tripla da divergéncia de F em E.

Em palavras, o Teorema do Divergente, também conhecido como Teorema de
Gauss ou Teorema de Green-Gauss, € um dos resultados fundamentais do calculo vetorial. Ele
estabelece uma relagao entre o fluxo de um campo vetorial através da superficie fechada que

delimita um volume e a divergéncia desse campo dentro do volume.

Demonstragao:

Seja F =Pi + Qj + Rk. Entao divF = 2—5 + gg + Z—R, assim
[ divFav = [j f v + m IV + m _,_,W
.I.llr._‘l --

Se n ¢ o vetor normal unitario para fora de S, entdo a integral de superficie do lado

esquerdo do Teorema do Divergente ¢
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((F-as=[[F-nas=([ Pi+Qj+RK -nas
ol -‘:; .{

M

= ([ Pi-nas+ ([ @j-nds+ [[ Rk-nas
"_,;.' .r; .-;

Portanto, para demonstrar o Teorema do Divergente, ¢ suficiente demonstrar as trés

seguintes equacdes, denotadas por 2, 3 e 4 respectivamente:

([ Pi-nds= ||| Edv

i

e . . e H_
|S| Qj-ndS= 111 P dv
([ RKk-nas= ([ Z—R{J"V

Para demonstrarmos a Equacdo 4, usamos o fato de que E ¢ uma regido do tipo 1(veja Figura
63):
D={(x,y,2)/(x, )ED, ui(x, y) Sz < ua(x, y)}

onde D ¢ a proje¢do de E sobre o plano xy.

Figura 63 — Regido soélida do tipo 1
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Fonte: Stewart (2013)

Pela Equagao

Hl flay,2) dv = H [ﬁ[“' (x,y,2) dz,] dA
temos

i uolx, vl JR

H [ (x,y.2) d;’:| dA

hi(xv) oz

E

e, portanto, pelo Teorema Fundamental do Célculo, denotada por equagao 5,

* dR

0z

A fronteira S ¢ constituida por trés partes: a superficie inferior Si, a superficie

v = H [R(-"- you2(x,y)) — R(x,y, ui(x, _\'))] dA.
D

superior 2, e, possivelmente, uma superficie vertical S3, que se situa acima da curva fronteira
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de D. (Veja a Figura 64. S3 pode ndo aparecer, tal como no caso de uma esfera.) Observe que

em S3 temos k-n = 0, porque k ¢ vertical e n ¢ horizontal, e assim

|| Rk -ndS = || 0dS =0
83

hE}

Figura 64 — Teorema do Divergente
1_  Si=wmlny)

I

- ‘
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d | ]
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| 9 ’1—-——,____74' 5, 2= mylx, y))
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Fonte: Stewart (2013)

Logo, independentemente da existéncia de uma superficie vertical, podemos

escrever a equagao 6

[[Rk-nas=[[Rk-nas+ [[Rk-nds
) I\ )

5.
A equagdo de $> ¢ z = ua(x, ), (x, ¥)ED, e o vetor normal que sai de n aponta para
cima.

Da Equagao

dx ay

H F-dS= H (—Pﬁ = QE—R)JA
5 ' /

(com F substituido por R k), temos

([ RK-nds = j (x. y. wslx. y)) dA

Sobre S temos z = ui(x, y), mas aqui a normal n aponta para baixo, entdo
multiplicamos
por —1:
H Rk -ndS = —“ R(x. v, ui(x.y)) dA
5 D

Portanto, a Equagao 6 fornece

H Rk-ndsS = W [ v, ua(x, y)) — Rlx, y. ui(x, }-‘)]] dA

E

Comparando com a Equacao 5, temos que

_!]'Rk-nd.'—
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As Equagoes 2 e 3 sao demonstradas de modo andlogo, usando as expressoes para
E como uma regido do tipo 2 ou do tipo 3. A titulo de curiosidade, uma regido sélida do tipo 2
¢ da forma:
D={(x,y,2)/(y, €D, ui(y, 2) <x <y, 2)},
onde, desta vez, D ¢ a projecao de E sobre o plano yz (veja a Figura 65). A superficie de tras ¢
x = ui(y, z) e a superficie da frente € x = ux(y, z).

Figura 65 — Regido soélida do tipo 2

o
Nx=yly,2)
Fonte: Stewart (2013)
e uma regido solida do tipo 3 ¢ da forma:
D= {(x,y,2)/(x, 2)ED, ui(x, z) <y < wa(x, 2)},
onde D ¢ a projegdo de E sobre o plano xz, y = ui(x, z) € a superficie da esquerda e y = ua(x, z)
¢ a superficie da direita (veja a Figura 66).

Figura 66 — Regido solida do tipo 3

¥=iylx, z)

D

%

o | -
o e —
oo e a T
v=1y(x, z) ¥
x

Fonte: Stewart (2013)

— —f

J (4. o

Esse teorema pode ser interpretado como uma generalizagdo da ideia de
conservagao de fluxo. Ele afirma que o fluxo total de F para fora da superficie S € igual a soma
das taxas de variacdo (ou fontes e sumidouros) do campo dentro do volume V. Isso tem
aplicagdes importantes em diversas areas da fisica e da engenharia, como na eletrostatica (Lei
de Gauss), na dinamica de fluidos e na termodinamica. Em resumo, o Teorema do Divergente
¢ uma ferramenta poderosa para converter integrais de superficie em integrais de volume,

simplificando célculos em diversas areas da matematica e da fisica.
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APENDICE C —- DETALHES HISTORICOS DOS PERSONAGENS CITADOS NO
TEXTO

O conceito de vetores € o desenvolvimento do célculo vetorial tém suas origens
enraizadas em uma longa trajetoria historica, marcada por avangos graduais em geometria,
algebra e analise. Segundo Boyer (2011), em 4 History of Mathematics, a evolugdo dessa area
reflete a busca continua por ferramentas matematicas capazes de descrever fendmenos espaciais
e fisicos de maneira mais precisa e abrangente.

A nogdo de vetores comegou a surgir no contexto da geometria classica, com os
gregos antigos estudando segmentos de reta orientados para descrever magnitudes direcionais,
como forcas e deslocamentos. Embora ndo possuissem uma formalizacao algébrica, conceitos
como soma de segmentos usando a lei do paralelogramo ja eram conhecidos e aplicados. Sua
representacdo como conjuntos ordenados de nimeros reais s6 foi possivel apos a ampliacao dos
sistemas numéricos além dos numeros complexos.

Durante o Renascimento, o avang¢o na algebra e na geometria analitica, introduzida
por René Descartes no século XVII, pavimentou o caminho para uma representacdo mais
precisa de objetos geométricos no espaco tridimensional. As coordenadas cartesianas
possibilitaram associar pontos € segmentos a nimeros € operacdes matematicas, estabelecendo
a base para um formalismo mais robusto.

Hermann Grassmann, em sua obra monumental Ausdehnungslehre, publicada em
1844, ultrapassou as ideias do espago tridimensional euclidiano. Ele explorou espagos de
dimensdes superiores € desenvolveu algebras especificas para esses sistemas. Seu trabalho
permitiu considerar uma extensdo dos numeros complexos para os niumeros hipercomplexos.
Grassmann deu um passo crucial ao questionar a necessidade de abandonar a propriedade
comutativa da multiplicagdo, que era o principal obstaculo a generalizacdo. Além disso, sua
obra incluiu a teoria do célculo tensorial, que desempenhou um papel fundamental no
desenvolvimento da teoria da relatividade. Infelizmente, as ideias de Grassmann ndo foram
compreendidas ou apreciadas adequadamente por seus contemporaneos, mas com o tempo sua
importancia foi reconhecida. Em 1862, ele publicou uma segunda edi¢do de sua obra, revisada
e ampliada, embora, mais uma vez, tenha recebido pouco reconhecimento imediato.

Um ano antes da publicacdo da primeira edi¢do do Ausdehnungslehre, William
Rowan Hamilton desenvolveu a ideia fundamental dos quaternions, um sistema que ampliava
os numeros complexos para descrever rotacdes no espaco tridimensional. Ao abandonar a

comutatividade da multiplicagdo, Hamilton introduziu uma ferramenta poderosa para a
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mecanica e a fisica matematica. Ele também demonstrou coragem ao abrir mao da propriedade
comutativa da multiplicagdo para dar forma a sua teoria. Em 1853, publicou Lectures on
Quaternions, um trabalho que foi mais bem compreendido e aceito do que o de Grassmann,
talvez por sua abordagem menos abstrata. Hamilton dedicou o restante de sua vida ao avango e
a consolidagdo da teoria dos quaternions, acreditando firmemente que essa teoria continha a
chave para a solugdo de muitas questdes matematicas.

No entanto, as ideias de Hamilton enfrentaram resisténcia, possivelmente devido a
complexidade inerente a algebra envolvida. Como consequéncia, outros matematicos buscaram
desenvolver alternativas proprias para abordar os mesmos problemas.

Peter Guthrie Tait, discipulo de Hamilton, dedicou sua vida ao estudo dos
quaternions. Ele gerou um intenso debate entre matematicos que se prolongou por cinquenta
anos. Seu maior opositor foi Josiah Willard Gibbs, que no final do século XIX desenvolveu o
calculo vetorial como uma simplificacdo e generalizagdo dos quaternions para o espago
tridimensional. Ele introduziu operagdes fundamentais, como o produto escalar ¢ o produto
vetorial, que se tornaram ferramentas indispensaveis na fisica e na engenharia. Gibbs buscou
uma abordagem préatica e acessivel, facilitando a adog¢do do célculo vetorial na andlise de
problemas cientificos. Um dos alunos de Gibbs, Edwin Bidwell Wilson, consolidou essas ideias
em um livro de 1901, estabelecendo o calculo vetorial como uma disciplina independente. Essa
consolida¢do marcou o inicio do uso generalizado dos vetores na fisica, especialmente na teoria
do eletromagnetismo de Maxwell.

E interessante notar que a ideia central desse debate tinha raizes no
Ausdehnungslehre de Grassmann. Na pratica, o problema foi solucionado pelo calculo
tensorial, que ¢ fundamental para descrever as interagdes gravitacionais em um espago-tempo
curvo, de Grassmann, mais tarde aprimorado por C. G. Ricci, que publicou um livro sobre o
tema em 1888. Inicialmente, esse trabalho recebeu pouca atencdo, sendo incorporado por
Einstein apenas em sua teoria da relatividade, onde obteve ampla aceitacdo. No inicio do século
XX, a teoria da relatividade resgatou as contribuigdes de Grassmann, quando a formulagdo da
relatividade geral de Einstein evidenciou a necessidade de uma linguagem matematica mais
sofisticada. Isso demonstrou que as ideias de Grassmann estavam pelo menos cinquenta anos a
frente de seu tempo.

Esse rico panorama historico evidencia como os conceitos de algebra vetorial,
inicialmente fundamentados em ideias geométricas e depois ampliados em abstragdes
algébricas, foram moldados por diferentes pensadores que, mesmo enfrentando resisténcia,

pavimentaram o caminho para as aplicagdes modernas. Atualmente, os vetores sdo estudados



112

tanto em sua interpretagdo geométrica, como segmentos orientados no espago tridimensional,
resultado do trabalho de Gibbs, quanto sob a perspectiva algébrica, como elementos de espagos
n-dimensionais, amplamente fundamentados no trabalho de Grassmann. A confluéncia dessas
abordagens mostra que as contribuigdes de Grassmann, Hamilton, Gibbs e outros foram
interdependentes e cruciais para o desenvolvimento das ciéncias matematicas e fisicas
modernas.

O trabalho desses matematicos ilustra como a evolucao de conceitos abstratos,
muitas vezes a frente de seu tempo, pode ser impulsionada pela busca por aplicagdes concretas,
unindo a elegancia da teoria a utilidade pratica.

e Hermann Grassmann

Figura 67 — Grassmann

Fonte: ime.unicamp.br/~vaz/grassmann.htm

(Stettin, 1809 — 1705) Ele nasceu em uma época em que pertencia a Prussia, e
faleceu na mesma cidade em 1877, mas ja como Alemanha. Nos dias atuais essa cidade se
chama Szczecin e pertence a Poldnia.

A sua historia € um dos melhores exemplos de "Tragédia Matematica": um obscuro
professor de escola secundaria em uma cidadezinha qualquer que fez uma das maiores
contribuigdes matematicas da historia, mas que de tdo avancgada para sua época foi praticamente
ignorada pelos seus contemporaneos sendo apercebida apenas muito anos depois. Elas se
encontram na sua obra-prima Die Lineale Ausdehnundslehre, que paradoxalmente constitui-se
num exemplo de uma das obras mais importantes e menos lidas da humanidade. Na verdade,
existem dois "Die Ausdehnundslehre". O primeiro ¢ de 1844 e pouquissimas edi¢des foram
vendidas - lidas menos ainda.

O segundo, de 1873, ndo se trata de uma segunda edi¢cao, mas sim de um texto
totalmente reescrito na tentativa de tornd-lo mais claro. Em resumo, o que Grassmann nos
ensina ¢ como multiplicar vetores. Qualquer estudante de Ciéncias sabe a importancia do
conceito de vetor mas na época dele poucos tinham nog¢ao da sua importincia e para piorar mais

ainda a situa¢ao de Grassmann, no sentido de tornar a sua obra acessivel, a sua visao do conceito
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de vetor era tao abstrata, embora nos moldes da nossa visdo atual, que poucos foram capazes a
época de aprecia-la, quanto mais de compreendé-la. Grassmann definiu o produto exterior de
vetores e a algebra que hoje leva o seu nome e que € hoje de importancia fundamental em muitas
areas da Matematica e da Fisica. Essa estrutura, diga-se de passagem, ¢ muito mais geral que a
chamada algebra vetorial devida a Gibbs e ensinada aos estudantes de Ciéncias em seu primeiro
ano na universidade - o custo pela generalidade ¢ a abstragdo! A "Tragédia Grassmaniana" se
completa com o seu desanimo devido ao desinteresse de seus contemporaneos pelo seu trabalho
e ele passou a estudar mais profundamente Sanscrito, outro de seus interesses. Ja seu dicionario
de Sanscrito teve uma repercussao espetacular e continua até hoje uma referéncia fundamental
para aqueles que ainda estudam essa lingua.
e William Rowan Hamilton

Figura 68 — Hamilton

Fonte: Tomas Fernandez (2025)

(Dublin, 1805 — 1865) Matematico irlandés. Um talento precoce, ele treinou no
Trinity College Dublin, onde mais tarde ensinaria astronomia, e publicou aos 22 anos a Teoria
dos Sistemas de Raios (1827), um trabalho focado na refragdo da luz que seria a primeira de
suas muitas contribui¢des para a Optica e a ciéncia em geral.

Fisico, astronomo e filosofo, além de matematico, William Rowan Hamilton
concebeu a algebra como uma ciéncia do tempo puro e orientou sua pesquisa para uma
matematizagdo sistematica do mundo fisico. Ele estruturou a teoria dos nimeros complexos,
que ele definiu como pares de niimeros reais, na qual ele definiu uma lei da composi¢dao
comutativa. De particular importancia ¢ sua contribui¢do sobre a teoria dos quaternions e
hiperntimeros. Ele também elaborou uma teoria matematica da 6ptica e um formalismo abstrato
da mecanica classica. Destacam-se suas obras Métodos Gerais de Dindmica e Elementos de

Quatérnios.

e Josian Willard Gibbs
Figura 69 — Gibbs
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Fonte: Tomas Fernandez (2025)

(New Haven, EUA, 1839 — 1903) foi um cientista americano que realizou
contribui¢des teoricas fundamentais na fisica, quimica e matematica. Seu trabalho sobre as
aplicagdes da termodinadmica contribuiu para transformar a quimica fisicaem uma ciéncia
dedutiva rigorosa. Junto com James Clerk Maxwell e Ludwig Boltzmann, criou a mecanica
estatistica (um termo que ele cunhou), explicando asleis da termodinamica como
consequéncias das propriedades estatisticas de grandes agregados de particulas. Gibbs também
trabalhou nas aplicagdes das equagdes de Maxwell a problemas em Optica fisica.

Como matematico, ele inventou o moderno célculo vetorial (independentemente do
cientista britdnico Oliver Heaviside, que realizou um trabalho similar durante o mesmo
periodo). Aos quinze anos ingressou na Universidade de Yale, onde obteve o primeiro
doutorado em engenharia concedido pela referida instituigdo. Durante uma viagem a Europa,
ele entrou em contato com os mais prestigiados fisicos e matematicos da época, cujas
contribuig¢des inovadoras ele estudou com interesse.

Por um tempo, ele concentrou sua atengdo no estudo da maquina a vapor, que desde
o século anterior, gracas as melhorias introduzidas por James Watt, se tornou uma das principais
invengdes da revolug¢do industrial. Engajado na andlise do equilibrio da maquina, Gibbs
comecou a desenvolver um método pelo qual as varidveis envolvidas nos processos de
equilibrio quimico poderiam ser calculadas.

Em 1871 foi nomeado professor de fisica matematica em Yale, apds a publicacao
de seu trabalho seminal, que incluia os titulos Métodos Graficos em Termodinamica de Fluidos
e Sobre o Equilibrio de Substancias Heterogéneas, este ultimo de importancia transcendental
para a evolucao subsequente da fisica e quimica modernas. A descrigdao adequada dos processos
termodinadmicos do ponto de vista da fisica levou Gibbs a desenvolver uma ferramenta cientifica
inovadora, a mecanica estatistica, que mais tarde se mostrou util para a mecanica quantica

moderna. O quimico alemao Wilhelm Ostwald divulgou suas descobertas na Europa.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Povo_dos_Estados_Unidos
https://pt.wikipedia.org/wiki/Termodin%C3%A2mica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Qu%C3%ADmica_f%C3%ADsica
https://pt.wikipedia.org/wiki/James_Clerk_Maxwell
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Boltzmann
https://pt.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A2nica_estat%C3%ADstica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A2nica_estat%C3%ADstica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Leis_da_termodin%C3%A2mica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ensemble_estat%C3%ADstico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%B5es_de_Maxwell
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%93ptica_f%C3%ADsica
https://pt.wikipedia.org/wiki/C%C3%A1lculo_vetorial
https://pt.wikipedia.org/wiki/Oliver_Heaviside
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Os métodos algébricos da Geometria cartesiana de Fermat e Descartes
influenciaram enormemente a matematica ao longo de quase 200 anos até que foram
necessarios métodos mais diretos e livres de coordenadas na geometria.

Em 1832 Giusto Bellavitis publica um trabalho onde ¢ apresentado o conceito de
equipoléncia entre segmentos que ¢, basicamente, a no¢do de vetor que conhecemos e que foi
formalizada em 1844 por Hermann Grassmann no seu Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer
Zweig der Mathematik (Teoria de Extensdo Linear, um novo ramo da Matematica).

Embora esse conceito tenha sido considerado de forma implicita por Joseph Louis

Lagrange (1736—-1813) e William R. Hamilton (1805—-1865), sua formalizagao na literatura
ocorreu no livro Vector Analysis (1901), de Edwin B. Wilson, baseado nos seminarios de
Josiah Willard Gibbs (1839-1903), onde foi denominado produto direto.

Figura 70 — Vector Analysis (a) rosto (b) pag 54

(a) (b)
Fonte: Delgado (2013)

e Alexis Claude Clairaut

Figura 71 - Clairaut

Fonte: Tomas Fernandez (2025)
(Paris, 1713—-1765) Ele foi um matematico francés de destaque no século XVIII,

conhecido por suas contribui¢des a geometria, calculo diferencial e a mecanica celeste. Segundo
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Boyer (2011), no livro de histéria da matematica, Clairaut foi um dos matematicos mais
precoces, superando até Blaise Pascal nesse ponto. Aos dez anos, ele lia os textos de L’Hospital
sobre conicas e calculo; aos treze, ele leu a Académie des Sciences um artigo sobre geometria;
e quando tinha apenas dezoito anos, foi aceito com dispensa especial em relagdo as exigéncias
de idade, como membro da Académie.

No ano em que foi eleito, Clairaut publicou um tratado célebre, Recherches sur les
courbes adouble courbure, cuja substancia ele tinha apresentado a Academia dois anos antes.
Como a Geomeétrie de Descartes, as Recherches de Clairaut apareceram sem nome de autor na
pagina de titulo, embora também nesse caso a autoria fosse bem conhecida. O tratado de
Clairaut realizava para as curvas no espago o programa que Descartes tinha sugerido quase um
século antes — seu estudo por meio de projecdes em dois planos coordenados.

Na verdade, foi esse método que sugeriu o nome dado por Clairaut a curvas gauches
ou reversas, pois sua curvatura ¢ determinada pelas curvaturas das duas projecdes. Em
Recherches, numerosas curvas no espaco siao determinadas como intersec¢des de varias
superficies, sdo dadas explicitamente formulas para distancia em duas e trés dimensdes, uma
forma da equacdo do plano por intersegdes com os eixos incluida, e sdo determinadas tangentes
a curvas no espago. Esse livro do jovem Clairaut € o primeiro tratado sobre a geometria analitica
no espaco. Observou que as derivadas parciais mistas de segunda ordem fxy e fyx de uma funcao
f(x, y) sdo em geral iguais (sabemos agora que isso vale se as derivadas forem continuas no
ponto em questdo) e usou esse fato no critério My = Nx, familiar em equacdes diferenciais, para
que a expressao diferencial M(x, y) dx + N(x, y) dy seja exata.

Em obras célebres sobre matemadtica aplicada, tais como Théorie de la figure de la
terre (1743) e Théorie de la lune (1752), ele usou a teoria do potencial. Seus livros didaticos,
Eléments de géométrie (1741) e Eléments d’algebre (1746), eram parte de um plano, que lembra

os de hoje, para aperfeigoar o ensino da matematica.



