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RESUMO

A presente tese apresenta nossas propostas de extensoes dos modelos de mundo branas.
Alguns dos principais problemas em aberto em fisica de particulas, como o problema da
hierarquia entre as escalas de Planck e da teoria eletrofraca, e da cosmologia, como a
origem da matéria escura e o valor da constante cosmoldgica, encontram solugoes nos
cenarios de branas. Uma vez que tais modelos sao extremamente sensiveis a estrutura
geométrica do espaco-tempo ambiente multidimensiional no qual a brana esta imersa,
nossa idéia basica é analisar como as propriedades da brana e dos campos que vivem no
seu entorno mudam quando alteramos a estrutura geométrica do espago ambiente. Nosso
primeiro passo foi uma extensao do cenario de brana tipo-corda em seis dimensoes, onde
a variedade transversa é uma secao de um cone resolvido. O parametro de resolugao do
cone, que controla a singularidade na origem, também altera a largura dos modos sem
massa de um campo escalar e do potencial confinante dos modos Kaluza-Klein. Também
analisamos as condigoes de energia da fonte, que passa por varias fases durante o fluxo de
resolucao. Estudamos ainda como este fluxo modifica as propriedades dos campos veto-
riais e espinoriais neste cenario. Em seguida, propusemos um novo fluxo geométrico para
a variedade transversa. O chamado fluxo de Ricci possui solugoes invariantes por diffe-
omorfismos chamadas sélitons de Ricci. Tais solucoes tem a propriedade de extremizar
grandezas durante este fluxo, como o funcional energia e entropia do fluxo. Uma solugao
particularmente importante e estacionaria do fluxo de Ricci é o chamado séliton charuto
de Hamilton que possui simetria axial. Definimos uma variedade produto nao-fatorizavel
entre uma 3-brana e o séliton de Hamilton resultando em uma solucao de brana tipo-
corda regular que satisfaz a condicao de energia dominante e tem um modo gravitacionai
nao-massivo localizado. Outra modificagao geométrica proposta foi a de uma violagao
da simetria de Lorentz através da introducao de uma estrutura métrica localmente ani-
sotropica, a chamada geometria de Finsler. Tal abordagem tem sido objeto recente de
varios estudos. Escolhemos uma estrutura finsleriana recentemente proposta,chamada
bipartite, onde o comprimento dos eventos é calculado nao somente com a métrica lorent-
ziana mas com outra forma bilinear simétrica. O cone de luz desta geometria é deformado
para um cone eliptico cujas inclinacoes das geratrizes dependem dos autovalores do ten-
sor bipartite. Outra propriedade deste espaco-tempo é a de modificar a relacao entre o
4—momentum e a 4-velocidade gerando um tensor de inércia. Através de uma acao de
Einstein-Hilbert finsleriana em um limite de baixa dependéncia direcional, encontramos
uma analogia entre essa geometria e os modelos Bumblebee e de aether, que descrevem
efetivamente a quebra de Lorentz em espagos-curvos.

Palavras-chave: Cenario de branas. Conifold resolvido. Fluxo de Ricci. Violagao da
simetria de Lorentz. Geometria de Finsler.



ABSTRACT

This thesis presents our proposals for new braneworlds models. Some of the main open
issues in high energy physics have interesting solutions assuming the space-time has more
than four dimensions. For instance, the hierarchy problem between the eletroweak and
the Planck scales, and the origin of the cosmological constant, find some solutions in the
brane scenarios. Since these models are rather sensible on the geometrical structure of the
multidimensional space time where the brane is embedded, our main goal is to analyze
how the geometrical and physical properties of the braneworld and of fields living on it
evolve under a geometrical flow in the transverse manifold. The first step was propose
an smoothed string-like braneworld with a transverse resolved conifold. The resolution
parameter changes the width of the well and the high of the barrier of the Kaluza-Klein
modes. Further, the source of this warped solution has different phases depending on the
resolution parameter. The massless modes for the scalar, gauge and spinor fields are only
well-behaved on the brane for non singular configurations. Another smooth geometrical
flow studied was the so-called Ricci flow. This flux posses diffeomorphic invariant soluti-
ons called Ricci solitons which are extremals of the energy and entropy functionals. An
important two-dimensional Ricci soliton with axial symmetry is the cigar soliton. A war-
ped product between a 3-brane and the cigar soliton turns to be an interior and exterior
string-like solution satisfying the dominant energy condition and that supports a mass-
less gravitational mode trapped to the brane. The last geometric modification proposed
was the locally Lorentz symmetry violation through a Finsler geometry approach. This
anisotropic differential geometry has been intensely studied in last years. We have chosen
the so-called bipartite space where the length of the events is measure using the metric
and another symmetric tensor called bipartite tensor. We have shown the bipartite space
deforms the causal surface to an elliptic cone and provides an anisotropy into the inertia
of a particle. By means of an extended Einstein-Hilbert action we have shown an analogy
between the bipartite space and the bumblebee and bipartite models which are effective
Lorentz violating models in curved space times.

Keywords: Braneworld scenario. Resolved Conifold. Ricci flow. Lorentz Symmetry
Violation. Finsler Geometry.



10

LISTA DE FIGURAS

Esboco de uma brana imersa em um espacgo-tempo com uma dimensao

EeXETa U, . . . . p.23

Esboco do cenario de branas RS1. Duas branas planas e paralelas sao
imersas em um espago-tempo Anti de Sitter de cinco dimensodes com uma

fator de warp do tipo exponencial. . . . . . . .. ... p-30

Escalar de Ricci para a variedade conica resolvida e singular com origem
em r = 5. Para a = 1 (linha cheia), a curvatura é suave na origem r = 5

enquanto que para a = 0 (linha fina) diverge na origem. . . . . . . . . . p. 56

Mudanga da coordenada radial no 2—cone resolvido. A inclinacao do
grafico para @ = 10 (linha cheia) é menor do que para a = 0 (linha

pontilhada). . . . . . ... p. 57

Mudanca de varidvel radial inversa. a = 10 (linha cheia) e a = 0 (linha

tracejada). . . . .. p. 57

Fator de warp nao-linear. Sua forma de sino lhe d4 uma simetria Z,

como suaviza seu comportamento sobre a brana. . . . . . .. ... ... p. 62

Fator de warp suavizado para ¢ = 1 (linha azul) e fator de warp linear
(linha vermelha). Note que ambos tem o mesmo decaimento exponencial
para longas distancias mas o fator linear nao satisfaz as condi¢oes de

regularidade na origem. . . . . . .. ... p.63

Escalar de curvatura do bulk para R=0ec=1.0 espago-tempo é suave

em todos os pontos e assintoticamente ele converge para um espago AdSg. p. 63

Escalar de curvatura de Mg para o fator de warp nao-linear. A geometria

é suave na origem mas diverge assintoticamente. . . . . . . . . .. . .. p. 64

Componentes do tensor de tensao-energia para a = 0. Ty (linha cheia),
Tye (linha pontilhada) e 7, (linha tracejada) satisfazem a condicdo de

energia dominante. . . . .. .. ..o p. 64



11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

Componentes do tensor de tensao-energia para a = 10. A condicao fraca
Too > 0 é satisfeita mas como Ty = Tyy as condigoes forte e dominante

sao violadas. . . . . .o L

Potencial para o fator de warp linear e [ = 0. Para a = 1 (linha fina)
o potencial decai exponencialmente. Para 0.1 < a < 0 (linha tracejada)
aparecem dois pocos de potencial asimétricos proxima a brana mas sobre
esta o potencial diverge. Para a = 0 um pogo de potencial surge na

vizinhanga da brana (linha pontilhada). . . . . . ... .. ... ... ..

Potencial para o fator de warp nao-linear. Para a = 1 (linha cheia) existe
apenas um poco de potencial entorno da brana. Para a = 0.15, ha um
méximo sobre a brana e dois pogos proximo a brana (linha fina). Para

a — 0 hd um poco ao redor da brana (dashed line). . . . .. ... ...
Modo KK para o fator de warp nao-linear proximo a brana. . . . . . .
Auto-funcao para o fator de warp nao-linear longe da brana ou para a =
Modo zero para o fator de warp linear. . . . . . .. .. ... ... ...
Modo zero para o fator de warp nao-linear. @ = 0 (linha pontilhada).

Fator de warp para um defeito tipo-corda fina (linha cheia) e para a

solucdo tipo corda-charuto (linha tracejada). . . . . . . ... ... ...

Componente angular da métrica para um defeito tipo-corda fina (linha

tracejada) e para a solucdo tipo corda-charuto (linha cheia). . . . . ..

Escalar de Ricci para o espago ambiente Mg. A variedade é livre de

singularidades e converge para um espaco AdSg assintoticamente.

Componentes do tensor de tensao e energia. A densidade de energia
(linha cheia) é positiva (condigao fraca de energia), maior que as outras
componentes (condi¢ao forte de energia) e maior que a somas das outras

componentes (condi¢ao de energia dominante). . . . . . . ... ... L.

Modo-zero gravitacional. Tal solu¢ao tem suporte compacto (localizada)
em torno da origem (brana) para qualquer valor de k. Note que quanto
maior o valor de k mais localizada é a solucao. Além disso, o modo tem
um comportamento crescente proximo a brana devido o fator do charuto
(tanh kp) e exponencialmente decrescente longe da brana, o que reflete a

caracteristica tipo-corda. . . . . . . . . ... ...

p. 64

p.67

p. 68
p. 69
0. p.69
p.70

p. 70

p-79

p-79

p-79

p-81



23

24

25

Modos massivos para m = 1 proximo a brana para [ = 0,1,2 (respecti-
vamente, vermelho, verde e azul). Quanto maior [ menor a amplitude do

modo. . ..

Potencial de Schrodinger para [ = 0. O grafico tem a conhecida forma
vulcao para qualquer k. Além disso, quanto maior o valor de k maior o

valor da barreira. . . . . . . . ...

Relacao entre as escalas de energia e as simetrias. Serd que a simetria de

Lorentz sera preservada por mais 16 ordens de grandeza? . . . . . . . .

p. 85

p. 87



SUMARIO

1 INTRODUCAO

1.1 O universo como uma brana . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.2 Nosso intuito e contribuigoes . . . . . . . . . .. ...
1.3 Organizacao daobra . . . . . . .. . . ... .. ... ... ...

2 OS MODELOS DE BRANAS

2.1 O modelo de Kaluza-Klein . . . . . . ... ... ... ... .......
2.2 Pioneiros dos modelos de branas . . . . . . ... ..o L
2.2.1 O modelo de Rubakov-Shaposhnikov . . . . .. ... ... ...

2.3 Teoria de corda-branas . . . . . . . .. ...
24 Omodelo ADD . . . . . . .
25 Omodelo RS . . . . . . .
2.5.1 RS1 . ..
2.5.1.1 Aspectos geométricos do modelo RS . . . . . .. ...

2.5.1.2 Dinamica domodelo RS . . . . . ... ... ... ...

2.5.1.3 O problema da hierarquia . . . . ... .. ... .. ..

252 RS2 . .

2.6 Modificacoes domodelo RS . . . . . . . . ... L
2.7 Modelos de branas em seis dimensoes . . . . . . ... ...
2.7.0.1 Defeitos tipo-corda em (3 4 1) dimensoes . . . . . . . .

2.7.0.2 Branas tipo-corda globais . . . . ... ... ... ...

2.7.0.3 Modelo de Cohen-Kaplan . . . . .. .. ... ... ..



2.7.04 O modelo de Gregory . . . . . ... ... ... .... p. 44

2.7.0.5 O modelo de Olasagasti-Vilenkin . . . . ... ... .. p-45

2.7.0.6 O modelo de Gherghetta-Shaposhnikov (GS). . . . . . p.45

2.7.0.7  Modelo de RandjbarDaemi-Shaposhnikov . . . . . .. p. 47

2.7.0.8 Modelosde Oda . . . .. ... ... .. ... ..... p. 48

2.7.0.9 O modelo Giovannini-Meyer-Shaposhnikov . . . . . . . p. 48

2.7.0.10 O universo tipo-charuto . . . . . .. .. ... .. ... p-49

2.7.0.11 Modelos cosmolégicosem 6 — D . . . .. .. ... ... p.50

2.7.0.12 Modelos com geometrias exdticas . . . . . .. ... L. p.51

3 VARIEDADES CONICAS RESOLVIDAS p.h3
3.1 Variedade conica resolvida . . . . . .. . ... L p.- 54
3.2 Cenério de brana com um cone resolvido transverso. . . . . . . . . . .. p. 57
3.2.1 Fator de warp linear. . . . . . . ... ... p. 60
3.2.2 Fator de warp nao-linear . . . . . .. ... p. 62
3.2.3 Fator de warp suavizado . . . . . . . ... L. p. 62

3.3 Localizagao do campo escalar . . . . . . . . ... ... p-65
3.3.1 Modos massivos . . . . ... p. 66
3.3.1.1 Fator de warp linear . . . . . . .. ... ... ... .. p. 66

3.3.1.2 Fator de warp nao-linear . . . . . ... ... ... ... p. 68

3.3.2 Modoszero . . . . ... p. 69

4 VARIACOES GEOMETRICAS SOB UM FLUXO DE RICCI p.71
4.1 Fluxosde Ricci . . . . . .. .. p.71
4.2 Aplicagoes fisicas . . . . . . . . .. p.73
4.3 Soélitons de Ricei . . . . . . . p.74
4.4 Séliton charuto de Hamilton . . . . . . . .. ... ... ... p. 76



4.5

O cenario corda-charuto . . . . . . ... ... p.77

4.5.1 Construcao do cendrio . . . . . . . . . . ... p. 78
4.5.2 Analisedafonte . . . . . . .. ... p. 80
4.5.3 O problema da hierarquia . . . . . . .. ... ... .. ... p. 82
4.5.4 Perturbagoes do campo gravitacional . . . . . . ... ... ... p. 82
4.5.5 Modos nao-massivos . . . . . ... p.83
4.5.6 Modos massivos . . . . . ... p.84
4.5.7 Potencial de Schrodinger . . . . . . . ... ... ... p.85

5 VIOLACAO DA SIMETRIA DE LORENTZ E GEOMETRIA DE

FINSLER p. 88
5.1 Violacao de simetria de Lorentz em espagos planos . . . . . . . .. . .. p.91
5.2 Modelos com quebra de Lorentz em espagos curvos . . . . . . .. ... p-94
5.2.1 Modelos de Einstein-Cartan . . . . . ... .. ... ... .... p.-94
5.2.2  Modelo bumblebee . . . . . . . ... p. 96

5.3 Modelo de Kostelecky para uma geometria de Finsler . . . . . . . . .. p.97
5.3.1 1* forma fundamental e métrica de Sasaki . . . . .. .. .. .. p- 100
5.3.2 ConexoOes em geometria de Finsler . . . . . . . .. . ... .. .. p- 102
533 Geodésicas . . . . . . .. p. 105
534 Curvatura . . . . . . ... p-105

5.3.5 Espacode Randers . . . ... ... ... ... .. ... ..... p. 106
5.3.6  Métrica bipartite . . . . ... ..o p- 109
5.3.6.1 Aspectos cinematicos da geometria Bipartite . . . . . . p- 110

5.3.6.2  Aspectos dinamicos do espaco bipartite. . . . . . . .. p. 112

6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS p.116
6.1 Sobre o cendrio com um cone resolvido . . . . . . ... ... ... ... p- 116
6.2 Sobre o cenario com um fluxo de Ricei . . . . . .. ... p- 117



6.3 Violacao da simetria de Lorentz em uma geometria de Finsler . . . . .

6.3.0.3 Modelo RS com quebra de Lorentz . . . .. ... ...

REFERENCIAS



16

1 INTRODUCAO

Desde a teoria da relatividade geral, em 1915, varios cientistas propuseram mode-
los que explicassem os fenomenos naturais como emergentes de uma estrutura geométrica
[1]. Assim como Einstein mostrou que a forga gravitacional era na verdade uma forca
de inércia devido a curvatura do espaco-tempo, Weyl propos que a forca eletromagnética
seria o resultado de uma simetria conforme do espaco-tempo [1]. Tal simetria tornaria
a conexao nao compativel com a métrica levando a problema com a medi¢ao do tempo

préprio de observadores inerciais [1].

Em uma outra abordagem, Kaluza e Klein propuseram que o campo eletromagnético
seria o resultado de uma dimensao extra compacta [2]. Tal dimensdo extra nao era
observada em nossos experimentos devido a estes estarem ligados a uma escala muito

baixa de energia, ou se preferir, muito grande de comprimento [3].

A unificacao das forgas elementares utilizando dimensoes extras é uma das bases da
teoria de supercordas a qual é nossa melhor candidata a teoria unificadora [6]. A partir
da ideia de dimensoes extras pode-se explicar, por exemplo, o espectro das particulas

elementares e a entropia dos buracos negros [6].

Mais recentemente, alguns modelos de dimensao extra abordaram problemas como a
grande diferenca entre as escalas de energia gravitacional e eletrofraca (o problema da
hieraquia) [33, 34] , o pequeno mas nao nulo valor da constante cosmolégica (o problema
da constante cosmoldgica)[93], o porque das trés geragoes de férmions e da existéncia de

apenas férmions com uma quiralidade em nosso universo [95], entre outros.

Mais ainda ha muito o que descobrir. De fato, outro problema essencial para a fisica
de altas energias é o da natureza da chamada matéria escura. Alguns modelos propoem
que a rotacao andomala das galdxias seria um resultado nao de um novo campo em nosso
universo mas de campos vivendo no espago multidimensional interagindo com a matéria

em nosso universo [103, 104, 105].
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1.1 O universo como uma brana

A teoria de supercordas, bem como o modelo Kaluza-Klein (KK), baseia-se na
suposigao de que as dimensoes extras formam uma variedade riemanniana compacta [6].
Além disso, supoe-se também que a geometria de nosso universo é independente da geo-
metria da variedade transversa, ou interna [6]. No entanto, a partir da década de 1980
alguns autores comecaram a investigar a possibilidade de dimensoes extras nao-compactas
e com uma geometria nao-fatorizavel [13, 15, 16, 17, 19]. O universo seria entdo uma hi-
perficie mergulhada em um espago-tempo de dimensao maior que quatro, uma espécie de
membrana [23, 25].

Com o surgimento do conceito de D-branas e M-branas, em meados dos anos 1990,
a nogao de objetos extensos com dimensoes extras ganhou um maior embasamento [27,
28, 30, 31]. O desenvolvimento destas ideias gerou no final dos anos 1990 os modelos
ADD [33] (geometria fatorizavel) e RS [34, 35] (geometria nao-fatorizavel) que mudaram
nossos conceitos de fisica multidimensional. De fato, esses modelos assumem que a geo-
metria da variedade transversa pode, ja na escala de energia disponiveis em nossos atuais

aceleradores de particulas, influenciar em processos em nossa brana.

Rapidamente varios grupos ao redor do mundo ampliaram os modelos ADD e RS
para incluir os efeitos de campos vivendo no espago-tempo ambiente [36, 37, 39] , efeitos

cosmoldgicos [40], de dimensoes maiores [64, 65, 68, 69], etc.

1.2 Nosso intuito e contribuicoes

Uma vez que a geometria do espago-tempo ambiente multidimensional tem papel
preponderante nos modelos de branas, nés nos propomos a estudar como as caracteristicas
fisicas do modelo variam quando alteramos algumas caracteristicas geométricas do modelo.
Em particular, como os campos do modelo padrao, vivendo no bulk! sao afetados por um
fluxo geométrico? Como as caracteristicas da brana, como suas tensoes e curvatura sao

afetadas por esse fluxo?

O modelo escolhido foi o de branas tipo-corda em seis dimensoes. Tais solugoes
estaticas e com simetria axial tem a caracteristica peculiar de produzir um espaco trans-
verso localmente plano e globalmente conico [68]. Tal comportamento conico, que no

caso com constante cosmolégica aparece apenas proxima a brana [70], leva a problemas

10O espaco-tempo multidimensional.
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relativos aos campos induzidos sobre a brana [84, 85].

Nesse sentido, nossa primeira contribuicao foi propor uma variedade transversa cuja
singularidade conica é parametrizada, o chamado cone resolvido. Tal variedade rieman-
niana é um espaco de Calabi-Yau importante em extensoes da correspondéncia AdS-CFT
[6, 129, 130, 131, 132]. Dentre os resultados encontrados, destacamos que o parametro de
resolucao permite a existéncia de modos nao massivos para os campos escalares [106], ve-
toriais [107] e fermionicos [108]. A geometria nao-fatorizavel pode ser entendida como uma
correcao da geometria tipo-corda préxima a brana. Com efeito, a fonte desta geometria

satisfaz as condigoes fraca e forte de energia [107].

Outra geometria que nds propomos € a que toma o produto nao-fatorizavel entre uma
3-brana e uma solugao estacionaria do chamado fluxo de Ricci, o chamado séliton charuto
de Hamilton [110, 111, 112, 114, 116]. O fluxo de Ricci representa fisicamente a equagao
do fluxo de renormalizacao para a acao da corda bosonica, ou seja, uma equagao para as

corregoes quanticas da geometria da folha mundo [121].

A geometria do bulk resultante satisfaz além da condicao de energia dominante as
condigbes de regularidade na origem [109]. Apesar de ainda apresentar um comporta-
mento conico proximo a origem, tal geometria permite um modo zero gravitacional e uma
variacao da relagao entre as escalas de energia entre do bulk e da brana [109]. No entanto,
o comportamento conico também leva a existéncia de modos Kaluza-Klein taquionicos.
Esperamos que a inclusao de termos de mais alta ordem (Gauss-Bonnet) possa remediar

o problema dos taquions.

Nossa tultima proposta, ainda em andamento, busca levarmos em conta efeitos de
violagao da simetria de Lorentz em cenarios de mundo-brana. Tal violagao é esperada
no regime quantico da gravidade e por isso, é interessante investigarmos os novos efeitos

nesta escala de energia [147, 172, 175, 176].

Nossa abordagem baseia-se em munir o espaco-tempo de uma estrutura geométrica
anisotropica, a chamada geometria de Finsler, onde o comprimento dos eventos nao satis-
faz uma relagao quadratica como na geometria riemanniana [191, 201]. Tal mudanca esta

intimamente relacionada com a relacao de dispersao das particulas elementares [219].

Escolhemos a chamada geometria bipartite, proposta recentemente por Kostelecky
[188, 190]. Nela, além do tensor métrico, g,,,, hd um outro tensor simétrico, s,,, utilizado
para medir os intervalos no espaco-tempo. Até o momento, mostramos que tal espago-

tempo é andlogo, no limite onde a geometria possui uma fraca dependéncia direcional,
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ao modelo bumblebee, onde a quebra de simetria de Lorentz é induzida por um campo
vetorial especial, o campo bumblebee, que se acopla com o tensor de Ricci [179]. Além
disso, nossa proposta conduz a novos termos de interagao, bem como a uma dependéncia

direcional da constante gravitacional.

1.3 Organizacao da obra

A presente tese estd organizada da seguinte forma. No capitulo 2 faremos uma
breve introducao histérica dos modelos de dimensao extras, desde o modelo primordial
de Kaluza-Klein até os atuais modelos de branas. Dessa forma, introduziremos as de-
finigbes e principais caracteristicas desses modelos. Além disso, tal capitulo destina-se a
mostrar como os diferentes modelos foram sendo gerados e ampliados. Daremos uma es-
pecial atencao aos modelos de branas em seis dimensoes, objeto desta tese, em particular

o modelo de Gherghetta-Shaposhnikov [70], o qual analisamos com maior atengao.

O capitulo 3 tem por objetivo introduzir um novo cenario onde o espago transverso é
uma se¢ao de um cone resolvido. Os resultados sobre a estrutura geométrica (tensor de
curvatura) e fisica (caracteristicas da fonte e do campo escalar real neste cenario) também

serao apresentados neste capitulo.

No capitulo 4 introduzimos o cenario chamado corda-charuto, onde a variedade trans-
versa ¢ uma solucao do fluxo de Ricci chamado soliton charuto de Hamilton. Suas prin-
cipais caracteristicas fisicas e geométricas serao estudadas e os efeitos do fluxo de Ricci

sobre os modos gravitacionais serao analisados.

O capitulo 5, apesar de nao trazer resultados no cenario de branas, destina-se a
analisar uma modificacao na estrutura geométrica em relatividade geral, a de um espaco-
tempo finsleriano. Faremos uma breve revisao da violagao da simetria de Lorentz em
espaco-tempo planos e em espacos curvos utilizando o chamado campo bumblebee. Em
seguida, introduzimos os principais conceitos acerca da geometria de Finsler, seguido do
estudo das caracteristicas do chamado espaco de Randers [192]. Por fim, obtemos novos
resultados sobre a estrutura causal e cinemética do chamado espaco bipartite. Mostramos

também a analogia entre esta geometria anisotropica e o modelo bumblebee.

Para o capitulo 6 deixamos um resumo dos resultados obtidos acrescidos de co-
mentarios. Apresentamos também algumas possiveis perspectivas de desenvolvimentos

dos resultados obtidos.
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2 OS MODELOS DE BRANAS

Neste capitulo faremos uma introducao histérica aos modelos de dimensao extra
e branas. Partindo do modelo de Kaluza-Klein (KK) mostraremos em sintese como a
ideia de introduzir-se dimensoes extras evoluiu. Nosso foco sera a defini¢ao e principais

propriedades dos modelos.

2.1 O modelo de Kaluza-Klein

A idéia de introduzir-se dimensoes extras em fisica nao é nova. Os pioneiros foram
Kaluza [2] e Klein [3] que, propondo um espago-tempo de cinco dimensoes M5 no qual
nosso espago-tempo observado M, estaria mergulhado, conseguiram obter nao somente as
equagoes de Einstein como as equacoes de Maxwell, desde que a quinta dimensao fosse

compacta.

De fato, tomando a parametrizacio para Ms, (z) = (2#, %), onde (2*) é a parame-

trizagao de My e definindo a métrica KK como

ds* = g datdz” + (dz* — A,dz"), (2.1)

a equacao de Einstein em Mj

R
Rap — 759,413 = K5Tap (2.2)
leva ao par de equagoes
R
Ruy - 759#,/ = K5Tw, (23)

VP = 0. (2.4)
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Fazendo a transformacdo de coordenadas 2’4 = (z#,z2* + \(2¥)), a métrica (2.1) é

mvariante se

Al = A+ 0, (2.5)
que nada mais é do que a simetria de calibre U(1).

Para que a inclusao desta dimensao extra seja coerente com as observagoes astronomicas,
a dimensao adicional deve ser compacta, ou seja, 0 < z* < R, onde o raio R deve ser
da ordem do comprimento de Planck [, = \/’ng , considerado o menor comprimento fisico
possivell. Dada a impossibilidade atual de fazermos experimentos nesta escala, a teoria

Kaluza-Klein tornou-se apenas foco de especulagoes como teoria de unificagao [4, 5].

Durante a década de 1970 a teoria de Kaluza-Klein foi entrou novamente em cena com
o surgimento da supergravidade e supercordas. Para uma excelente revisao da evolucao
do modelo Kaluza-Klein e sua aplicagao em supergravidade e supercordas, recomendamos

a citacao [7].

2.2 Pioneiros dos modelos de branas

A nocao de vivermos em uma hiperficie mergulhada em um espago-tempo de
dimensao maior foi abordada sob diferentes pontos de vistas em varios momentos. Um dos
conceitos importantes destes cenarios é de que tal hiperficie tem uma dinamica. Dirac, em
1962, propos um modelo extenso para o elétron onde este seria uma superficie carregada
[8]. Ele deduziu uma equagao para a evolucao temporal desta superficie e encontrou a

energia dos estados excitados utilizando o esquema de quantizacao de Bohr-Sommerfeld.

Em 1962, D. W. Joseph propos mergulhar o espaco-tempo quadridimensional M4 em
uma variedade de dimensao maior M,,, de modo que My seja uma hiperficie de M, [9]. Ele
estava interessado em encontrar as representacoes irredutiveis do grupo de difeomorfismo
de M, - grupo geral de coordenadas - e com isso, encontrar o espectro de todas as particulas
em um espago-tempo curvo. Neste mergulho, Joseph supos que M,, = My x M,,_4, onde
M, _4 nao é compacto. Esse é talvez, o primeiro exemplo de modelo de dimensoes extras
nao-compactas [9]. Esse modelo também trouxe a idéia de que os campos do modelo
padrao estariam localizados préximos a hiperficie M, devido um potencial de Schrodinger

efetivo, oriundo da geometria e da interagao entre as diferentes particulas. Tal mecanismo

Upa1,6x 1073 m.
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de localizagdo sera largamente utilizado em modelos de mundo brana [34, 35].

Estudando a dinamica de uma membrana (a folha-mundo varrida por uma corda)
imersa em um espaco-tempo multidimensional, Collins e Tucker deduziram a quantizagao

deste objeto via esquema de Dirac [10].

A década de 1980 sera marcada por varios modelos que introduzem, por motivos di-
versos, a nocao de dimensoes extras nao-compactas e serviram de preparo para os cenarios

de brana.

Em 1982, buscando deduzir as equagoes de Einstein de uma teoria mais fundamental,
a chamada pregeometria,> Akama propos um espaco-tempo de seis dimensoes, plano, com
duas bimensoes extras nao compactas e que nosso universo quadridimensional seria um
vortice abeliano gerado por um modelo de Maxwell-Higgs [11]. Tal modelo dara origem
ao modelo de branas tipo-corda de Cohen-Kaplan [64], Gherghetta-Shaposhnikov [69] e
Gregory [65].

2.2.1 O modelo de Rubakov-Shaposhnikov

Rubakov e Shaposhnikov [12] em 1983 também propuseram que a dimensao extra
nao precisaria ser finita. Os campos fisicos, devido sua prépria nao-linearidade, ficariam
localizados em uma hiperficie de quatro dimensoes, que seria nosso universo observado.
A nao-linearidade geraria um potencial quantico efetivo que prenderia os campos nesta

3

hiperficie chamada de parede de dominio®. O esboco deste cendrio com uma hiperficie

imersa em um espago-tempo ambiente estd presente na figura (2.2.1).

Ainda em 1983, Rubakov e Shaposhnikov introduziram um outro importante conceito
em dimensoes extras, o produto nao-fatorizdvel! [13]. A fim de resolver o problema da

constante cosmolodgica, eles assumiram o seguinte ansatz para o espago-tempo M,

45? = 0(5) G (D) @ da” + gua(y)dy (2.6)
onde X € My x M, X = (z,y),x € Myey € M,.

O sistema de coordenadas de todo o espago-tempo Mp, D = d + n serd denotado por
X4, Note que em (2.6), as medidas sobre a hiperficie M, sdo alteradas pela geometria

da variedade extra M,. A funcdo o é chamdada de fator de warp. A métrica g,, da

2pregeometry em inglés.
3Domain wall em inglés.
4 Warped product em inglés.
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X
DIMENSAO EXTRA
>
Y
BRANA

Figura 1: Esboco de uma brana imersa em um espaco-tempo com uma dimensao extra y.

variedade transversa ¢ por hipdtese riemanniana, ou seja, todas as dimensoes extras sao

do tipo espaciais.

Com o ansatz (2.6) podemos definir o co-referencial mével por

Impondo a condicao de tor¢ao nula

T4 = det + wi nef =0, (2.9)

e compatibilidade métrica

wip+wpg =0 (2.10)

encontramos as 1-formas de conexao
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wh = b (2.11)
. 1 0.0

Ao —peted 2.12
wi = EbEaabE“ ¢ (2.13)
= 8{,0’

a b ba l/

we = —§E— R (2.14)

Vale a pena ressaltar que se o fator de warp é constante, as conexoes da brana, que sao

responsaveis pelo transporte paralelo de vetores, nao dependem das dimensoes extras.

A 2-forma de curvatura

RA de+wag (2.15)
tem por componentes

_ 1 -~ oF 0,0 Opo

O L LY b ] 2.1
Ry |:20'R’75l5 1Y <U)(U)nuﬁe AP (2.16)

7 1 O 0,0 0 40 s
R = —§[Ebab <Ea ") +§E“Eb a9 +E-LUECEaaCE3]5§e”Aeb (2.17)

o

a Ao 1 0 0a a@ba i 5

R = B - JBSEC 5y en (2.18)

o qual produz os tensores de Ricci

A y 0.0\ 4z d [(O,0 2 .00
R, = Ru,,—gg [E“@ < )5“04—5( 0) + ¢ - ba] (2.19)

800) +18ao—ab_a+ 040 d}
o

2.20
2 0 o0 o ( )

~ dr -
Rab = Rab - 5 [Egab (Eg
Novamente, nao fosse a presenca do fator de warp o, os tensores de curvatura de Ricci

das duas variedades seriam completamente independentes.

Rubakov e Shaposhnikov admitiram que o espago tempo satisfaz uma equagao de

Einstein com termo cosmoldgico A

R
Rap — 5948 = Agag (2.21)

enquanto que a brana satisfaz a equacao de Einstein com
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guu = Aphysg/w (222)

A o 2 ~ Vavba Vavba
Rab = d T 2Agab + d ( 2% 1o ) (223)
2 phys 1 d—2 [8,0\° 2A
_Sihws 2N — 2.24
d—2 2 =7 i 4 < o ) d+n—2" (2.24)

Note que a constante cosmoldgica da brana fica em funcao do fator de warp. Dessa
forma,os autores explicaram que o pequeno valor da constante cosmologica sobre M, era
devido a geometria nao trivial de M, 4 levar os efeitos de curvatura para as dimensoes
extras, curvando-as e tornando-as compactas. Métricas nao-fatorizaveis, como as apre-
sentadas por Rubakov-Shaposhnikov, (2.6), sdo essenciais nos modelos de branas to tipo
Randall-Sundrum [34, 35].

Outro importante pioneiro foi Wetterich. Em 1984 ele propos que a existéncia de
dimensoes extras ndo-compactas poderiam levar a férmions quirais [14], bem como explicar
as diferentes geragoes de férmions em nosso universo [15]. Em 1985, Wetterich ampliou a
solucao de Rubakov-Shaposhnikov para o problema da constante cosmoldgica permitindo

a variedade transversa ser nao-compacta [14, 17, 18].

Em 1985, Visser adaptou a ideia de Rubakov-Shaposhnikov de prender as particulas
massivas em uma hiperficie devido a nao-linearidade da equagao de movimento dos seus
campos. Para Visser, no entanto, o potencial confinante seria gerado pela curvatura do
espago-tempo multidimensional [19]. Tal proposta também é uma das idéias bésicas dos

modelos de branas. Contudo, O ansatz métrico de Visser

ds? = —e*Odt? + d7 - di + de?, (2.25)

embora seja nao fatorizavel, nao preserva a simetria de Lorentz sobre a brana o que nao

o torna um bom modelo de branas do tipo RS [35].

Em um contexto de supergravidade, GellMann e Zwiebach mostraram em 1985 que
uma variedade transversa nao-compacta pode surgir devido a dinamica nao-linear de

campos escalares[20].
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Em 1986, Laguna-Castillo e Matzer estudaram a imersao do modelo FRW em um
espago tempo do tipo Kaluza-Klein (fatorizavel) com uma coordenada tipo-espago extra
nao-compacta [21]. Os autores aplicaram a andlise desenvolvida por Israel [22] para
estudar-se o campo gravitacional gerado por uma hiperficie e mostraram que a brana

gera uma discontinuidade sobre o tensor tensao-energia.

Gibbons e Wiltshire, em 1987, estenderam o modelo de Visser introduzindo solugoes
com branas curvas com e sem constante cosmolégica em um espaco-tempo multidimensi-
onal que também poderia conter uma constante cosmolégica [23]. Eles propuseram que
a variedade transversa fosse nao-compacta e tivesse volume infinito pois a finitude do
volume levava a nao-completeza geodésica e consequentemente, a possiveis violagoes de

leis de conservagao [23]. Gibbons e Wiltshire propuseram o seguinte ansatz métrico

2

ds® = 5*(p)gwdatdz” — ~*(p)dp® — BQZ_?,) d¢?*. (2.26)

Note que a métrica (2.26) tem simetria axial. A agdo para este modelo é dada por

S = / [ — L(R —2A) — iF“bFab V—gdPz. (2.27)

452
A métrica (2.26) e a agao (2.27) servirao de inspiragao para os modelos de brana tipo-corda
[64, 65, 69].

Uma modificagao interessante do modelo de Rubakov-Shaposhnikov [12] foi proposta
em 1993 por Maia e Silveira [29]. Eles obtiveram o potencial confinante a partir da prépria
geometria, como feito por Wetterich [14] e Visser [19] mas propuseram que a energia para
vencer a barreira de potencial poderia vir da atragao gravitacional de um buraco negro.

Assim, o buraco negro serviria como uma janela para as dimensoes extras.

2.3 Teoria de corda-branas

Durante a década de 1980, a idéia de objetos multidimensionais também foi abor-
dada em teoria de supercordas. Extendendo o modelo supersimétrico de uma folha-mundo
(membrana) de Green-Schwarz, varios autores estenderam o conceito de hiperficie para o
de p-brana®, um objeto com dinamica prépria imerso em d dimensoes, p < d [25, 26, 27].
p denota a dimensao espacial do objeto;assim, uma 1—brana é uma corda, uma 2—brana

¢ uma membrana (superficie), etc. Townsend mostrou que, a maneira dos sélitons em

Do inglés brane oriundo de membrane.
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teoria de campos, as p—branas também possuem carga topoldgica [28].

Em 1991, Horowitz e Strominger mostraram que o limite de baixas energias para uma
teoria de supercordas admitia solugoes extensas tipo buraco-negro, as chamadas branas-

negras® [30].

Em 1995, Polchinski [31, 6] mostrou que as p—branas eram necessérias como pontos
finais de cordas abertas. Como as cordas estao presas a brana, sob uma condicao de
contorno de Dirichlet, tais branas sao chamadas de D—branas. Eles contém as cargas
dos campos de Yang-Mills, que descrevem a forca eletrofraca e forte. Neste quadro, os
campos de calibre Af seriam resultado de vibragoes de cordas presas a branas enquanto
que o graviton seria devido uma corda fechada propagando-se pelo espacgo-tempo multidi-
mensional. Os campos de calibre e espinoriais (do modelo padrao) estariam entao presos a
brana enquanto que o graviton estaria livre. Isso explicaria o pequeno valor da constante

gravitacional frente as outras forcas.

Por outro lado, em 1996, Horava e Witten [32] propuseram o que pode ser interpretado

7 ou simplesmente, de branas. Eles

como um dos primeiros modelos de mundo brana
mostraram que o limite de acoplamento forte para a teoria de supercordas heterdtica
Es x Eg é dual ao limite de baixas energias (supergravidade) da teoria M em um espago
tempo do tipo R x S1/7Z; [32]. Haveria entdo duas 3-branas, colocadas nos pontos
fixos, r = 0 e r = L, por exemplo. Tal modelo serviu de motivacao para uma posterior

simplifica¢ao, o chamado modelo RS [34].

2.4 0O modelo ADD

Em 1998, Arkani Hamed, Dimopoulos e Dvali (ADD) propuseram um modelo de
dimensoes extras (branas) a fim de resolver o chamado problema da hierarquia de calibre
[33]. De fato, a escala de energia das interagoes eletrofracas é da ordem de 17V enquanto
a escala de Planck, onde os fenomenos gravitacionais e quanticos devem ser tratados, é

da ordem de 10*7TeV. Qual a causa de tamanha diferenca?

Arkani Hamed, Dimopoulos e Dvali (ADD) argumentaram que tal discrepancia se dé
devido estarmos sobre uma brana mergulhada em uma espaco-tempo M, ,, multidimen-

sional com n dimensoes extras compactas [33].

Uma métrica fatorizavel para My, é

6 Black brane em inglés.
" Brane worlds em Inglés.
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ds® = Gy (2)dat dx” + Gap(y©)dy dy®. (2.28)

Tal métrica é um caso particular da métrica proposta por Rubakov-Shaposhnikov onde
o fator de warp é constante. Como as geometrias da brana e da variedade extra sao

independentes, o escalar de Ricci é

R4+n = R4+ er (229)

Vi = VI (2:30

Assim, a acao de Einstein-Hilbert

S4+n = K4+n/R4+n\/g4+nd4$ (2-31)

fica

Sy = Ky nVol(M,) / Ry/qad'x. (2.32)

Assim, a relacdo entre as massas de Plack no espaco-tempo ambiente e na brana é dada
por [33]

M? o MZPR" (2.33)

Assim, a massa de Planck no espago-tempo ambiente My, pode ser da ordem da
escala eletrofraca enquanto que a escala de energia sobre a brana serd bem maior pois
estaremos levando em conta também a contribuicao R™ devido o volume da variedade

transversa M,, [33].

Para se adequar as medidas cosmoldgicas, a dimensao n deve ser n = 2 e o raio da

dimensao extra R deve ser da ordem

R~ 1mm. (2.34)

O modelo ADD prevé entao a existéncia de dimensoes extras compactas mas grandes
comparadas a escala de Planck, como proposto pelas teorias de Kaluza-Klein e supercor-

das.
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A existéncia de dimensoes extras na escala milimétrica possibilita a comprovacao da
hipdtese de dimensoes extras. De fato, aceleradores de particulas da ordem de TeV, como
o LHC, poderiam encontrar o escape de particulas para a dimensao extra. Do ponto de

vista astrofisico, a corregao do potencial newtoniano fica [33]

m1Mmeo 1
V(r) = M et (2.35)

2.5 0O modelo RS

2.5.1 RS1

De uma forma genial, Randall e Sundrum construiram um modelo que reunia o
melhor dos modelos de Horava-Witten [32] e ADD [33]. A maneira de Horava-Witten,
o cendrio compunha-se de duas branas paralelas e planas [34]. No entanto, Randall e
Sundrum desprezaram as seis dimensoes extras compactas e propuseram um espago-tempo

ambiente de cinco dimensdes [34].

A brana de acoplamento forte de Horava-Witten, Randall-Sundrum chamaram de
brana escondida ®, onde a constante gravitacional seria bem mais intensa, enquanto que a
brana visivel, a que vivemos, teria uma constante gravitacional bem mais fraca [34]. Uma

visdo pictérica deste modelo estd esbogada na figura (2.5.1).

Assim, tomando uma métrica para o espago-tempo cinco dimensional G 45, a métrica

induzida na brana visivel e na brana escondida é

g =Guly=0) , gi'=Guly=1L) (2.36)

Para explicar este enfraquecimento da constante gravitacional por um mecanismo
geométrico, Randall e Sundrum propuseram que o espaco-tempo ambiente seja um espaco

de Anti de Sitter (AdS5) com a seguinte métrica nao-fatorizavel [34]

ds® = e %, datdz” + dy?, (2.37)

onde y € [0, L]°.

8 Hidden brane em inglés.
9 Alguns artigos definem y = L6. Note que o comprimento L nao precisa ser da escala do comprimento
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Exp[-ky]

=L

Brana Escondida Brana Visivel

Figura 2: Esboco do cenério de branas RS1. Duas branas planas e paralelas sao imersas
em um espago-tempo Anti de Sitter de cinco dimensoes com uma fator de warp do tipo
exponencial.

2.5.1.1 Aspectos geométricos do modelo RS

O espaco tempo de Anti de Sitter (AdS,,) é uma variedade Lorentziana, definida como
uma hiperficie (imersdo) em uma variedade Lorentziana L,,; de dimensao n + 1, pela
quadrica

T+ ..+ T — T — 1, =R (2.38)

onde R é o chamado raio do espaco de Anti de Sitter.

Através da mudancga de coordenadas (Zo, Z1, ..., Tn_1, Tn) — (To, X1, ..., Tn_1, 2) defi-

nida por

1 .
Ty = 2(22 + R? + 32" — x7)
_ Rx;
r; =
z
1 )
Ty = _Q_z(Z2 + R* + wya" — 1)
Ty = @, (2.39)

de Planck Ip.
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onde z € (0,00), podemos escrever a métrica de AdS,, induzida de L, 4

ds® = dz} + ... + d7>_, — dzg — dT2 (2.40)

na forma conformemente plana

2
ds* = %(n,wdx” ® drt + dz?) (2.41)

A métrica (2.37) pode ser colocada na forma conforme (2.41) através da mudanga de

variavel

ek
z=—),

: (2.42)

onde k = }% é a curvatura escalar de AdSs.

Na verdade, como o espago-tempo tem uma dimensao compacta, ele é na verdade o
quociente'® My = AdSs/Zs, onde (z ~ —2z)[34].

O espago de Anti de Sitter com curvatura constante e que é solugao da equacao de

Einstein com constante cosmoldgica negativa.

A métrica (2.37) é um caso particular da métrica anteriormente proposta por Rubakov-

Shaposhnikov [13], onde n =1 e

o(y) = oy, ) = e (2.43)
Gab = Gyy = 1. (244)

As 2-formas de curvatura tem a forma

_ 58 o'\ 5 3
R = 1 (;) nyge” A e’ (2.45)
i 1r(o’\' 1(\N* 1w &
e — [ = B KoV b
R 2[<O_) +2(0) Joer e (2.46)
(2.47)
Tomando
o(y) = W, (2.48)

10 Orbifold em inglés.
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os tensores de Ricci ficam

Ry = —(A"+44%)g,, (2.49)
R,, = —4(A"+ A®). (2.50)

O escalar de Ricci é entao dado por
R = —2(4A" + 10A"). (2.51)

Assim, para A = —ky, R = —20k? e logo, o espaco tempo tem curvatura constante.

Por outro lado, o jacobiano é dado por

V=9 = oV (2552)
V=g = e"™/=q (2.53)

2.5.1.2 Dinamica do modelo RS

Vamos agora mostrar que o ansatz (2.37) pode ser obtido a partir das equagoes de

Einstein com constante cosmoldgica e cuja fonte sao as duas branas.

A agao de Einstin-Hilbert do modelo RS1 possui trés termos

S = Sgrav + Sesc + Svis> (254)

onde

Sgrav = 2M° / (R— A)y/—gd°X (2.55)

¢ a acao de Einstein-Hilbert em cinco dimensoes com um termo cosmolégicol! e

Svis - / (Lvis - V;)zs) V _g4visd4x (256)

A poténcia M3 da constante gravitacional é necessafia para manter a acdo adimensional uma vez
que a dimensao de massa do escalar de Ricci é [R] = 2 independente da dimensao.
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Sesc - / (Lesc - Vvesc) V _g4escd4I (257)

sao, respectivamente, a acao da brana visivel e da brana escondida. Importante notar que
uma vez que ambas as branas tem espessura nula, a acao deve ser definida apenas em seu

volume quadridimensional.

A equacao de Einstein neste cendrio é entao

1
4M3

R
Rip — EGAB = — (A + TAB), (2.58)

onde

TAB = 5515%(‘/1)2892285(?/ - L) + ‘/Yescgf;zsjc(s(y))‘ (259)

Para a componente y, a equagao de Einstein fica

1
Gy 5 Mgw (2.60)
1
7 _
647 = — A (2.61)

Logo, a constante cosmoldgica do bulk deve ser negativa, o que mostra sé-lo um espago

AdSs. Além disso,
Aly) =+ A (2.62)
D=\ "o '

Assim, a constante k é dada por

A
k=14 ———. 2.63
24 M3 (2:63)
Como k mede a intensidade com que a dimensao extra age sobre a 3-brana, tal acao sera
tanto maior quanto maior for a razao entre a constante cosmoldgica e a escala de energia

M do bulk.

Para que tenhamos a simetria Zs, tomamos

A

Aly) = £ —m\y\- (2.64)
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A equagao de Einstein sobre a brana fornece a equacao

1
AM

Para que (2.64) satisfaca a equagao (2.65), as tensoes na brana devem satisfazer a condi¢ao

BA" = —(Vescd (y) + Vaisd(y — L)). (2.65)

Vise = —Viis = 24M°3E. (2.66)

Logo, o modelo Randall-Sundrum tipo I precisa de um ajuste fino entre as tensoes na

brana e o valor da constante cosmolégica do bulk.

2.5.1.3 O problema da hierarquia

Ye
S = M3/ erydy/R4\/—g4d4:B. (2.67)
0

Assim, a relagao entre as escalas de Planck na brana escondida situada em y = 0 e a

escala de Planck sobre a brana visivel em y = y. é dada por [34]

3

M
M3 = 7(1 — e 2kue) (2.68)

Note que a relagao entre as massas no modelo RS1 (2.68) e a relagdo do modelo ADD
(2.33) diferem pois a primeira é exponencial enquanto que a segunda é polinomial. Assim,
a solucao do modelo ADD depende crucialmente do raio da dimensao extra enquanto o
modelo RS1 é depende de ky.. A constante k representa o raio de curvatura de M5. Logo,
a geometria nao-fatorizavel de M5, e nao somente o tamanho da dimensao extra, influem

no hierarquia entre as massas.

Importante notar também que no modelo RS1 os campos do modelo padrao estao

presos a brana e somente a gravidade pode-se propagar na dimensao extra.

2.5.2 RS2

Em um outro pensamento singular, Randall e Sundrum perceberam que, pela
féormula (2.68), a dimensao extra y poderia ndo somente ser macroscopica mas infinital
Volta a tona o conceito de dimensoes extras nao-compactas com o assim chamado modelo
RS2 [35].
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Como somente a gravidade pode-se propagar-se na dimensao extra de Randall-Sundrum,
os autores estudaram como os modos gravitacionais se comportam neste cendrio [35]. Eles
encontraram uma torre continua de modos Kaluza-Klein (KK) e um modo sem massa.
Este ultimo ¢ responsavel pelo graviton sobre a brana, enquanto os modos massivos sao

responsaveis por uma correcao do potencial newtoniano do tipo
Vir) L 1+ ! (2.69)
r) o — — . .
r k2r2

2.6 Modificacoes do modelo RS

Apesar dos extraordindarios resultados obtidos pelos modelos RS1 e RS2, algumas
questoes necessitavam ser respondidas. Uma delas era fornecer um mecanismo fisico
que explicasse o valor da distancia entre as brana, y.. Para responder esta pergunta,
Goldberger e Wise [36] propuseram que a distancia seria estabilizada devido a dinamica

de um campo escalar (o radion) com um potencial de quebra de simetria.

Outra questao em aberto no modelo RS é qual a origem fisica da geometria deste
cenario? Além disso, como a brana é infinitamente fina entdo a fonte desta geometria
deve também estar distribuida somente sobre a brana. Para explicar a geometria RS e
suavizar a brana, gerando uma brana espessa, varios modelos contendo campos escalares
foram introduzidos [36, 37, 39, 38, 40, 41, 42, 43]. A ideia, uma reformulagao da proposta
de Rubakov-Shaposhnikov [12], é que a brana é uma parede de dominio formada devido
a quebra espontanea de simetria. A interacao dos campos escalares com a gravidade

fornece, ao contrario do modelo de Rubakov-Shaposhnikov, solugoes mais ricas.

O modelo RS2 também abriu espago para a seguinte pergunta: por que somente
a gravidade poderia se propagar pela dimensao extra enquanto os outros campos esta-
riam presos a brana? Para responder esta questao, varios autores passaram a aceitar a
existéncia de campos vivendo no espaco ambiente e localizados sobre a brana pelo efeito
da geometria nao-fatorizavel. [44, 45, 46]. Kehagias e Tamvakis [46] propuzeram ainda a
interacao do campo vetorial de calibre com o dilaton, um campo escalar descoberto em

teoria de cordas, a fim de obter a localizacao do campo vetorial.

Outros autores assumiram que para localizar o campo vetorial seria necessario modifi-
car a estrutura geométrica Lorentziana para uma geometria de Weyl, onde a conexao nao

é compativel com a métrica. A compatibilidade métrica é modificada na forma [47, 48, 49|
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Vagsr = Wagsn. (2.70)

Supondo que W, = 9,P, o campo escalar ® torna esta geometria integravel - preserva a
métrica em uma curva fechada -. Tal campo também seria o responsavel por suavizar a

geometria e localizar o campo de calibre [47, 48, 49].

2.7 Modelos de branas em seis dimensoes

Um outro questionamento justo é por que o espaco-tempo ambiente teria que ter
somente cinco dimensoes? O modelo ADD [33] encontra esta dimensao para se adequar
as medidas astrofisicas. A teoria de supercordas afirma ter o espago-tempo dez dimensoes
devido o cancelamento de anomalias [6]. Qual seria entdo o motivo de vivermos em um
espaco-tempo de exatamente cinco dimensoes? O mecanismo nao funcionaria em mais de

cinco?

Para responder tais questoes muitos autores propuseram diferentes cenarios. Em
seis dimensoes, introduzimos duas dimensoes extras que podem ou nao ser compactas.
Supondo que a brana tenha uma simetria azimutal (cilindrica) em relacdo as dimensoes
extras, a brana pode ser visualizada, omitindo-se duas de suas dimensoes (p e ¢, por
exemplo) e em um dado instante, como um objeto linear. Cendrios de branas em seis

dimensoes, estdticos e com simetria axial sao chamados cendrios de brana tipo-corda 2.

O nome tipo-corda é uma analogia com outros objetos topoldgicos que sao solugoes
com simetria axial das equagoes de Einstein, as chamadas cordas cdsmicas [51, 52, 53, 54,
55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63]. Em (34 1) dimensoes, as cordas cdsmicas (ou vortices),
sao a estensao topoldgica de uma parede de dominio. Assim, uma brana tipo-corda em
seis dimensoes é uma solucao topologicamente estavel que estende a brana tipo parede de
dominio em cinco dimensoes. Um esbogo de um objeto tipo-corda esta presente na figura
(2.7).

2.7.0.1 Defeitos tipo-corda em (3 4+ 1) dimensoes

A forma mais geral (padrao) de uma métrica para um espago-tempo estaciondrio e

com simetria axial em (3 + 1) dimensées é dada por [91]

12 String-like braneworld em inglés.
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; Espago
@ Transverso

Brana tipo-corda

ds® = =V (r)(dt — wde)? + Q*(dr® + Adz?) + V'r2dg? (2.71)

Para um espacgo-tempo estatico w = 0, Hiscok encontrou uma solugao estatica tipo-

corda em (3 + 1) dimensoes a partir do ansatz [54]

ds? = =M at? 4 2O (dr® + d2?) + 2 dg?. (2.72)

A fonte para esta geometria foi suposta ter o seguinte tensor de tensao-energia [54]

T/=T:=—-€¢ , r<ng (2.73)
Tap=0 , r>rq, (2.74)

onde 1y é a espessura da corda. Tal fonte nao possui pressoes radiais e angulares pois
a existéncia dessas levaria a corda a ter uma espessura variavel e um momento angular,

respectivamente.
A solucao interior das equagoes de Einstein ¢ [54]

/
ds? , = —dt* +dz* + dr’* + r2sin® (r_) de?*. (2.75)

T

A solugao exterior (vacuo) por sua vez é dada por uma familia de espagos tipo Kasner,
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encontradas por Israel

ds?,, = —(kr)*dT? + (kr)*dZ* + dr® + 52 (kr)**=Ddd?, (2.76)

onde a variavel que gera a anisotropia é radial ao invés de temporal, como no modelo
cosmolégico de Kasner. Note que usamos um sistema de coordenadas diferentes tanto

para o espago tempo interior como exterior ao defeito.

A solucao exterior satisfaz ainda o vinculo de Kasner [51, 53, 54]

a4+ +t=a+btc=1 (2.77)

Para que o objeto linear (corda) tenha seja invariante por transformagoes de Lorentz tanto
temporais como na direcao z, devemos fazer a = ¢. Com isso, as Unicas solucoes possiveis

Sao

a=c=0,b=1 = ds*=—dt* +dz* + dr* + pride¢?®, (2.78)

4
3

b=— = ds? = (kr)i(—d? +d2?) + dr? + B(kr)5de?  (2.79)

A solugao em (2.78) é localmente plana (Minkowski) mas globalmente conica. Com
efeito, fixado um ponto a uma distancia r da corda, tracamos uma curva tipo espago cujo

elemento de linha é dado por [54]

ds* = Bridg? (2.80)

Definindo a nova variavel angular df = Sd¢, o elemento de linha do espago tempo fica

ds* = —dt* + d2* + dr® + r*df* (2.81)

Esta é a métrica de um espaco plano em coordenadas cilindricas. No entanto, como
0 < ¢ <2m entao 0 < 0 < [27. Dessa forma, a constante § mede o quanto o angulo

central é maior ou menor que 27. Dessa forma, definimos o chamado déficit angular por
[54]
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A =2r(1 - B) (2.82)

Para encontrar o valor de (3, Hiscock utilizou uma decomposicao das equacgoes de

Einstein na direcao radial e sobre as superficies de raio constante '3, levando a [54, 60, 61]

O(v/—gKg
% +/gRe = KIP (2.83)
K,a— K}y, = kT, (2.84)
KapK® —K?> - R = 2xT}. (2.85)

Tais equagoes mostram que na presenga de uma densidade do tensor de enegia tensao
sobre o superficie que separa a regiao interior da regiao exterior, a curvatura extrinseca
desta superficie deve sofrer uma discontinuidade. Aplicando tal procedimento, Hiscock

encontrou
To
A =2 (1 — CoS —) (2.86)
T

A solugao em (2.79) é chamada solucao de Melvin [63]. Embora perfeitamente com-
pativel, a componente angular da métrica anula-se no infinito. Tal solucao é bastante

estudada em cosmologia como uma solugao para um corda supermassiva [61].

Podemos encontrar uma estensao do déficit angular escolhendo o seguinte ansatz

métrico [61]

ds* = o(r)(—dt* + d2?) + dr* + C*(r)d¢*. (2.87)

Dessa forma, o déficit angular é medido pelo comportamento assintético da funcao C(r)

através de

A =27(1— lim C'(r)). (2.88)

r—00

As equagbes de Einstein para o ansatz (2.87) levam as equagoes [61]

13Tal decomposicio é andloga ao formalismo ADM, com a diferenca que o vetor normal & familia de
superficies é do tipo espago e representa um vetor radial.
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Por uma redefini¢ao (¢,z) — (7T, Z), podemos fazer 0 = 1. Tomando o tensor de tensao

energia como

Tf =T = —<(r), (2.92)

as equacoes de Einstein se reduzem a

(%;)::—ge (2.93)

Como a massa por unidade de comprimento da corda (tensao) é dada por

u:/ﬁw, (2.94)
S

onde S é a superficie para (T, Z) contantes. Utilizando a equagao (2.93) temos

A =81Gpu (2.95)

A equacao (2.95) é bastante rica. Ela relaciona uma grandeza global da geometria do
espaco transverso a corda, o déficit angular, com a tensao da corda. Como o espago-tempo
é localmente plano, um objeto tipo corda tem um efeito gravitacional nao de deformar

o espaco tempo localmente, tornando-o curvo, mas de alterar suas caracteristicas globais
[61].

Se a tensao da corda variar devido algum mecanismo fisico, a geometria do espaco
transverso ird refletir tal variagdo globalmente. Essa propriedade dos defeitos tipo corda
foi um dos pontos de partida para o estudo de como as propriedades geométricas e fisicas

que os cenarios de branas tipo corda evoluem sobre fluxos geométricos.
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2.7.0.2 Branas tipo-corda globais

Vaérias métricas propostas na literatura como modelos de branas podem ser vistas
como extensoes da geometria tipo-corda em mais dimensoes.A solugao (2.26) do modelo
de Gibbons e Wiltshire [23] pode ser vista como uma estensdo da métrica (2.71) vélida

quando fazemos z — z;, ou seja, introduzimos mais trés novas coordenada tipo-espago, e
V = Q2A,;.

Um ano antes de seus mais conhecidos trabalhos, Sundrum propos uma estensao do
modelo ADD [33] onde a compactificacao era gerada pelo efeito coletivo de n branas
tipo-corda paralelas em seis dimensoes [50]. De fato, a solu¢ao nao-singular de vacuo das
equagoes de Einstein com simetria cilindrica é localmente plana mas possui um déficit
angular, o que torna a geometria assintoticamente conica [51, 60]. O déficit angular é
proporcional & massa por unidade de volume da corda (ou brana). Assim, Sundrum
argumentou que um numero suficiente de branas tipo-corda poderiam gerar uma compac-

tificacao natural [50].

Logo apds a publicacao dos artigos de Randall-Sundrum, varios autores propuseram

cendrios que estendem a geometria tipo-corda em (3 + 1) dimensdes.

Uma classe de métricas que possui simetria de Lorentz local sobre uma brana de
d dimensoes, com uma simetria axial com variavel radial r e com uma variedade M,

compacta é dada por

ds% = 0(r)gudr" @ dz” + a(r)dr @ dr +v(r)guw(y)dy* & dy’. (2.96)

Note que tal métrica é um caso particular da métrica do modelo de Rubakov-Shaposhnikov
onde se admite a existéncia de uma coordenada radial e um espago compacto (simetria

axial).

Os tensores de Ricci para esse espago-tempo sao
/ / / / / 1\ 2
2 G [1 o’ o (do' o nxy 1 /(o ]
R, = R, ——|—|— — =t =+ =) ——| — 2.97
: : 2 U(a +oza 2U+2a+2fy a\o (2.97)
n
4

B d '\ n ’7/ / o o' ’7/ d I\ 2
meo= 5(5) -5 () @ (45 T) 1 (F) -

g

g

B . 1 AN 1~ / / /
Rab - Rab_&[_<fy_) +_l(di+g+(n—2)l
2 Iy \« Y

que geram o escalar de Ricci
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R drl (o 10 o o ol
) el _ —2)— + — — 2.1
+7 2[a<a)+2aa<(d )a+a+n7>] (2.100)
[l LA e A e ]_i N\ 20
v\« 2a0 y o a " v 20 \ o '
a\° n ()’

— ] —— (=] . 2.102
0) 4@(7) ( )

Dessa forma, a equacao de Einstein

R
Gap = Rap — 2948 = Kp(Tap + Agag) (2.103)

com uma fonte com simetria axial

T" = tyo"
T =t
Y = ty (2.104)

leva ao sistema de equacgoes

para as coordenadas da brana

GW_M[_@U_”JF((d—l)(zL—d)) (i)2+M(V_')2

o 2 0o 8
n d—2no' +
7 _d=2ndy o

/ o / a ~
LA ((d— 27 +nl) +2R] = Kalto + Mg (2105)

para a coordenada radial

d(d—1) (g’)z L n=1) (1')2 Ly a (ﬁ + @> = Kp(t, + A)a(2.106)

8 o 8 v 4 04 2\ o0 o

para as coordenadas compactas

Gy - (L0 Doy (oo Din =) (”) -2 (a0

a oy 2. 0 vy 4o

)
1—d\d 7\ 2 d o o é
1= (3) + 224 —d] = Kp(to + A)Vgas-  (2.108)

2000 « o

Geralmente, assume-se que a equacao de Einstein sobre a brana possui um termo
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cosmolégico do tipo

~

Guu = KdAdg;u/ (2109)

Embora nao tenhamos proposto uma fonte para o tensor de energia-tensao (2.104), a

geometria estd bem determinada pelo sistema de equagoes acima.

Vejamos agora como diferentes modelos abordaram tanto a origem da fonte para uma

brana tipo-corda como suas implicagoes fisicas e geométricas.

2.7.0.3 Modelo de Cohen-Kaplan

Em 1999, Cohen e Kaplan propuseram um cenario de brana tipo-corda global, ou

seja, cuja lagrangiana ndo apresenta um campo de calibre Ay, [64]

L=—g"9,00,d — V(D). (2.110)

O valor esperado de vacuo do campo ® que minimiza o potencial V(®) tem a forma

axial

b= f2e”, (2.111)

A métrica deste cendrio tem a forma [64]

ds* = A(u)ndetde” + 2 B(u)(du® + d6?), (2.112)

onde v € R.
Tal solucao é uma adequacao ao cenario de branas de uma solucao para cordas
cosmicas que os autores haviam encontrado onze anos antes [58] Note que tal métrica

se encaixa na métrica estacionéria e axial dada por (2.71), onde Q% = V=172 A métrica

(2.112) é um caso particular de (2.96) para d =4, n =1, a(u) = v(u) = yB(u).
O tensor de tensao-energia para essa configuracao ¢ dada por

fd

to =t, = —tg = oy

(2.113)

Os autores mostraram que a solugao das equagoes de Einstein sem constante cos-
mologica A = Ay = 0, apesar de apresentar uma singularidade em um ponto a uma

distancia finita da origem e nao possuir constante cosmoldgica, tem um modo zero gravi-
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tacional normalizado (graviton efetivo sobre a brana) e uma torre bem definida de modos
KK [64].

2.7.0.4 O modelo de Gregory

No mesmo ano, Gregory propos uma modelo ainda gerado com uma corda global
mas agora com constante cosmolégica [65]. Gregory ainda analisou o caso sem constante

cosmoldgica mas com uma dependéncia temporal sobre a brana [65], na forma
ds? = 240 (dt? — W a2y — dr? — C*(r)d6>. (2.114)

Note que o fator de escala ™ pode levar a brana a ter constante cosmoldgica positiva
ou negativa.

Gregory supos a mesma lagrangiana de Cohen-Kaplan com ® = yXe? e um potencial
V(g) = (2 —n*)>.

As componentes do tensor de tensdo-energia sao

X2 1
ty — X’2 + S+ (X7 - 1)2] (2.115)
X2 1
o= |- X745 (X2 1)2] (2.116)
S CHE
e = |X7- S+ (X2 - 1)2] (2.117)

Gregory obteve qualitativamente solugoes que nao singulares, ao contrario da solucao
de Cohen-Kaplan, nao singular, como obtido anteriormente por Gregory em (3 4+ 1) di-

mensoes [62].

Ainda em 1999, Chodos e Poppitz propuseram um cendrio onde a brana nao precisasse
ter simetria cilindrica. As duas dimensoes extras formavam uma variedade de curvatura
gaussiana positiva. O interessante é que, devido a geometria nao-fatorizavel, a brana

também possuia uma constante cosmoldgica [66].

Em 2000, Chen, Luty e Ponton [67] analisaram como a constante cosmolégica da brana
se relaciona com a constante cosmoldgica em seis dimensoes. A escolha da métrica foi
tal que o(r) = r?, a = %, n = 1. Eles também analisaram como diferentes configuracoes

dadas pela fonte e pela constante cosmoldgica levariam a uma compactificagao [67].
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2.7.0.5 O modelo de Olasagasti-Vilenkin

No mesmo ano, Olasagasti e Vilenkin encontraram as solugoes gravitacionais para uma
p-brana imersa em um espaco-tempo de n dimensoes, cuja fonte é um defeito topoldgico

global [68], dado pela lagrangiana

L= %ama% —V(9), (2.118)

onde V(¢) = 3(¢"¢* — n?). Assintoticamente, os campos ¢* devem assumir uma confi-

guracdo esféricamente simétrica'* do tipo

(2.119)

onde (? = ¢%C* Os autores procuraram entao solucoes exteriores ao ntcleo do defeito!®

com o seguinte ansatz métrico

ds* = B*§,, datda” + A%dr® + r2dQ;

(2.120)
onde dQ2 _, é o elemento de linha de uma n — 1 esfera.

A geometria é nao-fatorizavel e tanto a brana quanto a variedade transversa poderiam

ter constantes cosmolégicas positivas e negativas.

Como os campos ¢* se anulam na origem, os autores argumentaram que uma solucao
completa, ou seja, interior e exterior ao defeito, deveria ter uma caracteristica de decai-
mento suave até a origem. A melhor imagem em trés dimensoes para visualizar este com-
portamento é a superficie de um charuto. Os raios comegam cilindricos a longa distancia
e vao se anulando suavemente a medida que se aproxima da origem, ou seja, da ponta do
charuto. A busca por uma solucao de brana axisimétrica com esta caracteristica fui uma

das inspiragoes para o cenario corda-charuto, a ser descrito no capitulo 3.

2.7.0.6 O modelo de Gherghetta-Shaposhnikov (GS)

Neste ano, Gherghetta e Shaposhnikov (GS) propuseram um modelo tipo-corda nao
singular (ao contrario do modelo de Cohen-Kaplan), estético e com constante cosmolégica

negativa (ao contrario do modelo de Gregory) [69].

14 Hedgehog em inglés.
5 core em ingleés.
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A métrica proposta do modelo GS é dada por [69]

ds® = () g (2°)dztdx” + dr® + v(r)d6?, (2.121)

onde,
o(r)y=e“ (2.122)
v(r) = Rio(r). (2.123)

r é uma variavel radial que mede a distancia de um ponto perpendicular a brana. Note que

o fator de warp (2.122) é uma extensao natural daquele utilizado no modelo RS [34, 35].

Para obtermos a métrica (2.121) do modelo GS [69] a partir da métrica geral (2.71),
precisamos tomar os passos para a métrica de Gibbons e de Cohen-Kaplan e ainda mudar

para uma coordenada radial gaussiana
p= /er. (2.124)

Para que a geometria da brana seja induzida (recuperada) pela geometria do Bulk, o

fator de warp deve satisfazer a condigao

o(0) =1 (2.125)

Para que a brana tenha de fato quatro dimensoes, a componente angular deve satis-

fazer

~7(0) =0 (2.126)
O escalar de curvatura do espago ambiente é

R(r) = § - [4 <%/) +2 <%/)2 + <%) + % (%)2 + 2%%] (2.127)

~

Para que R(0) = R, toma-se

o'(0) =0 (2.128)
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(V7) =1 (2.129)

As equagoes (2.125,2.126,2.128,2.129) sao chamadas condiges de regularidade da brana
tipo-corda ¢ [69].

As equagoes de Einstein ficam

R
Rab - §gab = _KG(Agab + Tab)7 (2130)
30" 3oy 1 (¥\ 19" KA
20 1;%‘1(%) Fay = T b))+ = (2430
3/0\* o~ 2K,y
2= — L = KA+t 2.132
2<O_)+U7 6(A+1,(p) + — (2.132)
o 1 [\ 2K, 0\,
LAY (L R 2.1
~t5 (a) o(A+1o(p)) + > (2.133)

O modelo GS tinha ainda a virtude de possuir um modo zero gravitacional normali-

zado e um espectro KK que gerava uma correcao do potencial newtoniano da forma

AV ~ 773, (2.134)
Note que a corregao (2.134) é menor do que a encontrada no modelo RS [35].

O sucesso da solucao GS levou a generalizagoes como uma brana tipo-monopdlo em
sete dimensoes [70, 71], onde os modo zero gravitacional pode ser localizado para qualquer

sinal da constante cosmolodgica.

Ponton e Poppitz estudaram a relagdo entre o cenario GS e a conjectura AdS/CFT
[78]. Eles argumentaram que os métodos de resolugdo empregados em correspondéncias
tipo gravidade-calilbre 17, poderiam resolver certos problemas no horizonte do cendrio,

devido a acdo de Zs, uma vez que a coordenada angular é compacta [78].

2.7.0.7 Modelo de RandjbarDaemi-Shaposhnikov

Outra generalizacao, proposta por RandjbarDaemi e Shaposhnikov foi a de tomar a

variedade transversa M, como o espaco-quociente G/H. Tal procedimento generaliza o

16Pode-se ver que a solucdo GS nao satisfaz as condicdes 2.126, 2.128 e 2.129, como foi posteriormente
estudado por Tinyakov e Zuleta [79].
7 Gauge-gravity dualiy em inglés.
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coset do modelo RS, onde tomasse a dimensao extra e compactifica-se através da agao
do grupo G = Z,. Dentre os casos estudados pelos autores, destacam-se o das variedades
Ricci planas, ou seja, R, = 0. Dessa forma, esses autores generalizaram o modelo de

Olasagasti-Vilenkin para uma variedade compacta nao esférica [72].

2.7.0.8 Modelos de Oda

Oda estendeu a métrica utilizada do modelo GS (tomando a métrica de (2.120)
Olasagasti-Vilenkin onde o raio da variedade esférica transversal é mantido constante)
e mostrou que todos os campos, menos o espinorial, eram localizados sobre a brana de
tensao positiva, sem a adi¢ao de nenhum outro mecanismo, ao contrario do caso em cinco
dimensoes, como anteriormente discutimos [73, 74]. Para localizar o campo espinorial era

necessario inverter-se a tensiao da brana.

Gogberashvili e Singleton [76] e Oda [77] mostraram que, modificando o ansatz métrico

para

45" = 9{r)apda™da’ + A(r)(dr® +r°d0?), (2135)

era possivel encontrar solugoes sem constante cosmolégica que localizam todos os campos
do modelo padrao com a mesma tensao da brana. No entanto, como a tensao é positiva,

o fator de warp é crescente

2.7.0.9 O modelo Giovannini-Meyer-Shaposhnikov

Tinyakov e Zuleta mostraram, no entanto, que o modelo GS nao satisfaz nem as
condigoes de regularidade na origem, nem a condigao dominante de energia [79]. A origem

de tais anomalias era a hipdtese da brana ser infinitamente fina, localizada em r = 0.

A fim de superar tais problemas, Giovannini, Meyer e Shaposhnikov propuseram um
modelo de brana tipo-corda espessa, gerada por um vortice abeliano, descrito pela lagran-
giana [80]

A

1 1
£=g"P(Da®) Dp® — L FPFyp — (00 —0?)’ (2.136)

onde, Dp = Vp —ieAg. O ansatz métrico utilizado no modelo GMS é o mesmo do
modelo GS.

As equagoes de campo para esse cenario sao a equagao para o campo escalar complexo



49

GV Ving — Ay AM ¢ —ie Ay 0M ¢ — ieV iy (AM @) + N¢* ¢ —vH)p =0, (2.137)

a equacao para o campo vetorial de calibre

VaFMN = _ 2 AN g 1 %(qsa%* — 5N ), (2.138)

e a equacao de Einstein

RMN—EgMN = Kﬁ(—LgMN+1((®M¢)*®N¢+(®N¢)*®M¢)_FMCF]€+A9AB)~ (2.139)

2 2
O sistema de equagoes (2.137,2.138,2.139) formam um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias nao-lineares e acopladas de dificil solu¢do. Mesmo no caso plano em (3 + 1)
dimensoes o sistema nao possui solugao analitica. Dessa forma, os autores utilizaram
métodos computacionais para encontrar as solugoes deste sistema, em particular os que
permitam localizar o modo zero gravitacional. A solugao encontrada satisfaz as condigoes

de regularidade e a condi¢do de energia dominante [80].

2.7.0.10 O universo tipo-charuto

Uma solucao estética e com simetria axial foi encontrada analiticamente por Carlos e

Moreno [81] no contexto de supergravidade. A ac¢ao proposta foi [81]
R . )
5= / [5 = Ki39"0.6(000)" = V(6,6 )] VlgldPx (2.140)

onde, K;; = % ¢ a chamada métrica do superpotencial de Kahler K. O ansatz

métrico escolhido por Carlos e Moreno foi [81]

_ 1 _
ds* = A&y datds” + 5€23(z,z> (dzdz + dzd>) (2.141)

Os autores nao consideraram uma constante cosmoldgica, o que fazia com que o raio
da variedade transversa fosse constante assintoticamente. Assim, eles obtiveram uma
solugao suave que se aproxima de um cilindro a grandes distancias. Carlos e Moreno

chamaram este cendrio um universo tipo-charuto®®.

18 Cigar-like universe em inglés.
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2.7.0.11 Modelos cosmolégicos em 6 — D

Outra interessante propriedade do modelo GS [69] é a independéncia entre a tensao da
brana e a sua constante cosmoldgica. Navarro encontrou, em 2003, uma solucao com esta
caracteristica, mas com uma variedade transversa compacta [82]. Cline et al analisaram
as possiveis solugoes de branas com constante cosmoldgica e concluiram que a dimensao

radial deveria terminar em uma outra brana [83].

A fim de resolver o problema das singularidades de branas curvas, Bostok et al, Kano
e Soda [85] e Kofinas [90] analisaram o comportamento de solugdes cosmoldgicas para a

métrica mais geral [84, 85, 90]

ds® = G (z,r)da"dz” + dr* + L(x,r)do>. (2.142)
Se V # Q2A; na forma geral da métrica 2.71, chegamos & métrica (2.142).

Bostok et al, Kano e Soda [85] e Kofinas [90] propuseram ainda a adigdo de um termo

de Gauss-Bonnet,

Sep =« / RZ pda®, (2.143)
Ms

onde,

Ré‘B = R2 + RabcdRade - 4RabRab (2144)

Relaxando as condicoes de regularidade na origem, os autores encontraram solugoes

cosmolégicas na brana mesmo com a dimensao radial infinita [84, 85, 90].

Vinet e Cline argumentaram que, assumindo diferentes fungoes de warp para a coorde-
nada temporal e espaciais na brana e uma brana espessa, é possivel, no contexto de apenas
do termo de Einstein-Hilbert, obter solucoes cosmolégicas bem comportadas sobre a brana
[86]. J& Navarro e Santiago [88] e Papantonopoulos-Papazoglou [89] encontraram solugoes
regulares modificando-se as relagoes de regularidade. Kofinas [90] argumentou que, para
ter-se uma fonte nao-trivial para a expansao cosmoldgica era necessario introduzir-se o
termo de Gauss-Bonnet (2.144). Papantonopoulos et al mostraram que pode-se ainda

procurar-se solugoes naturalmente compactificadas devido um fluxo de um campo veto-
rial [92].

Cenérios de branas com outras geometrias também foram propostos. Utilizando a
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singularidade conica, Keragias [93] encontrou uma solugdo para o problema do pequeno
valor da constante cosmoldgica: a singularidade conica funcionaria como um dreno para
a energia de vacuo. Para isso, a variedade transversa deve ser compacta e ter uma forma
de lagrima Y. Garriga e Porrati [94] propuseram uma variedade com duas singularidades
coOnicas, com a forma de uma bola de futebol americano, para encontrar uma brana sem
auto-ajuste (tensao-constante cosmoldgica). Gogberashvili et al encontraram uma origem

para as geragoes de férmions propondo uma variedade com a forma de maga [95].

Outra estensao geométrica interessante é a introducao de tor¢cao nos modelos de bra-
nas. Uma vez que a gravidade pode-se propagar pelas dimensoes extras, a tor¢ao também
se propagaria pelo bulk, deixando nossa brana livre de tor¢ao [97]. Uma possivel fonte
fisica para a torcao seria o campo de Kalb-Ramond B, [98, 100]. A introducao de torgao
também levaria a uma gravidade massiva [99], a uma modificacao da rela¢do area-entropia

de um buraco-negro [101] e a formagao de uma estrutura interna 2—kink da brana [102].

Recentes propostas de cendrios de branas também tem sido abordadas no intuito de

fornecer uma origem & chamada matéria escura®® [104],[105].

2.7.0.12 Modelos com geometrias exdticas

De modo a explicar o problema da divergéncia entre o valor calculado da constante
cosmoldgica utilizando a energia do vacuo e o valor observado, Kehagias propos um espaco-

tempo de seis dimensoes sem constante cosmoldgica com a métrica

ds? =, datde” 4 249 dzdz. 2.145
7

Como mostrado anteriormente, a solucao tipo corda gera um déficit angular. Kehagias
propos entao que tal comportamento conico préximo a brana faria com que a energia do
vacuo fosse drenada para a variedade transversa, a qual tem a forma pictorica de uma

gota de lagrima [93].

Outra solugao importante por analisar a relacao entre a tensao da brana e a constante
cosmoldgica é a a proposta por Garriga e Porrati de uma variedade transversa do com a

forma de uma bola de futebol [94].

Gogberashvili et al propuseram um cendrio com duas dimensoes extras compactas

onde a métrica é dada por [76].

19 Tear drop em inglés.
20 Dark matter em inglés.
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ds* = ¢*(0) g da"dz” — (d9* + b? sin® Odp?). (2.146)

Para um espago-tempo com constante cosmolégica com uma brana plana, os autores

encontraram o fator de warp

¢ = cos® g (2.147)

Logo, a variedade transversa tem a forma de uma maca.
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3 VARIEDADES CONICAS
RESOLVIDAS

Dentre os grandes resultados da teoria de cordas estd a necessidade de dimensoes
adicionais as ja conhecidas do espaco-tempo. Para que a adigao de tais dimensoes seja
coerente com as observagoes quadridimensionais, as dimensoes extras devem formar uma
variedade de Kdhler compacta chamada de espacos de Calabi- Yau, cujo diametro seja da
ordem do comprimento de Planck [, [6]. E possivel transformar um espaco de Calabi-
Yau em outro através das chamadas transi¢oes conicas'[6]. Nesse processo, sao geradas
variedades conicas %[6]. Para se regularizar esta variedade préximo ao nodo do cone, foram
propostas varias técnicas, dentre elas a deformacdo e a resolugdo [129]. Tais variedades

sdo bastante uteis em extensoes da correspondéncia AdS-CFT [130, 131].

Neste capitulo, iremos construir um cenario de branas em seis dimensoes onde a
variedade transversa é uma se¢do do cone resolvido Gy [106]. Assim como o modelo
Randall-Sundrum 1 [34], baseado apenas em uma estrutura de campos definidos em um
espago-tempo de cinco dimensoes, inspirou-se no modelo Horava-Witten [32] proviniente
da teoria M, nés propusemos um cenario onde exploramos o fluxo de resolucao, orinal-
mente definido em teoria de cordas, parametrizando a variedade transversa do cenario de

branas tipo-corda.

Mostraremos que o parametro de resolucao, que controla a singularidade do cone,
também altera sensivelmente as propriedades dos campos que vivem neste cenario bem

como da prépria brana [106].

L Conifold transitions em inglés.
2 Conifolds=comnical+manifolds em inglés.
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3.1 Variedade conica resolvida

Vamos introduzir o conceito de variedade conica. Dada uma variedade M,, e uma
parametrizacao (z;),, se pudermos aplicar sobre M, a relagao de equivaléncia (simetria)
Zy (2 — —a*), podemos definir uma variedade conica como o quociente® C,, = M,,/Z,,
isto é, como a identificacao entre os pontos opostos de Mg. Como 0 = —0, a origem é o

tnico ponto (por isso singular) que é mantido fixo pela acdo de Z, sobre M,,.

Como em teoria de cordas estamos geralmente interessados em variedades de seis
dimensoes, faremos n = 6. Podemos definir uma variedade conica por meio de uma
equacao polinomial que possua a simetria Z,. Assim, tomemos Cy C C* como solucao da
quédrica[129]:

2B+ +2=0. (3.1)

De fato, dado um z € C* que satisfaz a eq.(3.1) = Az € C* X € C também satisfaz a
eq.(3.1). Logo, o conjunto solucdo da eq.(3.1), Cs € CP?. Pela simetria Z,, definimos a

variedade conica como Cs = CP?/Z,.

A eq.(3.1) pode ser reescrita matricialmente definindo

W = 20" + 241, (3.2)

CcOo1mo

det(W) =0, (3.3)

onde os ¢! sao as matrizes de Pauli e 1 é a identidade. Podemos definir uma coordenada

radial » € R,0 < r < 0o como

r? = Tr(WWH. (3.4)

Assim, podemos tomar a variedade conica como Cg = RT x X?, onde X° é uma variedade

compacta de dimensao cinco chamada espaco base do cone.

A métrica canonica para a variedade conica fica entao

dsg = dr* + r*ds*(X®). (3.5)

3Coset em inglés.
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Como esperado, Cy é singular em r = 0. Um espago base comum em teoria de cordas é
dado por X5 =T = SU(2) x SU(2)/U(1) cuja métrica fica [6, 130):

2
dsg = dr*+ %(dw + cos 01dey + cos Oydgy)?

2

+ gg(def%—$n291d¢f%—dﬁ%%—$n202d¢§) (3.6)

Uma versao suavizada dessa variedade conica, chamada variedade conica resolvida®,
pode ser obtida buscando-se outras solugdes da eq.(3.3). Tomando a mesma parame-

trizacao da wvariedade conica singular, a métrica para a variedade conica resolvida fica

132, 133

r2 + 6a> r? (1% 4+ 9a?
i = (Torgee) 5 (s ) (04 costdon + contiin

1 1
+ 672(d9$4—sn1291d¢§)-+ é(rz%—6a2)(d9§—ksin292d¢§). (3.7)

A constante a € RT que aparece na métrica (3.7) tem dimensao [a] = L e é tal que

lin% dsi = a®(df3 + sin® ,d¢3). (3.8)

Assim, a medida que nos aproximamos da origem, o cone resolvido converge para uma
esfera de raio a. O parametro a mede entao o quao singular é o cone e por isso ele é

chamado de parametro de resolucao.

Na figura (3) ndés mostramos o comportamento do escalar de curvatura da variedade
conica resolvida, onde fizemos uma translagao no eixo apenas para mostrar a simetria do
grafico. Note que a variedade conica resolvida tem curvatura positiva e é assintoticamente
plano. Essas propriedades nos levarm a propor uma secao da wvariedade conica resolvida

como extensao dos ja existentes cendrios com um espaco transverso com simetria esférica

64, 65, 69, 73].

Pela anédlise da equacao de Einstein com simetria cilindrica, sabe-se que o espaco-
tempo exterior ao defeito tipo-corda é conico com déficit angular proporcional a massa
por unidade de volume do defeito [60, 55, 51, 63]. Uma vez que as variedades cOnicas
aparecem naturalmente em teoria de corda, que foi a fonte do modelo de branas, e uma

vez que o cone resolvido permite nao somente suavizar o cone préximo a origem como

4resolved conifold em inglés.
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Figura 3: Escalar de Ricci para a variedade conica resolvida e singular com origem em
r = 5. Para a = 1 (linha cheia), a curvatura é suave na origem r = 5 enquanto que para
a = 0 (linha fina) diverge na origem.

induz um fluxo geométrico que esta intimamente ligado a massa da brana, nés propusemos
o cone resolvido como uma solugao extendida da variedade transversa a uma brana com

simetria axial [106].

Como as outras secoes da variedade conica resolvida nao dependem do parametro de

resolucao a, escolhemos como variedade transversa a secao My cuja métrica é

r? + 6a> 1
ds? = | ——— | dr* + = (r* + 6a?)d6>. 3.9
Note que lim,_, g, = 1 e assim, este cone bidimensional converge assintoticamente

para o plano R? em coordenadas polares. Por conviniencia futura, definiremos a(r,a) =
Grr € B(Tv a) = Gog

A componente angular da métrica deste 2—cone tem uma singularidade conica para-

metrizada por a. De fato, o escalar de curvatura para o 2—cone é

B 6a?(r? + 18a?)

R=R(r,a) = (2 + 6a)7

(3.10)

tal escalar de curvatura é bastante similar ao encontrado em outra variedade com simetria
axial, o séliton charuto de Hamilton[110, 111, 106, 109] que estudaremos em detalhes no

proximo capitulo.

A fim de compararmos a fonte desta geometria com a geometria tipo-corda gerada

por um vértice abeliano como estudado em [80], néds fizemos a mudanga de varidvel radial
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(107, 108]
(u? + 6a?)
u’? 4+ 9a? (3.11)
que levou a métrica 3.9 na forma gaussiana
ds3 = dp* + B(p, a)db>. (3.12)

Podemos escrever a mudanca de varidavel 3.11 como
r ,a =10
Pa(u) = ) ) ; 3
—iv6aFE (arcsmh (57’) , 5) ,a # 0,

onde F representa a integral eliptica de segundo tipo. A transformagao inversa é dada

por

P ;a=0
. . Z 2
—iv6aFE (arcsmh <\/6a ) , 5) ,a # 0,

O grafico das mudancas estao mostrados nas figuras 18 e 19.

ro(u) =

ra(u)

10F-
L Ua(r)

Figura 4: Mudanca da coordenada ra-
dial no 2—cone resolvido. A inclinacao do
grafico para a = 10 (linha cheia) é menor
do que para a = 0 (linha pontilhada).

Figura 5: Mudanga de varidvel radial in-
versa. a = 10 (linha cheia) e @ = 0 (linha
tracejada).

3.2 Cenario de brana com um cone resolvido trans-

VEerso.

Vamos construir o modelo de brana com simetria axial cujo espago trasverso seja a

secao M, da variedade conica resolvida.
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Seja Mg um espaco-tempo® estatico e com simetria axial, que pode ser escrito com o
roduto nao-fatorizavel Mg = My x My, onde Gy é a secdo do cone resolvido e My é a
)

3-brana.

A acado para o campo gravitacional e a fonte deste espaco-tempo seis-dimensional Mg

é dada por
1

S, = / /=G (R — 2A) + / 425/ =G L. (3.13)
2K§ S, M

onde K§ = % ¢ Mg ¢ a massa de Planck de Ms.
6

Considere agora o ansatz para uma métrica estatica com simetria axial

dst = e g, da"dx” + a(r,a)dr?® + B(r,a)e BT o>, (3.14)
Dessa forma, temos uma familia de espagos-tempos Mg = M, x €3, de tal forma que Mg
¢é singular.

Note que o ansatz 3.14 extende a solucao usual tipo-corda através da inclusao dos
termos do cone resolvido a(r,a), (r,a). Como r — oo = Gy — R2 a métrica 3.14
converge assintoticamente para a métrica tipo-corda [73]. Além disso, o parametro de
resolucao gera um fluxo geométrico no espaco exterior a brana o que reflete variacoes nas

propriedades da prépria brana, que é a fonte da geometria.

O escalar de Ricci para Mg é dado por

’ I\ 2 N/
R=e¢'"R+ <5A” + A’% + % (%) - gAQ - (%) ) (3.15)

Supondo que a fonte tenha simetria axial,

TV — to(r)P, (3.16)
17 = t.(r), (3.17)
T§ = to(r), (3.18)

5Variedade lorentziana.
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as equagoes de Einstein para o ansatz (3.14) ficam

3A”+B”—§A’B’—Bl2 3A% + (g_g) o
2\ 8 «
/ 1a " 1a’ 3 1 ~
CREPE KMINDF e
4A//—5A/2—2%A/+&<€AR_2A+2K(?T'9) = 0. (321)

A equacao da continuidade para o tensor de tensao-energia® VT, = 0 gera um vinculo

entre as componentes deste tensor e da métrica

B/ 5/
_(tr_t ) 25

t=2A(t, — to) + 5

Z (tg —t,). (3.22)

Somando as equagoes 3.20 e 3.21 e assumindo que A(r) = B(r) leva a equagao

2A"(r) — (%, + %) A(r)+ Kia(ty —t,) = 0. (3.23)

Definindo
S(ra) = — (% + %) : (3.24)
X(T’ CL) = Kga(te - tr)> (325)

a eq. (3.23) pode ser reescrita como
2A"(r) 4+ 0(r,a)A'(r) + x(r,a) = 0. (3.26)

A solugao da eq.(3.26) é

B f(] )d’f’” .
A(r) = A(0) — /0< fo T”adrﬂ )dr. (3.27)

Estamos interessados em solugoes da equagao 3.26 que divirjam assintoticamente, a fim

de que o volume seja finito (como serd explicado na relacao entre as massas) e que se
anule na origem, de tal forma que recuperemos a métrica da brana como uma métrica

induzida de Mg. Supondo as condigoes de contorno

A(0) =0, (3.28)

Sstress-energy tensor em inglés.
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lim A(r) = oo, (3.29)

T—00
A eq. (3.26) com condigbes de contorno (3.28,3.29) geram o fator de warpd desejado. No

ponto r = 0, a métrica definida pela eq. (3.14) torna-se

2
ds? = gu,,dx“d:v”jt%dQZ. (3.30)

Esta é uma métrica fatorizdvel entre M, e S*, onde S! tem raio %. Assim, a reducao

dimensional r» = 0 leva Mg com geometria nao-fatorizavel em M; do tipo Kaluza-Klein.

Nesta geometria, a relacao entre a escala de massa (massa de Planck) da brana (M)

e do espago-tempo ambiente (M) é dada por

M} = 27TM§/ e~ AM—Z Va(r,a)B(r,a)dr. (3.31)
0

Assim, tranformacoes geométricas na variedade transversa devido a este fluxo geométrico
de resolucdo altera a escala de energia efetiva da brana [106]. Este resultado estende a

relagao usual em branas tipo-corda [69] atribuindo-lhe uma dindmica’.

3.2.1 Fator de warp linear.

Considere o seguinte fator de warp A(r) = kr, onde k € R. Essa func¢ao é amplamente
usada tanto nos modelos RS [35, 34] quanto nos tipo-corda [65, 69, 73]. Com esta escolha,
as equagoes de Einstein (3.19,3.20,3.21) tornam-se

B”—%B’—B’2—3k2+%<é’—g’)+(E—lg’)B’

2 2 \5~ a 3 2a
ﬁ” 1a/ B/ 1 A ) B
Tt o tolge R 2A 2K ) =0, (3.32)
/
_3k% — 2kB' + Q%k ta (eAR oA+ 2K§tr> —0, (3.33)
2 o Af 2
5k =25k +a <e R—2A+ 2K6t9> —0. (3.34)

Somando as equagoes radiais e angulares acima nds obtemos a solucao para o fator de
warpd B(r)
2

B(r) = kr + In(a(r,a)B(r,a)) + % /OT alr’,a)(t.(r') — te(r"))dr'. (3.35)

7O temo dindmica utilizado aqui ndo deve ser entendido como uma evolucdo temporal. Com efeito,
embora a tenha unidade de M ~! ainda ndo dispomos de um modelo fisico (lagrangiana) que dé uma
origem fisica para a.
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Por outro lado, se impusermos que

2

In(a(r, a)B(r, a)) + % /0 " a) (b (1) — ta(r))dr’ =, (3.36)

entdo B(r) = A(r). Interessante notar que podemos fazer f(r,a) = 1 e no entanto, o
fator de warp continuard dependendo de a. Isso nos levou a propor, em nosso segundo

trabalho [109], uma fator de warp que variasse com o fluxo geométrico.

Inspirados na fonte para defeitos tipo-corda [73|, suuponhamos que a componente

angular do tensor de tensao-energia seja da forma
to(r) = Ce* + A(r) + p, (3.37)

onde (, p sao constantes e

() = m <5p2 N 2p%' 3 (%)2) | (3.38)

pela equacao (3.34) concluimos que

R
¢ = K2’ (3.39)
A
P R (3.40)
k = P (3.41)

Assim, obtemos a fonte para o cenario tipo-corda como um caso particular do cenario

com um cone-resolvido transverso.

Para B(r) = A(r) as componentes na brana e radiais do tensor de tensdo-energia sao

A R 1 5 B
to(r) = R T aRe (5K — 27 k), (3.42)
A R O1 (11, B o B 1df
- - —— (= 2= — Nk ——+-——2"]. 4

Como [’ diverge, entao para R < 0 a componente t, satisfaz a condicao de energia fraca,

to > 0.

O fator de warp linear satisfaz as condigoes de contorno (3.28) and (3.29). Impondo

A'(r) > 0. (3.44)
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Figura 6: Fator de warp nao-linear. Sua forma de sino lhe d4 uma simetria Z5 como
suaviza seu comportamento sobre a brana.

que é uma escolha comum em defeitos tipo-corda [69, 80, 73, 68|, assintoticamente a

eq.(3.34) torna-se
5k +2A=0 = A<O. (3.45)

Assim, assintoticamente Mg = AdSg para o fator de warp linear.

3.2.2 Fator de warp nao-linear

O fator de warp linear, apesar de seus formidaveis resultados, nao satisfaz a condicao
de energia dominante [79]. Baseados em uma proposta desenvolvida em cinco dimensoes

[139], nds propusemos o seguinte fator de warp [106]
A(r) = B(r) = cosh(r) + tanh(r)*. (3.46)

Como mostrado na fig. 6 o fator de warp em 3.46 possui simetria Zs como no modelo RS
(34].

O escalar de Ricci diverge assintoticamente, como mostrado na fig.9. Como
R=K;T+6A = lim T = —oo, (3.47)

T—00

entao a fonte para esta geometria nao é localizada.

3.2.3 Fator de warp suavizado

E importante ressaltar que fator de warp nao-linear (3.46) regularizou a geometria

proximo a brana mas levou a uma solug¢do nao interessante fisicamente no limite as-
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Figura 7: Fator de warp suavizado para ¢ = 1 (linha azul) e fator de warp linear (linha
vermelha). Note que ambos tem o mesmo decaimento exponencial para longas distancias
mas o fator linear nao satisfaz as condigoes de regularidade na origem.

R(r.c.a)

sl
Figura 8: Escalar de curvatura do bulk para R=0ec=10 espaco-tempo é suave em

todos os pontos e assintoticamente ele converge para um espaco AdSg.

sintotico. Dessa forma, nés propusemos um fator de warp que tanto suaviza a geometria

proximo como longe da brana, dado por [109, 107]

A(p,c) = cp — tanhcp (3.48)

A partir das equagoes de Einstein, as componentes do tensor de tensao-energia da

fonte sao
[ 5sech207’ + 4sech?cr tanh er — sech4cr) +
520 anl;cr La= 0
tolr,c,a) =
of ) [ 5sech207’ + 4sech®cr tanh er — sech4cr) +
2+9 2
L _'_2 u2+6 2 tanh cr’ :2—1—6&2 + 3a® u2+6a2 (r 2+6a2)%T(T2+9a2)% @ 7& 0’
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Figura 9: Escalar de curvatura de Mg para o fator de warp nao-linear. A geometria é
suave na origem mas diverge assintoticamente.

2

(=2}

t-(r,c,a) =
K6

2

5
to(r,c) = < <5sech2cr + 4sech®cr tanh cr — isech4cr>.

Re

L [02 (5sech20r — ésech407°) + c( tanh? cr%)}
L [02 (5sech20r — gsech4cr) + c( tanh? cr 2%

,a =10

r2+49a2
r2+6a2>i| » & 7& O’

u2+6a2

(3.49)

A partir de seus gréaficos podemos ver que para a = 0 a fonte satisfaz todas as condigoes

de energia (fraca, forte e dominante). Como neste caso temos a redugao Mg — My, esta

configuragao deve representar um cendrio tipo-corda suavizado na origem (extensao do

cendario GS). J& para a = 10, a fonte nao satisfaz a condic¢ao forte nem a dominante, sendo

entao uma fonte exdtica. Em um tal estado, em r = 0, temos a reducao Mg — Mj e logo,

a pressao angular aproxima-se da componente da brana para estabilizar a dimensao extra

com raio a.

T(r)

Figura 10: Componentes do tensor de
tensdao-energia para a = 0. Ty (linha
cheia), Tpy (linha pontilhada) e 7}, (linha
tracejada) satisfazem a condigao de energia
dominante.

Figura 11: Componentes do tensor de
tensao-energia para a = 10. A condicao
fraca Tpyg > 0 é satisfeita mas como Tyg =
The as condigoes forte e dominante sao vio-
ladas.
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3.3 Localizacao do campo escalar

Nessa secao estudaremos o comportamento de um campo escalar minimamente aco-

plado a este cenario. A equacao de movimento para este campo serd

aA(\/——ggABan)) = 0. (3.50)

Vamos agora aplicar o processo de decomposi¢cao Kaluza-Klein, que nada mais é do que

uma separagao de variaveis, onde

(", 7, 0) = d(z)o(r, 0). (3.51)

Devido a simetria de Poincaré na brana, o campo escalar deve satisfazer a condicao de

massa

8, 0"(d(z")) = m2gp(zh). (3.52)

Como 0 < 6 < 27, vamos assumir que ¢(r, §) pode ser escrita como uma série de Fourier

O(r,0) = x(r) > _e". (3.53)

=0

Desse modo, a equacao radial para o campo escalar fica

X" (r) — % <4A’ + B + %/ - %) X' (1) + ae? <m2 —1? 6BB_A) x(r) =0. (3.54)

Assumamos ainda que a funcao radial satisfaca as condicoes de contorno

X'(r) = lim x'(r) = 0. (3.55)

r—00

As condigbes (3.55) sdo importantes para que o campo escalar seja suave sobre a brana

(ndo haja discontinuidades) e tenha uma simetria Z; em relacao a esta.

A equagao radial (3.54) juntamente com as condig¢oes de contorno (3.55) formam um
problema de Sturm-Liouville. As auto-funcoes y,, e os auto-valores m sao chamados,

respectivamente, de modos e espectro Kaluza-Klein.

Note que a equagao (3.54) é uma extensao da equacao para os modos KK em cendrios
tipo-corda [69, 73]
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3.3.1 Modos massivos

Podemos transformar a eq.(3.54) em uma equagao do tipo Schrédinger através das

mudancas de variaveis

z=2z(r) = /OT a(r)ze T dr’ (3.56)

e
X(z) = T (2), (3.57)
donde ¥(z) deve obedecer a equagao
—U(2) + V(2)U(2) = m?U(z), (3.58)
onde
<3A +B— 5—15')2 (34+ B+p28)2 - 575)
V(z) -
4 4
+ PplefA (3.59)

ou, na variavel r,

6_A 1 2 2 25 1 " "
Viral) = {01547+ B2+ 84'B) - £ (34" + B")
S oaen (e B BB, 3 (B
! (3A+B)<@_@)_8aﬁ‘@f‘ _E<E>
+ f_;}+l25_1€B_A (360)

O estudo deste potencial fornece informagoes, no minimo qualitativas, sobre o comporta-

mento das solugoes.

3.3.1.1 Fator de warp linear

Para A(r, k) = B(r, k) = kr, o potencial é dado por

Lot (BN 8 1 g
Viwati) = {3 (55) -2+ (e )

+ ((%)2 - %) Lyt (3.61)

Nés esbogamos o gréafico para [ = 0,k = 1 na figura (12). Devido o po¢o em torno da

origem, é possivel termos modos presos a brana. De fato, a eq.(3.54) préxima a brana
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V(u,a

0.10

005}

-0.05+

Figura 12: Potencial para o fator de warp linear e [ = 0. Para a = 1 (linha fina) o
potencial decai exponencialmente. Para 0.1 < a < 0 (linha tracejada) aparecem dois
pocos de potencial asimétricos préxima a brana mas sobre esta o potencial diverge. Para
a = 0 um pogo de potencial surge na vizinhanga da brana (linha pontilhada).

fica

X' (r) + <(7"—(7:’))% — gk) X (r) + (E;—_;—21232) FrIm2y(r) =0.  (3.62)

A eq. (3.62) depende de trés parametros (a, k,m), para [ = 0. No limite (T%S) — 0, que
¢ valido para o cone singular (a = 0) como para pontos distantes ((r —5) — 00), a eq.

(3.62) fica
1
X' (r) + (m - gk) X' (1) 4+ e*r=m2x(r) = 0. (3.63)
Note que para o cone singular (a = 0), a eq.(3.63) produz uma corregao 1/(r — 5) em

relacao ao modelo GS [69]. Préximo a brana, temos

0+ () X0 ) = (3.60)

cuja solucao é
X(’f’) = Clj() (m(5 — 7")) -+ CQNO (m(5 — 7")) y (365)

onde Jy(r), No(r) sao as fungoes de Bessel de ordem zero de primeiro e segundo tipo. Para
(r—5) — o0, a eq.(3.63) converge para a equacao dos modos massivos do modelo GS
[69]. Assim, para a = 0, o efeito do cone é alterar a ordem da func¢do de Bessel proximo

a origem.

Para a # 0, a eq.(3.62) longe da brana é nada mais do que a prépria equagao do
modelo GS [69]. Préximo a brana, o fator exponencial pode ser desprezado em primeira

ordem levando a equagao (3.63).
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V(r,a)

0.6+
04+

02r

-0.2F

-04+

—-0.6+
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Figura 13: Potencial para o fator de warp nao-linear. Para a = 1 (linha cheia) existe
apenas um poco de potencial entorno da brana. Para a = 0.15, hd4 um maximo sobre a

brana e dois pogos préximo a brana (linha fina). Para a — 0 hd um pogo ao redor da
brana (dashed line).

3.3.1.2 Fator de warp nao-linear

O potencial de Schrédinger para o fator de warp nao-linear esté esbocado na fig.(13).
A medida que a — 0, o potencial exibe um pogo (a > 0.5,a = 0) e em outros estados, ha

um pico 0 < a < 0.5.

A eq.(3.54) para o fator de warp nao-linear torna-se

X' (r) + ((7“—(7”5)% - gA’(r)) X' (r) + (E:__g—zigi;) eAm2y(r) =0. (3.66)

Para <(T;5)> — 0 a equagao acima até primeira ordem fica

o+ (Y2 - Se-9) v+ S - s -0 een

A solugao desta equagao é novamente o produto entre uma exponencial e uma fungao
hipergeométrica confluente cujo grafico esta esbogado na fig.(14). Para (%) — 0 (caso

assintético ou a = 0) a auto-fungao obedece

V) + (5“ - 5>) V() + (r — 5x(r) = 0 (3.68)

2
(r— 5))) (3.69)

cuja solucao é

10r—r2 4 2 1
x(r)=e (H (—5,7(7“—5)) +M (5,5,

&
| S
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x(r,1)
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Figura 14: Modo KK para o fator de warp nao-linear préximo a brana.

x(r,0)

15x 10"

1.0x 10 |

5.0x10%0

r
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Figura 15: Auto-fungao para o fator de warp nao-linear longe da brana ou para a = 0.

Pela fig. (14) é possivel ver que o modo é bem definido sobre a brana e assintoticamente.

3.3.2 Modos zero

Vamos agora estudar os modos nao-massivos (ou modos zero). Param =0 and [ =0
8 [73], uma constante ¢ solugao de (3.54). Como a eq.(3.54) com as condigdes de contorno

(3.55) formam um problema de Sturm-Liouville cuja relacdo de ortogonalidade é dada por

/ T e VB 5 G (1) (1) dr = G (3.70)
0

Assim, podemos definir um modo zero normalizado como

_ BA(r)

Xo(r,a) = Ae” 2 a(r,a)B(r, a), (3.71)

8chamada s-wave
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yolr.al

Figura 16: Modo zero para o fator de warp linear.
yofra

04l

02h

Figura 17: Modo zero para o fator de warp nao-linear. a = 0 (linha pontilhada).

onde

A= 1 (3.72)

_ 3A(r)

e "5 JaBdr

Através das fig. (16) e (17) podemos ver que a o modo zero é localizado para ambos

os fatores de warp. No entanto, note que para o fator de warp nao-linear e a = 0 o modo

Zero nao possui simetria Zs.
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4 VARIACOES GEOMETRICAS
SOB UM FLUXO DE RICCI

No capitulo anterior, vimos como uma 3-brana com um espaco conico resolvido
transverso tem as suas propriedades e do campo escalar modificadas. O fluxo de resolugao
nao apenas permite definir-se os campo sobre a brana, suaviza a geometria, como também

modifica a estrurura do potencial de Schrodinger para os modos massivos.

No entanto, por que escolher este fluxo em particular e nao outro? Poderiamos obter
uma familia de espacos transversos M satisfazendo as condigoes de regularidade na origem
e as condigoes de energia? Haveria um fluxo geométrico que geraria as solugoes (modelos)

apresentados no capitulo 17

Neste capitulo, iremos estudar os efeitos no cenario de brans tipo corda sobre a acao
de um fluxo de Ricci. Tal fluxo geométrico possui solu¢oes que preservam certas grandezas
como energia e entropia do fluxo, chamadas sélitons de Ricci. Esse fluxo foi criado para
estudar-se a evolugao de uma variedade de modo a evitar-se singularidades. Mostraremos
que de fato, para a solucao séliton de Hamilton, o cenario satisfaz todas as condigoes de

suavidade necessarias.

4.1 Fluxos de Ricci

Iniciamos introduzindo os principais e bésicos conceitos a cerca do fluxo de Ricci.

Seja (Mp, g)) uma variedade riemanniana D—dimensional munida da métrica gy, A €
R. Assim, temos uma familia de variedades riemannianas. Para cada A, a variedade Mp
tem uma geometria local distinta. Suponha agora que nds possamos passar continuamente
de uma configuracao (M, g,) para outra (M, g}) através da seguinte equagao diferencial

parcial:



72

agabO‘)
o\

Este fluxo geométrico é o chamado fluzro de Ricci devido ser o tensor de Ricci o responsavel

= —2Ra(N). (4.1)

pela geracao do fluxo. O fluxo de Ricci foi primeiramente proposto por Richard Hamilton
a fim de provar a conjectura de Poincaré [114, 110, 115, 117]. O fluxo de Ricci é um fluxo
intrinseco da variedade em contraste com um fluxo extrinseco que é gerado pela curvatura

extrinseca.

A eq.(4.1) é uma equacao do tipo difusao. Com efeito, utlizando coordenadas harmonicas,

Az' =0, n6s podemos reescrever a eq.(4.1) como [111]

~ Agab- (42)

Hamilton propos tal equagao pois sabe-se da teoria da equacao do calor, que tal equacao
tende a remover eventuais singularidades iniciais. Dessa forma, o fluxo de Ricci pode
ser entendido como um fluxo analogo do calor sobre a variedade, onde a métrica toma
o papel de temperatura e o tensor de Ricci como o de fonte quente. Assim, o fluxo
fornece informacgoes sobre a estabilidade das solucoes e a formacao de singularidades
[110, 118, 111].

Além da métrica, o escalar de Ricci também evolui segundo uma equagao de difusao

OR ,
oy = OR+2|Ref? (4.3)

onde |Re|? = g%g* Ry Req.

Note que quanto maior o valor da curvatura e de suas derivadas em um dado ponto

da variedade, maior sera a taxa do fluxo geométrico.

Uma outra propriedade muito importante do fluxo de Ricci é a sua auto-similaridade.

Com efeito, considere a seguinte transformacao de escala

3, 0) = & ( A) (4.4)

Z, E
Como tanto % = % e R;j = Ry; entdo a equacio do fluxo de Ricci fica inalterada através
de uma transformacao de escala. Contudo, o escalar de Ricci altera-se para R = ?.

Esse resultado é bastante 1util pois permite reescalonar a curvatura em alguns pontos

preservando o fluxo de Ricci [111].
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4.2 Aplicacoes fisicas

Uma extensao da eq.(4.1), anterior a proposta de Hamilton, também aparece no es-
tudo do grupo de renormalizacao de modelos sigma bidimensionais em teoria de cordas
bosonicas [121]. O espago interno do modelo sigma é uma variedade riemaninana M

munida da métrica g e acao

S = —O// gabﬁiXaﬁbthij\/ﬁdzO' (45)
M

onde h;; ¢ a métrica da folha-mundo varrida pela corda. Como os campos X* devem
ser quantizados com a métrica g como constante de acoplamento, a equacao do grupo de

renormalizacao leva a

12
89;,)5)\) = —a/Rup()\) — %Racde(A)Rgde(A) T (4.6)

onde o é a escala da corda. Assim, o fluxo de Ricci pode ser visto como um fluxo

de renormalizacao até primeira ordem (loop). T. Oliynyk, V. Suneeta e E. Woolgar
estudaram as equagoes do grupo de renormalizacao para uma acao contendo também o
dilaton ¢ e o campos de Kalb-Ramond B, [122, 124]

Utilizando o fluxo de Ricci sobre a folha mundo, Tseytlin mostrou uma conexao entre
a carga central e a entropia de Perelman [123]. Como veremos adiante, a entropia de
Perelman ¢ a prépria acao de gravidade com um acoplamento com um campo escalar
chamado dilaton [118]. Tseytlin extendeu a técnica desenvolvida por Perelman a fim de

mostrar a monoticidade do fluxo do grupo de renormalizagao em todas as ordens.

Em relatividade geral, Xianzhe e Ma mostraram que a massa de um corpo isolado
(massa ADM) é invariante por um fluxo de Ricci no infinito tipo espago [126]. Headrick e
Wiseman utilizaram o fluxo de Ricci em gravidade euclideana para estudar a estabilidade

de um buraco negro [125].

Uma outra generalizagao do fluxo de Ricci, chamado fluxo de Ricci-Cotton, foi utili-
zada em gravidade massiva em (2+ 1) para estudar o decaimento de modos gravitacionais

massivos [127]. O fluxo de Ricci-Cotton é descrito pela equagao

agab()‘)
oA\

onde, C,, é o chamado tensor de Cotton, definido por

1
_— (Rabu) - 2gu + ;cab) | (4.7)
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1
Cab = 5§dVC (Rbd — ZRgbd) (48)

Recentemente, o fluxo de Ricci também foi aplicado em matéria condensada, no estudo
de propriedades criticas do modelo de spin de Heisenberg. Neste modelo, a magnetizacao
de um material ferromagnético é descrito como um campo vetorial no espago tridimen-
sional. As simetrias deste campo vetorial podem ser codificadas em um espago interno
chamado espaco alvo (target) ¥. Esse mecanismo é usualmente chamado de modelo sigma
nao-linear. Definindo um fluxo de Ricci no espaco interno, Orth et al estudaram propri-

edades de frustagao deste modelo [128].

4.3 Solitons de Ricci

O fluxo de Ricci tem uma propriedade fundamental: ele tende a expandir variedades

de curvatura negativa e contrair variedades de curvatura positiva [111].

Com efeito, considere a esfera em n dimensoes S™ cuja métrica riemanniana é dada

por

90(S™) = ds%. = dO} + sin 0,%d03 + ... + 117 sin 6;°d6? (4.9)

Esta métrica leva ao tensor de Ricci

Rij = (n—1)g; (4.10)

Assim, S™ é um espaco de Einstein com curvatura escalar positiva dada por R = n(n—1).

Supondo que a esfera sofra um fluxo de Ricci, a métrica em cada instante serd dada por

9(A) = (1 =2(n = 1)A)g0(5") (4.11)

Para Ay = 2(n—1_1) = g(Af) = 0. Assim, a esfera evolui para uma configuracao singular no
"tempo’ A\; = 2(n—1_1) Como o fluxo pode ser definido no intervalo A € (oo, Af), a solugao

(4.11) é chamada uma solugao anterior (ancient) [111].

Para o espaco hiperbdlico H™ cuja métrica é dada por

go(H™) = ds?. = dr?® + sinh r?(d6? + sin 0,%d03 + ... + I17=2 sin 0,2d6> ). (4.12)
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o tensor de Ricci é dado por

Logo, H"™ tem curvatura escalar constante e negativa R = —n(n—1). A evolugao segundo

um fluxo de Ricci leva a seguinte familia de métricas

g(A) = (14 2(n = 1)A)go(H") (4.14)

Assim, H" expande-se indefinidamente. Como o fluxo é definido para A € [Ag, 00), H™ é

chamado de uma solucao imortal [111].

S™ e H™ sao espacos de Einstein onde,

Rab = Cgaba (415)

¢ € R é uma constante real. Note que o fluxo de Ricci levou esferas em esferas e o espaco
hiperbdlico em outro espaco hiperbdlico. Uma questao relevante seria: FExiste alguma
solugao do fluxo de Ricci que se mantenha invariante através do fluxo e que nao sejam

nem a esfera nem o espacgo hiperbdlico?

Sim, e estas solugoes sao os chamados sdlitons de Ricci, definidos pela equacao

1
R;; + §LYgij = (gij (4.16)

onde Y é um campo vetorial em T'M. Note que os sélitons de Ricci estendem as variedades
de Einstein pela introducao do segundo termo que controla a expansao ou contracao da
variedade. Vale ressaltar também que a inclusao do termo a partir de uma derivada de

Lie fornece uma invariancia por difeomorfismos da solugao.

Se Y = grad(f), entao

Ri; +V;V;f = Cgij. (4.17)

A fungao f é chamada o potencial do fluxo de Ricci e a solugdo da eq.(4.17) é chamada

um soéliton de Ricci gradiente.

Existem trés classes de séliton gradientes de Ricci. Para ¢ = 0 as solugoes sao ditas
estacionarias;para ( < 0 o soliton de Ricci é dito expansivo enquanto que para ¢ > 0 a

solugao é dita contraido.

As solugoes estaciondria e contraida tem a importante propriedade de serem extremos
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dos respectivos funcionais energia e entropia de Perelman [110]. O funcional energia de
Perelman é definido como [110, 111, 118, 119]

Ta.f)= [ (R VIR Vil (4.18)

E importante salientar que o funcional energia de Perelman é a versao euclideana da agao
de supergravity para o campo gravitacional e o campo escalar chamado dilaton, no limite

de baixas energias.

A variagao de F leva a

5F = 2 / |Ric(g) + Hess(f)[%e 7 \/gd"z > 0, (4.19)
M
que é obtida pelo sdliton estacionario.

A entropia de Perelman é definida como [110, 111, 118, 119]

e_f

Wio. fir) = [ R+ VP f =) s (4.20)
M (4mT)2
A variacao de W leva a
SW = 2 / [Riclg) + Hess(f) — 2ot Jga'a > 0, (4.21)
M T

e logo, os sélitons contraidos sao extremos da entropia de Perelman.

4.4 Soliton charuto de Hamilton

A solucao chamada séliton charuto Gy é uma solucao estacionaria e bidimensional
do fluxo de Ricci eq.(4.1), primeiramente proposta por Hamilton [112]. E uma variedade

com simetria axial cuja métrica pode ser escrita como

ds3 dr? + r2df?), (4.22)

@)
onde r € [0,00), 8 € [0,27], A € (—00, 00) (solugao eterna) [110],[112],[117],[111].

Fazendo a mudanga de coordenada r = ¢** sinh p, a métrica (4.22) fica [110],[117]

ds3 = dp® + tanh? pd6”. (4.23)
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A métrica (4.23) foi também estudada por Witten como espago alvo em modelos sigma
da teoria M [113]. Uma vez que lim,_,o, = 1, o séliton charuto (4.23) converge assintoti-

camente para um cilindro unitario.

Definindo o referencial mével

0' = dp, 0% = tanh pdo, (4.24)

as componentes do tensor de Ricci sao

Rll = R22 = 2(sechp)2. (425)

cujo escalar de curvatura é dado por

4\

2
Uma vez que as componentes da hessiana de f(p) = — log cosh p sdo
V1V1f = V2v2f = —2(sechp)2, (427)

entao podemos escolher f(p) como o potencial do fluxo e é por isso que o séliton charuto

é uma solugao estacionaria.

Note que o elemento de arco (4.23) ¢ adimensional. Para deixéd-lo com unidades de

L?, vamos redefini-lo como

1
dsi = dp® + w2 tanh® kpd6? (4.28)

onde [k] = L™!. Assim, o fluxo geométrico, varia tanto o raio do cilindro no infinito como

a taxa com que a curvatura se anula (quanto maior k£ menor a curvatura).

4.5 O cenario corda-charuto

Uma vez estudada a geometria do séliton charuto, vamos agora utilizd-la como espago
transverso a uma brana tipo-corda. Nos mostraremos que essa construcao levard a uma
cenario de branas que satisfaz a condicao de energia dominante e que é regularizado na

origem (sem singularidade). Além disso, o fluxo geométrico reflete a variagdo de quan-
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tidades da brana como suas tensoes e altera o comportamento dos modos gravitacionais

em torno da brana.

4.5.1 Construcao do cenéario

Inicialmente, considere um espaco-tempo ambiente ! de seis dimensoes, Mg. Vamos
escrevé-lo como o produto nao-fatorizdvel ? (warped) entre a brana My e o espago trans-

verso a brana, tomado como o séliton charuto C,, ou seja, Mg = My X Cs.

A acdo para o campo gravitacional é a acao de Einstein-Hilbert com constante cos-

mologica A e fonte:

Sg:/ LR—A+Lm V—gd®z (4.29)
Mg 2K6

onde, K¢ = % e Mg é a escala de energia do espaco-tempo ambiente. Note que nesta
6

convengao A tem dimensao [A] = L7% = M®. Para as coordenadas do espago ambiente

iremos usar indices latinos iniciais z%, enquanto que para a brana, utilizaremos os ja

consagrados indices gregos z*.

Vamos supor que a brana tenha uma simetria axial em relacao as dimensoes extras.

Assim, propomos o seguinte ansatz para a métrica

dsg = o(p,k)gu(a®)dztda” + dp® + ~v(p, k)db?, (4.30)

onde a funcao de warp é dada por

o(p, k) = e~ (ko—tanhkp) (4.31)

e a componente angular da métrica é dada por,

1. K) = 75 (tanh k) () (4.32)

Este ansatz satisfaz as condigbes de regularidade (nao divergéncia do escalar de cur-

L Bulk em inglés
2warp geometry em inglés
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Figura 18: Fator de warp para um de-
feito tipo-corda fina (linha cheia) e para
a solugao tipo corda-charuto (linha trace-
jada).

Figura 19: Componente angular da métrica
para um defeito tipo-corda fina (linha tra-
cejada) e para a solucao tipo corda-charuto
(linha cheia).
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Figura 20: Escalar de Ricci para o espago ambiente Mg. A variedade é livre de singulari-
dades e converge para um espaco AdSg assintoticamente.

vatura) na origem [69],[80]:

c0)=1, 0,(0)=0 4.33)
10) =0, (V7),(0)=1 (4.34)
De fato, o escalar de curvatura é dado por
A 2
R . B_ [4M+<%)2+M_l<h) 4222 00]
o o o ol 2\ v o vy
_ é ~2f1d 49 2 - 2
= k 5 tanh® kp — 16 tanh kpsech”(kp) — 4sech”(kp) (4.35)
o

Por outro lado, como lim,_,,, tanh p = 1, este ansatz converge assintoticamente para



a solugao tipo-corda exterior [69, 80, 73].

4.5.2 Analise da fonte

Assumindo uma forma axial para o tensor tensiao-energia 3, temos

80

TH = to(r)or, (4.36)
T = 4,(r), (4.37)
TS = ty(r) (4.38)
onde,
2 0L,
Ty=—— 4.39
/_g agab ( )
As equagoes de Einstein ficam
R
Rap — 3 Jab = —Ke(Agap + Tap), (4.40)
Substituindo o ansatz eq. (4.30) temos [69]
3 Tspp 3 Typ Vop 1 Yop ? 1 Ypp K4A4
— ——t L — | == — = —Kg(A+t 4.41
2o T1o 4 1\ ) T2 o(A +to(p)) + — (4.41)
3 Uap>2 Uap 77p 2[(41\4
— (== =—Kg(A+t 4.42
3 () + Tt = KAk (o)) + = (4.42)
o, 1 /0,,\2 2K, A
2200 1~ (Z2) = —Ky(A+to(p) + ot (4.43)
o o o
onde (, p) representa a derivada dip e a equacao de Einstein na brana é dada por
R Rq,,
R;w - -g# - _K4A4g;wa (444)
com, Ky = %. Contudo, uma vez que lim, ., o(p) = 0, vamos nos restringir ao caso
4

onde Ay = 0.

3stress-energy tensor em inglés.
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Figura 21: Componentes do tensor de tensdo e energia. A densidade de energia (linha
cheia) é positiva (condicao fraca de energia), maior que as outras componentes (condigao
forte de energia) e maior que a somas das outras componentes (condi¢ao de energia do-
minante).

A partir das equagbes de Einstein nés encontramos as componentes do tensor de

tensao-energia

k2 1
to(p, k) = A <gsech4k:p — Tsech®kp — ;sechzk‘p tanh kp) (4.45)
6
2
to(p k) = —— (§sech4kp — 5sech?kp — 2sech?kp tanh l{;p) (4.46)
Kg \2
k5 oy 2 2
to(p, k) = K (§sech kp — bsechkp — 4sech”kp tanh k:,o). (4.47)

Vale a pena dizer que todas as componentes tem suporte compacto em torno da origem
onde se situa a brana, o que indica que a brana é gerada por uma fonte localizada. Além
disso, as componentes também satisfazem a condicao de energia dominante que nao é
satisfeita nos modelos de brana tipo-corda fina [69]. Essas duas condi¢oes nos sugerem
que, embora nao tenhamos proposto nenhuma lagrangeana como fonte, trate-se de um

defeito tipo-corda local como estudado por [80]

Outra propriedade deste cenério é que a constante cosmoldgica, além de ser negativa

com nos modelos tipo-corda, varia com o fluxo do séliton charuto. De fato, a relacao entre
A e k é dada por [69],[73]:

o 2oy A A(K). (4.48)
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4.5.3 O problema da hierarquia

A relacao entre as escalas de energia do espago-tempo ambiente (Mg) e da brana (M)

também se altera com o fluxo. Com efeito,

M; = 2mMg / a(p, k)\/7(p, k)dp
0

2 Mg [
= % / e~ 2(kp=tanh k) ot kpdp. (4.49)
0

k

Como as componentes métricas sao funcoes limitadas,

/ 6—%(kp—tanh kp) tanh kpdp ~ (450)
0

1
=
Assim, M} ~ QWMélk%. Logo, o grande valor da escala de Planck na brana pode ser devido

o pequeno valor de k.

4.5.4 Perturbacoes do campo gravitacional

Vamos agora analisar os efeitos de pequenas perturbagoes na métrica de fundo

deste cenario

4% = (0 (p, k) + Py (p. k) de” + dp? + (p, k) d6. (4.51)

Para uma perturbagao até primeira order com uma fonte dada pelo ansatz (4.36), a

perturbagao deve satisfazer a equagao [69, 80]

Dﬁhuu = 8a(\/ _g6nab8l)h,uu) = 0. (452)

Vamos agora empregar a chamada decomposicao de Kaluza-Klein que nada mais é do que
uma separagao de varidveis para resolver a eq.(4.52). Assumindo que h,, é o produto
de um tensor invariante de Poincaré, fLW(xC), que depended apenas das coordenadas da

brana, com um campo escalar y(p) [69, 64, 65, 73, 80]

B (2, 9, 0) = Py (z)x(p) D €™, (4.53)

a fungao y deve satisfazer a equacao
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(V) +01VE (2 = 2) o) =0 (4.54)

2 . . . . .
onde B(p, k) = %’72]”. Como o sistema tem simetria axial, vamos adotar as seguintes

condigbes de contorno [69]
X' (0) = lim x/(p) = 0. (4.55)

p—00

A eq.(4.54) juntamente com a condigdo de contorno (4.55) forma um problema de
Sturm-Liouville. Assim, dada duas solugoes deste problema, x;(p) and x;(p) a relacdo de

ortogonalidade entre elas é dada por

/0 o(p,a)2/Blp, k)xixsdp = 8. (4.56)

Podemos reescrever a eq.(4.54) como

o+ (3235 ) @+ (m -5 ) a0 (157)

Note que a equagao (4.57) é similar & equagao encontrada nos cendrios tipo-corda [69, 73].

4.5.5 Modos nao-massivos

Para m = 0, uma constante é solugdo da eq. (4.57). Logo, pela condi¢ao de ortogo-

nalidade (4.56), podemos definir um modo-zero normalizado como

3 (tanh k i
xO<p,k>=Na<p,k>4( ! ") , (4.58)
onde )
00 . [tanhkp) 2
N2:/ o(p, k) ( a“k p) dp. (4.59)
0

Uma vez que tal solugao tem um suporte compacto em torno da origem, como pode-se
ver a partir do grafico (22), podemos afirmar que o modo sem massa gravitacional esta

localizado sobre a brana.
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Figura 22: Modo-zero gravitacional. Tal solu¢ao tem suporte compacto (localizada) em
torno da origem (brana) para qualquer valor de k. Note que quanto maior o valor de
k mais localizada é a solugao. Além disso, o modo tem um comportamento crescente
préximo a brana devido o fator do charuto (tanhkp) e exponencialmente decrescente
longe da brana, o que reflete a caracteristica tipo-corda.

4.5.6 Modos massivos

Vamos agora estudar os modos massivos da eq. (4.57). Substituindo as expressoes

das componentes métricas, temos

" 5k 2 5 2 / (kp—tanh kp) 2 1k
- h — ptani ke - =0. (4
X +[ 5 +ksech(kp) 5 ot o }X +e m— 2 ” x =0. (4.60)

Eq.(4.60) com as condigdes de contorno (4.55) é um problema complexo para se estu-
dar analiticamente. Assim, vamos nos restringir a estudar apenas propriedades qualitati-

vas nos regimes proximo e longe da brana.

No limite p — oo (longe da brana), eq. (4.60) torna-se

k
X' — %x’ +eF (m? — %) y = 0. (4.61)

A equacgao (4.61) é similar & equagao para os modos massivos encontrada em [69], com a
diferenca de uma massa reescalada na forma m — ezm. A solucdo da eq. (4.61) pode

ser escrita em termos da equacao de Bessel
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Xm (p)

i * \/5
-02F

Figura 23: Modos massivos para m = 1 proximo a brana para [ = 0, 1,2 (respectivamente,
vermelho, verde e azul). Quanto maior [ menor a amplitude do modo.

5kp 2 ! P 2 ! :p
MMze%%lg(%?£)+fm§(§?£)}. (4.62)

. Desse modo, o espectro de Kaluza-Klein é similar ao encontrado no modelo

m

onde m’ =
GS [69]

B

No limite p — 0 (préximo a brana), a menos de termos de segunda order em p, a
eq.(4.60) torna-se
" 2 ! 2 l2
X+ ;X + (m” — ;)X = 0. (4.63)

cuja solucao pode ser escrita em temos das funcoes esféricas de Bessel,

x(p) = Crjn(mp) + Coyn(mp) (4.64)

onde, n =

7“”22“_1. Como y, diverge na origem, fazemos Cy = 0. O grafico do modo

massivo proximo a brana estd mostrado na fig.(23). Note que para [ = 1 (grafico verde)
a funcao esta localizada ao redor da brana mas ela nao satisfaz a condicao de contorno

na origem.

4.5.7 Potencial de Schrodinger

Outra forma de analisar os modos massivos, inicialmente introduzida em [12], é trans-

formar a eq.(4.60) numa equagao do tipo-Schrodinger.



86

Iniciamos com uma transformacao de variavel independente

z=2z(p) = /p o 2dp . (4.65)

Agora fazemos a mudanca de varidavel dependente

x(2) = u(2)¥(z). (4.66)
tal que _
e (w0
Assim, a funcio U deve satisfazer a equacio
—U(2) + U(2)¥(2) = m>¥(2), (4.68)
onde
o - Elel 3 (g)g% (459

A equagao (4.68) é uma equagao de Schrodinger independente do tempo. N6s podemos
analisar o comportamento dos modos gravitacionais através do potencial de Schrédinger

que pode ser escrito como

" 1 /o 2 o /5 6/ 3 6/ 2 1 5// 12
k) = —+ - — —==]-=1= - — 4.70
Ulp, k1) U(a+2<a>+a<8ﬁ) 16(5) +4ﬁ>+ﬁ (4.70)
3 9 1 sech®kp
— 2 —(kp—tanhkp) ( 2 < h2 h = _ h2
k*e (2 tanh® kp 15¢c kptanh kp 1 tanh kp sec k:,o)
1

+ (kl)*———. 4.71
(k) 3 > (4.71)

O gréfico do potencial foi plotado na fig.(24) onde pode-se ver a forma usual tipo
vulcao, ou seja, com um poco de potencial em torno da origem seguido de uma barreira
de potencial que pode ser interpretado como uma barreira que aprisiona o modo [12,
64]. Uma vez que o potencial se anula no infinito, a solugado da eq.(4.68) é uma onda
plana. Assim, os efeitos de massa sdo sentidos apenas préximo a brana. Os modos
gravitacionais sentem a presenca da curvatura da brana gerando-lhes massa mas como a
curvatura se estabiliza assintoticamente, os modos passam a se propagar no espago-tempo

multidimensional como modos livres.
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Figura 24: Potencial de Schrodinger para [ = 0. O grafico tem a conhecida forma vulcao
para qualquer k. Além disso, quanto maior o valor de k£ maior o valor da barreira.
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5 VIOLACAO DA SIMETRIA
DE LORENTZ E GEOMETRIA
DE FINSLER

Um dos principios basicos da fisica moderna é o conceito de simetria de Lorentz.
Ele afirma que nao existem observadores absolutos (principio da relatividade) e que a
velocidade da luz é uma constante universal. Tal principio originou-se da anélise das
equacoes de Maxwell e da nao-observagao de um movimento relativo dos corpos em relacao

ao éter, um suposto fluido responsavel pela propagacao das ondas eletromagnéticas.

A hipotese da nao-existéncia do éter, ou equivalentemente, da simetria de Lorentz,
levou as duas grandes teorias de altas energias do século XX, a teoria quantica de campos
e a relatividade geral. A primeira nos forneceu o chamado modelo padrao de particulas e
campos! que nos deu uma descriciao do universo em uma escala microscopica em termos
de particulas elementares. A relatividade geral, por sua vez, torna possivel uma descri¢ao

cosmoldgica do universo.

Contudo, nos tltimos vinte anos, tal descricao nao tem sido suficiente para explicar
novas descobertas. A pequena mas nao nula massa dos neutrinos e a oscilagao entre os
diferentes tipos de neutrinos, que nao eram previstos pelo modelo padrao de particulas,
fez a comunidade cientifica repensar sobre possiveis extensoes do modelo padrao [140, 141,
142]. No ambito astrofisico, a descoberta da chamada matéria escura? responsavel pela
velocidade orbital das galaxias [143] e que interage fracamente com a matéria barionica
tambem estimulou modificagbes no modelo padrao [144, 145]. No cenario cosmolégico, a
descoberta da expansao acelerada do universo também trouxe a tona a origem fisica desta

chamada energia escura®[146].

No final da década de 1980 e inicio da década de 1990, Kostelecky e Samuel mostraram

L Standard model em inglés.
2Dark matter em inglés.
3Dark energy em inglés.
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que a teoria de cordas permite a quebra espontanea da simetria de Lorentz, cujos efeitos
sao, por exemplo, a existéncia de termos massivos para o féton e para o graviton [147, 148,
149]. Em 1991, Carroll, Field e Jackiew propuseram uma modificagdo na eletrodinamica
de Maxwell em (3 + 1) com um termo tipo Chern-Simons. O resultado ¢ um vetor
constante no espago-tempo plano [150]. Em 1995, Kostelecky e Potting mostraram que
a teoria de supercordas poderia levar a violagao da simetria CPT 4[151, 152]. Em 1997,
Colladay e Kostelecky construiram uma extensao do modelo padrao contendo quebra de
simetria CPT [153]. Um ano depois, estes autores propuseram uma extensao com quebra
de simetria de Lorentz [154, 155]. Tal modelo é hoje conhecido como eztensao do modelo
padrao(SME)®. Greenberg, em 2002, mostrou que a violagao da simetria CPT leva a uma

violacdo da simetria de Lorentz [156].

O modelo SME ¢ de fato, uma teoria de campos efetiva com coeficientes que violam
a simetria de Lorentz. Embora tal quebra de simetria possa vir de varias teorias como a
gravitacao quantica em lacgos ou de teoria de supercordas, Kostelecky et al argumentaram
que efeitos de tal quebra de simetria poderiam estar presentes em escalas de energia mais

baixas e serem descritas por teorias efetivas.

Kostelecky e colaboradores aplicaram o SME a diversos problemas fisicos, como na
diferenca entre os espectros do atomo de hidrogénio e anti-hidrogénio [157], na oscilagao
entre mésons neutros [158], em corregoes radiativas em eletrodinamica [159], numa quebra

de Lorentz devido a uma estrutura nao-comutativa do espago-tempo [160], etc.

Em 2002, Kostelecky e Mewes mostraram que um dos fendomenos possiveis para uma
eletrodinamica com violacao de Lorentz é birefringéncia do vacuo, ou seja, dois raios de
luz com diferentes frequencias vao se dispersar mesmo no vacuo [161]. Kostelecky et
al também mostram que esta teoria é renormalizdvel a um lago [162]. Tal propriedade
de finitude da quebra de Lorentz também é compartilhada por outros campos, como
mostrado por Visser [163]. Outro aspecto desta eletrodinamica é que, como mostrado
por Bailey e Kostelecky, uma carga pontual em repouso tera um potencial vetor nao-nulo
[164]. Kostelecky e Mewes analisaram ainda o efeito da quebra de Lorentz sobre pequenas
flutuagoes da radiacdo césmica de fundo [165]. Tal andlise foi posteriormente extendida

para n dimensoes [166]

Kostelecky e Mewes também aplicaram o SME para explicar e prever novos fenomenos

acerca dos neutrinos [167, 168]. Eles mostraram, por exemplo, nao ser necessério introduzir-

4 Charge-Parity-Time reversal em inglés. E uma simetria discreta que troca a carga e o sinal das
posicoes e do tempo das particulas.
5Standard-Model Extension em inglés.
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se o chamado neutrino estéril® [169, 170].

De forma independente, Amelino-Camelia [171] em 2001 e Magueijo-Smolin [172] em
2002, criaram a chamada relatividade duplamente especial (ou deformada) (DSR)”. Nesta
nova relatividade, dados dois observadores, nao somente a velocidade da luz é a mesma
para os dois como também a energia. Os autores buscaram essa modificagao da simetria
de Lorentz a fim de manter a escala de Planck de energia (ou comprimento) invariante.

Tal invariancia é importante na quantizacao de gravidade.

Em uma outra abordagem, Cohen e Glashow procuraram que subgrupo G do grupo de
Lorentz teria as minimas simetrias para representar a natureza. Baseados nos trabalhos
de Coleman e Glashow [174, 173], supondo que haja conservacao de energia e momentum,
Cohen e Glashow chegaram a o subgrupo SIM(2). A esta teoria os autores deram o nome
de relatividade muito especial (VSR)®[175].

H& ainda um outro argumento heuristico que impulsiona o estudo de teorias com
violagao da simetria de Lorentz. Como mostrado na figura (5), o grupo de Galileu, que
diferencia espaco e tempo, descreve muito bem o atomo de hidrogénio ~ 10eV. Ja para a
descricao de fenomenos eletrofracos, na escala de energia de ~ 17T'eV, necessita-se utilizar-
se do grupo de Lorentz (covariancia espago-temporal). Dessa forma, o grupo de Galileu
nao sobreviveu a uma escala de energia 10'® vezes maior. A escala de Planck, onde os
efeitos de uma gravitagao quantica sdao esperados, ¢ de aproximadamente M, ~ 10*TeV .
A simetria de Lorentz sobreviveria em niveis de energia tao altos? Como vimos, muitos

pesquisadores acreditam que nao.

De uma forma geral, essas sao as trés principais abordagens em quebra de Lorentz: a
SME (e suas extensoes supersimétricas, ndo-comutativas), com origem em teoria quantica
de campos, e a DSR e VSR com origem em relatividade restrita. As trés foram construidas
sobre espaco-tempos planos. O préximo passo do desenvolvimento destas teorias é ébvio:
incorporar a gravidade em uma grande teoria com quebra de Lorentz em espagos-curvos.
O interessante é que, apesar destas teorias partirem de pontos diferentes, elas concor-
dardo que sera preciso extender a estrutura Lorentziana (métrica Lorentziana com co-
nexao simétrica e compativel com a métrica) para uma estrutura localmente anisotrépica,

a chamada geometria de Finsler.

6 Sterile neutrino em inglés. Trata-se de um hipotético tipo de neutrino que nao interage via interacio
fraca devido sua quiralidade direita.

"Doubly Special Relativity em inglés.

8 Very Special Relativity em inglés.



91

ENERGIA SIMETRIA
Massa de SIMETRIA
Planck DE LORENTZ??
SIMETRIA DE
Bdson de LORENTZ
Higgs
Atomo de SIMETRIA DE
Hidrogénio GALILEU

Figura 25: Relagao entre as escalas de energia e as simetrias. Sera que a simetria de
Lorentz sera preservada por mais 16 ordens de grandeza?

5.1 Violacao de simetria de Lorentz em espacos pla-
nos

No modelo SMS, a quebra da simetria de Lorentz é implementada introduzindo-se
tensores constantes que nao obedecem a simetria de Lorentz na lagrangiana do sistema.

Por exemplo, introduzindo-se um tensor a € My ® Mj tal que

a;w = (5.1)

onde a,, sdo as componentes de a no sistema {2} e a;,, sdo as componentes no sistema
{2'P}, uma lagrangiana para um campo escalar real ® : My — R com violagao de Lorentz

(VL) pode ser escrita como

Lo = a*P0,003P. (5.2)

Para um espinor de Dirac, tomando outro tensor de VL, ¢,4 satisfazendo a eq.(5.1),

temos

i -
8y = 5easln 0%y (5.3)
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Para o campo vetorial de calibre A,, temos

1
LA:—ZhwaﬁFw (5.4)

Como o termo acima é quadratico ele é considerado como um termo de quebra do setor
de calibre CPT-par [154]. Para o setor CPT-impar, os autores introduziram o seguinte

termo anti-simétrico [154]

1
LA:§%mw%wa. (5.5)

Note que a lagrangiana (5.5) é uma espécie de extensao da lagrangiana de Chern-Simons

La=K NA N Fy (5.6)

para quatro dimensoes. Ha muitos outros tipos de acoplamentos possiveis entre os campos
do modelo padrao (P, ¢, A,...) com tensores de VL como apresentado em [154]. Nos

limitaremos somente a estes de modo a somente esbocar o modelo.

A origem de tais tensores que violam Lorentz pode estar em uma quebra espontanea
de simetria [154]. De fato, supondo a existéncia de um campo sofrendo uma quebra
espontanea de simetria, o campo escolherd um estado de vacuo gerando espontaneamente
a quebra de Lorentz [154]. Tal é o que acontece, por exemplo, com o féton quando este
gera um termo de massa através de uma quebra de simetria. Como tal fenomeno ocorre
proximo ao valor de véacuo, espera-se que os fenomenos de quebra de Lorentz acontecam

em uma teoria de gravidade quantica.

A quebra da simetria de Lorentz no regime de gravidade quantica também motivou a
relatividade especial Dupla (ou deformada). De fato, os fendmenos quanticos e gravitaci-
onais sao ambos relevantes na escala de Planck Fp. Mas essa escala é medida em relacao

a qual observador? Haveria entao um observador absoluto?

Magueijo e Smoolin [172] encontraram uma relatividade especial que preserva a escala
de Planck E,. Eles modificaram os operadores tipo Boost, introduzindo uma espécie de

dilatacao, na forma

K'=Li+1pP'D, (5.7)

onde,
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0
op®

¢ o operador de Dilatacao. Note que o novo operador de Boost contém um termo de

D=p°

(5.8)

corre¢ao nao-linear.

Tal operador satisfaz a mesma algebra de Lorentz

[T, K] = V'K, (5.9)
(K, K] = 7', (5.10)
[T, ] = €', (5.11)

O invariante sobre esta transformacao é

1
mic' = ———=n""P,P,. (5.12)
Assim, a relatividade especial deformada leva a uma rela¢ao de dispersao nao-linear [172].

Cohen e Kaplan,por sua vez, encontraram um subgrupo G’ = Sim(2) > SO(3,1) do
grupo de Lorentz que preserva tanto o momentum como a energia [175]. Os geradores

deste subgrupo sao 11,75, J,, K., onde

Ty = K.+ J (5.13)

T =K, — J,. (5.14)

G’ = Sim(2) preserva um vetor tipo-nulo n, que pode ser identificado como a velocidade

de um éter [210].
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5.2 Modelos com quebra de Lorentz em espacos cur-
VOS

Em 2001, Jacobson e Mattingly propuseram um modelo de relatividade geral con-
tendo um campo vetorial tipo-tempo u € TM que se transforma numa representagao
nao-linear do grupo de Lorentz SO(3,1) [176]. Esse vetor representa um referencial pri-
vilegiado, uma espécie de vetor velocidade do éter [176]. Os autores mostraram que tal
vetor dinamico seria uma fonte para a energia escura e levaria a teorias de velocidade da

luz variavel [176].

Em 2002, Kostelecky et al encontraram uma interessante relagao entre teorias com

acoplamento variando com o ponto do espago-tempo e violacao de Lorentz [177].

Em 2003, Arkani-Hamed et al propuseram uma quebra de Lorentz oriunda de uma
condensacao (quebra espontéanea de simetria) de um campo escalar com mesma equacao de
estado de uma constante cosmolégica [178]. Tal modificagao leva entao a uma modificagao

da relatividade geral em larga escala (infravermelho) [178].

5.2.1 Modelos de Einstein-Cartan

Em 2004, Kostelecky propos uma extensao do modelo SMS para incluir a gra-

vitagao, ou seja, uma quebra de Lorentz em espagos curvos [179)].

A relatividade geral assume que o espago-tempo (M, g) tem tor¢ao nula, pois dados
X, Y € TM, o transporte paralelo de X em relacao a Y, denotado por Vy X, é o mesmo

que transportar Y em relacao a X, VxY. Assim, o tensor definido por

T(X,)Y)=VxY —VyX (5.15)
é nulo.

O anulamento da torcao esta de acordo com o principio da equivaléncia pois localmente
nao existe uma direcao privilegiada. Kostelecky propos entao que, uma gravitagao com
torcao, nos moldes de uma geometria de Riemann-Cartan, levaria a uma gravitacao com

quebra de Lorentz [179].

Utilizando o formalismo de primeira ordem (referencial mével ou tetradas)?, tomanos

uma base ortonormal {e,} C T'M e sua base dual de 1-formas {#°} C (T'M)*. Podemos

9Também chamado vielbein.
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escrever e, = eje, e 0% = epdr”. Fixado o ponto p € M e tomando outra base { f.} C T'M,
podemos passar de {e,} para {f.} através de uma tranformacio de Lorentz f. = Ale,.
Assim, as componentes do referencial moével e}, tem além do grupo geral de coordenadas,
o grupo "interno”de Lorentz. E importante ressaltar a analogia entre a vielbein e}, com

o potencial vetor A} de Yang-Mills.

Podemos ainda definir uma 1-forma de conexao wy C (I'M)*, onde e wi = I'f.0° A

métrica g pode ser escrita como

G = €ebnay (5.16)

referenci HV: xa ao ori a 2-for rea
O referencial mével 0 e a conexao wj dao origem a 2-forma de torgao

T = D, 6" (5.17)

e a 2-forma de curvatura

R} = D wy, 5.18
b b

onde D0 = df* +wi NO° e Dywy = dwy +wi Awjy sao as derivadas exteriores covariantes

com conexao w. As equagoes (5.17,5.18) s@o conhecidas como equagdes de Cartan.

Kostelecky propos alguns termos de quebra de Lorentz a serem introduzidos em uma

lagrangiana de matéria e gravidade, construidos a partir da torgao e curvatura, como [179]

Crv = e(k§ Tugy + K" Rans ). (5.19)

Ele propos ainda que efeitos de torcao poderiam ser observados em experimentos com

espinores, uma vez que é possivel o acoplamento [179, 180]

£ = ETHry (5.20)

Em resumo, para esta proposta, a inclusao da quebra de simetria de Lorentz no setor
gravitacional se d4 permitindo que a connexao wj, e nao somente a métrica gq, seja um
grau de liberdade do sistema, uma variavel que juntamente com a métrica, ird determinar

a dinamica do campo gravitacional.
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5.2.2 Modelo bumblebee

Neste mesmo artigo [179], Kostelecky forneceu uma forma de implementar a que-
bra de Lorentz mantendo a invariancia por difeomorfismos e uma conexao com torgao

nula, através do chamado modelo de bumblebee.

Partindo da analogia entre a vielbein e o potencial vetor de Yang-Mills, podemos dizer
que a 2-forma de torcao é um andlogo do tensor intensidade de campo para a tetrada. Ja

a 2-forma de curvatura é o andlogo do tensor intensidade de campo para a conexao.

Esta conexao foi utilizada por Kostelecky para introduzir-se a quebra de Lorentz
em espagos-curvos. Ele tomou um vetor tipo-tempo b € TM,b = V'e,, donde b, =
enba. Assim, b ¢ constante em relagao a tranformagoes de Lorentz em TpM, mas muda
covariantemente com relagdo a mudangas de coordenadas [179]. Dessa forma, a quebra de
Lorentz pode ser vista como uma espécie de ”quebra de simetria de calibre (interna)”do

referencial mével [179].

A quebra de simetria no modelo bumblebee é realizada através do acoplamento dos
tensores geométricos invariantes de Lorentz com campos que violam Lorentz. A lagran-

giana padrao ¢é dada por

Sy =K / (uR + $" Ry, + 1" Ro g 5)/—gd s (5.21)
M

Introduzindo o chamado campo de bumblebee B*, cujo tensor intensidade de campo é

dado por B, = V[,B,) a agao do modelo bumblebee é dada por [179]

Su= [ (¢B"B"Rus — {BuB™ — (BB~ ¥))ed's (5.22)

Supondo que o espago-tempo M seja assintoticamente plano, isto é,

lim RS.; =0, (5.23)

r—00
e que o campo de bumblebee tenda a um valor de vacuo que minimiza o potencial, temos
lim, o, B* = b, onde b*b, = b%. Logo, é possivel recuperar o mechanismo SME de
quebra de Lorentz em espagos-planos a partir de uma quebra espontanea da simetria de

Lorentz [179)].

O campo bumblebee é uma espécie de campo de ”Higgs vetorial”. Assim como o
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campo de Higgs quebra a simetria do vacuo gerando massa, o campo bumblebee quebra

a simetria de Lorentz gerando uma direcao privilegiada, como um éter.

Fazendo t*#7° = 0, para se compatibilizar as a¢des (5.21 ) e (5.22) devemos fazer

1
s = 5(3#3“—1329“") (5.24)
u = ¢B'B,. (5.25)

Em um outro trabalho, Kostelecky ainda propos uma outra modificacao da relativi-
dade geral, para se estudar ondas gravitacionais [181]. Nesta formulagdo, a massa nula
dos gréavitons seria o resultado de uma quebra espontanea de simetria de Lorentz [181].
Bluhm et al também mostraram que este modelo surge naturalmente de modos Nambu-
Goldstone [182].

Outras modificagoes do modelo bumblebee foram a modificagao da interacao matéria-
gravidade [183, 184], a quebra da invaridncia por difeomorfismos com a consequente
geragdo de gravitons massivos [185], a extensdo completa de uma gravidade surgindo
de uma quebra espontanea da simetria de Lorentz [186] para gravidade no limite nao

perturbativo, a geragao da quebra a partir de um campo tensorial anti-simétrico [187].

5.3 Modelo de Kostelecky para uma geometria de
Finsler

Apesar do sucesso do modelo bumblebee, Kostelecky notou que o campo bumble-
bee nao é gerado pela prépria geometria [179]. Além disso, a métrica e as outras grandezas
geométricas, como o tensor de curvatura e de Ricci, continuam sendo localmente invari-
antes de Lorentz. De fato, a quebra nao se da na definicao destas quantidades mas sim,

no acoplamento destas com o campo de fundo (bumblebee).

Uma vez que a quebra de Lorentz leva a uma relagao de dispersao nao-quadratica,

que nada mais é do que o quadrado da norma do 4-momentum (p*),

pup" = =B + [P = —m?, (5.26)

Kostelecky propos que uma geometria que representasse uma completa quebra de Lorentz

deveria ser tal que, o comprimento de um vetor do espago-tempo nao dependesse somente
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de uma forma quadratica simétrica g [188, 189]. Dito de outra forma, o comprimento de
um vetor, nao dependeria somente do quadrado de suas componentes. Essa é a esséncia

da chamada geometria de Finsler [191].

Considere uma curva suave v : [0,1] — M do espago-tempo cujo comprimento desta

curva (intervalo) seja dado por [191]

1
S :/ F(z,&)dt, (5.27)
0
onde, x € M,z € T, M. Podemos pensar este comprimento s como o tempo proprio de

um observador com velocidade . A expressao (5.27) nos diz entdo que o tempo préprio

dependera da direcao do observador no espago-tempo M.

A partir de (5.27) o intervalo infinitesimal é dado por

ds = F(x,z)dt. (5.28)

Para manter a invariancia do comprimento de curva por reparametrizagoes, devemos

tomar

F(x,\&) = A\F(x, 1) (5.29)
Uma funcao satisfazendo estas condicoes é chamada func¢do de Finsler.

No caso riemanniano,

Fla,#) = \/gu(@)iir, (5.30)
logo, a relacao entre a funcao de Finsler e a métrica riemanniana é dada por

1 9°F
201k

G (5.31)
Assim como no caso riemanniano, podemos definir uma métrica (forma bilinear simétrica)

sem a restricao quadratica riemanniana por

. 1 &F
guy - 2 ayuyya
chamada métrica de Finsler, onde y € T, M [191]. Como a fungao de Finsler F(z,y)

(5.32)

depende tanto da posicao x quanto da direcao y no espaco-tempo, a métrica de Finsler
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(5.32) também ird variar com a diregao. Assim, a quebra de Lorentz é implementada
no tensor mais basico da geometria levando a violacao de simetria a ser um um efeito

puramente geométrico.

Logo, Kostelecky reconheceu a geometria de Finsler como a melhor formulacao para
uma gravitagao com quebra de Lorentz. O problema seguinte é: qual deve ser entao a

funcao de Finsler que descreva a nova geometria do espago-tempo?

Como mostrado por Kostelecky e Russel, uma lagrangiana de uma particula (férmion
quiral) com relagao de dispersdao nao-quadratica e com quebra de simetria de Lorentz e

do setor CPT-impar é dada por [189]

Loy =~/ g @)y — au @)y = \/(bu(2)y)? — by, (5.33)

onde y é a quadri-velocidade da particula de massa m. Como a acao desta particula é

S = / Laydt, (5.34)

Kostelecky propds identificar a lagrangiana (5.33) com a funcao de Finsler, ou seja,

F(z,y) = /g (@)yry” + au(z)y” + \/ (bu(2)y)? = bub"yuy”. (5.35)

Dessa forma, assim como o campo gravitacional é um efeito da curvatura riemaniana
do espago-tempo, a quebra de Lorentz é o resultado da estrutura anisotrépica do proprio

espaco-tempo.

Podemos reescrever a fungao de Finsler acima como

F(z,y) = a(z,y) + B(z,y) + o(z,y), (5.36)
onde,
a(z,y) = \/ =g (2)yy", (5.37)
enquanto

Bz, y) = au(x)y", (5.38)
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o(z,y) = \/Suw()yry”, (5.39)

onde,

S0 = P (2)g (@) — b (2)b, () (5.40)

O primeiro termo é a parcela riemanniana, «, enquanto (3,7 sao responsaveis pela
anisotropia do espaco-tempo [191, 190]. Para s,, = 0, temos a conhecida geometria de
Randers [192, 191], enquanto para a = 0, temos uma geometria introduzida por Kostelecky

e denominada bipartite [190].

O termo f é tal que S(z, —y) = —f(x,y) e logo é um termo de quebra CPT-impar.

Ja o termo o pertence ao setor CPT-par uma vez que o(z, —y) = o(z,y) [190].

Vale a pena também comentar que o tensor s, ¢ bastante semelhante ao tensor de

quebra de Lorentz do modelo bumblebee mostrado na equagao (5.24).

Importante também salientar que a fungao de Finsler (5.35) deve ter dimensao nula.

Como estamos introduzindo dois novos vetores, a,,b,, vamos supor que, assim como o

o
potencial vetor A, esse dois vetores de quebra devem ter dimensao

[a,] = [bu] = M. (5.41)

Assim, para mantermos F' adimensional, devemos introduzir uma constante em (5.35).
Em ([195]), no estudo de relagoes de dispersdo para um particula pontual, os autores
introduziram o inverso da prépria massa da particula como tal constante. Uma vez
que estamos tratando o surgimento da anisotropia como uma caracteristica peculiar da
geometria do espacgo-tempo para curtissimas distancias, tomaremos como tal constante

fundamental o comprimento de Planck, ou seja,

F(x,y) = a(z,y) +p(B(z,y) + o(z,y)). (5.42)

5.3.1 12 forma fundamental e métrica de Sasaki

Uma questao fundamental nesta nova geometria é a de sabermos como medir
distancias no espago tangente a M, T, M? Equivalentemente, como medir a norma de um

vetor em T, M?
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Como agora a geometria depende tanto da posicao x € M quanto da direcaoy € T, M,
a geometria é naturalmente descrita no fibrado tangente TM = U, T, M = (x,y). Em
verdade, devemos tomar a variedade T'M\0, a fim de evitarmos o caso y = 0. Podemos
entao visualizar T'"M como uma variedade parametrizada, visto que Yy € TMIT, M,
dada pela projecao w : TM — M. Assim, podemos definir a 1* forma fundamental em
7T M & 7*T*M como [191]

g= ggﬁ(x, y)dr® @ da”. (5.43)

No entanto, uma vez que a descricao geométrica (e logo fisica) local desta geometria
é feita em T M\ 0, devemos estudar o fibrado T(T'M\0), ou seja, levar em conta tanto

variagoes nas coordenadas como nas direcoes.

)} para T'(TM\0). No

entanto, essa base nao é covariante. De fato, tomemos duas parametrizacoes para M, (x)

Uma primeira andlise nos levaria a tomar a base {(5%:, 52 57

e (z). Comoy e T, =y =y~ axa = yﬁa -, onde, j° = a 91y Para a secio a_m temos
[191]

0 oo & 0

= 5.44
0ze 07028 | 91001°Y Oyf (5.44)
A fim de corrigir isso, podemos tomar a base
) 0 0
— =~ _ N 5.45
dx® Oz * oyb (5.45)
e Faaa, cuja base dual é dx® e
Y
oy* 1
_ a a 1.8
onde N7 é a chamada conexao nao-linear, cuja expressiao nds postegaremos para a proxima
secao.
Além da covariancia, a base {(5, %)} ainda divide TTM em dois subespagos
ortogonais, um horizontal hTTM gerado por &%a e outro vertical vTT'M gerado por
Fa(Zw tal que [201]

TTM = hTTM @ vTTM. (5.47)
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Utilizando esta decomposicao, podemos definir uma métrica para TT M, a chamada
métrica de Sasaki, dada por [191, 201]

F
z?
ds® = gy, y)dz® @ da” + Z;M

7 Sy* @ oyP. (5.48)

Na métrica de Sasaki (5.48), utilizamos a mesma estratégia utilizada por Vacaru para
deixar o quadrado do elemento infinitesimal com dimensao de L?, introduzindo uma uni-
dade de comprimento na métrica do subespago vertical [201]. A escolha do comprimento
de Planck se justifica pelos efeitos quanticos que levam a quebra da simetria de Lorentz

serem relevantes apenas nesta escala de comprimento [201].

5.3.2 Conexoes em geometria de Finsler

Outro aspecto importante é que, para uma geometria de Finsler, nao apenas a
métrica ggﬁ, como também a conexao I’ fjg depende da direcao. Tudo se passa como se a
geometria descrevesse o movimento de uma particula em um espago contendo um fluido
em movimento (como nos modelos de éter) com velocidade a. O comprimento (tempo-
préprio) de uma curva neste espago depende entao da projegao da velocidade da particula
y em relagao a velocidade do fluido a. Contudo, o trasporte paralelo de um vetor v € M
também dependerd do movimento do fluido. Assim, além da métrica, a conexao também

depende da direcao.
Podemos definir um simbolo de Christoffel finsleriano, v g , que também depende tanto
da posicao quanto da velocidade, dado por

gF5e

2

VES = 2 (09l + 095, — 0eq5), (5.49)

0
Oz "

onde 0, =
No entanto, diferentemente do simbolo de Christoffel riemaniano, vgg nao representa
os coeficientes da conexao. Isso porque em (5.49) levamos em conta apenas variagoes em

relacao a posicao e nao em relacao a direcao.

Ao tomar variacoes da métrica em relacao a direcao, é util definir o chamado tensor
de Cartan, dado por [191]

F
F 09,5

Aaps = WA (5.50)
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que assim como a métrica ¢¥" é definido em 7 T*M ®@ 7*T*M ® m*T*M. Algumas vezes,

o tensor de Cartan é tomado sem a funcao de Finsler, ou seja

1 595&
Cogs = ~ 228 5.51
5= 5 gy (5.51)
A partir do tensor de cartan é possivel definir a conexao nao-linear
A%
NG = o’ = ey (5.52)

que como vimos, devemos introduzir para manter a covariancia.

Utilizando o simbolo de Christoffel, o tensor de Cartan e a conexao nao linear, é
possivel construir muitas diferentes nogoes de conexao [191]. Duas sdo, no entanto, mais
conhecidas;a chamada conexao de Chern-Rund e a conexao de Cartan. Tomando a base

(dz*, ‘sy?a), a conexao de Chern-Rund nao depende de dy®, ou seja, [191]

Wi =T da”. (5.53)

Isso leva & tor¢ao nula para TTM e consequentemente & simetria )5 = ', [191]. Além
disso, a conexao de Chern-Rund é quase-compativel com a métrica, no sentido de que
[191]

5 €
dghs — gsaw§ ™ — gspwy ™ = 2Aaﬁe%- (5.54)

A torcao nula e a quase-compatibilidade levam a expressao para a conexao de Chern-
Rund [191, 198]

1
Tas" = 595 (9afes + 0p9ca — Oclas)- (5.55)

A nao compatibilidade métrica, como argumentado por Vacaru, torna dificil uma
descrigao fisica nesta geometria, uma vez que agora nao podemos mais falar em tensores
transportados paralelamente, o que se traduz fisicamente como leis de conservagao do

movimento [201].

A conexao de Cartan, por sua vez, é compativel com a métrica e possui torcao nao-
nula. Isso permite que tenhamos termos com dy®. De fato, a conexao de Cartan, se

escreve como [191, 201]
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A5
wS = CR‘Sd:z ;ﬁ 5y (5.56)

«

Tomando a base dy®, a conexao de Cartan fica

re, — g 9 (Agee NE — Ase N
af T 7&6 F Begt Vo af§ e)
= Yas +ag- (5.57)

Como V., e, = wi(eq)ec, a conexao de Cartan ¢ tal que [198]

Vo,00 =T90, | Vy,0, = TS0, (5.58)
V3,00 =C%0. , V5,0, =C%0. (5.59)

ou seja, transportes através de vetores horizontais sao realizados pela componente hori-

zontal I enquanto que transportes verticais sao feitos utilizando a conexao vertical C'.

A compatibilidade métrica e a presenca de torcao tornam a conexao de Cartan ideal
para estudarmos uma gravitacao com violagao de Lorentz numa extensao da proposta

de Kostelecky [179]. De agora em diante, utilizaremos esta conexao e nao colocaremos o

indice 7 C”.

Utilizando a conexao de Cartan podemos derivar covariantemente campos tensoriais.
Considere T € 7TM @ m*T*M, T = T/ %
dada por [191]

755 @ dx?. A derivada covariante horizontal, é

5TP
Ths =55 + Dol —T5.17, (5.60)

enquanto que a derivada covariante vertical é dada por

o _ T
a;6 8y

Interessante notar que a derivada covariante horizontal também depende da direcao y.

(Aﬁ TS — As, TP). (5.61)

der o
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5.3.3 Geodésicas

Uma vez definidas a métrica e a conexao finslerianas, podemos descrever o movi-
mento de uma particula como descrevendo uma geodésica finsleriana. Para isso, a curva

v :[0,1] = M deve extremizar a agao - comprimento de arco -

S = / F(z,)dt, (5.62)

levando a equacao diferencial

d2x®
dt?

+ 45 (2, y)i%a =0 (5.63)

Embora formalmente igual & equacao de geodésicas riemanianas, a eq.(5.63) possui
uma ”aceleracao de inércia”, dada pelo simbolo de Christoffel, que depende mais que
quadraticamente da velocidade. Além disso, sua dependéncia na direcao nos diz que o

movimento da particula nao é mais localmente isotrépico.

5.3.4 Curvatura

A 2-forma de curvatura finsleriana fica [191, 201]

R = dw]+wd AW
= R)g dz’ Adx" + Py da® A6y + Qs 0y” Aoy (5.64)

)

os, ¢ a chamada componente horizontal (h-h) da curvatura, enquanto

A componente R,

25, € a componente vertical (v-v) e P2, é a componente mixta (h-v).

As expressoes para cada uma das componentes do tensor de curvatura é bem familiar
(191, 201]

) . ) ) d Te d e
Raﬁ’y — 571_‘0‘6 - 5ﬁra,y + FEBFQ,Y - FE'Y Ocﬁ (565)
Py, = FOTI0,—Vs,Co, (5.66)

Qy = 0,005 — 0505, + CoHCL, — CLCS (5.67)

ey~ ap
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Assim, o tensor de curvatura horizontal também pode ser escrito como [198]
RS = di’(Vs,Ves,6, — Vs, Vs,0,)
= d2’[Vs,, V5,16, (5.68)

Para o tensor de Ricci finsleriano ha diferentes definigoes [191, 201]. Vamos ficar com

a defini¢do mais usual, ou seja, [201]

F Fry

R.s =R,z (5.69)

A partir do tensor de Ricci, construimos o escalar de Ricci como
RF = ¢g" "R, (5.70)

e o tensor de Einstein finsleriano como
RF
F _ pF F

Eaﬁ - Raﬁ - 790{5 (571)

Para descrevermos a dinamica do espago-tempo, propomos a extensao finsleriana da

equacao de Einstein

F

R
F F F
Rl — =905 = KT (5.72)

5.3.5 Espaco de Randers

Vamos agora discutir um caso particular de geometria de Finsler proposto por

Kostelecky.

Para b = 0, a funcao de Finsler descreve uma geometria ja bem conhecia, a chamada

geometria de Randers [192, 191]

F(z,y)r = £/ guw(®)y"y” + lpa,(x)y" (5.73)

= afz,y) + B(z,y). (5.74)
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A geometria de Randers é a forma mais simples de se violar a restricao quadratica
sobre o comprimento das curvas, introduzindo-se além da métrica riemaniana um vetor
a [191]. Esta geometria foi proposta por Randers em 1941 como uma explicagao para a

anisotropia entre tempo e espago no tocante a causalidade (a seta do tempo) [192].

Imperioso notar que a funcao de Finsler para a geometria de Randers viola a simetria
CPT-impar uma vez que F(z, —y) = —F(z,y) e se fizermos a - —a = F — —F. Isso
significa que medidas de comprimento e tempo neste espaco-tempo dependem da direcao

do movimento e do vetor de quebra de Lorentz a.

A métrica de Finsler para a geometria de Randers é dada por [191]

F(z,y)

alz.y) G (@) + 1pl(uany () + 17 <au(:c)ay(x) — glﬁy) , (5.75)

951,(557 y) =

7 _ gwy"
onde, [, = 2.

Se nos limitarmos a regimes onde a norma de a, ||a|| é pequena, bem como para
pequenas velocidades, ||y|| — 0, podemos desprezar os termos quadraticos da métrica

finsleriana, ficando com

F(S(I,y) 7

g,lju(ffa Y) mg;w(l') + (0 (), (5.76)

A métrica finsleriana inversa é dada por [191]

Fuv g % g 2 (ﬁ+a||aH2)~p~u_~(u V)
g g +(F) [—F )], (5.77)

No regime de baixas velocidades, a,y — 0, temos

Fuv & (g>2~(u v)
g 79 2 I"Ha”. (5.78)

Para o tensor de Cartan, vamos definir o tensor conhecido como métrica angular [191]

F(gaﬁ — Za[g). (579)

hag = —
af o
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A partir da métrica angular (5.79), o tensor de Cartan se escreve como [191]

1 ~ - -
Ay = 2 [h/w (av - glv) + how <au - glu) + Py (av - glv) ] (5.80)

Até primeira orderm em a,y, o tensor de Cartan fica

1 /F\° - - -
Ay = B (E) [guv (av - glv) + gy (au - glu) + 9w (av - glv) } (5.81)

A geometria de Randers também foi proposta por Chang e Li como uma modificagao
da relatividade geral [196]. No regime astrofisico, a geometria de Randers oferece uma
explicacao para o chamado problema da matéria escura, ou seja, a de que a RG nao
descreve bem o movimento da galaxias. De fato, a trajetéria de uma particula com
velocidade v* em uma geometria de Randers é dada por uma geodésica finsleriana [191,
192]

dv* oo, B % o
ﬁ—‘—'yaﬁv v'+g Ayqv® =0, (582)

onde,

Aag = aa‘ﬁ - ama. (583)

Interessante notar que a eq.(5.82) é andloga a uma particula em um espago-tempo
riemaniano na presenca de um campo eletromagnético A, cujo tensor intensidade de

campo andlogo é dado por (5.83).

Assim, Chang e Li propuseram que, para uma geometria de Randers, o vetor de quebra
a alteraria a equacao das geodésicas levando a correcoes na lei de Newton da gravitacao
[196].

Vale a pena salientar que a métrica inversa de Randers em (5.77) é de primeira ordem
no vetor de quebra a,. Isso era esperado uma vez que o termo de Randers é CPT-IMPAR
(5.73). A partir de agora vamos nos concentrar no setor CPT-PAR, visto que esse setor

tem estreitas relagoes com o modelo bumblebee (5.21).
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Vamos agora considerar a funcao de Finsler (5.35) onde levemos em consideragao

o termo CPT-par,

F(z,y) = \/ g (2)y"y” + lpy ) S (T) Yy,

onde o tensor simétrico s, é definido por (5.40),

S = 02 — buby.

A funcao de Finsler bipartite estende a funcao de Randers uma vez que

Swdta” = (b,a")* — b

A métrica finsleriana para esta geometria fica [190]

F F
gil/ = Eg/.l,l/ _'_ lzP(;S“y - OéO']{?“]{ZV),
onde,
1 0da 1 0o
k, = —— ———
adyt o Oy*
= l,—1,

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

Importante notar que a corregao devido a anisotropia na métrica finsleriana (5.87)

é de segunda ordem em [p. Logo, a componente vertical da métrica de Sasaki sera de

terceira ordem (5.48). Dessa forma, daqui em diante iremos nos concentrar apenas nos

efeitos gerados pela componente horizontal do levantamento de Sasaki, ou seja,

ds® = giu(x, y)dztdz”

A métrica finsleriana inversa de (5.87) é dada por [190]

(5.89)
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2

Fpv Qo X T
g 79 55 + 025)\ A, (5.90)
onde,
1 , 08 Oa
)\N = ; <SMVy — ?a—yﬂ) s (591)
S = ba+o.

5.3.6.1 Aspectos cinematicos da geometria Bipartite

Vamos agora analisar o movimento de particulas nesta geometria anisotropica.

Tomando a estrutura Lorentziana como o espago plano de Minkowsky ¢, = 7., 0
cone de luz, que é invariante por um determinado grupo de transformacoes de coordenadas,

¢ dado pela equacao

ds = F(z,z)dt =0 (5.92)

Assim, a superficie tipo-luz satisfaz a equagcao

iP5 + (/S it = 0 (5.93)

Supondo que a matriz de s, tenha os auto valores (Ao, A1, A2, A3), todos constantes, a

superficie causal da geometria bipartite é entao o cone eliptico

(1= A)as + (1= X)as + (1 — A3)xs — (1= Ao)xg = 0. (5.94)

Interessente notar que como o cone tem diferentes inclinagoes das geratrizes, a luz se pro-
paga com diferentes velocidades dependendo da direcao. Como todos os coeficientes sao
menores que um, a superficie causal bipartite estd contida no cone de luz Minkowskyano,

o que evita problemas relativos a causalidade.

A lagrangiana finsleriana de uma particula pontual é igualmente definida como

Ly = —m/F(a:,x')dt (5.95)

O 4—vetor mometum de uma particula pontual de massa inecial m é definido da forma
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usual

o que leva a expressao
F_ F -V
PM - ij(![’)l’ ) (597)
onde
¢
M,f;(x) =m (gu,,(x) + ;suy(x) ) (5.98)

O tensor Mﬁ pode ser entendido como um tensor de inercia que surge devido a

estrutura anisotropica do espago-tempo.

Outra interpretagao possivel é a de que o 4—momentum finsleriano é a soma de um
4—momentum Lorentziano P, com um outro 4—momentum F,, onde P, = gswx’”. Dessa
forma, o novo mometum P, ¢ andlogo a um momentum adquirido através do acoplamento

da particulo com um campo que gera a anisotropia, como na geometria de Randers.

Note que a expressao (5.97) mostra que o 4— momentum fisleriano nao é mais paralelo
a 4—velocidade. Um fenomeno andlogo ocorre em cristais anisotrépicos quando um raio
de luz incidente no cristais se divide em dois feixes devido o campo deslocamento elétrico
D nio é paralelo ao campo elétrico incidente E, pois ambos se relacionam através da

equacao

D; = e F7. (5.99)

O movimento da particula, cuja curva deve extremizar a acao finsleriana, é descrito

pela equagao da geodésica finsleriana

di? e
ﬁ—l-vffx”x =0 (5.100)

Nesta geometria, o simbolo de Christoffel formal é dado por

N la ;. . _
755 = 726 - 5586 Veas + 7267 (5101)

onde ’ygﬁ sao os simbolos de Christoffel riemanianos e 726 sao correcoes que dependem da
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derivada do tensor s, .

Assim, o simbolo de Christofell finsleriano pode ser separado em uma parte lorentziana

e outra com uma correcao anisotrépica

Az’ | v p
%jtvwx '+ FF =0, (5.102)

onde
P Q) ()
+ = (Vush + Vush — Vs, + s0v5,) i

a /. o -y
+ 2F (x”@u (;) shx” —

Q

Q

o

g F(apsw);p%“) ] (5.103)

Assim, a particula estd submetida a uma forga andloga do tipo

Foo S
2(1+¢o)
Logo, o movimento de uma particula pontual de massa m na geometria bipartite ¢ analogo

(ﬁo— 47 ﬁ(@ﬁ) (5.104)

ao movimento desta mesma particula em um espaco Lorentziano com um fluido.

5.3.6.2 Aspectos dinamicos do espaco bipartite

Na secao anterior vimos que a dinamica de uma particula se movimentando livremente
na geometria bipartite é andloga a desta particula em um espago com um fluido. Vamos
analisar um pouco mais esta analogia e buscar os efeitos da anisotropia sobre a dinamica

do espago-tempo.

Inicialmente, vamos encontrar o escalar de curvatura (Ricci). A conex@o horizontal
't} é dada por [191]

- la 4. _
Tos = Tap ~ 5585 Feas + Tap
~ la 4. _5 )
= fYaB - 558 Yea + f}/aﬁ + ’Yaﬁ- (5105)

Vamos de agora em diante assumir que a conexao horizontal Fgg ¢ independente da

B, 10
direcao, ou seja,

0Esta condicdo inclui um vinculo sobre o tensor s, que deve ser posteriormente analisado.
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Fé
arrs

g~ (5.106)

Com isso, o tensor de Ricci fica na forma [202]

RE = Rup + Rap + Rag + Rag, (5.107)

onde R, € o tensor de Ricci riemanniano.

O escalar de Ricci, por sua vez, fica [202]

RF — gR_a_2 HVR _|_ﬁ)\,u)\ulfg "‘:R‘FR—FR
- F T ST T 2g o
O_2J_ a2 B .
+ <ﬁ)\”)\1/ _ S_Fslﬂ/) (:Roeﬁ + RQB + Raﬁ)- (5108)

Para a expressao do elemento de volume, devemos calcular o determinante da métrica,

que para D = 4 é dado por

N (E)S <§)2 e (5.100)

(0% o

Assim, a agdo de Einstein-Hilbert finsleriana [193, 194, 198] fica [202]

Sp = kp / RE\/—gFdzd'y

() ) e

Fts -
+ /ip/—g—zs“”RW\/—gd‘lyd‘lx—i—... (5.110)
ad o

Como
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F\'/5\? o
(—) (—) = (1+8b* + 6b") + (4 + 120> + 4b*)—
« o «

+ (64 8b* +1b) <g>2 + (440 (g)g

+ (g)4+2bzg+b4 (g)z (5.111)

o primeiro termo de (5.110) gera os termos [202]

Sp = HF/R\/—gd4xd4y+f£F/(862+6b4)R\/—gd4xd4y

+ Kp / (4 4 1206% + 4b%) (g) Ry/—gd*zd*y + ...
(5.112)

O primeiro termo de (5.112) é uma agao de Einstein-Hilbert em TTM. O segundo
termo ja contém uma corre¢ao nao-riemanniana do primeiro; obtemos assim uma corre¢ao
do primeiro termo que aparece no modelo bumblebee (5.22). O terceiro termo introduz

o acoplamento da quadrivelocidade y* com o quadrivetor b* que nao aparece no modelo
Bumblebee.

Como os integrandos em (5.112) sdo dependentes apenas de x, a integragao em relagao

ay leva a

/ d'y = Vol(vTTM). (5.113)

Logo, a acao de Einstein-Hilbert finsleriana leva a uma corre¢ao na constante gravi-

tacional

S = VOZ(UTM)KF/E\/—gd4I = Kp=kpVol(vVTTM) (5.114)

Fica evidente em (5.114) que o fibrado vertical vTT'M deve ter volume finito. Ora,
como gfu(z, Ay) = gfu(x, y), podemos definir os tensores no fibrado tangente projetivizado

W PTM que sendo compacto tem volume finito.

O segundo termo de (5.110) leva a [202]

1 Projectivized Tangent bundle.
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S =k / (44 %)s" Ry, d*z, (5.115)

que é uma modificacao do segundo termo do modelo bumblebee (5.22).

Concluimos que, assumindo uma geometria finsleriana para o espaco-tempo, é possivel
encontrarmos a estrutura riemanniana usual da relatividade geral acrescida de termos de
interacao entre gravidade e campos vetoriais de quebra de Lorentez (éter, por exemplo).
Tal abordagem leva a uma deducao geométrica do modelo bumblebee bem como a uma

correcao da constante gravitacional.

Os outros termos da ac¢ao de Einstein-Hilbert finsleriana (5.110) devem, possivelmente,

levar a termos que geram a dinamica do tensor s,,, ou de forma semelhante, do vetor

bumblebee b, [202].
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6 CONCLUSOES E
PERSPECTIVAS

Nesta tese analisamos como os cendrios de branas em seis dimensoes com simetria
axial e estatica (brana tipo-corda) tem suas propriedades alteradas quando modifica-se
a estrutura geométrica do cendrio através da acao de um fluxo geométrico na variedade
transversa. Propomos duas novas modificacoes. Na primeira, a variedade transversa, ao
invés de um cone singular, é um cone resolvido cujo parametro de resolucao modifica a
geometria do cendrio. A segunda modificacao proposta foi a de tomar como variedade

transversa uma solugao solitonica do fluxo de Ricci, o chamado charuto de Hamilton.

Destacaremos aqui os principais resultados obtidos bem como possiveis perspectivas,
divididos pelo tema. Esses resultados demostram a robustez do cenarios de branas, visto

que suas propriedades mantém-se sobre esses fluxos.

6.1 Sobre o cenario com um cone resolvido

A geometria proposta fornece uma solugao completa (interiores e exteriores) bem com-
portada e que satisfaz todas as condicoes de energia, para pequenos valores do parametro
de resolugao. O fluxo de resolugao também parametriza a relacao entre as escalas de
energia do bulk e da brana e as tensdes da brana. Apesar de nao termos deduzido a
métrica desta geometria a partir de uma lagrangeana de campos que dao origem ao ten-
sor de tensao-energia, as caracteristicas de suavidade e as condigoes de energia torna
este cendrios fisicamente viavel. Tais resultados estao reportados nos periédicos Physical
Review D 84, pagina 085027 de 2011 [106] e Physical Review D 87, pagina 25010 de
2013[107].

Além disso o fluxo de resolu¢ao manteve a localizacao de modos sem massa para os
campos escalares [106], vetoriais [107] e espinoriais [108] sobre a brana. Para os modos

massivos do campo escalar, por exemplo, o fluxo de resolugao altera a largura e a altura
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do potencial tipo-vulcao [106]. Para o cone singular (a = 0), o potencial tem um pogo

infinito sobre a brana o que pode levar a uma torre taquionica KK [106].

Uma perspectiva para o desenvolvimento dos estudos nesse cendrio é a dedugao da
solucdo métricas proposta a partir de um modelo fisico (lagrangeana). Devido a simetria
axial e estabilidade, nosso principal candidato é que seja um vortice como o proposto
por Gionvannini et al[80]. Esperamos mostrar que o fluxo geométrico reflete variagoes na

estrutura fisica da fonte geradora da brana, como de suas contantes de acoplamento.

Outra analise possivel tem estreitas relagoes com o cenario do universo tipo-charuto.
Com efeito, o conifold possui um potencial de Kahler associado a sua geometria. O estudo
estao, a partir de uma lagrangeana com um superpotencial, poderia dar uma origem ao

mesmo tempo fisica e geométrica para esse cenario.

Ambas essas perspectivas sao possiveis extensoes do método de branas deformadas
(suavizadas com espessura) em cinco dimensoes, a partir da inclusao de potenciais defor-
mados para os campos escalares que geram a brana [39, 41]. Em seis dimensoes, contudo,
o problema se torna bastante mais complexo, devido a brana ser geradada por um sistema

acoplado de campos escalares complexos e vetorial [80].

6.2 Sobre o cenario com um fluxo de Ricci

Mostramos que o cendrio corda-charuto é uma solu¢ao completa (interior e exterior)
suave em todos os pontos, o que extende a solugao tipo-corda fina do modelo GS. A
geometria proposta (fator de warp e componente angular da métrica) satisfazem todas as
condicoes de regularidade sobre a brana, o que também é uma vantagem sobre o modelo
GS. O parametro de evolucao do charuto parametriza a constante cosmoldgica do bulk,
além da relagao entre as escalas de energia e as tensoes da brana. Tais resultados estao

reportados no periédico Classical and Quantum Gravity, 30, pagina 025005 de 2013 [109].

A fonte desta geometria satisfaz todas as condigoes de energia (fraca, forte e domi-
nante). Analisamos também os modo KK gravitacionais. Para o modo-zero, o fluxo
controla o valor do modo sobre a brana, bem como sua altura e largura. Para os modos
massivos, o pontencial tipo-vulcao tem uma barreira cuja altura é dependente do fluxo e

um pogo sobre a brana para qualquer valor do parametro de evolugao [109].

Uma extensao natural é a andlise do efeito de tal fluxo geométrico sobre outros campos,

como o campo escalar, vetorial e espinorial. Como cada campo reaje diferentemente a
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modificacoes da geometria, devido o acoplamento e as simetrias serem diferentes, podemos

encontrar diferentes modificagoes da propriedades desses campos.

Outra ideia futura é a de extendermos o fluxo geométrico em mais dimensoes. A
partir de sete dimensoes, podemos supor uma brana com simetria esférica em relacao
a variedade transversa (agora com trés dimensoes). Em sete dimensoes, a brana, vista
como um defeito topoldgico, é chamada de brana tipo-monopolo [71, 68]. Uma solugao
estacionaria do fluxo de Rici com simetria esférica foi estudada por Bryant e é conhecida
como soliton de Bryant [110]. Como um séliton de Ricci é uma generalizacdo de uma
variedade de Einstein, o séliton de Bryant seria uma generalizagdo do cenério proposto

por Randjbar-Daemi e Shaposhnikov onde a variedade transversa é Ricci-planat[72].

E ainda persiste o problema geral: poderiamos classificar as solugoes com dimensoes
extras utilizando o fluxo de Ricci? Poderiamos encontrar algumas dessas solugdes como
extremos de funcionais, como a entropia de Perelman? Acreditamos que este é uma

questao de relevancia a ser analisada.

6.3 Violacao da simetria de Lorentz em uma geome-
tria de Finsler

A violacao local da simetria de Lorentz em espagos-tempo curvos a partir de uma

relatividade geral finsleriana mostrou-se promissora pelos resultados e relacgoes.

A geometria bipartite modifica a estrutura causal do cone de luz tornando-o eliptico,
além de introduzir uma inércia anisotrépica, o que leva o 4-momemtum nao ser paralelo

a 4-velocidade.

Assim como a geometria de Randers é andloga a uma geometria lorentziana com um
campo vetorial eletromagnético de fundo, mostramos que a geometria bipartite é analoga
a uma geometria lorentziana com um campo tensorial de fundo, que pode ser relaciona

com o campo bumblebee.

Mostramos também que a partir de uma agao de Einstein-Hilbert finsleriana podemos
encontrar a a¢ao de Einstein-Hilbert lorentziana com alguns termos de violagao da simetria
de Lorentz presentes no modelo bumblebee. Tal resultado foi apresentado no Sixth Meeting
on CPT and Lorentz Symmetry, Bloomington, Indiana, June 17-21, 2013 e encontra-se
reportado no portal arXiv:1309.4671 [202].

L Ricci-flat em inglés.
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Vamos agora esbocar algumas perspectivas da andlise da violacao da simetria de

Lorentz em cendrios de branas utilizando um relatividade geral finsleriana.

6.3.0.3 Modelo RS com quebra de Lorentz

Até agora, nos limitamos apenas a estudar de forma genérica os efeitos da estrutura
finsleriana como uma corre¢ao sobre a estrutura riemanniana da relatividade geral. O
proximo passo seria escolher um espago-tempo especifico para analisar os efeitos sobre

fenomenos ja estudados.

Um bom e atual exemplo ¢ o modelo de branas tipo Randall-Sundrum em (1 + 4)

dimensoes, descrito pela métrica riemanniana

5" = gudat” dz"” = e ", do"da” + dr’ (6.1)

O efeito da violacao da simetria de Lorentz em cenérios de branas ja fora abordada
na literatura [203]. Nossa contribui¢do consiste em fornecer um modelo cuja origem da

anisotropia ¢ totalmente geométrica.

Para isso, propomos utilizar duas estruturas finslerianas bem estudadas na literatura:

e Kostelesky (Bipartite metric)

Como descrito na segao (5.3.6), a métrica bipartite fornece uma violacao de Lorentz

no setor CPT-par, ou seja, F'(x,y), dada por (5.84)

ds = F(:L’, y)K =V guuy“yy + lP\/ S,Wy“y”- (62)

A funcao de Finsler (5.84) gera um termo de acoplamento do tipo s*R,,, como

mz
encontrado em [203]. Dessa forma, a geometria de Finsler bipartite ndo apenas
recobre os resultados do modelo bumblebee aplicados no cenario de branas como

também conduz a correcoes dos mesmos.

e Bogoslovsky

A anélise feita até aqui para a estrutura de Finsler seguiu a linha do modelo padrao
extendido. Uma outra estrutura finsleriana que surge naturalmente da chamada

relatividade muito especial é dada pela funcao de Finsler

1-b
2

ds = F(z,y)5 = 0,y”)" (Guiy")
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Tal fungao de Finsler (6.3) foi inicialmente obtida por Bogoslovsky [204, 205, 206,
207, 208, 209]. Como mostrado por Gibbons et al, a fun¢do de Finsler (6.3) é
invariante por sobre o grupo de transformacoes da relavitidade muito especial [210].

A geometria de Finsler extende ainda a chamada relatividade especial dupla [211].

A geometria de Finsler-Bogoslovsky também estd relacionada com outras propostas
de uma relatividade muito especial em espagos curvos [212, 213, 214]. A fungao
de Finsler-Bogoslovsky também foi aplicada no estudo da violagao de Lorentz em

cosmologia por Kouretsis et al [215, 216].

A geometria de finsler também foi explorada em outros cenarios como no estudo das
condigoes de energia [217], na birefringéncia do vacuo, [218] entre outros [219, 220,
221, 222, 223].

Em ambas abordagens a estrutura finsleriana traz efeitos de Violagao de Lorentz

através de um vetor de quebra (b, no caso bipartite e n, no caso Bogoslovsky).

Outra modificagdo deve aparecer na relagao entre as escalas de energias do Bulk e
da brana, bem como a relacao entre as constantes cosmoldgicas do Bulk e da brana. A
primeira estd relacionada ao problema da hierarquia de calibre enquanto a segunda busca

explicar o valor observado da constante cosmologica.
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