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RESUMO

O entendimento da dindmica de dependéncia entre ativos financeiros € fundamental para a
tomada de decisdes no processo de alocagdo de ativos financeiros. O presente trabalho busca
estimar a estrutura da dependéncia entre ETFs baseados em criptoativos (HASHI11, QBTC11 e
QETHI11) e outros ativos de investimento tradicionais (BOVA11, GOLD11, IVVB11, EURP11,
TIP e SHY). Busca-se entender, através de de trés modelos de copulas vine, se a exposi¢ao ao
mercado de criptomoedas proporciona uma estrutura de hedging ante os ativos convencionais.
Os resultados apontam que esses ativos sao fortemente relacionados entre si, moderadamente
associados com o mercado americano e europeu e fracamente correlacionados com o Brasil,
ouro e bonds americanos. Além disso, podem servir como hedge para o mercado europeu e
americano e diversificagdo no caso do mercado chinés e brasileiro, ouro e titulos americanos de

curto prazo e os indexados a inflacao.

Palavras-chave: Estrutura de dependéncia, ETF, Criptoativos, Cépulas Vine.



ABSTRACT

Understanding the dynamics of dependency among financial assets is crucial for decision-making
in the process of financial asset allocation. This study aims to estimate the dependency structure
between ETFs based on crypto-assets (HASH11, QBTC11, and QETH11) and other traditional
investment assets (BOVA11, GOLDI11,1VVBI11, EURPI11, TIP, and SHY). It seeks to understand,
through three vine copula models, whether exposure to the cryptocurrency market provides a
hedging structure against conventional assets. The results indicate that these assets are strongly
related to each other, moderately associated with the American and European markets, and
weakly correlated with Brazil, gold, and U.S. bonds. Furthermore, they can serve as a hedge for
the European and American markets and as a diversification option for the Chinese and Brazilian

markets, gold, and short-term U.S. and inflation-indexed bonds.

Keywords: Dependence structure, ETF, Criptoassets, Vine Copulas.
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1 INTRODUCAO

Desde a introduc¢ao do Bitcoin, através do white paper publicado por Nakamoto
(2008), o universo das criptomoedas expandiu significativamente com o surgimento de milhares
de novas moedas digitais. Essa proliferacdo tem causado um impacto notdvel nos mercados
financeiros globais. Estes ativos se tornaram muito atrativos devidos aos grandes retornos
apresentados nos ultimos anos e sua natureza propiciou a criagdo de um ecossistema novo de
investimentos, que passou a fazer parte do portfélio de diversos agentes do mercado financeiro.
Segundo dados de Statista (2023b), este mercado possui, em 2023, uma capitalizagdo total de
cerca de US$ 1,7 trilhdo.

Essa classe de ativos apresentou elevado retorno ao longo da ultima década, sendo
utilizados como uma estratégia de hedging contra a volatilidade de ativos convencionais, moedas
fiducidrias ou riscos geopoliticos e também como um instrumento de diversificagdo de portfélio.
Conforme pontua Almeida e Gongalves (2022), existem evidéncias que estes ativos podem ser
uma boa opcao de protecdo nas carteiras contra riscos de mercado na literatura, contudo estas
propriedades variam ao longo do tempo e das condicdes externas.

Investir diretamente nestes ativos nem sempre € tdo simples, sendo necessario o
entendimento do funcionamento das chamadas wallets, carteiras digitais que armazenam estas
moedas digitais. Os investidores precisam garantir que suas carteiras estejam protegidas e em
casos de perda do acesso, seja por esquecimento da senha ou da chave privada, o investidor perde
totalmente o acesso as suas criptomoedas (SURATKAR et al., 2020).

Dada a natureza destes ativos de serem anonimos, descentralizados, com livre acesso
global, funcionarem intermitentemente e ndo possuirem uma regulagcdo especifica em muitos
paises, o mercado de criptomoedas tornou-se um terreno fértil para uma variedade de crimes
cibernéticos. Muitas corretoras que distribuem essa classe de ativos sofrem ataques constantes
de hackers que buscam roubar as moedas digitais, existe falta de transparéncia em relacao a
custodia dos fundos dos usudrios nas exchanges e muitos cibercriminosos criam aplicativos e
criptomoedas falsas para aplicacao de golpes financeiros (XIA et al., 2020).

Diante dessas dificuldades, uma nova maneira de se expor ao mercado de moedas
digitais seria por meio de exchange-traded funds (ETFs). Por estar abarcado na estrutura da bolsa
de valores, investir em um ETF apresenta algumas diferencas em relagao a investir diretamente
em uma criptomoeda, sendo uma opcao mais segura diante da existéncia de uma estrutura

regulatdria que as institui¢des financeiras envolvidas devem seguir. Além disso, o investimento
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€ simplificado, sem a necessidade de lidar com exchanges, estas que podem apresentar precos
bastante diferentes para o mesmo ativo (MAKAROV; SCHOAR, 2020), e seguro, pois reduz a
necessidade de preocupacao com a custddia do criptoativo.

Outra diferenca decorre do fato que os ETFs s@o negociados em dias tteis e nos
horarios em que as bolsas de valores de valores estdo operando, enquanto que no mercado de
criptomoedas € possivel operacdes a qualquer momento, o que permite que ocorram movimentos
rapidos e imprevisiveis nos precos dos ativos fora do hordrio convencional.

Em fevereiro de 2021, o primeiro ETF de criptoativo foi langcado ao mercado no
Canada e, poucos meses depois, na bolsa de valores brasileira. A gestora de recursos QR Asset
Management fez a oferta publica inicial do QBTC11, cujo indice de referéncia é o CME CF
Bitcoin Reference Rate (GOEKING, 2021). A partir de entdo, outras gestoras langaram novos
ETFs relacionados ao ecossistema crypto em todo o mundo. Apesar do surgimento recente,
em 2022 alguns destes ETFs de criptomoedas j4 estavam entres os 10 maiores pelo critério do
nimero de cotistas no Brasil (ECONOMATICA, 2023), o que demonstra o interesse de muitos
investidores em adicionar este tipo de ativo em suas carteiras como forma de diversificacdo e
rentabilidade.

Neste sentido, o presente trabalho tem como objetivo analisar a estrutura de depen-
déncia entre os ETFs focados em criptoativos e dos voltados a ativos tradicionais de investimento
tais como indices de agdes e titulos publicos americanos de curto prazo e indexados a inflagdo.
Embora exista na literatura trabalhos que analisam como as criptomoedas se relacionam com
ativos convencionais (CHARFEDDINE; BENLAGHA, 2016; JERIBI; FAKHFEKH, 2021; OS-
MAN et al., 2023), o diferencial deste trabalho reside no fato de analisar uma nova classe de
ETFs que apresentam uma maneira alternativa e simplificada de se expor ao mercado crypto.

A andlise busca entender se os novos ETFs sdo uma opg¢ao de diversificacdo de
portfélio, agem como um porto seguro em tempos de turbuléncia do mercado ou se estdo
sincronizadas com movimentos de mercados consolidados, o que pode servir de auxilio para
diferentes agentes interessados em investir nestes ativos, seja para prote¢ao ou para especulacao.
Para atender tal objetivo, serdo utilizados modelos baseados em cépulas vine, os quais sdo muito
uteis na modelagem de dependéncia entre muitas varidveis.

O trabalho possui outras cinco se¢des além desta introdugdo. No referencial tedrico
sdo apresentados trabalhos sobre criptomoedas e andlise de dependéncia entre ativos financeiros.

Na terceira se¢do sdo apresentados os procedimentos metodoldgicos utilizados nesta dissertacao.
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Na quarta secdo apresenta-se a base de dados utilizada. Na quinta se¢do sdo discutidos os
resultados encontrados. Por fim, as consideragdes finais do trabalho sdo realizadas na sexta

secao.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Nesta secao € apresentada uma contextualizacdo histérica e funcional dos criptoati-
vos, desde o surgimento do Bitcoin ao desenvolvimento de outras tecnologias que hoje compdem
esse mercado, bem como os desafios enfrentados por estes ativos ao longo do tempo. Em seguida,
sdo expostos alguns trabalhos empiricos que examinam as caracteristicas € comportamentos

destes instrumentos financeiros.

2.1 Panorama do Mercado de Criptoativos

O primeiro criptoativo, o Bitcoin, foi apresentado no trabalho de Nakamoto (2008),
sendo lang¢ado no ano seguinte e sua primeira taxa de conversdo oficial foi de 1.006 bitcoins por
dolar americano (BURNISKE; TATAR, 2017; JEEGERS, 2023). A ideia fundamental era criar
um sistema de pagamentos peer-to-peer (P2P) descentralizado, cujas transacoes sdo registradas
e validadas em um banco de dados publico chamado de blockchain.

A geracdo do Bitcoin ocorre por meio da resolucdo de problemas matematicos
complexos através de um método chamado de Proof-of-Work (PoW), sendo este processo
conhecido como mineragdo por blocos, o qual registra os Bitcoins gerados na blockchain. A
cada quatro anos, a minera¢do de cada bloco se torna mais computacionalmente dificil. A oferta
maxima da moeda é limitada em 21 milhdes de unidades (JEEGERS, 2023). Além de pioneira,
esta é a maior moeda em capitalizacdo de mercado (COINMARKETCAP, 2024).

Desde entdo, outros criptoativos surgiram para atender diferentes porpdsitos. Bur-
niske e Tatar (2017) divide estes ativos em trés categorias, (i) criptomoedas, que sao moedas
digitais criptografadas que podem ser trocadas por meio de uma rede; (ii) cryptocommodities,
recursos digitais que podem ser usados como insumo para um bem digital final; (iii) fokens (ou
cryptotokens), bens ou servicos digitais finais.

Ap6s o Bitcoin, o segundo maior criptoativo é o Ethereum, que foi lan¢ado por
Buterin (2013). Apesar de inspirado no seu predecessor, seu funcionamento é bem diferente. O
Ethereum funciona como uma plataforma que permite aos usudrios desenvolverem aplicativos
descentralizados (dApps) e elaborem contratos inteligentes (smart contracts) (BURNISKE;
TATAR, 2017). Dessa forma, pode-se enquadra-lo na categoria de cryptocommodity. Além disso,
o Ethereum possui uma criptomoeda, o Ether, que opera de modo similar ao Bitcoin.

Os contratos inteligentes do Ethereum representam uma forma avancada de acordos
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contratuais, estruturados inteiramente em cddigo. Neles, as partes envolvidas podem estabe-
lecer condicdes pré-determinadas que, uma vez cumpridas, desencadeiam automaticamente a
execucao do contrato. Esta abordagem inovadora de contratos digitais oferece uma transparén-
cia e seguranca excepcionais, eliminando a necessidade de intermedidrios para sua validag¢ao
(KUSHWAHA et al., 2022).

O Ethereum também pode ser utilizado para a produgdo de cryptotokens, tendo,
em um periodo recente, ganhado popularidade a utilizacdao de Non-fungible tokens (NFTs) ou
tokens ndo fungiveis. NFTs sdo criptoativos que representam a propriedade e autenticidade de
um bem, digital ou fisico, por meio da blockchain. Diferente das criptomoedas, estes nao sao
intercambidveis, dessa forma, a posse de um NFT garante a exclusividade do bem (DOWLING,
2022). Em decorréncia desta caracteristica, se tornaram muito populares para o mercado de artes
digitais, tais como imagens, videos e musica (NOBANEE; ELLILI, 2023).

Segundo Statista (2023a), atualmente, existem cerca de nove mil diferentes cripto-
moedas, cada uma com diferentes propdsitos e funcionalidades. Contudo, muitos destes projetos
acabam se mostrando fraudulentos, servindo para fins escusos como lavagem de dinheiro,
chantagem ou sio esquemas Ponzi (BARTOLETTI et al., 2021).

Apesar da expansao destes mercados, as criptomoedas ndo conseguiram ao longo
dos anos serem adotadas como moeda, pois muitas destas ndo conseguem atender as condicoes
fundamentais para serem definidas como tal, isto €, servir como meio de troca, reserva de valor
e unidade de conta. Conforme argumenta Ammous (2018), a maioria das moedas digitais sdao
inadequadas para serem unidades de conta em decorréncia da sua alta volatilidade e oferta rigida.
Além disso, o autor ressalta que apenas o Bitcoin parece atrair uma demanda suficiente para que
este funcione como uma reserva de valor e meio de troca. Diante disso, algumas regulacdes que
foram surgindo ao redor do mundo, tratam as criptomoedas apenas como um ativo € ndo como
uma moeda de fato (HU et al., 2021).

Ademais, um dos grandes desafios enfrentados por estes ativos € o de escalabilidade,
isto €, a capacidade para suportar eficientemente um niimero crescente de transa¢des dentro de
sua rede, pois exitem limites de transferéncias dentro dos blocos, o que impede que a adocdo das
criptomoedas seja ainda mais difundida, entretanto muitos dos usudrios trabalham em melhorias
para minimizar e resolver este problema (KHAN; STATE, 2019).

Apesar do crescente interesse e adogdo dos criptoativos nos tltimos anos, estes ainda

possuem dificuldades para que sejam utilizados de forma mais generalizada, além disso, fazer
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a valoragdo destes ativos pode ser um desafio para investidores (HU et al., 2021). Liu (2022)
apresenta algumas possiveis maneiras para realizacdo do valuation destes ativos por meio de
diferentes abordagens, sendo estas, (i) pela 6tica monetaria, sendo similar a realizagdo de um
fluxo de caixa descontado; (ii) pela 6tica do mercado, ou seja, analisar estas criptomoedas por
meio de multiplos, tais como razdo entre valor da rede e volume de transacdes e razdo do preco e

utilidade da moeda; (iii) com base nos custos de gera¢do e mineragao.

2.2 Estudos empiricos

Alguns trabalhos foram realizados para analisar o comportamento e as caracteristicas
distintas desses instrumentos financeiros. Essas andlises focaram ndo apenas nas singularida-
des desta classe de ativos, mas também em como eles se alinham ou divergem de op¢des de
investimento mais tradicionais do mercado.

Nos trabalhos de Gebka e Wohar (2013), Zhang et al. (2018), Bouri et al. (2019),
analisam-se as caracteristicas dos retornos das criptomoedas. Em geral, sdo leptocurticos,
suas autocorrelacdes decaem rapidamente, existem clusters de volatilidade e fortes efeitos de
alavancagem, além de dependéncia de longo alcance tanto para volatilidade quanto para os
retornos e uma correlagdo entre preco e volume.

Liu e Tsyvinski (2021) analisa como fatores de rede (a ado¢do de novos usudrios
as moedas digitais) e de producdo (os custos de mineragao, tais como eletricidade e poder
computacional) influenciam e podem prever os retornos das criptomoedas. Os resultados revelam
que fatores de rede sdo significativos na explicacio dos retornos, enquanto os fatores de producao
ndo. Além disso, aspectos como a tendéncia do mercado e a aten¢do dos investidores a estes
ativos sdo importantes para prever retornos, mas hd pouca evidéncia de que ativos tradicionais,
como acdes, moedas e commodities, influenciam significativamente nos rendimentos desta classe
ativos.

Gadi e Sicilia (2022) analisam as propriedades de hedge e diversificacdo de vérias
criptomoedas em relac@o aos principais indices de mercado globais. Abrangendo o periodo de
2018 a 2022, o estudo utiliza o modelo de Baur e McDermott (2010) para avaliar o comporta-
mento desses ativos ante os mercados do G7 e BRICS, com foco nas mudangas causadas pela
pandemia da COVID-19. O estudo revela que, durante a pandemia, o ouro perdeu suas proprie-

1

dades de hedging, enquanto algumas stablecoins ' se mantiveram eficazes para a maioria dos

' Sio criptomoedas com mecanismos de estabilizacio de precos (MITA et al., 2019).
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mercados. O Bitcoin, que antes era um instrumento de hedge, passou a ser um diversificador apds
a crise. Outras criptomoedas como Ethereum, Litecoin e BitcoinCash também se apresentaram
como diversificadores.

Nos trabalhos de Yi ef al. (2018) e Charfeddine et al. (2022) sdo analisadas conexoes
das volatilidades no mercado de criptoativos. No primeiro artigo, aponta-se que nem sempre as
criptomoedas com maior capitaliza¢io sdo propagadores de volatilidade, enquanto as menores
sdo receptoras. No segundo, a andlise se baseia nas diferentes classes desses ativos, sendo
estes divididos em trés tipos: moedas mineradas, moedas ndo mineradas e fokens. Os autores
demonstram que existe uma forte dependéncia em geral neste mercado e que as moedas mineradas
possuem efeito de contdgio nas outras duas classes, sendo o Ethereum uma moeda que afeta
todas as outras. As moedas ndao mineradas e os fokens apresentam baixa relagao entre si, 0 que
pode indicar que investir nestes dois mercados € uma possivel forma de diversificagao.

A modelagem da dependéncia entre ativos financeiros € extremamente importante
para uma melhor gestdo de risco e alocagdes no portfélio de investidores, sendo possivel criar
estratégias de investimento que oferecam uma maior protecao diante de eventos de cauda. Em
geral, muitos trabalhos e modelos desenvolvidos utilizam o coeficiente correlagdo de Pearson
como forma de medir a associa¢do entre diferentes instrumentos financeiros. Contudo, esta
media captura apenas a relacdo linear entre as varidveis, o que pode ser um fator limitante
dado que séries financeiras, usualmente, apresentam associacdes nao lineares devido a serem
leptocurticas e assimétricas (POON et al., 2004; HU, 2006; HUANG et al., 2009).

Diante disso, faz-se necessério a utilizacdo de outras abordagens que possam ser
mais flexiveis e melhor ajustadas para lidar com dados financeiros; uma destas metodologias, € a
teoria de copula que serd adotada neste trabalho.

No trabalho de You e Daigler (2010) analisa-se os efeitos da diversificacdo em
investimentos em indices de agdes interacionais utilizando a correlagdo condicional como
método de avaliacdo. Utilizando dados de mercados nos anos 1990 e 2000, o artigo conclui que
os beneficios da diversificagdo variam conforme o tempo, sdo afetados pela nao normalidade e
dependem do benchmark utilizado.

Reboredo (2012) analisa a relac@o entre os precos do petrdleo e os precos das
commodities agricolas milho, soja e trigo. Utiliza-se um modelo ARMA-TGARCH para extra¢io
das marginais e um modelo de copulas variantes no tempo para andlise de dependéncia. Sao

utilizados dados semanais de janeiro de 1998 a abril de 2011, obtidos da Food and Agriculture
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Organization’s International Commodity Price Database e International Energy Agency. Os
resultados mostram uma fraca dependéncia entre os precos de alimentos e petréleo, sem evidéncia
de dependéncia em eventos extremos.

Righi e Ceretta (2013) analisam a estrutura de dependéncia entre os log-retornos dos
indices de sete setores da BM&F/Bovespa, de janeiro de 2007 a dezembro de 2011 por meio de
modelos de cépulas vine. E montado um portfélio com pesos iguais para os indices setoriais
e feita a previsdo de seu VaR para as ultimas 100 observacdes. Os resultados mostraram que
hd uma considerdvel dependéncia entre os setores analisados, especialmente entre o setor de
industrial (INDX) e de materiais basicos (IMAT).

Riccetti (2013) conduz uma andlise de aloca¢do de ativos macro para um portfélio
com commodities. Os ativos escolhidos sdo o indice de commodity New York CRB, o indice
de acdes Dow Jones Industrial, o indice de titulos do tesouro americano Merrill Lynch US
Treasury 1-10 years e a taxa de cambio entre o Délar e o Euro. Realiza-se uma andlise de
previsdo de carteira hipotética e compara-se o resultado com diferentes modelos de otimizagao
do portfélio. Os resultado apontam que o modelo de cépulas apresentou melhor performance que
o de média-variancia, porém outros modelos mais simples apresentam desempenhos similares.

Numa andlise para criptomoedas, Boako er al. (2019) examinam as relagdes de
dependéncia e o value-at-risk (VaR) de um portfélio composto por cinco criptomoedas Bitcoin,
Dash, Ethereum, Litecoin, Ripple, e Stellar utilizando cépulas regular vines (R-Vine). Segundo
os autores, o Ethereum oferece o melhor trade-off de risco-retorno. Além disso, foi encontrado
forte dependéncia entre Bitcoin e Ethereum, ja os outros criptoativos tinham baixa associagcao
entre si, mas um pouco mais elevada com o Bitcoin.

Tiwari et al. (2020) analisa o efeito de contagio e a dependéncia entre o Bitcoin,
Litecoin e Ripple por meio de um modelo de cépulas ndo paramétrico entre agosto de 2013
a junho de 2018. As marginais foram extraidas por meio de um modelo GAS (Generalized
Autoregressive Score). Os resultados apontam forte dependéncia entre os ativos analisados tanto
em momentos de alta do mercado quanto de baixa, além disso, existe alto risco de contdgio em
eventos extremos.

Jeribi e Fakhfekh (2021) analisam a relag@o entre cinco criptomoedas, Bitcoin, Dash,
Monero, Ethereum e Ripple, os precos do petréleo (WTI) e os indices S&P500 e NASDAQ. O
objetivo € identificar a melhor estratégia de hedging de um portfélio composto por estes ativos a

partir dos resultados encontrados por meio da estimacao de um modelo FIEGARCH, um modelo
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de copulas para valores extremos e andlise de razdes de hedge. Os dados sdo de janeiro de 2016
a novembro de 2019. Os resultados mostram um efeito de alavancagem negativo e significativo
nos retornos dos indices americanos € WTI, enquanto os mercados de criptomoedas exibem um
efeito de volatilidade assimétrica positiva. Além disso, a dependéncia da cépulas bivariadas
€ muito fraca. Os autores sugerem que os investidores devem manter mais ativos financeiros
convencionais no seu portfélio do que digitais.

Em Osman et al. (2023) é feita uma andlise sobre estratégias de diversificacao
com ativos tradicionais e de criptomoedas por meio da utilizagdo do modelo de R-Vine em
conjunto com o modelo de otimizacdo de portfélio Mean-CVaR. Os resultados apontam que as
criptomoedas podem atuar como um hedge fraco ou como um porto seguro contra os indices de
mercado em alguma situagdes. Além disso, sugere que ao incluir o Bitcoin e o Ethereum em um
portfdlio, adicionar o S&P500 pode nao ser muito interessante do ponto de vista do risco.

A sec¢do a seguir apresenta a metodologia utilizada nesse trabalho.
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3 METODOLOGIA

Neste trabalho parte-se de duas metodologias para a modelagem da estrutura de
dependéncia entre os ativos financeiros selecionados. A primeira diz respeito as estimagdes das
distribui¢des marginais e a segunda se refere a estimacdo de modelos de cépulas vine.

Para a primeira parte, utiliza-se um modelo de heteroscedasticidade condicional
auto-regressiva generalizada (GARCH), sendo esta familia de modelos escolhida para que possa
ser realizada uma inferéncia das fun¢des marginais dos ativos financeiros de maneira filtrada.
Para a segunda parte, utiliza-se da abordagem de Pair-Copula Construction, desenvolvida por

Bedford e Cooke (2002).

3.1 Modelagem das marginais
3.1.1 Modelo ARCH

O modelo ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedastic) foi proposto por
Engle (1982) para descrever a variancia condicional dos retornos de séries temporais. A principal
diferenca deste modelo para os da classe ARIMA € que permitem que esta volatilidade varie no
tempo com base numa fun¢@o quadrética dos retornos passados (BUENO, 2018).

Seja r; uma série temporal estaciondria que representa o retorno de um ativo, com

média U, entdo esta pode ser expressa da seguinte forma:

r=p+& (3.1
O modelo ARCH(q) € entdo definido como:

&t =O0u, U e~ (0, 1) (3.2)

q
62 = (D‘f‘zajétz_i (3.3)
i=1

onde &; sdo os termos do erro e u, é um ruido branco. Neste modelo impde-se as
.~ . N . .. . .. q
restricoes @ > 0e a; > 0,i=1,...,q para que a variancia condicional seja positiva. ), o; < 1

¢ uma condi¢@o necessdria para que a série seja estaciondria.
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3.1.2 Modelo GARCH

Um caracteristica do modelo ARCH ¢é que este pode ser pouco parcimonioso, sendo
necessario muitos parametros de defasagem para que estes possam ser devidamente ajustados.
Diante disto, Bollerslev (1986) propde uma generalizacao que possibilita uma memoria mais
longa na variancia e uma estrutura de /ags mais flexivel. Partindo da série definida na equacgao

3.1. O modelo GARCH(p,q) pode ser expresso da seguinte forma:

& =ou, u " (0,1) (3.4)
2 d 2 > 2
c"=w+ Z aiét,i‘F Z ﬁjG[,j (35)
i=1 j=1

ondew>0,0>0,i=1,...,qe ﬁj >0, j=1,...,p para que a variancia condicio-
nal seja positiva € essencial que Z?:1 a; + Z?Zl Bj < 1 para que esta possa existir.

No geral, para andlise de séries financeiras utiliza-se um GARCH(1,1), pois este
apresenta um desempenho satisfatério comparado com outras especificacdes mais elevadas para

(p,q), mesmo sendo mais parcimonioso (HANSEN; LUNDE, 2005; JAFARI et al., 2007).
3.1.3 Modelo EGARCH

O modelo GARCH possui algumas limitagdes, entre elas, retornos positivos e
negativos sdo tratados de forma simétrica em termos da volatilidade, entretanto séries financeiras
tendem a responder de forma mais acentuada a choques negativos do que a positivos. Além disso,
seus parametros precisam ser sempre positivos para garantir que a volatilidade condicionada
também o seja, esta condi¢do pode dificultar a estimagdo do modelo (NELSON, 1991).

Diante desta problematica, Nelson (1991) propds um modelo que pode contornar
estas limitagdes, o exponential GARCH (EGARCH). Partindo das equacao 3.1 e 3.2, o modelo
EGARCH (p,q) pode ser definido da seguinte forma:

P q
In(07) =+ Y Biin (o) + . (djuj+7; (|u—j| —Efu—])) (3.6)
= =
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O parametro y permite encontrar a magnitude dos choques. Quando y = 0, choques
positivos e negativos possuem o mesmo impacto na volatilidade. Como a variancia € avaliada

por um logaritmo, os parametros podem ser nao positivos.

3.1.4 Extracdo das Marginais

A estimagdo do modelo GARCH ¢ utilizado como um método para inferéncia das
fun¢des marginais, conforme proposto nos trabalhos de Shih e Louis (1995) e Joe e Xu (1996).
Nesta abordagem, os parametros das distribui¢des marginais sdo estimados separadamente e entao
uma fung¢do cépula € estimada de forma condicionada as estimac¢des do modelo de volatilidade
(LIU; LUGER, 2009). Além disso, o modelo GARCH ¢ utilizado como uma filtragem que
remove a dependéncia serial para que o modelo de cdpulas possa ser estimado com base nos
residuos independentes e identicamente distribuidos apds esta filtragem (BRECHMANN; JOE,
2015).

Ap6s a estimacdo dos modelos univariados, extrai-se os residuos e os padroniza, isto

[€N

g ="M (3.7)

entdo transforma-se esta matriz de residuos padronizados em pseudo-observagdes
conforme proposto em Berg e Aas (2009), a qual serd utilizada para a modelagem da estrutura
de dependéncia com o modelo de cépulas.

Realizou-se os teste ponderados de Ljung-Box e ARCH-LM propostos por Fisher e
Gallagher (2012) nos residuos padronizados dos modelos estimados, sendo uma reformulagdo
dos teste originais de Ljung e Box (1978) e Li e Mak (1994), baseando-se no quadrado do traco da
matriz de autocorrelagdo, o que resulta em uma estatistica de teste mais estdvel numericamente,
mesmo com muitas defasagens. A hipétese nula do teste Q de Ljung-Box ponderado € de que a
série temporal ndo apresenta autocorrelacdo. O teste ponderado ARCH-LM avalia se o processo

ARCH escolhido é adequado.

3.2 Teoria de Cépulas

Para analisar a estrutura de dependéncia entre os ativos financeiros selecionados

utiliza-se do conceito de copulas, as quais sdo funcdes que conectam distribui¢des marginais
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univariadas as suas distribui¢des multivariadas. Segundo Kolev et al. (2006) a definicao formal

de copulas é:

Definicao 3.2.1 (Definicao Formal de Copulas) Uma copula n-dimensional é uma fungdo C :
0,1]" — [0, 1] que satisfaz as seguintes propriedades:
1. Groundedness: para todo s = (sy,...,s,) € [0,1]", C(s) = 0 se ao menos uma coorde-
nada s; = 0.
2. C(s1,..-,8,) € n-crescente.

3. C(1,..., 1,1, 1) =5, Vs;€[0,1],i=1,...,n.
Outra definicao informal de cépula dada por Mai e Scherer (2014) € a seguinte:

Defini¢io 3.2.2 (Defini¢iio Informal de Cépulas) Uma fungéo C : [0,1]" — [0,1] é chamada
de copula se existe um vetor aleatério (S, ...,Sn) tal que cada componente Sy, possui distribui¢do
marginal uniforme em [0,1], onde k=1, ....ne C(s1,...,8,) =P (S1 < 51,..,80 < Sp) 81, vy 8n €

0,1].

Neste estudo, o vetor aleatério S = (S1, ...,Sx) € definido como os vetores de residuos
padronizados derivados dos modelos GARCH univariados aplicados aos ativos financeiros
selecionados para anélise. Esses residuos sao entdo transformados em pseudo-observagdes que
se distribuem uniformemente no intervalo [0, 1]. A defini¢do de c6pula parte do teorema de Sklar

(1959), o qual é marco inicial da teoria das copulas.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Sklar) Seja S um vetor aleatorio n-dimensional com uma fun¢do
de distribui¢cdo conjunta H e fungoes de distribuicao marginais H;, para i =1, ...,n, entdo a

funcgdo de distribuicdo conjunta pode ser expressa da seguinte maneira
H(s1,....,8,) = C(Hy(51),....Hn(sn)) (3.8)

onde C é uma copula n-dimensional. Para distribuicoes absolutamente continuas, tem-se que a

copula C ¢ unica.

Prova: Ver Nelsen (2006) ou McNeil et al. (2015).
Segundo Czado (2019), do teorema 3.2.1, tem-se a func¢ao densidade de probabilidade

ou funcao massa de probabilidade dada por

h(s1yeoesSn) = (H1(81)y ey Hy(sn)) h1(51) -+ i (50) (3.9)
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para alguma cépula n-dimensional C com densidade de cépula c.
O inverso também € verdadeiro, a cOpula correspondente a uma distribui¢do multiva-

riada H com distribuicdo marginal H;, para i = 1,...,n, pode ser representada como
C($1ymeysn) = H (Hy ' (51), s Hy ' (s50)) (3.10)

e sua densidade de copula ou fungc@o massa de probabilidade é determinada por

hH (1), oy (50)
hi(Hy ' (s1)) - ha(Ha ' (un)

As principais aplicagdes do teorema de Sklar sdo a estimac¢do da dependéncia entre

(3.11)

c(S1y...y8n) =

varidveis padronizadas e a construcdo de distribui¢des multivariadas (KOLEV et al., 2006;
MCNEIL et al., 2015; CZADO, 2019).
Outro conceito importante para se estabelecer ao falar sobre cdpulas sdao os limites

de Fréchet—Hoeffding.

Teorema 3.2.2 (Limites de Fréchet-Hoeffding) Toda cépula C(sy,...,s,) satisfaz a seguinte
desigualdade:
W"(s) < C(s) < M"(s) (3.12)

onde s = (s1,...,5p), W"(s) =max (Y} ;s;i+1—n,0) e M"(s) = min(sq,...,S8y).

O limite inferior é dado por W (sy,...,s,) € o superior por M(sy,...,s,), respectiva-

mente.
3.2.1 Medidas de Dependéncia

Como cépulas sao formas de medir a estrutura de dependéncia entre varidveis
aleatorias, nesta subsubg¢do serd discutido algumas medidas de associacdo importantes para

realizacdo da andlise presente neste trabalho.

Definicao 3.2.3 (Coeficiente de Pearson) Sejam X e Y duas varidveis aleatorias quaisquer, seu

coeficiente de correlagdo é dado por:

cov(X,Y)
X,Y) = 3.13
pX.Y) var(X)var(Y') G-13)
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O coeficiente de correlagdo, p varia entre [—1,1]. Valores mais préximos de zero
indicam baixa relacdo entre as varidveis. Quando p > 0, a correlagdo é positiva, por outro
lado, se este for negativo, indica correlacdo negativa. Importante ressaltar que este coeficiente
mede apenas relacdes lineares, o que pode ser um problema ao modelar séries financeiras, pois
estas, normalmente, sdo leptocurticas e assimétricas, o que pode indicar que se relacionam nao
linearmente (HUANG et al., 2009).

Uma outra medida de associagdo € o tau de Kendall, o qual € baseado no nimero
de concordancias e discordancias entre os pares de observagdes. Considere um vetor aleatorio
(X1,Y1) e um segundo vetor com mesma distribui¢do, porém independente do primeiro (X;Y;),
estes vetores sdo concordantes se (X; — X;)(Y; —Y;) > 0 e discordantes quando (X1 — X;)(Y; —

Y1) < 0 (NELSEN, 2006; CZADO, 2019).

Defini¢ao 3.2.4 (Tau de Kendall) O 7 de Kendall entre os vetores aleatorios (X1,Y)) e (X1Y1)

€ definido da seguinte forma
(X1, 1) =P{(X; — X)) (Y1 - Y1) >0} —P{(X; — X;)(Y1 — Y1) < 0}. (3.14)

Por fim, apresenta-se aqui o conceito de dependéncia de cauda, a qual mede a depen-
déncia entre pares de varidveis aleatdrias com base em suas distribui¢des marginais continuas.
E medida por dois coeficientes, um superior e outro inferior, os quais focam especificamente
na dependéncia nas caudas das distribui¢des bivariadas, oferecendo uma visdo da intensidade
dessa relagdo em eventos extremos. Além disso, estes coeficientes sdo definidos em termos de

probabilidades condicionais que ultrapassam quantis elevados (MCNEIL et al., 2015).

Definicao 3.2.5 (Coeficientes de Dependéncia Caudal) O coeficiente de dependéncia cauda

superior de uma distribui¢do bivariada com copula C é definido como:

. _ _ . 1-29+C(q,
A= lim P(Xa > Hy (@)X > H{ Y (q)) = lim ——2 (9.9) (3.15)
q—1- g—1- 1— q
Por outro lado, o coeficiente de dependéncia cauda inferior é:
C
A= lim P(Xa <H, '(t)|X; <H;'(g)) = lim Cla.9) (3.16)
g—0*t g—0t q

Neste trabalho, sao seguidas as definicdes presentes nos trabalhos de Talbi et al.
(2021) e Osman et al. (2023), um ativo é considerado um hedge forte quando a associacao,
medida pelo 7 de Kendall, entre estes € negativa, fraco quando igual ou proxima de zero. E € um
porto seguro fraco quando o coeficiente de dependéncia caudal inferior, A;, € zero e é um porto

seguro forte quando 4, =0e 7 < 0.
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3.2.2 Familias de Copulas

Partindo do Teorema 3.2.1, pode-se modelar diferentes copulas para representar a
relacdo entre conjuntos de varidveis. Abaixo s@o apresentadas algumas utilizadas neste trabalho.
Coépula de Independéncia

Seja um vetor aleatério S = (sy,...,s,). Entdo, este € dito independente se e somente
se a copula que descreve sua dependéncia é

n
[TGtsn) =]Tsi (3.17)
i=1

Na figura 3.1 encontra-se a representacio visual da densidade desta cpula para o

caso bivariado.

Figura 3.1 — Densidade de uma c6pula de independéncia

-3 -2 -1 0 1 2 3
Z4

Fonte: Elaboracdo propria.

3.2.2.1 Cépulas Elipticas

Copulas elipticas sdo geradas a partir de distribuicdes elipticas, como a distribui¢ao

normal multivariada e a distribuicdo t de Student. Este tipo de cépula é muito utilizada na
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modelagem de séries financeiras, porém sio ineficientes em capturar estruturas de dependéncia
assimétricas (JOE; KUROWICKA, 2011).
Copula Gaussiana

Uma cépula gaussiana n-dimensional € a copula obtida pelo Teorema 3.2.1 a partir
da distribui¢ao normal multivariada N(0,R), onde R é uma matriz de correlagio. Estd copula é

gerada por:

CR(S1yweyn) = PR (D (51),.., @ (50)) (3.18)
E sua densidade € dada por:

1 1
c%(sl,...,sn): mexp{zx' (In—R_l)x}, (3.19)

onde x = (x1,...,x,) € R", com x; = ®~!(s;), i = 1,...,n. Na figura 3.2 é possivel

visualizar esta densidade para duas varidveis.

Figura 3.2 — Densidade de uma copula gaussiana com 7 = 0.5

Fonte: Elaboracdo prépria.
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Coépula t de Student
Seja Tg,y uma distribui¢do t de Student multivariada, com v graus de liberdade e

matriz de correlacdo R. A cépula associada a esta distribuicao é dada por:

C%,v(sl voeesSn) = T (Tvi1 (51)5 s Tvil (Sn)) (3.20)
E sua densidade:

v+l
2

)([L()E}] R <1+%>M (3.21)

/R—1 V2
(1+52)

Onde x’ = (T, ' (s1),...,T, "' (sn)). A representagdo desta densidade no caso de duas

1 (%

detR

Cry (51,00 y80) =

varidveis encontra-se na figura 3.3. Esta copula apresenta dois parametros a serem estimados, a

matriz de correlagdo, R e os graus de liberdade, v.

Figura 3.3 — Densidade de uma cépula t de Student com 7 = 0.5

Fonte: Elaboracdo prépria.



