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RESUMO

Polarizagao quantica tem sido usada extensivamente no processo da informacao quanti-
ca e emaranhamento quantico é essencial para muitas areas de pesquisas, incluindo com-
putacao quantica. Nesse trabalho foi realizada uma investigacao do grau de polarizacao
e do emaranhamento de uma familia de estados quanticos conhecidos como estados co-
erentes de fotons adicionados. Tais estados podem ser tteis na distribuicao quantica de
chaves e distribuicao de emaranhamento. Usamos os parametro de Stokes e a funcao @)
para demonstrar que, de uma forma geral, a polarizacao de uma superposicao de dois es-
tados coerentes bimodais de fotons adicionados aumenta significantemente com o niimero
de fotons adicionados. Também utilizamos a concorréncia para mostrar que a quantidade
de emaranhamento nas superposicoes citadas apresenta um comportamento que depende

se o nimero de fétons adicionados em cada modo sao iguais ou diferentes.



ABSTRACT

Polarization has been used extensively in quantum information processing, and quan-
tum entanglement is essential to many areas of research, including quantum computing.
Here we investigate the degree of polarization and the entanglement of a family of quantum
states known as photon-added entangled coherent states. Such states could serve as means
of entanglement distribution and quantum key distribution. Using the quantum Stokes
parameters and the ) function, we demonstrated that, in general, the polarization of a
superposition of two two-mode photon-added coherent states increases significantly with
the number of added photons. And using the concurrence, we showed that the amount
of entanglement in this kind of superposition presents a behavior that is dependent on

whether or not the number of added photons on each mode is the same.
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1. INTRODUCAO

A informacao classica pode ser codificada dentro de um estado associado a certo sis-
tema de interesse. Um bit de informacao corresponde a magnetizacao de um determinado
setor de um disco rigido ou a carga de um capacitor, por exemplo. A informacao quantica,
por sua vez, pode ser codificada usando qualquer sistema quantico no qual existe uma
base com, no minimo, dois estados e onde seja possivel criar superposi¢oes dos elementos
dessa base: o spin nuclear, o spin eletronico em nanoestruturas, fétons com dois tipos de
polarizacao, estados atomicos hiperfinos e estados coerentes, entre outros. Este andlogo
quantico do bit classico é denominado qubit. Enquanto um bit classico tem um carater
bindrio, ja que seu valor pode ser 0 ou 1, um qubit pode tomar os valores |0), |1) ou ser

uma superposicao de ambos os estados: a|0) + b|1), onde a e b sdo quaisquer nimeros

complexos |Nielsen e Chuang 2000].

A possibilidade de que efeitos quanticos poderiam oferecer algo verdadeiramente novo
foi apontada pela primeira vez em 1982 por Richard Feynman, que mostrou que nenhuma

méquina de Turing (cldssica) poderia simular certos fenomenos quanticos sem introduzir

um fator exponencial em seu desempenho |[Feynman [1982]. Em 1994, Peter Shor, dos labo-

ratérios da AT&T Bell, demonstrou uma vantagem efetiva do computador quantico sobre

o computador classico ao escrever um algoritmo que utiliza propriedades do computador

quantico para fatorar nimeros de forma mais eficiente [Shor [1994].

A publicacao do algoritmo de Shor desencadeou uma avalanche de novas pesquisas e

experiéncias em informacao e computacao quanticas |Benett et 993, Bouwmeester

et al. 11997, [Ekert e Jozsa [1996, [Furusawa et al. | 11998, |Gisin et al. | 12002, Knill et al.

2001, [Pellizzari [1997]. Desde entao, pesquisadores de dreas como computagao, enge-

nharia, fisica e matematica desenvolvem pesquisas em como representar e comunicar a

informacgao usando estados quanticos, como processos de decoeréncia podem mudar ou
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até destruir essa informagao e como construir portas, circuitos 1égicos e algoritmos para
tarefas computacionais.

Assim, o estudo dos estados quanticos da luz tornou-se um importante topico nos
ultimos anos. Dentre eles, os estados coerentes, que sao definidos como o autoestado
do operador de aniquilacao do oscilador harmonico, tem um importante papel em 6ptica
quantica. A superposicao de dois estados coerentes com fases opostas, a qual é definida

como estado gato de Schrodinger, tem sido usada como a base de qubit 16gico em duas

propostas para computadores quanticos de variaveis continuas |Glancy et al. |2004, Jeong

et al. 2001, Ralph et al. |12003]. Estados coerentes emaranhados foram propostos para

teletransportar um qubit codificado em um estado gato de Schrodinger [Wang 2001].

Em 1999] mostrou-se como a informagao quantica pode ser codificada

usando a superposicao de estados coerentes pares e impares. O uso dos estados coerentes
levou a um novo interesse na geracao e manipulacao dos estados gatos.

Juntamente com os estudos feitos sobre estados coerentes, introduziu-se os estados
coerentes de fétons adicionados, que tem atraido a atencao de diversos pesquisadores por
serem uteis para computacao quantica, comunicacao quantica e metrologia quantica. Os

estados coerentes de um tnico féton adicionado podem ser aplicados em protocolos de

informagao quantica [Wenger et al. |12004]. Em |Dakna et al. |11998, lHong e Guang-Ca

1999] foram feitas algumas propostas para geragao desses estados, que foram gerados

experimentalmente em laboratério, como demonstrado em |Zavatta et al. |2005].

Entre as varias propriedades da mecanica quantica, o emaranhamento tem atraido

consideravelmente o interesse dos pesquisadores na tltima década [Bell 1964]. Emaranha-

mento é o ingrediente chave para realizacao de diversas tarefas, tais como teletransporte

de estados quanticos |Benett et al. | [1993], codificacao densa [Bennett e Wiesner [1992]

e corregoes quanticas de erros |Gottesman [1997]. Notou-se também o crescente uso da

polarizacao quantica no processo de informacao quantica. Por exemplo, a polarizacao

de estados coerentes tem sido usada para propor esquemas de distribuicao quantica de

chaves [Kye et al.|12005, Vidiella-Barranco e Borelli 2006, [Yin et al. |12007).

Nosso objetivo é analisar a polarizagao quantica de estados coerentes de fétons adi-
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cionados e a polarizacao quantica e o emaranhamento da superposi¢ao desses estados.
Para tanto, este trabalho foi organizado da seguinte maneira: no capitulo 2l é feita uma
revisao de alguns estados quanticos da radiagao eletromagnética; no capitulo [l é apresen-
tado o suporte matematico necessario ao melhor entendimento do trabalho; no capitulo
Ml sao calculados e analisados o emaranhamento e a polarizagao quantica da superposigao
de estados coerentes de fétons adicionados; e por fim, concluimos este trabalho em [

apresentando observacgoes a respeito dos resultados obtidos.



2. ESTADOS QUANTICOS DO OSCILADOR HARMONICO

2.1 Eletrodinamica Quantica

A teoria quantica do campo eletromagnético no vacuo foi formulada por Born, Hei-

senberg e Jordan em 1926 e em 1927 Dirac tratou da emissao e da absorcao da radiagao

[Milonni 11994]. Atualmente, essa teoria é a mais bem sucedida e desenvolvida da fisica,

pois é capaz de tratar com precisao uma vasta gama de fenomenos naturais.
Para uma melhor compreensao do assunto, nesse capitulo sera apresentado o oscilador

harmonico quantico e os estados quanticos da luz.

2.1.1 Oscilador Harmonico Quantico

O oscilador harmonico é descrito pelo Hamiltoniano da seguinte forma:

1

. 132
Hzé(E+WW%ﬁ7 (2.1)

onde p e ¢ sao os operadores momento e posicao, respectivamente, pertencentes ao espaco
de Hilbert.

Definindo-se o operador nao-Hermitiano:

1
a= p—imuwq 2.2
277%}}.,1( ) (2.2)
e o seu adjunto:
i 1

= ———(p+imwi). (2.3)



podemos representar os operadores p e § em termos de a e a' como:

Sabendo que:

podemos facilmente perceber que:

- m;‘*’ (a+al), (2.4)
=i %(a-a*). (2.5)
[4,0] = ih, (2.6)
[a,a'] = 1. (2.7)

Utilizando ([22)) - ([2.7)) é possivel reescrever o Hamiltoniano da seguinte maneira:

1 1
H = Shw (aa"+a'a) =hw (ﬁ+ 5) : (2.8)

onde 7 = a'a é o operador niimero que serd detalhado na préxima sessao.

2.1.2 Estados de Fock

Os estados de Fock |n) sao os autoestados do operador niimero:

nln) =nin). (2.9)

A geracao dos estados de Fock nao é uma tarefa relativamente facil para ser realizada

em laboratério devido ao aparecimento de efeitos de decoeréncia [Zurek1991]. No entanto,

ja existem resultados experimentais para alguns casos |[Lvovsky et al. |12001, Nogues et al.

1999, Varcoe et _al. | 2000]. Esses estados sao teis para o desenvolvimento de diversas

linhas de pesquisas tais como comunicagao quantica segura [Zbinden et al. |2000], crip-

tografia quantica

ITittel et al.

2000

|, interferometria quantica de alta precisao [Holland
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e Burnett 11993], dentre outras. Estudos mais detalhados do estado nimero podem ser

vistos em: [Neergaard-Nielsen et al. 112006, Zou et al. |12004].

E possivel mostrar que se |n) é um autoestado do operador n, entdo a|n) também sera

um autoestado desse operador com autovalor igual a (n — 1) [Mandel e Wolf [1995].

Em termos do estado vacuo, o estado niimero é expresso da seguinte forma:
(ah)"
In) = —=0). (2.10)

n!

Sabendo que o estado vacuo é definido como:
@0y = 0, (2.11)

e aplicando os operadores @ e a' na equacao (Z.I0), obtemos:

atn) = af {(&Tq 0) =vn+1

atyn+i
N (a) )'|O>:\/(n—|—1)]n+1>, (2.12)

V(n+1)!

atyn n(ah)™ ! ahn

d|n>:dlm N

Para chegar nesses resultados usou-se a defini¢ao (211]) e a relacao de comutagao [d, (dT)”] =
n(ahn1t.

A partir da equacao ([ZIZ) percebemos que o operador a' cria um féton, por esse
motivo é chamado de operador de cria¢ao. Enquanto, analisando (ZI3]) verifica-se que o
operador a destréi um féton, sendo assim chamado operador de aniquilagao.

As propriedades estatisticas da luz permitem determinar se um estado é perfeita-

mente classico ou se apresenta algum efeito quantico. Podemos estudar essas propriedades

através do parametro @), de Mandel [Mandel e Wolf [1995):

Qn=—""F—, (2.14)

onde (An)? é a variancia e (n) é o nimero médio de fétons. Usando (ZI4), podemos



definir as seguintes relacoes:
e Se Q, <0 ((An)? < (n)) = Estatistica Sub-Poissoniana;
e Se @, =0 ((An)? = (n)) = Estatistica Poissoniana;
e Se @, >0 ((An)? > (n)) = Estatistica Super-Poissoniana.

No caso dos estados nimeros, (0,, = —1, caracterizando uma estatistica sub-poissoniana
e, consequentemente, um estado nao-classico.
As propriedades acima trabalhadas serao de grande relevancia para o estudo dos es-

tados coerentes, os quais serao apresentados no proximo topico.

2.1.3 Estados Coerentes

As primeiras evidéncias para a existéncia de correlagoes entre as saidas de dois de-

tectores fotoelétricos iluminados por ondas luminosas parcialmente correlacionadas foram

obtidas em experimentos realizados por Brown e Twiss na década de 1950 |Brownl [1974].

Em 1961 a Companhia Americana de C)ptica solicitou ao fisico Roy J. Glauber que explo-
rasse a relagao entre o laser e o efeito Hanbury Brown-Twiss e em 1963 Glauber apresentou
uma teoria generalizada de coeréncia que lhe rendeu o prémio Nobel de Fisica em 2005.
Com o objetivo de mostrar uma descricao consistente para a teoria quantica da coeréncia
Optica, Glauber introduziu os estados coerentes e por essas e outras contribuicoes ele é
considerado o pai da optica quantica.

Os estados coerentes sao os autoestados do operador de aniquilacao do oscilador

harménico [Mandel e Wolf [1995]:

ala) = ala). (2.15)

Analisando a equacao acima, percebemos uma notavel caracteristica: ela torna-se a
equagao ([ZI1) quando fazemos a = 0. Ou seja, o vadcuo é um estado coerente com

amplitude zero.



O valor esperado da energia de um estado coerente é dado por:

5 1
(a|Hla) = |af* + 3 (2.16)

Fica claro que a energia do estado coerente é a soma da intensidade da onda cléssica, |al|?,

com a energia do vacuo, %

Figura 2.1: Representacao do estado coerente no espacgo de fase.

Y

—

Fonte: proprio autor.

Um espaco de fase quantico pode ser estabelecido a partir de uma base de operadores,
como por exemplo ¢ e p. O conjunto de valores originados pelo par de variaveis constituira
a rede que representara o espaco de fase quantico. A representacao do estado vacuo no
espaco de fase é simplesmente um circulo de raio unitario centrado na origem do sistema.
J4a os estados coerentes sao representados nesse mesmo espaco por um circulo posicionado
a uma distancia dada por |a| que é a amplitude do estado (ver figura 2.]).

Vimos que no caso particular em que a = 0 o vacuo é um estado coerente, dessa forma,
juntamente com a analise da figura 2.1l podemos concluir que o estado coerente é o estado
vacuo deslocado da origem para um ponto qualquer do espaco de fase. Matematicamente,

isso pode ser expresso através do operador deslocamento:

@) = D(a)|0), (2.17)



onde o operador deslocamento é definido como:

~

D(a) = exp(aa’ — o*a). (2.18)

A partir da equagao (2.I7), podemos interpretar o operador deslocamento como um ge-
rador do estado coerente ao ser aplicado no estado vacuo.

Verifiquemos o efeito do operador D(f) sobre um estado coerente |a):

D(B)|a) = D(B)D(a)|0) = 7' ~Fterd! =) — 2353 4 q), (2.19)

onde utilizamos o seguinte teorema:

~ A

exp (A + B) — exp(A) exp(B) exp (—%[A, B]) . (2.20)

Verificamos dessa forma que o deslocamento de um estado coerente leva a outro estado
coerente.

Representemos agora o estado coerente em termos do estado de Fock:

o = o (1o i o, (2.01)

onde foi utilizado a equacao [220) e o fato que
R 1, . .
D(a) = exp —§|a| exp (aa ) exp (—a*a). (2.22)

Listaremos a seguir outras propriedades dos estados coerentes:

1. A probabilidade de se encontrar n fétons no estado coerente |a), é dada por:

_ 2 _ |af?" 2
pn = (n|a)|* = oy exp (—|al?), (2.23)
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o valor do numero médio de fotons é dado por
(n) = (aln]a) = |af?, (2.24)
e a variancia por
(An)* = (n*) = (n)* = |af?, (2.25)

onde: (n?) = |al* + |a*.

De acordo com (214, temos que @, = 0, caracterizando assim uma distribui¢ao

Poissoniana.

. Completeza

/d—|a)( -1 (2.26)

™

Os estados coerentes satisfazem a relagao de completeza dada pela equagao ([2.24]),

formando assim uma base para a representacao de outros estados.

. Nao-ortogonalidade:

Sejam |a) e |3) dois estados coerentes dados por

o) = ellol /22\/_\n (2.27)

18) = e8P/ iﬁf (2.28)

Fazendo o produto interno entre eles, obtemos:

e(—la?/2) ¢

<6|05> _ —18I2 /2)2 \/_\/_ On
— (=IB=a?/2) (o B )/2‘ (2.29)
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Percebemos assim que dois estados coerentes nao sao ortogonais entre si. Este fato,
juntamente com a propriedade de completeza, significa que a decomposicao de um

estado na base de estado coerente nao é unica.

4. Incerteza minima:

Utilizando as equagoes (2.4) e (23) obtemos:

(a|Adla) =1/ % (2.30)

R hmw
(o] Apla) =4/ —— (2.31)

0 que nos permite concluir que:
A h
(Ag){Ap) = 5. (2.32)

O principio de incerteza de Heisenberg nos diz que (Ag)(Ap) > %, significando assim
que nao ¢ possivel medir essas duas grandezas simultaneamente e obtermos certeza
nas medidas. Analisando a equacao (Z32]) percebemos que os estados coerentes
apresentam minima incerteza, por isso eles sao os que mais se aproximam de um

estado classico, sendo assim chamados de estados quase-classicos.

2.1.4 Estados Coerentes de Fotons Adicionados

Os estados coerentes de fotons adicionados foram primeiramente introduzidos por
Agarwal e Tara, em 1991. Esses estados sao o resultado de sucessivas aplicacoes do

operador criacao de fotons no estado coerente e ocupam uma posicao intermediaria entre

o estado de Fock e o estado coerente [Agarwal e Tara [1991].
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Os estados coerentes de fétons adicionados sao introduzidos como:

a'"|a)

((afamatm|a))>

lat™) = : (2.33)

onde |a) é o estado coerente e m é um nimero inteiro. Quando o — 0 o estado |a, m)
torna-se um estado de Fock e quando m — 0 torna-se um estado coerente.

Podemos representar o estado |a™™) em termos do estado ntimero como:

(—1o) > n u
I el= 2 ay/(n+m)!
la™™m) = > w In +m), (2.34)

Lo(z) = i M (2.35)

O produto escalar de dois estados coerentes de fétons adicionados diferentes é dado por:

L, (—pB*
(BT = (Fa) - (2.36)
[Ln (= 1B17) Ln (=] )] 2
Calculando a probabilidade de encontrar n fétons no estado |a™™), obtemos:
ey |2(n—m) o(=laf?)
nljaf ‘ (2.37)

P Tt = m) 2] L (—JaP)ml

A equagao (Z37) representa uma distribuigao sub-Poissoniana, o que caracteriza um es-
tado nao-classico.

O ntimero médio de fétons do estado |a™™) pode ser facilmente calculado e é dado
por:

(m + 1) L1 (—|af?)

(n) = NG —1. (2.38)

Analisando a equagao ([Z38), podemos notar que o niimero médio de fétons de um estado

coerente de fétons adicionados é sempre maior do que um.
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O estado coerente de fétons adicionados, como ja foi mencionado, é a excitacao suces-
siva de fétons no estado quase-classico. Sendo assim, a aplicacao do operador criacio a'
uma tnica vez no estado coerente |a) caracteriza um estado coerente adicionado de um

tnico féton. De fato, utilizando a equacao ([233)) e fazendo m = 1, temos:

lath) = M (2.39)
((elaat|a))?

sabendo que:
(alaa’|a) =1+ |af?, (2.40)

entao, obtemos:

a'| o)

latt) = (2.41)

Uma outra maneira de interpretar os estados coerentes de fétons adicionados é dado

em [Sivakumai [1999], onde foram tratados como autoestados de f(n,m) a, sendo f(n,m)

uma fun¢ao nao-linear do operador nimero n. Ou seja, os estados coerentes de fétons
adicionados sao um caso particular dos estados coerentes nao-lineares.
E crescente o niimero de pesquisas envolvendo estados coerentes de fétons adicionados,

uma vez que eles apresentam importantes aplicacoes nos processos de informacao quantica

e computacao quantica [Dodonov e Marchiolli[1998, [Kalamidas et al.|l2008, [Li et al.|2002].

Em |Pinheird 2011] é apresentada uma maneira de teleportagdo quantica utilizando os

estados coerentes de fotons adicionados e propoe-se, ainda, um protocolo de Distribuicao
Quantica de Chaves (QKD) utilizando os estados coerentes adicionados e estados térmicos

adicionados. A preparacao e a caracterizacao de estados coerentes de um foton adicionado

sao discutidas em [Zavatta et al. |2004].
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2.1.5 Estados Gato de Schrodinger

Os estados gatos de Schrodinger, inicialmente chamados de estados coerentes pares e

impares, foram introduzidos por Dodonov, Malkin e Man’ko em 1974 |Dodonov et al

1974]. Esses estados receberam esse nome devido ao famoso experimento idealizado por
Schrodinger. Resumidamente, este experimento revela a possibilidade de um gato existir
em dois estados macroscopicamente distinguiveis, os quais foram denominados vivo e
morto. Os estados gatos de Schrodinger sao entao definidos como uma superposicao de

dois estados coerentes com fases opostas descritos da seguinte forma:
1 2 1 .
@ 0) = —[14 e 2 cos(0)]72 (|a) + €| — ), 2.42
|5 6) \/5[ O)]72 (o) +€”| = a)) (2.42)

onde # assume valores especificos.
Podemos representar os estados gatos de Schrodinger na base dos estados de Fock, da

seguinte forma:

«; :i e~210 cos(0)] 2 N —1)"¢
|a; 6) \/5[1+ (0)] :O[1+( 1)"e”]

n

an
—\n). 2.43
i) (243)
Analisando a equagao ([2:43]), quando # = 0 obtém-se um estado denominado estado de
gato par (cujo nimero médio de fétons é sempre um numero par), enquanto que para
0 = m obtém-se um estado gato impar (cujo nimero médio de fétons é sempre um nimero
fmpar).

A distribuicao de probabilidade do nimero de fotons desse estado é dada por:

s L4 (=1)"cos(8)|al*

pTI(a?@) = |<TL|O¢,9>| - 1+ e—2laf? cos(O)n! -~ (244)

Estados de superposigao, como é o caso dos estados gatos de Schrodinger, apresentam
propriedades tanto de uma mistura estatistica simples quanto de interferéncia e apresen-
tam ainda a caracteristica de serem sensiveis a decoeréncia. Esses sao alguns dos motivos

que faz a realizacao experimental desses estados ser uma tarefa nada trivial. Recente-

mente tem sido propostas varias formas de realizacao desses estados [Dakna et al. |[1996,
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Guo e Zheng 1996] e em |Leibfried et al. 112005, (Ourjoumtsev et al. |12007] conseguiu-se a

realizacao experimental dos mesmos.

2.1.6 Estados de Quadratura

Os estados de quadratura sao definidos como sendo os autoestados dos operadores de

quadratura p e ¢, respectivamente:

plp) = plp), (2.45)

dlg) = dla). (2.46)

Os operadores de quadratura obedecem uma relagao de comutacao canonica e seu

espectro ¢ ilimitado e continuo [Missori 2003]. Os autoestados satisfazem a relagao de

completeza:

/|p><p|dp =1, (2.47)

/ ) (aldg = 1, (2.48)

e ortogonalidade,

(plp) = o(p — D), (2.49)

{qlg) = d(q — q)- (2.50)

Os autoestados de quadratura se relacionam através da transformada de Fourrier da

seguinte maneira:

1 igp
) == [ laa 251

1 = —igp
|Q>=E/O e "%|p) dp. (2.52)
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Um artificio matematico utilizado para obtermos informacoes sobre os estados de

quadratura ¢ a fun¢ao de onda que é dada por |Gea-Banacloche 2002]:

W(p) = (pl¥), (2.53)
¥(q) = {al¥). (2.54)

O médulo ao quadrado das fungoes de onda de quadratura, |1(p)|* e |¢(q)|?, tem signifi-
cado fisico, elas dao a distribui¢ao marginal de probabilidade do estado puro |¢).
O interesse por variaveis continuas como as quadraturas do campo eletromagnético,

dentre elas amplitude e fase, tem se tornado crescente, pois através das mesmas é possivel,

dentre outras aplicacoes, aumentar relativamente taxas de processamento |Cerf e Grangier

2007].

Neste capitulo apresentamos uma breve revisao sobre alguns estados quanticos do
campo eletromagnético que serda de grande importancia para o desenvolvimento deste
trabalho. Dentre os estados quanticos foram mencionados os estados coerentes que sao
autoestados do operador de aniquilacao do oscilador harmonico. Abordamos os estados
coerentes de fotons adicionados que é obtido através de sucessivas aplicacoes do opera-
dor criacao de fétons no estado coerente. Falamos também sobre os estados gatos de
Schrodinger que sao a superposicao de dois estados coerente de fases opostas e por fim,
foi feita uma breve analise sobre os estados de quadraturas, que sao os autoestados dos

operadores de quadratura.
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3. FERRAMENTAS MATEMATICAS

Neste capitulo apresentaremos o ferramental mateméatico necessario para o desenvol-
vimento deste trabalho. Discutiremos a principio sobre a funcao de Wigner, em seguida
falaremos sobre a funcao () e sobre os parametros de Stokes e por fim, abordaremos o

emaranhamento.

3.1 Funcao de Wigner

As previsoes da mecanica quantica para uma particula sao probabilisticas e s6 po-

dem ser relacionadas com a mecanica classica através das probabilidades geradas por

um ensemble de particulas [Souzal 2007]. A descri¢ao cldssica desses ensambles é feita

através dos conceitos da mecanica estatistica, em particular da distribuicao no espaco de
fase. Dessa forma, é necessario descrever a mecanica quantica dentro do espaco de fase, a

fim de que possamos aproximé-la de uma descricao classica mais intuitiva. No entanto, por

causa do principio da incerteza no momento e posi¢ao |[Peres [1995], ndo podemos definir
uma genuina distribui¢ao de probabilidade no espago de fase para uma particula em um
sistema quantico. Podemos somente definir fungoes que apresentem algumas propriedades
destas distribuicoes.

Essas funcoes, denominadas de funcoes de distribuicao de quase-probabilidade, sao
uteis para calcular médias em sistemas quanticos, as quais apresentam uma forma bas-
tante similar com sistemas classicos. Varias destas distribuicoes foram formuladas, cada
qual para um estudo especifico. A funcao de Wigner, por exemplo, tem como objetivo

fazer uma descricao correspondente entre a mecanica quantica e a mecanica estatistica

classica [Wigner [1932].

A funcao de Wigner apresenta a mesma informacao que o estado quantico mas com

a vantagem de trabalhar com valores reais. No entanto, ela apresenta a peculiaridade de
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poder assumir valores negativos. o qual caracteriza um comportamento nao cléssico [Do-

donov e Man’ko [2003].
Suponhamos que um determinado sistema quantico seja descrito por um operador
densidade p. Podemos definir uma distribui¢do de quase-probabilidade W,(q, p) tal que

as distribuigoes marginais

ila) = [~ Wila.p)d, (3.1)

<mmm=1[mwam4mm, (3.2)

retornem como resultado a distribuicao da posicao ou do momento 2005].

Se realizamos um deslocamento 6 na fase, as amplitudes complexas sofrem um des-
locamento e, consequentemente, as componentes g e p sao rotacionadas de 6 no espaco
bidimensional (gq,p). Nesse caso, podemos generalizar a funcdo W,(¢,p) através da de-

finicao do operador unitério:
U(6) = e #4120, (3.3)

Os operadores ¢ e p sao transformados pelo operador U (0) da seguinte maneira:

A

UN(0)GU(H) = Gcos 0 + psend, (3.4)

A

UN0)pU (0) = —Gsend + pcos 0. (3.5)

Usando as equagcoes ([B.4) e (3.3]), podemos reescrever ([B.I]) e (8.2) como:

+00 R R
W(gcos —psenf, —gsenf + pcos ) dp = (q|U pU'|q). (3.6)

—0o0

No caso particular em que 6 = 0, a equagao ([B.6]) se reduz a (¢|p|g) e no caso em que
0 = %, ela se reduz a (p|p[p).

Finalmente, a funcao de Wigner na distribuicao do espago-fase é descrita como H
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2005]:

1 [T Tl . T
W“%p%:——/ €“<q—§bﬁq+§>dn (3.7)

27 J_o

A fungao de Wigner para o vacuo é M 2005]:

1
M%@Jﬁz;f*f+ﬁ% (3.8)

ou seja, uma Gaussiana. Como o estado coerente é o estado vacuo deslocado, é esperado
que a fungao de Wigner para um estado coerente |«) seja a fun¢ao de Wigner para o vacuo
deslocado, com amplitude a = \%(CJO + ipo), a qual é complexa. De fato, calculando a

funcao de Wigner para um estado coerente com essa amplitude, encontramos:

]‘ > IpxT € xz
Wiaaila.p) = o i ¢"*{q = glajalg + ) do
1 [ . T x
- ipx o T i
o 7006 (q 2|D(04)|0><0|D (a)lg + 2>d$ =
1 _ _ 2_ _ 2
Wiayl(g,p) = ;6[ (4= a0)*=(=po)’] (3.9)

Se compararmos as equagoes ([B.8) e (B.9) notamos que a fungao de Wigner para o estado

coerente esta deslocada na quadratura ¢ de gy e na quadratura p de pg.

3.2 Parametros de Stokes

Os parametros de Stokes sao utilizados para descrever o estado de polarizacao de um
feixe de luz. Consideremos uma luz quase monocromatica com frequéncia w que esta se
propagando na direcao positiva do eixo z. As componentes do campo elétrico nas direcoes

x e y sao, respectivamente, dadas por:

E.(t) =1Ey(t) cos [kz — wt + €,(t)], (3.10)

B, (t) = 1By (t) cos [kz — wt + ¢,(¢)]. (3.11)
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Através de alguns cédlculos, os parametros de Stokes ficam definidos como [Hecht/[1987]:

So = (Eo,) + (Egy ), (3.12)
S1 = (Eo,) — (Egy), (3.13)
Sy = (2Ey, Ey, cose), (3.14)
S3 = (2F0, By, sen e), (3.15)

onde € = €, — €.

Sp caracteriza a poténcia total da luz tanto polarizada quanto despolarizada, S; é a
diferenca entre as poténcias da luz polarizada na vertical e na horizontal, S5 é a diferenca
entre as poténcias da luz polarizada a —45° e a 45° e finalmente, S3 representa a diferenca
entre as poténcias da luz polarizada circular a direita e circular a esquerda. A repre-
sentacao geométrica desses parametros ¢é feita através de vetores na esfera de Poincaré

como mostrado na figura B.11

Figura 3.1: Representacao dos parametros de Stokes na esfera de Poincaré.

5,

Fonte: proéprio autor.
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O grau de polarizagao da luz na visao classica é definido como:

\/W
P, = S5+ 5 (3.16)

_ =

Classicamente, quando o grau de polarizacao ¢é igual a zero, P. = 0, significa que a luz
é totalmente despolarizada, no entanto, quando estamos analisando um sistema quantico
essa condigao é necessaria mas nao suficiente. Ou seja, mesmo quando o grau de pola-
rizacao é zero nao significa que a luz é totalmente despolarizada. Isso ocorre por causa
das correlacoes de quarta ordem que contribuem para o grau de polarizagao quantico.

Para um sistema quantico, os parametros de Stokes sao os operadores correspondentes

aos parametros de Stokes cldssicos |Luis 2002]:

So=alay + abay, (3.17)
Sy =ala, — abas, (3.18)
Sy =alay + alan, (3.19)
Sy =i(aba, — al ay). (3.20)

Nas equacoes (B.17)-(320), &I e a; sao os operadores de criacao e aniquilacao, respecti-
vamente, aplicad imei do d d il e ay sa dores d
, aplicados ao primeiro modo do estado, enquanto @) e ay sao os operadores de

criacao e aniquilacao, respectivamente, aplicados ao segundo modo do estado.
Os operadores Sp, S5 e S3 nao comutam, ou seja, nao podemos medir qualquer dois

desses valores simultaneamente e obtermos certeza absoluta em seus valores:

Os valores médios dos operadores quanticos de Stokes para um estado coerente |¢) =
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la) |B), sao dados por [Silva 2008]:

(So) = laf* + 181, (3.22)
(51) = laf* |8, (3.23)
(S2) = (" B + a ), (3.24)
(S5) =il " — o B). (3.25)

Os resultados ([3.22))-([B8.23]) sao iguais aos valores obtidos classicamente. No entanto, esses

operadores apresentam variancias, as quais sao definidas como [Vidiella-Barranco e Borelli

2004]:

V= (S2) — (S)°, i = {0,1,2,3}. (3.26)

Utilizando (B:26) para os resultados ([8:22)-(B.25]), obtemos:

Vi=lal* + 181, (3.27)
Va = laf® + 8], (3.28)
Vs = laf* +[B". (3.29)

Essas variancias significam que um estado coerente em vez de ser representado por um
ponto na esfera de Poincaré é definido por uma distribuicao de probabilidade de estados
sobre essa esfera (ver figura B.2]).

Os valores médios e quadrados dos parametros de Stokes para a superposicao de es-
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tados coerentes bimodais, [) = N(|a, 8) + |€, A)), sdo dados por [Silva 2008]:

(S1) = INP{(le)* = [B1°) + (e = IA”) + [(ee = B*A) + (€™ — BA")]5}, (3.30)
(S5) = INPP{(a* B+ af*) + (X + eX*) + [(a* A + €87) + (¢*B + aX )6}, (3.31)

(S5) = i|N*{(af* — a*B) + (e — € X) + [(e8* — a* ) + (aX" — €B)]6},(3.32)

(82) = INP{laf + 182 + el + A2+ (jel? = A1) + (laf? = 81)° +

[a%e + BN+ ae” + BA" + (a%e — B*N)* + (ae” — BA)?] 6}, (3.33)

(93) = INP{lal> + 18P + el + A"+ 2(la|B8]” + |elIA*)+
(" B)? + (af*) + (" N)* + (eX")? + [a*e + B A+

a€* + BN+ (@A + €8%)? + (€8 + ar*)?] 6}, (3.34)

Figura 3.2: Representacao dos parametros de Stokes na esfera de Poincaré: (a) cldssico, (b)
quantico

= -
AY
1

Loy
L

@ ®

Fonte: proprio autor.
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(55) = INP{Jal> + 181" + lel® + AP+ 2(jal|B + [e*]A*)~
(a"B)* = (aB") = (€°N)* = (eA")” + [a"e + f7) A+

ae” + BN — (N — ef)? — (8 — aX*)?] 6}, (3.35)
onde

NP = {2 [N L o8N] olalHBE e HN)/2] }1

§ = elomerBr A—(lal2+B1+P+N2) /2] (3.36)

Das equagoes ([B.30)-(B.33]) percebemos que os parametros de Stokes para a superposigao
de estados coerentes bimodais apresentam diferentes variancias, fato que nao é observado
quando trabalhamos com estados coerentes bimodais, como visto anteriormente. Isto
significa que a superposicao de dois estados coerentes bimodais mesmo que apresentem

a mesma poténcia éptica, nao obrigatoriamente apresentarao as mesmas variancias dos

operadores de Stokes [Silval 2008].

A ~

Note que, fazendo € = 3 e v = « nas equagoes (B.30)-([B.32) teremos que (S;) = (S3) =

0e (S'2> # 0, o que corresponde a uma polarizagao diagonal.

3.3 Funcao Q

A polarizacao é uma propriedade fundamental da luz tanto no aspecto quantico,
quanto no cléssico. E possivel, através da mesma, demonstrar experimentalmente algumas
propriedades quanticas e fazer aplicacoes como emaranhamento, criptografia quantica e
teletransporte.

A polarizacao é descrita em termos de uma distribuicao de probabilidade na superficie

da esfera de Poincaré. Algumas maneiras de medir o grau de polarizacao quantico da luz

sao propostos em [Luig 2002] e [Klimov et al. |2005]. No entanto, serd apresentado para
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esse fim a fungdo @ pois é uma fungao nao-negativa [Luis 2003]:

Q.6) =" "0, 0, dloln, 6, ), (3.37)

n=0
onde p é a matriz densidade e |n, 8, ¢) sdo os estados coerentes em SU(2)|;|
n 1/2 o\ o\ "™ '
n,0,¢) = mz:o (:7/) sen (5) cos (5) e '™ Im,n —m), (3.38)

onde 0 e ¢ sao, respectivamente, os angulos polar e azimutal da esfera de Poincaré e
|m,n —m) sao estados ntimero de fétons.

O grau de polarizagao P é calculado usando-se a fun¢ao Q(6, ¢), através das relagoes:

I T 2
D= dn /0 2 /0 [Q(e, é) — H sen(6) df de, (3.39)
D

onde 0 < P < 1. Quando P = 0, tem-se um estado nao-polarizado. Utilizamos a fungao
(), pois ela é sempre nao-negativa para todos os estados analisados. As definigoes (B.39))
e (B40) sao invariantes sob as transformagoes SU(2) aplicadas no estado coerente. Dessa
maneira, o grau de polarizagao depende da forma da fungao Q(0,¢), mas nao de sua
posicao sobre a esfera de Poincaré.

A funcio Q(6,¢) para o estado coerente de dois modos |[a|e’®,[Ble’?s) ¢ dada

por [Silval [2008]:

o—(lal? +181%)

Q0.0) = —

(1+ z)e?, (3.41)

1O grupo unitério especial de grau n, conhecido como SU(n), é um grupo n x n de matrizes unitarias
bood

com determinante 1. Para uma andlise mais detalhada, ver
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onde:

. @odcos (g) cos(a +6) + | sen (g) cos<¢g>]2 ¥
@aums(g)sam¢a+¢o+¢ﬁwml(g)san¢@]2. (3.42)

Substituindo a equagao ([B.41]) nas equagoes ([B.39) e ([B.40), obtém-se:

_ A(la® + 18
1+ 2(Jal2+[B82)[1 + (laf? 4 |B]2)] — e 2lal?+51)"

P=1 (3.43)

A partir da equagao ([343) é possivel notar que dois estados coerentes bimodais quais-

quer tendo a mesma poténcia 6ptica terao o mesmo grau de polarizacao quantico. E no

caso particular em que |a|* + |8 > 1 a equagao ([B43)) fica dada por [Silval [2008]:

2

Px1— ——.
o + 52

(3.44)

Isto significa que quanto maior a poténcia éptica maior o grau de polarizacao quantico.

3.4 Emaranhamento

“A Fisica deve representar uma realidade no tempo e no espaco, livres de agoes fantas-
magoricas a distancia”. Essa frase foi dita por Albert Einstein a Max Born em referéncia a

estranheza que lhe causava duas particulas, apds interagirem. continuarem “licadas” [Vi-

lar 2007]. Essa propriedade, que mais tarde Schrodinger denominou de emaranhamento,

possibilita a transmissao de informagcao sem que haja troca de energia ou matéria.

Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) escreveram um artigo onde propuseram
um experimento idealizado baseado nos postulados da teoria quantica e verificaram que
em certos casos seria possivel fazer previsoes sobre um certo sistema S; fazendo medidas

sobre um outro sistema S», mesmo se esses sistemas estivessem espacialmente separados,

que ¢ o fenémeno da nao-localidade [Einstein et al.|11935].

O fisico austriaco Erwin Schrodinger no mesmo ano, 1935, escreveu um artigo sobre o

fenomeno da nao-localidade. Percebeu que o responsavel por essa caracteristica nao-local
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da mecanica quantica é o emaranhamento, um tipo de correlacao entre sistemas. Quando

duas ou mais particulas encontram-se emaranhadas, elas comportam-se como se fossem

um unico objeto indissocidvel, mesmo quando distantes umas das outras [Missori 2009] .

A partir da década de 1990, verificou-se que o emaranhamento é um importante re-

curso na computagao e comunicagao quantica |[Bouwmeester et al.|2000, Nielsen e Chuan

2000], pois possibilita a realizacao de diversas tarefas como o teletransporte de estados

quanticos, codificacao densa, correcao quantica de erros e distribuicao quantica de cha-

ves criptograficas [Wootters 1998]. Esse fenomeno é ainda um recurso computacional

responsavel pelo aumento da velocidade no processamento dos computadores quanticos.
Analisemos, inicialmente, o emaranhamento de sistemas bipartidos para estados puros.
Sejam dois sistemas quanticos A e B pertencentes aos espacos de Hilbert Hy e Hp,

respectivamente, sendo Hy ® Hg = H. O estado do sistema composto sera descrito por:

da,dp

[Yag) = > cijlai) ®|b;), (3.45)

1]

onde d4 e dp sdo as dimensoes dos sistemas A e B, respectivamente, e |1)45) pertence ao
espaco de Hilbert H.

O estado puro |¢ap) é separavel se podemos escrevé-lo da seguinte forma:

[Yap) = [Va) ® [Up), (3.46)

sendo |t4) € Ha e |1p) € Hp. Caso isso nao seja possivel, o estado é dito emaranhado.
Consideremos agora, sistemas de duas partes para estados mistos. Seja p uma matriz

densidade expressa da seguinte forma:

p= Zpi|wi><wi|, (3.47)

sendo p pertencente ao espaco de Hilbert com > .p; = 1 e p; > 0. O estado, ¢ dito

separdvel quando pode ser expresso como uma soma convexa de estados produtos p @ p?,
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ou seja [Vilax 2007,

p=> _pipl @ pf (3.48)

Caso isso nao ocorra, o estado é emaranhado.

Exemplos de estados emaranhados s@o os estados de Bell [Peres [1995]:

a1
%) = =((00) £ 1) (3.9
®E) = —(j01) £ [10)). (3.50)

Sl

2

3.5 Concorréncia

Existem diversas maneiras de quantificar o emaranhamento presente em um sistema

quantico |Bennett et al. | 1996, [Wootters [1998], mas utilizaremos a concorréncia [Eiser

2001] em nosso trabalho, pois compararemos nossos resultados aos resultados encontrados

em |Silva 2008], que utilizou a concorréncia em todos os seus célculos. No caso de um

sistema de dois qubits esta medida da a fronteira entre os dominios separaveis e emara-

nhados [Bulnes 2005].

Sendo p a matriz densidade, S = 0, ® 0, ¢ R a matriz dada por R = pSp*S, a

concorréncia ¢ calculada como

C = maX(O, /\1 — /\2 — /\3 — A4)7 (351)

onde ); é a raiz quadrada dos autovalores da matriz R e o, ¢ a matriz y de Pauli. Quando
C # 0 significa que os dois qubits estao emaranhados e quando C' = 1 corresponde a

estados maximamente emaranhados.
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Como exemplo, vamos calcular o emaranhamento para o estado de Bell dado por:

1

501} - 110)) (3.52)

[¥)

Sabendo que a matriz y de Pauli é escrita na forma

Oy = (3.53)
i 0
e que o operador densidade é dado por:
p =), (3.54)

encontramos os autovalores da matriz R: A\ = 1, Ay = A3 = Ay, = 0. Substituindo esses

resultados na equagao ([B.21]) obtemos:

C' =maz(0,1) =1, (3.55)

ou seja, o estado de Bell é maximamente emaranhado, como ja tinhamos comentado.

3.6 Fidelidade

A fidelidade de emaranhamento é definida como [Moura 2010]:

S TE T

onde £(p) sao operagoes quanticas que servem para descrever a evolucao de sistemas

quanticos:

e(p) =Y AppAl (3.57)

sendo Aj, os elementos de operagao de €.
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Quando a fidelidade de emaranhamento se aproxima de 1, indica que o processo con-
serva bem o seu estado, ou seja, o emaranhamento é bem preservado. No entanto, quando
F.(p,¢) fica préximo de zero significa dizer que o estado e seu emaranhamento nao foram

preservados pela operacao €.

Neste capitulo fizemos uma breve revisao sobre a funcao de Wigner, que é uma dis-
tribuicao de quase-probabilidade. Falamos ainda sobre os parametros de Stokes, os quais
descrevem o estado de polarizacao de um feixe de luz. Mencionamos a funcao @), a qual
mede o grau de polarizacao quantico da luz e por fim, fizemos um estudo sobre o ema-
ranhamento que é um tipo de correlacao entre sistemas. Essas informacoes apresentadas
neste tépico foram de grande utilidade para o desenvolvimento dos resultados apresenta-

dos no proximo capitulo.
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1 Fungao de Wigner Para Superposicao de Estados Coerentes de Fétons Adicionados

Nesta secao iremos descrever a funcao de Wigner para uma superposicao de estados

coerentes adicionados da forma:
) = Nin(| — a™™) + €]a™)), (4.1)

onde N,, é a constante de normalizacao dada por:

1
2

B (1 +m; L —a?) .
Nm:{2+6 m! Py (14 m;1; a)(ez¢+e—z¢)} : (4.2)

L (—a?) m!

L,,(—a?) é o polinomio de Laguerre definido pela equacao (Z38), m é o ntimero de fétons
adicionados e a é considerado real.

De acordo com a equagao ([B1), a funcdo de Wigner para o estado representado

por (J)) é dada por:

e—a2/2
iprQ
m

11 >
o Sm /oo ‘ Lo(—a2)m!

00 (—Oé)l_mH[< _92_0) T\ 2
{[Z \@(1—:1)! P [_% <q_§> }

Wiq,p) =

! +
(St
([E s a5 o2y
P 12|

onde H,(x) é o polinomio de Hermite.
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Analisaremos agora a fungao de Wigner para a superposicao de dois estados coerentes

com um féton adicionado. Na equacao (1)), fazendo m = 1, temos:

%) = Ni(| = a*h) +e?la™)), (4.4)

=

e utilizando (Z2]), temos que N; = {2 + 20 [i—gz} (e + e‘i‘b)}_ . Logo, a funcao de

Wigner para o caso (44]) é dada por:

Wiq,p)

vl By e
00 (—a)l YHy(q — £) T\ 2
{ [Z ﬁ(l _ql>! P [_% (q a 5) }

; & -9 7\
e LZ V2E(k _ql)! P [_% (q ; 5) ]
0o —Oé)r_lHr( +%)

(
e i [i S;Zj; )exp {—% <q+§>2]] dr =

s=1

Wig,p) = {6—(p—iq)(p+i(q+2a\/§)) [62(qa\/§+a2+i¢)(1 — 9 — 2¢% — 2i2pa + a?)+
6204(\/5(2’&7—&-(])—}—04)(1 o 2p2 o 2q2 - 2@\/5})@ + O[2> o 262\/§(ip+q)a+i¢
<(—1 +2p% + 2¢° + o®) cosh(2V2 g o) — 2v/2 g avsenh(2 ﬁqa))] } /

[71’ (—1 + 0?4 791+ a?) — 2620 (1 4 ag)ﬂ , (4.5)

onde foram utilizados os seguintes artificios matematicos:

i": \/;_an i":na\/%n -~ {Z \/2_7%' }:
%{HZ;O‘\/Q_—ZJ)—HO(@} :%{exp {—Ta?ijTﬂ —1}:
(~a+ 25 ) e [_%ﬁ%} , (46)
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sendo n = {k, s} e

n=1 N V2rn! T da | &= Vol =
_% {2 (—O\é};in'(ﬂf) _ Ho(m)} = —% {exp {_O‘; _ 204_;3} B 1} _

20x o 2ax
a+ —)exp|—— — —|, 4.7
( 5 ) exp { 5 2] (4.7)

sendo n = {l,r}.

Calcularemos agora a fungao de Wigner para a superposicao de dois estados coerentes

adicionados de dois fétons. Fazendo m = 2 em (4], temos que:

[¥) = Na(] — ™) +€]a™?)), (4.8)

N|=

e utilizando a equagiao ([f2), temos Ny = {2 + e’ [M} (e + e_id’)}_ . Entao a

2+4a2+at
funcao de Wigner é dada por:

11 e e’/
Wia.p) = 5 / e'PTN;

VT 2Ls(—0?)
o (—0) Hig -~ ) 2%
(B e[

w6 |~ ()2 Hy(q — 5) 27\ 2] ]
e L \/ﬁ(;_qz)l exp {—% <q —3
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W(p,q) = {6(—p+z‘q)(p+i(q+2ﬁa))+z‘¢(2 +4a? +a?) [€2a<\/§(ip+q)+a) (_pz — 2iv3pa + 2 a2>
(284" +4(p" + ¢ + 20 (=14 ¢*)) — 4(=1+3p* + ¢*)o® + o)
cos(2V2par — @) 4 €2Vt [(p2 + 2iV2pa — 2042) (2-8¢+4(p'+ ¢ +2p°
(—1+¢%) +4(—1+p* + 3¢*)a? + a*) cosh(2V2ga) + 4a <—\/§p2 — dipa+
2\/5042) <€2a2p (—2 (—1 +p? 4 q2) + a2) sen(2\/§poz —®)+q (2(—1 +p? + )+
o?) senh(2\/§qa)>ﬂ } / {7T(p2 + 20V 2pac — 202)(2 — 4a? + o)

[2 —40® + a* + €92 — 40® + o) + 227 T(2 4 40” + 0‘4)] } ’ (4.10)

onde utilizamos os seguintes artificios matematicos:

M{z o)) - o[ 22] 221}
— exp {—%2 + 20‘7;} + (—a+ %)2exp {—%2 + %} : (4.11)

sendo n = {k,s} e

S

sendo n = {l,r}.
Para uma melhor analise e compreensao das funcoes de Wigner tragamos gréaficos onde
comparamos o comportamento entre as equagoes ([LH), ([LI0) e a fungdo de wigner para

superposicao de dois estados coerentes, que ¢ dada por:

Wi(p,q) = (6—(p—iq)(p+i (¢+2V2a)) (e2a(2i\/5p+\/§q+a) 1 e2iV2patay2atis |

o2(V2qata?+ig) + ei(2\/§pa+¢)>> / <7r (1 4 9e2e%+io 62i¢>> . (4.13)
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Na construgao dos graficos para explorar os resultados dessa secao, utilizamos valores
diferentes dos parametros considerados. As tabelas 1] 2] e @3 mostram todos os valores

utilizados em todos os graficos que analisaremos posteriormente.

Tabela 4.1: Valores dos parametros « e ¢ para superposicao de dois estados coerentes e para
superposicoes de dois estados coerentes de fétons adicionados.

[¥)

| =) + )
)
)

| —a™) + o)
| _ a+2 _+_ |a+2>

o O OIS

NN O

Fonte: proprio autor.

Tabela 4.2: Diferentes valores de o para superposicao de dois estados coerentes com um féton
adicionado.

[¥)
— ™) 1 o'
— a1 o)
| —a™h) +]a™)

O~ N2
OO O

Fonte: proprio autor.

As figuras (.11 e[d3 foram tragadas utilizando os valores encontrados na tabela f.11
Fazendo uma andlise detalhada dos graficos percebemos que na figura [l que representa
a superposicao de estados coerentes, ha trés picos, enquanto as figuras e apre-
sentam quatro e cinco picos, respectivamente. Ou seja, o aumento no nimero de fétons
adicionados aumenta a quantidade de franjas de interferéncia.

Na figura 4] fizemos um estudo da equagao (L3 para os casos em que ¢ =0e ¢ = T,

o valor de a continua o mesmo da andlise anterior. Constatamos na primeira figura
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Tabela 4.3: Diferentes valores de a para superposicao de dois estados coerentes com dois fétons
adicionados.

V)
[—a™) +]a™)
[— ™) +]a™)
| _ O!+2> + |a+2>

O~ N2
O O O

Fonte: proprio autor.

Figura 4.1: Funcao de Wigner para superposicao de dois estados coerentes com ¢ =0 e a = 2.

Fonte: proprio autor.

a presenca de trés franjas na parte superior e duas na parte inferior, enquanto que na
segunda figura presenciamos duas franjas na parte superior e trés na inferior. Percebemos
dessa maneira que houve uma inversao da funcao de Wigner e isso é referente aos termos
de interferéncia possuirem sinais opostos.

Fizemos uma andlise da funcao de Wigner para a superposicao de dois estados coeren-
tes com um féton adicionado variando o valor de & em 2, 1 e 0 e considerando ¢ = 0 (ver
tabela [L2)). A medida que diminuimos o valor de & notamos um decréscimo no nimero
de picos, consequéncia de uma menor interferéncia (figuras e [I6]) e para o caso em

que = 0 a fungao de Wigner é a de um estado nimero n = 1 (figura 7)), como era



37

Figura 4.2: Fungao de Wigner para superposicao de dois estados coerentes com um féton
adicionado com ¢ =0 e o = 2.

Fonte: proprio autor.

Figura 4.3: Funcao de Wigner para superposicao de dois estados coerentes com dois fotons
adicionados com ¢ =0 e a = 2.

Fonte: proprio autor.
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Figura 4.4: Funcao de Wigner para superposicao de dois estados coerentes com um féton
adicionado para¢ =0 e ¢ = 7.

Fonte: proéprio autor.

Figura 4.5: Funcao de Wigner para superposicao de dois estados coerentes com um foéton
adicionado, com ¢ =0 e a = 2.

Fonte: proprio autor.

esperado.

Essa mesma analise foi feita para a superposicao de dois estados coerentes com dois
fotons adicionados, como mostram as figuras g e A tabela mostra de
forma clara os valores de « e ¢ que foram utilizados para fazermos o estudo. Percebemos
que, assim como para o caso anterior, ao diminuirmos o valor de «, ha um decréscimo no
nimero de picos e quando o = 0, a funcao de Wigner é a funcao de Wigner de um estado

numero n = 2.
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Figura 4.6: Funcao de Wigner para superposicao de dois estados coerentes com um féton
adicionado, com ¢ =0e a = 1.

Fonte: proprio autor.

Figura 4.7: Funcao de Wigner para superposicao de dois estados coerentes com um foéton
adicionado, com ¢ =0 e a = 0.

Fonte: proprio autor.
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Figura 4.8: Funcao de Wigner para superposicao de dois estados coerentes com dois fétons
adicionados, com ¢ =0 e o = 2.

Fonte: proprio autor.

Figura 4.9: Funcao de Wigner para superposicao de dois estados coerentes com dois fotons
adicionados, com ¢ =0 e a = 1.

Fonte: proprio autor.
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Figura 4.10: Funcgdo de Wigner para superposicao de dois estados coerentes com dois fétons
adicionados, com ¢ =0 e a = 0.

Fonte: proprio autor.

4.2 Polarizagao Quantica de Estados Coerentes de Fétons Adicionados Bimodais

Nesta se¢ao analisamos os parametros de Stokes e o grau de polarizacao quantico para

o estado coerente de fotons adicionados do tipo

|¢> = Npq |a+p; 6+q>; (4.14)

onde N,, ¢ o fator de normalizagao dado por:

—1/2

Npg = {plg! 1 Fi(p+ 1;1; o) 1 Fi(q + 1; 15 |8 } (4.15)
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e p e g sdo os nimeros de fétons adicionados. Para o estado ({I4), os valores médios dos

parametros de Stokes sao dados por:

<‘§O> = ’Npq’2 67(|a|2+|m2) {[pp! 1F1(P +1;1; ’04’2)‘*'
[P T(p +2) 1 Fi(p + 2;2; o))
[ Fi(g+ 551819 + [ad' 1 Filg + 11 [817)+

BPT(+2)1Fi(g+ 22 180] [P FG+LLaP)]}, (416

(S1) = |Nygl* e B LTppl Fi(p + 1515 o)+
la)* T(p+2) 1 F1(p+2;2; [of*)]
(¢! 1 Filg+ 1;1581)] = [aq! 1 Filg + 1515 8])+

o’ T(q+2)1Fi(g +2;2; |B17)] [P Filp + 1 s |af?)] } (4.17)

e~(alP+I8%) (g ) )
() = N { [lol’p! ((Fi(p+ 1513 [of*) + p1Fi(p + 152; |of*))]
pq
+2
d (1821 Fi(g +2:3;|81%) + 21 Fi(g + 152 W))} +

[181%¢" (1Fi(g+ 1;15181%) + g1 Fi(g + 1525 |8]%))]

[
e

+2)
P (Jef 1Fi(p +2;3; [o*) + 2. Fy(p + 152 ]a|2))} } (4.18)
e
. e~(lal*+181%) (3 )
S = St L 1aPr (F+ 1B 1oP) + paFilp+ 12 o)
Pq
q+2

(18121 Fi(q+2:3;181%) + 21 Fi(q + 1; 2; \5\2))} -

812! (LFi(g + 111817 + ¢ Fi(g + 1;2;|8)%))]

p+2

o
e

(Ja> 1 Fi(p+2;3; a®) + 21 F1(p + 132 Ialg))] } : (4.19)

onde 1 F(a;b; z) é a fungao hipergeométrica confluente de primeira ordem.
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Usando as equagoes (3.31) e [338), podemos calcular a forma geral da fungao @) para
o estado ({I4]). Para esse caso, ou seja, para um estado coerente de f6ton adicionado de

dois modos, encontramos:

[Nogl?IBI* o~ (n+1)1o"
_ 4.20
= TrlaPopECT 2 o= p— TF 20
onde:
0
B = %cot <§> exp(i¢),
0
A= pfsin | =
[ sin <2> ,
C=(B+1)(B*+1),
5=|A]*C. (4.21)
Nesta secao, serao considerados os seguintes casos particulares para [1):
[Yo1) = Noa|a™®, 11, (4.22)
Y1) = N11\04+175+1>a (4.23)
[Y12) = N12\04+175+2>a (4.24)
sendo as constantes de normalizacao dadas, respectivamente, por:
| Noa|? = e (e +182) (1 4 |52) (4.25)
[Nuaf? = e (I [0+ 18P) (14 Jaf2)] 7, (4.26)
[Niaf? = e (PRI [(1 4 JaP)(|B)" + 418 + 2)] (4.27)

Utilizando as equagoes ({I6)-([ZI9), para |1e1) dado por [22), os valores médios dos

parametros de Stokes sao:

(So) = (1+18) e 1D [laP(1 4+ |8P) + (1 +182) + 182+ [B1)] , (4.28)
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(S1) = (14 |8 e P8 [la2(1 4+ [812) — (1 +181%) — 1822+ 18]))] . (4.29)

(So) = (1+82) e (PHEM [20* B(1 + |B%) + af (1 + |B]) +aBf™]  (4.30)

(Sa) = i1+ [[") e (T 20781+ |B]°) —aB (L + |8 —af 7] (431)
Os valores médios dos parametros de Stokes ao quadrado, por sua vez, sao dados por:

(53) = (1483 e (0PHI) [ja2(1 + 81%) + (181 + 318I2 + 1)+

la*(1+ [B%) + (I181° + 5|8]* + 418°) + 2|al*(|8]* + 3|8)* + 1)] , (4.32)

(52) = (14163 e e+ [la2(1 +18) + (181" + 3187 + )+

o *(1+1B%) + (181 + 5] 81" + 418]%) — 2|al*(|B]" + 3|8]* + 1)] , (4.33)

(32) = (1+[8P) e (oPH8P) [0=28210]4(3 + |B%) + 0*B72I81(3 + |B17)+

lal? (14 |B1%) + (1+ 381 + [B]") + 2a* (1 + 3|81 + 18]Y)] (4.34)

(52 = (14187 e (ePH5P) [a=28%a|*(3 4 |B2) — a®872|81(3 + |B)%)+

(14 181%) + (1 + 3[8]* + B]*) + 2lal*(1 + 3]8* + |B])] - (4.35)

Para o segundo caso, dado por ([L.23), ou seja |1)11), os valores médios dos parametros



de Stokes sao:

(So) = 11 +18P)(A+1a2)] e (2FH) {1+ af?) + |a2(2 + |af?)]

(L+181%) + [+ 181) + B2+ 1B + o)},

(S1) = [A+1BP)A+ |a)] e P 1114 1of?) + a2 + of?)]

(L+18%) = [(L+181%) + 1872 + 8] + |l }

(So) = [(1+ 81+ |af)] e lF+5P) [507(2 + Jaf?) (2 + |5]7)+

B a2+ 8112+ |of?)]

(Ss) = [ +18R) + o) e (2P [Bar]af2(2 + af?)(2 + |82)-

Bal B2+ 181")(2 + |af*)] -

Os valores médios dos parametros de Stokes ao quadrado sao dados por:

(S3) = [(1+ 1821+ o) e (eP+82) £(1 4 182) (|af* + 3Jaf? + 1)+

(L+ [e)(IBI* + 381 + 1) + (|o|® + 5la]* + 4]al?) (1 +|8°)+
(I181° + 518" + 4|81) (1 + [e*) + 2(laf* + 3|al* + 1)

(I81*+3|8>+ 1)},

(52) = (L4181 + [af) e (P L1 4 812) (|af* + 3]af? + 1)+

(L+ [e)(IBI* + 381 + 1) + (|o|® + 5la]* + 4]al?) (1 +18°)+
(I181° +5|8]* + 418 (1 + |a*) — 2(Jal* + 3|al* + 1)

(81" + 38>+ 1)},

45

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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(57) = [(1+1BP)+ o) e (ePH) La-262]1a)* (3 + |of?)(3 + |B]2)]
QBB B+ 1B B + |a)] + (|laf* + 3a” + 1)(1 + |B%)
(181 + 31812 + 1)(1 + af?) + 2(|al* + 3laf* + 1)

(18" +3181* + 1)} (4.42)

(52) = [+ B+ o) e (P 02821043 + |of?)(3 + |5]2)]
—a287|B1*B + B3 + |af?)] + (Jal* + 3Jaf? + 1)(1 + |8
(81 + 318> + 1)(1 + |af*) + 2(Je|* + 3| + 1)

(81 + 38 +1)} . (4.43)

Finalmente, para [i12), dado pela equacao ([@24]), os valores médios dos parametros

de Stokes sao:

(So) = [2+418P + 1811 + o)) e (=FH55) {(ja* 4 3Jaf? + 1)

(IBI* + 41817 +2) + (I181° + 7|8]* + 1018 + 2)(1 + |a]) } , (4.44)
(S1) = [2+487+ 1811 + |of?)] e (ePHEP) L] + 3Jaf? + 1)

(IBI* + 418> +2) — (18° + 7|8|* + 108> + 2)(1 + |a]*) } , (4.45)

(S2) = [@+48P + 181 + o) e (0P+5P) 501 ja|* + 2|af?)

@81 +9181%) + ap = (181° + 4181 + 316> +2)(2 + |af?) } (4.46)

(Ss) = al2+41812 + 181+ o) e (FHP) Lga71 (jaf* + 2|af?)

(411" +918*) — aB~(18I° + 418" + 3|81 + 2)(2 + |af*) } . (4.47)
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Ainda para esse caso, quando calculamos os valores médios dos quadrados dos parametros

de Stokes, obtemos:

(83 = [2+4B1 + 1811+ a2 e 12F1) [(laf* + 3laf? + 1)
(181" + 481 +2) + (I181° + 8[8* + 14]8* + 4) (|o]* + 1)+
(laf® + 5]l + 4|al*)(|B]" + 418° +2) + (Ja* + 1)
(18° +12|8[° + 38|8]" + 321 8]° + 4) + 2(|81° + 8[8[* + 14|8]* + 4)

(laf* +3laf* + 1], (4.48)

(83) = [(2+418 + 1811 + )] e~ (FH) [(jaf* + 3Jaf? + 1)
(161" + 481> +2) + (18]° + 8I8]" + 14|58 + 4)(|af* + 1)+
(laf® + 5l + 4Ja*) (18] + 418]* +2) + (Jof* + 1)
(181° +128]° + 388|" + 32|8|* + 4) — 2(|81° + 8| 6]" + 14|8]* + 4)

(laf* +3lal* +1)] . (4.49)

(53) = [2+418P + 1811 + o)) e (eP+5) L0252 ) (|jaf? + 3)
(18]* + 8|81 + 12)] + ®82[|B81*(18]* + 818* + 12)(Jaf* + 3)]
(le* + 3al* + 1)(|81* + 481> +2) + (18]° + 8|8|* + 14]8]* + 4)

(la)* + 1) +2(181° + 8|8]* + 14]8]* + 4)(le|* + 3|a* + 1)} (4.50)

(53) = [2+4I812 + 181 + )] e (ePHE) {02572 [|af4(|af? + 3)
(18I* + 8|81 + 12)] — @®82(1B1*(1B]* + 8181 + 12)(Jaf> + 3)]
(loe|* + 3la|* + 1)(|B]* + 418" + 2) + (I8]° + 8]8* + 14]8]* + 4)

(lof* + 1) +2(|81° + 8|8]"* + 14|8]> + 4) (|oe|* + 3|a* + 1) } . (4.51)
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Analisando as expressoes ([L28)-(L51]), observamos que os parametros de Stokes apre-
sentam flutuagoes para todos os trés estados analisados (|1g1), [1011) e |¢12)). No entanto,
diferentemente do que ocorre em ([B.27)-(3.29) as variancias dos parametros de Stokes nao
sao iguais, fato que pode ser facilmente comprovado utilizando a equacao ([320). Logo

abaixo sdo apresentadas as variancias para o primeiro caso considerado, [tg1):

—2(|af2+(81%) ,
Vo = Trygpp L [LHlaf + B +laP)lal + 1517 + e

[1+3lal” + o + (7 + 7al* + a[) B + 203 + [a*)[B* + B[]}, (4.52)

el N
N T {‘[1+3!ﬁl2+|6|4—|a|2<1+|ﬂ|2>] + ellat?+18

[1 = lal* +|al* + (7 = 5laf” + || )B]* — 2(=3lal?|8]" + |B°)] } . (4.53)

—2(Ial2+|ﬁ| ) A o ) e
V, = W{ Aal? (14 2[8)* +2|8* + [BI°) — () [(L+ |81 + 18))?] +
4[1+3I814(8*)%] + el (1 + 812) [ll*(3 + 78I + 2/ 8]*)+
(5 + o) + S ACHEDI ) (154)
72(\a|2+\/3| )
V3 = W{‘l’(ﬂ L+ 287 + 28" + |81°) — (a*)? [A + B + [8]")?] +
4 [1+ 3181462 + el [1 431812 + 18]* + |af*(3 + 7|8 + 2|8]*)—
27 n¥\2 2 5(04*)2(3+|@|2)
a2(87(3+ |3 - L H (4.55)

Utilizando a equacao (E20) e particularizando para os casos ja mencionados, ou seja:
p=0eq=1,p=1leq=1ep=1eq= 2, obtemos os seguintes resultados para a
funcao Q:

Ot — e~ (P HIBP) IG5 (52 4 46 + 2)
" (1+[BP)4r|BPC

(4.56)
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| B|2e (e’ +18) 95253 4 962 + 185 + 6)
1+ 82 + |a?)dr|al?|5[2C?

Qu = (4.57)

|B|2e~ (e’ +18”) 35354 4 165% 4 7262 + 966 + 24)

Qe =B AP+ (L [aP)anlaPIACE

(4.58)

onde B, C ¢ ¢ sao definidos em (A2]]).

4.3 Polarizacao Quantica de Superposicao de Dois Estados Coerentes de Fotons Adi-

cionados Bimodais

Nesta secao sao feitos os mesmos calculos da se¢ao anterior, mas agora consideramos
uma superposicao de dois estados coerentes de fotons adicionados bimodais, escrito da

seguinte forma:
%) = Ny, (la*?, B79) + |84, a™P)) . (4.59)

N,, ¢ o fator de normalizagao dado por:

—-1/2

N;q = {2 + ‘Npq|2 ’a|2(q_p) (gpq + f;q)} 9 (460)

onde

S Yoy e bt (4.61)

= m+q p)i(n+q—p)
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Para esse estado especifico, temos:

(Sa)

<So> = ’Npq|2 6_(|al2+|ﬁl2) { [pp! 1F1(p +1;1; |04‘2)+

P T(p+2)1Fi(p+ 22 |)] [¢ 1 Fi(g + 115 181)] +

<g—:) (g) [F(q +1) <q 1F1(q +1Lg—p+La"p)+
a*Bla+1)1Fi(a+20-p+2a'))]

[F(p +1)F(p+Lp—q+1; aﬁ*)} + g1 Fi(g+ L 1|81+
1BPT(q+2)1Filg+2;2:181%)] [p'1Fi(p+ 1 L [al?)] +

*\ 4 *\ P 5
(%) (%) [F(P+ 1) <P Filp+Lip—q+LaB%)+
0B (p+1)1Fi(p+2p — g+ 208"

[F(q+ 1)1F(g+1L,g—p+ 1;0z*6)}}, (4.62)

(1) = (85) =0 (4.63)

— 9 ‘N;q}Z e—(|06|2+|ﬁ‘2) {g |:|Of’2p‘ (1F1(p + 1’ 1, ’a|2) +p1F1(p + 1, 27 ‘04‘2))}

{w (1812 1Fi(g + 2:3;B%) + 21 Fa(q + 1 2; !B!Q))} +

%(g) (%) [F(p+1) (1F1(p;p—q;oz*5)+
a*BiFi(p+1ip—q+1; a*ﬁ)ﬂ [F(q +2) (1F1(q +1g—p+2a8)+
af 1 Fi(g+2q—p+ S;aﬁ*))] + 2182 (WFi(g+1:1;182)+
q1Fi(q+1;2;|81%)] {M(! |2 Wp + 2:3; [af?)+

21F1(p+1;2; |af?)) ( ) ( ) I'(¢g+1) (Fl(q;q—p;ﬁ*aH
)]

BaFi(g+1qg—p+ 1 fa [ (p+2) <F1p+1p—q+2aﬁ)

a*B1Fi(p+2p—q+3; aﬁ))] (4.64)



o1

onde 1 F(a;b; z) é a funcdo hipergeométrica confluente regularizada, dada por
111 (a; by 2) /T (D),

e |N;q’2 ¢ o fator de normalizacao para a superposicao de estados coerentes de fotons
adicionados de dois modos, dado por (E60).

Da mesma forma como ocorre com a superposicao de dois estados coerentes bimodais,
os valores médios de S; e S3 para o estado [@359) sao nulos. Significando assim que
as potencias médias nas polarizacoes vertical e horizontal sao iguais para esses estados
analisados.

Utilizamos as equagoes (3.37) e (B:38]) para o calculo da forma geral da fungao @) para
a superposicao de estados coerentes adicionados de f6tons bimodais, dada por (£359). O

resultado obtido foi o seguinte:

o N INGP [IBE S e BT & (n D)
" Amal B Cpﬂ;[m—p—q)!]ﬁ<0’>p+qz[<n—p—q>!]2+
Bp[<B’>*1q§: (n+ 117 (BYP(B) < (n+ 1)!(87)*
cote (n—q=p*  (CF) “[n—q-p)?]|

n=0

(4.65)

n=0 n

onde:

B = %COt (g) exp(ig),

A = (Bsin (g),

C=(B+1)(B*+1),

5= A C
B = p cot (g) exp(i¢),
A = asin (Q ,

C'=(B +1)[(B) +1], (4.66)
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2 /

C,

/

5:],4

/

C,=(B+1)(B"+1),

0. = |A]” C,. (4.67)

A partir da equagao ([L65), podemos calcular a fungao D, dada por ([B:39), e o grau
de polarizagao quantico P, dado por (8.40), de uma superposigao de estados coerentes de
fétons adicionados, |¢0°), descrito por ([E59). Os resultados sao mostrados nas figuras ELT1]
e

Na figura E.17], comparamos o comportamento do grau de polarizacao quantico para
dois casos particulares: uma superposicao de dois estados coerentes bimodais e uma
superposicao de dois estados coerentes bimodais com um féton adicionado. Os estados

analisados estao descritos logo abaixo:

[t00) = No (|a™, =57 + | = 87°,a™)) (4.68)

[Yor) = Ngy (la*?, =871 +] = 7, a™)). (4.69)

Analisamos o grau de polarizacdo quantico dos dois estados como uma funcao de
|a|? 4 |B]* e variando a separagao entre as amplitudes dos estados coerentes.

Percebemos, ao analisar a figura EET1l que quando |af* + |S]* aumenta, o grau de
polarizacao também aumenta. Caracteristica presente em ambos os estados acima con-
siderados. A tnica excegao para esse comportamento é na regiao de transicao entre um
estado Fock puro (o = = 0) e um estado coerente de féton adicionado, quando temos
uma superposicao com um féton adicionado (curvas (1) na figura). A regiao de transigao
termina em torno do ponto |a|* + |3|> = 0.3. Desse ponto em diante, o grau de pola-
rizagao aumenta com |a|? + |3]?. Se comparamos o conjunto de curvas sinalizadas por

(2), notamos que quanto maior for a distancia entre os estados coerentes (1/4, 1/2 e 1),

maior serd o grau de polarizagao. Esse resultado tinha sido mostrado em |Silva e Ramos

2008]. Notamos que, apds a regiao de transicao, o mesmo acontece para o conjunto de

curvas sinalizadas por (2) - estados coerentes com um féton adicionado. Algo ainda de
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Figura 4.11: Variagdo do grau de polarizagdo com |a|? + |3]? é analisada em dois casos:
(1) uma superposigao de dois estados coerentes bimodais com um féton adicionado e (2) uma

superposicao de dois estados coerentes bimodais.
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Fonte: proprio autor.

notavel importancia é o fato de que o acréscimo de um tunico féton no estado coerente faz

com que o grau de polarizacao quantico aumente consideravelmente, como pode ser visto

ao compararmos pares de curva da mesma cor. Por exemplo, se tomarmos as duas curvas

vermelhas, para |a|? + |3|> = 3, a superposigao sem adicao de fétons (curva vermelha (2))

apresenta um grau de polariza¢cao um pouco menor que 0, 4, enquanto a superposi¢ao com

um féton adicionado (curva vermelha (1)) apresenta um grau de polarizacao de quase 0, 6.

Na figurall.12] comparamos o grau de polarizagao quantico entre a superposicao de dois

estados coerentes de dois modos, dado por ({LG8), e trés casos particulares da superposigao

de dois estados coerentes de fotons adicionados bimodais, um dos quais é dado pela

equacao (£69) e os demais sao dados por:

Wu) =

fl (|Oé+17 _B+1> + | o ﬁ“,a“» ’

th1a) = N3, (|a™, =872) + [ = 872, a™™)).

(4.70)

(4.71)

Analisando a figura 412l percebemos que o grau de polarizagdo aumenta com o au-
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Figura 4.12: Grau de polarizacio quantico em funcao de |a|? + |3]? para superposicoes com

diferentes ntmeros de fétons adicionados.
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mento de |a|> + |B]?, como é esperado. Vale lembrar que tal comportamento é visto

para estados coerentes de fétons adicionados apds a regiao de transicao. O grau de po-

larizacao também aumenta com a adicao de fotons. O resultado encontrado para o caso

da superposicao de estados coerentes bimodais, ou seja, sem fétons adicionados, concorda

com o resultado encontrado na literatura

[Silva_e Ramos

2008].

Quando «

=8 =0

para os estados (E69)-([TI), o grau de polarizagio nao comega em zero, como ocorre

para o estado (AG8]). Isso acontece por conta dos fétons adicionados. O grau de pola-

rizacao quantico para superposicao de dois estados coerentes de fétons adicionados onde

a = [ = 0 sao consistentes com os resultados encontrados em

ILuis

200

.

4.4 Emaranhamento de Superposicao de Dois Estados Coerentes de Fotons Adicionados

Utilizando a equagao ([B.5]]) para o estado

[4%) = Ny, (Ja™7, 67) + 879, a77))

(4.72)
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onde a constante de normalizacao é dada por (LG0), encontramos a seguinte expressao

para a concorréncia |[Kuang e Zhou 2003]:

1 — [(aP|5H) 2

C = . 4.73
T Ref (a5} .
Para os casos particulares listados em (EG8)-(.71)), usando (.73]), obtemos:
1 — e—(a*B+aB*+|al*+|B?)
Coo = { e Frap P +AP) (4.74)
2 2 _—(a*B+aB*+|al? 2
Co1 = |6| | | o - 2 2y (475)
|6|2 +14 |a|26 (a*B+apf*+|a|?+]B]?)
Atlal®) g * — %) (o B+aB*+|al> 4|2
C,, — OIPPT (1-aB)(A — af)e™ o (4.76)
B (0 o B)(1 = ) )
(1+|of?) * * a* B+af* +|al? 2
0., T ~ 1BPlaf(a"8 —2)(af — ) el D )
a2 * * : )
% +1812lal?(a*f — 2)(af* — 2)ele"ftad HalP+AP)

A figura mostra a concorréncia para uma superposicao de dois estados coerentes
bimodais, ([A.6]), e uma superposigao de dois estados coerentes bimodais com um féton
adicionado, (L69). Em ambos os casos, quanto maior for a distancia entre os estados
coerentes (1/4, 1/2 e 1), maior serd o grau de emaranhamento. A adigdo de um tnico
foton aumenta consideravelmente o grau de emaranhamento, como podemos perceber ao
comparar pares de curvas de mesma cor.

Para avaliar melhor o impacto da adicao de fétons, analisamos na figura .14] a con-
corréncia em fungao de |a|? + |3]?, para os quatro estados em ([LG9)-ETT). Para tracar
esse grafico, utilizamos as expressoes ([LT4)-([A 7). Os estados |1gg) € [111), que apresen-
tam o mesmo numero de fétons adicionados, tem uma concorréncia inicial igual a zero
e aumenta com |a|? + |S|?. Isso acontece porque, inicialmente, quando o = 3 = 0, os
estados se reduzem, respectivamente, a (|0,0) +(0,0)) e (|1,1) + |1,1)), que s@o estados
nao emaranhados. Considerando agora os estados onde os nimeros de fétons adiciona-

dos sao diferentes, ou seja, [119) € |th12), 0 emaranhamento comega com o valor méximo,
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Figura 4.13: Variagdao da concorréncia com |a|? + |3|> é analisada em dois casos: (1) uma
superposi¢ao de dois estados coerentes bimodais com um féton adicionado e (2) uma superposicao
de dois estados coerentes bimodais.
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depois decresce e em seguida, aumenta novamente. Neste caso, quando @ = 3 = 0, os es-
tados se reduzem a (|0,1) 4+ [1,0)) e (|1,2) 4 |2,1)), respectivamente, os quais sdo estados

emaranhados.

Neste capitulo fizemos uma andlise detalhada sobre a funcao de Wigner para a su-
perposicao de dois estados coerentes com um e dois fotons adicionados. Estudamos a
polarizacao quantica dos estados coerentes de fétons adicionados bimodais e analisamos

o emaranhamento quantico e a polarizacao quantica da superposigao desses estados.
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Figura 4.14: Quantidade de emaranhamento, dado pela concorréncia C, em funcao de |a|?+|3|?
para superposicoes com diferentes niimeros de fétons adicionados.
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5. CONCLUSAO

Neste trabalho encontramos uma equacao geral para a funcao de Wigner de super-
posicoes de dois estados coerentes com um e dois fétons adicionados. Comparamos a
funcao de Wigner para as superposicoes de estados coerentes e de estados coerentes com
um e dois fétons adicionados, onde constatamos que o estado com maior ntimero de fétons
adicionados apresenta a maior quantidade de picos, devido ao aumento da interferéncia
quantica.

Analisamos a func¢ao de Wigner para a superposicao de dois estados coerentes com
um féton adicionado variando o valor de ¢ e percebemos que quando ¢ = 0 a funcao de
Wigner é oposta ao caso em que ¢ = 7, como era esperado. Estudamos ainda a funcao de
Wigner para diferentes valores da amplitude (o = 2, 1,0), constatando que quanto menor
a amplitude, menor o nimero de franjas. Percebemos que quando o = 0, as funcoes de
Wigner para superposicoes de dois estados coerentes com um e dois fétons adicionados
tornam-se as fungoes de Wigner, encontradas na literatura, para os estados ntimero de
um e dois fétons, respectivamente.

Em seguida encontramos uma equacao geral para o calculo dos valores médios dos
parametros de Stokes para estados coerentes de fotons adicionados. Aplicamos a equacao
encontrada para casos particulares e calculamos a variancia para o estado [1y;). Obtemos
uma férmula detalhada para os valores médios dos parametros de Stokes para superposicao
de dois estados coerentes de fétons adicionados. Usando uma forma geral para a fungao
() para esse tipo de superposi¢ao, conseguimos estudar o comportamento do grau de
polarizagao quantico. O resultado mostrou que o aumento de |«|? + |3]* aumenta o grau
de polarizacao quantico e que a adicao de um unico féton no estado coerente aumenta
significativamente o grau de polarizagao. Mostramos ainda, que quando o = § = 0, o

grau de polarizacao nao é nulo, devido a contribuicao dos fétons adicionados.
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Por fim, utilizamos a concorréncia para medirmos o grau de emaranhamento da su-
perposicao de dois estados coerentes de fétons adicionados. Os resultados mostraram que
quando o numero de fétons adicionados no estado sao iguais, a concorréncia comecga em
zero e aumenta com |a|? + |3]? e que para estados onde os nimeros de fétons adicionados
sao diferentes, a quantidade de emaranhamento comeca com seu valor méaximo, depois

decresce um pouco e comeca a aumentar novamente.



60

REFERENCIAS

[Agarwal e Tara 1991]. G. S. AGARWAL E K. TARA. Nonclassical properties of states

generated by the excitations on a coherent state. Phys. Rev. A, 43, 492-497 (1991)
[Bell 1964]. J. S. BELL. On the Einstein-Podolsky-Rosen paradox. Physics, 1, 195 (1964)

[Benett et al. 1993]. C. H. BENETT, G. BRASSARD, C. CREPEAU, R. JozsA, A. PERES
E W. K. WOOTTERS. Teleporting an unknown quantum state via dual classical and

Einstein-Podolsky-Rosen channels. Phys. Rev. Lett., 70, 1895-1899 (1993)

[Bennett e Wiesner 1992]. C. H. BENNETT E S. J. WIESNER. Communication via one-
and two-particle operators on Einstein-Podolsky-Rosen states. Phys. Rev. Lett., 69,
2881-2884 (1992)

[Bennett et al. 1996]. C. H. BENNETT, D. P. DIVINCENZO, J. A. SMOLIN E W. K.
WOOTTERS. Mixed-state entanglement and quantum error correction. Phys. Rev. A,

54, 3824-3851 (1996)

[Bouwmeester et al. 1997]. D. BOUWMEESTER, J. PAN, K. MarTLE, M. EIBL, H.
WEINFURTER E A. ZEILINGER. Experimental quantum teleportation. Nature, 390,

575-579 (1997)

[Bouwmeester et al. 2000]. D. BOUWMEESTER, A. K. EKERT E A. ZEILINGER. The

Physics of Quantum Information. Springer (2000)
[Brown 1974]. R. H. BROWN. The Intensity Interferometer. Taylor and Francis (1974)

Bulnes 2005|. J. J. D. BULNES. Emaranhamento e Separabilidade de Estados em Com-
P
putacao Quantica por Ressonancia Magnética Linear. Tese de Doutorado, Centro Bra-

sileiro de Pesquisas Fisicas, Rio de Janeiro, RJ (2005)



61
[Cerf e Grangier 2007]. N. J. CERF E P. GRANGIER. From quantum cloning to quantum

key distribution with continuous variables: a review. J. Opt. Soc. Am. B, 24, 324 (2007)

[Cochrane et al. 1999]. P. T. COCHRANE, G. J. MILBURN E W. J. MUNRO. Macrosco-
pically distinct quantum-superposition states as a bosonic code for amplitude damping.

Phys. Rev. A, 59, 2631-2634 (1999)

[Dakna et al. 1996]. M. DAKNA, T. ANHUT, T. OPATRNY, L. KNOLL E D. G. WELSCH.
Generating Schrodinger-cat-like states by means of conditional measurements on a beam

splitter. pra, 55, 54 (1996)

[Dakna et al. 1998]. M. DAKNA, L. KNOLL E D. G. WELSCH. Photon added states
preparation via conditional measurement on a beam splitter. Opt. Commun., 145,

309-321 (1998)

[Dodonov e Man’ko 2003]. V. V. DoponNov E V. I. MAN’KO. Theory of Nonclassicaal

States of Light. CRC Press (2003)

[Dodonov e Marchiolli 1998]. V. V. DopoNov E M. A. MARCHIOLLI. Dynamical

squeezing of photon-added coherent states. Phys. Rev. A, 58, 4087-4094 (1998)

[Dodonov et al. 1974]. V. V. DopoNov, I. A. MALKIN E V. I. MAN’KO. Even and

odd coherent states and excitations of a singular oscillator. Physica, 72, 597 (1974)

[Einstein et al. 1935]. A. EINSTEIN, B. PopOLSKY E N. ROSEN. Can quantum-

mechanical description of physical reality be considered complete? Phys. Rev., 47,

777780 (1935)

[Eisert 2001]. J. EISERT. Entanglement in Quantum Information Theory. Tese de Dou-

torado, University of Potsdam, Potsdam, Alemanha (2001)

[Ekert e Jozsa 1996]. A. EKERT E R. JozsA. Quantum computation and Shor’s factoring

algoritm. Rev. Mod. Phys., 68, 733-753 (1996)

[Feynman 1982]. R. P. FEYNMAN. Simulating physics with computers.

Int. J. of Theor. Phys., 21, 467 (1982)



62
[Furusawa et al. 1998]. A. FUurRusawa, J. L. SORENSEN, S. L. BRAUNSTEIN, C. A.
FucHs, H. J. KiMBLE E E. S. PoLzIk. Unconditional quantum teleportation. Science,

282, 706-709 (1998)

[Gea-Banacloche 2002]. J. GEA-BANACLOCHE. Some implications of the quantum nature

of laser fields for quantum computation. Phys. Rev. A, 65, 022308 (2002)

[Gisin et al. 2002]. N. GisiN, G. RiBOrDY, W. TITTEL E H. ZBINDEN. Quantum

cryptography. Rev. Mod. Phys., 74, 145 (2002)

[Glancy et al. 2004]. S. C. GLANCY, H. M. VASCONCELOS E T. C. RALPH. Transmis-

sion of optical coherent-state qubits. Phys. Rev. A, 70, 22317 (2004)

[Gottesman 1997]. D. GOTTESMAN. Stabilizer Codes and Quantum Error Correction.

Tese de Doutorado, California Institute of Technology, Pasadena, EUA (1997)

[Guo e Zheng 1996]. GUANG-CAN GUO E SHI-BIAO ZHENG. Generation of Schrodinger

cat states via the Jaynes-Cummings model with large detuning. pla, 223, 332-336
(1996)

[Hecht 1987]. E. HECHT. Optics. Addison-Wesley (1987)

[Holland e Burnett 1993]. M. J. HOLLAND E K. BURNETT. Interferometric detection of

optical phase shifts at the Heisenberg limit. Phys. Rev. Lett., 71, 1355 (1993)

[Hong e Guang-Can 1999]. L. HoNG E G. GUANG-CAN. Nonclassical properties of

photon-added pair coherent states. Acta Phys. Sin., 8, 577 (1999)

[Jeong et al. 2001]. H. JEONG, M. S. Kim E J. LEE. Quantum information processing for

a coherent superposition state via a mixed entangled coherent channel. Phys. Rev. A,

64, 052308 (2001)

[Kalamidas et al. 2008]. D. KaLamipas, C. C. GERRY E A. BENMOUSSA. Proposal

for generation a two-photon added coherent states via down-conversion with a single

crystal. Phys. Lett. A, 372, 1937-1940 (2008)



63
[Klimov et al. 2005]. A. B. Krimov, L. L. SANCHEz-SoTOo, E. C. YusTtas, J.
SODERHOLM E G. BJORK. Distance-based degrees of polarization for a quantum field.

Phys. Rev. A, 72, 033813 (2005)

[Knill et al. 2001]. E. KNILL, R. LAFLAMME E G. J. MILBURN. A scheme for efficient

quantum computation with linear optics. Nature, 409, 46-52 (2001)

[Kuang e Zhou 2003]. L. M. KuaNG E L. ZHOU. Generation of atom-photon entangled

states in atomic Bose-Einstein condensate via electromagnetically induced transpa-

rency. Phys. Rev. A, 68, 043606 (2003)

[Kye et al. 2005]. W. KYE, C. Kim, M. S. KiM E Y. PARK. Quantum key distribution
with blind polarization bases. Phys. Rev. Lett., 95, 040501 (2005)

[Leibfried et al. 2005]. D. LEIBFRIED, E. KNILL, S. SEIDELIN, J. BRITTON, R. B.
BLAKESTAD, J. CHIAVERINI, D. B. HUME, W. M. ITanO, J. D. JosT, C. LANGER,
R. Ozeri, R. REICHLE E D. J. WINELAND. Creation of a six-atom ’Schrodinger cat’

state. Nature, 438, 639-642 (2005)

[Li et al. 2002]. G. L1, S. Wu E G. HUuANG. Generation of two-mode photon-added
SU(2) coherent states and its quantum nonlocality property. Phys. Lett. A, 303, 11-19
(2002)

[Luis 2002]. A. Luis. Degree of polarization in quantum optics. Phys. Rev. A, 66, 013806
(2002)

[Luis 2003]. A. Luis. Polarization correlations in quantum optics. Opt. Commun., 216,

165-172 (2003)

[Lvovsky et al. 2001]. A. I. Lvovsky, H. HaNseEN, T. AICHELE, O. BENSON, J.
MLYNEK E S. SCHILLER. Quantum state reconstruction of the single-photon Fock

state. Phys. Rev. Lett., 87, 050402 (2001)

[Mandel e Wolf 1995]. L. MANDEL E E. WOLF. Optical Coeherence and Quantum Optics.

Cambridge University Press (1995)



64
[Milonni 1994]. P. W. MILONNIL. The Quantum Vaccum: an introduction to quantum

eletrodynamics. Academic Press Limited (1994)

[Missori 2003]. R. J. MISSORI. Aspectos Qualitativos de Emaranhamento no Modelo
de Jaynes-Cummings com um Campo Fxterno Quantico. Dissertacao de Mestrado,

Universidade Estadual de Campinas, Campinas, SP (2003)

[Missori 2009]. R. J. MISSORI. Andlise e Geragao de Emaranhamento em Sistemas de
Varidveis Discretas e Continuas via Atomos. Tese de Doutorado, Universidade Estadual

de Campinas, Campinas, SP (2009)

[Moura 2010]. A. G. C. MOURA. Propriedades Espaciais e de Frequéncia e um Estudo
da Pureza e Fidelidade do FEstado Quantico Gerado na Conversao Paramétrica Des-

cendente em Criatais Uniaziais. Tese de Doutorado, Universidade Federal de Minas

Gerais, Belo Horizonte, MG (2010)

[Neergaard-Nielsen et al. 2006]. J. S. NEERGAARD-NIELSEN, B. MELHOLT-NIELSEN,
C. HErTicH, K. MOLMER E E. S. PoLzIK. Generation of a superposition of odd

photon photon number states for quantum information networks. Phys. Rev. Lett., 97,

083604 (2006)

[Nielsen e Chuang 2000]. M. A. NIELSEN E I. L. CHUANG. Quantum Computation and

Quantum Information. Cambridge University Press (2000)

[Nogues et al. 1999]. G. NOGUES, A. RAUSCHENBEUTEL, S. OSNAGHI, M. BRUNE,
J. M. RAIMOND E S. HAROCHE. Seeing a single photon without destroying it. Nature,

400, 239 (1999)

[Ourjoumtsev et al. 2007]. A. OurJouMTSEV, H. JEONG, R. TUALLE-BROURI E P.

GRANGIER. Generation of optical 'Schrodinger cats’ from photon number states. Na-

ture, 448, 784-786 (2007)

[Pellizzari 1997|. T. PELLIZZARI. Quantum networking with optical fibers. Phys. Rev.
Lett., 79, 52425245 (1997)



65
[Peres 1995]. A. PERES. Quantum Theory: Concepts and Methods. Springer (1995)

[Pfeifer 2003]. W. PFEIFER. The Lie Algebras SU(n): An Introduction. Birkhduser Basel
(2003)

[Pinheiro 2011]. P. V. P. PINHEIRO. Contribuicoes as Comunicagoes Quanticas: Dis-
tribuicao Quantica de Chaves de Sentido Unico no Dominio da Frequéencia e Estados

Coerentes Adicionados. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal do Ceard, For-

taleza, CE (2011)

[Ralph et al. 2003]. T. C. RaLpH, A. GILCHRIST, G. J. MILBURN, W. J. MUNRO E
S. GLANCY. Quantum computation with optical coherent states. Phys. Rev. A, 68,

042319 (2003)

[Shor 1994]. P. SHOR. Algorithms for Quantum Computation: Discrete Logarithms
and Factoring. 35th Annual Symposium on Foundations of Computer Science, IEEE

Computer Society Press (1994)

[Silva 2008]. J. B. R. SiLva. Sistemas Opticos para Comunicacao e Computagdo

Quanticas. Tese de Doutorado, Universidade Federal do Ceara, Fortaleza, CE (2008)

[Silva e Ramos 2008]. J. B. R. Siva E R. V. RAMOs. On the quantum polarization

and entanglement of superpositions of two two-mode coherent states. Opt. Commun.,

281, 6034-6039 (2008)

[Sivakumar 1999]. S. SIVAKUMAR. Photon-added coherent states as nonlinear coherent

states. J. Phys. A: Math. Gen., 32, 3441 (1999)

[Souza 2007]. L. A. SOUZA. Descoeréncia de Superposicoes Quanticas Complexas. Tese

de Doutorado, Universidade de Brasilia, Brasilia, DF (2007)

[Tittel et al. 2000]. W. TITTEL, J. BRENDEL, H. ZBINDEN E N. GISIN. Quantum
Cryptografy Using Entangled Photons in Energy- Time Bell States. Phys. Rev. Lett.,
84, 4737 (2000)



66
[Ulf 2005]. L. ULF. Measuring the Quantum States of Light. Cambridge University Press
(2005)

[Varcoe et al. 2000]. B. T. H. VARCOE, S. BRATTKE, M. WEINDINGER E H. WALTHER.

Preparing pure photon number states of the radiation field. Nature, 403, 743 (2000)

[Vidiella-Barranco e Borelli 2006]. A. VIDIELLA-BARRANCO E L. F. M. BORELLI. Conti-

nuous variable luantum key distribution using polarized coherent states. Int. J. Modern

Phys. B, 20, 12871296 (2006)

[Vilar 2007]. A. S. VILAR. Emaranhamento Multicolor entre Feizes Intensos de Luz. Tese

de Doutorado, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, SP (2007)

[Wang 2001]. X. WANG. Quantum teleportation of entangled coherent states. Phys.
Rev. A, 64, 022302 (2001)

[Wenger et al. 2004]. J. WENGER, R. TUALLE-BROURI E P. GRANGIER. Non-Gaussian

statistics from individual pulses of squeezed light. Phys. Rev. Lett., 92, 153601 (2004)

[Wigner 1932]. E. WIGNER. On the quantum correction for thermodynamic equilibrium.

Phys. Rev., 40, 749-759 (1932)

[Wootters 1998]. W. K. WOOTTERS. Entanglement of formation of an arbitrary state of

two qubits. Phys. Rev. Lett., 80, 2245-2248 (1998)

[Yin et al. 2007]. Z. YIN, Z. HAN, F. SUN E G. Guo. Decoy state quantum key

distribution with modified coherent state. Phys. Rev. A, 76, 014304 (2007)

[Zavatta et al. 2004]. A. ZAVATTA, S. VICIANI E M. BELLINI. Quantum-to-classical
transition with single-photon—added coherent states of light. Science, 306, 660662

(2004)

[Zavatta et al. 2005]. A. ZAVATTA, S. VICIANI E M. BELLINI. Single-photons excitation

of a coherent state: catching the elementary step of stimulated light emission. Phys.

Rev. A, 72, 023820 (2005)



67

[Zbinden et al. 2000]. H. ZBINDEN, N. GIsIN, B. HUTTNER, A. MULLER E W. TITTEL.

Practical Aspects of Quantum Cryptographic Key Distribution. J. Cryptology, 13, 207
(2000)

[Zou et al. 2004]. X. Zou, K. PAHLKE E W. MATHIS. Phase measurement and generation

of arbitrary superposition of Fock states. Phys. Lett. A, 323, 329-338 (2004)

[Zurek 1991]. W. H. ZUREK. Decoherence and the transition from quantum to classical.

Phys. Today, 36 (1991)



	1. INTRODUÇÃO
	2. ESTADOS QUÂNTICOS DO OSCILADOR HARMÔNICO
	Eletrodinâmica Quântica
	Oscilador Harmônico Quântico
	Estados de Fock
	Estados Coerentes
	Estados Coerentes de Fótons Adicionados
	Estados Gato de Schrödinger
	Estados de Quadratura


	3. FERRAMENTAS MATEMÁTICAS
	Função de Wigner
	Parâmetros de Stokes
	Função Q
	Emaranhamento
	Concorrência
	Fidelidade

	4. RESULTADOS E DISCUSSÕES
	Função de Wigner Para Superposição de Estados Coerentes de Fótons Adicionados
	Polarização Quântica de Estados Coerentes de Fótons Adicionados Bimodais
	Polarização Quântica de Superposição de Dois Estados Coerentes de Fótons Adi-cionados Bimodais
	Emaranhamento de Superposição de Dois Estados Coerentes de Fótons Adicionados

	5. CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS

