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RESUMO

Dado um grafo G = (V (G),E(G)), uma função f : V (G)→{0,1,2} é uma Função de Domina-

ção Romana (FDR) de G se todo vértice v ∈V (G) com f (v) = 0 é adjacente a pelo menos um

vértice u com f (u) = 2. O peso de f , denotado por ω( f ), é definido como: ω( f ) = ∑v∈V (G) f (v).

O número de dominação romana de G é o menor valor ω( f ) dentre todas as FDRs f de G e é

denotado por γR(G). Há uma variante da dominação romana em grafos, denominada dominação

romana independente. A função f é denominada função de dominação romana independente

(IFDR) se f é FDR e a união dos conjuntos de vértices de rótulo 1 e 2 induz um conjunto

independente em G. O número de dominação romana independente, denotado por iR(G), é o

menor peso de uma função de dominação romana independente de G. Diversos trabalhos na

literatura apresentam limitantes para γR(G) e iR(G) ou determinam o valor de γR(G) e iR(G) para

classes de grafos. A classe de grafos cúbicos é uma classe de interesse em Teoria dos Grafos

pois diversos problemas em grafos continuam NP-completos para esta classe. Uma subclasse de

grafos cúbicos relevante é a dos grafos snarks. Um snark é um grafo cúbico que não contém

aresta de corte e que não admite uma coloração própria de arestas com 3 cores. O parâmetro

γR(G) foi determinado para a família dos grafos snarks-flor, porém permanece não determinado

para outras famílias de snarks. Neste trabalho, apresentamos limitantes superior e inferior para

γR(G) e iR(G) dos Snarks de Loupekine, apresentamos um limitante superior para γR(G) e iR(G)

dos Snarks de Goldberg e determinamos o valor exato de γR(G) e iR(G) dos Snarks de Blanuša

generalizados.

Palavras-chave: Teoria dos Grafos. Ciência da Computação. Matemática Discreta.



ABSTRACT

Given a graph G = (V (G),E(G)), a function f : V (G) → {0,1,2} is a Roman Domination

Function (RDF) of G if every vertex v ∈V (G) with f (v) = 0 is adjacent to at least one vertex

u with f (u) = 2. The weight of f , denoted by ω( f ), is defined as: ω( f ) = ∑v∈V (G) f (v). The

Roman domination number of G is the smallest value ω( f ) among all the RDFs f of G and is

denoted by γR(G). There exists a variant of Roman domination in graphs, called independent

Roman domination. A function f is called independent Roman domination function(IRDF) if f

is an RDF and the union of the sets of vertices with labels 1 and 2 induces an independent set in

G. Several results in the literature present limits for γR(G) or determine the value of γR(G) for

some classes of graph. The class of cubic graphs is a class of interest in Graph Theory because

many problems in graphs remain NP-complete for this class. A relevant subclass of cubic graphs

are snarks graphs. A snark is a cubic graph that does not contain a cut edge and does not have

a proper edge coloring with 3 colors. The parameter γR(G) was determined for the family of

snarks flower graphs, but it remains not determined for other families of snarks. In this text, we

present upper and lower bounds for γR(G) and iR(G) of Loupekine Snarks, we present an upper

bound for γR(G) and iR(G) of Goldberg Snarks and we determine the exact value of γR(G) and

iR(G) of generalized Blanuša snarks.

Keywords: Graph Theory. Computer Science. Discrete Mathematics
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1 INTRODUÇÃO

A Dominação em grafos é uma área de estudo da teoria dos grafos que tem recebido

bastante notoriedade nas últimas décadas e que possui grande aplicabilidade em problemas

práticos, como: controlabilidade de rede (COWAN et al., 2012), roteamento de dados eficiente

(STOJMENOVIC et al., 2002) e redes de interação proteína-proteína (PPI) (MILENKOVIĆ et

al., 2011).

A origem da dominação em grafos remonta a um problema de xadrez proposto em

1862 por Carl Jaenisch (JAENISCH, 1862). Dado um tabuleiro de xadrez de dimensões 8×8,

Jaenisch questionou qual o menor número de damas que devem ser colocadas nesse tabuleiro

de xadrez de maneira que todas as suas casas sejam alcançadas ou ocupadas por uma dama.

De acordo com as regras do xadrez, a dama pode avançar horizontalmente, verticalmente e

diagonalmente, desde que não tenha nenhuma peça em sua trajetória. A fim de modelar esse

problema como um problema de teoria dos grafos, um tabuleiro de dimensões n×n é visto como

um grafo Qn (Queen’s graph) com n2 vértices no qual cada vértice corresponde a uma casa do

tabuleiro e dois vértices u e v são adjacentes se a partir da casa correspondente a u no tabuleiro

é possível alcançar a casa correspondente a v com apenas um movimento da dama. Dado um

grafo Qn, deseja-se determinar um subconjunto S ⊆V (Qn), de menor cardinalidade, tal que todo

vértice de Qn seja adjacente a um vértice de S ou esteja em S. Jaenisch solucionou o problema

mostrando que 5 é o número mínimo de damas necessárias para cobrir todas as casas do tabuleiro

8×8. A Figura 1 ilustra uma disposição de 5 damas em um tabuleiro de xadrez.

8 0Z0ZQZ0Z
7 Z0Z0ZQZ0
6 0Z0Z0ZQZ
5 Z0Z0Z0ZQ
4 0Z0Z0Z0Z
3 Z0Z0Z0Z0
2 0L0Z0Z0Z
1 Z0Z0Z0Z0

a b c d e f g h

Figura 1 – Tabuleiro de xadrez com uma solução ótima para o problema de Jaenisch.
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O estudo formal da dominação em grafos se deu a partir de 1962 com Berge (BERGE,

1962) e Ore (ORE, 1962), sendo posteriormente impulsionado por contribuições de Cockayne

e Hedetniemi (COCKAYNE; HEDETNIEMI, 1977). A dominação em grafos é definida for-

malmente da seguinte maneira: dado um grafo G = (V (G),E(G)), um subconjunto de vértices

S ⊆ V (G) é chamado conjunto dominante se todo vértice v ∈ V (G) é um elemento de S ou é

adjacente a um elemento de S. Todo grafo G possui um conjunto dominante trivial: o próprio

conjunto V (G). Um conjunto dominante S de G é dito minimal se nenhum subconjunto próprio

de S é um conjunto dominante de G. A Figura 2a ilustra um conjunto dominante minimal S para

um grafo G, onde S = {a,e,g}. Um conjunto dominante S de G é dito mínimo se ele possui a

menor cardinalidade possível. A Figura 2b ilustra um conjunto dominante mínimo S para um

grafo G, onde S = {b,g}. Note que todo conjunto dominante mínimo também é minimal, mas

o contrário não é verdade. O número de dominação de um grafo G, denotado por γ(G), é a

cardinalidade de um menor conjunto dominante de G.

a

b c d

e f g

(a) Conjunto dominante minimal S = {a,e,g}.

a

b c d

e f g

(b) Conjunto dominante mínimo S = {b,g}.
Figura 2 – Exemplos de conjuntos dominantes de um grafo G.

Encontrar um conjunto dominante mínimo para um grafo G arbitrário é um problema

NP-Completo (GAREY; JOHNSON, 1979). O problema continua NP-Completo mesmo quando

restrito a classes de grafos, como exemplo: grafos planares com grau máximo 3 (GAREY; JOHN-

SON, 1979), grafos planares 4-regulares (GAREY; JOHNSON, 1979), grafos split (BERTOSSI,

1984) e grafos bipartidos (BERTOSSI, 1984). Porém, existem algumas classes de grafos para

as quais γ(G) é conhecido, são exemplos: grafos de Petersen generalizados (EBRAHIMI et al.,

2009) e grids (GONÇALVES et al., 2011).

Com o passar do tempo, diversos autores propuseram o estudo de conjuntos do-

minantes com propriedades adicionais. Cockayne e Hedetniemi introduziram, em 1974, uma

variante da dominação em grafos, denominada dominação independente (COCKAYNE; HE-

DETNIEMI, 1974), definida a seguir. Seja G = (V (G),E(G)) um grafo. Um subconjunto de
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vértices S ⊆V (G) é chamado conjunto dominante independente se ele é um conjunto dominante

e um conjunto independente de G. Um conjunto de vértices S ⊆V (G) é dito independente se

quaisquer dois vértices de S são não adjacentes. Todo conjunto independente maximal também é

um conjunto dominante e este resultado é provado no Teorema 2. A Figura 3a ilustra um conjunto

independente de G que também é dominante. A Figura 3b ilustra um conjunto independente,

mas note que ele não é dominante, visto que os vértices {a,h} não são dominados.

a
b c

d

e f g h

(a) Conjunto independente S = {c,d, f ,h}.

a
b c

d

e f g h

(b) Conjunto independente S = {b,c,d,e}.
Figura 3 – Exemplos de conjunto independente.

Cockayne et al., em 2004, propuseram uma outra variante da dominação em grafos,

denominada dominação romana (COCKAYNE et al., 2004). O estudo da dominação romana

foi motivado por um problema de estratégia militar do império romano, no século IV d.C, e

que foi apresentado em 1999 por Stewart em um artigo intitulado “Defend the Roman Empire!”

(STEWART, 1999). Stewart descreve uma situação enfrentada pelo imperador romano Cons-

tantino. No século III d.C, o império romano dominava grande parte do continente europeu e

contava com 50 legiões de soldados para realizar a segurança das 8 regiões que compunham seu

território, sendo elas: Roma, Britânia, Gália, Ibéria, Constantinopla, Norte da África, Egito e

Ásia menor. Porém, devido o processo de decadência que a sociedade romana estava vivendo

desde o século II d.C, o número de legiões de soldados disponíveis foi reduzido a 25 legiões no

século IV d.C. A fim de garantir a segurança das regiões de seu território, Constantino precisava

encontrar uma maneira de posicionar suas tropas entre as regiões do império. Ele então dividiu

as 25 legiões de soldados disponíveis em 4 grupos e formulou duas regras a serem seguidas pelas

tropas, a saber: (1) uma região sem soldados pode ser protegida se um grupo de soldados de uma

região vizinha puder ser deslocado para ela; e (2) pelo menos dois grupos de soldados devem

ocupar uma região antes que um desses grupos seja enviado para uma região vizinha. A escolha

de Constantino está ilustrada na Figura 4. Ele alocou 2 grupos em Roma, 1 grupo na Britânia e 1

na Ásia menor.

A dominação romana é definida da seguinte forma: dado um grafo G, a função
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Figura 4 – Mapa Império Romano sec. IV d.C.

f : V (G)→ {0,1,2} é chamada Função de Dominação Romana (FDR) de G se todo vértice

v ∈ V (G) com f (v) = 0 é adjacente a pelo menos um vértice u com f (u) = 2. O peso de f ,

denotado por ω( f ), é definido como: ω( f ) = ∑v∈V (G) f (v). A Figura 5, ilustra uma FDR para

um grafo G. Para i ∈ {0,1,2}, defina Vi = {v ∈ V (G) | f (v) = i}. Como a tripla ordenada

(V0,V1,V2) forma uma partição de V (G), também escrevemos f = (V0,V1,V2) como uma Função

de Dominação Romana (FDR) de G. Note também que ω( f ) = |V1|+2|V2|.

0 2 1

1

1 0 0
Figura 5 – Exemplo de FDR f de um grafo G, com ω(G) = 5.

O número de dominação romana de G, denotado por γR(G), é o menor valor ω( f )

dentre todas as funções de dominação romana f de um grafo G. Uma FDR de um grafo G que

tenha o menor peso possível é chamada de função de dominação romana ótima. A Figura 6

ilustra uma FDR ótima para um grafo G.

O Problema de Dominação Romana consiste em encontrar uma função de dominação

romana f de peso mínimo para um grafo G. Como provado por Dreyer em 2000, determinar

se um grafo G possui γR(G) ≤ k para um inteiro positivo k ≤ |V (G)| é um problema NP-

Completo (DREYER, 2000). Por conta da complexidade desse problema, existem algumas

alternativas para abordá-lo. Um exemplo de abordagem consiste em investigar limitantes
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0 0 0

1

0 2 0
Figura 6 – Exemplo de FDR f ótima de um grafo G, com ω( f ) = γR(G) = 3.

inferiores e superiores para o parâmetro γR(G) para grafos em geral em função de outros

parâmetros de grafos, tais como: grau máximo, grau mínimo, diâmetro e cintura do grafo

(MOBARAKY; SHEIKHOLESLAMI, 2008), (CHAMBERS et al., 2009), (LIU; CHANG,

2012). Outra abordagem utilizada é determinar o valor exato γR(G) para classes de grafos,

como: ciclos e caminhos (COCKAYNE et al., 2004); grafos multipartidos completos Km1,...,mn

(COCKAYNE et al., 2004); grades G2,n (COCKAYNE et al., 2004); produto cartesiano de grafos

na forma: Pk□Pn, Pk□Cn, Ck□Cn e Ck□Pn (PAVLIČ; ŽEROVNIK, 2012).

Por fim, Cockayne et al. propuseram, em 2004, uma variante da dominação romana

em grafos, denominada dominação romana independente. Seja G um grafo e f = (V0,V1,V2)

uma função de dominação romana de G. A função f é denominada função de dominação romana

independente (IFDR) se V1 ∪V2 é um conjunto independente.

O número de dominação romana independente, denotado por iR(G), é o menor peso

de uma função de dominação romana independente de G. Como toda IFDR é também uma

FDR, então naturalmente γR(G)≤ iR(G). A Figura 7 ilustra uma IFDR para um grafo G, com

iR(G) = 4.

1 0 0

1

0 2 0
Figura 7 – Exemplo de uma IFDR de um grafo G.

Uma classe de grafos bastante investigada em teoria dos grafos é a classe dos grafos

cúbicos (FAKHARAN et al., 2021), (ZIEMANN; ŻYLIńSKI, 2020), (DUFFY, 2020), (LIANG

et al., 2021). Muitos problemas em grafos continuam NP-Completos para grafos cúbicos, como

por exemplo: decidir se um grafo cúbico possui um ciclo hamiltoniano (PICOULEAU, 1994),

reconhecer grafos cúbicos (1,2)-subcoloráveis (LE et al., 2002), decidir para um dado grafo

cúbico, se o número cromático sigma é igual a 2 (DEHGHAN et al., 2014). Uma família de
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grafos cúbicos também muito estudada na literatura é a família dos snarks (PETERSEN, 1898),

(ISAACS, 1975), (WATKINS, 1983), (ISAACS, 1976). A origem dos snarks está relacionada à

famosa Conjetura das Quatro Cores, provada por Appel e Haken em 1977 (APPEL et al., 1977).

O primeiro snark, ilustrado na Figura 8, foi descoberto em 1898 (PETERSEN, 1898) e, até 1975,

poucos snarks eram conhecidos, até que Isaacs descobriu as primeiras famílias infinitas de snarks

(ISAACS, 1975).

Figura 8 – Grafo de Petersen.

Até meados de 2020, não encontrava-se na literatura registros de estudos do número

de dominação para famílias de snarks. Somente em 2020, o número de dominação γ(G) e o

número de dominação independente i(G) foram determinados para algumas famílias de snarks

(PEREIRA, 2020). No entanto, o parâmetro γR(G) permanece não determinado para diversas

famílias de snarks, tendo sido determinado apenas para os snarks-flor (MAKSIMOVIC et al.,

2018). Dessa maneira, as famílias de grafos snarks se mostram como uma escolha interessante

para a realização de estudos sobre parâmetros de dominação, em especial a dominação romana e

a dominação romana independente.

Neste trabalho, apresentamos limitantes superior e inferior para γR(G) e iR(G) dos

Snarks de Loupekine, apresentamos um limitante superior para γR(G) e iR(G) dos Snarks de

Goldberg e determinamos o valor exato de γR(G) e iR(G) dos Snarks de Blanuša generalizados.

O restante deste trabalho está organizado da seguinte maneira: no Capítulo 2 são

apresentados conceitos e resultados clássicos essenciais para o desenvolvimento deste trabalho

e uma breve história sobre os snarks. No Capítulo 3 são apresentados os resultados obtidos

por este trabalho. Por fim, no Capítulo 4 são apresentadas considerações finais e propostas de

trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo, são apresentados os principais conceitos utilizados neste trabalho.

No Capítulo 2.1 são apresentados os conceitos básicos e a notação utilizada ao longo do texto.

Para conceitos e detalhes não cobertos, indicamos (BONDY et al., 1976). Nos Capítulos 2.2, 2.3,

2.4 e 2.5 são apresentados os parâmetros de dominação estudados, suas propriedades e alguns

limitantes superiores e inferiores conhecidos. Por fim, no Capítulo 2.6 é apresentado um breve

histórico dos grafos snark e o problema que motivou seu estudo.

2.1 Definições e conceitos básicos

Um grafo G é uma tripla ordenada (V (G),E(G),ψG) que consiste em um conjunto

não vazio V (G) de vértices, um conjunto E(G) de arestas, sendo ele disjunto de V (G), e uma

função de incidência ψG que associa cada aresta de G a um par não-ordenado de vértices de G

(não necessariamente distintos). A Figura 9 ilustra o grafo G formado pelo conjunto de vértices

V (G) = {a,b,c,d,e, f ,g,h}, pelo conjunto de arestas E(G) = {e1,e2,e3,e4,e5,e6,e7,e8,e9,e10}

e pela função de incidência ψG definida da seguinte maneira: ψG(e1) = {e, f}, ψG(e2) =

{e, f}, ψG(e3) = {a, f}, ψG(e4) = {b, f}, ψG(e5) = { f ,g}, ψG(e6) = {c,g}, ψG(e7) = {g,d},

ψG(e8) = {g,h}, ψG(e9) = {g,h} e ψG(e10) = {a,a}. Definimos a ordem de G, denotado por n,

como |V (G)|. Definimos o tamanho de G, denotado por m, como |E(G)|.

e1

e2

e3 e4

e5

e6 e7

e8

e9

e10

a
b c

d

e f g h
Figura 9 – Exemplo de um grafo G.

Sejam e ∈ E(G) e a,b ∈V (G). Se ψG(e) = {a,b} com a = b, a aresta e é denomi-

nada laço. Dizemos que duas arestas e e f são múltiplas se ψG(e) = ψG( f ). Um grafo que

não possui laços nem arestas múltiplas é denominado grafo simples. Um grafo simples G é,

equivalentemente, definido como um par ordenado (V (G),E(G)), podendo ser dispensada a

função de incidência uma vez que cada aresta pode ser unicamente determinada pelos seus

extremos. A partir deste ponto, todos os grafos referidos são simples.

Sejam G um grafo e a,b ∈V (G) tais que e = ab ∈ E(G). Dizemos que os vértices
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a e b são conectados pela aresta e e que a e b são extremos da aresta e. Dizemos também que

a aresta e incide nos vértices a e b ou vice-versa. Dois vértices distintos que incidem em uma

mesma aresta são chamados vizinhos ou adjacentes. Similarmente, duas arestas que incidem

em um mesmo vértice são chamadas adjacentes. A vizinhança aberta de v ∈V (G), denotada

por NG(v), é o conjunto de todos os vértices que são adjacentes a v. A vizinhança fechada de

v ∈V (G) é definida por NG[v] = NG(v)∪{v}. Um grafo G é dito completo quando quaisquer

dois vértices u,v ∈V (G) são adjacentes. Um grafo completo com n vértices, n ≥ 1, é denotado

por Kn.

O grau de um vértice v ∈V (G) é o número de arestas que incidem em v e é denotado

por dG(v). Um vértice de grau 0 é um vértice isolado. Definimos o grau máximo de G como

∆(G) = max{dG(v) : v ∈V (G)} e definimos o grau mínimo de G como δ (G) = min{dG(v) : v ∈

V (G)}. Um grafo G é dito k-regular quando todos os vértices de G possuem grau k. Um grafo G

é denominado cúbico se todos os vértices de G possuem grau 3. Na Figura 9, temos: dG(a) = 3,

∆(G) = 5 e δ (G) = 1. Na Figura 10 é ilustrado um grafo cúbico.

Sejam G e H dois grafos. Dizemos que H é um subgrafo de G, denotado por H ⊆ G,

se V (H) ⊆ V (G), E(H) ⊆ E(G). Dado X ⊆ V (G), denota-se por G[X ] o subgrafo de G com

V (G[X ]) = X e E(G[X ]) formado por todas as arestas de G que possuem ambos os extremos em

X . Dizemos que G[X ] é subgrafo de G induzido por X . Dois subgrafos de um grafo G, G1 e G2,

são ditos disjuntos se eles não possuem vértices em comum.

Seja G um grafo. Um subconjunto de vértices S ⊆ V (G) é chamado de conjunto

independente se quaisquer dois vértices de S são não adjacentes. Um conjunto independente S

de G é máximo se, para todo conjunto independente S′ de G, tem-se que |S| ≥ |S′|. Um conjunto

independente S de G é maximal, se não existe conjunto independente S′ em G tal que S ⊂ S′.

O número de independência de um grafo G, denotado por α(G), é a cardinalidade do maior

conjunto independente de G. A Figura 10 ilustra um conjunto independente em um grafo G.

a b

c d

e f

gh
Figura 10 – Exemplo de conjunto independente S = {a,d, f ,h} de um grafo G.
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Um caminho é um grafo simples cujos vértices podem ser arranjados em uma sequên-

cia linear de modo que dois vértices são adjacentes se, e somente se, eles forem consecutivos

na sequência. Um caminho com n vértices é denotado por Pn. Dado um grafo G, dizemos

que G é conexo se, para quaisquer dois vértices a,b ∈V (G), existe um caminho entre eles em

G. Um grafo G é dito desconexo se existem dois vértices em G não ligados por um caminho.

Uma componente de um grafo G é um subgrafo conexo maximal de G. Definimos c(G) como

o número de componentes de um grafo. Uma aresta e ∈ E(G) é chamada aresta de corte se

c(G)< c(G− e), onde G− e é o grafo obtido a partir de G removendo a aresta e.

Seja G um grafo e C = {c1,c2, ...,ck} um conjunto de cores. Uma coloração própria

de arestas de G é uma atribuição de cores do conjunto C às arestas de G de modo que quaisquer

duas arestas adjacentes recebam cores diferentes. Uma coloração própria de vértices de um

grafo G é uma atribuição de cores do conjunto C aos vértices de G de modo que quaisquer dois

vértices adjacentes não tenham a mesma cor.

Um grafo é dito planar se pode ser desenhado em um plano de maneira que só

há interseção entre suas arestas nos seus extremos. Tal desenho de G no plano é denominado

grafo plano. Se G não possui tal representação, G é dito não planar. Dado um grafo plano

G, uma face de G é uma região maximal do plano na qual quaisquer dois pontos podem ser

ligados por uma curva que não intersecta elemento de G. Seja F(G) o conjunto das faces de um

grafo plano G. Dizemos que duas faces são adjacentes se existe uma aresta que limita ambas as

faces. Uma coloração própria de faces é uma atribuição de cores às faces de tal sorte que faces

adjacentes recebam cores distintas.

2.2 Dominação em grafos

No Capítulo 1, foi definido formalmente o conceito de dominação em grafos, o

problema que motivou seu estudo, assim como também o número de dominação, γ(G). A seguir,

é apresentado um limitante inferior e um limitante superior para γ(G).

Teorema 1. (BERGE, 1962). Seja G um grafo de ordem n ≥ 2. Então,⌈
n

1+∆(G)

⌉
≤ γ(G)≤ n−∆(G).

Demonstração. Primeiro, mostraremos que γ(G)≤ n−∆(G). Sabemos que V (G) é um conjunto

dominante de G. Defina S =V (G). Seja v ∈ S tal que dG(v) = ∆(G). Note que v domina todos

os seus vizinhos e a si mesmo. Logo, retirando todos os ∆(G) vizinhos de v do conjunto S,
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continuamos tendo um conjunto dominante de G, pois os vizinhos de v ainda são dominados

por v, que pertence ao conjunto S\NG(v). Pela escolha de v, temos que γ(G) ≤ |S\NG(v)| =

|S|−∆(G) = |V (G)|−∆(G) = n−∆(G). Logo, γ(G)≤ n−∆(G).

Agora, seja k = γ(G). Seja S = {v1,v2, . . . ,vk} um conjunto dominante mínimo de

G. Como vi domina 1+d(vi) vértices de G, para 1 ≤ i ≤ k, e como os vértices de S dominam

todos os n vértices de G, temos que ∑
k
i=1 (1+d(vi))≥ n. Contudo, 1+d(vi)≤ 1+∆(G) para

1 ≤ i ≤ k. Então, temos que n ≤ ∑
k
i=1 (1+d(vi)) ≤ k(1+∆(G)). Como k = γ(G), segue que

γ(G)≥ n/(1+∆(G)).

2.3 Dominação independente

Como visto na introdução, nem todo conjunto independente é dominante. Porém,

como provado por Berge em 1973, se o conjunto independente for maximal, então ele também é

dominante, como enunciado pelo resultado abaixo.

Teorema 2. (BERGE, 1973). Seja S um conjunto independente de um grafo G. Então, S é um

conjunto independente maximal de G se, e somente se, S é dominante.

Demonstração. (⇒) Seja S um conjunto independente maximal de G. Suponha, por absurdo,

que S não é um conjunto dominante de G. Então, existe um vértice w ∈ V (G)\S que não é

adjacente a nenhum vértice em S. Isso, contudo, implica que S∪{w} é um conjunto independente

de G. Contradição, visto que S é um conjunto independente maximal de G. Logo, S é um conjunto

dominante de G.

(⇐) Seja S é um conjunto dominante independente de G. Suponha, por absurdo,

que S não é um conjunto independente maximal de G. Então, existe um vértice u ∈V (G)\S tal

que S∪{u} é um conjunto independente de G. Isso, contudo, implica que u não é adjacente a

nenhum vértice de S, e então S não é conjunto dominante de G. Contradição, visto que S é um

conjunto dominante independente de G. Logo, S é um conjunto independente maximal.

A cardinalidade de um menor conjunto independente maximal de G é chamada

número de dominação independente de G e é denotada por i(G). Dado que todo conjunto

independente máximo é também maximal, temos que i(G)≤ α(G). Além disso, dado que todo

conjunto independente maximal é também dominante, temos que γ(G)≤ i(G).

Proposição 3. Para todo grafo G, temos que γ(G)≤ i(G)≤ α(G).
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Encontrar um conjunto dominante independente de menor cardinalidade para um

grafo G arbitrário é um problema NP-Completo (GAREY; JOHNSON, 1979) e continua NP-

Completo quando restrito a classes específicas de grafos, como exemplo: grafos cúbicos planares

(GAREY; JOHNSON, 1979) e (MANLOVE, 1999), grafos cúbicos bipartidos (LIU et al., 2015),

grafo bipartido cúbico planar (LOVEROV; ORLOVICH, 2020). Existem também classes de gra-

fos para os quais o número de dominação independente i(G) foi determinado e classes de grafos

para os quais foram determinados limitantes para o valor de i(G), são alguns exemplos: grafos

bipartidos (MA; CHEN, 2004), árvore (FAVARON, 1990), grafo planar (MACGILLIVRAY;

SEYFFARTH, 2004).

2.4 Dominação romana

No Capítulo 1, foi definido formalmente o conceito de dominação romana em grafos,

o problema que motivou seu estudo, assim como também o número de dominação romana,

denotado por γR(G). A seguir, são apresentadas propriedades da dominação romana e também

limitantes inferiores e superiores para γR(G).

Proposição 4. Se f = (V0,V1,V2) é uma FDR para um grafo G de ordem n ≥ 2, então V1 ∪V2 é

um conjunto dominante de G.

Demonstração. Suponha que V1 ∪V2 não é um conjunto dominante. Então, existe um vértice

v ∈ V (G) com f (v) = 0 que não é adjacente a nenhum vértice com rótulo 2, contradizendo o

fato de f ser uma FDR. Portanto, V1 ∪V2 é um conjunto dominante de G.

A seguir, são apresentadas algumas propriedades importantes de uma FDR ótima.

Teorema 5. (COCKAYNE et al., 2004). Seja f = (V0,V1,V2) uma FDR ótima para um grafo G

de ordem n ≥ 2. Então,

(i) G[V1] possui ∆(G[V1])≤ 1,

(ii) não existe uv em E(G) tal que u ∈V1 e v ∈V2,

(iii) todo vértice em V0 é adjacente a no máximo dois vértices em V1,

(iv) V2 é um conjunto dominante mínimo de G[V0 ∪V2].

Demonstração. Prova do item (i). Suponha que ∆(G[V1])> 1. Então, existe v ∈V1 tal que v é

adjacente a pelo menos dois vértices que também pertencem a V1. Seja f ′ uma FDR tal que (i)
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f ′(v) = 2, (ii) para todo u ∈ NG(v), f ′(u) = 0, e (iii) f ′(u) = f (u), para todo u ∈V (G)\(NG[v]).

Então, f ′ tem peso menor que γR(G), uma contradição.

Prova do item (ii). Suponha que exista uv ∈ E(G) com v ∈V1 e u ∈V2. Seja f ′ uma

FDR tal f ′(v) = 0, f ′(u) = 2 e f ′(w) = f (w), para todo w ∈ V (G)\{u,v}. Logo, f ′ tem peso

menor que γR(G), uma contradição.

Prova do item (iii). Suponha, por absurdo, que exista um vértice v ∈ V0 que é

adjacente a no mínimo três vértices u,w,x ∈V1. Seja f ′ uma FDR tal f ′(v) = 2, f ′(u) = f ′(w) =

f ′(x) = 0 e f ′(z) = f (z), para todo z ∈ V (G)\{u,v,x,w}. Logo, f ′ tem um peso menor que

γR(G), uma contradição.

Prova do item (iv). Pela definição de FDR, V2 é um conjunto dominante de G[V0 ∪

V2]. Resta mostrar que V2 é um conjunto dominante mínimo. Por contradição, seja S um conjunto

dominante em G[V0 ∪V2] tal que |S|< |V2|. Seja f ′ uma FDR tal que f ′(v) = 2 para cada vértice

v ∈ S, f ′(u) = 0 para cada vértice u ∈ (V0 ∪V2)\S e f ′(z) = f (z) para todo z ∈V (G)\(V0 ∪V2).

Assim, f ′ tem um peso menor que γR(G), uma contradição.

Como a dominação romana é uma variante da dominação em grafos, é natural que

exista uma relação entre esses dois conceitos. Os resultados apresentados a seguir mostram como

γ(G) e γR(G) estão relacionados.

Teorema 6. (COCKAYNE et al., 2004). Para todo grafo G, γ(G)≤ γR(G)≤ 2γ(G).

Demonstração. Seja f = (V0,V1,V2) uma função de dominação romana ótima de G. Como

V1 ∪V2 é um conjunto dominante de G, temos que γ(G) ≤ |V1 ∪V2| = |V1|+ |V2| ≤ |V1|+

2|V2| = ω( f ) = γR(G). Por outro lado, seja S um conjunto dominante mínimo de G. Então

f = (V (G)\S,∅,S) é uma função de dominação romana de G. Então, γR(G)≤ ω( f ) = 2|S|=

2γ(G).

Teorema 7. (YERO; RODRÍGUEZ-VELÁZQUEZ, 2013). Seja G um grafo. Para uma função de

dominação romana ótima f = (V0,V1,V2) de G, temos que:

(i) |V2| ≤ γR(G)− γ(G),

(ii) |V1| ≥ 2γ(G)− γR(G).

Demonstração. Prova do item (i). Como V1 ∪V2 é um conjunto dominante de G e V1 ∩V2 =∅,

nós temos que: γ(G)≤ |V1|+ |V2|= 2|V2|+ |V1|− |V2|= γR(G)−|V2|, e o resultado segue.



22

Prova do item (ii). Como V1 ∪V2 é um conjunto dominante de G e V1 ∩V2 = ∅,

nós temos que: γ(G)≤ |V1|+ |V2|. Multiplicando os dois lados da desigualdade por 2, temos:

2γ(G)≤ 2|V1|+2|V2|= 2|V2|+ |V1|+ |V1|= γR(G)+ |V1|, e o resultado segue.

A seguir, é apresentado um limitante inferior para γR(G) em função do seu número

de vértices e do seu grau máximo.

Teorema 8. (COCKAYNE et al., 2004). Se G é um grafo sem vértices isolados e de ordem n ≥ 2,

então γR(G)≥
⌈

2n
∆(G)+1

⌉
Demonstração. Seja f = (V0,V1,V2) uma FDR de G com peso γR(G). Como cada vértice v ∈V0

é adjacente a pelo menos um vértice em V2 e todo vértice em V2 é adjacente a no máximo ∆(G)

vértices em V0, temos que:

|V0| ≤ ∆(G)|V2|. (2.1)

Pela definição de FDR, γR(G) = |V1|+ 2|V2|. Multiplicando (∆(G) + 1) nos dois lados da

igualdade, temos:

(∆(G)+1)γR(G) = (∆(G)+1)|V1|+(∆(G)+1)2|V2|

≥ (∆(G)+1)|V1|+2|V2|+2|V0|. (por 2.1)

≥ 2|V1|+2|V2|+2|V0|

= 2n.

Temos então que (∆(G)+1)γR(G)≥ 2n. Dividindo os dois lados da desigualdade por (∆(G)+1),

tem-se γR(G)≥
⌈

2n
∆(G)+1

⌉
, e o resultado segue.

2.5 Dominação romana independente

No Capítulo 1, foi definido formalmente o conceito de dominação romana indepen-

dente em grafos, assim como o número de dominação romana independente iR(G). A seguir,

apresentamos resultados que relacionam γR(G) e iR(G).

Teorema 9. (ADABI et al., 2012). Seja f = (V0,V1,V2) uma FDR para um grafo G. Se V2 é

independente, então existe uma IFDR g para G tal que ω(g)≤ ω( f ).

Demonstração. Seja um grafo G, f = (V0,V1,V2) uma FDR de G e um conjunto de vértices

S = {v ∈V1 : dG[V1](v)≥ 1}. A seguir, provamos por indução forte na cardinalidade de S que, se

V2 é independente, então existe uma IFDR g para G tal que ω(g)≤ ω( f ).
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Caso base: |S|= 0. Como V2 é independente e S é um conjunto vazio, então temos

que V1 também é independente. Logo, f é uma IFDR de G. Portanto, defina a IFDR g tal que

g(x) = f (x), para todo x ∈V (G), onde ω( f ) = ω(g).

Hipótese de indução: Quando G possui uma FDR f = (V0,V1,V2) com V2 indepen-

dente e tal que |S| ≤ k−1, então existe uma IFDR g para G tal que ω(g)≤ ω( f ).

Passo indutivo: Seja G um grafo com uma FDR f = (V0,V1,V2) com V2 indepen-

dente e tal que |S|= k. Queremos provar que existe uma IFDR g para G tal que ω(g)≤ ω( f ).

Se V1 é independente, então f é a IFDR procurada e o resultado segue. Caso contrário, existe

um vértice x ∈ V1 com d(x)≥ 1 em G[V1], que torna V1 não independente. Considere o grafo

G′ = G\{x} e a FDR f ′, onde f ′(v) = f (v) para todo v ∈ V (G′) e note que ω( f ′) ≤ ω( f ). O

conjunto de vértices pertencentes a V2 continua independente em G′, visto que a retirada do

vértice x não provocou nenhuma modificação neste conjunto e note que agora |S| ≤ k−1. Pela

hipótese de indução, sabemos que existe uma IFDR g′ para G′ tal que ω(g′)≤ ω( f ′). Considere

que o vértice x foi reinserido no grafo G′ e foram adicionadas arestas entre ele e sua antiga vizi-

nhança. Considere uma IFDR g, onde g(w) = g′(w) para todo w ∈V (G′). Devemos considerar

três possíveis casos para o valor dos rótulos dos vértices do conjunto NG(x).

Caso 1. Se x é adjacente a pelo menos um vértice de rótulo 2 em g, então defina

g(x) = 0. Como o rótulo de x em g é uma unidade inferior ao valor do rótulo de x em f , temos

ω(g)< ω( f ).

Caso 2. Se x é adjacente somente a vértices de rótulo 0 em g, então g(x) = 1. Como

o rótulo de x em g é o mesmo valor do rótulo de x em f , temos ω(g) = ω( f ).

Caso 3. Se x é adjacente somente a vértices de rótulo 1 em g, então g(x) = 2 e

g(z) = 0 para todo vértice z ∈ NG(x). Caso |NG(x)| = 1, então ω(g) = ω( f ). Se |NG(x)| > 1,

então ω(g)< ω( f ).

Após a análise do três casos, temos que ω(g)≤ ω( f ). Quando G possui uma FDR

f = (V0,V1,V2) com V2 independente, então existe uma IFDR g para G tal que ω(g)≤ ω( f ).

Pelo Teorema 9 e pelo fato de que γR(G)≤ iR(G), obtemos o seguinte resultado.

Corolário 10. (ADABI et al., 2012). Dado um grafo G, iR(G) = γR(G) se, e somente se, houver

função de dominação romana ótima f = (V0,V1,V2) tal que V2 é independente.

Teorema 11. (ADABI et al., 2012). Se G é um grafo com ∆(G)≤ 3, então γR(G) = iR(G).
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Demonstração. Seja G um grafo com ∆(G) ≤ 3. Seja f = (V0,V1,V2) uma FDR ótima de G.

Suponha, por absurdo, que γR(G)< iR(G). Pelo Corolário 10, V2 não é um conjunto independente.

Suponha que G[V2] tem uma componente contendo um caminho P3, formado pelos vértices u1, u2

e u3. Seja f ′ uma FDR tal que f ′(u2) = 0, f ′(x) = 1, onde x ∈ NG(u2)\{u1,u3} e f ′(w) = f (w)

para todo w ∈V (G)\{u2,x}. Desta maneira, f ′ tem um peso menor que γR(G). Essa contradição

nos diz que qualquer componente de G[V2] é um P2. Sejam G1,G2, ...,Gr as componentes de

G[V2] com V (Gi) = {vi,ui} para 1 ≤ i ≤ r. Rotulamos os vértices ui com rótulo 0 e todos

os seus vizinhos, exceto vi, com rótulo 1. Formalmente, definimos uma nova FDR g tal que:

g = (V0 ∪{u1, ...,ur},V1 ∪ (∪r
i=1N(ui)\{vi}),V2\∪r

i=1 {ui}). A função g é uma FDR de G com

peso γR(G) na qual V2 é independente. Logo, pelo Corolário 10, temos que γR(G) = iR(G), uma

contradição.

2.6 Grafos snarks

Dizemos que um grafo G é um Snark se (i) é 3-regular, (ii) não contém aresta de corte,

e (iii) não admite uma coloração própria de arestas com 3 cores. O nome snark teve inspiração

no poema The hunting of the Snark, que retrata a busca de uma tripulação por criaturas místicas

nunca antes encontradas (CARROLL; HOLIDAY, 1898).

O primeiro snark foi descoberto em 1898 por J. Petersen (PETERSEN, 1898) e os

estudos realizados por diversos pesquisadores a fim de encontrar outros snarks foram motivados

por um problema bastante famoso na matemática, onde o empenho da comunidade científica

para resolver esse problema fomentou o desenvolvimento da teoria dos grafos. Proposto em

1852 por F. Guthrie, o Problema das Quatro Cores, ou Conjetura das Quatro cores, nos diz que

todo grafo planar possui uma coloração de faces com no máximo quatro cores, de modo que

quaisquer duas faces adjacentes possuam cores distintas (WILSON, 2013). A Figura 11, ilustra

uma coloração de faces de um grafo G.

1

23

2 3

Figura 11 – Exemplo de coloração de faces para um grafo G.
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Desde a sua concepção, em 1852, até a sua resolução, em 1977, realizada por K.

Appel e W. Haken (KENNETH; HAKEN, 1977), o Problema das Quatro Cores contou com

tentativas mal sucedidas de resolução, como em 1890 feita por A. B. Kempe, e tentativas que

mudaram a abordagem do problema introduzindo equivalências, como realizado por P. G. Tait

em 1880 (TAIT, 1880). P. G. Tait introduziu a seguinte equivalência: Todo grafo planar, 3-

regular e sem arestas de corte possui uma 4-coloração de faces se, e somente se, ele admite uma

3-coloração de arestas. A abordagem proposta por Tait foi importante porque ele introduziu

uma nova perspectiva de como tentar resolver o problema, isto é, ele transformou um problema

de coloração de faces em um problema de coloração de arestas. Como consequência dessa

mudança de abordagem, a busca de um possível contraexemplo para o Problema das Quatros

Cores passou, naquela época, a ser a busca por um snark planar. Pelo Teorema das Quatro Cores

e pela equivalência provada por Tait, conclui-se que não existem snarks planares.

Como dito anteriormente, o primeiro snark foi descoberto por J. Petersen, e por

muito tempo foi o único snark conhecido. Até que em 1946, D. Blanuša descobriu um novo snark

o qual ficou conhecido como o primeiro snark de Blanuša (BLANUŠA, 1946). Posteriormente,

um outro snark de Blanuša foi descoberto e esse ficou conhecido como o segundo snark de

Blanuša (ISAACS, 1975). No ano de 1975, R. Isaacs introduziu o primeiro método de construção

de snarks a partir de snarks conhecidos. Utilizando esse método, R. Isaacs encontrou duas

famílias infinitas de snarks: snarks-BDS e snarks-flor (ISAACS, 1975). Em 1976, por meio da

utilização de outro método de construção de snarks, R. Isaacs apresentou a família dos snarks

de Loupekine (ISAACS, 1976). Outros pesquisadores também contribuíram para o processo

de descobrimento de outras famílias de grafos snarks, como: M. K. Goldberg que, em 1981,

descreveu um método de construção de uma família de snarks que leva o seu próprio nome, os

snarks de Goldberg (GOLDBERG, 1981); J. Watkins que, em 1983, construiu duas famílias

de snarks, sendo elas generalizações dos snarks de Blanuša (WATKINS, 1983); e J. Hägglund

que, em 2016, definiu duas famílias infinitas de snarks: Semi blowup e Blowup (HÄGGLUND,

2016).
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3 RESULTADOS

Neste capítulo, são apresentados os resultados obtidos neste trabalho.

3.1 Snarks de Blanuša Generalizados

Em 1983, J. Watkins descobriu duas famílias infinitas de snarks denominados snarks

de Blanuša generalizados (WATKINS, 1983). Os snarks de Blanuša generalizados podem ser

construídos a partir de subgrafos fixos denominados blocos de construção. Esses blocos de

construção, ilustrados na Figura 12, são denominados B1, B2 e L j. Os vértices a, b, c e d que

pertencem a B1 e B2, e os vértices x j, y j, w j, z j pertencentes a L j, com j ≥ 1, são denominados

vértices de ligação.

a b

c d

(a) Bloco B1

a b

c d

(b) Bloco B2

x j y j

w j z j

(c) Bloco Li

Figura 12 – Blocos de construção B1,B2 e L j.

A primeira e a segunda família dos snarks de Blanuša generalizados são denotadas por

B1 = {B1
1,B

1
2,B

1
3, ...} e B2 = {B2

1,B
2
2,B

2
3, ...}, respectivamente. As Figuras 13a e 13b, ilustram o

primeiro e o segundo membro da família B1, respectivamente. O grafo B1
1 possui como conjunto

de vértices V (B1)∪V (L1) e como conjunto de arestas E(B1)∪E(L1)∪ {bw1,dx1,az1,cy1}.

O grafo B1
2 possui como conjunto de vértices V (B1)∪V (L1)∪V (L2) e como conjunto de

arestas E(B1)∪E(L1)∪E(L2)∪{bw1,dx1,az2,cy2,z1x2,y1w2}. As Figuras 14a e 14b, ilustram

o primeiro e o segundo membro da família B2. O grafo B2
1 possui como conjunto de vértices

V (B2)∪V (L1) e como conjunto de arestas E(B2)∪E(L1)∪{bw1,dx1,az1,cy1}. O grafo B2
2

possui como conjunto de vértices V (B2)∪V (L1)∪V (L2) e como conjunto de arestas E(B2)∪

E(L1)∪E(L2)∪{bw1,dx1,az2,cy2,z1x2,y1w2}.

Para a construção recursiva dos demais snarks de Blanuša generalizados, será utili-

zado um subgrafo Hi. O subgrafo Hi possui como conjunto de vértices V (Li−1)∪V (Li) e como

conjunto de arestas E(Li−1)∪E(Li)∪{yi−1wi,zi−1xi}. A Figura 15, ilustra o subgrafo Hi.

Seja k ∈ {1,2}. Para cada i, i ≥ 3, o grafo Bk
i é construído recursivamente a partir do
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a b

c d

x1 y1

w1 z1

(a) Primeiro snark de B1, denotado por B1
1.

a b

c d

x1 y1

w1 z1

x2 y2

w2 z2

(b) Segundo snark de B1, denotado por B1
2.

Figura 13 – Exemplos dos primeiros snarks da família B1.

a b

c d

x1 y1

w1 z1

(a) Primeiro snark de B2, denotado por B2
1.

a b

c d

x1 y1

w1 z1

x2 y2

w2 z2

(b) Segundo snark de B2, denotado por B2
2.

Figura 14 – Exemplos dos primeiros snarks da família B2.

Li−1 Li

xi−1 yi−1

wi−1 zi−1

xi yi

wi zi

Figura 15 – Subgrafo Hi.

snark Bk
i−2 e do subgrafo Hi da seguinte forma:

(i) V (Bk
i ) = V (Bk

i−2)∪V (Hi);

(ii) E(Bk
i ) = (E(Bk

i−2)\Eout
i−2)∪E in

i ∪E(Hi), tal que:

– Eout
i−2 = {azi−2,cyi−2} e

– E in
i = {azi,cyi,yi−2wi−1,zi−2xi−1}.

Como dito anteriormente, Pereira em 2020 determinou o número de dominação

γ(G) e o número de dominação independente i(G) para os snarks de Blanuša generalizados

(PEREIRA, 2020). Os Teoremas 12 e 13 apresentam os resultados obtidos pela autora.

Teorema 12. (PEREIRA, 2020) Seja B1
i um grafo da família B1. Então,

γ(B1
i ) =

2i+3 se i = 1 ou i é par;

2i+4 caso contrário.

Teorema 13. (PEREIRA, 2020) Seja B2
i um grafo da família B2. Então, γ(B2

i ) = 2i+3.
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O Teorema 14 a seguir, determina um limitante superior para o número de dominação

romana dos snarks de Blanuša generalizados.

Teorema 14. Se Bk
i é um snark de Blanuša generalizado, com k ∈ {1,2} e i ≥ 1, então γR(Bk

i )≤

4i+6.

Demonstração. A seguir, provamos por indução forte em i, que todo snark Bk
i , com k ∈ {1,2} e

i ≥ 1, possui uma FDR fi com peso 4i+6 tal que: fi(a) = 0, fi(c) = 2, fi(yi) = 0, fi(zi) = 2.

Caso base: Como caso base, temos dois valores de i a serem analisados, i = 1 e i = 2.

Dado i = 1, temos dois grafos: B1
1 e B2

1, que estão ilustrados nas Figuras 16a e 16b. Cada um

desses dois grafos está munido de uma FDR f , de peso 4∗1+6 = 10, onde f (a) = 0, f (c) = 2,

f (y1) = 0, f (z1) = 2. Dado i = 2, temos dois grafos: B1
2 e B2

2, que estão ilustrados nas Figuras

17a e 17b. Cada um desses dois grafos está munido de uma FDR f , de peso 4∗1+6 = 14, onde

f (a) = 0, f (c) = 2, f (y2) = 0, f (z2) = 2.

a
0 0 2

b
0

c
2

d
00 1

0 0

x1
2 0

y1
0

w1
1 0

z1
2

0 0

(a) Exemplo de FDR para o snark de B1
1, com peso igual a 10.

a
0 0

b
2

c
2 0

d
0

0 0

2

0

x1
2 0

y1
0

w1
0 0

z1
2

0 0

(b) Exemplo de FDR para o snark de B2
1, com peso igual a 10.

Figura 16 – Exemplos de FDRs para os snarks B1
1 e B2

1, que compõem o caso base da prova.

Hipótese de indução forte: Suponha que todo snark de Blanuša generalizado com

ℓ blocos L j, ℓ ≤ i− 1, possui uma FDR fℓ com peso 4 ∗ ∗ℓ+ 6 tal que: fℓ(a) = 0, fℓ(c) = 2,

fℓ(yi−1) = 0, fℓ(zi−1) = 2.
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a
0 0 2

b
0

c
2

d
20 0

0 0

x1
0 0

y1
2

w1
2 0

z1
0

0 0

x2
2 0

y2
0

w2
0 0

z2
2

0 0

(a) Exemplo de FDR para o snark de B1
2, com peso igual a 14.

a
0 0

b
0

c
2 0

d
2

0 0

2

0

x1
0 0

y1
2

w1
2 0

z1
0

0 0

x2
2 0

y2
0

w2
0 0

z2
2

0 0

(b) Exemplo de FDR para o snark de B2
2, com peso igual a 14.

Figura 17 – Exemplos de FDRs para os snarks B1
2 e B2

2, que compõem o caso base da prova.

Passo indutivo: Seja Bk
i , com k ∈ {1,2} e i ≥ 3. Pela construção recursiva dos

snarks de Blanuša generalizados, sabemos que Bk
i−2 e Hi são subgrafos de Bk

i , sendo Bk
i−2 e Hi

disjuntos. No processo de construção de Bk
i são utilizadas arestas de entrada. As arestas de

entrada pertencem ao conjunto {azi,cyi, zi−2xi−1, yi−2wi−1}. As arestas azi, cyi ligam o bloco

B1 ou B2 pertencentes a Bk
i−2 ao bloco Li que pertence a Hi. E as arestas zi−2xi−1, yi−2wi−1

ligam o bloco Li−2 pertencente a Bk
i−2 ao bloco Li−1 que pertence a Hi. Pela hipótese de indução,

Bk
i−2 tem uma FDR fi−2 com peso 4(i−2)+6 tal que: fi−2(a) = 0, fi−2(c) = 2, fi−2(yi−2) = 0,

fi−2(zi−2) = 2. Além disso, o subgrafo Hi possui uma rotulação parcial g definida na Figura 18.

Li−1 Li

xi−1
0 0

yi−1
2

wi−1
2 0

zi−1
0

0 0

xi
2 0

yi
0

wi
0 0

zi
2

0 0

Figura 18 – Rotulação parcial g para o subgrafo Hi, com peso igual a 8. Note que os vértices
destacados não são adjacentes a vértices de rótulo 2.

Com base em fi−2 e g, definimos uma rotulação fi para Bk
i da seguinte maneira: para

todo vértice x ∈V (Bk
i ) defina

fi(x) =

 fi−2(x), se x ∈V (Bk
i−2);

g(x), se x ∈V (Hi).
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Como visto antes, fi−2 é uma FDR. Por outro lado, a função parcial g(x) atribui

rótulo 0 a dois vértices que não possuem vizinhos com rótulo 2 e eles fazem com que g não

seja uma FDR do subgrafo Hi. A Figura 18 destaca os dois vértices citados anteriormente, são

eles: xi−1 ∈V (Li−1) e yi ∈V (Li). Porém, após a adição de arestas de entrada entre Bk
i−2 e Hi, os

vértices xi−1 ∈V (Li−1) e yi ∈V (Li) passam a ser adjacentes a vértices de grau 2. Desta maneira,

a rotulação fi é uma FDR de Bk
i . O peso da função fi é dado pelos pesos das rotulações dos

subgrafos Bk
i−2 e Hi, ou seja, ω( fi) =ω( fi−2)+ω(g) = 4(i−2)+6+8= 4i−8+6+8= 4i+6.

Por fim, note que a propriedade de que fi tenha fi(a) = 0, fi(c) = 2, fi(yi) = 0, fi(zi) = 0 é

alcançada, visto que em Bk
i e Hi tais vértices já possuíam tal rotulação. Todo snark Bk

i , com

k ∈ {1,2} e i ≥ 1, possui uma FDR fi com peso 4i+6 tal que: fi(a) = 0, fi(c) = 2, fi(yi) = 0,

fi(zi) = 2.

A seguir, é apresentado um limitante inferior para |V2| que será utilizado em alguns

dos resultados obtidos nesse trabalho.

Lema 15. Seja G um grafo cúbico com n vértices e f = (V0,V1,V2) uma função de dominação

romana ótima de G. Então, |V2| ≥ (n− γR(G))/2.

Demonstração. Seja G um grafo 3-regular com n vértices e f = (V0,V1,V2) uma função de

dominação romana ótima de G. Defina ni = |Vi| para cada i ∈ {0,1,2}. Como G é 3-regular,

temos que cada vértice em V2 é adjacente a no máximo três vértices de V0. Portanto, n0 ≤ 3n2.

Pela definição de f , temos que γR(G) = ω( f ) = n1 + 2n2. Assim, n1 = γR(G)− 2n2. Além

disso, como n = n0 +n1 +n2, obtemos n = n0 +n1 +n2 ≤ 3n2 + γR(G)−2n2 +n2, que equivale

a n2 ≥ (n− γR(G))/2.

Teorema 16. Se Bk
i é um snark de Blanuša generalizado, com k ∈ {1,2} e i ≥ 1, então

γR(Bk
i )≥ 4i+6.

Demonstração. Seja G = Bk
i um snark de Blanuša generalizado com n = 8i+10 vértices. Supo-

nha, por absurdo, que γR(G)≤ 4i+5. Pelo Teorema 8, sabemos que γR(G)≥ 2n
∆+1 = 2(8i+10)

4 =

4i+5. Portanto, γR(G) = 4i+5. Seja f = (V0,V1,V2) uma função de dominação romana ótima

de G, ou seja, ω( f ) = γR(G) = 4i+5. Defina ni = |Vi| para i ∈ {0,1,2}. Aplicando o Lema 15,

temos:

n2 ≥ (n− γR(G))/2 ≥ (8i+10− (4i+5))/2 ≥ (4i+5)/2 = 2i+2.5. (3.1)



31

A equação (3.1) fornece um limitante inferior para n2. A seguir, calculamos um

limitante superior para n2. Pelo Teorema 7, temos que n2 ≤ γR(G)− γ(G) e, pelos Teoremas 12

e 13, temos que γ(G) ∈ {2i+3,2i+4}. Logo, existem apenas dois valores possíveis para γ(G).

Primeiro, suponha que γ(G) = 2i+3. Como n2 ≤ γR(G)− γ(G), temos que n2 ≤ 4i+5−2i−3,

ou seja, n2 ≤ 2i+2. Isso contradiz a Equação (3.1). Agora, suponha que γ(G) = 2i+4. Como

n2 ≤ γR(G)− γ(G), então n2 ≤ 4i+ 5− 2i− 4, isto é, n2 ≤ 2i+ 1. Isso também contradiz a

Equação (3.1). Como os dois casos possíveis resultam em uma contradição, concluímos que

γR(G)≥ 4i+6.

Corolário 17. Se Bk
i é um snark de Blanuša generalizado, com k ∈ {1,2} e i ≥ 1, então

γR(Bk
i ) = 4i+6.

Demonstração. O resultado decorre diretamente dos Teoremas 14 e 16.

Corolário 18. Se Bk
i é um snark de Blanuša generalizado, com k ∈ {1,2} e i ≥ 1, então

iR(Bk
i ) = 4i+6.

Demonstração. O resultado decorre diretamente do Teorema 11 e do Corolário 17.
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3.2 Snarks de Goldberg

Os Snarks de Goldberg são formados por meio de subgrafos fixos e disjuntos

denominados blocos de construção. Um bloco de construção Bi, ilustrado na Figura 19, é

composto por um conjunto de vértices V (Bi) = {ai,bi,ci,di,ei, fi,gi,hi} e um conjunto de

arestas E(Bi) = {aibi,aiei,bici,cidi,ci fi, figi,giei,dihi}. Existe um conjunto de arestas, cha-

madas de arestas de ligação, que interligam dois blocos de construção Bl e Bk, definido como

El,k = {blak,gl fk,hlhk}.

ai bi

ci
di

ei

fi gi

hi

Figura 19 – Bloco de Construção Bi.

A família dos snarks de Goldberg é uma família infinita formada pelos grafos

Gℓ, com ℓ ≥ 3 e ℓ ímpar. Cada snark Gℓ é formado por meio da união de ℓ blocos B0, B1,

· · · , Bℓ−1, onde a união desses blocos é feita por arestas de ligação Ei,i+1 que conectam dois

blocos Bi e Bi+1 consecutivos(os índices são tomados módulo ℓ). O snark Gℓ é o grafo que

possui conjunto de vértices V (Gℓ) = V (B0)∪ ·· · ∪V (Bℓ−1) e conjunto de arestas E(Gℓ) =

E(B0)∪ ·· · ∪E(Bℓ−1)∪E0,1 ∪E1,2 ∪ ·· · ∪Eℓ−1,0. O processo de construção dos grafos que

pertencem à família dos snarks de Goldberg está ilustrado na Figura 20.

a0 b0

c0 d0
e0

f0 g0

h0

a1 b1

c1 d1
e1

f1 g1

h1

aℓ−2 bℓ−2

cℓ−2 dℓ−2
eℓ−2

fℓ−2 gℓ−2

hℓ−2

aℓ−1 bℓ−1

cℓ−1 dℓ−1
eℓ−1

fℓ−1 gℓ−1

hℓ−1

Figura 20 – Esquema de construção de um snark de Goldberg.

Como dito anteriormente, Alessandra Pereira, em 2020, determinou o número de

dominação γ(Gℓ) e o número de dominação independente i(Gℓ) para os snarks de Goldberg

(PEREIRA, 2020). O Teorema 19 apresenta o resultado obtido pela autora.
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Teorema 19. Todo snark de Goldberg Gℓ tem γ(Gℓ) = i(Gℓ) = ⌈11ℓ
5 ⌉.

Investigando o número de dominação romana e número de dominação romana

independente para essa família de grafos, obtivemos o seguinte limitante superior:

Teorema 20. Se Gℓ é um snark de Goldberg, com ℓ≥ 3 e ℓ ímpar, então

γR(Gℓ)≤ iR(Gℓ)≤ ⌈13 · (ℓ/3)⌉.

Demonstração. Seja G = Gℓ um snark de Goldberg com ℓ ≥ 3 e ℓ ímpar. A fim de provar o

resultado, construímos uma função de dominação romana independente f : V (Gℓ)→{0,1,2}

para Gℓ com o peso ⌈13 · (ℓ/3)⌉.

Primeiramente, definimos alguns subgrafos de G que serão úteis na construção

da função de dominação romana independente f . Seja ℓ = 3t + r com r ∈ {0,1,2} e t um

número inteiro. Sejam H1, ...,Ht−1 subgrafos de G, denominados blocos canônicos, tais que:

Hi = G[∪2
j=0V (B3i+ j+r)], para 1 ≤ i ≤ t − 1, e um bloco adicional Hr

0, denominado bloco

residual, tal que Hr
0 = G[∪3+r−1

i=0 V (Bi)]. O bloco canônico Hi está ilustrado na Figura 21, munido

de uma rotulação gi : V (Hi) → {0,1,2}. Por inspeção da Figura 21, é possível checar que o

peso da rotulação gi é ω(gi) = 13 e que os vértices com rótulos 1 ou 2 formam um conjunto

independente. Para r ∈ {0,1,2}, o bloco residual Hr
0 está ilustrado na Figura 22, munido de uma

rotulação gr
0 : V (Hr

0)→{0,1,2}. Por inspeção da Figura 22, é possível checar que os pesos das

rotulações g0
0, g1

0 e g2
0 são ω(g0

0) = 13, ω(g1
0) = 18 e ω(g2

0) = 22, respectivamente, e que em

todas elas os vértices com rótulos 1 ou 2 formam um conjunto independente. Note que, para

todo bloco canônico Hi, os vértices a3i+r e f3i+r (que possuem rótulo 0) não são adjacentes a

vértices de rótulo 2. Dada essa construção, definimos a função f como a seguir: para x ∈V (G),

temos que

f (x) =

gi(x) se x ∈ Hi, com 1 ≤ i ≤ t −1;

gr
0(x) se x ∈ Hr

0.

A seguir, provamos que f é uma função de dominação romana independente. A

prova é dividida em três casos, dependendo do valor de ℓ módulo 3. A seguir, analisamos cada

caso a fim de mostrar que iR(Gℓ)≤ ⌈13 · (ℓ/3)⌉.

Caso 1. ℓ≡ 0 (mod 3). A construção dos grafos deste caso é feita por meio de um

único bloco residual H0
0 e exatamente t −1 blocos H j, onde t −1 = (ℓ−3)/3. O bloco residual

H0
0 se liga ao primeiro bloco canônico H1, consecutivo a ele, por meio da adição de arestas de
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a3i+r b3i+r

c3i+r

d3i+r

e3i+r

f3i+r g3i+r

h3i+r

a3i+1+r b3i+1+r

c3i+1+r

d3i+1+r

e3i+1+r

f3i+1+r g3i+1+r

h3i+1+r

a3i+2+r b3i+2+r

c3i+2+r

d3i+2+r

e3i+2+r

f3i+2+r g3i+2+r

h3i+2+r

Figura 21 – Rotulação parcial g para o bloco canônico Hi, com peso igual a 13. Note que os
vértices a3i+r e f3i+r não são adjacentes a vértices de rótulo 2.
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(c) Bloco residual H2
0

Figura 22 – Blocos residuais H0
0 , H1

0 e H2
0 . Note que os vértices a0 e f0 não são adjacentes a

vértices de rótulo 2.

ligação do conjunto E2,3 que conectam o bloco de construção B2 ⊂ H0
0 ao bloco de construção

B3 ⊂ H1. O bloco Ht−1 se liga ao bloco residual H0
0 por meio de arestas de ligação do conjunto

Eℓ−1,0 que liga o bloco de construção Bℓ−1 ⊂ Ht−1 ao bloco de construção B0 ⊂ H0
0 . Cada bloco

canônico H j é ligado ao outro bloco canônico H j+1, consecutivo a ele, por meio da aresta de

ligação do conjunto E3 j+2,3 j+3, onde os valores 3 j+2 e 3 j+3 são tomados módulo ℓ. Essas
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arestas conectam os blocos de construção B3 j+2 ⊂ H j e B3 j+3 ⊂ H j+1. Note, por inspeção, que

após a inserção de todas as arestas de ligação, os vértices a0, f0 ∈ H0
0 que não eram adjacentes a

nenhum vértice de rótulo 2, passaram a ser. Note também que os vértices problemáticos a3 j+r e

f3 j+r pertencentes aos blocos canônicos H j com 1 ≤ j < t−1, também passaram a ser adjacentes

a vértices de rótulo 2. Assim, obtemos uma IFDR com ω( f ) = 13+13 · (ℓ−3)/3 = 13 · ℓ/3,

para grafos Gℓ onde ℓ ≡ 0 (mod 3). Com base nas rotulações parciais do bloco residual e

dos blocos canônicos que foram utilizados para construir a função f , V1 ∪V2 é um conjunto

independente.

Caso 2. ℓ ≡ 1 (mod 3). A construção dos grafos deste caso é feita por meio de

um único bloco residual H1
0 e exatamente t − 1 blocos canônicos H j, onde t − 1 = (ℓ− 4)/3.

O bloco residual H1
0 se liga ao primeiro bloco canônico H1, consecutivo a ele, por meio da

adição de arestas de ligação. Um bloco canônico H j é ligado a outro bloco canônico H j+1, com

1 ≤ j < t − 1, por meio da adição de arestas de ligação. Por fim, são adicionadas arestas de

ligação entre Ht−1 e H1
0 . Cada bloco H j é ligado ao outro bloco H j+1, consecutivo a ele, por

meio da aresta de ligação do conjunto E3 j+3,3 j+4, onde os valores 3 j+3 e 3 j+4 são tomados

módulo ℓ. Note, por inspeção, que após a inserção de todas as arestas, os vértices a0, f0 ∈ H1
0

que não eram adjacentes a nenhum vértice de rótulo 2, passaram a ser. Note também que os

vértices problemáticos a3 j+r e f3 j+r pertencentes aos blocos canônicos H j com 1 ≤ j < t −1,

também passaram a ser adjacentes a vértices de rótulo 2. Assim, obtemos uma IFDR com

ω( f ) = 18+13 · (ℓ−4)/3 = 13 · (ℓ/3)+2/3, para grafos Gℓ onde ℓ≡ 1 (mod 3). Com base

nas rotulações parciais do bloco residual e dos blocos canônicos que foram utilizados para

construir a função f , V1 ∪V2 é um conjunto independente.

Caso 3. ℓ ≡ 2 (mod 3). A construção dos grafos deste caso é feita por meio de

um único bloco residual H2
0 e exatamente t − 1 blocos canônicos H j, onde t − 1 = (ℓ− 5)/3.

O bloco residual H2
0 se liga ao primeiro bloco canônico H1, consecutivo a ele, por meio da

adição de arestas de ligação. Um bloco canônico H j é ligado a outro bloco canônico H j+1, com

1 ≤ j < t −1, por meio da adição de arestas de ligação. Cada bloco H j é ligado ao outro bloco

H j+1, consecutivo a ele, por meio da aresta de ligação do conjunto E3 j+4,3 j+5, onde os valores

3 j+4 e 3 j+5 são tomados módulo ℓ. Note, por inspeção, que após a inserção de todas as arestas

os vértices a0, f0 ∈ H2
0 que não eram adjacentes a nenhum vértice de rótulo 2, passaram a ser.

Note também que os vértices problemáticos a3 j+r e f3 j+r pertencentes aos blocos canônicos H j

com 1 ≤ j < t−1, também passaram a ser adjacentes a vértices de rótulo 2. Assim, obtemos uma



36

IFDR com ω( f ) = 22+13 · (ℓ−5)/3 = 13 · (ℓ/3)+1/3, para grafos Gℓ onde ℓ≡ 2 (mod 3).

Com base nas rotulações parciais do bloco residual e dos blocos canônicos que foram utilizados

para construir a função f , V1 ∪V2 é um conjunto independente.

Note que nos três casos γR(Gℓ)≤ iR(Gℓ)≤ ⌈13 · (ℓ/3)⌉ e o resultado segue.

A seguir, determinamos o número de dominação romana do primeiro snark de

Goldberg, o G3.

Teorema 21. Se G3 é um snark de Goldberg, então γR(G3) = 13.

Demonstração. Pelos Teoremas 20 e 8, temos que γR(G3) ∈ {12,13}. Suponha, por absurdo,

que γR(G3) = 12. Seja f = (V0,V1,V2) uma função de dominação romana ótima de G3. Defina

ni = |Vi| para 0 ≤ i ≤ 2. Pelos Teoremas 7 e 19, n2 ≤ γR(G3)− γ(G3) = 12−7 = 5. Portanto,

temos que n2 ≤ 5. Porém, pelo Lema 15, temos que n2 ≥ (n− γR(G))/2 = (24−12)/2 = 6, o

que implica em n2 ≥ 6. Logo, 6 ≤ n2 ≤ 5, o que é uma contradição. Portanto, γR(G3) = 13.
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3.3 Snarks de Loupekine

Em 1976, por meio de um método de construção de snarks, R. Isaacs apresentou a

família dos snarks de Loupekine (ISAACS, 1976). As duas famílias de snarks de Loupekine,

LP0-snarks e LP1-snarks, são construídas por meio de blocos de construção, denotados por B,

que por sua vez, são obtidos a partir do grafo de Petersen. O bloco de construção B é obtido

removendo um P3 do grafo de Petersen. Na Figura 23a, é ilustrado um grafo de Petersen e na

Figura 23b, é ilustrado o bloco de construção B.

(a) Grafo de Petersen.

a

b c

d e

f g

(b) Bloco de construção B.

ai

bi ci

di ei

fi gi

(c) Bloco de construção Bi.
Figura 23 – Construção do bloco básico Bi por meio de um grafo de Petersen.

A seguir, mostramos como é construído um LP1-snark e, em seguida, um LP0-snark.

Seja k um inteiro ímpar, um LP1-snark G é construído por meio de k cópias de B. Considere

a indexação inserida nos vértices de B ilustrado na Figura 23c. Para todo i ∈ {0, · · · ,k −

1}, um bloco Bi se liga a um bloco Bi+1 (os índices são tomados módulo k) por meio de

arestas de ligação. As arestas de ligação podem ser de dois tipos: diretas onde o conjunto

de arestas são {cibi+1, gi fi+1}; ou cruzadas onde o conjunto de arestas são {ci fi+1, gibi+1}.

Particionamos o conjunto de blocos de construção em partes com dois ou três blocos. Dados

dois blocos Bi e B j, adicionamos a aresta aia j. Dados três blocos Bi, B j e Bk, é criado um

novo vértice zi e são adicionadas as arestas aizi, a jzi,aizi. O vértice zi é chamado vértice de

ligação. Dependendo da maneira com que o conjunto de blocos é particionado, diferentes

subfamílias de LP1-snarks são obtidas. Por exemplo, se cada parte da partição do conjunto de

blocos de construção tiver sido construída considerando apenas blocos de índices consecutivos,

formamos os grafos da família LP0-snark. A Figura 24, apresenta um LP0-snark G com 5 blocos

de construção.

Seja G um snark da família LP0. A seguir, definimos dois subgrafos de G que são

utilizados na construção da nossa prova. Um gadget duplo de G, denotado por G2, é um subgrafo

de G com V (G2) =V (Bi)∪V (B j) e E(G2) é o conjunto E(Bi)∪E(B j)∪{aia j,cib j,gi f j} ou é
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1

a4
0

b4
0

c4

2

0 0

f4
0

g4

2

Figura 24 – Exemplo de LP0-snark G com 5 blocos de construção.

o conjunto E(Bi)∪E(B j)∪{aia j,ci f j,gib j}. A Figura 25a, ilustra um gadget duplo. Um gadget

triplo de G, denotado por G3, é um subgrafo de G com V (G3) =V (Bi)∪V (B j)∪V (Bk)∪{zi} e

E(G3) é o conjunto E(Bi)∪E(B j)∪E(Bk)∪{cib j,gi f j,c jbk,g j fk,aizi,a jzi,akzi} ou é conjunto

E(Bi)∪E(B j)∪E(Bk)∪{ci f j,gib j,c j fk,g jbk,aizi,a jzi,akzi}. A Figura 25b, ilustra um gadget

triplo.
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0
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0 0
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0
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1
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0
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2

0 0

fi+1

0
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2

(a) Gadget duplo.
zi

0

ai
2

bi

0
ci

0

0 0

fi
0

gi

0

ai+1
1

bi+1

2
ci+1

0

0 0

fi+1

2
gi+1

0

ai+2
1

bi+2

0
ci+2

2

0 0

fi+2

0
gi+2

2

(b) Gadget triplo.
Figura 25 – Exemplos de gadget duplo e gadget triplo. As arestas tracejadas nas figuras indicam
os pares de arestas cruzadas ou arestas diretas ligando dois blocos consecutivos. Lembrando que,
como o grafo é cúbico, existe apenas um desses pares de arestas entre dois blocos consecutivos.

Como dito anteriormente, Alessandra Pereira, em 2020, determinou o número de

dominação γ(G) e o número de dominação independente i(G) para algumas famílias de snarks

(PEREIRA, 2020). O Teorema 22 exibe um dos resultados da autora para os snarks de Loupekine.

Teorema 22. (PEREIRA, 2020) Seja G um snark LP0 formado por k blocos Bi, 0 ≤ i ≤ k−1, e
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σ vértices de ligação. Então, γ(G)≥ ⌊n
4⌋+1 com n = 7k+σ .

Investigando o número de dominação romana e número de dominação romana

independente para essa família de grafos, obtivemos o limitante superior a seguir.

Teorema 23. Seja G um snark LP0 formado por k blocos Bi, 0 ≤ i ≤ k− 1 e k ímpar. Então

γR(G)≤ iR(G)≤ 4k.

Demonstração. Seja k um inteiro ímpar. Um LP0-snark G é construído por meio de k cópias

do bloco de construção indexado Bi. Para todo i ∈ {0, · · · ,k− 1}, um bloco Bi se liga a um

bloco Bi+1 (os índices são tomados módulo k) por meio de arestas de ligação. As arestas de

ligação podem ser de dois tipos: diretas onde o conjunto de arestas são {cibi+1, gi fi+1}; ou

cruzadas onde o conjunto de arestas são {ci fi+1, gibi+1}. Um snark G é composto por r gadgets

G1, . . . ,Gr, com r ≥ 1.

A seguir, definimos uma função de dominação romana independente f : V (G)→

{0,1,2}. Nas Figuras 26 e 27, ilustramos rotulações parciais g2 e g3 para G2 e G3, respectiva-

mente. Em ambas rotulações parciais, g2 e g3, a união dos conjuntos de vértices de rótulo 1 e 2

forma um conjunto independente. Para 1 ≤ i ≤ r, seja Gi ⊂ G um gadget de G. Para todo vértice

v ∈V (Gi), defina:

f (v) =

g2(v) , caso Gi seja um gadget duplo ;

g3(v) , caso Gi seja um gadget triplo.

ai
2

bi

0
ci

1

0 0

fi
0

gi

1

ai+1
0

bi+1

0
ci+1

2

0 0

fi+1

0
gi+1

2

Figura 26 – Rotulação parcial g2 para G2, com peso igual a 8. Note que os vértices ai e fi não
são adjacentes a vértices de rótulo 2.

Uma rotulação de vértices é denominada FDR se todo vértice de rótulo 0 é adjacente

a pelo menos um vértice de rótulo 2. Essa condição não é alcançada pelas rotulações parciais
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fi+2

0
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Figura 27 – Rotulação parcial g3 para G3, com peso igual a 12. Note que os vértices ai e fi não
são adjacentes a vértices de rótulo 2.

g2 e g3, pois possuem vértices de rótulo 0 que não são adjacentes a vértices de rótulo 2, como

visto nas Figuras 26 e 27. Porém, sabemos que G é composto por r gadgets G1,G2, . . . ,Gr

consecutivos que são ligados por meio de arestas de ligação. Ao rotularmos esses gadgets com

as rotulações g2 e g3, fazemos com que os vértices ai e fi, que não satisfazem a condição da

FDR em g2 e g3, sejam adjacentes a vértices ci−1 e gi−1 que possuem rótulo 2 no grafo G. Desse

modo, sob a rotulação f , os vértices ai e fi agora são adjacentes a vértices com rótulo 2. Logo, f

é uma FDR. Por meio das rotulações estabelecidas em g2 e g3, sabemos que o conjunto V1 ∪V2,

sob a rotulação f , é um conjunto independente de G.

Por fim, o peso de f é dado pela soma dos pesos dos gadgets que o compõem.

Considere m+n = k, onde m é quantidade de gadgets G2 e n quantidade de gadgets G3. Sendo

assim, ω( f )≤ (8/2) ·m+(12/3) ·n ≤ 4 ·m+4 ·n ≤ 4 · (m+n) = 4k.

A seguir, apresentamos um limitante inferior para γR(G) e, por consequência, para

iR(G).

Teorema 24. Seja G um snark LP0 com k ≥ 3 blocos, k ímpar. Então γR(G)≥ ⌈n
2⌉+1.

Demonstração. Seja G um snark LP0 de ordem n = 7k + σ , formado por k ≥ 3 blocos Bi,

0 ≤ i ≤ k, k ímpar, e por σ vértices de ligação. Por definição de G, sabemos que n é sempre

par. Vamos mostrar que γR(G) ≥ ⌈n
2⌉+ 1. Por contradição, suponha que γR(G) ≤ ⌈n

2⌉. Pelo

Teorema 8, temos que γR(G)≥
⌈

2n
∆(G)+1

⌉
=
⌈n

2

⌉
. Destas duas desigualdades, obtemos que

γR(G) =
⌈n

2

⌉
(3.2)
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Seja f = (V0,V1,V2) uma FDR ótima de G. Pelo Lema 15, temos que |V2| ≥⌈
n−γR(G)

2

⌉
=
⌈

n−⌈n/2⌉
2

⌉
=
⌈n

4

⌉
. Portanto,

|V2| ≥
⌈n

4

⌉
(3.3)

Como γR(G)≥ 2|V2|, a desigualdade (3.3) implica que

γR(G)≥ 2
⌈n

4

⌉
(3.4)

Dividimos o restante da prova em dois casos, dependendo do valor de n módulo 4.

Caso 1: n ≡ 2 (mod 4). Defina n = 4k+2, k ∈ Z. A partir da Desigualdade (3.4),

temos que γR(G)≥ 2
⌈n

4

⌉
= 2

⌈4k+2
4

⌉
= 2

⌈
k+ 1

2

⌉
= 2(k+1) = 2k+2 > 2k+1 =

⌈4k+2
2

⌉
=
⌈n

2

⌉
.

Porém, isto contradiz a Equação (3.2).

Caso 2: n ≡ 0 (mod 4). Pela desigualdade (3.3), |V2| ≥
⌈n

4

⌉
. Pela igualdade (3.2),

temos que γR(G) =
⌈n

2

⌉
= 2

⌈n
4

⌉
. Além disso, pela definição de FDR, temos que γR(G) =

2|V2|+ |V1|. A partir destes três fatos, concluímos que |V2|=
⌈n

4

⌉
e |V1|= 0. Por definição de

FDR, sabemos que V2 ∪V1 é um conjunto dominante de G. Como V1 é vazio, resta que V2 é um

conjunto dominante de G com cardinalidade
⌈n

4

⌉
. Porém, pelo Teorema 22, não existe nenhum

conjunto dominante em G com esta cardinalidade quando n ≡ 0 (mod 4), uma contradição.
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4 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Mesmo passados diversos anos desde o início dos estudos a cerca da dominação

romana e dominação romana independente em grafos, determinar os valores do número de

dominação romana e número de dominação romana independente para classes de grafos, ainda

se caracteriza como uma tarefa árdua. Visando contribuir para a teoria dos grafos e desenvolver o

entendimento da dominação romana e dominação romana independente, este trabalho investigou

esses dois parâmetros para algumas famílias de grafos snarks, sendo elas: snarks de Goldberg,

snarks de Blanuša generalizados e snarks de Loupekine.

Neste estudo, determinamos os limitantes superior e inferior para γR(G) e iR(G) dos

Snarks de Loupekine, apresentamos um limitante superior para γR(G) e iR(G) dos Snarks de

Goldberg e determinamos o valor exato de γR(G) e iR(G) dos snarks de Blanuša generalizados.

Acreditamos que o número de dominação romana e o número de dominação romana independente

dos snarks de Goldberg possam ser determinados, assim como feito nos snarks de Blanuša

generalizados. Considerando isso, deixamos a seguinte conjetura.

Conjetura 25. Se Gℓ é um snark de Goldberg, com ℓ≥ 3 e ℓ ímpar, então γR(Gℓ) = iR(Gℓ) =

⌈13 · (ℓ/3)⌉.

Durante o processo de investigação da dominação romana e dominação romana

independente para grafos snarks feito por nós neste trabalho, foram publicados artigos e resumos

estendidos em alguns eventos. Em 2020 e 2021 foram publicados dois resumos estendidos nos

Encontros Universitários da UFC (HORA; LUIZ, 2020) e (HORA; LUIZ, 2021). Também em

2021 foi apresentado um artigo na II Escola de Teoria da Computação - Nordeste intitulado "Um

estudo da dominação em grafos", evento esse realizado pela Universidade Federal do Ceará -

Campus Quixadá. Recentemente, um novo trabalho foi aceito no 10th Latin American Workshop

on Cliques in Graphs.
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