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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar a decomposicao de Hodge-Morrey-Friedrichs dos
espacos de formas diferenciais L? sobre variedades compactas com fronteira e sua demons-
tracao, juntamente com todas as ferramentas necesséarias para tal, fazendo um paralelo
direto com a decomposicao classica de Hodge em variedades compactas sem fronteira e,
por fim, mostrar suas relagoes com a teoria de co-homologia e com a resolucao de certos

problemas de equacgoes diferenciais parciais envolvendo formas diferenciais e campos de

vetores com condigoes de fronteira prescritas.

Palavras-chave: decomposicao de Hodge; variedades com fronteira; equacgoes elipticas.



ABSTRACT

The aim of this work is to present the Hodge-Morrey-Friedrichs decomposition of the space
of L? differential forms over a compact manifold with boundary and its proof together
with all the necessary tools to do so, making a direct parallel with the classical Hodge
decomposition on compact manifolds without boundary and showing its relations with
cohomology theory and the solvability of certain partial differential equation problems

involving differential forms and vector fields with prescribed boundary conditions.

Keywords: Hodge decomposition; manifolds with boundary; elliptic equations.
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1 INTRODUCAO

Existem muiltiplos resultados denominados decomposicao de Hodge na
literatura matematica moderna. Os resultados primordiais de William V.D. Hodge
concerniam variedades algébricas compactas (HODGE, 1989), posteriormente generalizados
para variedades complexas compactas (KODAIRA, 1975). As decomposi¢oes abordadas
neste trabalho remetem aos resultados (MORREY, 1956) e (FRIEDRICHS, 1955) e
concernem aos espacos de formas diferenciais quadrado integraveis de variedades reais
Riemannianas compactas com e sem fronteira. O espacgo de k-formas quadrado integraveis
sobre uma variedade Riemanniana compacta, M, pode ser entendido como o fecho do

espaco de k-formas suaves, QF(M) na norma

1/2
]2 == (/M<w,w)dM) ,

sendo (—, —) a métrica induzida pela métrica Riemanniana de M e dM seu elemento de
volume. Este espago ¢ denotado por L2Q*(M) e compreende um espago de Hilbert com o

produto interno L? determinado por
<w,n >= / (w,n)dM para w,n € QF(M)
M

e estendido as formas L? por limite.

A decomposicao de Hodge possui uma dualidade analitico-topologica. O
ponto de vista deste trabalho é majoritariamente analitico, grandemente inspirado por
(SCHWARZ, 1995). Neste espirito, a decomposicao é enxergada como a separagao de
L2QF(M) em subespacos mutuamente ortogonais de solucoes de problemas de equacoes
diferenciais parciais com condigoes de fronteira prescritas.

Os operadores diferenciais presentes na decomposi¢ao sao a derivada exterior,
d: QFY(M) — QF(M) e a derivada coexterior, § = (—1)" D+ wdx - QM) — QF (M),
sendo x : QF(M) — Q**(M) o operador de Hodge. Estes operadores estdo associados aos
seguintes problemas com condi¢oes de fronteira:

1.
doa =& em M;

T(a) =0em OM.



2.
0 =& em M;
N(B) =0 em OM.
3.
dw =0 em M,
dw=0em M.

onde T e N representam as componentes cotangenciais e conormais na fronteira. De-
notemos, respectivamente, por E¥(M), C*(M) e H*(M) os conjuntos solugdes destes
problemas para & € QF(M). Com isto, enunciamos a versao suave do resultado central

desta exposicao:

Teorema 1.1 (Decomposicao de Hodge-Morrey-Friedrichs) Seja (M, g) uma va-
riedade riemanniana orientada compacta com fronteira.

e Para cada 0 < k < n, vale a sequinte decomposicao ortogonal:
QM) = EMM) @ CH(M) & HN(M);
o Para o espago H*(M), valem as sequintes decomposigoes ortongonais:

HE(M) = HY (M) Nker T @ H* (M) 0 §(Q (M)

HE(M) = H¥ (M) Nker N @ HF (M) nd(QF1(M)).

Para o caso em que OM = (), as condicoes de fronteira se trivializam. A

decomposi¢ao adquire, portanto, o seguinte formato:
QF(M) = d(Q"1(M)) @ (5 (M) @ HN (M),

sendo H*(M), neste caso, um espaco vetorial de dimensao finita. Ambas as versoes da
decomposicao de Hodge estao intimamente ligadas as solugoes dos problemas A¢ = w
com condigoes de fronteira prescritas de tipo Neumann(N(¢) = 0) e Dirichlet(7'(¢) = 0),
sendo w e ¢ k-formas diferenciais e A = (dd + 0d) o Laplaciano de Hodge. As diferenciais

exterior e coexterior estao correlacionadas de acordo com a seguinte férmula:
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Teorema 1.2 (Férmula de Green)
/ (dw,n)dM = / ,omydM +/ w) A xN(n).
A partir desta relagao, fica claro que, se ¢p é solugdo do problema
App =wem M

T(¢pp) =0eT(d¢p) =0 em OM,

entdo para cada da € EF(M),
<w,da >=< dipp,da > .
Similarmente, se ¢y é solucao do problema
Apy =w em M

N(on)=0eT(dpn) =0 em OM,

entdo para cada 03 € C¥(M),
<Ww,00 >=<ddpy,00 > .

Assim,

= d<5¢p) + 6(d¢]\[) + (Cd — d5¢D — 5d¢N)

e um argumento de completude pode ser usado para mostrar que (w — dd¢pp — ddpy) €

A estratégia para encontrar as solugoes ¢p e ¢y dos problemas de Dirichlet
e Neumann baseia-se numa adaptacao do classico método de energia: a priori, sao
estabelecidos os espacos de Hilbert de formas, H*Q¥(M), que podem ser compreendidos

como o fecho métrico de Q*(M) munido com a norma

1/2
leollre — (z ||w||2) |

sendo V/w a j-ésima derivada covariante de w. Apés isto, mostra-se que a forma bilinear

D(w,n) =< dw,dn > + < dw, on >
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satisfaz uma condicio de elipticidade em um certo subespaco de H*Q*(M) e evocamos o
teorema de Lax-Milgram para garantir a existéncia de potenciais associados aos problemas

de fronteira:

Teorema 1.3 (Lax-Milgram) Seja H um espaco de Hilbert real e B : H x H — R, uma
forma bilinear. Se 3 ¢,C > 0 tal que Yu,v € H, C||ul|* > B(u,u) > c||u||?, entdo para
cada p € H* 3w € H tal que p(v) = B(u,v),Yv € H.

Por conseguinte, mostramos que os potenciais obtidos pelo método de enregia possuem
regularidade H? a partir da adaptacdao do cldssico método do quociente de diferencas
de Niremberg para o contexto de derivadas de Lie e langamos mao da teoria eliptica de
L.Hérmander (HORMANDER, 2007) para mostrar que os potenciais possuem regularidade
H*™2 sendo H® a regularidade dos dados iniciais. A partir da existéncia e regularidade
dos potenciais, pode-se usar a férmula de Green para obter as projecoes aos espagos de
formas exatas e aos espagos de formas coexatas, satisfazendo as condig¢oes de fronteira dos
problemas de Dirichlet e Neumann, respectivamente e, por fim, caracterizar o complemento
L?-ortogonal destes espacos de formas como a intersecao dos niicleos dos operadores d e §.

Estabelecidas as decomposi¢oes de Hodge nos contextos de variedades fechadas
e com fronteira, sdo mostradas suas relacoes com a teoria de co-homologia de de Rham,
estabelecendo identificacoes entre espagos H¥(M) Nker T e H (M) Nker N e os médulos

de co-homologia de de Rham relativos e absolutos, mais precisamente,
H* (M) Nker N ~ Hb.(M);
HE(M) Nker T ~ HE (M, OM).
Como aplicacao final, obtemos uma decomposicao de campos vetoriais definidos em abertos
limitados do R3, um resultado que precede a teoria de Hodge cronologicamente e tem vasta,
utilidade em multiplas vertentes da fisica. A partir das identificacbes entre os operadores
diferenciais classicos do calculo vetorial e os operadores presentes na decomposicao de

Hodge e entre campos de vetores e 1-formas na métrica canonica do espaco Euclidiano,

vale o resultado

Teorema 1.4 Se U C R?® é um aberto limitado simplesmente conexo com fronteira suave

e F um campo de vetores em U, eziste uma fungao f € C°(U) e um campo A € X(U) tal
que

F=VxA+Vf.
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2 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Comecamos expondo as defini¢oes de nossos objetos de estudo e o ferramental

técnico de geometria diferencial necessario para demonstrar os resultados aqui abordados.

2.1 Variedades topoldgicas diferenciaveis

Definicao 2.1.1 Dizemos que um espaco topologico M é uma variedade diferencidvel
de dimensdo n se este é Hausdorff, com base enumerdvel e possui um atlas diferencidvel,
i.e. um conjunto &/ de abertos U, C M, com \|JU, = M e homeomorfismos ¢, : U, — R

chamados cartas locais, tais que, se Uy NUg # 0, g © gogl\%(UmUB) ¢ um difeomorfismo.

Definicao 2.1.2 Um mapa entre variedades f : M — N € suave se para cada p € M,
existe uma vizinhanga aberta de p com uma carta local (U, ) e uma carta local em f(p),

(V,4) com f(U) CV, tal que po fop~t é suave.

Definicao 2.1.3 Uma variedade diferencidvel com fronteira diferencidvel, ou simplesmente
variedade com fronteira, como a denotaremos, € igualmente um espaco M, Hausdorff de
base enumerdvel com um conjunto de abertos U, C M, com JU, = M e homeomorfismos
0o 2 Uy = H" := {z € R"| &, > 0} tais que se Uy, NUg # 0, o, © 90§1|@5(UQQUB) é um
difeomorfismo, formando um atlas. O conjunto OM := {p € M| Va ¢.(p) € OH" :=
{z, = 0}} € dito ser a fronteira de M e possui naturalmente uma estrutura de variedade

o
diferencidvel de dimensao n-1, assim como M := M\OM, de dimensao n.

De agora em diante, assumiremos que uma variedade M, se nao explicitado o contrario,
tem dimensao prescrita n.

Uma ferramenta crucial para o estudo das variedades é o uso das partigoes
da unidade, cuja existéncia deve-se ao fato das variedades serem Hausdorff e de base

enumeravel.

Definicao 2.1.4 Dada uma cobertura aberta U = {U,} de uma variedade M, uma parti-
¢do suave da unidade subordinada a U é um conjunto de fungoes suaves {po : M —
[0,1]}aca satisfazendo as sequintes propriedades:

1. supp po CC U,;

2. Para cada p € M existe um aberto V,, > p tal que pa‘vp % 0 apenas para um conjunto

finito de indices o
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3. ZaeA pa(p) = 17 vp eM.

Proposicao 2.1.1 Toda cobertura aberta de uma variedade diferenciavel admite uma

particio da unidade subordinada a si.

Este resultado preliminar ¢ demonstrado em (CONLON, 2013).

2.2 Fibrados, campos de vetores e formas diferenciais

Definicao 2.2.1 Um fibrado de base M, fibra tipica F e espaco total E é um mapa suave
entre variedades ™ : E — M denominado projecao de fibrado, tal que para cada p € M,
a fibra E, := 7 '(p) € uma variedade difeomorfa a F e para cada q € E existem abertos
V' 3q, U>3mn(q) e uma carta de fibrado: um difeomorfismo ¢ : V. — F x M, tal que se

w: FxM— M é a projecao a sequnda coordenada, comuta o sequinte diagrama:

Vv FxU
v va
Id
M Mo v

Se F' ¢ um espago vetorial real ou complexo de dimensdo k, o fibrado € dito um

fibrado vetorial( real ou complezo) de posto k.

Por abuso de notacao, o fibrado é comumente representado pelo espaco total E, desde que
a estrutura da projecao esteja bem estabelecida.
As variedades diferenciaveis originam naturalmente dois tipos de fibrados que,

em nosso contexto, tém papel fundamental: os fibrados tangente e cotangente.

Proposigao 2.2.1 Sejam C*(M) o conjunto das fungoes suaves f: M — R e C3°(M) os
germes de C*(M) em p € M i.e. é o quociente C*°(M)/ ~, onde f ~g < JU C M
aberto tal que fly = gly. Sobre o conjunto das derivagoes lineares de C;°(M), DM :=
{D: (M) =R [ D([f1lg]) = fF(p)D(lg]) + 9(p)D([f])} vale o seguinte:
e D,M ¢é canonicamente identificado com o espaco de velocidades de curvas suaves
passando por p no ponto 0, T,M = {7'(0) : C;°(M) = R | v : R — M, ~(0) = p},

onde

Y (O)f] = lim L2 = F07(0)

t—0 t
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o T,M € um espago vetorial real de dimensdao algébrica igual a dimensao da variedade
M. T,M é chamado o espago tangente a M em p.
o A unido disjunta dos espagos tangentes a M, TM := [1,ep T,M forma um fibrado

vetorial sobre M, denominado fibrado tangente de M.

A prova destes resultados pode ser encontrada em (CONLON, 2013).
A partir do fibrado tangente, é estabelecida a diferencial de um mapa diferen-

cidvel entre variedades como um morfismo de fibrados vetoriais.

Definicao 2.2.2 Um morfismo de fibrados vetoriais, np : E — M enp: FF — N,

¢ um par de mapas diferencidveis = : E — F e & : M — N tal que o diagrama abaixo

comuta e Z| € Homg(E,, Fepy) em cada fibra.
P

—_
—
—

E F

TE TR

M

N

Dados E e F fibrados de mesma base, denotamos por Hom(E, F), End(E) e
Aut(E) o conjunto dos morfismos de fibrados que em cada fibra correspondem a morfismos

de espagos vetoriais Hom(E,, F,,), End(E,) e Aut(E,), respectivamente.

Definicao 2.2.3 A diferencial de um mapa diferencidvel entre variedades, f :

M — N, é um morfismo de fibrados vetoriais f, : TM — TN determinado pela restrigdo

nas fibras f.,7/(0) = (f 07)/(0).

Proposicao 2.2.2 (Regra da cadeia) Para uma sequéncia de mapas diferencidveis en-

tre variedades M, ER My 2 M o diferencial do mapa go f é expressa por

(gOf)*:g*Of*.

Definicao 2.2.4 Um fibrado vetorial E — M dd origem a outro fibrado de mesmo posto,
E* — M, cujas fibras sio determinadas por E; = Hom(E,,R), chamado fibrado dual
de F.

No caso do fibrado tangente, seu dual, T*M, é chamado fibrado cotangente

e, assim como para TM, um mapa diferenciavel entre variedades, f : M — N induz
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um morfismo de fibrados f* : TN — TM determinado pela restricio em cada fibra

Jyw =wo fsp, chamado o pullback por f.

Definicao 2.2.5 Uma seg¢@o suave do fibrado E é um mapa suave o : M — E tal que
moo = Idy. Se E é um fibrado vetorial, o espaco de secoes de E, I'(E), possui uma
estrutura natural de C*°(M)-mddulo.

Uma seg¢io do fibrado dual de E, &, define um mapa C®(M)—linear, T'(E) —
C>®(M). A fungao (o) € determinada ponto a ponto por &,(0,).

Devido a sua relevancia, as se¢oes dos fibrados tangente, cotangente e alguns
de seus derivados recebem nomes e notagoes distintas:

o As sec¢oes do fibrado tangente sdo chamadas campos de vetores;

o As se¢oes do fibrado cotangente sao chamadas 1-formas diferenciais;

o As secoes do fibrado A*(T*M) gerado pela unido disjunta dos espacos de k-formas
multilineares alternadas de 7y M em cada ponto p sdo chamadas k-formas diferen-
ciais.

Denotamos

X(M):=T(TM)
QF(M) == T(A*(T*M)).
A partir de agora, dada uma carta local de uma variedade M de dimensao n,

(3L
©\ 9z )

A propriedade de C>(M)-linearidade nos permite escrever X |y = X7 fiz2-, f; € C*°(U),

(p,U), faremos a identificagao

0
p_&l:i

a,

p

VX € X(M). Assim, {a%i}? ¢ dita uma base local de campos. Similarmente, estabelecemos

p

a base dual {dz'}? definida pontualmente.

; 0

como uma base local de Q(M).
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Definicao 2.2.6 Seja w € Q*(M) en € Q{(M). O produto wedge entre w e n é dado
pela sua agcago em k + 1 campos Xy, ..., Xpiy:
1
WA= 3o sgn(o)w @n(Xow), - Xown) = (=1 n Aw

* 0E€ESKkt

definindo assim uma (k + 1)-forma.
O conjunto Q*(M) = @}_, Q*(M) munido com o produto wedge forma uma

C>®(M)-dlgebra, a dlgebra exterior de formas diferenciais.

Proposigao 2.2.3 Considere uma vizinhanga U de uma variedade M, para a qual {dz'}}
¢ uma base local de Q'(M) em U. FEscrevendo, para um k-multi-indice I = (I, .., I}),

I;=1,..n,de' :=da"* AN date, {da"} 1, 1) forma uma base local de QF(M).

Proposicao 2.2.4 Eziste um unico operador linear na dlgebra exterior Q*(M), denotado
por d, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. VfeC®(M), df = f.;

2. d*>=0;

3. d(QF) C QFFY(M);

4. Yw € QF(M), n e QY M), dlw An) = dw An+ (—=1)kw A dn.
d é chamada diferencial exterior e possui a sequinte exrpressao agindo em campos de

vetores: para X1, ..., Xpr1 € X(M) e w € Q¥(M),

dw<X17 ) Xk+1) = Z(_l)]X](w<X17 ey )/5]'7 ey Xk+1))

J

3 (1 O([XG, X, Xy ey Xy ooy Xy ey i)

1>

A verificagao deste calculo e da unicidade da derivada exterior pode ser encontrada em

(NICOLAESCU, 2007).

Definicao 2.2.7 Se w ¢ tal que dw = 0, w € dita uma forma fechada e se para alguma

forman, w=dn, w € dita uma forma exata.

Definigao 2.2.8 Dado X € X(M), a contragdo na direcdGo X é um operador linear
ix 1 QF(M) — QF1(M) definido pela sua agdo nas formas diferenciais: para Yy, ...,Y 1 €
X(M) ew e QF(M),

ixw(Y1, .., Y1) = w(X, Y1, .., Y1),
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Definigao 2.2.9 Seja U C M um aberto de uma variedade diferencidvel e X € X(U).
Uma curva integral de X em um ponto p € U é um mapa diferencidvel y : (—¢,€) C
R — U tal que p esta em sua imagem e

&y

7 (t) = Xy

Definigao 2.2.10 O fluzo do campo X é uma familia de difeomorfismos de U, {®* }1e(—c.0)
para algum € positivo, tal que
X o ®)F =Y,

para quaisquer s,t, |s|, |t|,|s +t| < € e, fitado p € U, t — ®X(p) determina uma curva

integral de X em p. Em particular,

d
XX, = | # o) =
s=0
d X
ds s:0®t+s(p) = X<I>f((p)'

Da teoria de equagoes diferenciais ordinarias, obtém-se o seguinte resultado.

Proposicao 2.2.5 (Existéncia de solugdoes de EDOs) Dado X € X(M) e p € M,
dp e U C M um aberto tal que X admite um fluzo em U.

Também pode ser mostrado que se X tem suporte compacto, admite um fluxo global, i.e.
definido em toda a variedade M, como visto em (CONLON;, 2013).
A partir da nocao de fluxo, podemos convencionar uma maneira natural de

derivar objetos tensoriais na dire¢do de um campo de vetores.
Definicao 2.2.11 A forma bilinear [—,—] : X(M) x X(M) — X(M) determinada pela
sua agio em C*(M),
[X,Y](f) == X (Y () = Y(X(f)):
[X,Y] € chamada o colchete de Lie entre X eY.
Um céalculo direto mostra que [X,Y] € X(M) e que [X,Y] = [Y, X].

Definigao 2.2.12 Seja X € X(M). A derivada de Lie na dire¢io X € uma derivagao,

Lx, definida da sequinte maneira:
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e para um campo Y € X(M), LxY €é um terceiro campo dado, num ponto p, pelo

limite em T, M ,

X, (Yox ) — Y,
(LxY), = lim —" Voxg) =¥y

t—0 t

o Para uma forma diferencial, w € Q*(M), Lxw é uma k-forma, dada pontualmente

pelo limite

. ‘bff*(W@X(p)) — Wp
(Lxw)p = %1_{% /

Proposicao 2.2.6 Para a derivada de Lie, valem as sequintes identidades:
« Lxf=X(f), VfeC=(M)
e LY =[X,Y], VY € X(M)
e Lxw=d(ixw)+ix(dw), Yw € Q*(M)(Formula de Cartan).

Uma descricao completa das propriedades da derivada de Lie pode ser encontrada em

(KOLAR et al., 2013).

Definicao 2.2.13 Uma métrica Riemanniana num fibrado vetorial E — M é um
tensor g € U'(E*) @ I'(E*) tal que, para quaisquer o,mn € I'(E), tem-se
* g(o,n) = 9(n,0);
e g(o,0) >0 Vp tal que o, # 0.
Em particular, dizemos que g € uma métrica em M, se é uma métrica no
fibrado tangente.

Se munido de uma métrica, E é dito um fibrado Riemanniano.

Com uma construgao simples via particdo da unidade, é possivel munir qualquer variedade
com uma métrica Riemanniana, tornando-a assim uma variedade Riemanniana.

Note também que uma métrica em E determina um produto interno em cada
E,. Assim, quando nao houver ambiguidade, escreveremos g(o,n) = (o, n).

No caso de uma variedade Riemanniana, (M, ¢), a métrica induz um isomorfismo

de fibrados b : X(M) — Q' (M), onde
X'(Y) = (X,Y), VXY € X(M).

O inverso deste isomorfismo, f : Q' (M) — X(M), é dado pela métrica induzida por g em

QY(M), a ser definida na préxima segao. A saber,

n(w?) = (n,w), Yw,n € Q' (M).
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Definicao 2.2.14 Dada uma variedade diferencidvel M, uma subvariedade de dimen-
sa@o k <n € um subconjunto N C M que é uma variedade diferencidvel de dimensdo k
com a topologia induzida por M com a sequinte propriedade: para cada p € N existe uma

carta (p,U) de M com p € U e uma projecio p : R® — R* tal que
(Po¢luny, UNN)

¢ uma carta de N.
Em particular, se M é uma variedade com fronteira, OM possui uma estrutura

natural de subvariedade de dimensao n — 1.

O mapa de inclusdo ¢ : N — M de uma subvariedade permite-nos enxergar a colecao dos

subespagos complementares as fibras de TN como um novo fibrado.

Definicao 2.2.15 O fibrado normal de uma subvariedade N — M é um fibrado vetorial
de base N cujas fibras sao determinadas pontualmente por coker t,,.

Uma se¢ao do fibrado normal € dita um campo normal.

Se M possui uma métrica Riemanniana, podemos identificar, em cada fibra, o subespaco
coker t,, como Ty'N = {v € T,M | (v,v) = 0,0 € 1,,(T,N)}, i.e. o complemento
ortogonal de ¢,,(7,N), dando origem & decomposicao ortogonal T, M = 1,,(T,N)® T, N ~
T,N ® T;N.

Proposicao 2.2.7 Se M tem fronteira e X € X(M), a restricio de X a OM admite a
decomposicao

Xloar = T(X) + N(X)

onde T'(X) é dado pontualmente pela proje¢ao ortogonal ao subespago im v, e denominada

a componente tangencial de X. A componente normal de X ¢ determinada por
N(X) = Xlom — T(X).

Similarmente, para w € QF(M), w|arr possui uma componente cotangencial

determinada pela ac¢do em campos:
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e uma componente conormal,
Nw) =wlom — T'(w).

Fazendo a identificacao entre campos tangentes a OM e sua imagem por L., tem-se

T(w) = 'w.

Demonstracio. Obvia. O

2.3 Geometria Riemanniana

Definicao 2.3.1 Uma conexdo afim num fibrado vetorial E — M é um mapa V :
X(M)xT'(E) - T(E) ; (X,0) — Vxo que satisfaz as sequintes propriedades:
1. Ya,be R, X, Y € X(M), o,n € (E), Vxtav)(c +bn) =Vxo+aVyo+bVxn+
abVyn (Linearidade);
2.VX e X(M), feC®M), c e'(E), Vixo = fVxo (Tensorialidade em X);
3. VX eX(M), feC®M), o e (E), Vxfo=X(f)o+ fVxo (Regra de Leibniz).
Dizemos que a se¢io Vo € QY (M) @ T'(E) definida por Vo(X) = Vxo é a derivada

covariante de o.

As propriedades das conexoes nos permitem estabelecer a seguinte expressao local: seja
{04} a base de uma trivializagao local de £ e {0,,} uma base local de X(M). Pondo
o =3 [%0a,
Vo,,0 = 3 (0s,f*)o0 + 3 fTi00p,
a a,B

onde as fungoes Ffa correspondem aos respectivos coeficientes de Vy,,0, na base {o,} e
sao denominadas os simbolos de Christoffel de V para esta trivializagao.
A conexao V em E induz uma conexao no fibrado dual £E*, também denotada

por V, e definida por
Vx&(o) = X(§(0)) — &(Vxo).

Consequentemente, a partir de V podemos induzir uma conexao em qualquer fibrado
gerado por produtos tensoriais de E e E* simplesmente impondo que a conexao seja uma
derivagdo na algebra tensorial gerada por I'(E) e I'(E™*), ou seja, para quaisquer elementos
dessa algebra, o e &,

Vx(o®&) =Vxo®{+0® VxE.
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Proposicao 2.3.1 Dada uma variedade Riemanniana (M,g), existe uma dnica conexdo
V no fibrado tangente satisfazendo as sequintes propriedades:

1. VXY €e X(M), VxY —Vy X = [X,Y]. (Sem tor¢io)

2. VXY, Z e X(M), Z((X,Y)) =(VzX,Y)+(X,V2Y). (Compativel com a métrica)

Neste caso, V € chamada conexdao de Levi-Civita.

As derivadas covariantes sao o "modelo padrao" de operadores diferenciais de
primeira ordem agindo em sec¢oes de um fibrado, assim como as derivadas direcionais o sao
em R". Elas serdo o ponto de partida para posteriormente formalizar a diferenciabilidade
de se¢Oes no sentido fraco e, por esta razao, estabeleceremos relagoes diretas entre as

conexoes e os demais operadores diferenciais apresentados neste trabalho.

Proposicao 2.3.2 A derivada exterior pode ser obtida a partir da antissimetrizacdo da
derivada covariante induzida pela conexdo de Levi-Civita em A*(T*M). Para w € QF(M)
e X1, ..., Xpr1 € X(M), a expressao da antissimetrizag¢io é dada por
A(V)W(Xla ) Xk—‘rl) = Z(_l)j(vij>(X17 BES) )/(\jv [ES) Xk—i—l)
J
— (1Y (ijxl, X X))
J

Z Xl,... . VXXZ,...,Xk+1)>.
I#j

Demonstracao. Veja que podemos escrever o sequndo termo como

S (X1 ey Xy ooy Vi, Xiy ooy Xpip1) =
I#j

ST(-1)Mw(Vx, X0, Xa, ey Xy oo Xty ooy Xpig1)

>7

+Z ]+l 1 VX X, X4, .., X; ,...,)?z,---,XkH)

I<j
trocando os indices do sequndo membro e somando-o ao primeiro, obtemos
Zw(Xl, ...,Xj, ceey VX]-Xh ~~7Xk+1) =
1]
ny - e
=Y (=1)/"w(V, Xi = Vx, X5, X1, ooy Xy ooy Xy ooy Xi1)-

I>j
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Reescrevendo a expressao da antissimetrizagio e valendo-se do fato de que Vx, X; —

Vx,X; =[X;,X)], obtemos

o~

ANV)W(X, o X)) = S (=1 X (@(X 1, ooy X oy K1)

J
3 (1) w([XG, Xi), Xy oo Xy ey Xiy ooy Xig1)-

1>

O

Definigao 2.3.2 A partir da nogio da diferencial de uma fungio f € C*°(M) como uma

1-forma, definimos, na presenca de uma métrica, o campo gradiente de f como
Vf = df

Para evitar ambiguidade, denotaremos a derivada covariante de uma funcao f por df, visto

que nesse caso as defini¢oes coincidem e reservaremos a notagao V f para o gradiente.

Definigao 2.3.3 O tensor de curvatura de uma conexdio V € um mapa suave R :

X(M)® X(M) — End(E) determinado por
R(X, Y)O' = vayd — VyVXO' — V[X,y}d.

Definicao 2.3.4 Uma variedade diz-se orientdvel se admite um atlas </ tal que o
determinante da diferencial de qualquer mudanga de carta de < € positivo ou negativo. Se

escolhido e fixrado um atlas desta maneira, M diz-se orientada.

Para os préximos resultados e defini¢oes, considere M uma variedade Riemanniana orien-

tada munida de uma métrica g e V a conexao de Levi-Civita.

Proposicao 2.3.3 Valem os sequintes fatos sobre M.
1. Cada ponto de M admite, numa vizinhanga local, uma base ortonormal positiva de
campos de vetores, i.e. um conjunto de n de campos {E;}7 C X(U), com p € U tais
que (Ex(p), Ej(p)) = 85 € det(Er(p), ., Eu(p) > 0, Vp € M;
2. M admite uma unica forma, dM € Q"(M) tal que para qualquer base ortonormal
positiva local {E;}t, dM(E, ..., E,) = 1 chamada forma de volume de (M,qg);
3. Se M possui fronteira, OM admite um campo normal unitdrio N' e a forma de

volume de OM € dada por ixdM|ap.
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Demonstragoes destas propriedades sao encontradas em (CONLON, 2013; NICOLAESCU,
2007).

Para cada k > 0 a métrica g induz uma métrica no espago de k-formas. Dadas
w,n € Q¥(M), p € M escolha uma base ortonormal de T,M, {F}, ..., E,} positivamente

orientada e defina o produto interno pontualmente por

<w, 77>p = Z SgIl(U)u)(Ea(l), ey Eg(k))T]<EU(1), ceny Eg(k)).

O'GSn

Esta métrica nao depende da escolha da base. De fato, veja que, se &1, ..., &%, ¢t ... (¥

sao 1-formas, pode-se facilmente obter a identidade

(EEN L NER A LN CRY = det[(€7, ¢)).

Como (£%,¢") nao depende da escolha da base, o produto interno das formas goza da

mesma propriedade, portanto, pode ser globalmente definido de maneira tinica e suave.
Proposigao 2.3.4 A conexdo induzida em A*(T*M) por V é compativel com a métrica.

Demonstragio. E suficiente mostrar que para um quadro ortonormal local de

campos {E;}} definidos sobre um aberto U C M,
Ej(<w7 77>) = <ijw777> + <w7 VEJI)

Tem-se

E;({w,m) = Y. Ej(w(Eoq)s s o) )1(Eotys s Eogi)

oc€Sk

+ Z w(EG(l)a ceey Ea(k)>E]<77<EO'(1)7 veey Eo‘(k)))

€Sk

Evocando a expressao da conexao induzida,

Ei(W(Eo(1), s Eory)) =(Vi,w) (Esqys - Eo)))

+ ZW(EU(U’ s ijEo'(l)7 ey Ea(k))-
1
Agora veja que, como (E;, E;) = 0,5,

F;n‘g(l) :<VEJ Eo(l)7 Er>
= - <Ea(l)7 VEJ'ET>
— F{T(l).

= jr
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Dai,

Y W(Eot), s Vi, Eoy, s Eor) =D T )@ (Eo(r)s - Eotys Bry oo Eogi)
l lr

~

o(l
- Z ijg )w<E0'(1)7 ) Eo(l)> Er7 e Ea(k))
lr

=0.

De maneira analoga obtemos

ZT](EO'(l)7 ey VEJEO'(Z), ceey Eo'(k)) = O
l

Assim,

Ej(w(E(,(l), ceey Ea(k))) == (ijw)<EU(1), ceey Eg(k)))
e

Ei(n(Eo)s - Eor)) = (V) (Eo(1), s Eo(r)))
Logo,

Ei((w,m) = > (Ve,w)(Es): - Boe))1(Eat), - Eogr))
€Sk
+ Y W(Eoty, o Eo))(VE; M) (Eo()s s Eogry)
og€ESy,

= (Vgw,n) + (@, Vin).
U

Corolario 2.3.1 A forma de volume dM ¢ paralela com respeito a conexao de Levi-Civita,
e, VX € X(M),
VxdM = 0.

Demonstracao. Da compatibilidade,
X({(dM,dM)) =2(V xdM, dM)
=2V xdM (Ey, ..., E,)dM (FE, ..., E,)
=2V xdM (Ey, ..., E,).

Por outro lado,

X((dM,dM)) = X(1) = 0.
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Definicao 2.3.5 O operador de Hodge associado a uma base ortonormal local em
U C M de formas, £,...,€", é o mapa C®(U)-linear x : Q*(U) — Q"*(U) posto da
sequinte maneira.

x1 =dM

* DN AR = sgn(a)eFFED A A g7

para toda permutacio o € S, e todo k > 0.

Note que, por construcao, o operador de Hodge dé origem a uma correspondéncia
local entre QF(U) e Q"*(U) e, consequentemente & forma C°°(U)-bilinear nio degenerada
definida em QF(U) dada por (w,n) — w A *n € Q*(U). O préximo resultado o explicita a
correlagio entre esta forma nio degenerada e a métrica anteriormente definida em QF(M),

justificando a existéncia deste operador.
Proposigao 2.3.5 Sejam w,n € Q¥(U). Entdio,
w A *n = {(w,n)dM.

Demonstracao. Se k =0 ou k = n, é 6bvio. Do contrario, considere I como um k-multi-

indice, de modo que

w=> fié
I

n= 291517
I

onde & 1= € A LA ED
Um fndice complementar de I é um (n — k)—multi-indice 1 tal que (I,1) € S,
esgn(l,1¢) = 1. Note que os (n — k)—multi-indices complementares também formam uma

base local de Q" *(U), tal que ¢'A €7 =0, se I # J, a menos de permutacdo. Portanto,

*( ZI: glfl> = ZI: glflc
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e
WA *n = le fror€' A €©
= EI: figrd M
Z W( By, - By )n(Exy, -, Eigy)dM
=(w, n)dM,
onde {E;} é a base dual de {&}. O

Corolario 2.3.2 O operador de Hodge ndao depende da escolha de bases ortonormais,

portanto estd globalmente definido como um operador Q¥(M) — Q" "*(M) ndo degenerado.

Exemplo 2.3.1 Considere R* com a métrica candnica g =Y 6;;dz* @ da? e a orientagio
canonica. Das propriedades do operador *, obtem-se

*x1 = da' A dz? A da;

*dz' = €pdx’ N dzk:

*dx' N dr’) = eijkda:k;

dz A dx? A de® = €ijk

onde

1 se (i,j,k) é ciclica
€ijk = §—1 se (1,5,k) € aciclica

0 set=7g,1=k ouj==k.

Proposigao 2.3.6 O operador de Hodge é uma isometria pontual, i.e.

(kw, 1) = (w, 7).



Demonstragio. Veja que se E'(Ey,, ..., Er,.) = 1, entdo
&EL, . EL) = 1.
Logo,
(o) =0 € ")
= Z Jigr.
I

Corolario 2.3.3 O operador de Hodge é uma involugdo a menos de um sinal:
oo = (—1)F=R1q,

Demonstracao. Da proposicdo anterior,
*w A xx 1 ={xw, *n)dM
=(w, n)dM
=n N\ *w,

entao,

*w A (kxm — (=1)F=Rp) = 0.

Corolario 2.3.4 O operador de Hodge comuta com as derivadas covariantes, i.e.

Vxxw=*Vxw, VX € X(M),w € Q"(M).
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Demonstragio. Dados w € QF(M) e X € X(M), fizemos um aberto U C M para o qual

{€7}; € uma base local de Q*(U). Note que, sendo (—) A *(—) ndo degenerada,
Vx *w]U = *valU <~ é’j A*xVxw = fj AVx *W,Vj.

Tem-se

EA*Vxw = (&, Vxw)dM
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e, valendo-se da compatibilidade da conexao com a métrica,
V(¢ w)dM) = Vx (¢, w))dM + (¢, w)VxdM
= (¢, Vxw)dM+(Vx& ,wydM
+(¢7, w)V xdM.
Como V xdM = 0,
& N Vxw =Vx (¢, w)dM) — (Vx&, w)dM
=Vx (& AN xw) — V& Axw
=8 AVx *w.
Como Vx xw|y = *V xw|y para qualquer aberto coordenado U, o resultado seque.

O

Proposigao 2.3.7 (Operador de Hodge em coordenadas gerais) Seja {dz!,...,dz"}
uma base local de 1-formas de uma variedade Riemanniana (M, g). Pondo g := (dz', dx7)

e [gij] :== [9”]7t, para um k-multi-indice I,
e’ = detlg"]fdetlgg o'

Demonstragio. Seja {€',...,€"} uma base ortonormal local. Existem funcoes A; suaves

definidas localmente tais que

dr' =Y AL,
J

Com isso,
dM =AY AN (DAL
J J
=det[A}] " 'dat AL A da”.

Além disso,

(da',da®y = (3 A3, DAY = g* =
j 1

;%MM:Z%%:ﬂi
I J

det[A!]* = det[g™].
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Logo,

dM = \/det[gi;]dz" A ... A da".

Seque que
do! Nxdz' = (da’, dz")y/det[gij]dz’ A R

det[g""]\/det[g,)da’ A daT”.

Além disso, dz’ Nxdx' =0 se I # J a menos de permutacoes.

Segue da nao degeneragao da forma (—) A x(—) que

*da! = det[gfi]j]\/det[gij]dxfc

OJ

Proposigao 2.3.8 Seja M uma variedade Riemanniana orientada com fronteira e w €
QF(M). Valem as sequintes identidades relacionando os operadores T, N e x:

e *T'(w) = N(*w);

e *xN(w) =T (+w).

Demonstragio. Se {E1, ..., E,} é uma base ortonormal positiva local tal que Ey|gn = N é
um campo normal a M e {1, ..., £"} é sua base dual, para um multi-indice I, 1 € I <=

1 ¢ I°. Portanto, vale que

T(fl) 0 selel
* =
€ selgl
e
Txe!) 0 selgl
* =
g9 selel

com isto, para w = ¥, frd¢!,
*T(w) => e’
1¢1

Z*W—Zflflc

lel

=*xw — T (*w)

=N (*w).
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Pelo mesmo argumento, vale que N (w) = T'(xw). O

A dltima e fundamental parte deste capitulo tem por objetivo apresentar classe
de operadores que generalizam o familiar operador de Laplace de fungoes em R", dado
por Af =—3; % e a relacao entre estes e o tensor de curvatura.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e F um fibrado vetorial de base M
munido de uma métrica e da conexdo V. Denotando por V a conexdo de Levi-Civita,
podemos derivar covariantemente um tensor do tipo w ® 0 € Q'(M) @ T'(F) segundo a
seguinte formula:

Viw®o) =Vwu®o+wd Vo.

Em particular, podemos tomar a derivada covariante de Vo, que, abusando da notagao,

denotaremos por V0.

Definigdo 2.3.6 O Laplaciano da conexdo V é o operador AV : T'(E) — T'(E), dado
por

AVg = —tr(V*)o = — Z Vg, Vg,0+ Vg, g0
j J

Note que no caso em que I'(E) = C>®(M), a expressao do Laplaciano torna-se AV f =
— > Ei(E;(f)) e, se M = U C R, esta coincide com o operador de Laplace usual.

A algebra exterior da variedade (M, g) também possui uma extensao natural do
operador de Laplace. Para defini-la, é necessario introduzir outro operador de fundamental

importancia na teoria de Hodge.

Definigdo 2.3.7 A derivada coexterior é o operador & : (M) — QF=1(M) determi-
nado por

w i (=1)EHDHL L,

Se w € tal que
ow =0,

w € dita uma forma cofechada e se para alguma forma n,
w = om,

w € dita uma forma coexata.
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Proposicao 2.3.9 A derivada coexterior de uma k-forma w possui a sequinte expressao
agindo em k — 1 campos { X1, ..., Xx_1}: escolhendo uma base ortonormal local positiva
{E1, ..., E,},

dw (X1, ..., Xp—1) Zva L X1 e Xi1).

Demonstracao. Veja que, pela tensorialidade, podemos nos restringir ao caso em que
X; = Ep,, sendo I um (k — 1)-multi-indice.

Da definicao de § e das propriedades de %, vale que

5W(E[1..., Elk—l) (_1)n(k+1)+1 * d*CU(E[l..., Elk—l)

<_1)n(k+1)+1d*W(Ellc EIC )

n—k+1
Escrevendo a derivada exterior em termos da conexdao V e sabendo que x

comuta com as derivadas covariantes,

)

d*CU(EIIC EIC ) :Z(_l)jVEIC(*W)(EIIC,EIC EIC

—k+1 —k+1

:Z(_l)j*(VEICW)(EIIC--wEA]jC , Epc ).

—k+1

Agora note que, sendo {¢’} a base dual de {E;},
(fIlC A flﬂc A flg—k-H) A (ffac ANEMA N ERT) =
:(_1)n—k+1—j+(n—k)(k)§f A 510
:(_1)nk+n7j+ldM.

Logo,

> (=17 * (VE,cw)(Eje..., EI]C Ere )=

- n—k+1
J

—Z nk+n ]+1VE CL)(E[C E[l,---,Ekal)'

Assim,

Sw(Er.... Br, ) = Z(—l)”(k“)“(—1)”k+n+1VEI¢w(EIJc>, Ern,...Er_))

j J

=— ZVE C E[c En,...Er ).

Por fim, notando que Vg,w(E;, By, ...,Ep,_,) = 0 sempre que j = I;, 1 <[l <k—1e

fazendo a troca e indices [ jc — j o resultado segue. 0
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Defini¢ao 2.3.8 Dado um campo X € X(M), o divergente de X é a fungio definida

pontualmente, a partir de uma base ortonormal local, {Ex, ..., E,},
V-X:=> Vg (X, E)).
Note que é imediato que V - X = —0X°.
Defini¢do 2.3.9 O Laplaciano de Hodge ¢é o operador A : Q¥(M) — QF(M) dado por
Aw = (dd + dd)w.
Fazendo novamente um paralelo com o laplaciano classico, se k = 0,

Af = 0df = =Y Vi df (E;) =

~ Y E(B(f) = AVF.

Até entao, definimos duas extensdes do operador de Laplace, que coincidem
agindo sobre as fungoes diferenciaveis. Nosso objetivo agora é estabelecer uma correlacao
entre A e AV agindo em formas de grau arbitrario.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Revisitemos a expressao do tensor de
curvatura, agora para o caso do fibrado A*(T*M) munido da conexdo V induzida pela

conexdo de Levi-Civita de (M, g). Paraw € Qf(M) e X,Y € X(M), tem-se
R(X, Y)w = VXVyw — Vvaw - V[va]w.

Podemos relacionar diretamente a curvatura da conexao induzida em A*(T*M) com a

curvatura da prépria conexao de Levi-Civita em T'M,
R(X,Y)Z =([Vx,Vy] — V[X,Y])Z,
como explicitado na proposicao a seguir.

Proposigao 2.3.10 A curvatura da conexdo induzida no fibrado A*(T*M) pode ser
expressa em termos da curvatura de TM da seguinte maneira: para w € QF(M) e

Z1s oy Zi € X(M),

RO Y21,y Zi) = =S w(Z1, s RIX, V) 2,y Zi).

J
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Demonstragio. Tome 0 = w(Zy, ..., Zy) e 0 = w(Zy, ..., VrZj, ..., Zy).

Assim,

VxVyw(Zi, ., 1) =Vx (Y (0) =3 6)

J
- Z Vyw(Zl, cey VXZJ', ey Zk)
J
- Y X))
J

- Z VYCU(ZI, ey VXZJ', ey Zk)
J
Ainda,
X(0)) =Vxw(Zi,...VyZj, s Z1) + (21, ., VxNy Zj, ooy Z)

+ Zw(Zl, ceey VXZl, ...,Vij, cany Zk)
I#]

A expressao de —VyVxw(Zi, ..., Zy) é andloga, trocando as posi¢oes de X e Y e o sinal.

Para o terceiro membro,

~Vixyw(Z, ..., Z) = ) + Z G[XY

Somando os trés membros, é imediato que os termos da forma
(.U(Zl, cey VXZ[, ceey VYZJ', ceey Zk), VYCU(Zl, ceey VXZ]7 ceey Zk) e

Vxw(Zy,...,VyZj, ..., Z};) sdo somados aos seus opostos, restando

ROX,Y)w(Zn, o Z) =X (Y (0)) = Y (X(6)) — [X, Y](0)
Z Zl,... VXvY—VYVX—V[Xy])Z Zk)

= Z Zl,..., X,Y)Zj77Zk)
0

Definig¢ao 2.3.10 Fizando uma base ortonormal local em TM, {Ey, ..., E,}, o operador

de Weitzenbock agindo em w é dado por

Ric(w)(Z1, ... Z ZR w(Zy, . By, Ziy oo Z).
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A notagdo usada é justificada pelo sequinte caso particular: se w € QY (M),

Ric(w ZR w(Ej)

:ZW(R<Ej’Z)Ej)

—Z (Ej, Z)Ej, o).

Esta 1iltima expressio coincide com o tensor de Ricci, Ric(Z,w*), um objeto central no

contexto da geometria Riemanniana.

Note que a definigdo de Ric nao depende da ecolha de {E1, ..., E,}. Com efeito,
se {F1, ..., F,,} é outra base ortonormal local de campos, satisfazendo F; = ZA?E;C para

algum A = [A}] : M — O(n), tem-se

—ZR W(Z1, s Fyy Zgy oy Z1) = = Y R ALEy, Zi)w (24, .., ZAZEI, Ziy oo Z1)
— L
:_ZZA5A2R<Ek7Z1>w(Zl77El7Z’L77Zk>
©,J Kkl
=— ZZR (Bx, Z)w(Z, ooy By Ziy ooy Zi),

pois >; A;‘?Aé- = (AAT). = 4t . Desse modo, Ric pode ser globalmente definido de maneira

suave.

Teorema 2.3.1 (Weitzenbock) Seja w € Q¥(M). Os Laplacianos de Hodge e da cone-

zao induzida pela conexdo de Levi-Civita relacionam-se pela sequinte formula:

Aw = AVw + Ric(w). (2.1)
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Demonstragio. Para Xy, ..., Xy € X(M),

dow (X1, ooy Xi) = D (1) Vx, (0w) (X1, ooy Xj, ey Xi)

J

= S0 (3 ((00) (K1 K X))

J

— 3 (6w) (X1 s Vi, X s K ...,Xk)>
I#j

=—> (=1 ( (Zva Ei, X1, ..., X],...,Xk))
J
+ S Vaw(Bi Xy, Vi, Xy ooy Xy ooy X))
I£5 i
- ZVX 5 (B, X1, ey Xy ey Xi)

=-Y Vi pw(Xi, . B X, LX),
,J

Por outro lado,

5dW(X1,.. Xk ZVE dW)(EZ,Xl,..,Xk)

= —Z ( ( E’Z,)(l7 .. ,Xk)) - zl:dw(Xl, ...,VEin, ,Xk)>
:_ZZ J+1< ( (Vx, w)(E“Xl,._.,)?j,...,Xk))

S (V@) (B X1 Vi, Xy X o Xk))
l

_ Z ( (vE WXty Xp)) = D View(Xi, o, Vi X, ...,Xk)>
l

_Zv WXy B X o, X)) + AVw(X, e, X

Por fim,

v%{j,Ei - VZE'Z‘,X]‘ :vXj VEZ - VEZVXJ - V(vXjEi_inXj)

Logo,

(d0 + dd)w (X1, oy Xi) = — > R(Es, X)) (X1, oo, By, X, oy Xi)

i,

+ AVw(X, ..., Xp).
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2.4 Integracao

Seja U um aberto de R™ e w uma n-forma suave em U. A forma w pode ser
escrita como f(x)dz' A ... Adz™, onde f € C(U). Entao, define-se a integral de w em U

COo1mo

/Uw::/Uf(m)dml...dx”:/Uf(m)dx.

No caso de uma vizinhanga coordenada (, U) de uma variedade M e w € Q2"(M), define-se

/Uw = L(U)(w_l)*w

e, se M estd orientada, tomando uma cobertura de vizinhangas coordenadas de M, {(U;, ¢;)}

a integral de w em U, como

e {p;} uma parti¢do da unidade subordinada a esta cobertura, define-se

/Mw ::%:/Uipiw.

Definicao 2.4.1 Seja E — M um fibrado vetorial sobre uma variedade Riemanniana
orientada munido de uma métrica. O produto L? entre duas secoes de E € a forma bilinear

simétrica determinada por

<o, >::/ (o,m)dM,
M

sendo (—,—) a métrica em E.
Esta forma determina um produto interno no subespaco de secoes tais que

< 0,0 > < 00. Neste caso, o produto L? pode ser expresso pela férmula da polarizacdo:
1
<o,n>= §(<0+77,0+77> —<o0,0>—<nmn>)
e ¢ claramente finito.

Seja ¢ : N — M o mapa de inclusao de uma subvariedade N. Definimos a

integral de uma forma w € QF(M) em N como

/w::/ .
N N

Com isto, enunciamos um resultado classico da teoria de variedades.
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Teorema 2.4.1 (Stokes) Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n, orientada

e com fronteira orientada. Dada w € Q"1 (M) de suporte compacto, vale

/ w:/ dw.
M M

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em (CONLON, 2013).

Como consequéncia direta do teorema de Stokes, obtemos o

Teorema 2.4.2 (Férmula de Green) Se M ¢é uma variedade Riemanniana, nas condi-

¢oes anteriores, para w € QF1(M), n € QF(M), vale

/M(dw,n)dM = /M<w,5n)dM+/6M T(w) A *N(n). (2.2)

Demonstracao. Temos
d(w A*n) = dw Axn+ (=) Lw Adxn.

Valendo-se da idempoténcia do operador de Hodge,

wAdxn =(=1)FVOEED A s (kd * 1)

—(—1)nk+n+k+1w/\*(*d*7]).

Reescrevendo a expressao de d(w A *n), tem-se
d(w A1) =dw A xn + (—1)FH (1)L A sx(xd % 1)
=dw A xn — (—1)™ ) A (xd % 1)
=dw N\ *n — w N\ *0n.
Pelo teorema de Stokes,

/d(w/\*n):/ dw/\*n—/ w A *0m
M M M

= L (w A *n).
oM

Ademais, é ébvio que

/ (wA*n) = / T(wA*n) = / T(w) NT(*n)
oM oM oM
e como Tx = xN, seque o resultado. 0

Outra implicagao deste poderoso resultado é o
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Teorema 2.4.3 (Divergéncia) Sob as condigoes da formula de Green, denotando OM =
S, vale

/Mv-XdM _ /S<X,N>d8

Demonstragio. Veja que d(ixdM) =V - XdM.
De fato, escrevendo X localmente numa base ortonormal positiva {E;}, com

base dual {&7}, como ; f;E;, temos

ixdM =3 (1Y 6" A L AELLNEN =

d(ixdM) =3 (=1 E;(f;)€ NEVA . AET A E

J

=S (D¥E;(fE' N ANF A NdET = ZEj(fj)dM

J

=>_Ei((X,Ej))dM
J

=V - XdM.
Pelo teorema de Stokes,

/ V. XdM = / d(ixdM) = / (i dM).

M M s
Agora note que dS = iydM e, portanto, podemos escrever
dM|s = N A dS.

Dai,

ixdM|s = N?(X)dS — N* NixdsS.

E imediato que, por conter a componente N, (N NixdS) = 0. Assim, temos

/SL*('L'XdM) - /S/\/b(X)dS: /S(/\/,XMS.

Corolario 2.4.1 Para f € C*°(M), tem-se

/MAfdM: —/MV-VfdM: —/SN(f)dS.
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3 ELEMENTOS DE ANALISE EM VARIEDADES

Este capitulo é dedicado a apresentacao das ferramentas da teoria da medida e

de equagoes diferenciais parciais que serao necessarias adiante.

3.1 Teoria da medida e espacgos de Sobolev

Proposicao 3.1.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada. A fungio U +—
Jiy dM determina uma medida de Radon na o-dlgebra de Borel de M. Demonstragdo.
FEscrevendo a métrica g numa representagio local de uma carta positiva (p,U), como
gijdr' @da?, tem-se a representagio local da forma de volume dM = \/del/\.../\dx”.

Assim, para um conjunto mensurdvel V- C U,

/dM:/( Velgy] o o~
\%4 e(V

sendo \/m o o1 uma funcio continua positiva e dr a medida de Lebesgue em R™.
Disto seque que

e [, dM > 0.
iy dM =0, se V = 0.

Jy dM < oo, se V' é compacto.

Eziste uma sequéncia encadeada de compactos Vi, 7'V tal que limg o [, dM =

Jiy dM.

Eziste uma sequéncia encadeada de abertos Uy (V' tal que limy o [y, dM = [, dM.

Com o uso de particoes da unidade € possivel generalizar estas propriedades para qualquer

Boreliano V- C M. O

Com isto, estabelecemos os espacos LP com respeito a medida dM.

Definicao 3.1.1 Seja f : M — R mensurdvel. Defina para p > 1, a norma LP de f

1/p
Ity = ( [, lrpase)

como

e 0Ss espacos vetoriais

LP(M) := {f mensurdvel | || fll, < oo}/{l[fll, =0}
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Teorema 3.1.1 (Riesz-Fischer) Os espacos LP(M) sdo espacos de Banach com a res-

pectiva norma LP.

Os espacos LP podem ser definidos para segoes de fibrados munidos de uma métrica

Riemanniana e cuja base ¢ uma variedade Riemanniana.

Definicao 3.1.2 Seja m : E — M wum fibrado vetorial de rank k sobre a variedade
Riemanniana M. Uma se¢c@o Borel-mensurdvel de E é um mapa o : EE — M tal que
moo = Idy e para qualquer conjunto U C E pertencente a o-dlgebra de Borel do espaco

total E, o= (U) pertence a o-dlgebra de Borel de M.

Se o fibrado é estda munido de uma métrica Riemanniana e o e 77 sao se¢oes mensuraveis, é

claro que (o,7n) é uma fun¢ao mensuravel.

Definicao 3.1.3 A norma LP, Vp > 1 de uma secio mensurdvel o do fibrado E, ¢ dada

por

O espaco de sec¢oes LP de E pode ser definido equivalentemente de duas maneiras
1. Como o fecho do conjunto {o € I'(E)| ||lo|, < oo} nesta norma quocientado pela
relaggo 0 ~n < o —n=0em dM-q.t.p.

2. De maneira andloga aos espagos de fungoes reais,
{o mensuravel | ||o||, < co}/{||o]|, = 0}.

Denotamos este espago por LPT'(E), que torna-se um espago vetorial normado com a

norma anteriormente definida.

Definicao 3.1.4 Uma se¢io é dita localmente LP se para cada compacto K C M, ||xkoll, <

00, sendo Xk a caracteristica do conjunto K. O conjunto das segoes localmente LP é

denotado L} T'(E).

Como veremos adiante, as versoes da decomposicao de Hodge aqui abordadas
serao demonstradas a partir da resolucao de uma certa equacao diferencial parcial linear

envolvendo formas diferenciais.
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Assim como a teoria padrao de EDPs em R"™, desejamos estabelecer o conceito
de solucao fraca para um operador diferencial linear agindo em sec¢oes de um fibrado, bem
como os espagos de Banach que naturalmente contém estas solugoes, os espagos de Sobolev.
Para tal, é necesario definir a derivacao de segoes no sentido fraco. Espelhando-se na
teoria das distribuicoes, isto serd feito a partir de um certo espaco de funcoes teste e de
uma versao do teorema de integragao por partes.

Seja m : E — M um fibrado munido de uma métrica Riemanniana (-,-) e de
uma conexao V compativel com a métrica. A compatibilidade da conexao permite escrever,

para cada campo X € X(M) e segbes suaves o e p,

/MX(@ p))dM = /M<VX0—, pydM + /M<a, Y p)dM.

Concentrando-nos no lado esquerdo, temos X ({(o, p)) = Lx (0o, p), dai,

/M Lic(o, p)dM = /M Lx({o, p)dM) — /M<a, PV LxdM

Como Lx =doix +ixode (o,p)dM tem grau maximo = d({(o, p)dM) =0,

/ Lx (o, p)ydM = / (o, pxdM) — / (o, p)LxdM
M

e, pelo teorema de Stokes,

/M d({0, p)ixdM) = /a (o phixdM.
Logo,

/M Lx (o, p)ydM = /aM(U, pYixdM — /M(a, pYLxdM.

Assim, obtemos

/QM<0, pYixdM — /M<a, p)LxdM = /MWXU, pydM + /M<U’ Vxp)dM

O célculo acima nos permite expressar a integral de (V xo, p) em fungdo de termos que nao
dependem explicitamente de V xo. Em particular, se p € T'.(E) := {p € I'(EF) | supp 0 CC

M}, play = 0, entéo,

/MWX(;, p)dM = — /M<a, Vp)dM — /M<g, ) LxdM.

Com isto, convencionamos a derivagao covariante no sentido fraco.
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Definigao 3.1.5 Dado um campo X € X(M) e segoes o,n € L, T (F), dizemos que n é a
derivada covariante fraca de o na diregio X, com respeito a conexio V, se Vp € T'.(E),

vale

/M<n,p>dM = - /M<o, Vxp)dM — /M<a, p)LxdM.

Neste caso, escrevemos Vxo :=1.

Desejamos obter as derivadas fracas de uma segao LP(caso existam) é através

de um limite de se¢oes suaves numa norma adequada.

Para prosseguir com esta discussao, suponha que uma se¢do o € LPT'(E) possua
derivada covariante fraca na dire¢ao de qualquer campo e que todas estas sao LPT'(E).

Observe que, dado um campo X € X(M), podemos tomar uma sequéncia
{o;} CT'(E) com o, % & e o candidato natural para Vo torna-se lim Vxo;. Para que
isto seja coerente, faz-se necessario definir em que sentido converge a sequéncia {V xo,},
de modo a garantir que o candidato a derivada fraca seja de fato LPT'(E). Para tal, assuma
que possamos tomar {o;} tal que {Vxo;} C LPT'(E) e que convirja no sentido L? para 7.

Agora veja que pela desigualdade de Schwarz,

(0,0) < (o, 0) - \/(p.p) = |o] - |o]

e pela desigualdade de Holder,

P

[ lol - lpldM < 7l l1p
M

sendo p* = pp%l dai,

[ 0= 5,000 < I = Txayllol — 0

Similarmente,

‘/ (0—aj,VXp>dM‘ — 0.
M

Por fim, tomando C' = supy,,, , | x LxdM|,

‘/M<a - aj,p)EXdM’ < C| /M(a — aj,p>dM| — 0.

Logo, Vxo =n.
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O tipo de secao para o qual acabamos de investigar a obtencao de derivadas

fracas forma um chamado espaco de Sobolev, que indicamos por
WPT(E) := {0 € L’T(E)| 3Vxo € L'T(E) VX }

e o critério de convergéncia que foi exigido é equivalente a convergéncia na
norma que definiremos da seguinte maneira: escolha {U,}, uma cobertura de cartas locais
de M, com uma partigdo da unidade, {p,}, subordinada a esta e, para cada o, um quadro
ortonormal {Ejo‘}, em U,. Para um multi-indice I = (Iy, ..., 1), ponha V; := VEQ"'vEﬁ'

A norma W*P de uma secdo o é dada por

k 1/p
HO-HW’W’ = (/sza Z <VIO', V10'>p/2dM) .

I1|=0

Quando a variedade base M é Riemanniana, podemos definir uma norma W#*? equivalente
a partir das normas L das k derivadas covariantes de uma se¢ao: ||o[fx, = Z?:o 1VIa||,.

Em paralelo com a teoria classica de fungoes de Sobolev em R™, a norma
Il - [[y+» depende, em geral, da escolha da conex@o e dos quadros ortonormais, entretanto,
no caso em que M é compacta, as topologias induzidas pelas normas construidas a partir
de diferentes escolhas de quadros ortonormais e conexoes sao equivalentes. Daqui em
diante, assumiremos, sem mencionar, a escolha fixa de trivializacoes e quadros ortonormais

para a obtencao da norma.

Definicao 3.1.6 Os espacos de Sobolev de segbes sio os conjuntos dados por
WET(E) = {o | Va,1 = (I, ... It) 3Vi(o]u,) e llollwes < 00} /{llo]lwrs = 0}.

A partir da construcdo dos espacos de Sobolev, podemos recuperar teoremas classicos
da teoria para funcgoes escalares em R". Os proximos resultados referentes aos espagos
de Sobolev sao adaptacoes de suas versoes originais para o contexto de fibrados e serao
apenas enunciados neste trabalho. Uma exposicao detalhada da teoria classica em R”

destes resultados pode ser encontrada em (ADAMS; FOURNIER, 2003).

Teorema 3.1.2 Os espagos de Sobolev de segoes sao espagos de Banach com a norma
WP ¢ 0s espagos HFT'(E) := W*2T(E) sdo espagos de Hilbert com o produto interno de

duas secoes o e p dado por

<o,p>=5(llo+ pllfyee = lloliyee = llollies)-
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Teorema 3.1.3 (Meyers-Serrin) Os espacos de Sobolev de segdes sao equivalentemente

definidos como o fecho de T'.(E) na norma W,

Teorema 3.1.4 (Mergulho de Sobolev) Para k,l inteiros positivos, sao continuos os

sequintes mergulhos

WHLPD(E) — WHI(E),

sel <p<q< M,

WHHPT(E) «— TE(M),

sep> 7,
sendo TE(M) as segoes de classe C* limitadas cujas k derivadas sio também

limitadas.

Teorema 3.1.5 (Rellich-Kondrachov) Se M ¢é compacta, os mergulhos de Sobolev sdo
compactos, i.e. a imagem de um conjunto limitado pelo mergulho de Sobolev é totalmente

limitada.

Teorema 3.1.6 (Exiséncia do trago de se¢des de Sobolev) Para espagos de Sobo-
lev de segoes de fibrados sobre variedades compactas com fronteira, sdo vdlidas as sequinte
propriedades:
1. O mapa de restricio ao bordo o ol|ons; WHHPT(E) — WRPT(E|sar) € continuo e
compacto.

2. Eziste um mapa continuo WHPT(E|anr) — WEPT(E); o~ & tal que Glay = 0.

Agora nos voltamos ao caso em que E = A¥(T*M) e a conexdo é aquela
induzida pela conexao de Levi-Civita.
Desejamos estender os operadores da teoria de Hodge para as classes de Sobolev

como operadores Lineares continuos.

Proposicao 3.1.2 Os operadores d,*,§ e A se estendem continuamente as formas da

classe de Sobolev:

*: WHPQE(M) — WPQ "k (M);

d: WPQF(M) — W HPQFL (M)
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5 WPQF (M) — We=tPQF 1 (M)
A WEPQE(M) — WE2PQE (M),

Demonstragio. Pelo teroema de Meyers-Serrin, a extensao de um operador linear L & classe
de Sobolev W*P pode ser feita a partir de limites de sequéncias na norma correspondente,
ie. se w e WPQF(M) e {w;} C QF(M) é tal que w; W o, entdo Lw = lim Lw;. Agora
resta mostrar que estes sio continuos. Veja que para w € QF(M) a comutatividade entre

Vx e x e o fato de que (x—,x—) = (—, —) garantem que
[wllwer = [ * wllwrs.

Portanto, o teorema de Meyers-Serrin garante que a extensao do operador de Hodge é

uma isometria, logo continua.

Para as derivadas exterior e coexterior, a continuidade segue da manipulagao
de suas expressoes em termos da conexao para formas de suporte compacto e sua extensao
pela norma W*P.

Por fim, o Laplaciano de Hodge é, neste caso, nada mais que a soma de duas

composicoes de operadores continuos, logo, continuo. O

O produto wedge também pode ser estendido a uma forma bilinear continua

A+ LPQR(M) x LIQN (M) — L'QM!(M), desde que ;- + ;= 1.

Defini¢do 3.1.7 Sejam w € LPQ*(M),n € LIQY (M), com % +% = 1. PEscolha {w;} C
Q8(M) e {n;} C QL(M) tais que {w;} 2owe {n;} 2 0. O produto wedge entre w e n é
dado por

WA= le%loijnj.

Isto determina uma (k + 1)-forma da classe L', como serd visto no préximo teorema.

Teorema 3.1.7 (Desigualdade de Hélder para o produto wedge) Sew € LPQF(M),
n € LIOF(M), com }D + % =1, entdo w An € L'QF(M), valendo que

low Al < flwllpl171lq-
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Demonstragio. Localmente, escrevemos w = Y1 fidx',n = 35 g;dx’. Daf,

wAn= Z figzdat A da? =
INJ=0

(WAnwnAn) = > flgg <D D 97 = (w,w) - (n,m)
I J

INJ=0
Disto seque que |w An| < |w|-|n| e, portanto,
llw Al e < (] - [l
Utilizando a desigualdade de Hélder para as fungoes |w| e |n|, obtemos

llw Al < flwllze - lInllze

Coroldrio 3.1.1 Se w; Hwe n; 2, n, entao
Ll
w; Anj — wA.

De modo semelhante, o produto wedge de duas formas de respectivas classes
de Sobolev W*P e W™ w e n notando que Vx determina uma derivagao na algebra
exterior, qualquer que seja o campo X. Escolhendo sequéncias de se¢oes suaves de suporte
compacto {w;} T we {n;} W% 1 e avaliando o limite,

wAn = jliglowj/\nj.

Veja que Vx(wj Anj) = Vxw; Anj +w; A Vxn;. Este fato somado a desigualdade de
Holder garante que Vx(w A7) existe e é integravel, desde que w € WHPQF 1 € WiQl,

m,1
Assim, w A € WMIQF e w,; A, W WA n, sendo m := Min{r, s}.

Agora, desejamos estabelecer a integracao de formas da classe L'Q" em M. A

maneira ébvia é escolher uma sequéncia {w;} C Q.(M) convergindo para w no sentido L?

/ W= lim/ wj.
M M

Esta definicao ¢é coerente. De fato, podemos estimar

s

Com isto, generalizamos o

e definir

= |/M(*w —*wj)dM’ < /M | xw — *w;|dM = ||w — wj| 1
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Teorema 3.1.8 (Stokes) Seja M uma variedade orientada com fronteira compacta e

L:OM — M o mapa de inclusdo. Yw € W11 vale

/dw:/ cw
M oM

Demonstragio. Basta escolher uma sequéncia de (n — 1)-formas de suporte

Wil . . .
compacto, {w;} —— w. A continuidade da derivada exterior e do trago na norma Sobolev

/dwj—>/dw
M M

garantem que

*

/ Vwj — w
oM oM
e o teorema de Stokes para formas suaves garante a igualdade. O

Corolario 3.1.2 (Férmula de Green) Para w € WIPQF1(M), n € WHIQF (M),

1,1
com >+ ==1
p+q ’

/M(dw,n>dM = /M<w,5n)dM+/6M T(w) A *N(n).

Aqui, a existéncia e integrabilidade das componentes cotangencial e conormal é assegurada
pelo teorema do trago: temos w|anr, N|oar € LPT(AYT* M |gar) € é claro que || T(w)|l, < [|wll,

e |INMlq < |Inllgs sendo ||T(w) AxN(n)||1 < oo, pela desigualdade de Holder.

3.2 Operadores diferenciais lineares

Seja M uma variedade diferenciavel, 7y : F — M e np : F — M fibrados
vetoriais sobre K(R ou C). A fim de estabelecermos recursivamente a definigdo de

operadores diferenciais, sao uteis as seguintes definigbes preliminares:

Definigao 3.2.1 Um operador diferencial de ordem 0 entre E e F é simplesmente um

morfismo L € Hom(E, F).

Defini¢ao 3.2.2 Um operador diferencial de ordem 1, L : T'(E) — I'(F) é uma derivagao,
no sentido de que, Vf € C*(M),u € I'(E),

L(fu) = fLu+ or(f)u,
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onde or, : C*(M) — Hom(E, F) é tal que 3f € C*(M) comor(f) #0 eVf, g€ C®(M),

or(fg) = gor(f) + for(g).

Note que se definirmos a a¢ao adjunta da multiplicacdo de uma funcao f pelo operador L,
ad(f)L = [L, f] : u— L(fu) — fLu, tem-se ad(f)L = or(f) e que se L € Hom(E, F), Vf
or(f) =0, ie., L € ker(ad). Reciprocamente, L € ker(ad) = L € Hom(E, F).

Por conseguinte, se L é um operador diferencial de ordem 1,
ad(g)ad(f)Lu =L(gfu) — fL(gu) — gL(fu) + gf Lu
=fglu+or(fg)u— fglu — for(g)u — gfLu — gor(f)u+ fglu
=lor(fg) — for(g) — gor(f)lu
=0.

Portanto, L € ker(ad?). Em particular, ad(f)L € Hom(E, F).

Podemos definir os operadores diferenciais de ordem k entre E e F' recursi-
vamente como 2% := ker ad*!\ ker ad®. Note que se L € 2%, T € 27, entdo L+ T €
gmadkd} tornando 2 := P 2 um C*°(M)-médulo.

Exemplo 3.2.1 Dada M uma variedade diferencidvel e X € X(M), podemos enxergar
uma fungdo diferencidvel, f, como uma se¢do do fibrado trivial M x R — M e assim, X

torna-se um operador diferencial de ordem 1 agindo em C*°(M). De fato,

X(fg)=X(f)g+ X(9)f,

mostrando que ox = X. Mais do que isso, X(M) e 2*(C>*(M),C>(M)) estdo canonica-

mente identificados, como consequéncia da proposicao 3.2.
Proposicao 3.2.1 Os operadores diferenciais sao de natureza local, i.e.
supp Lu C supp u.

Demonstragio. Para L € 2° ¢ imediato. Prosseguindo indutivamente, se VL € 2%, supp Lu C
supp u, tem-se para L € 21 e p & supp u, Ip € C°°(M), com supp p C M\{p} tal que

p =1 em supp u e, portanto,

Lu(p) = L(pu)(p) = p(p)Lu(p) + [L, plu(p) = 0

pois p(p) =0e [L,p| € D*. O
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A natureza local dos operadores diferenciais os permite serem compreendidos a
partir do estudo de operadores diferenciais entre fibrados triviais , j& que dado L € Z(E, F),
ao redor de cada p € M existem trivializagoes locais de E e F, ¢ : Ely — U x K" e
Y : Fly — U x K¢, respectivamente, tornando 1 o L o ¢! um operador diferencial entre
I'(U xK") e I'(U x K*) que determina completamente o comportamento de L em U.

Como um operador entre fibrados triviais como acima pode ser visto como uma
matriz (s x ) de operadores L;; € 2%(C>,C*), é fundamental caracterizar os operadores

diferenciais de funcoes suaves.

Proposigao 3.2.2 Seja L € 21 (C(M),C>*(M)) e (U, ) uma carta local de M, entio
existem {f;}i C C=(U) tais que, em U,

L= fo+ ijaﬁj,
1
onde fo representa a multiplicacao por fy.

Demonstragio. para u € C*(U), tem-se,
L(u-1) = [L,u] + L(1)u,

sendo u — [L,u], uma derivagao, i.e., [L, -] € X(U), logo, existem { f;}} € C*°(U) tais que
Vu, [L,u] = Y7 f;2%. Pondo f := L(1), o resultado segue. O]

Corolério 3.2.1 Sejam E e F fibrados de rank r e s, resp. Um operador L € 2'(E, F)
se escreve localmente como uma matriz (s x r) de operadores L;; = X;; + fij, onde
Xij € X, fij € C, i.e. numa carta local U C M em que E|y e F|y sdo trivializdveis, vale
que

91(E|U, F|U) >~ HOTTL(E|U, F‘U) @ %(U) & HOTTL(E|U, F‘U)

Utilizando particoes da unidade e a natureza local dos operadores diferenciais,
essa representacao pode ser globalizada, i.e.

2" (E,F)~ Hom(E,F)® X(M) ® Hom(E, F).

Corolério 3.2.2 Dado L € *(E, F),{f;}¥ € C>®(M) o mapa o5 (f1, ..., fx) := (ad f1)...(ad fx)L

depende exclusivamente das 1-formas dfy, ..., dfy.
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Demonstragio. Um célculo direto nos da que Vf, g € C*(M),

(ad f)(ad g)L = (ad g)(ad f)L.

Portanto, dado j, defina

—

(ad f1)...(ad f;)...(ad fr)L = X; + 1},
X, € X(M)® Hom(E, F),T; € Hom(E, F). De onde
(ad f;)(X; +T;) = [;X; + df;(X;) + fiT; — fi(X; + T;) = df3(X;).

O
Quando nao houver ambiguidade, ocultaremos o "k", escrevendo apenas oy,.
A dependéncia exclusiva dos diferenciais das fungoes de o, permite escrever

para um ponto p,

UL(£17 ,fk) : Ep — Fp,

onde &' := (df;),. Isto é, o1, pode ser visto como um mapa k-linear de Ty M com valores
em Hom(E,, F,). Este, por sua vez, ¢ completamente determinado pelo vetor & := 3 ;¢

notando que
1 o*

1 by —__ 7
O'L(g ,--~7§ )_ k'atlatk‘O—L(

& .., 6).

Assim, faz sentido escrever oy, : TXM — Hom(E,, I},)

Definicao 3.2.3 O mapa oy, associado ao operador L é denominado o simbolo principal

de L.

Note que, como os k-tensores simétricos de T M sao canonicamente identifi-
cados com os polinémios homogéneos de grau k e que os morfismos de fibrado admitem

pontualmente uma representagao de transformacoes lineares, trataremos (oy,), como um

elemento de K[¢] ® Hom (K", K*)

Proposigdo 3.2.3 Defina 2%/ 2%~ o espago vetorial das classes de equivaléncia da rela-
cio L~T < L-Tec9D, j<k.

O mapa o* : L — of é um monomorfismo 2%/ 2%~ — K[¢] ® Hom(K", K?).
Demonstragio. Seque imediatamente da definicio de 2% que se o%_ =0 = ok — ok entdo

L—TeUs 9. Portanto o* ¢ injetivo. O
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A partir da construcao do simbolo, podemos dar uma caracterizagao definitiva dos opera-

dores diferenciais lineares.

Teorema 3.2.1 Todo operador L € P*(E, F) admite uma representagio em coordenadas

locais de um aberto U como
||
Z Aaai,
0%qa,...0%q,

0<al<k
A, € C*(U, Hom(K",K#)).

Demonstragio. Seja {dz?} uma base local de T*M em U. Tomando por & a representagao
polinomial de da’ em K[¢], temos
O-L(g) = Z Aa£a7
la|=k
onde £ = 1€ L% | Fazendo

o
L=L-Y% a2

7
=k 0%q,...0%,,

obtemos um operador diferencial de ordem menor que k, ja que, por construcio, o¥ ., =0.
Podemos repetir esse processo calculando afl_l construir um operador Ls, de ordem
necessariamente menor que k — 1 e prosseguir recursivamente até a constru¢ao do morfismo
L, tomando este por A, temos
k
L == A + Z(Lk*j - Lk,jJrl),

j=1

sendo
Li,—L o4,
k—j — Lg—jy1 = F o —
J A 0x4,...0%q,

laf=j
por construcao. O

Definicao 3.2.4 Dado um operador diferencial L de representacao local

Z A olel
“Orgy...0T4,

0<]a|<k

o stmbolo total de L ¢ o tensor

€)= ). Aag”

0<]a|<k
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Proposicao 3.2.4 Sejam F1 — M, Fy — M e E3 — M fibrados vetoriais e Ly €
D(E1, Ey), Ly € D(Es, E3). Entao 0,01, = 01, @ 01,. Demonstra¢io. Basta escrever a

representacdo local dos operadores em coordenadas. O

Calculemos agora o simbolo principal dos principais operadores no contexto de decomposi-

¢ao de Hodge.

Exemplo 3.2.2 A diferencial exterior d : QF(M) — QFY(M) satisfaz, para f € C°°(M)
ew € QF(M),
d(fw) = fdw + df N\ w.

Assim,

ad(f)dw = df Nw

oaldf) = df N (=)

Exemplo 3.2.3 Para a derivada coexterior, § : Q¥(M) — QF1(M) vale que

Sfw =(—1)"*FDH 5 g5 fuw

(_1>n(k:+1)+1 *d(f*w)

—=(—1)"*+DFL 5 (df A *w)

+ (=)D d x .

Assim,

ad(f)dw = (~1)" D4 s (df A xw).
Considere {E;} wma base ortonormal local de X(M), com base dual {{7}. Escrevendo
df = X E;(f)¢7,
*(df Ax€") = w(df NETT) = DSTE(f) (6 A ET).
SejelIC ne’=0. Sej¢lIC,

(53 /\5 ) ( )n k+I;+k(n— kgh A . /\5[ A .. /\51"

—(—1)fthminel A AER A LA ER,
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onde I; = j. Podemos escrever, portanto,

(& AETY =(=1)Fr (1) g A N ETR A A€
:(_1)kn+niEj§I

e, consequentemente,

w(df ARET) =(=1)" ST Ei(f)ig &
=(—1)" g e’

Logo,

Ua(df) :(_1)2nk+2n+1i(df)ﬁ (_)
= iy (—).

Exemplo 3.2.4 Para uma conezio V num fibrado E — M ¢ & € T(E), f € C®(M),
ad(f)VE =V f§— fVE.
Veja que, se X € X(M),
ad(f)Vx§=X()E+ [VxE— fVxE=X(f)E,

portanto,

ad(f)VE=df ®¢

ov(df) = df ® (=).

Com isto, podemos facilmente obter o simbolo principal para o Laplaciano de

uma conexao: como AV = tr(V?),
oav(df) = —tr(ov:(df)) =

—tr(df ® df) ® (—) = —|df|*1d.

Para o Laplaciano de Hodge, a formula de Weitzenbock nos fornece diretamente que

oa(df) = oav(df) = —|df[*Id. (3.1)
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Definicao 3.2.5 Seja E — M um fibrado sobre uma variedade Riemanniana. Um

operador diferencial L : T(E) — T'(E) é um Laplaciano generalizado se V¢ € QY(M),

UL(&) = _|§|2Id~

Defini¢ao 3.2.6 Um operador L € Y (E, F) ¢ eliptico se or,(§) é um isomorfismo entre

as fibras sempre que & # 0. Em particular, todo Laplaciano generalizado é eliptico.

Definicao 3.2.7 Seja M wma variedade com fronteira e L um operador diferencial de
ordem k de segoes de um fibrado vetorial E — M. Dado p € OM U > p, um aberto e
£ e QYM), tome por {&} uma base de Q1 (U) com & sendo o dual de um campo normal
em OM NU e & a projecio de & em T*OM. O simbolo parcial de L na direcio €' é o
operador diferencial ordindrio or,(€) definido em T'(E)|ons posto da sequinte maneira: se o
¢ um multi-indice tal que cy; =1 Vg, defina & == (..., ay, ...Q45, ...), i.e. 0 multi-indice que
contém apenas os indices diferentes de 1.

or(§) = D Au%(&) 1,

|lal=k

onde & = (£)F. Em cada ponto da fronteira, o (£)y = 0 é uma equagio diferencial

ordindria para curvas y com valores na fibra tipica de E.

Definicao 3.2.8 Considere E — M um fibrado Riemanniano sobre uma variedade Rie-
manniana compacta com fronteira, uma colegio {E;}, de fibrados Riemannianos de fibras
tipicas F; sobre OM e operadores diferenciais L : I'(E) — I'(E), L; : I'(E) = I'(E;), 1 <
J<l

O problema com condigoes de fronteira
L{=nem M
L;¢=0; em OM
¢ eliptico no sentido de Lopatinskij-Shapiro se:

1. O operador L é eliptico
2. Dado um ponto p de OM, o mapa
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v = (01, (€)7(0), ..., 01,(£)7(0))

€ bijetivo, sendo Mg, o conjunto de solugdes limitadas definidas em H' de O'L(é)’y =0.

Teorema 3.2.2 Seja L = (L, Ly, ..., L)) € 2(® E,E & @, E;) um operador diferencial

de ordem k < s associado ao problema eliptico no sentido Lopatinskij-Shapiro:
LC=nem M

ch = 9]‘ em 8M

Vale que
1. dimker L, dim coker L < oo.
2. Para cada | > 1, existe uma constante C) para a qual vale a sequinte estimativa a

PTLOTE:
¢l < Ci(ICllzzan + I1ZCHm-san + 2 10l sy,
J

sendo kj a ordem de L;.

3. Se ¢ € WPT'(E) € uma solugio e n,01, ...,0; sio suaves, ( € suave.

A demonstragao deste resultado envolve a construcao de uma pseudoinversa para o
operador L por meio da teoria de operadores pseudodiferenciais, como visto em (HOR-
MANDER, 2007) e foge ao escopo deste trabalho, portanto nao sera apresentada. Para

uma discussao mais elaborada sobre operadores pseudodiferenciais, veja o apéndice A



56

4 DECOMPOSICAO EM VARIEDADES SEM FRONTEIRA

O objetivo deste capitulo é enunciar a decomposicao de Hodge para variedades
compactas fechadas(sem fronteira) e demonstra-la via resolu¢do de um certo problema
de EDP pelo chamado método de energia. O motivo da escolha dessa abordagem é a

possibilidade de estendé-la ao caso com fronteira, como veremos no terceiro capitulo.

4.1 Decomposigao classica de Hodge

Definicao 4.1.1 Uma forma w € QF(M) € dita um campo harménico se é fechada e

cofechada. Denotamos o conjunto de k-formas que sdo campos harmonicos por H*(M).
Definigao 4.1.2 Uma forma w € QF(M) tal que Aw = 0 € dita harménica.

Teorema 4.1.1 (Hodge) Seja M uma variedade Riemanniana orientada compacta e
fechada. Para cada 1 < k < dim M, o conjunto H*(M) é um espaco vetorial real de
dimensao finita e para cada w € H*(M)L, 3¢ € QF(M) tal que A = w. Além disso, vale
a decomposicao L*-ortogonal

OF (M) = d(Q1 (M) @ (" (M) @ HE (M),
i.e. dada w € QF(M), existem formas a € Q¥ Y(M), B € QFF1(M) e X € H*(M), tais que

w=da+00+ A\

Podemos separar o teorema de Hodge em dois resultados. O primeiro estabelece
a decomposicao ortogonal

HE (M) & HN (M),

sendo H*(M) um subespaco de dimensao finita.

L

O segundo caracteriza H*(M)+ como a imagem do Laplaciano de Hodge, i.e.

HE(M)E = A(QF(M))
e estabelece uma segunda decomposicao,
A(QF(M)) = d(Q" (M) @ 6(H ().
O primeiro resultado estd ligado diretamente as condi¢oes de existéncia de solugoes do

problema A¢ = w e a caracterizacao das solugoes do problema Aw = 0. Procederemos,

portanto, estudando o problema associado ao laplaciano de Hodge.
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4.2 Formulacao fraca do problema A¢ = w

Proposicao 4.2.1 Seja M uma variedade Riemanniana orientada compacta e fechada.

Os operadores d e § sdo adjuntos com respeito ao produto interno L? em QF, i.e. Yw,n €
QF (M),

<dw,n>=< w,0n > .

Demonstracio. Basta escrever a férmula de Green 2.2, notando que OM = (). [J O

Corolario 4.2.1 Yw € QF(M),
Aw=0 <= dw=0,0w=0 < |dw|* + |dw|* =0,
portanto, H*(M) = kerA N QF(M). Demonstra¢ao. De fato,
Aw=0=<Aw,w >=0=< (dj + dd)w,w >=

< déw,w > + < ddw,w >= |dw|* + [dw]?.

As outras equivaléncias sao imediatas. 0

Defini¢do 4.2.1 A forma de Dirichlet ¢ a forma bilinear D : H'QF(M)x H*Q*(M) —
R determinada por

D(w,n) =< dw,dn > + < dw, n > .

A proposicao anterior nos diz que o Laplaciano esta diretamente ligado a forma de Dirichlet.

Veja que se ¢, w € QF(M) sdo tais que
<AgE>=<w,{ >, VEe QM)

a nao degeneracao do produto L? implica que A¢ = w. Assim, pela proposicao 4.2.1,

< Ap, & >=D(¢,&) e temos a equivaléncia

D(¢, &) =< w, &>, VE€ Q¥ (M) = Ap = w.

Definicao 4.2.2 Dizemos que uma forma ¢ € H'QF(M) resolve fracamente o problema

do Laplaciano se

D(¢, &) =< w, &>, VE€ H'QF(M).

Neste caso, ¢ é dito um potencial fraco para w.
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4.3 Campos harmonicos

Comegamos o estudo do problema do Laplaciano em variedades compactas

fechadas pelo caso simplificado Aw = 0.

Definigao 4.3.1 Um campo harménico H' é um elemento do conjunto
H'YHF (M) := {w e H'Q*(M) | dw =0, 6w = 0},
que coincide com o fecho de H*(M) na norma H'.

Perceba que, para f € H'H(M), tem-se

1F15: = IF1Z2 +D(f, £) = IF1I72,

i.e. a norma H' de f é totalmente determinada por sua norma L2. Isto nos fornece uma
poderosa ferramenta para a compreensao das fung¢ées harmonicas no sentido fraco.
desejamos obter o mesmo tipo de propriedade para uma forma w € H'H*(M),
para qualquer k. Neste caso, é claro que a forma de Dirichlet ndo nos da, a priori,
informagdo sobre o comportamento de || f||%: — || f[|32. Contornamos isto com a estimativa

seguinte.

Teorema 4.3.1 (Desigualdade de Gaffney) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana
compacta e fechada. Dada w € H'QF(M), existe uma constante C,, que depende exclusi-

vamente da métrica, tal que
Wil < Co(llwll?z + D(w, w)). (4.1)

Demonstragio. Considere V a conexdo induzida pela conexdo de Levi-Civita

de (M,g) e w € QF(M). Tem-se, localmente, pela compatibilidade com a métrica,
~Alw,w) = —AV(w,w) = 3 E; (Ej{w,w)) = ) 2E, ((Vew,w)) =
j j

—2<Avw, w> +2 Z<VE].LU, Vij>.
J

A quantidade 3 ;(V g,w, Vg,w) corresponde exatamente d parte da norma H?' que desejamos

mensurar.
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Pela formula de Weitzenbéck, podemos escrever

S (Vi Vi) = —5 Aw,w) + (A, ) — (Rie(w), w) =

J
1 .
D(w,w) — iA(w,w) — (Ric(w), w).
Escolhendo um conjunto de bases ortonormais locais, {ES'} de trvializagoes U, cobrindo

M e po, uma particao da unidade subordinada a respectiva cobertura de trivializacoes, a

norma H' de w escreve-se como

|wl|3n = / Zpa( w,w) Z(Van Van>>dM =
/M;Pa<<wvw> +D(w,w) — ;A@u w) — (Ric(w), >>dM

Note que o integrando é um objeto global, sendo assim, a soma das particoes da unidade

trivializa-se e podemos escrever simplesmente

1
|wl|2: = / ((w,w) + D(w,w) — §A<w,w> — <Ric(w),w>)dM.
M
Pelo teorema da divergéncia,

/ Alw, w)dM = N (|w)indM = 0.
M OM=()

Resta-nos limitar Ric(w).
Seja {€7} uma base ortonormal local de Q¥(M), com respeito ao aberto U,.
Assim, podemos escrever w|y, = S, f$€7. Sendo M compacta, assumamos que hd apenas

uma quantidade finita de indices o. Para a norma L? de w, tem-se
ol = [ wPadt = [ 3 pa S(75)2M.
M M 7
Para Ric(w),
IRic() - = [ IRie(w)?dM = [ 37 pu 3275 Ric(€])dM.

Utilizando a desigualdade de Holder por duas vezes, obtemos a sequéncia de desigualdades

I8 > po 2S5V Ric(€) "M < (ZZ /MmmRic@i)rdM) <
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(@ZZ mdﬁﬂ/;gﬁwwmj

a J
leliZa 3237 Ric(e) P,
a J

sendo a grandeza [; o > |Ric(E)[2dM uma constante. Isto mostra que o operador de
Weitzenbéck é limitado, visto como um operador linear L*QF(M) — L*QF(M). Denotare-

mos por Cric 1= supyj, ,—1} [Ric(w)||z2. Consequentemente,

‘ /M(Ric(w) WydM

lwllz2 - [Ric(w)l|z2 < Chicllw|Z-

g/ IRic(w)| - |w]dM <
M

Por fim, temos

w3 = [|w]]3e + D(w,w) — /M(Ric(w),w>dM <
(14 Crio)llwlF2 + D(w,w) < (1 + Cric) (|w[l32 + D(w,w)).

Veja que Cgr;. depende apenas da formula do operador de Weitzenbock, que por sua vez
depende da conexao de Levi-Civita e da estrutura de ortogonalidade de bases locais de
campos, ambos determinados pela métrica g. Tome Cy = 1 + Crje. Para w € HQF M),
podemos escolher uma sequéncia de formas suaves {w;} , w, para as quais ||w;||% <

C'g(||wj||§ + D(wj,wj)) e a propriedade se estende ao limite. U O
Com a desigualdade de Gaffney, temos, para w € H'H*(M),

lwllz < llwlln < Cyllwllz,
i.e. as normas L? e H' sdo topologicamente equivalentes em H!'#*(M), culminando no

Teorema 4.3.2 Sobre o espago de campos harmonicos,

e dim H'H*F(M) < oo;
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o L2QOF(M) admite uma decomposicio ortogonal em subespagos fechados dada por
L2QF(M) = HYHF(M) @ H'H*(M)*, (4.2)
sendo HYH*(M)* o conjunto de formas L? ortogonal a H'H*(M).

Demonstragio. Seja B imagem da bola unitéria de H'H*(M), B = {w €
H'YH*(M) | ||w||z < 1} pelo mergulho de Sobolev, H'Q*(M) — L2*Q¥(M). B é total-
mente limitada, pelo teorema de Rellich-Kondrachov. Ademais, qualquer elemento w
no fecho de B admite uma sequéncia {w;} C B que converge no sentido L' para w e
a desigualdade de Gaffney implica que w; M . Sendo assim, B é fechado, portanto
compacto, o que implica na compacidade de B. Agora evocamos um resultado de anélise
funcional: a bola unitaria de um espago vetorial normado é compacta se e somente se este
espaco tem dimensdo finita. Com isto, temos que dim H'H*(M) < cc.

Para a segunda parte, assumamos que dim H'H*(M) = m e fixemos {&;}7"
uma base ortonormal. Para w € L*QF(M), defina

Wl =" (w, &)

1
w ::w—w”.

Entao, temos

w = wll —i—wL,

com w!l € HYHF(M) e wt € H'HF(M)*. Resta mostrar que H'H*(M)* é fechado. De
fato, se {w;} C H'H*(M)* é uma sequéncia convergente, tem-se (w;, ;) =0, Vi,j. Logo,
lim; oo (wi, &) = 0, Vj, 0 que nos da limw; € H'H*(M)*.

[] Até entao, fomos capazes de mostrar o primeiro tipo de decomposi¢ao no
espaco de formas diferenciais da classe L? a partir do estudo dos campos harménicos. O
estudo de potenciais fracos, por conseguinte, nos dara mais informacoes sobre a projecao

de L*QF(M) em H'H*(M)*, culminando no teorema central deste capitulo.
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4.4 Meétodo de energia

Para mostrar a existéncia de um potencial fraco para uma forma w € L*QF(M),
lancaremos mao do método de energia, comumente usado na teoria do potencial classica

para fungoes em abertos de R™ e que apresentaremos brevemente nesta secao.

Definicao 4.4.1 Seja H um espaco de Hilbert. Uma forma bilinear B : H x H — R é

dita coerciva se 3 ¢ > 0 tal que Yu,v € H, B(u,u) > c||u||?.

Teorema 4.4.1 (Lax-Milgram) Se uma forma bilinear B : H x H — R € continua e

coerciva, dado ¢ € H* 3w € H tal que p(v) = B(u,v),Yv € H.

O método de energia consiste em encontrar uma forma bilinear coerciva associ-
ada a um operador diferencial L definido em algum espaco de Hilbert e usar o teorema de
Lax-Milgram para mostrar a existéncia de solugdes para um problema do tipo Lu = v. A
denominacao origina-se do fato de que a forma bilinear associada ao Laplaciano escalar

em R" é o funcional conhecido como a energia de Dirichlet

J(u) ::/ \Vul*dz,
U

sendo U C R" aberto e u € H'(U). Para uma descrigdo completa do método de energia,
incluindo a demonstragao do lema de Lax-Milgram, veja (BREZIS, 2010).
Em nosso caso, o substituto para o funcional de energia é a forma de Dirichlet,

que generaliza o conceito de energia para k-formas.

Teorema 4.4.2 Seja M uma variedade Riemanniana compacta e fechada. A forma de
Dirichlet € coerciva no espago

HH OO = H'HE(M): N H'Q¥(M). Demonstragio. Seja S = {w €
Hl’Hk(M)®| |lwlla = 1}. Tomando uma sequéncia {w;} em S tal que

lim D(w;, w;) = inf D(w, w).
Pela desigualdade 4.1,

lwjllmn < Cy(1 + D(wj,wy)),

portanto, a sequéncia {w;} € limitada na norma H'.

Sendo HlfHk(M)CD um espago de Hilbert, evocamos o sequinte
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Lema 4.4.1 Para H, um espago de Hilbert, toda sequéncia limitada {v;} C H admite
uma subsequéncia que converge fracamente para v € H, i.e. uma sequéncia {v;, } tal que
Vo € Hom(H,R) continuo, p(vj, —v) — 0.

A convergéncia fraca é comumente denotada por vj, — v.

Assim, existe uma subsequéncia wj, — wy, cuja imagem pelo mergulho de Sobolev em
L2QF(M) ¢ totalmente limitada, pelo teorema de Rellich-Kondrachov e, portanto, admite
uma subsequéncia wj, Z, wo. Como w ¢ HYH¥(M), D(w,wy) > 0. Pondo Dy =
D(wo, wp), para w € HlHk(M)@
1
ol < Gyl + Do) < Gy 5 +1) Pl
0
OJ

Teorema 4.4.3 Toda forma w € H*H*(M)* admite um potencial fraco ¢ € Hl’Hk(M)@).
Demonstracao. A coercividade da forma de Dirichlet implicia que 3¢ € Hl’Hk(M)@)tal
que

D(6,€) =< w, & >, Ve € HHHM)D

Agora note que, pelo teorema 4.3.2, para ¢ € H'QF(M), temos € = €l 4 ¢+, com ¢l €
HYHF (M), ¢+ € HW-[’“(M)@ Entao, € claro que

<w,E>=<w, &>

D(¢,€) = D(¢,&),
mostrando que ¢ €, de fato, um potencial fraco para w. O

4.5 Regularidade do potencial

Assumamos que w € HYH*(M)* admita um potencial ¢ € H*Q*(M). Pela

formula de Green,
D($,€) =< A¢, € >=< w,€ >, Y€ € H'QF(M).
Disto seque que A¢ = w, em particular,

w = dd¢ + 5d¢
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e, para & € H'Q*1(M), podemos tomar uma sequéncia {&;}3° C QFY(M) tal que &; Li6N £.

Com 1isso,
<w,d§ >=<dop + ddo, dE >= 1Lm < dop + ode, d&; > .
J—00
Veja que
< 8do, d¢; >=< do, d*¢; >= 0.
Entao,

lim < dog + 0dg,d; >=< dop,& > .
Jj—00

Similarmente, para & € H'QFY(M),
< w, 06 >=< ddp, 0& > .

A regularidade H? do potencial garante que a forma w pertence ao conjunto
imagem do Laplaciano de Hodge e, pelo resultado acima, estao estabelecidas as projecoes
ortogonais de w no conjunto das formas exatas e coexatas. O resultado a seguir é a tltima

peca fundamental para provar a decomposicao de Hodge.

Teorema 4.5.1 (Regularidade do potencial) Sejaw € H'H*(M)*. Eziste uma forma
¢ € H*QF(M), tal que A¢p = w.

Procederemos mostrando que, dado um potencial ¢ e um campo de vetores X € X(M),
Lx¢ € HYQF(M). Isto é equivalente a mostrar que ¢ € H2(Q no interior de M, como

explicitado no lema a seguir.

Lema 4.5.1 Seja M uma variedade Riemanniana compacta, w € H'QF(M), X € X(M),
entao

Vxw € H'QYM) < Lxw e H'Q"(M).

Demonstracio. Defina o operador Py = Vx — Lx € D(A*T*M,A*T*M). Note que é

suficiente mostrar o operador Px ¢ continuo na norma H'. Para f € C*(M) ew € QF(M),
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podemos calcular

ad(f)Pxw =Vx(fw) — Lx(fw) — fPxw
=Vx(flw—Lx(flw+ fVxw— fLxw — fPxw
=X(flw = X(flw+ fPxw — fPxw
=0.

Disto, seque que Px € End(A*T*M). Numa vizinhanca U de uma carta local de ]\04,
podemos firar uma base ortonormal, {7}, de QF(U), para a qual Px|y admite uma

representagdo como uma matriz de fungoes Py € C*(U), para a qual
Px& => Py¢.
Com isto, temos
I1PxEN720) = Z P& || 220y < Max; j{sup(P;)*} Z €712 1r)-
J J
Como

€18 = [ (&.&")an = Vol(w), v

esta claro que

1Pxwllz < Eiflwll2, Vo € QXU),

sendo ki 1= \/MaXivj{sup(Pij)Q}dim A*(R?).

Similarmente, para norma da derivada covariante,
VPx¢ = > dP; ® &+ ZP“-ij?
J J
logo,

IVPxE 2wy < 1Y dPy; @ 2wy + | D Py VE | 2.
j j

Como
<szg X fja dBm X €m> = <dPija df)lm)%m = <dPij7 dPlj)?

| deij ® 5]'”%2([]) = Z ||dPideleL1(U) <
j il
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Y APl 2@ ld Pyl 2wy < Max; j{sup || Pyjl|72 0y } dim QF(M).
il

Para || X5 PijVE& | 2wy, analogamemente  norma de Px&?,

1> PiVEllw) < kallVE |l 2wy
J

Pondo ky = \/Maxi,j{sup 1P3]|72 1)} dim AR(Rm),
IV Pxwllz < ki[|[Vwlla + kellwllz < Bsllwllmw), Yo € Q5(U),

para alguma constante ks.
Assim,

||PXw||H1(U) S QMaX{k’l, k‘g}||w||H1(U)
Sendo M compacta, podemos globalizar este resultado via particoes da unidade, escolhendo
uma cobertura finita de cartas locais de M, obtendo
[Pxwllm < &llw|m,
Para alguma constante k. 0

Nosso objetivo agora é, portanto, mensurar a norma H* da derivada de Lie de um potencial.
Considere para um campo X € X(M) e seu fluxo ®;*, o operador de aproximacao da

derivada de Lie na direcao X,
LY LPQF (M) — L*QF (M)
1 X x
W %((I)t w—w),

Para o qual,

lim L w = Lyw.
t—0

A chave para mostrar a regularidade sera majorar a sequéncia de aproximacoes da derivada
de Lie do potencial na norma H!. Para isto, far-se-hdo necesséarias algumas construcoes

técnicas expostas a seguir.
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Definicao 4.5.1 Dados uma variedade diferencidvel M, uma variedade Riemanniana
(N,g) e um mapa diferencidvel, f : M — (N, g), com f, injetiva em cada fibra. O pullback

da métrica g é a métrica f*g dada por

f*g(X, Y) = g(f*X> 1Y),
para quaisquer X,Y € X(M).

Sejam ®X o fluxo de um campo X € X(M), g; = g(t) = ®X*g e x; o operador de hodge
com respeito a métrica ¢(t). Tomando por {E;(t)} uma familia de quadros ortonormais

com relagao a familia de métricas g(t),
g(Ei(t), Ej(t)) = g(D7 v Ei(t), D7+ E5(t)) = 0.
Assim, sendo {&7(¢)} a base dual de {E;(t)}, {®;**&/(¢)} é uma base g-ortonormal, logo,
dMgyy = OF*E () A .. A DT (2)
e, se g €S,

OX* % (W) A A ETB (1)) =sgn (o) DEFETED () A LA BXETM (1)
= (OF 7D () A A BTFET(1))
=5 DY (ED () A A EB(D)).

Assim,

OX % = 5, D
Considere agora o endomorfismo de deformagao do operador de Hodge, dado por
=X 1 n(n—~k)
o = ¥<<—1) **t_-[d);

para o qual,

xp =, +txEX.

Similar ao caso do operador Vx — Lx podemos encontrar uma constante ¢; tal que
I1ZXw|m < ellw||a, Yw € HXQR(M).

Com isto, temos o préximo resultado.



Lema 4.5.2 Seja M uma variedade Riemanniana compacta e X € X(M).

sequintes afirmagoes sobre Li*.

1. Eziste uma constante Cy tal que
1L w2 < Chllwllsn-
2. Se ¢,& € H'QF(M), existe uma constante Cy tal que

D(L¥6,€)| < |D(6, LX,6)| + Call@ll 1€ ] -
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Valem as

3. Se ¢ é um potencial fraco de uma forma w, existe uma constante Cy tal que

1L bl < Co.

Demonstracao.

1. Podemos escrever a aproximagao da derivada de Lie como
1
L¥w = / Lx(®X*w)ds.
0

Com isto,

1 2
Ll = | ‘ [ @ was| au <
M 0

e

2
Lx(P%*w) ds) dM.

Pelo teorema de Fubini,

L0

Lx (P w) Lx (P w)

2ds>dM - /01 (/M

1
| e (@ w)3ds.

Veja que
1£x(D35 w2 < [[Vx (@5 w)lz + [ Px (5 w) 2 <

(1 + DI P wl

assim,

1 1
| 1L (@ w)lds < e+ 12 [ |0 wllfnds <

2
dM)ds =
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(K + 1)°Max (01| 2 “w]|3: -

Fixemos s e tg tal que || @27 w1 = Maxg tejo1)|| P2 *w|| 1. Sendo ®X% € Aut(AFT*M),

soto

podemos encontrar de maneira analoga ao endomorfismo Py, uma constante C tal
que

1o @l < Cillwllm.

Pondo C) := (k + 1)C}, tem-se

. 1/2
Izl < s+ 1) [ ho3wlipas) -

1. 1/2
ILFwlla < (k+ 1)(/0 012||w||12qld5> <

_ 1 1/2
(K, + 1)01”&]”]_[1 (/ dS) = ClHWHHl

0

2. Sejam w,n € L2Q*(M). Vale que

1 *
Lif (w A i) = 2(&5 (@ Awn) = w A =

1
E(@f*(w/\*n) — O WA K+ DA — w AKn) =

1
(@7 (W A ) = 7w A DT wm)) + Litw A =

1
g(<I>§<*(w A1) — B (w A x@X ) + 10 (w AXEX, ) + Li¥w Axn =

O (w AXLEn + O (w AXEX ) + L¥w A xn.

Sendo ®;* um difeomorfismo, [,; ®X¢ = [,,¢, V¢ € L2Q*(M). Assim,

O:/ LY wAxn) =<w, LXn>+<w=Zn>+ < Lfwn>.
M
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Agora podemos tomar w = d¢ e n = d§, obtendo

< dp,dL> 6 > + < dp,ZX,dE > + < dL¥ ¢, dé >=0

como também, w = d* ¢ e n = d x &, obtendo

<dx¢,dLY, x &>+ <dx ¢, EXdxE >+ <dL} xp,dx & >=0,

que é equivalente a
<dx¢,d*x LN &>+ <dx L¥¢,dx& >=

— < d*Er P dxE > — <dxp,d*xENE > — <dx g, EXdxE> .

Note que a quantidade < dx ¢, d* L*,& > + < dx L¥¢,dx £ > é igual a
<80, 0L% & > + < 6L ¢, 06 >

e podemos somé-la & quantidade < d¢,dL*, ¢ > + < dL¥¢,dé >, obtendo a

igualdade

D(L; ¢,€) + D(¢, LY,¢) =

—(<dp,Z5,dE >+ < d*ZrXp,dxE >+ <dx g, d*EXE >+ <dxp, EXdxE>).

Valendo-se do fato de =¥ ser um endomorfismo de fibrado e da desigualdade de
Holder, podemos encontrar Cs > 0 tal que o segundo membro desta igualdade é

limitado por

Coll gl €z,

logo,
D(L¥6,6)| - |D(o, LX9)| <

D(L¥6,€) +D(@, LX,6)| < Callllm €],

como desejado.
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3. Seja & € H'QF(M). Tem-se
D, LX) = | <w, L5¢ > | <
lwll2l L& L2

Pelo item 1,

ILZEll2 < Cull€]l .

Agora, pelo item 2,
D(LE6,9)| < [D(¢, LX| + Coll gl €]l <

Cil|wll2[€ll e + Coll ol 1€ || a1

Em particular,

DL, L¥)| <
Cllwlla | L5l + Collg eI ¥ -

Por fim, lancando mao da desigualdade de Gaffney, temos

N (S

Cy <C1IIwIIQIILtXQSHH1 + Coll @l | L7 bl + IILfaﬁllzllLf(cbllHl) <

Cy <Cl||w||2||L2X¢HH1 + Collg |l | L Sl + CllleHl\lLfebIIHl)-

Agora basta por

Co:=C, (cluwwb + Calléllmn +01HwHH1)-
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Agora obtivemos todas as ferramentas para mostrar a regularidade do potencial.
Demonstragio. Para ¢ um potencial de w € QF(M) e X € X(M), considere uma sequéncia
t; — 0, para a qual

Li¢ — Lx¢.

Considere uma cobertura finita de vizinhangas coordenadas {U,} com uma particao da
unidade {p,} subordinada a esta e um conjunto de quadros ortonormais locais {E{}

associados a estas vizinhancas. Escolhendo a convencdao da norma H'! para
1Ll =3 [, pa(ILE0F + X1V Lo )adt

A condigdo || L;¥¢|| g1 < Cy nos permite evocar o teorema da convergéncia dominada, que
t; ¢ )

garante que

lim Z/U pa(|LE0P + 3 (Ve LY 0[?)aM =

t;—0

S [ pe(1£x6 + X (VmeLxoP )M = [0l < (o)

Disto segue que Lx¢ € H'QF(M) = Vx¢ € H'Q¥(M). Em particular, Vx¢ existe VX e
tem norma H! finita, assim, ¢ € H?QF(M). O

Para estabelecer a decomposicao em Q¥(M), devemos estender o resultado de
regularidade: para uma forma w € QF(M), precisamos mostrar que o potencial ¢ associado

a w € de classe C*. Mais geralmente, temos o

Teorema 4.5.2 Se w € H'QF(M)*+ N H*QF(M), o potencial ¢ associado a w é de classe
H**2. Em particular, se w € QF(M), ¢ € QF(M).

Demonstragdo. Para provar este resultado, langaremos mao do maquinario discutido no
apéndice A, em especial, o teorema A.2.
Sendo o Laplaciano de Hodge eliptico, admite a existéncia de uma paramétrica

associada a si. Seja P uma paramétrica para A, entao
Pw=0¢+ Ko,

sendo K um operador infinitamente suavizante. Com isto, obtemos a estimativa eliptica a
PTIOTL:

@]l 2 < [| Pw|

sz + | K@) oz < O (|l

HS)

ue + [|9]
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4.6 Decomposicao de Hodge-Morrey para o caso sem fronteira

Teorema 4.6.1 Seja M uma variedade Riemanniana compacta sem fronteira. Para

1 < k < dim M, vale a sequinte decomposicio L?-ortogonal:
L*QH(M) = d(H'Q* Y (M) @ 6 (H'Q* (M) @ H'HF (M),
Demonstragio. Para w € L*QF(M), o teorema 4.5.2 garante que
w=(w—=A)+A

sendo N € HYH¥(M) e (w— \) € H'H¥(M)*. Pelo teorema 4.5.1, existe um potencial
¢ € H*QF(M) tal que Ag = (w — \). Assim, podemos escrever

w = d(6¢) + (do) + .
A ortogonalidade desta decomposicao seque da formula de Green. U

Corolario 4.6.1 (Decomposic¢iao de formas suaves) Sobre o espago de formas dife-

renciais suaves, vale a decomposicio L*-ortogonal
QF(M) = d(QF(M)) @ (5 (M) & HM(M).

Demonstragio. Seja w € QF(M). O campo harmodnico A associado a w é solugdo fraca do
problema

AN =0,

em particular, possui regularidade H**2, Vs. Neste caso, o teorema do mergulho de Sobolev
garante que A\ € QF(M) e, portanto, pertence ao conjunto H*(M). Consequentemente,
(w—A) € QF(M) e o potencial ¢ associado a esta forma também possui regularidade

H**2 Vs = ¢ € QF(M). O



74
5 DECOMPOSICOES DE MORREY E FRIEDRICHS

Nosso objetivo agora ¢ estender a decomposicao discutida no capitulo anterior
para o caso de uma variedade Riemanniana compacta com fronteira. Reproduziremos a
demonstracao do caso sem fronteira com as devidas adaptagdes para a nova versao; aqui, as

condigoes de fronteira terao um papel fundamental para que se estabelega a decomposicao.

5.1 Decomposicao de Hodge em variedades com fronteira

Teorema 5.1.1 (Morrey) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada compacta

com fronteira. Para cada QF(M), 0 < k < n, valem as sequintes decomposicoes ortogonais:
QF(M) = EX(M) e CHM) & H (M)
onde
EF(M) = {da | « € Q" (M), Ta =0}
CH(M) = {0p | B € Q*(M), NB =0}

HY M) = {y € Q"(M) | dy =0,6y=0}.

Teorema 5.1.2 (Friedrichs) Valem as sequintes decomposicoes dos campos harmonicos
H* (M) = ker NN H* (M) @ im(d) N H* (M)

HF (M) = ker TNHF(M) @ im(6) N H*(M).

Para demonstrar a decomposi¢ao de Morrey, faremos uma adaptacao da de-
monstragao no caso sem fronteira. Para isto, revisitaremos o problema do Laplaciano e o
método de energia, agora no contexto de fronteira nao vazia.

Seguindo o roteiro do caso sem fronteira, desejamos estabelecer uma decom-
posicao ortogonal do conjunto de formas L? em um subespaco de dimensdo finita e seu
complemento ortogonal, sendo este ultimo o conjunto de formas que admitem um potencial.
Neste caso ndao podemos utilizar a decomposicao HH*(M) & HH*(M)*, pois nao vale,

em geral, que a dimensdo de H*H*(M) ¢ finita.
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Exemplo 5.1.1 Consideremos o disco unitdario de C, D, que é trivialmente uma variedade
diferencidvel com fronteira de dimensdo real 2. Munindo D da métrica canénica de R?,

g =dr ®dr + dy ® dy, tem-se
udr +vdy = w € H' (M) <=
dw = (0yv — Oyu)dx N dy = 0.
dw = Opu + Oyv = 0.

E sabido da teoria de varidveis complezas, como visto em (AHLFORS; COL-
LECTION, 1979), que a fungio f : D — C dada por u + iv € analitica e somente se

satisfaz os critérios de Cauchy-Riemann,

Oy = —0yv.
0,0 = Oyu.

Em particular, todo polinomio P(z) =Y a;27,a; € C, é analitico e determina

uma I1-forma Re(P(z))dz + Im(P(z))dy, que é claramente fechada e cofechada.

Com isto, obtivemos um subconjunto infinito linearmente independente de H!(M). De-
vemos, portanto, encontrar outro subespago de dimensao finita para recuperar uma

decomposicao nos moldes do caso sem fronteira.

5.2 Campos de Dirichlet e Neumann

Definicao 5.2.1 Um campo de Dirichlet ¢ um elemento do conjunto
HY (M) = {w e H'Q(M) | dw=0,0w =0,T(w) = 0}.
Respectivamente, um campo de Neumann é um elemento do conjunto
HE(M) = {w € H'Q*(M) | dw = 0,6w = 0, N(w) = 0}.

Desejamos recuperar um resultado de decomposicao similar ao teorema 4.3.2. Para isto, é
necessario que estendamos a desigualdade de Gaffney para o contexto de fronteira nao

vazia.
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Teorema 5.2.1 (Desigualdade de Gaffney) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana
compacta com fronteira. Dada w € H*Q¥(M) com T(w) ou N(w), existe uma constante

Cy, que depende exclusivamente da métrica, tal que
Wil < Cy(llwll?z + D(w,w)).

Demonstragdo. Assumamos por um momento que w € QF(M). Pela férmula de Weit-

zenbock 2.1,
1
el = ol = [ (= 58000} + (Aw,w) = (Ricw), w) )dM.
A féormula de Green 2.2 garante que

/M<(d5 + 6d)w, W) dM = D(w, w) + (T(éw) AN (w) = T(w) A *N(dw)>.

oM
Assumamos a condi¢do T'(w) = 0, que implica que
T(w) A*N(dw) = 0.

Para contabilizar, T'(dw) A *N(w) é 1til o seguinte lema.

Lema 5.2.1 Considerando um quadro ortonormal local {N = Ei, FE,,...,E,} em OM,
para w € QF(M) en € Q**H(M),

T(w) AxN(n) = (w,iyn)iydM.
Valendo-se de que xN = T,

(T@) ATCN))(Bay s ) = Y @(Bo@)sooos Bo) * 1 Eatist)s -oos Bany) =

S w(Es@) s Eoi))IN, En@)s ooy Eorsr)) = (W, inm) =

o€y, o(1)=1

Assim,

T(6w) A *xN(w) = (0w, inyw)iydM =

(=X ig, VW, iyw)ivdM.

J
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Pelo teorema da divergéncia,

/ —§A(w w)ydM = / N (|w|?)indM = / Vyw,w)iydM.
M
a expressao local de (Vyw,w) é dada por

Y VNW(Eo(i)s oo Bo)w(Eo(1ys - Eor))-

O’ESn

Como, T(w) = 0, as parcelas desta soma em que o(1),...,0(k) # 1 sdo nulas. Isto permite

escrever

(Vayw,w) = (inVaw, iyw).

Aglutinando todos os termos, obtemos

ool = wllfe = D) + [ (= X i, Vi inew) + fia Vo, o)) ined M =
J

D(w,w)+/ (=Y i, Vi,w, iyw)iydM.
oM A

Agora veja que

- Z iEjVEjW(Ea(l), e Ea(k71)> =
J#1

-> lEj@(Ej,Eau), (k- 1)) Zw Esqys s Vi Es), s Eg-1)) |-

Ademais, T'(w) = 0 = w(&;, Eo1y, - Eogm1)) =0 €
W(Ej, Eg1y, -, VE Eoty, oy Egr—1)) =

W<Ej, Ea(1)7 ey <VEj (1) N>N Ea(k 1))
_w(Ej7 EO'(l)a sy <Ea(l)7 VE7N>Na sy Ea(k:—l));

pela compatibilidade da conexao.
Com isto, fica explicito a tensorialidade do operador w — —37, ig, VW
quando T'(w) = 0, portanto, similarmente ao operador de Weitzenbock, é possivel encontrar

uma constante Cy tal que

/ ZZE Vi,w, iyw)iydM
oM i

<o [ (w,whindM = Collwliaouy

Resta limitar ||w||? 12(onr)- Para isto, faz-se necessdrio o uso do seguinte
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Lema 5.2.2 (Lions) Seja X — Y < Z uma sequéncia de espacos de Banach tal que
X =Y € um mergulho compacto e Y — Z é um mergulho continuo. Para qualquer e > 0,
dC. > 0 tal que Yu € X,

[ully < eflullx + Cellullz.

Pelos teoremas do trago e de Rellich-Kondrachov, a sequéncia de mergulhos H*QF(M) <

L2QF(OM) < L2QF(M) satisfaz as condigdes do lema de Lions, portanto,

1
||W||L2(8M) < 7HW||H1(M) + 01/2C@||w||L2(M)-
2C5

Assim,

1
5”“’”%{1 < wllze + D(w,w) + CoCh 20, Wl 2(ar)-

Por fim, para o caso de N(w) = 0, T'(xw) = 0 e, sendo o operador de hodge uma isometria,
a desigualdade pode ser obtida a partir de xw. Para w € H'Q*(M), basta tomar uma
sequéncia em QF(M), w; ", para obter a desigualdade. symbol O

Em posse da desigualdade de Gaffney, apresentamos a primeira decomposicao

para variedades com fronteira.

Teorema 5.2.2 O espago dos campos de Dirichlet(respectivamente Neumann) tem dimen-

sdo finita e valem as decomposicoes L*-ortogonais em subespacos fechados:
L*Q" (M) = Hp(M) © Hp(M)*
L*QF(M) = HE (M) & Hiy (M)*.
Demonstra¢io. Dado um campo de Dirichlet w, a condi¢io T'(w) nos permite usar a
desigualdade de Gaffney, que nos da
lwllzn < Cyllwllz-

A partir disto, podemos repetir a demonstracao do teorema 4.3.2 O mesmo vale para um

campo de Neumann. O

Obtivemos, portanto, duas decomposicoes de L*Q(M). Seguindo os passos do capitulo
2, devemos caracterizar os subespacos H%(M)* e HA (M)* como conjuntos imagem do

Laplaciano de Hodge lancando mao do método de energia.
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5.3 Potenciais de Dirichlet e Neumann

Proposicao 5.3.1 A forma de Dirichlet é coerciva nos espagos
(M) D:= H (M) 1 H'QH ()
HE(M)D.= HE (M) 0 HIQF(M).

Demonstra¢io. Em posse da desigualdade de Gaffney, a demonstracao é inteiramente

analoga a do teorema 4.4.2. ([l

Teorema 5.3.1 Seja M uma variedade Riemanniana compacta com fronteira. Para cada

w € HY(M)*L existe uma inica forma ¢p € ’H’B(M)@)tal que V&€ € HYQF (M) Nker T,

D(¢Da€) =< wvf >

De maneira andloga, para cada w € HY(M)* existe uma tinica forma ¢y € H?V(M)®tal
que V¢ € HYQF (M) Nker N,
D(on, &) =< w,& > .

As formas ¢p e ¢n sao denominadas potenciais de Dirichlet e Neumann para w, respecti-

vamente.

Demonstragao. Como D ¢é coerciva em H%(M)@ o teorema de Lax-Milgram

assegura a existéncia de uma forma ¢p tal que
D(gp,§) =< w,€ >, V¢ € HH(M)D
A luz da decomposicio do teorema 5.2.2 e do fato de que se & € H% (M),
D(¢p,§) =0,
tem-se que para £ € H*QF(M) Nker T,
D(¢p,§) = D(ép, € — Enp),

onde £ — &y, € ’H%(M)®e o resultado segue.
Se ¢/, é outro potencial de Dirichlet, (¢p — @) € H%,. De fato,

D((¢p — ¢p),§) = 0, V€ € H'Q*(M) Nker T,
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em particular,

D((¢p — ¢p), (¢p — ¢p)) = 0.

Logo, (ép — ¢) € HE(M)ONHE (M) = (ép — ¢y) = 0. A existéncia e unicidade de ¢y

¢ inteiramente analoga. U

5.4 Regularidade

Teorema 5.4.1 (Regularidade do potencial) Nas condigées do teorema anterior, os

potenciais de Dirichlet e Neumann possuem reqularidade H?.

Demonstragio. Seja ¢p o potencial de Dirichlet de uma forma w € L?QF(M). A regulari-
dade H? de ¢p no interior de M pode ser obtida de maneira idéntica ao caso de fronteira
vazia. Na fronteira de M, se considerarmos um quadro ortonormal (N = Ey, Fs, ..., E,) de
uma vizinhanca U ao redor de um ponto p € M, o mesmo argumento pode ser repetido
para garantir a existéncia e L*-integrablidade das derivadas covarientes dos potenciais
nas dire¢oes F;, 1 < j. resta-nos, portanto, estudar a derivacao na diregao normal a OM.

Note que a regularidade interior garante que

AqﬁDzwem]\O/[.

. H2(M\OM .
Tomemos uma sequéncia ¢, #—)% ¢p tal que cada ¢; possui suporte compacto, o que

implica que Ag; € L*QF(M), Vj e Ag; Lo, A¢p. Em particular, A¢p € L?*QF(M).

Pela férmula de Weitzenbock, podemos escrever
Ap=—=> Vi, Vgd+) Vv, ré+ Ric(e).
J J

Sendo ¢ € H'Q*(M), vale que Vv, 0 € L2QF(M), Vj. Além disso, pela regularidade
interior, Vg Vg ¢ € L*QF(M), Vj > 1. Assim,

Ap+> Vi,V d = Vv, ¢~ Ric(d) =
j J
VaVng € L*QF(M).

Resta mostrar que VaVg; ¢, Vg, Vio € L*Q%(M). A regularidade interior mostra que

Vi, Vo € L*Q(M), Vj > 1.
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Ademais,

VaVie ¢ =RWN,E)o+ Vi, Vno+ Vined € L*Q(M).

Para o potencial de Neumann, a demonstragao é repetida ipsis literis

O
Em posse da regularidade, podemos utilizar a férmula de Green para obter a
seguinte identidade:

< w,E >=D(bp,€) =< Adp, £ > — / T(66) AN (E),

resultando na

Proposicao 5.4.1 O potencial de Dirichlet de w é uma soluc¢ao do problema

App =w em M
T(¢p) =0 em OM

T(0¢p) =0 em OM
Corolério 5.4.1 Para qualquer o € H*QFY(M), vale

< w,da >=< dow,da > .

1
Demonstragio. Tomando uma sequéncia {o;} C QF(M), a; 2 a, temos, pela formula de
Green,

< 8dop, da; >=< dép, da; > — / T(dép) AN (£) = 0,

pois, d> =0 e T(d¢p) = dT(¢p) = 0. O

Teorema 5.4.2 Os potenciais de Neumann e Dirichlet que solucionam os sequintes pro-

blemas possuem reqularidade H*2.

1.

A¢p =w € HQ*(M) em M

T(¢pp) =0 eT(d¢p) =0 em OM
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Ay =w € H*QF(M) em M
N(¢n) =0 e N(dpn) =0 em OM

Demonstracao. Mostraremos que estes problemas sao elipticos no sentido
Lopatinskij-Shapiro e portanto, valem as estimativas elipticas a priori para as normas dos
potenciais.

Como mostrado anteriormente em 3.1, o Laplaciano de Hodge é eliptico e seu

simbolo principal é dado por
oa(§) = —lEf1d = - ) ¢¢ld
J

numa vizinhanga com base ortonormal, (Ei, ..., E,), onde & = ¢(F;). Tomando um
quadro ortonormal (0, = Ej,...F,) ao redor de um ponto na fronteira de M, onde 9,

representa a derivacao na dire¢ao normal, tem-se
oa(€) = —(|€]* + 8,0,)1d.

Isto determina a equacdo diferencial ordinéria de curvas com valores em A¥(R™),

d2 "’2
@WISI v =0,

cujas solugoes sao do tipo

7(t) = exp (~t[€])7(0),

para um dado inicial prescrito (0).
Resta mostrar que o mapa definido pelas condi¢oes de Lopatinskij-Shapiro, é

injetivo, i.e. tem ntucleo trivial.

or(§) =or() =T

05(€) ==Y ig, =
j

0'5(5) = —ZéjiEj - &,iau.
J
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Fazendo 7o := ~(0),
oros(E)10 = [T (ia,70) — D ET(is,0)-

J

Utilizando as condigoes de fronteira, obtemos
T(v) =0

[€1T (i0,70) — D &' T(im;0) = 0.

J
Veja que T'oip;, = ip; o T, sempre que j # 1. Com isto obtemos
T(ig,v) = 0 = ig,70 = 0.

Assim, fica claro que

T(v0) = N(n) = ’Yo’aM =0

e, portanto, vy = 0.

5.5 Decomposicao de Hodge-Morrey-Friedrichs

Teorema 5.5.1 Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta com fronteira. Para

cada 0 < k < n, vale a sequinte decomposi¢cdo ortogonal:
L*QF (M) = L*E*(M) @ L*C*(M) © L*H*(M)

onde

L*E¥(M) == {da | « € H'Q* (M), Ta =0}
L?CH(M) := {68 | B € H'Q* (M), NB = 0}
LPH* (M) == HF(M)

Demonstragio. Seja w € L2QF(M). Pelo teorema 5.2.2, temos

w=(w—wP)+uw?,
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com wP € HYE(M) e (w—wP) € HE (M), Seja ¢p um potencial de Dirichlet para
(w —wP). Tomando o = dép, vale que, Vdn € L2EF(M),

<w,n>=<da,dn >+ <wP dy>=

<da,dn >+ < dwP n>— T(wP) AxN(n) =
oM

< da,dn > .

Utilizando a segunda decomposicao do teorema 5.2.2, podemos escrever
N

w=(w-—w")+w",

com w” € HX (M) e tomar por ¢n o potencial de Neumann de (w — w™) e 3 := doy.

Com isto, com uma computacio analoga a anterior, obtemos Vén € L2C*(M),
<w,0m >=<66,0n > .

2 2
Note que, tomando sequéncias de formas suaves da; Ldae 003 L) 5, pela formula de

Green, < doj, 05, >= 0, Vj, logo,
<da,6p >=0
e fica claro que, tomando v := w — da — 043,
v L da L6
e, com isto, estabelecemos a decomposi¢ao ortogonal
L2ER(M) @ L*CF(M) @ (L2E* (M) @ L*CH(M))*.
Note que a ortogonalidade garante que L?E*(M) e L?>C*(M) sao fechados: tem-se
L*EF(M)* = L*CH(M) @ (L*E¥(M) @ L*CF(M))*

e dada uma sequéncia de Cauchy {da;} C L*E¥(M), cujo limite é n € L2Q*(M) e
£ € L2CH(M) @ (L2E¥(M) @ L2C*(M))*. Vale que

<n,§>=lim <da;,§ >=0=
7j—0
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n e L*EF(M).

O anélogo vale para L2C*(M) e (L2E*(M) & L*C*(M))*.

Encontramos, portanto, as projegoes de w em L*EF(M) e L>CH(M). Resta
mostrar que v € L2H*(M).

Tome uma sequéncia {w;} C QF(M) tal que w; L A regularidade do poten-

cial garante que H;, (M), H5 (M) C QF(M). Assim, w? e w) sdo suaves, consequentemente,

(wj - wf)? (wj - W§V)> (¢D)j7 (qu)j €75 0 sa0.

Pela férmula de Green,

< 57]'75 >=< fyj7d€ >= 07 V£ € Q%il(M)

< dyj, &€ >=<;,06 >=0, Y€ € QK (M),

onde Q% (M) := {£ € QF(M)| T(€) = 0} e Q& (M) = {£ € Q¥(M)| N(&) = 0}. Sendo
QEL(M) e Q5Y(M) densos em QF1(M) e Q¥ (M), respectivamente, fica claro que
v; € HF(M), Vj. Por fim, tem-se lim; = 7 pela continuidade do operador de projegao
em H*(M).

O

Corolario 5.5.1 (Decomposigao suave) A decomposicao se restringe naturalmente ao

espaco de formas suaves:
QM (M) = E¥(M) @ CH(M) & HN(M).

Teorema 5.5.2 (Friedrichs) Para o espago de campos harménicos vale a sequinte de-

composi¢cao ortongonal
H'"H*(M) = H5H(M) & Heo(M)
H'HF (M) = H, (M) & Heo(M),

sendo

Hew(M) := H'H(M) N d(H'Q*1(M))
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Heo(M) i= HYH(M) 0 S(H' Q1 (M),

Demonstragio. Seja k € HYH*(M). Pelo teorema 5.2.2, podemos encontrar uma forma
kP € HY(M) tal que (k — kD) € HE(M)L. Note que (k — k) € HYH*(M), pois kp é
um campo harmonico.

Sendo (k — ) um elemento de H% (M), existe ¢, € H3Q*(M) tal que
A¢, = (k — KP).

Para £ € HY,(M), vale que
<A¢p,{>=0=

< d6¢57§ >=—-< 6d¢f€)§ >=

— < d,, dE > +/8M T(€) A %N (d) = 0,

pois, d¢ =0, T'(&) = 0.
Disto segue que ddp, € Hi (M), Ademais, tem-se

T(ds¢y) = dT(6¢,) = 006, € Hip(M)

e, portanto, tem-se dd¢,, =0 e

k= 6do, + kP,

com ddp, € Heo(M) e kP € HE(M).

A decomposicao dual segue de maneira analoga. 0



87
6 APLICACOES
6.1 cohomologia de variedades fechadas

Nesta se¢ao mostraremos o poder da decomposicao de Hodge como ferramenta

para o célculo dos grupos de cohomologia real de variedades.

Definicao 6.1.1 Seja M wma variedade diferencidvel. O complexo de de Rham ¢ a

sequéncia de espacos de formas diferenciais
0= QM) L . QF Y (M) S QM) S QMY (M) S QM (M) — 0

Proposicao 6.1.1 O complexo de de Rham é um complexo de cocadeias reais, i.e. uma
sequéncia de espagos vetoriais reais {V7} e morfismos @7 : VI — VIt tais que p? oyl =

0, V5.

Demonstragio. A prova é imediata: basta tomar ¢/ = d|qi(ary- O Sendo um complexo de

cocadeias, o complexo de de Rham possui grupos de cohomologia.

Definicao 6.1.2 A k-ésima cohomologia de deRham ¢ o espaco quociente

ker d
HZ;R = 7 |Qk(M) .
111 ’Qkfl(M)

E sabido da teoria de variedades diferencigveis que os grupos de cohomologia
de de Rham sao isomorfos aos grupos de cohomologia e homologia singular real de mesmo
grau, como visto em (CONLON, 2013). Assim, pode-se obter toda a informagao topoldgica
a nivel de homologia real via formas diferenciais. A decomposicao de Hodge permite que
nos restrinjamos apenas aos campos harmonicos para obter a cohomologia de variedades

Riemannianas.

Teorema 6.1.1 (Isomorfismo de Hodge I) Seja M uma variedade Riemanniana com-

pacta sem fronteira. Os espagos vetoriais HF(M) e HEo(M) sdo canonicamente isomorfos.

Demonstracao. Considere o mapa que leva cada forma fechada w em sua classe de
cohomologia [w]. Sendo w fechada, podemos utilizar a decomposicao de Hodge para
escrever

w=da+ 0+,
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sendo estas, respectivamente, as componentes exata, coexata e harmonica, para obter
0 =dw = d*a+dop + dy = di3.

Disto segue que 05 é harmonica, portanto nula, pela ortogonalidade de decomposicao.

Com isto,

(] = [da+1] = )

e o seguinte diagrama comuta:

7THk
ker d|Qk(M) an HCI?R(M)
WHk‘ /
T,
HH (M)

Esta claro que o mapa 7~TH5R é bijetivo, visto que cada forma fechada w é da mesma classe de
cohomologia de sua componente harmonica e se w e 17 sao da mesma classe de cohomologia,

w — n é exata, portanto, possui componente harmoénica nula.

O

Corolario 6.1.1 Os grupos de cohomologia de uma variedade compacta sem fronteira tem

dimensao finita.

Demonstragao. Seja M compacta e sem fronteira; munindo-a de uma métrica Riemanniana,
podemos obter seus respectivos espagos de formas harmonicas e o isomorfismo de Hodge,

juntamente com o teorema 4.3.2 garantem que
dim Hp(M) = dim H*(M) < oc.

O
De agora em diante nao faremos distingao entre as formas harmonicas e sua
classe de cohomologia.
A teoria de Hodge também nos permite provar de maneira simples um resultado
classico e profundo da topologia algébrica para o caso de variedades sem fronteira: a

dualidade de Poincaré.



89

Seja M uma variedade Riemanniana compacta sem fronteira, w € QF(M) e
n € Q" (M) formas fechadas. Considere a forma bilinear H¥, (M) x H}z*(M) — R dada

por

ol i) = [ WAl = [ wnn,

Esta forma estd bem definida. De fato, dadas formas exatas d¢ € QF(M) e d¢ € Q" *(M),

tem-se

| (w+de) A (n+d6) =
J @ A m+de)+ [ (de) A tn+d6) =
[ @nm+d)+ [ denm+do) =

| @) A+ do),

pelo teorema de Stokes. De maneira analoga, prova-se que

/Mw/\(n—l-dC) :/Mw/\n.

Veja que forma p determina para cada classe de cohomologia de grau k, [w] um funcional
linear em H'j"(M) dado por p([w], —), estabelecendo um homomorfismo entre H¥,(M) e
H}Z%(M)*. O resultado de Poincaré mostra que este homomorfismo caracteriza totalmente

os duais de cohomologia de de Rham.

Teorema 6.1.2 (Dualidade de Poincaré) O mapa linear definido por

Wl [ A ()

é bijetivo. Em particular, Hi,(M) ~ H5z"(M)*. Demonstragio. Pelo isomorfismo de
Hodge, podemos considerar o mapa acima como uma forma bilinear com entradas em
HE(M) x H" R (M) simplesmente avaliando cada par de formas harménicas pela sua classe

de cohomologia. Além disso, vale o sequinte

Lema 6.1.1 O operador de Hodge é um isomorfismo entre HE(M) e H"*(M). Demons-
tracao. Um cdlculo direto mostra que

o d*Z*(S;
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o Ox = *d;

o Ak =*A.
Com isto, fica claro que o operador de Hodge é um mapa linear H*(M) — H"*(M) com
inversa dada por (—1)FM=F)y

O

Utilizaremos o operador de Hodge para construir uma bije¢ao entre bases de Hb,(M) e
HIZH(M)*. Seja {k;} uma base ortonormal de H"*(M) com respeito ao produto L.
Pelas propriedades do operador de Hodge, fica claro que {xr;} é uma base ortonormal de

HF(M) e { [y *r; A (=)} € a base dual de {x;}. De fato,

/ *l{i/\/ij :/ <Hi,lij>dM:
M M

< Ki, Kj >= 5@]

Tomando {[*xk;]} e {[y;[*K;] A (=)} como bases de HEp(M) e Hip"(M)*, respectivamente,

fica explicito o resultado. 0

Corolario 6.1.2 Para M, uma variedade compacta sem fronteira,

Hip(M) ~ Hig"(M).
6.2 Cohomologia de variedades com fronteira

Agora faremos uso da decomposicdo de Hodge-Morrey-Friedrichs para obter
resultados sobre a cohomologia de variedades com fronteira.

Seja M uma variedade Riemanniana compacta com fronteira. Diferentemente
do caso sem fronteira, o espago de campos harmoénicos nao se identifica com a cohomologia
da mesma maneira. E sabido que a dimensio de HE(M), em geral, ndao possui dimensio
finita, diferentemente dos grupos de cohomologia. Neste caso, faremos uso dos subespagos
de dimensao finita de campos harmonicos com condi¢oes de fronteira de Neumann e
Dirichlet para caracterizar a cohomologia de de Rham.

Devido a natureza local da diferencial exterior, podemos considerar o complexo

de de Rham de formas de com condig¢ao de Dirichlet:

0= QLML . QM) S Qb (M) S Qs (M) S (M) S0
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e sua cohomologia é definida de maneira andloga e denominada a cohomologia relativa de

de Rham,
ker d
Hiy (M, 001) =~ 00

Com isto, temos duas identificagbes entre campos harmonicos e classes de cohomologia.

Teorema 6.2.1 (Isomorfismo de Hodge II) Seja M uma variedade Riemanniana ori-
entada compacta com fronteira. Valem os sequintes isomorfismos canonicos:

1. HE (M) ~ HEL(M).

2. HE (M) ~ HE,(M,0M).
Demonstracao.

1. Seja w uma k-forma fechada. A decomposicao de Hodge-Morrey nos permite escrever
w = da + 7,

com do € EF(M) ey € H¥(M). Por outro lado, a decomposiciao de Friedrichs nos
permite escrever

v =K+ dE,

com K € H5 (M) e d§ € HE (M). Com isto, [w] = [k].
O mapa Kk — [K] € evidentemente sobrejetivo, visto que, pela decomposi¢io, para
cada forma fechada, hd um campo de Neumann de mesma classe de cohomologia.

Ademais, se [k1] = [ka],
K1 — Ky = d§ € H];x(M> N H?V(M%

i.e. d¢ =0, pela ortogonalidade da decomposicio de Friedrichs, provando a injetivi-
dade.

2. Seja w € ker d\Q;B(M). Pela decomposicao de Hodge-Morrey, temos
w=do+ 7y
e pela decomposicao de Friedrichs,
v =K+ 0(,

com k € HY(M) e 6¢ € HE(M). Como T(w) = T(y) = T(k) = 0, é claro que

T(0¢) = 0 e a condi¢io de ortogonalidade implica que §¢ = 0, portanto [w] = [k].
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A decomposicio deiza claro que o mapa k — [k| € sobrejetivo por analogia ao caso

anterior e, se [k1] = [ka],

Pela ortogonalidade da decomposi¢io de Hodge-Morrey, dn = 0, mostrando a injeti-
vidade.

O

A segunda versao do isomorfismo de Hodge possibilita o correspondente da dualidade de

Poincaré para variedades com fronteira.

Teorema 6.2.2 (Dualidade de Lefschetz) O operador de Hodge determina um iso-

morfismo entre Hi (M) e Hiy *(M) e, consequentemente,
Hap(M) = Hig"(M,0M).

Corolario 6.2.1 O mapa da dualidade de Poincaré determina um isomorfismo entre

Hk (M) e HY,(M)* de maneira andloga ao caso sem fronteira:
Wl — [ A=),
M
6.3 Decomposicao de Helmoltz

A decomposicao de Hodge implica num resultado particular que a antecede
cronologicamente: a decomposi¢ao de Helmholtz, que sera apresentada nesta secdo. Este
ltad de vet R? is fund tai Ani
resultado concerne a campos de vetores em R* e exerceu papéis fundamentais na mecanica
dos fliiidos e na teoria eletromagnética.

Recordemos, a priori, que o rotacional de um campo vetorial diferenciavel

F = (f1, fo, f3) : U CR® = R3 é 0 campo

dfs  0f» 0fi  0fs 0fs af1>

F = — -
VX ((%2 81’37 8x3 8.7717 81’1 5’x2

e que podemos tomar {8%.}1{’ como a base global de campos tangentes a U, obtendo a

identificagao X(U) ~ C*°(U,R?) sob a qual,

(k0N (05 0K\, . (0h 0k
VXF_(@xQ 8x3>ax1+<8:£3 8x1>8w2+<8:v1 0x2>8m3'
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Teorema 6.3.1 (Helmholtz I) Seja U C R® um aberto limitado com fronteira suave e

F € X(U). Ezistem campos A, B € X(U) tais que
F=V xA+ B,
onde T(A)=T(VxA)=0eV x B=0.

Para derivar este resultado a partir da decomposicao de Hodge, sdo necessarias algumas
identificagoes.

Assumamos que U estd munido da métrica candnica de R*, (0,,,0,,) = d;; e
que {dz?}} é a base dual de {0,,}]. Nestas condicoes, a forma de volume é dada por
dx' A dz? A dx® e o operador de Hodge estd bem definido.

Considere agora w € Q'(U). Escrevendo w = _; f;da?,

dw:dej/\dxj =
J

O 2 p da! + O 413 A da! + Of2

O O1s 0, L2t A da? + .

Ofs 02\, 2, g, (Oh _Ofs Ofs  Ofi\ 1, 5o
(3902 0m3>dx Adz® + 925 O, dz® A dxt + D, O dx™ A dx”.

Aplicando o operador de Hodge, obtemos

(O OB\ (PR OB e (W R,
*dw_<8:v2 8x3>dx+<8x3 8:B1>d +<8x1 8x2>dx_

(V x w?).
Assim, para um campo F, vale que
V x F = (xdF’)*.

Agora temos ferramentas suficientes para mostrar a decomposicao de Helmholtz. Demons-

tracdo. Tomando w := +F”, podemos, pela decomposicdo de Hodge-Morrey, escrever
w=da+ 08+,

com da € E¥(U), 63 € C*(U) e v € HF(U).
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Com isto,
F = xwh = xdo + (68 + ).
Tomando A := af e B := %(§3 + 7)¥, vale que
F=xd(A)+B=Vx A+ B,
com T(A) =T(a)* =0e
V x B=xd*(63+7) = (8°8+07)=0
U

Corolario 6.3.1 (Helmholtz II) Nas condigoes do teorema 6.5.1, se U é simplesmente

conexo, eziste uma funcio f € C°(U) e um campo A € X(U) tal que
F=VxA+V/f.

Demonstracao. Pela decomposicao de Helmholtz, tem-se
F=V xA+B.

Agora veja que a condicdo V x B = 0 é equivalente a dB” = 0. Isto nos permite fazer uso
de uma versao simplificada do resultado conhecido como lema de Poincaré, cuja prova

pode ser encontrada em (CONLON;, 2013)

Lema 6.3.1 (Poincaré) Seja U C R"™ um aberto simplesmente conexo com fronteira

suave, entao

i.e. uma 1-forma w € QY(U) € fechada se e somente se é a diferencial de uma fungdo

fenu).

Em posse do lema de Poincaré, podemos tomar f tal que df = B°. Em particular,
Vf =B,

provando o resultado. O]
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APENDICE A - OPERADORES PSEUDODIFERENCIAIS

Este apéndice tem por objetivo expor brevemente parte da teoria de operadores
pseudodiferenciais que esta por tras da regularidade eliptica no contexto de variedades.
Os resultados e técnicas desta teoria sdo, em geral, profundos e de alta complexidade; seu
aprofundamento foge ao escopo deste trabalho.

O simbolo total de um operador diferencial pode ser obtido de maneira alternativa a da
secao 3.2 via transformada de Fourier.

Consideremos, a priori, o caso M = R". Se £ — R" é um fibrado vetorial de rank k, vale

que ['(E) = C*(R",K*). Dada u € T'.(E), a transformada de Fourier de u ¢ dada por

1 .
() = e /]R” u(x)e @ d.

Observe que a férmula de integracao por partes fornece

— 1 .
_ —i(z,§ _
02, (8) = gy, Oeul)e Sl =
1/ u(@)ige W dr = iy, (£)a(€)
(27)"/2 JRn ! Oz, '
Esse processo pode ser repetido e reiterado para uma derivada multipla, D = %,
Qe a

obtém-se

Deu(€) = 118 pa (€)a(€) = Spa(i€)a(€)

e, em geral, para um operador diferencial L de coeficientes limitados,

Lu(§) = S.(i&)a9).

Note que, utilizando a féormula de inversao da transformada, podemos recuperar a acao de

L em u a partir do seu simbolo total, ¥ (§):

1

Lul) = G [, SHGERE 9

Esta maneira de enxergar a acao de operadores diferenciais nos permite obter uma classe

maior de operadores, generalizando o conceito de simbolo.
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Definicao A.1 Um simbolo de ordem m ¢é uma matriz de fungoes suaves com valores
em R" x R™, ¥(z,£), tal que, para cada par de multi-indices «, 3, existe uma constante
Cop tal que

| D3 DES(,€)] < Cap(1+ €)™,

Proposicao A.1 Seja L € Z%(R" x K*¥ R" x K') de coeficientes limitados. O simbolo
total de L é um simbolo de ordem m. FEscrevendo

S8 = > A @),

0<|y|<m

tem-se

DgD?EL(%f) = > DgAW(iL‘)D?fW < sup|DIA, (z)] > |D?§”’|
0<|y|<m 7 0<[y|<m
Agora note que Dgé” tem grau, no mdzximo, igual a m — || e que pelas regras usuais de
derivagdo, os coeficientes desse polinémio sdao menores do que m\Pl. Assim,
sup [DIMMA, (z)] > |D{EY| < sup DA, ()] Y K¢ MRl <
! 0<|y|<m ! 0<|y|<m

sup [ D4, () (1 -+ Jg) 1.

Tomando Co g = sup,, |DIMA, (z)|ml?!, tem-se o resultado.

Definicdo A.2 Um mapa P : C*°(R",KF) — C=(R", K') ¢ dito operador
pseudodiferencial de ordem m se é da forma

1
(27T)n/2

Pu= s [ B0 O de

onde X(x, &) é um simbolo de ordem m.

A proposicao anterior garante que a classe de operadores diferenciais estda contida na
classe de operadores pseudodiferenciais. O principal motivo para apresentar esta classe de

operadores ficard claro quando estendermos a acgao destes as fungdes da classe de Sobolev.

Teorema A.1 Os operadores pseudodiferenciais se estendem as funcoes da classe de

Sobolev como

P: H°(R",R¥) — H*™(R",R'),

sendo m a ordem de P.
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Lema A.1 A norma H?® de uma funcao de Sobolev pode ser equivalentemente definida

pela norma expressa via transformada de Fourier,
L+ leh*alds.
Langando mao da identidade de Plancherel,
< U, 0 >=< u,v >,

computamos a norma H?® de u

lullf = [ 32 1DPupdg = [ 30 Jevafde <

0<|al<s 0<a|<s

L X lePelapas < [ (s 1mt(1+ [e)|alde.

0<]al<s

Por outro lado, (1 + |£])* € um polindmio com entradas em || de grau 2s, cujo maior

coeficiente ndo excede (2s)!. Assim,

J o lebmlaras < 2o [, 3 lPlade =

@) [, S s

%

Usando novamente a identidade de Plancherel, a grandeza acima corresponde ao quadrado
da norma L* de um operador diferencial agindo em u, que é continuo na norma H*,

provando a afirmagado.
Retornando ao teorema, temos

| Pul

b < Cu [ (L[ Pulde <

Gy [ (1 +1él)[alds < Colfulfy..

Note que um operador pseudodiferencial pode ter ordem negativa —m. Neste caso, ele é

dito um suavizante de ordem m.

Definicao A.3 Um operador infinitamente suavizante é um mapa
K : C®(R™ RF) — C>(R",R!) que se estende continuamente as fungoes das classes de
Sobolev:

K H*(R" R¥) — H*T™(R",R"), Vs,m.
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Em particular, os mergulhos de Sobolev garantem que a imagem de qualquer fungio H*®

pelo operador KC € infinitamente diferencidvel.

Definicao A.4 Dois operadores Pseudodiferenciais Py e Py sdo ditos equivalentes se

Py — P, é um operador infinitamente suavizante.

Defini¢cdo A.5 Dado um operador pseudodiferencial P : C®°(R™, R¥) — C>°(R",R!) de
ordem m, uma paramétrica para P é um operador pseudodiferencial

Q : C®(R™, RF) — C=®(R"™,R!) de ordem —m tal que PoQ e Qo P sio equivalentes a
tdentidade.

Naturalmente, desejamos estender os conceitos acima ao contexto de variedades

Riemannianas.

Definicao A.6 Sejam E— M e F' — M fibrados vetoriais sobre uma variedade
Riemanniana compacta.
e Um mapa K : T'(E) — T'(F) € dito um operador infinitamente suavizante se

estende-se continuamente as segoes da classes de Sobolev:
K:HT(E)— H*T"T(F), Vs,m.

e Um mapa P :T'(E) — I'(F) é dito um operador pseudodiferencial de ordem m se, a
menos de operadores infinitamente suavizantes, pode ser escrito como uma soma
finita, - P;, onde cada P; pode ser expresso em wma carta local trivializante como
um operador pseudodiferencial de ordem m de suporte compacto.

e Dado um operador pseudodiferencial P : T'(E) — I'(F) de ordem m, uma
paramétrica para P é um operador pseudodiferencial Q : I'(F) — I'(E) de ordem

—m tal que Po @Q e ) o P sao equivalentes a identidade.
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A ideia por tras de generalizar a classe de operadores diferenciais é encontrar uma
maneira de inverter um operador diferencial, i.e., encontrar uma paramétrica e, com esta,
obter estimativas da norma das derivadas de solu¢ées de um problema de equagoes
diferenciais parciais. Como é esperado, nao é possivel garantir a existéncia de uma
paramétrica para qualquer operador pseudodiferencial. Entretanto, hd uma classe de
operadores(na qual se inclui o Laplaciano de Hodge) que admite paramétricas.
Enunciamos sem demonstrar este, que talvez seja o resultado mais importante da teoria
de operadores pseudodiferenciais em variedades sem fronteira a seguir. A demonstracao

pode ser encontrada em (LAWSON; MICHELSOHN, 2016).

Teorema A.2 Seja L € P%(E, F) um operador eliptico entre segoes de fibrados
Riemannianos sobre uma variedade Riemanniana compacta, entdo L admite uma

paramétrica.
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