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RESUMO

Um problema proposto por Yau (1982) é se o primeiro autolavor A; do laplaciano de uma
hipersuperficie minima mergulhada na esfera S"*! é igual a n. Neste trabalho demonstraremos
um resultado de Takahashi (1966) o qual afirma que A; < n. Além disso, ao desenvolvermos
alguns tensores de curvatura aplicados na esfera, faremos um estudo, principalmente analitico,
a citada conjectura. Temos, entdo, como principal objetivo apresentarmos resultados em duas
dire¢des ao problema: para a primera, seria propor condi¢des que garantem a igualdade A; = n;
ja a segunda, seria apresentar condigdes que asseguram uma cota inferior explicita para A; melhor

do que n/2, esta ja provada por Choi-Wang (1983).

Palavras-chave: hipersuperficies minimas; autovalores; hessiano.



ABSTRACT

A problem proposed by Yau (1982) is whether the first eigenfunction A; of a minimal hyper-
surface embedded in the sphere S"*! is equal to n. In this work we will demonstrate a result
from Takahashi (1966) which states that A; < n. Furthermore, when we develop some curvature
tensors applied to the sphere, we will carry out an analytical study mainly regarding the conjec-
ture. Our main objective, then, is to present results in two areas specific to the problem: for the
first, it would be to propose conditions to guarantee equality A; = n; the second would be to
present conditions that guarantee an explicit lower quota for A; better than n/2, this proved by

Choi-Wang (1983).

Keywords: minimal hypersurfaces; eigenvalue; hessian.
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1 INTRODUCAO

Um problema proposto por Yau (1982) € se o primeiro autolavor A; do laplaciano de
uma hipersuperficie minima mergulhada na esfera S"*! € igual a n. Dado M" uma variedade
Riemanniana orientada fechada e x : M" — S"+! uma imersdo minima de M”" na esfera euclidiana
unitdria S, Takahashi (1966) demonstra que Ax + nx = 0, onde A corresponde ao laplaciano
de M na métrica induzida por x,, com iso demonstra que A; < n. Por outro lado, Choi-Wang
(1983) prova que A; > n/2.

A fim de tanto introduzir conceitos para leitores nao acostumados com geometria
Riemanniana, como para esclarecer as notacdes escolhidas, comecamos introduzindo brevemente
e expondo alguns resultados basicos. Em seguida exploramos mais profundamente conceitos
diferenciais com foco em identidades. Principalmente aplicaremos estas identidades ao demons-
trarmos uma férmula devida a Reilly (1977). Encerraremos o estudo focando entio acerca do
problema de Yau (1982).

Para isso, ap6s desenvolvermos alguns tensores de curvatura aplicados na esfera,
vamos fazer um estudo principalmente analitico. Temos, entdo, como principal objetivo apresen-
tarmos resultados em duas dire¢des ao problema: para a primera, seria propor condicdes que
garantem a igualdade A; = n; ja a segunda, seria apresentar condi¢des que asseguram uma cota
inferior explicita para A; melhor do que n/2.

Mais precisamente, como a imersao divide a esfera em duas componentes Q; e Q)
iremos considerar uma delas de modo vantojoso para nossas equacdes observando que ambas
componentes possuem x(M) como seu bordo. Assim, usaremos u e v solu¢des de problemas de
dirichlet a fim de obtermos resultados relacionando o primeiro autovalor através de condi¢des
acerca essas fungoes, seus gradientes e suas hessianas.

Dito isso, € pressuposto que o leitor tenha algumas no¢des de variedades diferencia-

veis. Ademais, daremos uma abordagem com enfoques geométrico e analitico.



2 PRELIMINARES

A fim de apresentar os conceitos, notacdes e resultados bdsicos presentes neste
trabelho, utilizaremos esta secdo introdutéria. E assumido conhecimento prévio acerca de
variedades diferencidveis para podermos dissertar sobre variedades Riemannianas, conexdes

afins, curvatura e imersodes isométricas.

2.1 Variedades riemannianas

Aqui, fazemos uma breve explanagdo sobre variedades Riemannianas.

Definicao 2.1 Seja M" uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana g em M é
uma aplicagdo que associa a cada ponto p € M um produto interno g, do seu espago tangente
TyM, variando diferencialmente, isto é, dada uma carta (U, y) de M com fungdes coordenadas
xl,. X", as fungdes g;; = g(%, %) sdo diferencidveis, para cada i, j € {1,...,n}. Neste caso,

a variedade M munida da métrica g é chamada de uma variedade Riemanniana.

Essa defini¢do € de grande importancia, pois tudo que faremos aqui terd ligagdo com

a métrica escolhida.

Exemplo 2.1 Podemos munir o R" com uma métrica natural (-,-). Para isso, utilizemos a

aplicacdo identidade I : R" — R" como carta com funcées coordenadas x',. .. ,x". Dados,
n no; _ i d _.,j.0 ~ .
pEeR" eu,v e T,R", digamos u = u' 55 , eV = v/ % p» €Ntdo pomos.

n
(u,v)p = Z u'v'.

i=1

E fdcil verificarmos que (-,-) assim definido é de fato uma métrica Riemanniana.

Além disso, variedades munidas de métricas admitem campos vetoriais associados a

fungdes diferencidveis e suas derivadas.

Definicio 2.2 O gradiente V f de uma fun¢do f € € (M) é uma aplicagcdo que associa a cada

ponto p € M o vetor V f(p) definido por:

(Vf(p),v> = dfp(V),VV S TpM.



Afirmamos que o gradiente assim posto estd bem definido e varia diferencialmente.

Com efeito, uma vez que podemos localmente tomar uma carta com funcdes coordenadas

x!,...,x" escrevendo Vf = f"%, temos que:
af d
0 = $Vfig5)
Jd d

= g(f’ﬁ7ﬁ) :flgij

Desse modo, denotando por (g'/) a matriz inversa de (g;;), temos que f' = g'/ %,
ou seja, o gradiente é unicamente determinado e diferencidvel.

Para seguirmos adiante, uma pergunta natural quando tivermos duas variedades,
sendo uma munida de uma métrica e outra nao, € se € possivel induzir a partir da métrica da
primeira uma métrica para a segunda variedade. Um contexto possivel é no caso de termos
(M"*,g) e N" e uma imersdo ¢ : N — M. Conseguimos definir uma métrica g da seguinte

forma:

gp(uv V) = gp((p*u, (p*V)

Para facilitar a notagdo, utilizaremos o mesmo simbolo para indicar a métrica para

ambos 0s casos em caso de métrica induzida.

Exemplo 2.2 Consideraremos a inclusdo i : S" — R""!. Temos que i é uma imersdo, dai

através da métrica definida em R" " induzimos uma métrica para a esfera como anteriormente.

2.2 Conexoes afins

Seja (M", g) uma variedade Riemanniana. Usaremos .2 (M) para denotar o conjunto

dos campos vetoriais de M. Para o que segue na préxima defini¢do, serd também X,Y,Z € 2" (M)
e f,g € €7(M).

Definicio 2.3 Uma conexdo afim V em M, é uma aplicacdo V : &' (M) x Z' (M) — Z (M), a
qual escrevemos V(X,Y ) = VxY, satisfazendo as seguintes propriedades:

1. VixyovZ = fVxZ+gVyZ;

2. Vx(Y+2Z)=VxY +gVxZ;

3. Vx(fY)=fVxY+X(f)Y.

A ideia de conexdo afim € uma forma de derivar campos vetoriais numa superficie,

no entanto em uma variedade € possivel definirmos conexdes diferentes. Porém podemos analisar
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alguns tipos especificos de conexdes. A fim de indicar o seu valor em um ponto p € M, usaremos

a notagdo Vy Y.

Definicao 2.4 Seja (M, (-,-)) uma variedade Riemanniana e V : ' (M) x Z (M) — Z (M)
uma conexdo afim. Diremos que V é compativel com a métrica quando para todo X,Y,Z € & (M)

vale:

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ).
Definicio 2.5 Seja V: 2 (M) x 2 (M) — 2 (M) uma conexdo afim, numa variedade dife-
rencidvel M. Diremos que V é simétrica quando [X,Y]| = VxY — VyX VXY € 2 (M).

Definicao 2.6 Uma conexdo afimV : &' (M) x X (M) — Z (M) em uma variedade Rieman-
niana (M, (-,-)) € dita conexdo Riemanniana (ou conexdo de Levi-Civita) quando é simétrica e

compativel com a métrica.

Essa definicdo de conexdo Riemanniana restringe a que conexdes discutiremos, mas
até entdo nao foi exposto existéncia de tais conexdes e nem se, de fato, reduz o conjunto das

possiveis conexdes de uma variedade Riemanniana. O préximo teorema esclarece isso.
Teorema 2.1 Toda variedade Riemanniana (M",g) admite uma tinica conexdo de Levi-Civita.

Com isso, daqui para frente, ao tratarmos de uma variedade Riemanniana com uma
conexao estaremos falando da conexado de Levi-Civita associada.

Surge nesse contexto um tensor importante associado a funcdes chamado hesssiana.
Definiciio 2.7 A hessiana V?f de uma funcédo f € €*(M) é o (0,2)-tensor dado por
VIF(X,Y) = (VxVf,Y)VX,Y € 2 (M).

E importante ressaltar que também ¢ utilizado a notagdo para o (1,1)-tensor V2 f(X) =

VyVF.

Proposicdo 2.1 Se f € € (M) entio (0,2)-tensor V> f é simétrico.
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Sejam X,Y € 2" (M) campos vetoriais arbitrérios. Temos que
VX, Y) =V f(Y,X) = (VxV[Y)—(VyV[.X)
= X(VFY)—(Vf,VxY)— (Y(Vf.X) = (V. VyX))
= (XX(N))-YX(f))— (Vf.VxY = VyX))
= [X.Y](f) - [X.Y](f) =0,

Desse modo, garantimos a simetria.

2.3 Curvatura

Esta subsecdo tem intuito de introduzir os conceitos dos tensores cldssicos de curva-

tura, além de apresentar algumas proposi¢oes basicas.

Definicao 2.8 O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana (M",g) é uma correspon-
déncia que associa a cada par de campos vetoriais X,Y € 2 (M) a aplicacdo R : & (M) —

2 (M) de modo que:
R(X,Y)Z =VxVyZ-VyVxZ— V[X,Y}Za VZ € %(M)

Embora, até entio, ndo tenhamos uma motivagdo forte para essa defini¢do, vale des-
tacar que ela estd ligada a comutatividade ou ndo da derivagdao. Além disso, possui propriedades

algébricas importantes.

Proposicao 2.2 Sejam X1,X5,Y1,Y2,Z€ X (M) e f,g € €°(M). A curvatura R de M, satisfaz
as seguintes propriedades:

1. €= (M)-Bilinearidade:

R(le—l—Xz,Yl) = fR(Xl,Yl)—l—R(Xz,Yl)e

R(X1,gY1+Y2) = gR(X1,1)+R(X1,12);
2. €=(M)-Linearidade:

R(X1,Xo)(Y1+Y2) = RX1,X)1 +R(X1,X2)Yz e

R(Xl,Xz)fZ = fR(Xl,Xz)Z;
3. Antissimetria nos dois primeiros argumentos:

R(X1,X) = —R(X2,X1).
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Proposicao 2.3 Dados X,Y,Z € 2" (M) quaisquer, vale:
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0.

Essa equacdo é chamada de primeira identidade de Bianchi.
Agora, sabemos bem que a curvatura € um (1,3)-tensor em M. Através, entdo, da

métrica podemos definir o (0,4)-tensor Rm, ou simplesmente R, em M.
Definicao 2.9 Sejam X,Y,Z,W € 2 (M) arbitrdrios, definimos:
Rm(X,Y,Z,W)=—(R(X,Y)Z,W).

Naturalmente, algumas das propriedades algébricas da curvatura R tem equivalentes

em Rm, porém sdao também integradas novas relagcdes.

Proposicdo 2.4 Dados X,Y,Z,W € 2 (M), tem-se que:
1. Rm(X,Y,Z,W) +Rm(Y,Z,X,W) +Rm(Z,X,Y,W) = 0;
2. Rm(X.Y,Z,W) = —Rm(Y.X,Z,W);
3. Rm(X,Y,Z,W) = —Rm(X,Y,W,Z);
4. Rm(X,Y,Z,W) = Rm(Z,W,X,Y).

A primeira equagdo da proposicao anterior, por vezes, também é chamada de primeira
identidade de Bianchi.

Outro tensor diretamente relacionado com o tensor de curvatura € o tensor de Ricci.
Definicao 2.10 O tensor de Ricci, denotado por Ric, é o (0,2)-tensor definido por:
Ric(X,Y) =tr(U — R(U,X)Y).

Neste sentido, dado p € M e campos ortonormais {Ej,...,E,} definidos numa
vizinhanca de p, teremos que

n n n
Ricy(X,Y) =) (R(E;,X)Y,E;) Rm(E;, X, E;,Y) = Z (E;,Y,E;,X) = Ric,(Y,X).
1

i=1 =

Com isso, temos que o tensor de Ricci € simétrico. Para o que iremos definir a seguir,

dados u,v € T,M, usaremos a nota¢ao

Ay = /I — ()2
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Definicao 2.11 Sejam p € M e x,y € T,M vetores linearmente independentes. Definimos a
curvatura seccional em relacdo aos vetores x,y como:

Rmp(x7y7x7y>

K<x7y): |x/\y]2

E possivel verificar que duas bases de um mesmo subespaco bidimensional (subes-
pago de T,M de dimensdo 2) resultam em um mesmo valor da curvatura seccional. Desse modo,

sendo & subespaco bidimensional determinado por x,y, colocamos K(c) = K(x,y).

Sabemos que sempre € possivel tomar localmente campos vetoriais ortonormais,
digamos Eq,..., E,, basta usarmos uma carta e usar o processo de Gram-Schmidt. Com isso,
como a curvatura seccional K (o) depende apenas da escolha de uma base de &, considerando

bases ortonormais, muitas vezes, facilitardo os cédlculos, pois |E; AE;| = 1 quando i # j.

Exemplo 2.3 Suponhamos que a variedade Riemanniana (M",-,-)) tenha curvatura seccional
constante k, i.e., K(x,y) =k Vp € M eV o subespago bidimensional de T,M. Afirmemos, entdo,
que o Ric é um miiltiplo da métrica.
Com efeito, sejam X,Y € Z (M) quaisquer. Temos que
n n
Ric(E;j,E) Z m(Ei, Ej,Ei, Ej) =Y k(1—8;j) = (n—1)k
i=1 i=1
Notando que (E;,E;) = 1, teremos Ric(E;,E;) = (n— 1)k(E;,E;). Dado um vetor

X, € T,M podemos considerar, a menos de uma rotagdo, que X, = |Xp| - Eyp, dai teriamos
Ricy(X,X) = Ricp(|Xp|E1, |Xp|E1) = |Xp|2(” = Dk = (n—1)k(Xp, Xp)
Note que Ric(X +Y,X +Y) = Ric(X,X) 4+ Ric(Y,Y) +2Ric(X,Y), portanto

Ric(X,Y) = =(Ric(X+Y,X+Y)—Ric(X,X)—Ric(Y,Y))

k. X+Y,X+Y)—(X,X)—(V,Y)

(n— 2
= (n=Dk(x.Y).

1
2

Concluimos disso ndo sé que o Ric é miiltiplo da métrica, como também o valor

dessa constante em relacdo a curvatura seccional.

Para encerrar a discursio sobre os tensores de curvatura basicos, introduzamos a

curvatura escalar.
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Definicao 2.12 Seja (M",(-,-)) uma variedade Riemanniana. O tensor de curvatura escalar, é
a funcdo S dada por
n
S(p) = ZRiCP(Ei7Ei)7
i=1

onde {Ey,...,E,} é um referencial ortonormal definido numa vizinhanga de p.

Exemplo 2.4 Se (M",(-,-)) possuir curvatura seccional constante k, entdo S = n(n— 1)k.

De fato, podemos usar o exemplo anterior, dai

S=Y Ric(E;,E) =Y (n—1)k(E;,E;) =n(n—1)k.

n n
i=1 i=1

Assim, conseguimos a identidade buscada.

O exemplo mais simples de variedade com curvatura seccional constante € o R” com
métrica e derivada usual D. Nestas condi¢des € facil verificar que a curvatura seccional € nula.

De fato, basta utilizarmos campos constantes e ortonormais para ver que ela se anula.

2.4 Imersoes isométricas

Defini¢do 2.13 Uma imersdo v : M — M entre variedades Riemanianas (M"** g) e (M",3)

¢ dita uma imersdo isométrica quando g ,(u,v) = gy (p)(Wsplt, Yipv), Vp € M eVu,v € T,M.

Neste caso, pelo teorema da aplicac@o inversa temos que localmente f é um di-
feomorfismo, dai, como tudo que definimos de curvatura e conexdo € calculado localmente,
podemos considerar M C M, assim podemos s6 usar a mesma notacdo g para a métrica de ambos.

Com isso, T,M C T,M permitindo escrevermos a soma direta 7,M = T,M & (T,M)".

Assim, cada v € T,M é daformav=v' +vt ondev' € TpM e vt € (T,M)".

Exemplo 2.5 Se X,Y € 2 (M) possuem extensoes X,Y € X (M) numa vizinhanga em M do
ponto p € M, entédo ([X,Y],)* = 0, portanto, [X,Y], = [X,Y],.
De fato, para f € €= (M), basta provarmos que ([X,Y],,Vf(p)) =0, sempre que

(V£(x)) € (T:M)* para todo x pertencente a uma vizinhanga de p.

<Vf(p)>[X7Y]P> = <Vf(p)7VXpY_VYpX>
= <Vf(p)aVXpY>_<Vf(p)7VYpX>
- (XP<Vf7Y>_<VXpr7Y>) - (YP<VfaX>_<VYpr7X>)

= sz(Xp:Yp) _sz(Ypaxp) =0



15

Conseguintemente, [X,Y], = [X,Y].

Proposicao 2.5 Na notacdo, até entdo, utilizada, se V é a conexdo Riemannnina de M, entdo
a conexdo Riemanniana V de M é dada por Vyp? = (VXPY)T, ondepeMeX,Y e X (M)e

X,Y sdo, respectivamente, extensoes em uma vizinhanca de p em M dos campos X e Y.

Para isso, uma vez conferida as propriedades para garantir que V é uma conexao,
basta entdo provarmos que € simétrica e compativel com a métrica.

Acerca a simetria, temos que

P_(aY]P = ([_77]P)T
Y

Além disso, teremos a compatibilidade pela métrica pois

Xp(8(,2)) = Xp(e(¥,2))

= g(VXpY7Zp) +g(YP7VXpZ>

Conseguintemente, como tomamos um ponto p € M arbitrario, V definida como na
proposigdo é a conexdo de Levi-Civita de (M, g).
Para o que se segue, denotaremos .2 (M)~ o conjunto dos campos 1 € 2 (M) tais

que 1, € (T,M)*, para todo p € M.
Definicao 2.14 Relativamente a imersdo W : M — M, podemos definir a aplica¢do

B: 2 (M)x 2 (M) — 2 (M)*,

que localmente pode ser determinada por B(X,Y) = Vg¥ — VxY = —(VxY)t.. Ademais,

chamaremos esta aplicagdo de segunda forma.
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Proposicao 2.6 A aplicacdo B, definida como anteriormente é bilinear simétrica.

Utilizando as propriedades das conexdes s6 restaria provar que B(X, fY) = fB(X,Y),
no entanto quando provarmos a simetria essa sai de imediato pois teriamos B(X, fY) = B(fY,X) =
fB(Y,X), onde f € €°(M).

Provemos, entdo, a simetria. Note que

BX,Y) = ViV —VyY

Com isso, encerramos a proposic¢ao.

Exemplo 2.6 Consideremos a esfera euclidiana unitdria S* subvariedade de R"', cada uma

com sua respectiva conexdo Riemanniana V e D. Dado p € S afirmemos que
VXPY = DX17Y+ <Xp,Yp>p,\V/X,Y € %(Sn)

Com efeito, a derivada covariante pode ser calculada apenas com o valor de X no
ponto p ede Y ao longo de uma curva contida na variedade que passa no ponto p com derivada
igual a X,. Uma curva que tem essas propriedades é y(t) = cos(t)p + sen(t)X), pois veja que

¥(0) = p e Y(0) = X,,. Note, entdo, que

(Dx,, Y, y(1)) =X(¥,7(t)) = (¥.7 (1))
= <DXy(0)Y7 }/(0)> = _<’}/(0)7Y>
= (Dx,Y,p)=—(X,Y)).

Desse modo, como o ponto p é normal ao seu espago tangente, segue que

Dy,Y = Vx,Y+(Dx,Y,p)p

= VXPY— <X,Y>p.
Em outras palavras,
B(XaY)p = <Xp:Yp>P,

onde B é a segunda forma fundamental da esfera S" imersa em R" .
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Definicfio 2.15 Sejam p €M e n € (TPM)L. A segunda forma fundamental da imersdo y :
M — M em p na direcdo 1 é a aplicagdo hy : T,M x T,M — R definida por hy(u,v) =
(B(u,v),m), Yu,v € T,M.

Observacao 2.1 Para o caso de hipersuperficies orientdveis, isto é, quando a variedade mergu-

lhada possuir codimensdo 1 e com um campo normal v, identificaremos hy e B.

Definicfio 2.16 Seja {ny,..., M} uma base ortonormal de (T,M)*, definimos o vetor de curva-

tura média da imersdo no ponto p como

onde {E,...,E,} é uma base ortonormal de T,M.
Defini¢iio 2.17 A imersdo ¥ : M — M é dita uma imersdo minima se H = 0.

Observacao 2.2 Novamente podemos especificarmos para o caso de hipersuperficies orien-
tdveis, pois como a base do espago ortogonal constituird de um unico vetor V fard sentido
identificarmos a curvatura média com o escalar H tal que H = Hv. Assim podemos utilizar a
mesma nota¢do H para ambos, porém vale ressaltar que esta muda de sinal ao trocarmos a

orientagdo.

Exemplo 2.7 Consideremos S" subvariedade Riemanniana de R™' com as mesmas notagéoes
do exemplo anterior. Tomando a orientacdo da esfera de modo que a normal num ponto p € S"
seja o proprio p, entdo a curvatura média de S é constante igual a 1.

De fato, tomemos uma base {E\,...,E,} C T,S" e usemos o resultado da equagdo

anterior para obtermos:

1 1 &

n
H(p>zﬁtr :EZZ] jp7 ZZI

Como o ponto p é arbitrdrio, segue que a curvatura média H é constante com H = 1.
Para encerrarmos analisemos também a curvatura seccional da esfera.

Exemplo 2.8 Afirmemos que a esfera possui curvatura seccional constante igual K = 1. Para
verificarmos esse fato, como sabemos que o valor da curvatura seccional em um ponto depende

apenas do plano ao qual estamos calculando e o ponto em que estd sendo calculado, entdo
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dado p € S", consideremos X,Y campos vetoriais unitdrios e ortogonais entre si definidos numa
vizinhanga de p.

Agora, como K(X,,Y,) = Rmp(X,,,Y,,X,,.Y)), calculemos:

Rm,(X,,Y,,Y,,X,) = (R(X,Y)Y,X),

VXVYY - VYVXY - V[X,Y} Y,X>p

(
{

= (Vx(DyY +(Y,Y)p) = Vy(DxY +(X,Y)p) = Dix y)¥ — ([X,Y],Y)p,X)p
(Dx(DyY +1(p)) +(X,DyY + p)p — DyDxY + (Y,DxY)p — Dix y¥, X))
(

DnyY—DnyY—D[XVY]Y,Xh,—i-<X,X>p.

Como o primeiro termo é a curvatura seccional de R" que é nula e o segundo

termo € igual a 1, concluimos que K = 1.
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3 DERIVADA COVARIANTE E DIVERGENTE

Uma vez que temos uma variedade Riemanniana (M",(-,-)) uma nog¢do de derivada
de tensores serd adquirida através da conexao de Levi-Civita V associada.

Com isso, teremos o minimo para definir o divergente de tensores, que nos fornecera
algumas identidades importantes. Ademais, para clareza de notagdo, nesta se¢ao utilizaremos

por @ 1-formas em M e X,Y,Z campos vetoriais genéricos.

3.1 Derivada covariante

Sendo T um (r,s)-tensor em M qualquer, indicaremos por VT a derivada covariante
de T que é um (r,s + 1)-tensor. Além disso, denotaremos por VxT(®y,..., @, Z1,...,Zs) =
VT(w,...,0,7Z,...,ZsX). Inicialmente, € interessante listarmos quais sdo as propriedades
que esperamos dessa operacdo, as quais sao:

1. Para qualquer fungdo f € €(M), tem-se Vx f = df(X);

2. VxY coincide com a conexdo Riemanniana;

3. Toda 1-forma @ em M, tem-se Vx(0(Y)) = (Vxo)(Y)+ o(VxY);

4. Vx(TRT')=(VxT)RT'+T & (VxT'), onde T’ € outro tensor arbitrério.

SendoT =0, ® - Q0;,RZ ®--- X Z,, mostremos que a sua derivada covariante
estd bem definida.

De fato, temos que

(VxT)(Yl,...,YS) = Vx((i)l®-~-®0)s®zl®~--®Zr)(Y1,...,Ys)

)
Za)l®---®(an),~)®---®a)s®21®---®Zr>(Y1,...,YS)
i=1

.
Z(01®"'®(Ds®zl®"'®(VXZj)®"'®Zr)(Y1,...,Ys)
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Por outro lado,

Vx(T(Y1,....Yy)) = Vx((@® - Q00,0Z @ ®Z)(11,...,Y))

= Vx(ah(Yl)...a)s(Kq)@Zl ®'--®Zr)

= (ia)1(Y1)...Vx(a),'(Y,'))...(os(Ys)Zl ®"'®Zr)
+

Zr‘, o1(1)...05(Y5)Z1 ®--- @ (VxZ)) ®---®Zr)

Desse modo, a préxima defini¢do se torna mais natural.

Definicio 3.1 Seja T um tensor de Mdo tipo (r,s). A sua derivada covariante é o (r,s+ 1)-tensor

definido por:

)
(VxT)(Y1,....Ys) =Vx(T(Y1,....Y)) = Y T(N1,...,VxY;,.. . Xy).
=1

~.

Nesta defini¢do estamos usando recorréncia a partir de como essa aplicacdo atua nos

casos mais simples listados acima.

Exemplo 3.1 Seja f € €7 (M) qualquer. Anteriormente jd foi dada uma defini¢do do hessiano
associado a essa funcdo, porém afirmemos que V> f = Vdf.

Com efeito, veja que:

(Vdf)(X:Y) = Y(df(X))—df(VxY)
— Y((V£.X)) — (V/,VyX)
= <Vva7X>+<Vf7VYX>_<Vf,VYX>

= (VyV£,X).

Com isso, concluimos que ambos coincidem, uma vez jd provado que o hessiano é

SImétrico.
3.2 Divergente

No sentido contrdrio da derivada covariante, o divergente de um (r,s)-tensor, deno-
tado por divT é um (r,s — 1)-tensor, o que restringe para s > 1. Porém, tem relacdo direta com a

primeira como segue abaixo.
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Definicdo 3.2 Seja T um campo tensorial em M do tipo (r,s), s > 1. Definimos:
n
(divT)(Yy,.. =Y (VeT)(EN,....Ys—1),
i=1

onde {E\,...,E,} é um referencial ortonormal local.

Para campos vetoriais, digamos X € 2" (M), que um (1,0)-tensor estenderemos a

definicio aplicando ao (0, 1)-tensor X°(Y) = (X,Y), isto &, div(X) = div(X’).

Definicao 3.3 O divergente de um campo diferencial X € 2" (M) é a fungdo

(agE

div(X) = Y (Vg X, E).

1

~.

E fécil verificar que o divergente da soma de dois tensores do mesmo tipo € a soma

dos divergentes. Semelhantemente em natureza, temos uma propriedade basica para campos.
Proposicao 3.1 Para f € €~ (M) e X € 2 (M) quaisquer, € vdlida a seguinte equa¢do:
div(fX)=(Vf,X)+ fdiv(X).

De fato, tomemos um referencial ortonormal local {E,...,E,}, veja que

M=

div(fX) = Y (Vg(fX),E)

~.
—

(f(E)X +fVEX, Ej)

|

~
—

|

~
—

((r(Ex.E)+ VX E))

I
M:

X AVFEVE)+ Y f(VeX,E)
i=1
_ VLX) + faiv(x).

[l
_

Semelhantemente a derivada covariante, o divergente também induz um tensor

importante associado a fungdes.

Definicdo 3.4 Seja f € € (M) uma funcdo qualquer. Definimos a fun¢do Af, chamada de

laplaciano de f, como

Af = div(Vf).

Proposiciio 3.2 Se f € €*(M), entdo Af = tr(V2f).
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Podemos estender a equacao da defini¢do do laplaciano, como se segue:

(VPF(E),Ei) =tr(V* ).

M:
™=

Af = div(Vf)=) (VEVSf,E ):

1 1

Concluimos, entdo, que a proposicdo é verdadeira.

3.3 Identidades diferenciais

Para facilitar as demonstracdes dessa se¢do, utilizaremos uma técnica importante
para a Geometria Riemanniana que consiste no uso de um referencial geodésico. Um fato
conhecido de geometria Riemanniana, veja do Carmo (2008), que apresentaremos na seguinte

proposi¢cdo sem demonstracao.

Proposicao 3.3 Seja (M",(-,-)) uma variedade Riemanniana qualquer. Dado p € M qualquer,
existe uma vizinhanga p € U e um referencial ortonormal {E, ... E,}, E; € 2 (U), de modo

que Vg, Ej =0 paratodoi,j € {1,...,n}.

Desse modo, apesar de buscarmos identidades que valem para todo ponto da varie-
dade, poderemos aplicar o referencial para um ponto arbitrario resultando na generalidade. Dito
isto, fagcamos para o resto dessa sec¢do a convengao de que, ao utilizar referencial geodésico, o

célculo € pontual.

Proposicao 3.4 Dada uma variedade Riemanniana (M",(-,-)) e U,V.X,Y,Z € Z (M) quais-

quer. Entdo
(VRm)(U,V,X,Y;Z)+ (VRm)(U,V,Y,Z;X)+ (VRm)(U,V,Z,X;Y) =0.

Ademais, essa equacao é chamada de segunda identidade de Bianchi.
A fim de demonstrar essa proposi¢io, tomemos um referencial geodésico {E1,...,E,}.
Como o tensor € linear em cada coordenada, entdo basta provarmos a identidade no caso dos

campos E;, E;, Ey, Ej, Ey, isto €,

(VRm) (EZ,E],Ek,El, ) + (VRm) (EZ,E],EZ,Em,Ek) + (VRm) (Ei,Ej,Em,Ek;El) =0.
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Inicialmente, calculemos o primeiro termo da soma acima, pois 0s outros serao

andlogos. Vale ressaltar que VE,Ej=0¢ [E;,E;] = VEE; — Vg, Ei =0.

(VRm)(Ej,E}, Ex,E;;En) = En(Rm(E;,E} Et.E))
—(VRm)(VE, Ei,Ej,Ex, E;) — - -- — Rm(E;, E;, Ey, Vi, Ey)
= En(Rm(E;,E;,E.E)))
- Em(Rm(Ek,El,Ei,Ej))
= En((VEVEE: —VEVEE — Vg 5 ErE)))
= (Vg,VEVEE — Vi, Ve VEELE))
—((VE,VEEi = VEVEE;, VE,E;)
= (Vg,VeVeEi— Vg, Ve VEELE))
= (Vg, Vg Ve Ei— Vg Ve, Vi ELE))

+(VE VE, VEEi — VE

m

VEkVElEi7Ej>
= Rm(El,Em,VEkE,‘,Ej) + <VEZVEmVEkEi7Ej> — <VEmVEkVE1Ei7Ej>

— <VElvEmVEkElaEJ> - <VEmVEkVElEl7E]>
Assim, temos que

(VRm) (E,',Ej,Ek,El;Em) -+ (VRm)(Ei,Ej,El,Em;Ek) + (VRm) (E,',Ej,Em,Ek;El)
= (Vg Ve, VEEiEj) — (Vi VEVEELE)) + (VE,VEVEE,Ej) — (VEVEVE,Ei Ej)

+(VEVE VE

m

Ei,E;) — (Vi Ve, VEELE))

= (Vg Ve,VeEiLE;)— (Vi VE, Vi ELE))
+(Vg,VEVEELE;) — (VE, Vi VEEi Ej)
+(V Vg VE,ELE;) — (Vi VE VE, Ei Ej)

= 0.

Assim, provada essa identidade € natural vermos a préxima, chamada de segunda

identidade de Bianchi contraida.

Proposicao 3.5 Em uma variedade Riemanniana (M, (-,-)) vale a seguinte identidade:

VS = 2div(Ric).
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Tomemos Eq,. .., E, um referencial geodésico local. Temos que
n
div(Ric)(X) =Y VgRic(E;, X).
i=1

Por outro lado, usando segunda identidade de Bianchi,

0= (VRm)(Ei,Ej,Ei,X;Ej) -+ (VRm)(Ei,Ej,X,Ej;Ei) -+ (VRm)(Ei,Ej,Ej,E,';X)

= (VRm) (Ei,Ej,Ei,Ej;X) = (VRWL) (Ei,Ej,Ei,X;Ej> + (VRWL) (Ei,Ej,X,Ej;Ei).
Podemos, entdao usar o somatorio no indice j, isto é

n n n
Z (VRm)(Ei,E;,E;,Ej;X) = Z (VRm)(E;,E;,Ei,X;E}) Z (VRm)(E;,E;,X,E};E;)
j: : :
n
VxRic(E;,E;) = VEgRic(E;,X)+ Z (VRm)(E;,E;,Ei,X;E;}).
J:

Com isso, basta somarmos no indice i.

n n n
Y VxRic(EiEi) = Y VgRic(E,X)+ Y (VRm)(Ei,E;,Ei, X;Ej)
i=1 i=1 i,j=1

n
VxS = div(Ric)(X)+ ) VgRic(E;,X)
j=1
VxS = 2div(Ric)(X).
Como X € um campo vetorial genérico, encerramos aqui a demonstragao.
Introduzamos brevemente um produto para tensores do tipo (1,1). Através dele

podemos obter algumas desigualdades cléssicas.

Definicao 3.5 O produto interno entre dois tensores T, T’ do tipo (1,1) definidos em T,M, onde
p pertence a variedade Riemanniana (M",(-,-)), é a aplicacdo bilinear simétrica positiva

definida dada por
n
(r.7) = ). 1),

onde Ey,...,E, é uma base ortonormal qualquer.

T = (T, T).

Além disso, definimos a norma de T, denotada como

Um exemplo bem natural de tensor desse tipo € a aplicagdo identidade. Além
dessa, também vimos que podemos considerar a hessiana de uma fungdo como um (1, 1)-tensor.
Nesse sentido, as proximas proposi¢des nos dao identidades envolvendo o hessiano. Para a

demonstracdo de todas sempre consideraremos E1, ..., E, um referencial geodésico local de M.
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Proposicao 3.6 Dadas fungoes f,g € €= (M), entdo
div(Vf(Vg)) = div(V?f)(Vg) + (V2 f,V?g).

Inicialmente, veja que

div(V2f(Vg)) = é(VEV%‘(Vg) i)
= Y BV (VN).E)
= Y E(VA(VeE))

Ademais, h
div(V2f)(Vg) = Zn:(VEV M(E,Vg)

~.
—_

E(V2f(E:Vg)— Y. V2f(E, Vi V)
=1
E(V2(Vg.E)) — (V2 (E:), V()

v(V2f(Vg)) — (V2 f,V3g)

I
.M:

I I
o -
= lM: 0

Somando o produto interno dos dois hessianos em ambos os lados da ultima equacgao,

concluimos a demonstragao.
Proposicdo 3.7 Sejam f € €7 (M) e X € Z (M) quaisquer, entdo
div(V2f)(X) = Ric(Vf,X) + (V(Af),X).
Calculemos o primeiro e o dltimo termo da equagdo. Inicialmente, temos que

(V(Af)X) = (z ViVIE )

i=1
n
= Y (VxVEVf.E
i=1
Agora, notando que [E;,X| = Vg X — VxE; = Vg X, vemos que

div(V*f)(X) = Y.(VEV2f)(E,X)

-

I

Il
—_

(Ei(sz(X,Ei)) - sz(VE[XaEi)>

I

I
_

((VE,.VXV [ Ei) = (Vv xVf, Ei>)

I

—

((VE,.VXVf,E,-) —(Viex Vfﬁi)) :
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Desse modo,

-

N
I
—_

div(V2f)(X) = (V(Af),X) = (<VE,-VXVf7 E)) = (Vigx)Vf.E)— <VXVE,-Vf7Ei>)

I
M=

(VEVXVf—=VxVEVf =V VS, Ei)

N
I
—_

I

N
I
—_

Rm (XaEi7Vf7Ei)

(X, V)
= Ric(Vf,X),

I
o
2

que equivale a equacdo desejada.

Da mesma forma que o hessiano que é um tensor do tipo (0,2) podemos identifica-lo
aum (1, 1)-tensor, podemos fazer o mesmo para o Ric, isto é, usamos a métrica para identifica-lo
ao (1, 1)-tensor Rc dado por

Ric(X,Y) = (Rc(X),Y).

Lema 3.1 O tensor Rc posto como anteriormente satisfaz a equa¢do
VxRic(Y,Z) = ((VxRc)(Y),Z).
De fato, basta ver que

VxRic(Y,Z) = X(Ric(Y,Z))—Ric(VxY,Z) —Ric(Y,VxZ)
= X((Re(Y),Z)) — (Rc(VxY),Z) — (Rc(Y),VxZ)
= (Vx(Re(Y)),Z) + (Re(Y), VxZ) = (Re(VxY ), Z) — (Re(Y ), Vx Z)
= (Vx(Re(Y)) = Re(VxY),Z)

= ((VxRec)(Y),Z).

Uma vez explicado, usaremos a mesma notacdo Ric para ambos. Ademais, podemos

aplicar diretamente a ultima proposi¢ao para conseguir o proximo resultado.
Proposicao 3.8 Seja f € €=(M) uma funcdo diferencidvel qualquer. Entdo

div(div(V?f)) = %vs(v f)+ (V2f,Ric) + A(Af).



27

Demonstremos diretamente a igualdade. Utilizando a proposicao anterior, temos que

div(div(V2f))

como queriamos.

(VEdiv(V?[))(E:)

M=

N
I
—_

Ei(div(Vf)(E;)) — div(V*f)(VEE;)

™M= 1]

N
I
—_

Ei(Ric(Vf,E)+ (V(Af),E;))

&l

N
I
—_

i((RiC(Ei)7Vf> + <V(Af)7Et>)

(Vi (Ric(E)). V) + (Rie(E). VeV f) + <VE,~V(Af)7Ei>)>

I
VR

n

V(A + Y (VE,-RiC(Equ) s <Ric<El->,v2f<E,~>>)

i=1

div(Ric)(V )+ (V2 f,Ric) + A(Af)

%Vs(v 1)+ (V2f,Ric) + A(AS)

S
<
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4 ALGUMAS FORMULAS DIFERENCIAS PARA HIPERSUPERFICIES

No decorrer desta se¢do, consideremos uma variedade Riemanniana (Q, (-,-),V) de
dimensdo n+ 1 e uma subvariedade (M", (-,-), V). Além disso usaremos as notagdes V,A e V,A
para indicar respectivamente o gradiente e laplaciano em Q e M. Também, denotaremos por B a
segunda forma fundamental e por H a curvatura média. O principal objetivo desta secao serd
provar uma férmula de Reilly.

Apresentando rapidamente, queremos provar que

2 p: CIv2r2) — 9f T U 9f
| (@2 = Rie(VF.51) = |V2f ) = [ 25080 +B(V9. Vo) +nH (51"

para ¢ = f|yq. Onde, nesse caso, estaremos considerando Q compacta com bordo M = JQ.
Ademais, alguns resultados preliminares para esse objetivo também serdo ferramentas para
demonstrarmos a identidade do laplaciano da imersdo de Takahashi (1996) em uma subse¢ao

anterior a demonstracio da férmula de Reilly.

4.1 Identidades preliminares

A fim de demonstrar a férmula, iremos explorar algumas identidades que tem valor

em si mesmas e que serao de utilidade neste caso.
Proposicdo 4.1 Sejam f,g € C*(Q) e X € Z'(Q) quaisquer, entdo:
X(Vf,Vg) =Vf(Vg,X)+Vs(Vf.X).
De fato, note que

X((Vf,Vg)) = (VxVf,Vg)+(Vf,VxVg)
= V*f(X,Vg)+Vg(X, V)
= V*f(Vg,X)+Vg(Vf.X).
Conseguintemente,

V(Vf,Vg) =V (Vg)+Vg(Vf).

Proposicao 4.2 (Férmula de Ricci-Bochner) Dada uma func¢do f € C*(Q) vale a seguinte
equagdo

%A!Vflz = (VAL V) + V(I +Ric(Vf, V).
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Com efeito, temos que
1 2 1 . ’
SAIVIE = Zdiv(VIVI)
= LAV f(V))
= div(V’f(Vf))
= div(V’f)(Vf) + V2SI
= (VAF,Vf)+Ric(VF,Vf)+ |V f?
= (VAf.VS)+|V2fP+Ric(VS. V).
Para o que se segue, tomemos campos ortonormais adaptados {ey,...,e,,e,11 =N}
em Q, de modo que 7 seja um campo normal em M . Sendo h;; = B(e;, ;) e restringindo a M,

vale a equagdo de Gauss

Veej=Veej—him

Ademais, denotaremos f; = e;(f) e fij = V2 f(ei,e;).
Proposicio 4.3 Sejam f € € (Q) e 1 <i < n qualquer, é vdlida a seguinte expressao:
fin =em(f) - ilfjhij-
j=
A fim demonstrarmos a expressdo acima, observe que

Veni(f) = (Ven, V)
n+1

= <V€zn72fjej>
=1

J

= () (Ven, fiej)) +{Ven, fan)

J

N

Il
—

I
1=

fj<Vei’77€j>)+fn<Vei77,77>

.
I
—_

I
1=

fiBlene)) + Fa(eitn.m))

—

I
D= 5
<

=

~

~.
I
—_

Portanto,

€i77(f) - Vein(f)
em(f)— Y fihij.
=1

fin
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Proposicao 4.4 Sendo f € €~ (Q) e =f

M, entdo o laplaciano de f restrito a M satisfaz:

Af =A@ +nHN(f)+ fn-

Observe que

3
s

Af = (ei(ei(f) = (Veei) f)

—_

(ei( ) — (Veei) ) +n(m(f) — (Van) f

|
—
D

~
—

I
—
D

~
—

i(ei(f) — (Veer) f+han () +n(n(f)) = (Van) f

(eiei(9)) — (Vee) @ +hin (f)) +n(n(f)) — (Van)f.

I

~
—

Assim,

Af =A@ +nHN(f) + fin-

A integral de (Vo,V fn) no bordo de Q serd ttil em futuros célculos. Para tal temos

o seguinte lema:

Lema 4.1 Seja Q variedade compacta com bordo 0Q. Dada f € € (Q) e ¢ = f|yq, entdo
_ df—
Vo, Vi) = / ——A
/(m< . Vin) 20 9n 2%
De fato, lembremos que d(dQ) = &. Logo, aplicando o Teorema da divergéncia

teremos que

0 = d \vJ
20 V(fVe)

af_
— ((Vo,V ZLAo).
ag o,V + an 0)

Concluimos, entdo, que

/aQ(V(p,Vfw = /m gf; Ag.

4.2 Laplaciano de uma imersao minima na esfera

Nesta subse¢do demonstramos a igualdade Ax 4 nx = 0 para uma imersdo minima

x: M — S



31

A principal ferramenta para obtermos nosso resultado serd a identidade encontrada
na Proposicdo 4.4. Nessa situagdo, usaremos as notagdes previamente utilizadas de Q para S**!
e as de dQ para M. Ademais para R"*2 usaremos D para indicar tanto sua derivada covariante
quanto seu gradiente e Ap para indicar o seu divergente.

Veja que a imersdo x se escreve como x(p) = (x'(p),...,x"%(p)) € R**2, onde
cada x' é uma funcdo com dominio em M e contradominio na reta R. Assim, por Ax+ nx = 0
queremos dizer que Ax' +nx' =0, parai=1,...,n+2.

E importante ver que as fun¢des x' podem ser facilmente estendidas para a esfera
e depois para o espaco R"*? pela mesma forma que explicitamos no pardgrafo anterior. Dito
isso, apesar de serem fun¢des com dominios diferentes utilizaremos a mesma notagdo, pois
ainda assim deve ficar claro o que passamos pois utilizamos diferentes simbolos para derivadas
covariantes e divergentes a seguir que sé fazem sentido no respectivo dominio que esta sendo

aplicado.

Teorema 4.1 Seja x : M" — ™ uma imersdo minima. O laplaciano de M satisfaz a seguinte

equagdo:

Ax+nx=0.

Antes de demonstrarmos o teorema, vejamos um lema que tem valor em si.

Lema 4.2 Seja x : """ — R"™2 g inclusdo. Entdo
Ax+ (n+1)x=0.

A fim de provarmos essa afirmagdo, consideremos p € S™*1 arbitrério, aplicando a

Proposicdo 4.4, veja que:
AY (p) = Apx'(p) — (n+1)p(x') — D*x'(p, p).

Assim, como as segundas derivadas direcionais de x' sdo nulas, segue que ambos o

laplaciano como o hessiano relativos a conex@o D sdo nulos. Ademais,
oo
x')=—=x'(p).
pé) =5 =2()

Portanto,

AX(p)+ (n+1)x'(p) =0
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e encerramos a demonstragdo do lema.

Voltemos para o teorema. Sendo x : M" — S"! uma imersdo minima, como local-
mente x € um mergulho vamos considerar sem perda de generalidade que x seja a inclusdo, pois
nossos calculos para o laplaciano requerem apenas informa¢do numa vizinhanga.

Seja p € M arbitrario e 1 um campo vetorial normal definido numa vizinhanca desse

ponto, portanto (p,n,) =0e (n,n) = 1. Ademais, temos pela Proposigdo 4.4 que

Ax(p) = Axi(p) — V2x(n,m)
= A (p) = —(n+ 1)xi(p) — V24, (1,7).

Com isso, basta provarmos que V2x!,(1,1) = —x'(p). Para isso, veja que
Vig,(m.m) = n(m&)(p) = Van@)(p)

= nM))(p) = (Van,Va'),

= n())(p) — (Dyn, V'), — (n,0)(p, V'),

= n(M&))(p) — (Dyn,Dx'— (Dx', p)p),,

= n(n@E))(p) — (Dyn)(*)(p) + (Dyn, (D', p) )

= D’x,(n,n) +x(p){(Dyn, p)
= X(p){nM.Dp—(n.1)y}

= —x(p),

onde por / referimos a aplicacdo identidade. Assim, encerrando a demonstra¢do do teorema.

4.3 Foérmula de Reilly

Com intuito de simplificar notagdo, denotaremos, para f € € (Q),
Lf = (Af) = Rie(VF, V)= | V2f .

Teorema 4.2 (Formula de Reilly) Seja €2 uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo

n+1 e com bordo Q. Dada f € C*(Q) com f|y3q = @, entdo:

[ 29 R0 BT 9If
/ng_/(9928nA(0+B(V(p’V¢)+nH(8n) :

Para demonstrarmos o teorema acima, iremos fazer o uso do lema abaixo.
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Lema 4.3 Se f € € (M), entdo
Y s (1 2
/Q.i”f_/gdzv(Afo) /QzA\Vf\ .
Utilizando a férmula de Ricci-Bochner, seque que
|2r = [ (ar?=Rie(vs.vn= V21 P)
Q Q
1
= [ (@72 AV R+ (VA7 V1)
1
— [ (@iv(AFVS) ~ (VAL.VF) ~ SAIVSP + (VAL V)
_ : [ Lavep
— /de(Afo) /QZA]Vf] .

Desse modo, podemos calcular separadamente cada uma dessas duas integrais.

Ademais, usemos o Teorema da divergéncia em cada uma das integrais. Na primeira, temos

/Qdiv(Afo) = /(mm AfVE)

= | Ao f

_ of
= /aQ(A(P‘l‘”HTI(f)"‘fnn)an

J& para a segunda,

1 1
[ R8IVSP = [ Sdiv(v19sP)

= Aggﬁﬁn+/ g—{]fnn
- / iﬁ(en Zf, ij +/ fnn
_ / Zf,e,fn / Zflf] ]+/mﬁfnn

1]1



1 2 S PRV . Yo V ﬁ

_ [ 9%, Yo O af
= /(m&nAq) /aQB(VQD,VQD)'i‘/aQanfnn
[ (Ko mn Ty O

Finalmente,

_ . (1 2
= [ divarve) - [ Savs

= [ @2l am L e [ (Y Re 1BV V) -
= [ Boge tnH (G + 5 fan) — (= [ (5 B0+ B(Ve.Vo)

an
af

_ Y X0+ BT 9y
_ /(m(zanmerB(V(p,pr)JrnH(an) ).

Assim, encerramos nossa demonstragao.

34
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5 PRIMEIRO AUTOVALOR DO LAPLACIANO EM HIPERSUPERFICIES MINI-
MAS MERGULHADAS NA ESFERA

Seja M"™ uma variedade Riemanniana orientada fechada e x : M" — S"*! uma imersdo
minima de M" na esfera euclidiana unitdria S"*!. Sabemos que Ax +nx = 0, onde A corresponde
ao laplaciano de M na métrica induzida por x, como foi provado por Takahashi (1966), além de
termos feito uma demonstracio para esse fato na se¢ao anterior. Com isso, n € uma cota superior
para o primeiro autovalor do laplaciano A; de A.

Quando x é um mergulho, uma questdo proposta por S.T. Yau (1982) é se 4| = n.
O primeiro resultado global nesta direcao foi obtido por Choi-Wang (1983), o qual provou que
A > ’z‘ Em um artigo de Barros-Bessa (1999) foi obtido uma melhoria deste resultado provando
que A1 > 5 +c(M",x), onde ¢(M",x) é uma constante positiva em fun¢do de M" e x. Vale
ressaltar que A; = n para algumas classes de hiperficies isoparamétricas, como também, para
hipersuperficies homogéneas, veja Muto (1988) e referéncias nele contido.

Daqui para frente, vamos considerar x : M" — S"*! mergulho minimo, onde M é
uma variedade fechada orientdvel, dai recordemos que x(M"), que identificaremos por M", divide
S"*! em duas componentes conexas Q; e Q; tendo M" com fronteira em comum. Desse modo,
facamos Q = Q; e dQ = M. Podemos, com isso, utilizar as notagdes de métrica, entre outras,

como na secao anterior.

5.1 Problema de Dirichlet

Seja ¢ € €= (Q) a primeira autofuncio do laplaciono, isto é, A@ + A; ¢ = 0. Para
o0 que se segue, denotaremos A = A e consideraremos u € €*(Q) a solug¢do do problema de

Dirichlet a seguir:
Au =0, em Q;
u=q@;, emadQ;=M".

Também, dado ¢ € R, consideremos v; solugdo de

Av; = tu, em §;

vi=0@), emdQ;=M".

Exceto quando quisermos ressaltar a que valor de ¢ estivermos aplicando, escrevamos

v, sucintamente, além de referirmos por B 2 B(V,V@). A menos de uma escolha de qual
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das duas componentes seria £ podemos supor que [, B > 0, entdo daqui para frente iremos
considerar que essa integral é ndo-negativa. Vale ressaltar que estaremos sempre integrando
utilizando a forma elemento de volume usual, embora nao explicitemos, pois cremos que nao
gerard confusdo e podemos evitar que equagdes fiquem demasiadamente longas.

Ademais, denotemos por ¢y’ () o conjunto das fungdes diferencidveis em f €
¢ (Q) tais que f|o = ¢. Provemos, entdo, algumas propriedadades bdsicas das fungdes nesse

conjunto que depois aplicaremos para u e v.

Lema 5.1 Dada h € C3(Q), sdo vdlidas as seguintes identidades:

2. Jo | VRP= [o| VR=Vu >+ [o| Vu|%;

1

3. Em particular, pondo [o (Vh,Vu) = cos 0,([q | Vi [2)2([q | Vu |2)% teremos que

Jo | Vh |2: —C05129h Jo | Vu |2§
4. 24 —n) [o | VR*= [o | V2h|* = [o (Ah+2Ah) Ah+ [54B.

Provemos cada um dos itens separadamente.
Para o primeiro, note que como Au = 0, entdo div(hVu) = (Vh,Vu), além de que

div(uVu) =| Vu |%. Portanto, aplicando o Teorema da divergéncia

/|Vu|2 / oo /dzv (hVu) /(Vh,Vu>.

Para o segundo, temos que |VA — Vu|? = |Vu|?> — 2(Vu,Vh) + |Vh|?, assim inte-

grando e utilizando o item anterior, temos que

/|Vh—Vu\2:/ yvu|2—2/<vu,wl>+/ yvmzz/ \Vh]z—/ V).
Q Q Q Q Q Q

O terceiro basta aplicarmos a desigualdade de Cauchy. Ja para a tltima, por um lado,

temos que

/Q Lh = /Q ((AR)? = Ric(Vh,Vh) — [V2h[?)

_ /Q(Ah)z—n/Q|Vh\2—/Q|V2h|2.

Ademais, pelo Teorema da divergéncia,

/89 ar[ / div(hVh) = / (hAh_|_ | Vh |2) .
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Por outro lado, pela férmula de Reilly, temos que

oh— _
Lh = 2—A@+B(Vo,V
/Q 02 am ©+B(Vo,Vo)

= —2/1/ (hAh+ | Vh |2)+/ B.
Q aIQ

Com isso, teremos que

(2/1—n)/ Vi |2:/ V2 |2—/ (Ah+2}th)Ah+/ B,
Q Q Q Q

concluindo assim o lema.
Esse lema pode ser aplicado as fungdes u e v. Sendo oy = 6,, como no terceiro
item, ou simplesmente o desde que ndo haja equivoco, conseguiremos algumas identidades

trigonométricas. Além disso, temos:

(u—n)/ |Vu|2:/ |V2u|2+/ B.
Q Q oQ

Ademais, essas fun¢des como satisfazem um problema envolvendo laplaciano, por-

tanto obtenhamos algumas identidades integrais envolvendo o Teorema da divergéncia.

Lema 5.2 As funcdes u e v satisfazem:
1. fagfpg—; = Jo | Vu
2 099 = Jo(Vu,Vv) = [o | Vi [%;
3. fagqog—l, =t Jqu’ + Jo | Vu|*;
4. fag¢g—,v7 =t fJqu+ Jo | Vv [~

2.

O importante para utilizarmos o Teorema da divergéncia nesse lema € notar que na
fronteira ambas as funcdes u e v s@o iguais a @.

Para o primeiro veja que

/aQ‘Paa—Z = /Qdiv(uVu) :/Q(<Vu,Vu>—|-uAu) — /Q | Vu|?.

J4 a segunda, temos que

/agfpaa—:;:/Qdiv(vvu):/Q((Vv,Vu>—|—vAu):/Q<Vu,Vv>.

Agora, para o terceiro,

/ (pﬁ:/div(qu):/(<Vu,Vv)—l—uAv):t/ u2+/ | Vi |?
o0 dn  Ja Q Q Q
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Finalmente,

/ag an /dtv (vWv) /((Vv,Vv)-l—vAv)zt/qu-i-/Q|Vv 2.

Essas equagdes dos dois lemas anteriores serdo repetidamente usadas no decorrer

desta se¢do. De imediato temos alguns resultados:
Corolario 5.1 As funcoes u e v sdo tais que

/|Vv—Vu]2:tg2a/ Vul>.
Q Q

Inicialmente, usemos o segundo item do Lema 5.1, isto &,

/|Vv—Vu|2:/ |VV|2_/ Vul2.
Q Q Q
Agora, usemos a equacao do terceiro item da mesma,
2 1 2 2
Vv —Vu|” = 5 |Vul“— [ |Vul
1) cos=a Jo Q
1
_ ( i —1)/|Vu|2
cos=o Q

_ l—cosza/ Vu?

cos?
sen’o 5
= 5 |Vu|
cos=ol
_ tgzoc/ |Vu|2.
Q
L. v Vul?
Corolario 5.2 A integral / ¢O—— =0 se, e somente se, t = —M.
90 I Jou
De fato, pelo terceiro item do lema anterior, a integral anterior ¢ uma fungdo afim
em funcdo de ¢, portanto admite uma unica raiz. Ademais, parat = Jf}.‘ 2' , teremos que

ﬂ_ fQ|V”\/ / 2 / 2 / 2
/()Qq)an i~ [ vup=— [ vuP+ [ | vup=

e, portanto, essa raiz € tal como no corolario.

5.2 Quociente e estimativa

Na subsecdo anterior o quociente fg}' u? surgiu ao tentarmos procurar pela raiz da
Jo [Vul?

integral da funcdo (p ” na fronteira de Q. Para simplificar, escreveremos R(u) = T
Q
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No entanto, este quociente e o primeiro autovalor do laplaciano de M se relacionam.
Dito isso, nesta subse¢do damos uma demonstragdo de uma estimativa feita por Barros e Bessa

(1999) para R(u) em funcao de 7.

Proposicao 5.1 Para u e v como anteriormente, é vdlida a seguinte equacdo:

/|v2u|2:_(;2+zm)/u2+n/(wv|2—wu|2)+/ V20 2.
Q Q Q Q

Pela férmula de Reilly,
/ ((Av)? — Ric(Vv,Vv)— | V2 [2) = / (23—;Z<p+3(v<p,v<p))
Q

/Q((tu)z—n(Vv,Vv>— | V2y ]2) = —27L/Q &nAq) /

tz/uz—n/ |Vv|2—/ V22 = —27L/ Aq)-l—/ B.
Q Q Q Qdn

Agora, apliquemos o terceiro item do Lema 5.2, de forma que

tz/uz—n/ \Vv]z—/ |V2v]2+2/1/ ﬂZ(p = / B
2Q

/ /yvv|2 /]V2v|2+27t /u +/\wy - /aB
Q

(12 +21) /u —n/ |vv|2+2;L/ wuyz_/ VAP = / B
Q Q Q Q 2Q

Além disso, pelo dltimo item do Lema 5.1 aplicado a h = u, temos:

(t2+22,t)/u2—n/ ]Vv\z—l—Zl/ ]Vu\z—/ V2 2 = /a B

Q Q Q Q Q

(IZ—I—ZM)/uZ—n/ yw|2+2/1/ |Vu|2—/ V2P = (27L—n)/ |vu\2—/ V20|
Q Q Q Q Q Q

Concluimos entdo que

(z2+2m)/ uz—n/(ywz—\vu\z)—/ V2 12:_/ (V22
Q Q Q Q

Corolario 5.3 Parat € [-2A,0], temos que:

/\Vzu\zz/ | V2 2.
Q Q

A fim de provar essa desigualdade, reescrevamos a identidade da proposi¢do anterior,

utilizando o Corolario 5.1, assim obtendo

/yv%yz /w%yz t—|—27tt)/u + nig oc/ Vil
Q



40

Agora, basta garantirmos que 1> 4+ 2t < 0, o que é f4cil de verificar, pois 0 e —2A
sdo as raizes do polindmio e, portanto, para ¢t € [—2A,0] essa desigualdade é verificada.
Para seguirmos adiante, introduzamos o hessiano com trago nulo e algumas proprie-

dades em um caso geral para depois aplicarmos ao nosso problema na esfera.

Definicao 5.1 Seja f € €= (N") uma fungdo qualquer, onde N é uma variedade Riemanniana.
o o A

Definimos o seu hessiano com traco nulo, denotado por V*f, pondo V2 f=V2f— —fI ,onde I
n

o (1,1)-tensor identidade.

Intuitivamente, pelo seu nome, € esperado que seu traco seja nulo. Para isso temos o

seguinte lema:

Lema 5.3 Para qualquer fungdo f € €= (N"), temos que tr(V2f) =

Com efeito, tomemos uma base ortonormal local E1,..., E, e calculemos:
o 2 n o 2
ir(Vef) = Y AV f(E),E)
i=1
= Y (V*f(E) - 71(E1)7E1>
i=1
n
A
= wvip-y L
i=1 "
= Af—Af=0

A 2
Lema 5.4 Seja f € €°(N") uma funcdo qualquer. Entdo |V*f|* = |V2f|2 ﬂ
n

Veja que
VP = sz—%zz
) f(V2f1> (Af)2
= V-2 fi >>+(A,1€>2§<I<Ei>,z<ﬂ>>
= [VfP-2 Zn; (An];)zguii,];,)
— |V2f|2—2A7fzr(V2f)+ (An];)2

|V2f|2 . (Af)z’
n

que equivale a equacio do lema.
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@7

Corolario 5.4 Seja f € €= (N") uma fun¢do qualquer. Entdo ]VZ f |2 >
n

Para verificarmos essa desigualdade basta usarmos o lema anterior, notando que
IVZf? > 0.

Retornando para o caso da esfera, podemos aplicar isso a fun¢ao v.
0 12
Corolario 5.5 A fungdo v satisfaz / V2|2 = / V2|2 + —/ u’.
Q Q n+1Ja
De fato, segue direto do Lema 5.4, uma vez que

/Q(Av)zz/gtzuzztz/guz.

Proposicao 5.2 As funcoes u e v satisfazem a seguinte equacdo:

12 .
/ | VZu |2:—( " —|—27Lt>/u2—|—ntg2a/ | Vu |2—|—/ | V3|2,
Q n+1 Q Q Q

Para demonstrarmos, utilizemos a Proposi¢do 5.1, temos

/ | V2u ]2:—(t2+27tt)/u2+ntg2(x/ | Vu \2+/ | V2 2.
Q Q Q Q

2
. 0 t ) L.
Por outro, substituimos / ]Vzv\z = / \Vzv\z + — / uz, obtido no corolério
Q Q n+1Jo

anterior, dai

. 12
/ | VZu > = —(t2—|—27tt)/u2+ntg2a/ | Vu |2+/ |V2v|2+—/u2
Q Q Q Q n+1Jo
1 o
= —((1— )t2+27tt)/u2+ntg2a/ | Vu |2—|—/ V2|2
n+1 Q Q Q
nt’ 2 2 2 22 12
= —( +27Lt)/u +ntga/|Vu\+/|Vv\,
n+1 Q Q Q

encerrando assim a demonstragao.

De imediato temos o proximo corolario.

Corolario 5.6 Para qualquert € R temos que

2

t
/yv2u|2z— T oar /uz.
Q n+1 Q

Corolario 5.7 O hessiano de u satisfaz a seguinte desigualdade:

2
/ | V2u 2> M/Lﬂ
Q n o
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Basta escolhermos o ponto de maximo de — ( | +27Lt) ou seja, quando t =

1 o ) L.
—@ e substituirmos na desigualdade do coroldrio anterior. Desse modo,

/Q|V2u ? > —<nnfl+2%t)/guz

{ 1 n+l)) _ux(nﬂ)}/uz
n—+ n Q
M{<f"+l> L)
S L Y

Proposicao 5.3 O quociente R(u) definido anteriormente satisfaz a seguinte desigualdade:

A2(n+1)
Ru) 2 22 =

>

Equivalentemente, € suficiente provarmos que

(21—n)/g2|Vu|22 @/ W2,

Q

Sabemos que

(27L—n)/ |vu\2—/ |V2u|2:/ B>0
Q Q oQ
:>(2?L—n)/ \vuyzz/ V2ul2.
Q Q

Desse modo, aliando essa desigualdade com a adquirida no Corolério 5.7, obtemos

(22— n) / Vul? > /|v2 2> n+1)/u2.
Q

Assim temos uma cota inferior para o quociente que depende do primeiro autovalor

que

do laplaciano.

5.3 Estimativas trigonométricas

Nesta subsecdo temos como objetivo demonstrar uma nova identidade integral com
mais pardmetros. Ademais, aplicando esta a fim de estimar tanto 7g>o quanto cos’a de modo a

obter resultados estimando o autovalor.

Proposicao 5.4 Sejam a,b € R arbitrdrios de modo que b # 0, entdo

b b 1
ntgzoc/ \vu\zz(i)z/ \vzu\2+(t2+2xﬂt)/ uz——z/ aV2u+ bV,
Q b Q b Q b* Jo
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A demonstragdo se baseard principalmente na féormula de Reilly aplicado a funcao

au+bv. Como au+ bv|yq = (a+ D)@, segue que
| Zawrm) = [ 2{otau+bv)yB((atb)o)}+ [ Bla+b)Ve.(@a+b)Ve)
()
= —2(a+b) l/ ¢(aup —l—bvn)+(a+b)2/a B
Q

— (a+b) /B 2a—|—ba7t/ (p——2(a+bb)t/aQ(p§—;;.

Agora, apliquemos o Lema 5.2, de modo que
/f(au—i—bv) = (a+D) / B—2A(a+b) /]Vu|2 2A(a+Db)b (/u +/|Vu|2>
Q
_ (a+b)/ B—27L(a+b)(a+b)/|Vu|2—2/l(a+b)bt/u
aQ Q Q
= (a+b)2/ B—2?L(a+b)2/ |Vu|2—27t(a+b)bt/u2
aQ Q Q
Por outro lado, temos que
2 2 2 2
/f(aLH—bv) = /(A(au+bv)) —n/ |V(au+bv)| —/ (V= (au+bv)|
Q Q Q Q
= /(Abv)z—n/ |aVu—|—va|2—/ |aV2u+bV2y|?
Q Q Q
= bztz/ uz—n/ <a2|Vu|2+2ab(Vu,Vv>+b2|Vv|2) —/ |aV2u+bV>3y|?
Q Q Q

— bztz/ u2—n(/a2|vu|2+2ab/ |Vu|2—|—b2/ |Vv|2) —/ |aV2u+bV2y|?
Q Q Q Q Q

Porém, como

/a2|Vu|2-|—2ab/ |Vu|2+b2/ v = (a+b)2/ |Vu|2-|—b2/ |Vv|2—b2/ Vil
Q Q Q Q Q Q

_ (a+b)2/ |Vu|2+b2(/ |Vv|2—/ |Vu|2)
Q Q Q

_ (a+b)2/ ]Vu|2+b2tg2a/ Vul?,
Q Q

teremos que

/X(au%—bv) = bztz/uz—n(/aZWM\z—l—Zab/ ]Vu|2+b2/ \Vv]z)—/ |aV2u+ bV
Q Q Q Q Q Q
= bztz/ uz—n((a—l—b)z/ \Vu\z—l—bztgza/ |Vu\2> —/ |aV2u+ bV2v|?
Q Q Q Q

= bztz/uz—n(a—f—b)z/ |Vu]2—b2ntg2a/ |Vu|2—/ |aV2u+bV>3v|.
Q Q Q Q
Desse modo,
/|aV2u—|—bV2v|2 _ (27L—n)(a+b)2/|Vu|2—(a—|—b)2/ B
Q

brg a/ Vul2 + (b2r2+2x(a+b)bt)/
Q
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Ou seja,
/\aV2u+bV2v]2:(a+b)2/ yv2uyz—nb2tg2a/ \Vu\2+(b2t2+2),(a+b)bt)/uz.
Q Q Q Q

Em particular, se b é ndo nulo, ao dividirmos por b* na equagio acima e organizar os
termos adequadamente, teremos que
ntgzoc/Q \Vul? = (#)2/9 \V2ul> + (£ +21#I) /Quz - b—lz /Q |aV2u+bV>2v|?,
0 que encerra a demonstracgao.
Para fins de conseguir uma estimativa melhor para a tangente, podemos desenvolver

mais o termo envolvendo os hessianos.

Corolario 5.8 Dados a,b € R quaisquer, com b # 0, é vdlida a seguinte equagcdo:

2 2 a—l-b 2/ 2 12 n 2 a+b / 2 1/ ° °n 2
tgco | |Vulf = (—— \v4 — "2 —t - = \vJ bV-v|-.
ntg /Q| ul”=( p ) Q| u| +<n+l + 5 ) Qu 2 Q|a u—+bV-y|

Inicialmente note que
A(au+bv) = aAu+ bAv = btu.

Agora, utilizando o Lema 5.4, teremos que

2
o o A(au+bv
/\aV2u+bV2v|2 = /|aV2u+bV2v\2+/u
Q Q Q n+1

. . btu)?
= /|aV2u—|—bV2v|2—|—/M
Q o n+1

o o bZtZ
= /|aV2u+bV2v\2—l——/u2
Q n+1Jo

Assim, substituindo [, |aV?u+bV?v|? na proposicio anterior, conseguimos a equa-

¢ao do corolario.

Teorema 5.1 Seja t um niimero real qualquer fixado. Com relacdo a tangente de oy, que iremos
simplesmente denotar por «, é vdlido a seguinte desigualdade:

nt?

Almejando esta desigualdade, iremos utilizar o coroldrio anterior, porém fixaremos

b =1, pois variar o seu valor ndo nos daria uma desigualdade melhor. Nesse caso estudemos
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para que valor de a a expressdo #tz +2A(a+ 1)t se anula. Como para ¢t = 0 o polindmio é

sempre nulo independentemente da escolha de a, consideremos ¢ # 0.

2 oAa+1) = 0
n

+1
= " i 122@@+1) = 0
n+1
- " i42%at20 = 0
n+1
S 2da = 24—
n+1
1 n
=a = —— (24 t
. 21( ‘+n+1)
= 1 nt
a = —1——F——.
2A(n+1)

Agora, escolhendo a como acima teremos que o polindmio que multiplica |, u? serd
nulo. Ademais, o coeficiente que multiplica a integral dos hessianos com tragos nulos € negativo,

portanto, teremos que:

2
2 2 nt / 212
te o \% < -]l +1 \%

e /Q| uf” < ( 27L(n+1)jL ) Q| ul

2

2 2 nt / 2 12
teca \% < _ \Y%

e /Q| uf” < (21(11-%1)) Q| ul

" za/ ‘V |2 < I’L2t2 / ‘Vz ‘2
n u 5 u
% o ~ 4A%(n+1)2 Ja

2

2 2 nt / 212

=to°Q \Y% < - \Y% .
& /Q‘ ul” = 422 (n+1)2 Q‘ ul

Por outro lado, temos que

/|v2u|2g(2/1—n)/ Vul.
Q Q

Desse modo,

2
2 2 nt / 2
t \Y < 2L —-n)————= \%

nt?

:>tg206 S (ZA—I’Z)m,

como queriamos.

Corolario 5.9 Dado t um niimero real arbitrdrio, temos que

42%(n+1)>?

2

> .
O 12+ (2 —njni?
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De fato, cheguemos nessa desigualdade a partir da anterior.

Para isso, escrevamos

5 nt?
o s QA=n) Ty
2 2
sen- o nt
< A —-n)——5——
cosa, ( n>412(n—|—1)2
2 nt’ 2
=sen“o0 < (ZX—n)mcos o
n
2 nt’> 2
=1—cos“a < (2l—n)mc0s (04
n
=1 < {1+(21—n) e 2
—N)—5——75 ( COS
- 422 (n+1)2
422 (n+ 12+ A —n)nt>
=1 < .
= P2mr1p
Assim, podemos concluir que
422 (n+1)?
(IH_ ) §cos2a.

422 (n+ 1)+ (24 —n)nt?
Observacido 5.1 Em ambas as desigualdades, como utilizamos apenas o valor de t*, o impor-
tante é o valor de seu modulo, ou seja, ndo é importante o seu sinal. Ademais é possivel ver que

se |t'| < |t| entdo a mesma desigualdade para t ainda serd vdlida para t'.

Observacio 5.2 Sabemos que cos*0; < 1, no entanto se para algum t especifico conseguirmos
uma melhor majoragdo, isto é, encontrarmos um niimero real ¢ de modo que coszat <c<l1
entdo conseguiremos uma estimativa para A melhor que A > n/2.

Pondo A = rn, podemos conferir que
42%(n+1)? B 412 (n+1)?
422 (n+1)24+ (24 —n)nt2 — 4r2(n+1)2 4 (2r— 1)t2’

dai, definindo a funcdo p : [%, 1] — R por

_ 4p*(n+1)°
~4pP(n+1)2+(2p — 1)

podemos verificar que p é decrescente em fungcdo de p no intervalo € [%, 1] e que quando p = %

p(p)

temos que p(%) = 1. De fato sua derivada é

8(n+1)*-(p—1)p
((4n2 + 8n+4) p2 +212p — 12)?
e, portanto p'(p) < 0 para p € (%,1).

pp)=

Assim, se cos*oy < ¢ < 1, teriamos que r > p~1(c) > p~'(1) = 3. Conclui-se que,

nessa hipétese, A > p~'(c)-n > n/2.
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5.4 Desigualdade e extensao

Diferentemente da observacdo 5.2, nesta subsecao focaremos de modo quantitativo a
fim de conseguirmos uma hipétese que garanta que A = n.

Sabemos que

1
/\wy%/ |Vu]22—2/ Vul2, v > 1.
Q Q - Ja

Uma vez que [, |Vv; — Vu]2 > (0 parat > 0, pois caso contrario teriamos v = u que
€ um absurdo comparando os laplacianos.

Assim, por continuidade, podemos supor que esse comportamento se mantenha
numa vizinhanga de t = 1. A pergunta é, entdo, até que ¢ a esquerda de 1 ainda € vdlida a seguinte

desigualdade:

1
% 2>—/V 2,
[Pz [ va

Tal desigualdade € equivalente a

1 1 ) )
5 > — & COos” 0y <t~
cos“ oy ~ t
Uma vez bem estalecido esse problema, simplifiquemos a notagdo e escrevamos
simplesmente &t = o;.
Pelo Corolério 5.9, sabemos que

402 (n+1)2
2a >
cos o= 402 (n+1)2+ (24 —n)nt*

Desse modo, para o problema da extensao temos

4% (n+1)?
4A02(n+1)2+ (24 —n)nt?

< cos*a, < 2.
Implicando, com isso:

422 (n+1)? <4A%(n+ 14>+ 21 —n)nt*
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Agora, escrevamos A = rn na desigualdade anterior.

4rn2(n+1)2 <4rn*(n+1)%+ 2rn—n)nr*

& 4r*(n+1)? <4r’(n4+1)%> + 2r—1)r*
& 4r(n+1)*(1 )= 2r—1r* <0
& 4n+ 121 =3P =2*r+1* <0.

Note que temos uma desigualdade com o lado esquerdo sendo um polindmio do
segundo grau em 7. Com isso, para valores tais que ¢ < 1 tem-se que 1 —¢ > 0, logo analisando
a concavidade desse polindmio garantimos que o valor de r € maior que a primeira raiz desse
polindmio.

Antes de tudo, analisemos o discriminante A, desse polindmio que para nosso

problema de extensdo tem que ser ndo negativo.

A = 4 —4.4(n+1)* (1 -*)r*
= 4Ht* —4(n+1)*(1-17)}
Conseguintemente, o discriminante € ndo negativo se, € somente se,
>4+ 1) (1-1%).
Se escrevermos y = 12, entdo facilitamos esse problema de determinar ¢. Veja:

¥ >4(n+1)>*(1-y)
2

-
4(n+1)2

Assim, paray = 2 > 0, temos

y>2(n+1)2{ 1+ﬁ—1}
2

1—1—( )z—l—l

+y—120

Sy>

Portanto, como para o problema estamos interessados em ¢ > 0, teremos:

1
tzx/i-{ 1+m+1}

Nesse sentido, denotaremos por ¢, = V2. { W1+ m + 1}

|
(S

ol —
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Teorema 5.2 Se tivermos que

1
Lve = [ vae,
Q L+ JQ

entdo A = n.

De fato, temos que #, anula o discriminante, ou seja, t,* = 4(n+ 1)?(1 —,2). Por

outro lado, isso implicard que na desigualdade
4n+12(1 -2 =2tr+12 <0

existe uma unica solugdo para r que sera:

214
r= - =1

8(n+ 1)2(1—1.2)

Conclui-se, assim, que A = n.

Observacao 5.3 Nesse teorema utilizamos a maior extensdo que era permitida baseada no que
conheciamos do problema. No entanto, qualquer extensdo do dominio nos fornece uma cota

inferior para r melhor do que %

5.5 Produto interno dos hessianos

O intuito desta subsecfio serd encontrar uma identidade para a integral de (V2u, V2v),

além de expor algumas consequéncias.

Lema 5.5 As funcoes u e v satisfazem as seguintes equagoes:

1. /|V2u+V2v|2:4/ |V2u|2+(t2+47tt)/uz—ntg2oc/ Vul;
Q Q Q Q

2. / IV2u— V2 = t2/ u? —ntgza/ IVul>.
Q Q Q
Em ambas as identidades, aplicaremos a Proposi¢c@o 5.4. Para a primeira, veja que

141 1+1 1
ntgza/ |vu12:(l)2/ |V2u|2+(z2+2/1iz)/u2_—/ 11V 4 1V
Q 1 Q 1 Q 12 Jo
& ntgza/ |Vu]2:22/ |V2u\2+(t2+2~2t)/u2—/ IV2u+ V2
Q Q Q Q
& ntgza/ |Vu]2:4/ ]Vzu]2+(t2—|—4t)/ uz—/ IV2u+V2y?
Q Q Q Q

& /]V2u+V2v]2:4/ ]V2u12+(t2+47tt)/uz—ntgzoc/ Vul|?.
Q Q Q Q
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Ja para a segunda,
2 2 d=1 212 4 (42 1-1 2
ntg a/ Va2 = (——2) /yv ul? + (1 +2/1—t)/u _
Q —1 Q Q

-1
= ntgza/ |Vu|2:t2/u2—/ IV2u—V2y?
Q Q Q

= /|V2u—V2v|2:t2/u2—n1g2a/ Vul|?.
Q Q Q

Concluimos, com isso, a demonstracdao do lema.

1
(=1)?

/ [1V2u— 1V2y?
Q

Corolario 5.10 O quociente R(u) definido como anteriormente satisfaz:

2
2
tg oy <

= m,vt e R.

Pelo Lema 5.5,

/\Vzu—Vzv\2+ntg2a/ |Vu\2:t2/u2.
Q Q Q

Agora, como (A(u — v))2 = 12u?, pelo Lema 5.4, temos que

2
o o t
/|V2u—V2v]2+—/ u2+ntg2a/ |Vu\2:t2/ u?
Q n+1Ja Q Q
2
o ° t
(i)/ |V2u—V2v|2+ntg2a/ |Vu|2:n—/ u?.
Q Q n+1Ja
Dai, segue que vale a seguinte desigualdade:

2
2 2 ! 2

da [ wPs L

& /g| |_n+19

que equivale ao problema do corolério.

Proposicao 5.5 Os hessianos de u e de v sdo tais que

/(Vzu,V2v>:/ |V2u|2+7tt/ u?,
Q Q Q

A fim de demonstrarmos, aplicamos a lei do paralelogramo para obtermos

IV2u+ V22— [Viu— V22 = ([V2ul* +2(V2u, V2) + |V ]?) — (|V2u)? = 2(V2u, V2) + |V20)?)

= 4V, V3.

Desse modo, temos que

1 1
(V2u,V?v) = Z\V2u+V2v\2 — Z\Vzu— Va2,
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e, portanto,
1 1
/(Vzu,V2v>:—/ |V2u—|—V2v|2——/ IV2u— V2,
Q 4 Ja 4Ja

Para terminar, basta aplicarmos o lema anterior nessa equagao obtendo:
1 1
/(Vzu,V2v> = —/ |V2u—|—V2v]2——/ |V2u—V3y)?
Q 4 /o 4Ja
1
_ -(4/ |v2u|2+(t2+4m)/u2—mg2a/ |vu\2)
4 Q Q Q
1
—— <t2/ uz—ntgz(x/ ]Vu|2>
4 Q Q
= /|V2u|2+lt/u2.
Q Q

A partir dessa férmula, podemos supor algumas condi¢des acerca das integrais dos

hessianos em dire¢c@o a conjectura.
Corolério 5.11 Se para ty = —R(u), tivermos que [o(V?u,V?v,) >0, entdo A = n.

De fato, valendo a hipétese do coroldrio, teriamos que:

()S/(Vzu,vzvto)
Q

N og/ |v2u|2—/ue(u)/u2
Q Q

N og/ |v2u|2—/1/ Vul.
Q Q

/\V2u\2§(2),—n)/ Vul?,
Q Q

Porém, como

teremos que

0§(27L—n)/ |Vu|2—)L/ Vil
Q Q

o oS(A—n)/yvuyz
Q
> n.

& A
Corolério 5.12 Suponhamos que [;o B =0, entdo A = n se, e somente se [ |V?ul> > A [o |Vul?.

Inicialmente, provarmos que se A = n, entdo [, |V2u|> > A [, |Vu|?. Neste caso terfamos que

m—n)/ ywyz:/ IV2u?
Q Q

- z/ yvuyzg/ V2ul2.
Q Q
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Reciprocamente, se A [q |Vu|? < [ |V2u|?, provemos que A = n. De fato, basta

vermos que

/<v2u,v2vt0>:/ |V2u|2—7L/ Vul2 >0,
Q Q Q

assim, pelo coroldrio anterior, segue a igualdade entre A e n.

Proposicao 5.6 Dado € > 0 qualquer, vale a desigualdade a seguir:

£ 1
/<v2u,v2v> g—/ \v2u|2+—/ V22
Q 4 Jo €Jo

Para provarmos essa afirmacao, apliquemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz na
‘ / (V2u,V?v)
Q

</ [y [ e
Q Q
Por outro lado, observe que:

\//Q|V2M|2\//Q|VZV|2: \/(g/ngup) <§/Q|V2v|2>_

Agora, nesse outro lado podemos aplicar a desigualdade entre a média geométrica e

normas L,. Temos que

aritmética, obtendo

2 1
f/ IV2ul? —/ V202 gf/ |V2u|2+—/ V22,
2Jo eJo 4 Jo €Ja

que conclui a demonstragao.

Lema 5.6 Paraty = —R(u), vale a seguinte estimativa

2 pw n—A 2/ 2 2
/Q‘VWOIE(Z),—I/Z) Q‘V”’ .

A fim de provarmos essa declaragdo, utilizemos a proposicao anterior obtendo que

£ 1
V2, V2 <—/V22—/V22
L2yt <5 [ v+ 95
£ 1
= 0§/<V2u,V2v,0>+—/ ]Vzu]2+—/ V20| 2
Q 4Jo €Ja
Assim, aplicando a Proposicdo 5.5, temos que
€ 1
os/ |V2u|2—7LR(u)/u2+—/ |V2u|2—|——/ V2y, 2

& (145 /|V2u|2 /|V2v,0|2>l/ Va2

o (e+ 4>/ ]Vzu]2+/ ]Vzv,o\2>8l/ Vul.
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No entanto, como

A
2 212

2
€ AE
£+ — V22/V22>
(e+5) Lval s [ vz 2 |
2
€ A
o [, s 1 /V22
[ 7= { 4+(M_n Je} [ 1w
@(/w%mz(——+ )/W%F
Q
1
212 212
o [Pz (2 -ag ) [ v

Assim, substituamos € =2(n— A4)/(2A — n) na desigualdade acima, isto é,

1 n—2a\? n—»>~ n—A>~
2, 2> 1 B 212
/Q‘V Vto’ = 4{(221—1/1) 421—n(227t—n)}/gzlv u’
< /QW Vol" = =794 2& 827L—n LV
o [V ( ) [,

como afirmado no lema.

teremos que

’ 2

, entdo A > %

Teorema 5.3 Seja to = —R(u). Se tivermos que / | V2u [>> / | V2

Com efeito, se aplicarmos o lema anterior junto a essa hipdtese teremos que

—A 2
V22>/V2 2> (& /sz.
L veur= [ 190, P2 () [ v

Portanto, comparando os coeficiente que multiplicam a integral de |V2u|2 segue que
n—A
1>
- (2), — n)
= n—A<2A-n

= 2n<3A.
Concluimos com isso que A > %

Teorema 5.4 Se [, |V?u|? > [, | V?u— Vv, |? para ty = —R(u), entdo A = n.
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Para isso, veja que
/<V2u,V2u—V2v) — /|V2u|2—/<V2u,V2v)
Q Q Q
- /|V2u|2—/ ]V2u]2+l/ IVl
Q Q Q

- /1/ Vul.
Q

Agora, de forma andloga ao que fizemos anteriormente, para € > 0 temos que
1
/(Vzu,Vzu—Vzv) §£/ \Vzu\2+—/ IV2u—V2v)?
Q Q de Jo
1
N /1/ |Vu\2§£/ \vzu\2+—/ V2u— V22
Q Q de Jo
A 1
N V22<8/V22—/V2—V22
2),—n/g| ul” < Ql ul +48 Q| ! i’

A
= 4¢ —€ V2 2</ V2u— V22,
(o e} v < [ 1vau- vy

Assim, fazendo € = —*__pa desigualdade anterior, obtemos
2(2A—n)

)LZ
[ |V? 2</ V2u— V2.
Bt Jo V< [ [V

Com isso, se valer a hipétese que [q, |V2u|? > [ | V2u— V2, |, entdo

12
<
(2),—n)2_1

= A<21-n
= n<A.

Encerrando, desse modo, a igualdade A = n.
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6 CONCLUSAO

E possivel separarmos nosso trabalho em duas partes: uma mais bdsica sendo as duas
primeiras subse¢des do corpo do texto; e as duas ultimas que chegaram nos resultados principais.
Para a primeira, fizemos um trabalho de definir e apresentar resultados basicos principalmente
quando desenvolvemos identidades diferenciais. Esses resultados foram essenciais para a segunda
parte, uma vez que as identidades foram aplicadas para obtermos uma demonstragcdo para a
féormula de Reilly, além de ser a base para todo o resto do trabalho. Com isso, aplicamos esta
féormula em mais de um contexto que tinhamos func¢des solu¢des de EDP’s especificas. Mais
precisamente, como a imersdo divide a esfera em duas componentes | e Q,, consideramos uma
delas de modo vantojoso para nossas equacdes observando que ambas componentes possuem
x(M) como seu bordo. Assim, usamos u e v solugdes de problemas de dirichlet a fim de obtermos
resultados relacionando o primeiro autovalor através de condi¢des acerca essas fungdes, seus

gradientes e suas hessianas.



56

REFERENCIAS

BARROS, A.; BESSA, G. Estimate of the first eigenvalue of minimal hypersurface of Sn+1.
Matematica Contemporanea, v. 17, p. 71-75, 1999.

BESSE, A. Einstein manifolds. New York: Springer-Verlag, 2008.
CARMO, M. D. Geometria riemanniana. 4. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2008.

CHOI, H.; WANG, A. A first eigenvalue estimate for minimal hypersurfaces. J. Diff. Geom.,
v. 18, p. 559-562, 1983.

CHOW, B.; LU, P;; NI, L. Hamilton’s Ricci flown. American Mathematical Society, v. 77, p.
531-549, 2006.

LEE, J. M. Riemannian manifolds: an introduction to curvature. New York: Springer, 1997.

MUTO, H. The first eigenvalue of the laplacian of an isoparametric hypersurface in a unit
sphere. Math. Z., v. 197, p. 531-549, 1988.

REILLY, R. Applications of the hessian operator in riemannian manifold. Indiana Univ.
Math. J, v. 26, p. 459472, 1977.

TAKAHASHI, T. Minimal immersions of riemannian manifolds. J. Math. Soc. Japan, v. 18,
p. 380-385, 1966.

VIACLOVSKY, Jeff. Topics in Riemannian Geometry. [S. L], 2007. Disponivel em:
http://www.math.wisc.edu/~jeffv/courses/865 Fall 2007.pdf. Acesso em: 20 nov. 2023.

YAU, S. Seminar on differential geometry. Princeton, N.J.: Princeton University Press;
[Tokyo]: University of Tokyo Press, 1982. (Annals of Mathematics Studies, n. 102).



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Variedades riemannianas
	Conexões afins
	Curvatura
	Imersões isométricas

	Derivada covariante e divergente
	Derivada covariante
	Divergente
	Identidades diferenciais

	Algumas fórmulas diferencias para hipersuperfícies
	Identidades preliminares
	Laplaciano de uma imersão mínima na esfera
	Fórmula de Reilly

	Primeiro autovalor do laplaciano em Hipersuperfícies mínimas mergulhadas na Esfera
	Problema de Dirichlet
	Quociente e estimativa
	Estimativas trigonométricas
	Desigualdade e extensão
	Produto interno dos hessianos

	Conclusão

