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RESUMO

O cálculo da cinemática inversa é um desafio na robótica, especialmente para manipuladores

robóticos, e métodos tradicionais muitas vezes não são eficazes. Este trabalho propôs a utilização

de algoritmos de aprendizado de máquina, com foco em abordagens de modelos locais e globais,

para aproximar a cinemática inversa de um robô manipulador didático. Especificamente, foram

empregadas redes neurais Perceptron Multicamadas e o algoritmo K-means para os modelos

locais segmentarem o espaço operacional. Inicialmente, a modelagem da cinemática direta é

realizada, utilizando a notação de Denavit-Hartenberg, de modo a gerar um banco de dados

contendo informações do espaço cartesiano e do espaço das juntas do manipulador. Este banco

de dados é então filtrado, removendo amostras inalcançáveis e amostras próximas entre si no

espaço cartesiano. A fase de otimização de hiperparâmetros para os modelos globais envolveu

ajustar a melhor arquitetura das redes neurais, e para os modelos locais abrangeu determinar o

número k de clusters que melhor dividisse o espaço operacional. A avaliação de desempenho

dos algoritmos é feita com base nas medidas R2 e MSE, tanto no espaço das juntas como no

espaço cartesiano, e os resultados obtidos evidenciam que ambas as abordagens se mostraram

viáveis para a tarefa em questão, com a abordagem local superando a global.

Palavras-chave: Robô Manipulador; Cinemática Inversa; Cinemática Direta; Perceptron Multi-

camadas; Modelos Locais; Modelos Globais.



ABSTRACT

The calculation of inverse kinematics is a challenge in robotics, especially for robotic manipu-

lators, and traditional methods are often ineffective. This work proposed the use of machine

learning algorithms, focusing on local and global model approaches, to approximate the inverse

kinematics of an educational robotic manipulator. Specifically, Multilayer Perceptron neural

networks and the K-means algorithm were employed for the local models to segment the operati-

onal space. Initially, direct kinematics modeling is carried out using Denavit-Hartenberg notation

to generate a database containing information about the Cartesian space and the manipulator’s

joint space. This database is then filtered, removing unreachable samples and samples that are

close to each other in Cartesian space. The hyperparameter optimization phase for the global

models involved adjusting the best architecture of the neural networks, while for the local models,

it included determining the optimal number k of clusters that best divided the operational space.

The performance evaluation of the algorithms is based on R2 and MSE measures, both in joint

space and in Cartesian space, and the results obtained demonstrate that both approaches proved

viable for the task at hand, with the local approach outperforming the global one.

Keywords: Robotic Manipulator; Inverse kinematics; Direct kinematics; Multilayer Perceptron;

Local models; Global Models.
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1 INTRODUÇÃO

A primeira vez que o termo “robô” foi utilizado ocorreu na dramaturgia em 1920

durante uma peça teatral tcheca de título “R.U.R - Rossum’s Universal Robots", onde rapidamente

se popularizou no imaginário da sociedade. No entanto, somente em 1954, devido aos avanços

tecnológicos do século XX, foi possível efetivamente desenvolver o primeiro robô patenteado

por George C. Devol, Jr. (1912-2011) (SPONG et al., 2020).

Desde então, a robótica desenvolveu-se e incorporou-se à sociedade, desempenhado

um papel crucial em diversos setores que vão desde a indústria manufatureira e automobilística,

exploração subaquática, saúde e medicina, exploração espacial, monitoramento ambiental,

agricultura, até na assistência domiciliar oferecendo serviços às pessoas (CORKE, 2017).

Em grande parte, isso deve-se aos robôs possuírem uma maior eficiência, agilidade,

precisão, flexibilidade e capacidade de executar tarefas perigosas ou de risco à saúde humana,

o que gera grandes vantagens quanto ao seu uso, como reduzir custos de trabalho, eliminar

trabalhos perigosos, aumentar a taxa de produção, melhorar a qualidade do produto, reduzir

desperdício e custos de capital (CORKE, 2017).

Especificamente, para tratar movimentos de um robô manipulador, é necessário

desenvolver técnicas para modelar a localização do braço no espaço cartesiano ao longo tempo,

portanto, definindo o comportamento cinemático do robô. Nesse caso, há uma relação entre o

espaço das juntas e o espaço operacional do manipulador, e por isso a cinemática é dividida entre

direta e inversa (OLIVEIRA, 2007).

A cinemática inversa possui uma complexidade maior comparada a cinemática direta,

já que é entendida como um problema mal posto, o que faz o sistema possuir várias soluções ou

nenhuma solução para determinar a posição final do efetuador de um manipulador (OGAWA;

KANADA, 2010).

O uso de manipuladores didáticos no ensino de robótica tem se mostrado uma

ferramenta eficaz para a aprendizagem ativa, proporcionando aos estudantes uma compreensão

mais concreta dos conceitos complexos da cinemática dos robôs. Esses manipuladores permitem

que os alunos interajam diretamente com os sistemas robóticos, facilitando a visualização e

a experimentação dos princípios teóricos em situações práticas. Além disso, a utilização de

ferramentas práticas no processo educacional gera um maior engajamento e a retenção do

conhecimento (ALIMISIS, 2013).

À medida que o manipulador possui maiores Graus de Liberdade (GDL), surgem
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também diversas complexidades que envolvem a cinemática do robô. Para lidar com essa

complexidade, nas últimas décadas, vem sendo explorado o uso de algoritmos de Aprendizado

de Máquina (AM) para estimar a cinemática inversa de manipuladores (HUANG et al., 2003).

O AM é uma área da inteligência artificial que tem origem na década de 1940,

quando Warren McCulloch e Walter Pitts definiram o modelo de neurônio artificial, motivando o

surgimento de áreas que se dedicam em desenvolver sistemas que simulem a inteligência humana.

A ideia é dotar os computadores de inteligência e autonomia na tomada de decisões com base

nas experiências passadas.

Desde então, o aprendizado de máquina continua evoluindo e possui diversas apli-

cações práticas como é o caso do uso de Recurrent Neural Networks (RNN) em sistemas de

reconhecimento de voz (GRAVES et al., 2013), na detecção de atividades fraudulentas em

transações bancárias (CHANDOLA et al., 2009) e na análise de imagens médicas auxiliando o

diagnóstico médico de doenças (ESTEVA et al., 2017).

Um exemplo de algoritmo AM utilizado para solucionar a modelagem da cinemática

de manipuladores são as Redes Neurais Artificiais (RNA), as quais, segundo algumas literaturas,

têm tido uma abordagem promissora nesta aplicação. A partir destas, não há mais dependência

de soluções analíticas mais complexas, visto que RNA são conhecidas por serem aproximadoras

universais de funções (HORNIK et al., 1989).

1.1 Objetivos

O objetivo principal do trabalho consiste na aproximação da cinemática inversa de

um robô manipulador didático através de algoritmos de aprendizado de máquina comparando as

abordagens de modelos globais e locais.

1.1.1 Objetivos Específicos

A partir dos objetivos gerais, os seguintes objetivos específicos foram traçados:

• Estudar métodos para geração da cinemática direta de um manipulador robótico.

• Investigar dados relevantes que relacionem os ângulos das juntas com a posição cartesianas

para fins de treinamento dos modelos de aprendizado de máquina.

• Pesquisar modelos de regressão para aproximação de cinemática inversa.

• Investigar métodos de avaliação para os modelos que solucionam a cinemática inversa.
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2 TRABALHOS RELACIONADOS

Uma variedade de estudos tem explorado a aplicação de algoritmos de aprendizado

para resolver a cinemática inversa de manipuladores robóticos, enfrentando desafios complexos

na modelagem desses sistemas. Abordagens como RNA, algoritmos genéticos, RNN e Support

Vector Machine (SVM) têm sido utilizadas para estabelecer a relação entre as coordenadas

cartesianas e os ângulos das juntas. Essas metodologias destacam-se pela capacidade de lidar

com a não linearidade e a alta dimensionalidade do problema, resultando em soluções precisas e

eficientes.

Junior (2014) propôs solucionar a cinemática inversa de um manipulador didático

servo controlado utilizando redes neurais e algoritmos genéticos, analisando dois cenários: um

simplificado, variando todas as juntas exceto a última, e um completo, variando todas as juntas.

A dinâmica do sistema e o controle de trajetória não foram considerados. As redes neurais

usaram como entrada os resultados das equações da modelagem direta usando a notação Denavit-

Hartenberg (D-H) e, no cenário simplificado, obtiveram um erro de 10−2 mm na trajetória de

teste e, no cenário completo, 1 mm. Os algoritmos genéticos, com busca inicial em todo o espaço

das juntas e subsequente otimização em torno do ponto próximo encontrado, apresentaram erros

de 10−4 mm no cenário simplificado, e 10−3 mm no completo. Ambas as técnicas mostraram-se

viáveis e eficazes para resolver a cinemática inversa do manipulador em questão.

Nos estudos comparativos de Melo (2015), são reportados os resultados obtidos

na tentativa de solucionar a cinemática inversa de três manipuladores: Motoman HP6, PUMA

560 e o Robô Planar. Foram avaliados sete algoritmos de aprendizado de máquina quanto ao

desempenho, utilizando análise de resíduos, Mean Squared error (MSE) e teste de hipótese, em

um contexto de modelagem global. Os algoritmos avaliados incluem Redes Neurais Artificiais

(Multi Layer Perceptron (MLP) e Extreme Learning Machine (ELM)), Regressão Baseada em

Métodos de Kernel (Least-Squares Support Vector Regression (LS-SVR) e Processo Gausiano

(PG)), Modelos Lineares Locais (Linear Local Mapping (LLM)), Sistemas Neuro-Fuzzy (Adap-

tive Network Fuzzy Inference System (ANFIS)) e Regressão Baseada em Distâncias (Minimal

Learning Machine (MLM)). A cinemática direta dos robôs foram modeladas pela notação de

D-H, limitando o espaço de trabalho e espaço das juntas. Para simplificar a escolha do melhor

algoritmo, foram comparados apenas LS-SVR e PG, que apresentaram a melhor MSE. Os testes

de hipóteses indicaram resultados mistos, sugerindo que os modelos escolhidos são equiva-

lentes apenas para um conjunto específico de ângulos. O estudo concluiu que tanto LS-SVR
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quanto PG mostraram-se eficazes para a aproximação da cinemática inversa dos manipuladores,

destacando-se pela precisão em cenários específicos e contribuindo para o avanço das técnicas

de aprendizado de máquina aplicadas à robótica.

No trabalho de Fontinele (2015), outro estudo comparativo é conduzido também

na tarefa de aproximação do modelo cinemático inverso de 3 manipuladores (Motoman HP6,

PUMA 560 e o Robô Planar). Porém, neste trabalho, seis modelos locais são avaliados: rede

de funções de base radial (RBFN), rede de modelos locais (LMN), mapeamento linear local

baseado em SOM (LLM), mapeamento linear local usando K vencedores (KSOM), regressão

local ponderada (LWR) e rede counterpropagation (CP). Os modelos usaram como entrada os

resultados das equações da modelagem direta usando a notação D-H, que foram filtrados para

excluir plurivocidades decorrentes das redundâncias dos motores Motoman HP6 e PUMA 560.

Para avaliar estes modelos, os erros quadráticos médios no espaço das juntas foram calculados,

de modo a verificar a diferença entre os ângulos estimados em relação aos ângulos desejados.

Também foram gerados conjuntos de testes baseados em trajetórias no espaço cartesiano, e

calculou-se a distância média entre as trajetórias desejadas e estimadas. Uma contribuição deste

trabalho foi mostrar que, não necessariamente um melhor desempenho de um determinado

algoritmo no espaço das juntas implica em um melhor desempenho no espaço cartesiano. Além

disso, os modelos RBF e LMN apresentaram os melhores desempenhos globais para os três

manipuladores estudados.

Em Nunes (2016) a cinemática inversa de um manipulador servo controlado de cinco

GDL foi resolvida utilizando redes neurais artificiais. Os modelos foram treinados offline e

utilizados para prever trajetórias e pontos em tempo real. O mapeamento do volume de trabalho

do manipulador foi realizado com a modelagem da cinemática direta utilizando a notação de

D-H. Duas abordagens de treinamento foram seguidas: gerando trajetórias para limitar o espaço

operacional e definindo um conjunto de pontos para o volume de trabalho. Já as redes neurais

foram configuradas de duas maneiras: uma MLP simples e outra MLP em paralelo seguindo

a abordagem de modelos locais, ambas com entradas cartesianas. A configuração de modelos

locais obteve um desempenho superior, reduzindo o erro em cerca de 87,8% para trajetórias

e 80% para o espaço de trabalho completo em comparação com a rede neural simples. Esses

resultados sugerem que o uso de redes neurais em paralelo é uma abordagem promissora na

cinemática inversa de manipuladores robóticos, contribuindo para a precisão e eficiência da

solução da cinemática inversa de aplicações robóticas.
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Em Demby’s et al. (2019), é investigado a resolução da cinemática inversa de robôs

seriais utilizando RNA e Sistemas de Inferência ANFIS. Os modelos foram treinados para

mapear os espaços de trabalho completos de robôs seriais com 4, 5, 6 e 7 graus de liberdade,

utilizando duas configurações: All-Joints-ANN, que prevê todas as saídas das juntas dadas as

entradas desejadas, e Individual-Joints-ANN, que prevê cada saída de junta separadamente.

Embora os modelos utilizassem variáveis cartesianas e números quaternions para representar as

orientações, o treinamento focou na predição das poses dos efetuadores finais sem considerar

as orientações. Os resultados indicam que tanto as RNA quanto as ANFIS foram capazes de

aprender a cinemática inversa dos robôs com um grau significativo de precisão, apesar de a

performance variar conforme a complexidade do robô e o número de GDL. As RNA e ANFIS

demonstraram ser ferramentas viáveis para resolver problemas de cinemática inversa, embora

desafios como erros de aproximação e tempo de treinamento ainda persistam. O estudo sugere

que, apesar de promissores, esses métodos devem ser comparados e possivelmente combinados

com abordagens tradicionais para otimizar sua aplicação prática.

Gao (2020) propõe a solução da cinemática inversa de um robô manipulador de seis

GDL utilizando um algoritmo de redes neurais aprimorado. O modelo emprega retro-propagação

baseada em uma função de excitação de processamento adaptativo, que resolve as limitações

de convergência dos algoritmos tradicionais da cinemática inversa limitando uma região do

volume de trabalho do manipulador. A abordagem inovadora foca na melhoria da precisão e

eficiência da solução da cinemática inversa, adaptando a função de excitação para otimizar a

convergência do algoritmo. Os resultados indicam que o algoritmo aprimorado supera os métodos

tradicionais de AM em termos de velocidade e precisão, reduzindo significativamente os erros

de aproximação. O autor conclui que o uso de redes neurais adaptativas oferece uma solução

robusta e eficiente para a cinemática inversa de robôs manipuladores, destacando-se como uma

ferramenta promissora para aplicações avançadas na modelagem da cinemática robótica.

Embora o uso de algoritmos de aprendizado de máquina na solução da cinemática

inversa de manipuladores seja relativamente comum, especialmente com a aplicação de redes

neurais, não são comuns estudos que mapeiem todo o volume de trabalho alcançável pelo

manipulador, como proposto neste trabalho. Isso se deve, especialmente, à característica da não

linearidade e singularidade da cinemática inversa, que limita os estudos a treinarem modelos

para uma sub-região do espaço operacional, a fim de reduzir a complexidade da solução. Essa

característica também impactou na geração de dados de treinamento do presente trabalho, no
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qual se propôs uma abordagem para o tratamento de dados redundantes e inalcançáveis por meio

de uma técnica de similaridade.

Além disso, muitos estudos se restringem a utilizar apenas atributos de posição

cartesiana ou todos os elementos da matriz de transformação homogênea, o que, na prática,

torna a solução inviável. Neste trabalho, foram estruturados atributos de posição e orientação, e

definidas duas abordagens de métricas para avaliar o erro dos modelos, a fim de compreender

melhor seu comportamento. Uma dessas métricas avalia o erro no espaço das juntas, enquanto a

outra se concentra nos erros no espaço operacional. Por fim, destaca-se que, devido à estrutura

física específica do manipulador didático, os resultados obtidos são reais e exclusivos para esse

modelo.
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo, serão apresentados os fundamentos necessários para a compreensão

do trabalho em questão. Primeiramente, será explorada a cinemática de manipuladores, abor-

dando a definição de manipuladores, a modelagem da posição e orientação, bem como a descrição

espacial de objetos em relação a sistemas de referência. O foco recai sobre o movimento dos

manipuladores, considerando a posição e orientação do efetuador e as configurações das juntas,

sem levar em conta as forças envolvidas. Também serão apresentadas as notações utilizadas na

modelagem cinemática de manipuladores.

Em seguida, será abordado os algoritmos de aprendizado de máquina, com ênfase

em modelos inspirados no sistema nervoso humano, como as redes neurais artificiais, e seus

modelos de regressão. Além de modelos que segmentam o espaço de trabalho do manipulador.

3.1 Comportamento Cinemática de Manipuladores

Conforme a International Standard Organization (ISO) (ISO, 2012) e a Robot

Institute of America (RIA), um robô pode ser definido como um manipulador reprogramável e

multifuncional, projetado com vários graus de liberdade com base móvel ou fixada. Este pode ser

capaz de sentir o ambiente e sobre ele manipular instrumentos, seguindo uma trajetória a fim de

alcançar algum objetivo (RIASCOS, 2010). Além disso, um robô pode ser entendido como um

dispositivo eletromecânico constituído de um circuito eletrônico de controle computadorizado

e um mecanismo articulado, chamado de manipulador, capaz de executar uma variedade de

funções (CORKE, 2017).

Existem distintas configurações geométricas de um robô e, para cada uma delas,

há diferentes arranjos e características entre a estrutura física e as articulações utilizadas. Os

robôs manipuladores, como exemplo do robô manipulador Motoman HP6 ilustrado na Figura

1, oferecem seis graus de liberdade otimizados em comprimento e geometria para eficiência, e

por isso são amplamente utilizados atualmente. Estes, ao contrário dos robôs móveis, possuem

base fixa, e, por isso, não se movem no ambiente. Um manipulador é composto por elos

que constituem o corpo rígido do robô, interligados por juntas ou articulações. Além destes

componentes, o elemento final de controle, denominado efetuador, refere-se à parte do robô que

atua sobre o ambiente, sendo responsável por executar tarefas específicas como soldar, agarrar,

entre outras ações (CRAIG, 2006).
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Craig (2006) define que para dois sistemas de coordenadas {A} e {B} com transla-

ções distintas, onde um ponto BP é definido sobre o sistema de referência {B}. O mapeamento

que expressa esse ponto em termos do sistema de coordenadas {A} é dado por:

AP = BP+ APBORG. (3.4)

Já para os mesmos sistemas de coordenadas, agora rotacionados entre si e sem

translação, a rotação do sistema {B} sobre {A}, descreve as diferentes projeções dos vetores

unitários de cada referencial e é dada por,

AP = A
BR BP. (3.5)

Devido a necessidade de lidar com diferentes sistemas de coordenadas de forma

uniforme, é definida a notação de transformações homogêneas. Por meio dessa representação,

é possível concatenar várias transformações lineares de maneira simplificada. Dessa maneira,

a notação combina rotação, translação e escala para implementar a orientação e a posição dos

frames que compõem o sistema robótico por meio de uma notação matricial da transformação

homogênea tridimensional (SICILIANO et al., 2009).

Na Figura 4, são apresentados os sistemas de coordenadas denotados por {A} e {B}.

No sistema de coordenadas {B}, é definido um ponto BP conhecido. A matriz de transformação

homogênea que mapeia o sistema de coordenadas {B} em relação ao sistema de coordenadas

{A} é descrita como:

A
BT =





A
BR APBORG

0 1



=

















R11 R12 R13 px

R21 R22 R23 py

R31 R32 R33 pz

0 0 0 1

















, (3.6)

em que T A
B mapeia a transformação geral do vetor BP, percorrendo a descrição do seu frame {B}

para o {A} seguinte (CRAIG, 2006).

Portanto, a notação da matriz de transformações homogêneas do ponto BP em relação

ao sistema de referência {A} é dado por:




AP

1



=





A
BR APBORG

0 0 0 1









BP

1



 . (3.7)

Destaca-se que os nove elementos da matriz de transformação rotacional não são

equações independentes, uma vez que as colunas são mutuamente ortogonais e vetores unitários.
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(yaw) para o ângulo ψ , em seguida um rotação no eixo y (pitch) gerando o ângulo β , por fim

uma rotação em torno de x (yaw) para o ângulo φ , sendo expressas por:

RXY Z = Rz,ψRy,β Rx,φ (3.8)

=











cψ −sψ 0

sψ cψ 0

0 0 1





















cβ 0 sβ

0 1 0

−sβ 0 cβ





















1 0 0

0 cφ −sφ

0 sφ cφ











(3.9)

=











cψcβ cψsβ sφ − sψcφ cψsβ cφ + sψsφ

sψcβ sψsβ sφ + cψcφ sψsβ cφ − cψsφ

−sβ cβ sφ cβ cφ











, (3.10)

onde sβ = sin(β ), cβ = cos(β ), sψ = sin(ψ), cψ = cos(ψ) e cφ = cos(φ), sφ = sin(φ). Cada

uma dessas rotações pode ser representada por uma matriz de rotação, e a sequência completa de

rotações é expressa como o produto dessas matrizes individuais (SPONG et al., 2020).

Considerando a matriz de rotação descrita na Equação 3.6, os três ângulos ψ , β e

φ , podem ser obtidos através de um método que relaciona os elementos da matriz com esses

ângulos. Esse método descreve as seguintes equações:

φ = atan2(r32,r33) (3.11)

ψ = atan2(r21,r11) (3.12)

β =











atan2
(

−r31,
r21

sin(ψ)

)

, se cos(ψ) = 0

atan2
(

−r31,
r11

cos(ψ)

)

, caso contrário
(3.13)

3.1.2 Descrição de Elos e Conexões

Um manipulador robótico é composto por uma cadeia de elos, interligados por

juntas, conforme ilustrado na Figura 6. Os elos são os corpos rígidos do robô, enquanto as juntas

conectam dois ou mais elos e são responsáveis pela movimentação relativa entre eles. Esses

componentes permitem a realização dos movimentos do robô (NUNES, 2016).

A maioria dos manipuladores é equipado com juntas que podem ser de dois tipos

principais: rotacionais ou deslizantes, estas últimas também conhecidas como prismáticas

(CRAIG, 2006).

As juntas rotacionais permitem que um elo gire em relação ao elo vizinho em torno

de um eixo rotacional, esses deslocamento é denominado de ângulo de junta. Já as juntas
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A notação D-H tem como objetivo modelar as translações e rotações produzidas

pelos elos e juntas, padronizando as coordenadas dos sistemas de referências das ligações

espaciais por meio de um conjunto de passos a serem seguidos, os quais facilitam a obtenção da

cinemática direta. Ela simplifica a modelagem dos parâmetros geométricos e facilita a derivação

das equações que descrevem o movimento do robô. Embora existam outras convenções e

métodos para representar a geometria e cinemática de um robô, a notação D-H é amplamente

difundida na comunidade científica devido à sua eficiência e clareza (CRAIG, 2006).

O método D-H consiste em associar quatro parâmetros em cada junta do robô, bem

como fixar o sistema de referência aos elos e às juntas da cadeia cinemática espacial. Assim,

Craig (2006) define que, para representar a movimentação de uma junta em relação a outra, é

necessário definir os parâmetros descritos abaixo:

• Ângulo de rotação da junta (θi): Ângulo de rotação medido sobre zi entre o eixo xi−1 da

junta atual em relação ao eixo xi da junta seguinte.

• Deslocamento do elo (di): Distância medida ao longo do eixo zi entre o eixo do elo atual

xi−1 com o eixo do elo seguinte xi.

• Tamanho do elo (ai): Distância ao longo do eixo xi entre o eixo da junta atual zi−1 e a

junta seguinte zi.

• Ângulo de torção do elo (αi): Ângulo de torção medido sobre o eixo xi entre o eixo da

junta atual zi−1 e a junta seguinte zi.

A transformação de uma junta em relação a junta anterior é dado pela notação

i
i−1T . A Notação D-H descreve essa transformação como o produto de quatro transformações

elementares: uma rotação em torno do eixo z, uma translação ao longo do eixo z, uma translação

ao longo do eixo x, e uma rotação em torno do eixo x, isso é descrito na Equação 3.14. Ao

realizar a parametrização dos movimentações nos eixos x e z, o método modela as transformações

espaciais em todos os eixos cartesianos do sistema de referência. Os parâmetros sugeridos pela

notação são usados para construir a matriz de transformação homogênea genérica, conforme

a Equação 3.15, onde sθi
= sin(θi), cθi

= cos(θi), sαi
= sin(αi) e cαi

= cos(αi). Para cada

elemento da cadeia cinemática do manipulador, é necessário obter uma matriz de transformação
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específica (SPONG et al., 2020).

i
i−1T = Rotz,θi

Transz,di
Transx,ai

Rotx,αi
(3.14)

=

















cθi
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0 sαi
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(3.15)

Para definir os parâmetros D-H é necessário seguir uma série de etapas. Dessa

maneira, é possível modelar a cinemática direta de um manipulador. O algoritmo a ser seguido

inclui as seguintes etapas:

1. Numerar os elos e juntas do manipulador.

2. Definir os sistemas de coordenadas locais em cada elemento do manipulador. Cada corpo

elementar da cadeia cinemática deve ser fixado em um frame. Cada sistema é numerado

de acordo com o elo ao qual está associado.

3. Localizar os eixos das articulações. O eixo das juntas fará parte do sistema de coordenadas

associado ao elo, convencionando-se que seja o eixo de coordenada zi de acordo com a

rotação das juntas.

4. Localizar a origem do sistema {i} no ponto Oi onde a normal comum entre os eixos zi−1 e

zi intercepta zi.

5. Estabelecer o eixo xi do sistema de coordenadas locais. A partir da origem Oi, estabelecer

o xi ao longo da normal aos eixos zi−1 e zi.

6. Encontrar os parâmetros D-H de cada elemento.

• θi: Rotacionar o eixo xi−1 em torno de zi até que fique paralelo ao eixo xi.

• di: Deslocar o eixo de coordenadas {i−1} ao longo de zi−1 até a intersecção entre

os eixos zi−1 e xi.

• ai: Deslocar o eixo de coordenadas {i} ao longo de xi até a intersecção entre os eixos

zi−1 e xi.

• αi: Rotacionar o eixo zi−1 em torno de xi até que fique paralelo ao eixo zi.
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7. Formar a matriz de transformação homogênea para cada frame, dada na Equação 3.15. Os

parâmetros encontrados devem ser substituídos nas matrizes para obter as transformações

homogêneas específicas para cada elemento.

8. Multiplicar em série as transformações específicas para obter a matriz homogênea de

transformação total.

Após calcular as matrizes das diferentes coordenadas locais, é gerada uma matriz

que relaciona as coordenadas das articulações desde a base até às coordenadas do efetuador. Essa

matriz de transformação total é o passo inicial para implementar a análise e o controle preciso do

manipulador robótico.

3.1.5 Cinemática Inversa

A cinemática inversa na robótica lida com a determinação das configurações angula-

res das juntas para alcançar uma posição e orientação desejada do elemento final de controle

(CRAIG, 2006). Assim, a cinemática inversa permite controlar o manipulador robótico de forma

mais intuitiva. Ao passo que, fornece uma especificação que relaciona as coordenadas desejadas

no espaço de trabalho. Bem como, faz-se compreender quais as configurações do espaço das

juntas correspondentes necessárias para alcançar a coordenadas desejada ao efetuador.

A cinemática inversa possui uma complexidade maior comparada à cinemática direta,

já que envolve equações não lineares e por isso é entendida como um problema mal posto. Isto

significa que, para o sistema, pode haver múltiplas soluções, nenhuma solução ou soluções não

admissíveis para determinar a posição do efetuador final, e, por isso, não é possível encontrar uma

solução de forma fechada (OGAWA; KANADA, 2010). A Figura 10, representa as múltiplas

soluções de configurações do manipulador para alcançar um determinado ponto no espaço.

Existem ainda situações em que a solução não é admissível por conta de obstáculos.

Além disso, fatores como limites de movimento das juntas, restrições físicas e

colisões também devem ser considerados. O número de soluções depende do número de graus de

liberdade do manipulador e os parâmetros de notação de D-H. Há algumas técnicas e abordagens

tradicionais de solução da cinemática inversa, desde métodos analíticos ou soluções fechadas

até técnicas numéricas, como o método da Matriz Jacobiano inverso e o método iterativo de

otimização.

Para saber se existe solução, é necessário conhecer o espaço de trabalho do manipula-

dor, o qual é definido como a região do espaço tridimensional no qual o manipulador é capaz de
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Álgebra Linear, Ciências da Computação, Bioinformática, Reconhecimento de Padrões, entre

outras (FACELI et al., 2011).

Existem diferentes tipos de aprendizados de máquina, cada um com modelos carac-

terísticos e abordagem específicas, classificados em Aprendizado Supervisionado, Aprendizado

Não Supervisionado e o Aprendizado por Reforço. Para o aprendizado supervisionado, o algo-

ritmo é treinado baseado em uma relação de entrada e saída obtida por um conjunto de dados

rotulados. No aprendizado não supervisionado, o algoritmo é treinado usando um conjunto de

dados não rotulados, ou seja, ocorre o aprendizado por meio do conhecimento dos padrões da

entrada sem o uso das respostas corretas conhecidas. Por fim, no aprendizado por reforço, o

algoritmo aprende por meio de recompensas e punições, gerando uma política que maximize as

recompensas geradas (RUSSELL; NORVIG, 2016).

Os modelos preditivos têm como objetivo realizar previsões a partir de dados rotu-

lados, ou seja, exemplos previamente conhecidos. Eles são divididos em dois tipos principais:

classificação, quando a variável de saída assume valores discretos, e regressão, quando a saída é

contínua. Em ambos os casos, o modelo busca aprender a partir de um conjunto de treinamento e

depois generalizar para novos exemplos, definindo superfícies de decisão que separam as classes

ou ajustam uma função de previsão (RUSSELL; NORVIG, 2016).

A regressão é uma técnica fundamental no aprendizado supervisionado, especial-

mente em problemas onde a variável de saída é contínua. O objetivo da regressão é aproximar

uma função desconhecida yi = f (x) ∈ R, a partir de um conjunto de dados rotulados, permitindo

a previsão de novos exemplos. Isso é obtido através da escolha de uma hipótese h, que deve

minimizar o erro entre os valores reais e os valores previstos (FACELI et al., 2011).

Outro aspecto importante da regressão é a sua aplicação em contextos com variáveis

contínuas. Diferente da classificação, onde as saídas são discretas, a regressão busca prever

valores em um intervalo contínuo (RUSSELL; NORVIG, 2016). As técnicas de regressão podem

ser usadas para prever tendências futuras ou identificar padrões subjacentes em um conjunto de

dados, caso do modelo de regressão da Figura 11 que aproxima uma função que relacione as

variáveis ano e vazão de água de um rio.

3.2.1 Redes Neurais Artificiais

As Redes Neurais Artificiais (RNA) são modelos de aprendizado de máquina inspi-

rados na neurociência, área da medicina que estuda o sistema nervoso e suas funcionalidades, a
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A função tanh é definida no intervalo [−1,1] e possui a propriedade de centralizar os

dados. O gráfico dessa função é mostrado na Figura 14, e sua equação é dada por:

tanh(x) =
ex − e−x

ex + e−x
. (3.17)

Essa característica permite que os valores de saída fiquem distribuídos em torno de zero, o que

pode acelerar o processo de aprendizado. No entanto, a função tanh pode sofrer com o problema

de gradientes pequenos, o que dificulta o ajuste dos pesos durante o treinamento de redes muito

profundas (FACELI et al., 2011).

A função sigmoide logística, semelhante à tangente hiperbólica, é uma função suave

que mapeia as entradas para o intervalo [0,1], conforme ilustrado na Figura 14. Sua equação é

dada por:

S(x) =
1

1+ e−x
. (3.18)

No entanto, essa função também enfrenta o problema dos gradientes desaparecendo, já que

nas extremidades a função tende a se aproximar de zero, o que pode paralisar o processo de

aprendizado em camadas mais profundas (BENGIO et al., 2016).

Por outro lado, a função de ativação ReLU tornou-se a mais popular em redes neurais

profundas devido à sua simplicidade e eficácia em lidar com o problema do gradiente próximos

de zero. Seu gráfico é ilustrado na Figura 14, e sua equação é dada por:

ReLU(x) =











0, se x ≤ 0

x, se x > 0
. (3.19)

Por retornar zero para valores negativos e a própria entrada para valores positivos, o gradiente

não se satura, tornando o processo de aprendizado mais eficiente em redes profundas. No entanto,

a ReLU pode enfrentar o problema dos "neurônios mortos", que ocorre quando valores negativos

persistem e impedem a atualização de determinados pesos (BENGIO et al., 2016).

Uma RNA é composta por um ou mais neurônios, os quais podem estar distribuídos

em uma ou mais camadas de neurônios interconectados. Nesse caso, os neurônios recebem

como entrada valores oriundos das saídas dos neurônios das camadas anteriores e enviam seus

valores para os neurônios seguintes à sua camada. Esta rede de múltiplas camadas de neurônios

é denominada Multi Layer Perceptron (MLP).

A Figura 15 representa uma rede MLP que possui neurônios artificiais, uma camada

oculta e uma camada de saída. Uma rede neural do tipo MLP possui, além do neurônio de MP,

os seguintes elementos:
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refletem como o algoritmo lida com a relação entre as variáveis de entrada e saída, seja captu-

rando padrões globais em todo o conjunto de dados ou ajustando modelos especializados para

diferentes regiões do espaço de entrada (MELO, 2015). A escolha entre um modelo local ou

global depende da complexidade do problema e das características dos dados. Ambos os métodos

possuem vantagens e limitações, sendo aplicados conforme a natureza da tarefa de predição.

Modelos globais buscam ajustar um único modelo a todos os dados disponíveis,

assumindo que a relação entre as variáveis de entrada e saída pode ser capturada por uma função

abrangente. Nessa abordagem, o algoritmo tenta otimizar o desempenho em todo o conjunto

de dados, ignorando variações locais que possam existir. Isso é adequado quando a função que

rege os dados é relativamente simples ou linear, ou quando há uma grande quantidade de dados

disponível para capturar padrões globais (BOTTOU; VAPNIK, 1992).

Exemplos comuns de modelos globais incluem regressão linear, redes neurais pro-

fundas e SVM. Esses modelos tratam os dados de maneira uniforme e buscam encontrar padrões

que generalizem bem para todo o espaço de entrada. O objetivo é minimizar o erro em toda a

distribuição de dados, sem focar nas variações locais (FACELI et al., 2011). No entanto, uma

limitação dos modelos globais é a dificuldade de capturar detalhes ou variações significativas

em regiões específicas do espaço de entrada, o que pode ocorrer em problemas altamente não

lineares. Nesses casos, pode ocorrer o subajuste (underfitting), onde o modelo não consegue

capturar a complexidade dos dados, levando a um desempenho inferior (BOTTOU; VAPNIK,

1992).

Por outro lado, modelos locais dividem o espaço de entrada em regiões menores,

ajustando submodelos distintos para cada uma dessas áreas. A premissa é que uma única função

global pode não ser adequada para representar a complexidade dos dados, especialmente quando

o comportamento da relação entre entrada e saída varia substancialmente entre diferentes regiões.

Modelos locais são ajustados em subconjuntos dos dados, oferecendo maior flexibilidade para

lidar com variações e não linearidades locais (MELO, 2015).

Em termos de aplicações, os modelos globais são amplamente utilizados em tarefas

como predição de séries temporais, classificação de imagens e predição de valores contínuos em

grandes bases de dados. Já os modelos locais são frequentemente aplicados em problemas como

reconhecimento de padrões em sistemas dinâmicos, incluindo a cinemática inversa de robôs

(MELO, 2015) e sistemas de recomendação, onde a personalização baseada em vizinhanças

locais pode melhorar a precisão das predições.
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associado ao centróide mais próximo, formando os clusters iniciais. O processo é iterativo: os

centróides são recalculados como a média dos pontos atribuídos a cada cluster, e os pontos são

reatribuídos ao centróide mais próximo após cada recalculação. Esse ciclo continua até que os

centróides se estabilizem ou que a variação de um critério de convergência seja inferior a um

determinado limiar, ou ainda até que um número máximo de iterações seja atingido (BISHOP,

2006).

A equação que define a distância euclidiana, comumente usada como métrica no

K-means, é expressa como:

d(xi,µ j) =

√

p

∑
n=1

(xin −µ jn)2, (3.20)

onde xi é o ponto de dados, µ j é centróide do cluster j, e p representa o número de características

de cada ponto de dados (FACELI et al., 2011).

Basicamente, o k-means busca minimizar a função objetivo das variâncias intra-

cluster, que é dada pela soma das distâncias quadradas entre os pontos e seus respectivos

centróides. A função é representada por:

J =
k

∑
i=1

∑
x∈Ci

||x−µi||
2
. (3.21)

Onde Ci representa o conjunto de pontos pertencentes ao cluster i e µi é o centróide do cluster

i. O objetivo do algoritmo é minimizar J, o que implica em clusters mais compactos e bem

definidos.
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4 MATERIAIS E MÉTODOS

Neste capítulo, é apresentado o desenvolvimento prático do trabalho proposto, junta-

mente com os métodos e materiais que viabilizam a sua execução. Para isso, foram adotadas uma

série de atividades que direcionaram o progresso e a obtenção de resultados. Essas atividades

foram executadas na seguinte ordem:

• Definição do problema: estudo da literatura de robótica envolvendo a cinemática direta e

o problema da aproximação da cinemática inversa, a fim de modelar a estrutura geométrica

do manipulador didático utilizado deste trabalho e empregá-lo na simulação para gerar o

conjunto de dados.

• Geração do padrão de treinamento: Criação de um conjunto de dados abrangendo o

espaço de trabalho do robô didático, mapeando a relação entre o espaço das juntas e o

espaço operacional para aproximar a cinemática inversa.

• Particionamento e Seleção de Hiperparâmetros: Os dados foram divididos em con-

juntos de treinamento e validação para cada modelo de AM, utilizando o método de

validação cruzada com 5 iterações nr para uma avaliação do desempenho. Em seguida, os

hiperparâmetros de cada modelo foram selecionados usando os conjuntos de treinamento

e validação, identificando quais necessitavam de ajustes e determinando valores possíveis

para cada um. Ao final, foram definidas duas abordagens para resolver o problema de

cinemática inversa.

4.1 Robô Manipulador Didático

O braço robótico, base deste trabalho, é mostrado na Figura 17. Trata-se de um

robô do tipo manipulador, desenvolvido como um módulo didático pelo grupo de pesquisa em

robótica do IFCE1. Sua fabricação foi realizada utilizando uma impressora 3D com filamento

de Polylactic Acid (PLA), um material de baixo custo amplamente empregado em impressões

tridimensionais.

A estrutura mecânica do braço é composta por cinco partes interligadas, como

ilustrado na Figura 18: a base (elo 0), o braço (elo 1), o antebraço (elo 2), o punho (elo 3) e a

garra (elo 4). As dimensões de cada elo do manipulador estão descritas na Tabela 1.

O robô possui cinco juntas rotacionais que permitem o movimento relativo entre os

1 https://robotica.ifce.edu.br/
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4.2 Cinemática Direta do Manipulador Didático

Nesse trabalho, o método de solução da cinemática inversa do manipulador didático

passa inicialmente pela modelagem da cinemática direta. Nesse sentido, utilizando as regras e

etapas do método de Denavit-Hartenberg (Seção 3.1.4), são fixados os sistemas de referência

locais em cada elemento do robô, conforme ilustrado na Figura 20.

Figura 20 – Sistema de coordenadas locais do manipulador didático

Fonte: Autoral

Devido ao mecanismo robótico ser constituído por 5 GDL de juntas rotativas, a

cadeia cinemática possui cinco variáveis de juntas θi, para i = 1, ...,5. A descrição da cinemática

direta desse sistema está apresentada na Tabela 3, na qual define os parâmetros D-H de cada

elemento do manipulador.

Tabela 3 – Parâmetros de Denavit-
Hartenberg do Manipulador Didático

i θ (◦) a (cm) d (cm) α (◦)

1 θ1 0 Elo 0 90
2 θ2 Elo 1 0 180
3 θ3 Elo 2 0 −180
4 θ4 +90 0 0 90
5 θ5 0 Elo 3 + Elo 4 0

Fonte: Autoral

A partir dos parâmetros D-H da Tabela 3, aplica-se a Equação 3.15 para construir

as cinco matrizes de transformação homogênea específicas que relacionam os sistemas de

coordenadas locais de um elo em relação ao elo anterior correspondente.

Posteriormente, essas cinco matrizes de transformação homogênea específicas são

multiplicadas para obter uma matriz total que relaciona o sistema de referência da base ao sistema
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de referência do efetuador final, conforme ilustrado na Equação 4.1.

T 0
5 = T 0

1 T 1
2 T 2

3 T 3
4 T 4

5 =

















R11 R12 R13 px

R21 R22 R23 py

R31 R32 R33 pz

0 0 0 1

















(4.1)

Sabendo que sθi
= sin(θi) cθi

= cos(θi), pode-se definir os elementos desta matriz:

R11 = sθ1sθ5 − sθ2−θ3+θ4cθ1cθ5 (4.2)

R12 = sθ1cθ5 + sθ5sθ2−θ3+θ4cθ1 (4.3)

R13 = cθ1cθ2−θ3+θ4 (4.4)

px = 18(cθ2 + cθ2−θ3 + cθ2−θ3+θ4)cθ1 (4.5)

R21 =−sθ1sθ2−θ3+θ4cθ5 − sθ5cθ1 (4.6)

R22 = sθ1sθ5sθ2−θ3+θ4 − cθ1cθ5 (4.7)

R23 = sθ1cθ2−θ3+θ4 (4.8)

py = 18(cθ2 + cθ2−θ3 + cθ2−θ3+θ4)sθ1 (4.9)

R31 = cθ5cθ2−θ3+θ4 (4.10)

R32 =−sθ5cθ2−θ3+θ4 (4.11)

R33 = sθ2−θ3+θ4 (4.12)

pz = 18sθ2 +18sθ2−θ3 +18sθ2−θ3+θ4 +10 (4.13)

4.3 Geração e Pré-processamento dos Padrões de Treinamento

A criação de uma base de dados dos padrões de treinamento é uma etapa crucial

no desenvolvimento de sistemas de AM baseados em aprendizado supervisionado. Para que o

modelo aprenda de forma eficaz a realizar as tarefas desejadas, é necessário expor o agente a uma

ampla gama de exemplos que ilustrem a relação entre as entradas e as saídas corretas (RUSSELL;

NORVIG, 2013). Ao estabelecer uma base de dados, garantimos que o agente desenvolva

uma função de mapeamento generalizável, essencial para seu desempenho em situações reais e

variadas.

O método para aproximar a cinemática inversa do robô didático descrito neste

trabalho começa com o conhecimento prévio da cinemática direta (Seção 4.2). A modelagem

do manipulador, apresentada na Equação 4.1, foi então utilizada para a geração dos padrões de
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influencia a posição do efetuador, mas sim sua orientação. E dado que o objetivo do trabalho é

desenvolver um algoritmo capaz de posicionar o efetuador no espaço de trabalho desejado sem

considerar sua orientação, a inclusão desta junta resultaria em redundâncias adicionais na base

de dados e aumentaria o tempo de processamento dos algoritmos de aprendizado de máquina

(NUNES, 2016).

Para que o modelo aprenda a cinemática inversa, é necessário determinar o número

de amostras de treinamento dos ângulos das juntas. Dependendo da resolução adotada, o número

de redundâncias, a carga computacional e o tamanho da base de dados podem aumentar, o que

pode diminuir a capacidade do modelo de aprender e generalizar. Além disso, uma base de dados

muito grande ou muito pequena não necessariamente resulta em uma redução do erro ou em uma

melhoria no aprendizado. Encontrar o número mínimo de amostras dos ângulos é, portanto, uma

etapa essencial na metodologia do trabalho (LIM; LEE, 2019).

Adotou-se um número de amostras diferentes para cada ângulo, conforme ilustrado

na Tabela 4. Observou-se que, devido à estrutura geométrica do braço, θ1 possui maior relevância

para os eixos x e y, tornando pertinente explorar um número maior de amostras para este grau de

liberdade. Em contrapartida, os demais ângulos têm mais influência no eixo z e por isso suas

amostras foram mais distribuídas entre si.

A geração dos dados que mapeiam o espaço operacional do manipulador deu-se pela

aplicação dos ângulos indicados na Tabela 4, na modelagem da cinemática direta. Nesse processo,

substituíram-se os valores dos ângulos das juntas, obtidos anteriormente no mapeamento, na

matriz de transformação homogênea calculada por meio da notação D-H (Equação 4.1), o que

permitiu a obtenção do conjunto de matrizes de transformações homogêneas alcançáveis pelo

efetuador.

Por fim, gerou-se uma base de dados brutas com 33275 observações. As amostras

foram estruturados no formato, onde as linhas contêm todas as amostras e as colunas compõem o

vetor de atributos. Esses dados incluem as saídas dos ângulos das juntas e os atributos compostos

dos elementos das matrizes de transformação homogênea alcançadas pela garra do robô. Os dados

foram armazenados, no que se definiu como a base de dados bruta, no formato de entrada e saída

padrão expressos pelo vetor [θ1,θ2,θ3,θ4,θ5,x,y,z,R11,R12,R13,R21,R22,R23,R31,R32,R33].
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a posição do efetuador no espaço tridimensional, sem analisar a orientação associada.

Figura 23 – Volume de trabalho do manipulador didático

Fonte: Autoral

Figura 24 – Vista superior do volume de trabalho do manipulador
didático

Fonte: Autoral

Embora o foco do trabalho seja mapear a posição no espaço de trabalho, houve a

necessidade de realizar uma extração de atributos relacionados à orientação, provenientes dos

padrões da base de dados que definem os elementos da matriz de transformações homogêneas ma-

peadas. Para tanto, optou-se por adicionar como atributos os ângulos Roll(φ), Pitch(β ) e Yaw(ψ)

para expressar a orientação do efetuador (DEMBY’S et al., 2019). Isso exigiu uma transforma-

ção dos elementos de rotação da base de dados bruta (R11,R12,R13,R21,R22,R23,R31,R32,R33).

Definindo as entradas do modelo como o vetor padrão de atributos dado por [x,y,z,φ ,β ,ψ].

Ao lidar com a cinemática inversa, é importante considerar os aspectos não lineares
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das equações que levam a singularidades, entendidas como soluções mal postas (Seção 3.1.5).

Assim, para encontrar a posição do efetuador, podem existir múltiplas soluções, nenhuma solução

ou soluções não admissíveis. Essa análise é particular para cada manipulador e envolve conhecer

as soluções do espaço de trabalho e, por consequência, a base de dados.

A solução de pontos inalcançáveis refere-se a situações em que não é possível

encontrar configurações de juntas que permitam ao manipulador alcançar uma posição ou

orientação desejada no espaço de trabalho. Quando as equações não têm solução, ou as soluções

obtidas não estão dentro dos limites operacionais do manipulador, o ponto desejado é considerado

inalcançável (MELO, 2015). Na Figura 23, é possível observar regiões que não correspondem

ao volume de trabalho completamente válido, pois há pontos inacessíveis pelo manipulador.

Isso ocorre especialmente nos pontos pertencentes ao semiplano negativo do eixo Z, região que

representa o espaço ocupado pelo suporte do robô e a superfície onde ele está fixado.

Figura 25 – Limitação física no eixo z do manipulador didático

Fonte: Autoral

A Tabela 5 descreve a faixa de atuação dos eixos cartesianos no espaço operacional.

Para contornar essa problemática, cada amostra da base de dados é submetida a um filtro que

restringe o espaço operacional do manipulador. Esse filtro verifica, para cada ponto do espaço

de trabalho, se há uma componente no semiplano negativo do eixo z. Além disso, em todos as

amostras da base de dados é avaliado se a posição do sistema de referência local de cada elo

viola essa regra. Os pontos que se mostram inalcançáveis são removidos da base de dados.

Após avaliar a existência de uma solução, é necessário analisar sua multiplicidade,

já que um conjunto diferente de ângulos de juntas pode permitir ao manipulador atingir a mesma

posição. Uma amostra da base de dados é considerada redundante quando seus atributos x,

y e z têm valores muito semelhantes a outras amostras da base de dados. A presença dessas
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Tabela 5 – Faixa de atuação do espaço opera-
cional

Eixos cartesiano Mínimo (cm) Máximo (cm)

x −36 54
y −36 54
z 0 54

Fonte: Autoral

observações redundantes no conjunto de dados cria uma falsa impressão para o modelo de

que o perfil desses dados é mais importante do que outros. Isso ocorre porque essas amostras

participam mais vezes no processo de ajuste dos parâmetros, contribuindo mais do que outras no

aprendizado do algoritmo. Esse fenômeno resulta em um aumento do tempo de treinamento do

modelo e em algoritmos menos precisos (FACELI et al., 2011).

Para eliminar os pontos redundantes, a base de dados passa por uma segunda filtragem

que verifica e remove padrões de treinamento semelhantes. Nesse contexto, pontos redundantes

são definidos como aqueles que estão próximos uns dos outros no espaço operacional e como

posições angulares distantes no espaço das juntas. A fim de calcular a distância entre cada

amostra e as demais da base de dados, utiliza-se a equação da Distância Euclidiana:

d =

√

(xi − x1)
2 +(yi − y1)

2 +(zi − z1)
2
. (4.14)

Essa métrica calcula a proximidade entre pontos no espaço tridimensional, estimando

a similaridade entre as amostras dentro de um raio rs. Para selecionar uma amostra do conjunto

de pontos semelhantes, desenvolve-se uma função de custo que maximize as posições angulares

θ2 e θ4, e minimize as posições angulares θ3. Após a seleção do ponto que melhor representa as

amostras semelhantes, os demais pontos redundantes são removidos. Para simulação optou-se

por escolher os seguintes raios de similaridade rs = {0.5,0.7,1,1.25,1.5} cm, e obter no final

do processo cinco bases de dados filtradas.

4.4 Treinamento, Seleção dos Hiperparâmetros e Validação dos Modelos

É de fundamental importância definir sequência de etapas para o treinamento, vali-

dação e teste dos modelos de aprendizado de máquina. Isso implica em implementar modelos

capazes de realizar previsões acertadas com base nos dados fornecidos. Para este trabalho, o

fluxo de etapas de treinamento e validação dos modelos é ilustrado na Figura 26, e para cada

abordagem de modelo, são seguidos os passos desse fluxograma.
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exaustivamente todas as combinações possíveis, a Random Search seleciona aleatoriamente um

subconjunto de combinações, permitindo encontrar boas soluções com menor custo computaci-

onal. Portanto, essa abordagem, combinada com a validação cruzada discutida anteriormente

(Seção 4.4.1), visa maximizar o desempenho dos modelos MLP adotados neste trabalho.

As principais configurações dos parâmetros fixos nos modelos local e global, ou

seja, parâmetros que não participaram da otimização, estão descritas na Tabela 6, e incluem o

número máximo de épocas, a tolerância para o critério de parada e a possibilidade de parada

antecipada, com o objetivo de prevenir o overfitting durante o treinamento. Esses parâmetros

foram configurados para equilibrar o tempo de execução e a qualidade da busca, sendo definidos

por meio de alguns testes.

Tabela 6 – Parâmetros fixos dos modelos
inteligentes

Parâmetros Valor

Número máximo de épocas 1000
Erro tolerado 1×10−4

Número de parada sem mudança 5
Fator de momentum 0.9
Regularização (α) 1×10−4

Fonte: Autoral

Já como métricas de avaliação, foram utilizados o Coeficiente de Determinação (R2)

e o erro quadrático médio (MSE), sendo esta última a métrica utilizada para ranquear os melhores

conjuntos de hiperparâmetros. A validação cruzada foi implementada por meio da técnica de

Random Subsampling, conforme descrito na Seção 4.4.1, que divide o conjunto de dados de

treino e validação em partições, garantindo que o modelo seja testado em diferentes subconjuntos

de dados durante o processo de seleção de hiperparâmetros.

Para os parâmetros otimizados do modelo global, foi definido um espaço de busca

focado em múltiplas arquiteturas de MLP, com diferentes números de neurônios por camada e

funções de ativação, como ilustrado na Tabela 7. O número de neurônios variou entre camadas,

permitindo que a arquitetura da rede se ajustasse de acordo com as características dos dados.

As funções de ativação consideradas no espaço de busca foram ReLU e tanh. No total, foram

utilizadas ni = 2000 número de iterações para explorar o espaço de busca das combinações de

hiperparâmetros.

Já para a otimização dos hiperparâmetros dos modelos locais, o processo começou

com a divisão das regiões do espaço operacional do robô. Nesse caso, aplicou-se o algoritmo



56

Tabela 7 – Hiperparâmetros do espaço de busca do modelo global

Número de Camadas Mínimo de Neurônios Máximo de Neurônios Passo

1 20 6000 5
2 100 500 10
3 100 500 35
4 100 400 55

Funções de Ativação: ReLU, tanh

Fonte: Autoral

K-means, que agrupou o espaço em regiões com base nos atributos (x,y,z). Foi definido um

espaço de busca com foco nos clusters dos subespaços operacionais, variando o número de

grupos entre k = [2, ..,14] combinações de agrupamentos do espaço. Para determinar o número

ideal de grupos para dividir as regiões do espaço operacional, aplicaram-se duas técnicas de

avaliação: o coeficiente de silhueta e a inércia (Seção 4.4.4). Cada métrica foi armazenada para

uma análise criteriosa, a fim de selecionar o melhor valor do hiperparâmetro k.

4.4.4 Métricas de Avaliação dos Modelos de Regressão e Agrupamento

O Erro Médio Quadrático (MSE), é uma das principais métricas utilizadas para

avaliar o desempenho de modelos de regressão. Essa métrica calcula a média dos quadrados

das diferenças entre os valores previstos pelo modelo e os valores reais observados nos dados

(FACELI et al., 2011). Na Equação 4.15, o erro da hipótese ξi de um modelo f̂ é dado pela

distância entre o valor de saída real yi e aquele predito pelo modelo f̂ (xi), portanto ξi = yi− f̂ (xi).

O MSE é dado por:

MSE( f̂ ) =
1
n

n

∑
i=1

(ξi)
2 (4.15)

Essa métrica penaliza erros maiores, pois cada erro é elevado ao quadrado antes de

ser somado e normalizado pelo número total de observações. Quanto menor o valor do MSE,

melhor o modelo se ajusta aos valores reais do manipulador robótico. Portanto, um MSE baixo

indica uma melhor capacidade de generalização do modelo.

Além disso, para compreender melhor o comportamento dos erros, é utilizado o

desvio padrão dos erros, dado por:

σ(ξ ) =

√

1
n

n

∑
i=1

(ξi −µ(ξ ))2 (4.16)

Essa métrica é importante porque valores altos de desvio padrão indicam uma grande variação

nos erros preditos pelo modelo, sugerindo que ele é sensível às amostras avaliadas (FACELI et

al., 2011).
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No presente trabalho, foram definidas duas abordagens para o cálculo do MSE. A

primeira aborda os erros no espaço das juntas, onde são avaliadas diretamente as predições

dos ângulos das juntas gerados pelos modelos. Para cada junta {θk|k = 1, ..,4}, o erro ξi(θk)

é calculado por meio da métrica MSE. A segunda abordagem considera os erros no espaço

operacional, avaliando a diferença entre a posição cartesiana desejada e a posição cartesiana

reconstruída a partir dos ângulos preditos pelo modelo na modelagem da cinemática direta. O

MSE operacional é descrito em termos do erro ξi(R
3) no espaço cartesiano (DEMBY’S et al.,

2019).

Outra métrica utilizada foi o Coeficiente de Determinação (R2), amplamente empre-

gado para avaliar a performance de modelos de regressão. O R2 é definido como a proporção da

variância na variável dependente que pode ser explicada pelas variáveis independentes. Ele varia

entre [0,1], e é dado por:

R2 = 1−
∑

n
i=1(yi − ŷi)

2

∑
n
i=1(yi − ȳ)2 . (4.17)

Um valor de R2 igual a 1 indica que o modelo explica completamente a variância dos dados,

enquanto um valor de 0 sugere que o modelo não é melhor do que uma simples média dos valores

(FACELI et al., 2011).

A avaliação de modelos de agrupamento em aprendizado de máquina, por outro lado,

difere dos modelos supervisionados, onde há uma métrica de desempenho claramente definida.

Nesse caso, como não existem rótulos previamente conhecidos, torna-se necessário o uso de

métricas internas e externas específicas. Métricas internas, como o coeficiente de silhueta e a

inércia, avaliam a coesão e a separação dos grupos com base nas características dos dados. Já as

métricas externas comparam o resultado do agrupamento com uma estrutura de referência, se

disponível.

No método k-Means, cujo objetivo principal é dividir os dados em k grupos distintos,

minimizando a variabilidade interna dos grupos e maximizando a separação entre eles, a validação

do número adequado de grupos k e a qualidade dos agrupamentos gerados são realizadas com a

análise do coeficiente de silhueta e da inércia (FACELI et al., 2011).

O coeficiente de silhueta é uma métrica que avalia a coesão e a separação dos grupos

gerados pelo K-Means. Para cada ponto i, o coeficiente de silhueta s(i) e a largura média de

silhueta são dadas por:

s =
1
N

N

∑
i=1

b(i)−a(i)

max(a(i),b(i))
. (4.18)
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Onde a(i) é a distância média entre o ponto i e todos os demais pontos do mesmo cluster, e b(i)

é a menor distância média entre o ponto i e todos os pontos do cluster mais próximo ao qual i

não pertence. O coeficiente de silhueta varia entre [−1,1]. Valores próximos de 1 indicam que

o ponto está bem ajustado ao seu próprio grupo e longe dos grupos vizinhos, enquanto valores

próximos de −1 indicam que o ponto foi mal classificado (FACELI et al., 2011).

O método do cotovelo (elbow method) é uma técnica usada para identificar o número

ideal de grupos k, analisando a soma das variâncias internas dos clusters, também chamada de

inércia. A inércia é a soma das distâncias quadradas das observações ao seu centróide, conforme

a Equação 3.21. À medida que o número de grupos aumenta, a inércia tende a diminuir, pois

mais clusters resultam em distâncias internas menores. O ponto em que a taxa de diminuição

começa a se estabilizar forma o "cotovelo"na curva da inércia, indicando o número adequado de

clusters (FACELI et al., 2011).
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Figura 36 – Comparação entre as amostras retiradas da base
de dados em uma região do volume de trabalho

Fonte: Autoral

com validação cruzada, focando na otimização das arquiteturas de redes neurais do tipo MLP. O

objetivo principal foi encontrar uma configuração ideal que maximizasse a capacidade preditiva

do modelo na resolução do problema de cinemática inversa do manipulador robótico, conforme

detalhado nas seções anteriores.

O espaço de busca do modelo global foi definido conforme a Tabela 7, onde foi

definido com base em diferentes combinações de funções de ativação (ReLU e tanh), além de

variações no número de camadas e neurônios por camada, como descrito na Seção 4.4.3. Durante

a busca, foram realizados 2000 experimentos distintos, variando os hiperparâmetros dentro do

espaço de busca predefinido. Durante esse processo, aplicou-se a validação cruzada via Random

Subsampling, garantindo uma divisão eficiente entre os conjuntos de treino e validação, o que

minimizou o risco de overfitting e maximizou a capacidade de generalização.

A Tabela 9 presenta os dez melhores resultados obtidos em termos de MSE e o R2

para os dados normalizados. O modelo global foi configurado para prever simultaneamente os

ângulos do manipulador robótico em todo o volume de trabalho. O tempo médio de treinamento

foi de 12 segundos, com o tempo máximo de 97 segundos. A técnica de parada antecipada foi

ativada com sucesso em diversas execuções, prevenindo o overfitting e garantindo eficiência no

treinamento.
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predições dos ângulos reais foi calculado, conforme ilustrado na Tabela 10. Onde é dado o MSE

para o conjunto específico de hiperparâmetros que apresentou o menor erro durante o processo

de validação cruzada. Para avaliar a qualidade da regressão, é avaliado o erro de predição dos

modelos para dados que não participaram em nenhum momento do treinamento do modelo. A

análise dos dados de teste revelou que o modelo global generalizou bem as predições para dados

desconhecidos.

Tabela 10 – Erros dos ângulo em graus das juntas
preditos pelo modelo global

Junta MSE(θi) Treinamento (◦) MSE(θi) Teste (◦)

θ1 0,9382 0,9774
θ2 1,6871 1,7533
θ3 4,4431 4,2210
θ4 3,0766 3,3884

Fonte: Autoral

Além disso, foi analisado como os erros de predição dos ângulos das juntas impactam

o espaço operacional, tendo em vista o objeto de estudo do presente trabalho. Desta maneira, as

predições dos ângulos das juntas foram utilizadas na matriz de transformação total (Equação 4.1)

oriunda da modelagem direta para calcular as coordenadas cartesianas preditas pelos modelos no

espaço operacional. A Tabela 11 apresenta os erros de predição no espaço operacional.

Tabela 11 – Erros do espaço operacional preditos pelo mo-
delo global

Coordenadas MSE(R3) Treinamento (cm) MSE(R3) Teste (cm)

x 2,372×10−1 2,406×10−1

y 1,763×10−1 1,810×10−1

z 1,842×10−1 1,939×10−1

Fonte: Autoral

Para o modelo local, os hiperparâmetros ajustados incluíram o número de clusters k,

responsáveis por subdividir o espaço operacional em regiões. Para tanto, é aplicado o algoritmo

K-means para agrupar o conjunto de dados em grupos que sejam mais semelhantes entre si do

que com os dados de outros grupos. A otimização foi realizada com o K-means, com o objetivo

de determinar o número ideal de clusters que melhor separaria as regiões tridimensionais (x,y,z)

do espaço de trabalho do manipulador. O espaço de busca para k variou entre 2 a 14, e a avaliação

foi feita com as métricas de inércia e coeficiente de silhueta.

O gráfico da Figura 38 ilustra a inércia, que representa a soma das distâncias qua-
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reais de predição das juntas, portanto é definido a Tabela 12, onde, para avaliar os modelos locais

de regressão é apresentado os MSE dos dados que participaram do treinamento bem como os

dados de testes que não participaram do treinamento. Os resultados apresentado demonstram os

erros médios quadráticos MSE obtidos durante o treinamento e teste de quatro modelos locais

para predição dos ângulos das juntas, indicados por θ1, θ2, θ3 e θ4.

Tabela 12 – Erros dos ângulo em graus das juntas preditos
pelo modelos locais

Modelo Local θ MSE(θi) Treinamento (◦) MSE(θi) Teste (◦)

1

θ1 0,342 0,308
θ2 1,634 0,572
θ3 4,625 2,011
θ4 1,296 0,831

2

θ1 0,055 0,064
θ2 0,788 0,795
θ3 1,803 1,862
θ4 1,677 2,108

3

θ1 0,069 0,054
θ2 0,554 0,421
θ3 1,574 1,054
θ4 0,648 0,544

4

θ1 0,254 0,259
θ2 0,135 0,143
θ3 0,265 0,242
θ4 0,452 0,598

Fonte: Autoral

Os quatro modelos locais apresentaram variações quanto ao seu desempenho. O

Modelo 1 mostrou bons resultados para θ1, mas apresentou maior erro para θ3, com MSE de

4,625◦ no treinamento e 2,011◦ no teste, indicando dificuldades em prever corretamente esse

ângulo. O Modelo 2 apresentou baixo erro para θ1, mas mostrou maiores dificuldades para θ3 e

θ4, cujos erros chegaram a 1,862◦ e 2,108◦, respectivamente. O Modelo 3 foi mais equilibrado,

com desempenho satisfatório em θ1 e θ2, e uma redução significativa no erro de θ3, com MSE de

1,054◦ no teste. Por fim, o Modelo 4 apresentou o melhor desempenho geral, com erros baixos e

consistentes em todas as juntas, sugerindo uma boa capacidade de generalização. Para todos os

casos, os modelos locais apresentaram uma maior vantagem comparada ao modelo global.

Além disso, a Tabela 13 apresenta os erros MSE(R3) dos modelos locais na predição

dos ângulos que levam o manipulador a atingir a pose desejada no espaço operacional. O erro

é medido em cada um dos três eixos cartesianos (x, y, z) e avalia a precisão dos modelos ao

determinar os ângulos corretos para alcançar as coordenadas de referência.
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Tabela 13 – Erros do espaço operacional preditos pelos modelos
locais

Modelo Local Eixo MSE(R3) Treinamento (cm) MSE(R3) Teste (cm)

1
x 3,8×10−2 4,3×10−2

y 3,2×10−2 3,4×10−2

z 2,5×10−2 2,5×10−2

2
x 2,6×10−2 2,8×10−2

y 2,2×10−2 2,4×10−2

z 5,8×10−2 6,1×10−2

3
x 3,1×10−2 2,7×10−2

y 2,4×10−2 2,0×10−2

z 7,8×10−2 6,3×10−2

4
x 2,1×10−2 2,2×10−2

y 3,0×10−2 2,9×10−2

z 1,9×10−2 1,8×10−2

Fonte: Autoral

Analisando o desempenho dos quatro modelos, observa-se que cada um apresenta

uma boa taxa de erro MSE, apesar de apresentarem variações dependendo do eixo analisado.

O modelo 1 teve um desempenho equilibrado nos três eixos, com erros de teste ligeiramente

maiores para x e y. O modelo 2 apresentou bom desempenho em x e y, com erros próximos de

2,4×10−2 cm, mas apresentou um aumento no erro para z (6,1×10−2 cm). Já o modelo 3 teve

resultados semelhantes ao modelo 2, com uma melhora no eixo x no teste, mas um erro elevado

para o eixo z. Por fim, o Modelo 4 apresentou o menor erro em z (1,8×10−2 cm) e resultados

consistentes nos demais eixos. Esses modelos foram treinados para aprender áreas específicas do

espaço operacional do robô, com cada um apresentando maior precisão em diferentes regiões,

contribuindo para uma cobertura mais abrangente do comportamento do manipulador.
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6 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, buscou-se aproximar a cinemática inversa de um robô manipulador

didático utilizando algoritmos de aprendizado de máquina, por meio das abordagens de modelos

locais e globais. Especificamente, foram empregadas redes neurais MLP e o algoritmo K-

means para os modelos locais, segmentando o espaço operacional. A fase de otimização de

hiperparâmetros, tanto para o modelo global quanto para os modelos locais, foi necessário

para melhorar a capacidade de predição e generalização. Esse processo envolveu ajustes nos

parâmetros das redes neurais, como número de camadas ocultas, número de neurônios por

camada e funções de ativação. Para os modelos locais, foi crucial determinar o número k de

clusters que melhor dividisse o espaço operacional. Esses ajustes visaram obter a configuração

mais adequada para prever os ângulos do robô.

A validação da cinemática direta, utilizando a parametrização D-H na biblioteca

Robotics Toolbox for Python, comprovou o modelo teórico ao simular o comportamento do braço

robótico. Os resultados demonstraram que a modelagem foi capaz de gerar corretamente as

posições e orientações do efetuador, confirmando a adequação da implementação para simulações

de manipulação robótica. As simulações mostraram correspondência entre os resultados teóricos

e práticos, validando a eficácia da modelagem direta.

A geração da base de dados a partir da modelagem direta resultou em 6.890 amostras

relevantes, após a aplicação de critérios de pré-processamento que eliminaram redundâncias e

amostras inatingíveis. Essa abordagem garantiu que o conjunto de dados mantivesse a variabili-

dade necessária para o treinamento eficaz dos modelos de aprendizado de máquina, ao mesmo

tempo em que reduziu o volume total de dados em 20,7%. A seleção de atributos, incluindo

coordenadas cartesianas e ângulos de orientação, enriqueceu as informações disponíveis para os

algoritmos, aumentando a eficiência no aprendizado e potencializando a precisão dos resultados,

algo fundamental para a aproximação da cinemática inversa do robô manipulador didático.

No modelo global, foram conduzidos 2000 experimentos utilizando Random Search,

com validação cruzada, o que permitiu identificar a arquitetura mais eficaz, composta por quatro

camadas ocultas com ativações ReLU. O modelo alcançou um R2(θi) = 9,973× 10−1 e um

MSE(θi) = 2,70×10−3, destacando-se por sua boa precisão preditiva. No entanto, ao aplicar o

modelo a dados desconhecidos, observou-se que, embora generalizasse bem, o erro em graus das

juntas revelou algumas limitações ao prever a posição no espaço operacional.

Para os modelos locais, o K-means foi empregado para segmentar o espaço operacio-
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nal, identificando que k = 4 clusters proporcionava a melhor compactação e separação dos dados,

conforme as métricas de inércia e coeficiente de silhueta. Após essa segmentação, os modelos

de regressão local, também baseados em MLP, apresentaram um erro significativamente menor

em comparação ao modelo global, principalmente ao prever os ângulos em áreas específicas do

espaço operacional. Os modelos local apresentaram um MSE(θi) = 1.030×10−3, com melhor

desempenho na previsão do eixo z e resultados consistentes para os demais eixos cartesianos.

Os resultados obtidos demonstram que tanto o modelo global quanto os modelos

locais possuem boa capacidade preditiva na resolução do problema de cinemática inversa do robô

manipulador. O modelo global apresentou um bom desempenho, com valores satisfatórios de R2

e MSE. No entanto, os modelos locais mostraram-se superiores ao lidar com regiões específicas

do espaço operacional, alcançando maior precisão, especialmente em eixos cartesianos críticos,

como o eixo z. Isso reforça a ideia de que a segmentação do espaço operacional é uma estratégia

eficaz para aumentar a acurácia de modelos preditivos complexos, como no caso de robôs

manipuladores.

6.1 Trabalhos Futuros

Com base nos resultados obtidos, diversas oportunidades de expansão e aprimo-

ramento surgem para futuras pesquisas, visando aumentar a eficiência e robustez na solução

da cinemática inversa do manipulador didático. Dentre as possíveis linhas de pesquisa para

trabalhos futuros, destacam-se as seguintes:

1. Ampliar a predição para incluir a orientação do efetuador: Essa abordagem permitiria

um controle mais completo e preciso do manipulador robótico, especialmente em apli-

cações que demandam manipulação de objetos, onde é essencial o controle preciso dos

ângulos de rotação, além da posição.

2. Explorar novos modelos de aprendizado de máquina: Testar e comparar diferentes

abordagens, como Convolutional Neural Networks (CNN), RNN, SVM e aprendizado por

reforço, com o objetivo de melhorar a precisão das predições na cinemática inversa.

3. Desenvolver a modelagem dinâmica do manipulador: Incorporar a modelagem das

forças e torques atuantes no sistema, a fim de aprimorar o controle de trajetória e posição,

considerando as propriedades físicas do manipulador, como massas, inércias e atritos.

4. Implementar os modelos em hardware: Embarcar os modelos locais e globais no

manipulador didático, possibilitando testes em tempo real, o que viabilizará ajustes e
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otimizações no desempenho do sistema para operações em ambientes físicos reais.
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