X
&

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA

CENTRO DE TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA ESTRUTURAL E CONSTRUCAO CIVIL
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA CIVIL: ESTRUTURAS E
CONSTRUCAO CIVIL
MESTRADO ACADEMICO EM ENGENHARIA CIVIL

MATHEUS PASCOAL MARTINS DE SOUSA

ANALISE NAO LINEAR DE CASCAS UTILIZANDO UMA ABORDAGEM
ISOGEOMETRICA

FORTALEZA
2024



MATHEUS PASCOAL MARTINS DE SOUSA

ANALISE NAO LINEAR DE CASCAS UTILIZANDO UMA ABORDAGEM
ISOGEOMETRICA

Dissertacao apresentada ao Curso de Mestrado
Académico em ENGENHARIA CIVIL do Pro-
grama de P6s-Graduacdo em ENGENHARIA
CIVIL: ESTRUTURAS E CONSTRUCAO
CIVIL do Centro de Tecnologia da Universidade
Federal do Ceard, como requisito parcial a
obtencdo do titulo de mestre em Engenharia
Civil. Area de Concentracdo: Estruturas.

Orientador: Prof. Dr. Evandro Parente
Junior.
Coorientador: Prof. Dr. Elias Saraiva Barroso.

FORTALEZA
2024



Dados Internacionais de Catal ogagéo na Publicacéo
Universidade Federal do Ceara
Sistema de Bibliotecas
Gerada automaticamente pelo médulo Catal og, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

S697a  Sousa, Matheus Pascoal Martins de.
Andlise ndo linear de cascas utilizando uma abordagem isogeométrica/ Matheus Pascoal Martins de
Sousa. —2024.
120f. : il. color.

Dissertacéo (mestrado) — Universidade Federal do Ceara, Centro de Tecnologia, Programa de Pos-
Graduacdo em Engenharia Civil: Estruturas e Construcdo Civil, Fortaleza, 2024.

Orientagdo: Prof. Dr. Evandro Parente Jinior.

Coorientagdo: Prof. Dr. Elias Saraiva Barroso.

1. Cascas. 2. Andlise Isogeométrica. 3. NURBS. 4. Solido degenerado. 5. Andlise ndo linear. |. Titulo.
CDD 624.1




MATHEUS PASCOAL MARTINS DE SOUSA

ANALISE NAO LINEAR DE CASCAS UTILIZANDO UMA ABORDAGEM
ISOGEOMETRICA

Dissertacao apresentada ao Curso de Mestrado
Académico em ENGENHARIA CIVIL do Pro-
grama de P6s-Graduacdo em ENGENHARIA
CIVIL: ESTRUTURAS E CONSTRUCAO
CIVIL do Centro de Tecnologia da Universidade
Federal do Ceard, como requisito parcial a
obtencdo do titulo de mestre em Engenharia
Civil. Area de Concentracio: Estruturas.

Aprovada em: 30 de agosto de 2024.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Evandro Parente Junior (Orientador)
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. Elias Saraiva Barroso (Coorientador)
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. Luiz Antdnio Taumaturgo Moror6
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. Luiz Fernando Campos Ramos Martha
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro
(PUC-Rio0)



A Jesus, meu Senhor e Salvador, pelo folego
de vida e pelo seu inesgotdvel amor. A minha
familia, por toda confianca e esforcos investidos

em mim.



AGRADECIMENTOS

Ao meu Deus, acima de tudo, por ter sempre me guiado e permanecido ao meu lado
por toda caminhada, e por toda sorte de bencdos que, por intermédio de Cristo, imerecidamente
recebi. Seu folego de vida em mim foi-me sustento e me deu coragem para questionar realidades
e propor sempre um novo mundo de possibilidades.

A minha amada esposa, Jaiane, que compartilhou comigo essa e muitas outras
conquistas, demonstrou compreensdao em minhas auséncias € me ajudou bastante me dando
dicas e apoio moral para o desenvolvimento deste e de todos os outros trabalhos da universidade.
Obrigado, meu amor, por ndo deixar eu me abalar em nenhum momento e desistir dos meus
sonhos.

A toda a minha familia, especialmente aos meu pais, Maria Jassineide e Edriano,
que sempre me apoiaram e nao mediram esfor¢os para que nosso sonho, ter a oportunidade de
estudar e alcancar um bom futuro, se tornasse realidade. Obrigado por serem minha principal
base na vida sempre com muito amor, carinho e fé. Aos meu tios, Gilvania e Claudio Roberto,
que durante todo o tempo do curso, de bom grado, me receberam em sua casa como mais um de
seus filhos.

Ao meu orientador, Evandro Parente Junior, por todo apoio, confianga e conhecimen-
tos despendidos para comigo, compartilhando suas ideias e reflexdes, e possibilitando assim o
aperfeicoamento cientifico e o desfiador projeto de pesquisa que vinhamos desenvolvendo.

A meu coorientador, Elias Saraiva Barroso, pelas contribui¢des realizadas em todos
os trabalhos que fizemos em conjunto.

Ao amigo e colaborador, Gabriel Braga, pela disponibilidade, apoio e conhecimentos
compartilhados que se mostraram muito necessdrios a conclusdo deste trabalho.

Aos professores Luiz Fernando Martha e Luiz Antonio, por fazerem parte de minha
banca examinadora.

A Agéncia de Pequisa FUNCAP (Fundacgdo Cearense de Apoio ao Desenvolvimento),
pelo apoio financeiro fornecido durante o mestrado.

Ao Doutorando em Engenharia Elétrica, Ednardo Moreira Rodrigues, e seu assistente,
Alan Batista de Oliveira, aluno de graduacao em Engenharia Elétrica, pela adequacgdo do template
utilizado neste trabalho para que o mesmo ficasse de acordo com as normas da biblioteca da

Universidade Federal do Ceara (UFC).



“Em tudo que fizerem, trabalhem de bom animo,
como se fosse para o Senhor, e ndo para os ho-
mens. Lembrem-se de que o Senhor lhes dara
uma heranca como recompensa e de que o Se-
nhor a quem servem ¢é Cristo.”

(Colossenses 3:23, 24)



RESUMO

Cascas estdo presentes em diversos ramos da engenharia, sendo amplamente utilizadas em
estruturas civis, aeronauticas, mecanicas, automotivas e navais. No entanto, estas estruturas
sdo sensiveis ao colapso desencadeado pela perda de estabilidade devido a sua elevada esbeltez
caracteristica e, por isso, uma investigagao criteriosa € extremamente importante para garantir
um projeto seguro. Assim, se fazem necessdrias anélises nao lineares, nas quais a consideragao
de grandes deslocamentos e rotacdes € fundamental. A utilizagdo da andlise isogeométrica
vem crescendo, devido a sua capacidade de representar exatamente a geometria da estrutura
independentemente do grau de discretizagdo e facilitar o refinamento do modelo. Este trabalho
apresenta uma formulacao isogeométrica baseada em NURBS para anélise geométrica ndo linear
de cascas baseadas na teoria de Reissner-Mindlin e na abordagem do sélido degenerado. Os
efeitos geometricamente ndo lineares sdo incorporados usando a abordagem Lagrangiana Total,
permitindo a anédlise de cascas com grandes deslocamentos e rotacdes. As implementacdes
foram realizadas no software livre FAST (Finite element AnalySis Tool), escrito em linguagem
C++ utilizando Programacdo Orientada a Objetos. Os vetores diretores iniciais nos pontos
de controle sdo obtidos resolvendo um sistema de equacgdes definido nos pontos de Greville.
Diversas estratégias de atualizaciao dos vetores diretores e trés diferentes esquemas de integracao
numérica, utilizados para aliviar o problema do travamento, sdo comparados. A precisdo da
formulacdo proposta € avaliada através de andlises lineares e ndo lineares de benchmarks de
andlise de cascas. As respostas obtidas foram comparadas com as disponiveis na literatura e,
em todos os testes, a formulagdo apresentou bons resultados. Nos testes lineares, a eficiéncia
do esquema de integracdo utilizado para aliviar, se ndo eliminar, o travamento foi demonstrada
através de estudos de convergéncia. Nos testes ndo lineares, grandes deslocamentos e rotagdes
foram descritas com precisao utilizando um simples e eficiente esquema para atualizacao do
vetor diretor capaz de remover a restricao de pequenas rotagdes nodais entre dois incrementos
de carga sucessivos e garantir convergéncia quadratica de iteracdes de equilibrio. A integracao
reduzida uniforme aliviou ligeiramente o travamento e a nao uniforme reduziu significativamente

o travamento em alguns exemplos, mas a precisao dos resultados foi afetada em alguns casos.

Palavras-chave: Cascas; Andlise Isogeométrica; NURBS; Sélido degenerado; Anélise Nao

linear.



ABSTRACT

Shells are present in different branches of engineering, being widely used in civil, aeronautical,
mechanical, automotive, and naval structures. However, these structures are sensitive to collapse
triggered by the loss of stability due to their characteristic high slenderness and, therefore, a
careful investigation is extremely important to guarantee a safe design. Thus, nonlinear analyses
are necessary, in which the consideration of large displacements and rotations is fundamental.
The use of isogeometric analysis has been growing, due to its ability to exactly represent the
geometry of the structure regardless of the degree of discretization and to facilitate model
refinement. This work presents an isogeometric formulation based on NURBS for nonlinear
geometric analysis of shells based on the Reissner-Mindlin theory and the degenerate solid
approach. Geometrically nonlinear effects are incorporated using the Total Lagrangian approach,
allowing the analysis of shells with large displacements and rotations. The implementations were
carried out in the open-source software FAST (Finite element AnalySis Tool), written in C++
language using Object Oriented Programming. The initial normal vectors at the control points
are obtained by solving a defined system of equations at the Greville points. Several director
vectors update strategies and three different numerical integration schemes, used to alleviate
the locking problem, are compared. The accuracy of the proposed formulation is evaluated
through linear and nonlinear analyses of shell analysis benchmarks. The responses obtained
were compared with those available in the literature and, in all tests, the formulation showed
good results. In linear tests, the efficiency of the integration scheme used to alleviate, if not
eliminate, locking was demonstrated through convergence studies. In nonlinear tests, large
displacements and rotations were accurately described using a simple and efficient scheme for
updating the director vector capable of removing the restriction of small nodal rotations between
two successive load increments and guaranteeing quadratic convergence of equilibrium iterations.
The uniform reduced integration slightly alleviated the locking and the non-uniform significantly

reduced the locking in some examples, but the accuracy of the results was affected in some cases.

Keywords: Shells; Isogeometric Analysis; NURBS; Degenerated solid; Nonlinear Analysis
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1 INTRODUCAO

As cascas sdo estruturas de superficie curva cuja espessura € muito menor que
as outras dimensodes. Estdo presentes em diversas dreas da engenharia, sendo amplamente
utilizadas em estruturas civis, aeronauticas, mecanicas, automotivas e navais. Com interesse em
aproveitar a0 maximo o potencial da geometria e do material, dentro dos limites de economia e
seguranga, técnicas de andlise para determinacdo dos deslocamentos, deformacdes e tensdes sdo
fundamentais para o projeto destes elementos estruturais.

Além disso, antes mesmo que seu material atinja a resisténcia maxima, cascas
sujeitas a esforcos de compressao podem sofrer colapso desencadeado pela perda de estabilidade
devido a sua elevada esbeltez caracteristica. Por isso, uma investigacdo criteriosa € extremamente
importante para garantir um projeto seguro e, assim, se fazem necessdrias andlises ndo lineares,
nas quais a consideracao de grandes deslocamentos e grandes rotacdes € fundamental.

Devido a complexidade da fisica do problema e o seu papel fundamental no projeto
estrutural, a andlise mecanica de cascas sempre foi um topico atraente na engenharia. Contudo,
ainda nao ha consenso quanto a elabora¢do de uma teoria geral, devido a diversas simplificacdes
realizadas para a propria defini¢do de casca.

As formulagdes derivadas de uma teoria de casca visam transformar um problema que
¢ tridimensional em um problema bidimensional e t€ém sua validade limitada pela teoria escolhida.
Nelas, se utilizam de hipdteses simplificadoras feitas em relagao aos campos de deslocamentos e
tensoes. As teorias de cascas variam entre si, em especial, devido a considerag@o do cisalhamento
transversal. Nelas se destacam a teoria de Kirchhoff-Love e a teoria de Reissner-Mindlin
(AHMAD et al., 1970; COOK et al., 2002; BATHE, 2014).

A base da teoria de Kirchhoff-Love € a ideia de que podemos ignorar as deformacdes
de cisalhamento transversal de cascas finas. Como consequéncia da presenca de derivadas
de segundo grau no campo de deformacgdes, se faz necessdria uma continuidade C! sobre
os elementos e sua interface. Por outro lado, a teoria de de Reissner-Mindlin considera as
deformagdes de cisalhamento transversal, fazendo com que ela seja adequada a descricdo de
cascas finas e espessas. O campo de deformagdes envolve apenas as primeiras derivadas dos
deslocamentos e das rotacdes (ou deformacdes de cisalhamento transversal), portanto uma
continuidade C¥ é suficiente para os elementos.

Uma outra possibilidade para a andlise de cascas € a utilizagdo de uma formulagao

baseada na abordagem de sélido degenerado (AHMAD et al., 1970; UHM; YOUN, 2009;
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KIENDL et al., 2010), que parte da modificacdo de elementos sélidos tridimensionais para
consideragdo das hipéteses de Reissner-Mindlin. Essa abordagem parte da definicao de uma
superficie média e vetores normais que permanecem retos apds a deformacgdo. A abordagem se
destaca devido a sua simplicidade, facilitada implementacdo, adaptacio a situagdes de pequena
ou moderada espessura e sua capacidade de modelagem de estruturas com geometria qualquer.
Devido a essas caracteristicas essa abordagem vem sendo bastante utilizada (AHMAD et al.,
1970; BATHE; BOLOURCHI, 1980; SURANA, 1983; COOK et al., 2002; MILIC et al., 2023;
GHADIMI; HASSANI, 2023; HAO et al., 2023).

Quanto aos métodos de andlise, inimeras alternativas podem ser utilizadas para
analise de cascas, sendo o Método dos Elementos Finitos (MEF) o mais utilizado atualmente.
Entretanto, apesar de consolidado, o MEF apresenta algumas limitagdes inerentes a sua formula-
cdo, entre os quais podemos citar a representagdo aproximada da geometria e a dificuldade em se
obter elevagdo de grau e continuidade em suas fungdes base.

Na formulacdo isoparamétrica do MEF, tanto os deslocamentos quanto a geometria
da estrutura sdo aproximados com o uso de func¢des polinomiais (COOK et al., 2002). Assim,
salvo no caso de problemas simples, a resposta do MEF contém tanto erros devido a aproximagao
do campo de deslocamentos, quanto devido a aproximagdo da geometria do modelo. Ambos
os erros sdo reduzidos a medida que a malha de elementos finitos € refinada, o que pode ser
feito aumentando o nimero de elementos (refinamento /) ou aumentando o grau dos polindmios
utilizados (refinamento p).

Alternativamente, a Andlise Isogeométrica (AIG) (HUGHES et al., 2005; COT-
TRELL et al., 2009) € um método computacional desenvolvido para anélise de s6lidos e estru-
turas semelhantes ao MEF. Ela busca integrar os conceitos de CAD (Computer Aided Design)
e CAE (Computer Aided Engineering), utilizando as bases do sistema CAD (e.g. NURBS e
T-Splines) como bases para aproximacdo do campo de deslocamentos da estrutura.

Fazendo isso, na AIG, a geometria do problema € representada de maneira exata
independentemente do nivel de discretizagdo considerado, eliminando o erro na representacao
da geometria que existe no MEF. Este fato se torna ainda mais relevante na andlise de cascas,
devido a sensibilidade as imperfei¢des caracteristica deste tipo de estruturas (COTTRELL et al.,
2009). Adicionalmente, as B-Splines e NURBS possuem um grau de continuidade maior que
os normalmente utilizados no MEF, o que pode fazer com que a AIG possua uma convergéncia

mais rdpida que o MEF.



16

Outra grande vantagem do uso da AIG € que ela permite que sejam realizados trés
tipos de refinamento. O refinamento p é referente a elevacao de grau do polindmio de interpolag¢ao
que € realizado de maneira mais simplificada em comparacio as complicagdes encontradas no
MEF. O refinamento 4 € a divisdo em um nimero maior de elementos, o procedimento mais
utilizado no MEF. Por fim, no refinamento &, que ndo existe no MEF, observamos o efeito dos
anteriores combinados e a continuidade entre os elementos é elevada (HUGHES et al., 2005;
COTTRELL et al., 2009).

Também € possivel elevar a continuidade entre elementos simultaneamente, algo que
nao € possivel no MEF. Com isso, € possivel trabalhar com diversas teorias consagradas que
exigem um grau minimo de continuidade entre os elementos para serem aplicadas, como € o
caso das teorias de Kirchhoff-Love (KIENDL et al., 2009), de Reissner-Mindlin (BENSON et
al., 2010) e de Alta Ordem (TRAN et al., 2016).

Assim, a andlise de placas e cascas utilizando a abordagem isogeométrica tem varias
vantagens em relacdo ao uso de elementos finitos. Contudo, sendo uma metodologia recente, a
AIG ainda tem muitas questdes em aberto, necessitando do desenvolvimento de pesquisas com
objetivo de chegar ao grau de maturidade atingido pelo MEF.

Nesse sentido, cabe destacar que varios pesquisadores do Laboratério de Mecanica
Computacional e Visualizacdo (LMCV) da Universidade Federal do Ceard (UFC) j4 realizaram o
desenvolvimento e implementagdo de algumas formulac¢des de elementos para andlise ndo linear
geométrica (NLG), utilizando MEF e AIG.

No trabalho de Barroso (2015), foram implementados elementos s6lidos para Andlise
Isogeométrica de estruturas com grandes deslocamentos, utilizando formulacdo Lagrangiana
Total. A andlise nao linear geométrica e a estabilidade de placas e cascas abatidas, baseadas
nas teorias de Reissner-Mindlin e de Marguerre foi estuda por Barros (2016) e Praciano (2018)
utilizando uma formulagdo isogeométrica baseada em NURBS, e por Silva (2021) utilizando
uma formulacdo isogeométrica baseada em elementos de Bézier. Utilizando um sistema de
coordenadas circunferencial, uma formulac@o baseada na teoria ndo linear de Donnell utilizando
uma abordagem Lagrangiana Total para cascas cilindricas também foi desenvolvida por Auad
(2019).

Considerando as simplificacdes e limitacdes das teorias em que se basearam 0s
estudos anteriores, Barroso (2022) implementou uma formulagdo isogeométrica baseada na

teoria de Reissner-Mindlin e na abordagem do sélido degenerado, utilizado fun¢des de base
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Bézier. A formulagdo estava limitada a andlise estatica e de vibragdo livre.

A andlise nao linear geométrica de estruturas de cascas € de grande interesse e
importancia prética, contudo envolve elevada complexidade. Nas pesquisas envolvendo formula-
¢Oes baseadas na abordagem do s6lido degenerado, diversas estratégias vem sido utilizadas na
tentativa de melhor descrever grandes rotagdes no espaco durante a andlise estrutural. Este € um
problema bastante complexo, devido a natureza ndo aditiva das rotagdes no espaco (ARGYRIS,
1982; SURANA, 1983; CRISFIELD, 1997; ZOU et al., 2020; HAO et al., 2023). Enquanto a
maioria dos trabalhos sdo restritos a pequenas rotacdes entre sucessivos incrementos de cargas,
foram propostas alternativas capazes de remover a restri¢ao de pequenas rotagdes nodais entre
incrementos e fornecer boa convergéncia de iteragdes de equilibrio (DORNISCH et al., 2016;
Z0U et al., 2020). Nesses trabalhos, a atualizacao dos vetores normais € realizada utilizando do
tensor de rotagdo, resultando em uma formulagcdo muito complexa e de dificil implementagao.

Outro aspecto importante a ser destacado, é que a AIG ndo remove os travamentos
de membrana e de cisalhamento apresentados por elementos de casca baseados na teoria de
Reissner-Mindlin (ECHTER; BISCHOFF, 2010). Assim, diversas alternativas tém sido propos-
tas na literatura para resolver o problema do travamento (locking), como formulacdes mistas

(BOUCLIER et al., 2013) e a integracao reduzida (ADAM et al., 2015a).

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral contribuir para o avango da andlise estrutural

de cascas, utilizando uma abordagem isogeométrica baseada em NURBS.

1.1.1 Objetivos Especificos

a) Desenvolver uma formulag@o simples e consistente para andlise nao linear geomé-
trica de cascas baseada nas hipoteses de Reissner-Mindlin, na abordagem Lagrangiana Total e no
modelo do sélido degenerado;

b) Estudar o efeito de diferentes esquemas de integracdo numeérica sobre o travamento
na andlise linear em elementos NURBS quadraticos e cubicos;

¢) Comparar estratégias de atualizacdo dos vetores diretores utilizadas para o trata-
mento das rotagdes no espago;

d) Estudar o efeito dos esquemas de integragcdo e sua intera¢cao com as estratégias
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para tratamento das rotacdes sobre o travamento na andlise ndo linear.

1.2 Organizacao do Texto

A presente dissertacao foi dividida em seis capitulos. O Capitulo 2, apresenta uma
introdugdo a Modelagem Geométrica e uma breve revisdo acerca das representagdes de curvas
B-Splines e NURBS. Sao apresentados seus trés tipos de refinamento, o conceito de superficie
NURBS e a consideragdao de multiplos patches.

O Capitulo 3 aborda o desenvolvimento da formula¢ado isogeométrica para analise
linear de cascas. Sao apresentadas as expressoes para os calculos da matriz de rigidez a partir
das curvas da AIG e para a solucdo de equilibrio do sistema. Também sdo abordados o conceito
de elemento isogeométrico, métodos para cdlculo do sistema de base nodal e discutida a questdo
do travamento.

No Capitulo 4, apresenta-se a extensdo da formulacdo para anélise ndo linear geomé-
trica, utilizando a abordagem Lagrangiana Total para a consideracdo de grandes deslocamentos e
grandes rotagdes. Sdo discutidas diversas formas de atualizacdo do vetor diretor. Também sao
discutidos métodos numéricos utilizados na andlise ndo linear de estruturas.

No Capitulo 5 sao apresentados os exemplos numéricos estudados na dissertacao.
No exemplos envolvendo anélises lineares, sdo realizados estudos de convergéncia para avaliacdo
da influéncia do esquema de integragdo numérica sobre o travamento e a precisao dos resultados.
No exemplos geometricamente nao lineares, além da avaliagdo da capacidade da formulacado
para andlise de problemas com grandes deslocamentos e rotacdes, € examinada a interacio entre
a regra de integracdo empregada e a estratégia de atualizacao dos vetores diretores na precisao
dos célculos.

No Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes e comentérios finais da dissertacao,

bem como as sugestdes para trabalhos futuros.
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2 MODELAGEM GEOMETRICA

A modelagem geométrica é um campo da matemadtica aplicada que estuda algoritmos
e métodos para descri¢do e modificagdo de formas geométricas. Ela é amplamente utilizada
como base para sistemas de computacao grafica como sistemas CAD (Computer Aided Design),
que sdo ferramentas que auxiliam no desenvolvimento de projetos em diversas dreas como
engenharia civil, mecanica, arquitetura, inddstria automotiva, etc.

Os sistemas CAD sao utilizados nas aplicagdes de engenharia nos sistemas CAE
(Computer Aided Engineering), que utilizam, de forma integrada, modeladores geométricos e
métodos computacionais empregados em simula¢des numéricas, como por exemplo o Método
dos Elementos Finitos (MEF) e a Andlise Isogeométrica (AIG). A Figura 1 ilustra como essa
integracdo € realizada nos sistemas CAE, através do exemplo de uma simulag@o para andlise
estrutural. Utilizando CAD, a modelagem do problema, a defini¢do de atributos ligados a
aplicacdo numérica e a parametrizagdo do dominio de andlise sdo feitas numa etapa de pré-
processamento. A simulacdo numérica € realizada na etapa de processamento, e a visualiza¢do

das respostas na etapa de pds-processamento.

Figura 1 — Etapas realizadas em uma simulacio para andlise estrutural em uma aplicacdo CAE.

Modelagem

Recorte

Atributos da simulago | | Parametrizagdo do dominio |

e, Pardmetros:

Pré-processamento

| Simulacio Numérica| | Visualizacio das respostas |

[
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(2.5 2) 4 (v, )

| {5, 2) = [Ca. Ty, Fra, T T, T |

Processamento Pés-Processamento

Fonte: Barroso (2022).
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Afim de facilitar a integracao entre a modelagem e a simulagcdo dos problemas, a
Andlise Isogeométrica (AIG), proposta por Hughes et al. (2005), adota as mesmas funcdes base
utilizadas nos sistemas CAD para descrever curvas e superficies (e.g. B-Splines e NURBS) nas
andlises de engenharia feitas pelas ferramentas computacionais CAE. Dai o grande potencial
para representacao exata de diversas geometrias em qualquer nivel de discretizacdo.

Utilizando o conceito isoparamétrico, as mesmas fun¢des sao utilizadas para a mo-
delagem geométrica e para a representacdo do campo de deslocamentos. Portanto, é importante
observar que os conceitos de modelagem geométrica descritos neste capitulo nao sdo aplica-
dos apenas a descricao geométrica do problema, mas também definem a forma dos elementos
utilizados na simulagdo e dos campos de resposta da simulacao.

Atualmente, as fun¢cdes NURBS sdo as mais empregadas na modelagem geométrica.
A capacidade de representar de forma exata conicas e quadricas (como circunferéncias, cilindros,
esferas etc.), além de modelar com precisdo geometrias arbitrarias de forma livre, sdo caracteris-
ticas importantes das NURBS. Além disso, existem vdrios algoritmos eficientes e estdveis para
geracdo e modificacdo desses modelos (COTTRELL et al., 2009).

Do ponto de vista matemético, as NURBS também fornecem propriedades importan-
tes para a andlise estrutural, como a da parti¢do da unidade e as relacionadas a sua continuidade,
que serdo abordadas com mais detalhes posteriormente. Assim, elas sd0 uma representacdo
geométrica comumente considerada em Andlises Isogeométricas.

Uma revisao bibliografica acerca dos conceitos de modelagem geométrica utilizados
neste trabalho é apresentada neste capitulo. Uma discussdo mais ampla do tema pode ser

encontrada na literatura (PIEGL; TILLER, 1997) e (FARIN, 2014).

2.1 B-Splines

E importante abordar, primeiramente, B-Splines para que possamos definir o conceito
das NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines). B-Splines sdo muito utilizadas para modelagem
de objetos de geometria livre (freeform) por possibilitar o controle da geometria de curvas
por meio da manipula¢io do ndmero e da posicdo de pontos de controle. E possivel citar
diversas aplicagdes que utilizam B-Splines, sendo bastante comum em softwares de modelagem
tridimensionais como o Rhinoceros® e em sistemas CAD como o AutoCAD®.

Uma curva B-Spline € representada pela combinacgdo linear de pontos de controle p;
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e fungdes de base N; p:
C(&) =) Nip(&)pi @.1)

onde 7 é o ndmero de fungdes de base, p é o grau destas fungdes e & é a coordenada paramétrica.

Outra caracteristica das B-Splines € a capacidade de expressar diferentes segmentos
dentro do mesmo espago paramétrico ao limitar a atuacio das fun¢des de base em trechos (i.e.
intervalos) de um espago paramétrico. Tais trechos chamados como knot spans, ou simplesmente
spans, sao definidos por um vetor de knots (knot vector).

O vetor de knots é um conjunto de valores ndo negativos e nao decrescentes definidos
dentro do intervalo paramétrico da curva & = [£;,&5,&3,.. ., &4 p+1]. Quando a razdo de variagdo
nos valores paramétricos de um vetor € constante, ele € classificado como uniforme. Os vetores
de knots E = [0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1] e £ = [0,0,0.5, 1, 1] sdo uniformes, enquanto & =
[0,0,0,0.3,0.5,1,1,1] ndo é.

Agora, levando em conta o vetor de knots & = [£1,&5,&3,..., &,y p1], as fungdes de
base B-Spline podem ser definidas por:

I, ¢< i
Nio(&) = SR (2.2)

0, caso contrario

Nip(E) = 22— Ny 1 (E) 4 2 S N ) 23)

él—kp ét §i+p+1 - §i+1
que consiste na formula recursiva de Cox-de Boor (PIEGL; TILLER, 1997). Cada base N;
contribui ao longo do intervalo paramétrico [§;, &y p+1], com o nimero de bases ndo nulas em
cada knot span sempre igual a p + 1, como apresentado na Figura 2. Esta propriedade permite
que as B-splines sejam avaliadas de forma bastante eficiente.
Podemos calcular o nimero de bases utilizando o tamanho do vetor de knots e o grau

da curva através da relagdo:
n=ks—p—1 2.4)

onde n é o numero de bases, ks € o tamanho do vetor de knots e p € o grau da curva.

Podemos obter a primeira derivada das func¢des base por meio da seguinte expressao:

Nip-1(8) — ml\’m,pl(ﬁ) (2.5)

d
Eth(g) €z+p gl

Esta derivada € essencial no contexto de Andlise Isogeométrica, pois ela é necessdria para compor

a matriz de rigidez K.
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Figura 2 — Fung¢des de base B-Splines p = 2 e vetor de knots £ = [0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5].
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Fonte: Cottrell et al. (2009).

No interior do vetor de knots, os valores paramétricos podem ser repetidos, sendo
o nuimero de repeticdes conhecido como multiplicidade do knot. Esse conceito € importante
porque afeta a continuidade entre knot spans. Uma das propriedades das B-splines € possuir
continuidade CP~!, porém, caso determinado knot passe a possuir uma multiplicidade m ocorrerd
uma reducgdo de continuidade entre os knots e a continuidade em sua coordenada paramétrica

passa a ser CP~"™ | como ilustrado na Figura 3.

Figura 3 — Funcgdes de base B-Splines e suas continuidades no interior dos spans de um vetor de
knots E =10,0,0,0,0,1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5/5,5,5,5].

5

c! c? C? c! c° c!

v

l

2,2 3,33 4444 5,5,5,5,5
Fonte: Cottrell ef al. (2009).

Quando os knots internos possuem uma multiplicidade de m = p, ocorre multipli-
cidade C? entre os knots, o que fard com que uma das base seja interpoladora (Nip =1na
posicdo paramétrica respectiva do knot). A Figura 4 compara duas curvas B-Splines quadraticas
possuindo os mesmos pontos de controle, mas vetores de knots diferentes. E entdo podemos
perceber o efeito da multiplicidade m = p em um knot interno. Para que os knots nos extremos
do vetor de knots funcionem como interpoladores, estes precisam possuir uma multiplicidade de
m = p+ 1. Vetores com essa caracteristica, classificados como vetores com knots abertos, sao
normalmente utilizados na Andlise [sogeométrica, para que haja garantia de que os pontos de

controle inicial e final sejam interpoladores.
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Figura 4 — Efeito da multiplicidade em uma B-Spline quadratica.
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Fonte: Barroso (2022).

As principais caracteristicas das B-Splines estdo listadas abaixo:

1. Nao-negatividade:
Nip(€) > 0; (2.6)
2. Parti¢ao da unidade:

Nip(E) = 13 X

-

1

3. Suporte compacto: as fungdes de base N; ,(§) sdo nulas se & estiver fora do intervalo
(81, 8ipr1l;

4. Dado um knot span, p+ 1 func¢des de base sao nao nulas neste intervalo;

5. Todas as derivadas de N; , existem no interior dos knot spans. Nos knots, as bases sdo

diferencidveis p —m vezes, sendo m a multiplicidade do knot.
2.1.1 Insercdo de knot e elevacdo de grau

Insercdo de knot e elevacdo de grau (PIEGL; TILLER, 1997) sdo operacdes que
alteram a descri¢do de uma curva B-Spline sem que haja qualquer altera¢do na sua forma. Ao
realizamos a inser¢do de um novo knot, uma novo valor &; € acrescido ao vetor de knots = e, como
consequéncia, aumentamos em um o numero de bases N; , e de pontos de controles. Alguns
pontos de controle sdo alterados afim que se preserve a geometria da curva, como ilustrado na
Figura 5. Se inserimos um novo knot & € [&:; &, 1] em um vetor de knots E = [£1, &, ..., Eni pi1,

obtemos os novos pontos de controle apos a atualiza¢ao do poligono de controle, com base nas
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informacdes do antigos pontos de controle por meio da seguinte expressao:

(

P, 1217
P=qap+(l—-a)p,—1, 1<i<h, (2.8)
\phfh l:h

onde 4 é tamanho do novo vetor de pontos de controle p. O pardmetro & é dado por:

(

1, 1§l§k_p7

G=1 575 i ,i1<i<k 2.9)
éi—‘—p_éi
0, P>kl

\

Figura 5 — Inser¢do de knot (E = 2) em curva B-Spline quaritica.

P1=D

Ps= P71

———d
Ps =Ps Ps P4

Vetor de knots antes = [0,0,0,1,3.4.,4.,4]
Vetor de knots depois = [0,0,0,1,2,3,4.4.4]
Fonte: Barroso (2022).

A inser¢do de knot tem grande aplicagdo no ramo de modelagem geométrica, visto
que a operagdo possibilita ao usudrio um maior controle local da curva. Inserindo knots para
que se obtenha uma multiplicidade m = p para determinado valor paramétrico pode-se isolar as
alteracdes ocorridas da modificacdo do posicionamento dos pontos de controle em intervalos
paramétricos e quebrar a continuidade da curva, como podemos observar na Figura 6.

Quanto ao processo de elevacdo de grau, neste o grau da curva B-Spline € elevado em
cada intervalo paramétrico. Nesta operacdo temos o acréscimo do nimero de pontos de controle

e, também, o acréscimo da multiplicidade de cada knot em 1, assim, € garantida inalterada a
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continuidade original em cada um deles. E frequentemente utilizada na Anélise isogeométrica,
pois como passamos a utilizar fun¢des de forma de ordem superior, a elevacao de grau traz
uma significante melhora nas solucdes numéricas obtidas. O algoritmo de elevacdo de grau de

B-Splines é mostrado em Piegl e Tiller (1997).

Figura 6 — Efeito da inserc¢do de knot na continuidade e controle local de uma curva.
p2(0.2) p:(2,2)

N

P, (0,0) p:20)  PsG.0)

(a) E=10,0,0,1/3,2/3,1,1,1].

p2(0.2)  ps (_1 2 pa(2.2)

oPs(2.1)

=L
S

L) . — Ps
p;(0,0) Ps(20)  p:(3.0) )

(b) £E=1[0,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,1].
Fonte: Barroso (2022).

2.1.2 Refinamentos

Trés tipos de processos de refinamento sdo utilizados nas B-Splines: insercdo de
knot, elevacdo de grau e refinamento k. Para os dois primeiros casos, existem refinamentos
semelhantes no MEF, porém, para o dltimo tipo, ndo existe processo semelhante, sendo essa uma
das vantagens apresentadas pela AIG.

No refinamento por inser¢do de knot, mostrado na Figura 7, um novo knot & é
inserido no vetor X e assim cria-se uma nova base e um novo ponto de controle, sem que haja
alteracdo na geometria da curva. Semelhante ao refinamento h usado no MEF, esse refinamento
aumenta o nimero de graus de liberdade disponiveis para a andlise estrutural.

No refinamento por elevacdo de grau, mostrado na Figura 8, o grau da curva é
elevado aumentando a multiplicidade do knot em 1 dentro do intervalo paramétrico, mantendo

sua continuidade. Esse refinamento proporciona fungdes de forma de ordem superior para
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a andlise estrutural, o que € uma melhoria do ponto de vista numérico e € comparavel ao

refinamento p realizado no MEF.

Figura 7 — Exemplo de func¢des de base quadratica com inser¢do de knot.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 8 — Exemplo de func¢des de base com elevacao de grau de quadratica para cubica.
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Os dois processos citados sdo combinados no refinamento k, mostrado na Figura 9,
para aumentar o grau do polindmio e a continuidade entre os knots. Neste refinamento é realizado
primeiramente uma elevagdo do grau e, em seguida, uma inser¢do de knots. E importante observar
que o MEF nao pode realizar esse refinamento devido a restrigdes impostas pelas funcdes de

forma que utiliza.

Figura 9 — Exemplo de refinamento k.

1 . 1
— Nl,z - N1,3
0.8 | — M - 0.8 1 — Tas
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0.6 0.6
z z
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0 02 04 06 08 1 0.2 04 06 08
3 13
@p=2 ®p=3
E=1[0,0,0,1,1,1]. Z=10.0,0,0,1,1,1,1].
1
- N1,3
0.8 N
- NS,}
Ny 3
0.6 | S N5,3
Z.—T
0.4 f
0.2
0 n
0 02 04 06 08 1
3
©p=3

£=1[0,0,0,0,1/2,1,1,1,1].

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O trabalho de Piegl e Tiller (1997) fornece mais informag¢des sobre as implementa-

¢des computacionais utilizadas para os processos de refinamento especificados.

2.2 NURBS

B-Splines sdo bastante flexiveis, mas sdo limitadas em representar curvas polinomiais,
impossibilitando a modelagem de diversas geometrias importantes, como circulos e elipses,
de forma exata. Para resolver esse problema, foram desenvolvidas as NURBS (Non-Uniform
Rational B-Splines), que sdo B-Splines com bases racionais e com vetores de knots nao uniformes.
Uma semicircunferéncia modelada com uma NURBS, e um arco circular modelado uma B-
Spline, onde foram utilizados os mesmos pontos de controle da NURBS, mas sem considerar o

peso destes, sdo comparadas na Figura 10.

Figura 10 — Arco de 180° construido com B-Spline e semicircunferéncia construida com NURBS.

— B-Sphne curve
NURBS curve

0.2

0¢

-0.2

Fonte: Barroso (2022).

As NURBS possuem grande aceitagc@o na industria de modelagem computacional

e podem ser encontradas nos mais diversos modeladores geométricos da atualidade. Sua vasta
aplicacdo pode ser justificada pela suas vantagens (PIEGL; TILLER, 1997):

1. Representar modelos matemdticos padrio e de formas livres, tendo a mesma base de dados

para armazenar os dois;
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2. Possibilitar descri¢do de formas variadas por meio da manipulagdo dos pontos de controle
€ pesos;

3. Podem ser avaliadas de forma rdpida e numericamente estavel;

4. Transformagdes geométricas como translacdo, espelhamento etc. podem ser aplicadas
diretamente aos pontos de controle.

5. Sao capazes de reproduzir outras representacdes paramétricas, como as proprias B-Splines,
Bézier racionais e ndo-racionais.

Uma curva NURBS € representada por uma base racional R; , e pontos de controle

p,; através da expressao:

n

C&)=Y Rip(&)p; (2.10)

i=1
onde n € o numero de bases da curva e p € o grau da curva NURBS. As funcdes de base racional

sao dadas por:

Rip(E) = Nip(E)wi _ Nip(§)wi @.11)

B )}i N; (&) w; Wie)
=1

onde N; (&) sdo fungdes de base B-Splines, w; sdo os pesos relativos a cada ponto de controle e
W (&) a fungéo peso:

n

W)=Y N, (E)w; (2.12)

i=1
A modifica¢do de uma curva NURBS correspondente a variacdo do peso do segundo
ponto de controle, é apresentada na Figura 11. E possivel ver que, apenas alterando os pesos dos
mesmos pontos de controles, podemos representar vdrias curvas distintas.
Podemos obter a primeira derivada das bases NURBS por meio da regra de derivagdo

do quociente:

d W(S)N'(E) =W'(E)Nip(§5)

—R; =w; 2.13
dg l,P(é) Wi WZ(&) ( )
onde a derivada da func¢do peso é dada por:

n
W'(&) =} N; (E)w; (2.14)

i=1
Vale destacar que as fungdes de base racionais R; ,(&) herdam as mesmas caracteristicas e

os procedimentos de refinamentos descritos anteriormente para as funcdes de base B-Splines

Nip(8).
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Figura 11 — Efeito da variacdo do peso nas curvas.

Pa
Fonte: Barroso (2022).

2.2.1 Superficies NURBS

Embora placas e cascas sejam estruturas tridimensionais, ao representarmos estas
por suas superficies médias, as andlises passam a utilizar modelos de superficies e, portanto,
¢ suficiente a representacdo do dominio de andlise. Uma superficie NURBS definida por um
produto tensorial € obtida através do produto de duas bases univariantes NURBS. Dessa forma,
uma superficie S é definida por um tensor de pontos de controle P(n x m), onde com uma dada
base NURBS de grau p na dire¢do & com vetor de knots & = [&1,&, ..., Eqq p11] € outra base
NURBS de grau ¢ na dire¢do 1 com vetor de knots Q& = [N1,M2,..., Nutp+1]. Entdo, a superficie

pode ser expressa por:
ZZR,J (&,n)P;; (2.15)
j=li=

onde R; j(£,n) é a fungdo de base racional bivariante dada por:

Nip(S) Njg(n)wij
w(&,n)

sendo N; ,(&) e Nj4(n) as fungdes de base B-Splines, w;; os pesos relativos a cada ponto de

Ri,j(gan) =

(2.16)

controle e W (&, n) a fungdo peso bivariante:
n m
=Y Y wi;N; (&N, () (2.17)
i=1/=1
As derivadas parciais das fungdes de base bivariantes sao necessarias nas formulacdes

de elementos isogeométricos bidimensionais. Podemos obter as derivadas parciais por meio da
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regra da derivagcdo do quociente, logo:

WS MN; ,(SINjg() = 5z W(S: M) Nip(S)Nj (M)
iRij(évn): é
ag™ WE .
Py W(E, M) Nip(E)N; 4(n) = 5 —W(E, 1) Ni,p(E)Njq(n)
%Ri,j(im)zww' (éan)
onde as derivadas parciais de W (&, n) dadas por:
8
5 ZZWU i p (SN (1)
5 = (2.19)

%W Z ZW’J ’1’ J,q(n)

i=1j=1

A Figura 12 mostra um exemplo de superficie NURBS.

Figura 12 — Exemplo de superficie NURBS.

Fonte: Barroso (2015).
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3 FORMULACAO ISOGEOMETRICA PARA ANALISE LINEAR DE CASCAS

As pesquisas envolvendo a andlise isogeométrica de cascas comegaram quase logo
apos a proposta do conceito de AIG (COTTRELL et al., 2009) e a partir de entdo, vdrias
formulacdes foram propostas no contexto de andlises lineares e nao lineares.

A teoria de Kirchhoff-Love foi contexto para os primeiros passos no estudo estrutural
de cascas com andlise isogeométrica. Uma formulacado isogeométrica de Kirchhoftf-Love foi
desenvolvida por Kiendl et al. (2009), que estudou estruturas de cascas compostas de multiplos
patches utilizando o método da faixa de flexao (bending strip method) para garantir a continuidade
C! entre os patches. Por assumir as hipéteses de Kirchhoff-Love, a formulacio dispensava a
utilizacdo de graus de liberdade de rotagio ao custo da necessidade de uma continuidade C'
entre os elementos.

A maior continuidade fornecida pelas Splines facilita o uso das formulagdes de casca
de Kirchhoff-Love. No entanto, a utilizacdo dessa teoria ocasiona dificuldades na imposicao das
condicdes de contorno de rotagdo e necessitam de estratégias para conexdo dos patches, além da
restri¢ao da limitacao a andlise de cascas finas imposta pela propria teoria.

Da mesma forma, formulagdes considerando o cisalhamento transversal através da
teoria de Reissner-Mindlin também tem sido estudadas. A primeira formulacao para andlise
linear isogeométrica foi proposta por Uhm e Youn (2009) baseada na abordagem de sélido
degenerado, onde vetores diretores sao utilizados para descrever o comportamento ao longo
espessura. Embora na AIG os vetores normais a superficie possam ser calculados direta e
exatamente em qualquer ponto, os vetores diretores usados para definir os graus de liberdade
de rotagdo e os sistemas de bases locais eram aproximados, ainda como eram nas formulacdes
de casca baseadas nos polindmios de Lagrange. Isto fazia com que a medida que a ordem das
funcdes de base NURBS aumentasse, a qualidade da aproximacdo diminuisse.

O estudo de cascas de Reissner-Mindlin baseadas no conceito de s6lido degenerado
veio sendo estendido em diversos outros trabalhos. Benson et al. (2010) desenvolveu elementos
1sogeométricos de base NURBS para resolugdo de problemas eléstico-lineares e elastoplasticos
ndo lineares.

Dornisch et al. (2013) propds uma formulagdo para andlise nao linear isogeométrica
de cascas. Agora utilizando vetores diretores calculados com precisdao. O autor propds a
utilizacdo de vetores diretores exatos, desenvolvendo uma formulacdo que obtém os vetores

dos pontos de controle a partir dos vetores calculados exatamente nos pontos de integracao,
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resolvendo um sistema de equagdes.

Kang e Youn estenderam a utilizagao para andlise de cascas topologicamente com-
plexas (KANG; YOUN, 2015) e otimizagdo de forma e de topologia de superficie aparadas
(KANG:; YOUN, 2016a; KANG; YOUN, 2016b). Em uma pesquisa mais recente, Hao et al.
(2019) utilizou a andlise isogeométrica na obtencdo de cargas de flambagem e otimizacao de
cascas complexas com rigidez varidvel.

Nos trabalhos de Ghadimi e Hassani os vetores diretores sao obtidos de maneira
semelhante a técnica sugerida por Dornisch et al. (2013) resolvendo um sistema de equacdes em
um patch, agora utilizando os vetores diretores nos pontos de Greville como valores conhecidos
para o sistema de equagdes (GHADIMI; HASSANI, 2021; GHADIMI; HASSANI, 2023).

Este capitulo apresenta o desenvolvimento da formulagdo isogeométrica para andlise
linear de cascas baseada nas hipdteses de Reissner-Mindlin e na abordagem do continuo degene-
rado (COOK et al., 2002). A formulagdo é dotada de simplicidade e generalidade, sendo capaz
de modelar geometrias diversas, além de possuir capacidade de tratar cascas tanto de parede
fina como espessa (SOUSA JR, 2000). A formulacao cldssica utilizada para elementos finitos
(AHMAD et al., 1970) foi adaptada neste trabalho para elementos NURBS de grau arbitrério.

No modelo de sélido degenerado, a geometria da casca € representada por sua
superficie média e pelo vetor normal a esta superficie (v3). Pontos fora da superficie média sao
definidos pela coordenada {. Observa-se que —1 < & < +1, —1 < n < +1 sdo as coordenadas
paramétricas tangentes a superficie da casca, e —1 < { < +1 € a coordenada paramétrica
perpendicular a superficie. A Figura 13 mostra que /i, € a espessura no né a, enquanto u,, v, €

w, sdo os deslocamentos nodais da superficie média.

Figura 13 — Coordenadas paraméricas de um elemento de casca.

i |

Fonte: de Borst ef al. (2012).

A Figura 14 apresenta um exemplo de modelo sélido degenerado, detalhando a
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defini¢do dos pontos ao longo da espessura. Desta forma, um ponto x do sélido é definido por

um ponto X, da superficie média, pelo vetor normal v3 em X e pela espessura 4 em X, por:

h(&,m)

X(éan,C):Xs(gvn)—i_C )

vi(&,1) (3.1)

onde v3 = (v, V3y, V3Z)T no qual v3,, v3y € v3; s30 as componentes da reta normal a superficie

média. Assim, obtemos as coordenadas cartesianas fazendo:

X Xg Vi

h
Y= 85 v (32)
Z Zs V3

)

(b) Superficie média.

() Modelo s6lido (c) Pontos ao longo da espessura.

Fonte: Adaptado de Barroso (2022).

Na AIG, a geometria de uma casca € representada por uma combinacgdo linear de
np fungdes de base R, da superficie NURBS e pontos de controle do elemento X, = (X4, Va,24)s

como:
np np ha
x:zm%+25m3wa (3.3)
a=1 a=1

Assim, além das coordenadas cartesianas, esta formulagao também requer a definicao do vetor
v34 € da espessura i, para cada ponto de controle. E importante notar que aqui o produto
hvs € aproximado a partir dos valores dos pontos de controle, no lugar de aproximar 4 e v3

separadamente.
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3.1 Deslocamentos e Deformacoes

O deslocamento u de um ponto x° para uma nova configuragdo x’ (ver Figura 15) é

dado por:
t 0 h t 0
u=x —x :us+uV3:us+C§(v3—v3) (3.4)

Considerando a Equacao (3.3), utilizando o conceito isoparamétrico, as mesmas funcdes de base

utilizadas para descrever a geometria sao utilizadas para aproximar o campo dos deslocamentos:
np np ha ; 0

u:Z&m+ZC&?W%ww (3.5)
=1 a=1

onde Vga e v, sdo os vetores normais associados aos pontos de controles, na configuragio inicial
e configuracdo deformada da estrutura, respectivamente. Os deslocamentos podem ser escritos

de forma compacta como:

np
u= Y (Rous+H,pa) (3.6)
a=1
onde
h
H,=R,{ e p.= ?a (V4 —Vga) 3.7)

Figura 15 — Deslocamento de um ponto arbitrario no modelo de sélido degenerado.

U3

Inicial

Fonte: Adaptado de Barroso (2022).

Considerando pequenos deslocamentos e rotacdes, a rotacdo do vetor normal v3,
pode ser expressa como a soma de duas rotagdes independentes o, e 3, em torno de eixos locais

Via € V24.

Vi, — Vo, = —V2a Oy + V14 Ba (3.8)
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T _ T x . )
onde vi, = (vig,, Viay, Vig,)' €V = (Vagy, V2ay, V24,)" sdo definidos como:

(Vla _ €y X V3,4

Se ey x Vi, £ 0, [le2 > vaal| (3.9)
\V2a = V34 X Viq
(VZa _ Vi Xe

Se €2 X V3, =0, [[V3a > ed]] (3.10)
kvla = V24 X V34

onde e, e, e e, sA0 vetores unitarios nos eixos x, y e z. Os vetores diretores vi,, Vo, € V3, SA0

perpendiculares entre si, conforme ilustrado na Figura 16.

Figura 16 — Vetores diretores nos pontos de controle da casca.

Fonte: Adaptado de Barroso (2022).

Ao substituirmos a Equacgao (3.8) na Equacao (3.7) obtemos:

hq hq
Pa =5 (Vi = V8a) = 2 (V20 0+ V1a ) = PF 0+ P B (3.11)

Portanto, os deslocamentos no interior da casca sdo dados por:

B

u np Ug np h p(axxa_‘_paxﬁ

ve =Y Radve gt YRGS platph B (3.12)
a=1 a=1 .

w Wa pS‘ZOHrpgzﬁ

Finalmente, o campo de deslocamentos pode ser escrito de forma matricial como:

o
wl R O 0 pEH. phHa||va|
i={v[=Y |0 R 0 plH, phoHa| |we| =Y Nate=Nu (3.13)
w ! 0 0 R, pgH, pnga oy !
| B |
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onde 1 sdo os deslocamentos no interior do s6lido (o simbolo 1 € utilizado para diferenciar os
deslocamentos dos graus de liberdade dos pontos de controle, que sdo dados por u) e N € a
matriz de aproximacao dos deslocamentos da estrutura. Tal matriz tem formato definido pelas

submatrizes N:
R, 0 0 plH, phH,

N=IN; N, ... an] = Ng=1|0 R, O p%Ha pnga (3.14)
0 0 R, plH, phH,

Considerando que os deslocamentos e rotagdes sao pequenas, as deformacdes podem

ser calculadas como:

gx u,x B T
Ug
&y Vy
Va
& Wz i
£= = =Y B |y, | =Bu, (3.15)
yXy u’y + v7x a:1
Oy
/yXZ W’x + M7Z B
a
| Y| Vet Wy -

A matriz deformacio-deslocamento do elemento (B(@)) ¢ dada por:

Rix 0 0 pa Hax Pl Hax
0 Ry O Pa,Hay Ph, Hay
0 0 Ry p% Ha, pEH,.
Ray Rax O p&Hay+p% Hox phHay+ plyHax
Riz; 0 Rux pg Huz+pg Hax b H, .+ pgz H,
0 Ra: Ray p&HaztpSHay phHaztph Hay|

(3.16)

onde
Ha,x - Ra,x C +Ra C,xa Ha,y - Ra,y C + Ra C,y c Ha,z == Ra,z C +Ra C,z

E importante notar que a matriz deformacao-deslocamento (B) tem o mesmo padrdo da matriz
(N) mostrada na Equacdo (3.14).

Para que possamos calcular a matriz deformagdo-deslocamento se faz necessario
o célculo das derivadas das fun¢des de base em relagdo as coordenadas cartesianas (x,y,z).

Contudo, como as fungdes base R, estdo definidas em fun¢do das coordenadas paramétricas
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(£,m,&), as derivadas serdo obtidas por meio da utilizagcdo da matriz Jacobiana (J):

h h h
x,é y7§ Z7§ ZRa,é (xa+C—av3ax) ZRG7§ (ya_f—gga‘/gay) ZRG,& (Za+ C_av3a2)
J= Xn Yn Zn| — Y Ran (xXa + CEQVMX) Y Ran (Va + C§V3ay) Y Ran (za+ C?a%az)
h h h
X Ve ¢ ZRaEa"Sax ZRaEa"Say ZRaiaVMZ
(3.17)
Assim,
Ra’x Ra7§
Ray| =37 |Run (3.18)
Ra?Z Ra7C

Além das fungdes R,, que aproximam o deslocamento da superficie média dos elementos,
também sdo consideradas as derivadas de {, utilizadas para aproximar os deslocamentos ao

longo da espessura da casca:

Ca,x Ca,é Ca,é O
Cox| =37 [Can| & |G| =10 (3.19)
CG,Z C(LC CLI?C 1

3.2 Tensoes

Considerando material isotrépico, homogéneo e com comportamento linear eldstico,
se torna permitido a utilizacao da Lei de Hooke generalizada.

Contudo, a tensdo normal na dire¢do da espessura { serd negligenciada devido as
hipéteses da teoria de Reissner-Mindlin. Assim, para um ponto na superficie nés definimos um
eixo 7/ normal aos dois outros eixos ortogonais x’ e y' tangentes a ela (Figura 17) a rela¢do entre

as tensoes e as deformacdes neste sistema local serd dada como:

( ) B T (¢ )

oy E' vEl 00 0 O £y
oy VE' ' E' 0 0 0 O Ey
R T T P O P (3.20)
Toy 0 0 0G 0 0]y
Toy 0 0 00 G 0f|ne
l7e) [0 0 00 0 &||p]
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onde E' =E/(1—v?),G=0.5E/(1 +V) e G* = 5G/6 para material homogéneo, sendo E e v
o médulo de Young e o coeficiente de Poisson, respectivamente. O fator de correcao do cisa-
lThamento (5/6) é utilizado devido a distribui¢do aproximada das deformacdes de cisalhamento
considerada pela teoria de Reissner-Mindlin (COOK et al., 2002). Note que a Equacdo (3.20)
garante que o, = 0 e fornece condi¢des de tensdo plana em cada camada paralela a superficie

média da casca.

Figura 17 — Coordenadas locais do elemento de casca geral.

Fonte: Adaptado de Ahmad et al. (1970).

O sistema local do elemento, onde as propriedades materiais da casca s@o definidas,
€ dado pelos vetores diretores vy, v, € v3, de forma que sejam paralelos aos eixos ¥/, y/, 7/,
respectivamente. As propriedades dos materiais sdo transformadas para o sistema global do
problema, onde a matriz de deformacao-deslocamento foi definida e o equilibrio da estrutura é
estabelecido.

Na Equacdo (3.20), o estado de deformac@o €', definido no sistema de coordenadas

local x'y'7' e pode ser obtido por meio da relagio (COOK et al., 2002):
g =Te (3.21)

onde T € a matriz de transformacao dada por:

l% m% n% ll niy lll’ll minj
l% m% I’l% 12 my lz ny mony
l% m% n% l3 ms3 l3 njs ms3ns

(3.22)
200 2mimy 2niny lLimy+lbymy Lino+hbhny myny+mpyng

211z 2mymsy 2nin3y lLimy+Ilzmy lLinys+ling mpny+msng

2l)13 2moms 2npyn3y lhymz+Ilsmy bny+Il3ny myns+msny
Aqui, optamos por escrever a matriz em sua forma padrdo apresentada nas formulagdes de

elementos s6lidos continuos, em fungdo dos cossenos diretores dos vetores do triedro vi, v, e v3.
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Dessa forma, os valores de [;, m; € n; si0s 0s mesmos para v;y, V;y € V;;, Tespectivamente, para
i=1,2,3.

Assim, da mesma maneira, podemos obter a relacdo de transformacao das tensdes:
c=T ¢ (3.23)

e a relacdo constitutiva no sistema global pode ser obtida pela substituicao das Equagdes (3.20) e

(3.21) na Equagao (3.23):

c=Ce = C=T1I'CT (3.24)

3.3 Equacoes de Equilibrio

Na AIG, as equagdes de equilibrio para analise estatica podem ser obtidas a partir
do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Tendo obtido o campo de deformacdes, no presente
desenvolvimento, obteremos as expressoes para aplicagao do PTV. O equilibrio ocorre quando
o trabalho virtual interno (0U) é igual ao trabalho virtual externo (6W,y;), qualquer que seja o

campo de deslocamentos virtuais :
OU = W,y (3.25)

A integral relacionada ao trabalho virtual interno e as integrais relacionadas aos
trabalhos virtuais externos, sao realizadas, de forma andloga ao procedimento tomado no desen-
volvimento de uma formulacao do estado triplo de tensdes para um sélido, ao longo do volume

da estrutura:

SU = / selodv (3.26)
\%

n
Wy = / sa'bdv + / sal'qds + / sa'qdA+Y sulp (3.27)
v s A i=1

onde O€ é o vetor de deformagdes virtuais, 6 é o vetor das tensdes, b é o vetor respectivo as
forcas de corpo, qg € o vetor das cargas de arestas prescritas em uma aresta de comprimento S,
q é o vetor das forcas de superficie prescritas em A, ou; é o deslocamento virtual no ponto de
aplicacdo de p;, que sdo as cargas concentradas aplicadas em n pontos sobre a estrutura.
Utilizando a Equacdo (3.15) e considerando apenas pequenos deslocamentos, as

deformacdes virtuais sdo dadas por:

0€ =Bou (3.28)



41

Assim, o trabalho virtual interno pode ser escrito como:
SU — /V 5eTodv = Su” /V Bodv = su'g (3.29)
onde o vetor das forcas internas da estrutura (g) ¢ dado por:
g= /V B Gav (3.30)
Utilizando a Equacdo (3.14), o trabalho virtual externo pode ser escrito como:
SW,y = 6uT/VNdeV +5u” /SNquS+ 6uT/ANquA+ suT Y NTp, = su’f  (331)
j=1
Portanto, o vetor das cargas externas (f) € dado por:
n
£ /VNdeV-|-/SNquS—|-/ANquA+j_ZlNJT~pj (3.32)

Nesta expressdo, a matriz N; corresponde a matriz N da Equac@o (3.14) avaliada no ponto de
aplicacdo da forga j.
As equacdes de equilibrio do modelo discreto sao obtidas substituindo as Equagdes

(3.29) e (3.31) na expressao do trabalho virtual:
SU=56W,;, = bSulg=2ou'f (3.33)

Como os deslocamentos virtuais du sdo arbitrarios, as equagoes de equilibrio da AIG sdo dadas

por:
g—f (3.34)

Substituindo a relag@o tensao-deformagao na expressao do vetor de forgas internas e

utilizando a Equacdo (3.15), pode-se escrever:
g:/VBTO'dV:/VBTCedV:/VBTCBqu:Ku (3.35)
onde a matriz de rigidez € dada por:

K:/VBTCBdV (3.36)

Finalmente, substituindo a relacdo g = Ku na Equacao (3.34), podemos escrever as equagdes de

equilibrio como:

Ku=f (3.37)
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A solugdo da Equacgdo (3.37) permite a determinacdo dos graus de liberdade do
problema (u), que correspondem aos deslocamentos dos pontos de controle do modelo. Apds o
calculo do vetor de deslocamentos u, as deformacdes sdo calculadas utilizando a Equacdo (3.15)
e as tensdes sdo calculadas utilizando a Equacdo (3.20), completando a solucao do problema de

analise de tensdes.

3.4 Elemento Isogeométrico

Conforme descrito no Capitulo 2, na AIG as func¢des de forma (NURBS) sdo defini-
das em um patch que € dividido em spans. Patches e spans podem ser utilizados para integrar
matrizes de rigidez e vetores de forca, podendo ser interpretados como elementos no contexto da
AIG, conforme abordado em Cottrell et al. (2009).

E importante notar que apenas p + 1 fungdes de base sdo no nulas em um determi-
nado span devido a caracteristica de suporte compacto (Figura 18). Como apenas os termos de
K associados as bases ndo nulas no span devem ser integrados, usar o span como o equivalente
do elemento no MEF resulta em uma reducio nos custos computacionais. A matriz de rigidez
da estrutura é entdo calculada somando as contribuicdes dos elementos isogeométricos. Este
somatorio € idéntico ao processo de montagem da matriz de rigidez global pelo Método da
Rigidez Direta.

Com um numero fixo de bases que sdo ndo nulas no elemento e cada base associada
a um ponto de controle diferente, os pontos de controle que tem influéncia em um determinado
elemento (span) sao facilmente determinados. A diferenga principal em relagcdo ao MEF € que
os pontos de controle associados a um determinado elemento AIG geralmente ndo estdo contidos
neste elemento, ja que os pontos de controle ndo sdo interpolados pelas NURBS. Os elementos,
bases ndo nulas e pontos de controle associados de uma malha isogeométrica 1D sdo mostrados
em cores na Figura 18.

A Figura 19 mostra uma superficie com malha 4 x 4, ou seja, 16 elementos e 49
pontos de controle. Notavelmente, os pontos de controle em uma AIG nao estdo nos lados dos
elementos como estdo no MEF. Na realidade, os pontos de controle raramente estdo sobre a
superficie NURBS, exceto em bordas retas. Neste caso, os limites dos elementos correspondem

ao mapeamento dos limites de cada span sobre a geometria da estrutura.
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Figura 18 — Geometria de um cabo, graus de liberdade e fun¢des de base.
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Fonte: Barroso (2015).

A representacdo paramétrica € utilizada pelas superficies e curvas NURBS. Assim,
as superficies NURBS sdo definidas no espago paramétrico (&,1n) de acordo os knot vectors uti-
lizados, sendo feito um mapeamento para o espago no espago tridimensional (x,y,z). A estrutura
real (placa ou casca), que € o modelo fisico, deve assim ser representada parametricamente. A
geometria da estrutura depende uma malha de controle, definida pelos pontos de controle p;.
Como foi dito anteriormente, a geometria real dos elementos corresponde ao mapeamento dos

limites dos knot spans para a geometria real da superficie.

Figura 19 — Modelo de uma superficie NURBS.

(a) Pontos de controle (b) Elementos

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao utilizar a integrac@o por quadratura de Gauss, um mapeamento extra é necessario,
visto que esses pontos sdo definidos no intervalo paramétrico [—1, 1]. Esses mapeamentos sdo

mostrados na Figura 20, para o caso bidimensional.
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Figura 20 — Mapeamentos realizados na AIG para integracdo numérica.
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Fonte: Barroso (2015).

O método de extracdo de Bézier, conforme descrito em Borden et al. (2011), é
uma técnica utilizada para evitar o mapeamento do espaco paramétrico NURBS para o espago
paramétrico do elemento. Esse procedimento busca representar as NURBS por uma sequéncia de
representacdes de Bézier de dimensdo equivalente, fazendo com que os elementos isogeométricos
apresentem as mesmas funcoes de base, independentemente da discretizagdo utilizada dos knot
vectors. Apenas uma informacao adicional, a matriz de extracdo (C,) é necessdria para cada
elemento. Dessa forma permite-se a reutilizacdo de programas MEF para AIG, uma vez que

aproxima as estruturas dos respectivos algoritmos.

3.5 Integracao Numérica

A matriz de rigidez do problema (K) é montada a partir das matrizes de rigidez dos

elementos de casca (Kg), que sdo integradas utilizando uma quadratura trivariada:

npg
K; :/VBTCBdV _ X;(BTCB]J\),-Wi, (3.38)

i—
onde npg é nimero de pontos de integracio e W; sdo os pesos de cada ponto. E importante notar
que o nimero de pontos de integra¢do considerados nas dire¢des & e 11 devem ser adequados ao
grau do elemento adotado para representacdo da superficie média.

O vetor de forcas do problema (f) € montado a partir dos vetores de forgas dos

elementos de casca (f,), onde ha contribuicao referente as for¢as concentradas (f,;), as forgas de
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superficie (f,s) e as forcas de corpo (f,.). Assim, partindo da Equacdo (3.32), temos:

n
fe:/NdeV+/NquA+ NTpj = fop +Fos + e (3.39)
14 A -1

J
As forgas de superficies do elemento sao integradas usando quadraturas bivariadas na superficie
média do elemento:

npg
f.o= [ NTqda = LN ala)w (3.40)
As forcas de corpo do elemento sdo integradas usando quadraturas trivariadas:
£, = /VNdeV — Y (NT b)) (3.41)

i=1

Devido ao uso da abordagem do sélido degenerado, neste trabalho € adotado um

esquema de integracdo 3D, utilizando a quadratura de Gauss (COOK et al., 2002) para integracio
dos elementos de casca nas trés dire¢des. Na direcdo da espessura ({), apenas dois pontos
de integracao sio necessarios, devido ao uso da teoria de Reissner-Mindlin. Por outro lado, a

integra¢do completa nas dire¢des da superficie (§,7n) requer p+ 1 pontos de integragdo para

cada coordenada paramétrica, onde p € o grau das funcdes de base.
3.5.1 Travamento

O travamento ocorre quando o modelo numérico se torna excessivamente rigido
devido a deficiéncias em sua formulagdo, e ndo ao problema fisico em si. Elementos finitos de
baixa ordem de interpolacdo baseados na teoria de Timoshenko/Reissner-Mindlin demonstram
problemas significativos de travamento de membrana e cisalhamento transversal (COOK ez
al., 2002). Este fendmeno reduz substancialmente a velocidade de convergéncia do modelo
numérico, principalmente quando a espessura da viga/placa/casca é pequena em relacdo ao vao.

O problema € bem conhecido no contexto do Método dos Elementos Finitos (COOK
etal., 2002) e também esta presente na Analise Isogeométrica. Apesar das vantagens da utilizacio
de funcdes de base NURBS, elas ndo eliminam o travamento de cisalhamento e de membrana
apresentados por elementos de casca baseados na cinematica de Reissner-Mindlin totalmente
integrados (ECHTER; BISCHOFF, 2010).

No contexto do MEEF, foi constatado que o travamento de cisalhamento € significati-
vamente reduzido em placas finas de Reissner-Mindlin com uma ordem polinomial de Lagrange

maior que seis (RANK er al., 1998). Portanto, uma abordagem para resolver esse problema



46

¢ aumentar a ordem polinomial das fun¢des de forma. No contexto da AIG, Dornisch et al.
(2013) descobriram que o travamento em cascas finas baseadas na teoria de Reissner-Mindlin
€ reduzido, mas ndo completamente eliminado, a medida que a ordem das funcdes de base
aumenta. Isso torna as cascas de Reissner-Mindlin mais flexiveis em comparacdo com as cascas
de Kirchhoff-Love.

Silva (2021) analisou o travamento para diferentes graus de elementos isogeomé-
tricos baseados em triangulos de Bézier para placas de Reissner-Mindlin utilizando integragdao
completa. O autor observou que elementos quadréticos sdo invidveis, visto que apresentam um
severo travamento a medida que sua esbeltez aumenta. Nos elementos ctibicos para estruturas
extremamente esbeltas o travamento também se manifesta, mas ndo impossibilita seu uso nas
estruturas usuais. Por fim, os elementos de quarta ordem ja ndo apresentaram travamento.

Contudo, por usar de ordens muito elevadas tais estratégias tornam-se computacio-
nalmente ineficientes. A maioria das geometrias, como cilindros e esferas, pode ser representada
usando NURBS de segunda ordem. Técnicas de tratamento do locking para elementos de baixa
ordem tem sido pesquisadas, e o presente estudo terd como foco NURBS quadraticas e cubicas,
devido ao seu amplo uso em modelagem geométrica e maior eficiéncia na anélise estrutural.

Na AIG, a ocorréncia de travamento de membrana e de cisalhamento € atribuida
a inconsisténcia dos campos de deslocamento aproximados e a incapacidade das func¢des de
base B-Splines/NURBS de representar comportamentos de flexdo e de inextensionabilidade,
conforme discutido por Adam et al. (2015a). A elevacdo da ordem da base melhora os resultados,
mas nao elimina o travamento.

O problema do travamento de membrana em formulagdes isogeométricas de cascas
tem sido um tema de significativo interesse nos ultimos anos. O fendmeno compartilha seme-
lhangas com o do Métodos de Elementos Finitos, levando ao uso de métodos de tratamento do
travamento do MEF na AIG (HU et al., 2016).

Alguns métodos de tratamento do problema do travamento sdo comumente utilizados.
Formula¢des mistas, onde a combinagdo de deslocamento e deformacao € usada para aproximar
simultaneamente o campo de tensdes e o campo de deslocamento, permitindo o relaxamento ou
eliminagdo de restri¢cdes que levam ao travamento (ECHTER ez al., 2013). Um método alternativo
envolve restringir a descontinuidade ao centro dos patches isogeométricos (HU et al., 2016; HU
et al., 2020). Métodos mistos condensados estaticamente podem ser vistos como métodos B

(HU et al., 2020), que também podem ser derivados através de formulagdes do tipo Assumed
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Natural Strains (ANS). Essas formulagdes foram aplicadas as cascas de Reissner-Mindlin (KIM
et al., 2022), incorporando deformag¢des assumidas descontinuas entre os elementos. ANS forma
a base para a formulacdo MITC de cascas isogeometricas de Reissner-Mindlin (MI; YU, 2021).

A literatura acerca do travamento de membrana € extensa, com uma demanda
continua por abordagens mais simples e eficientes. Uma das técnicas mais utilizadas € a

integracdo reduzida, discutida a seguir.

3.5.2 Integracdo reduzida

A integracao completa corresponde a quadratura de Gauss que integra exatamente a
matriz de rigidez do elemento. Para elementos de placa, o nimero de pontos gaussianos para

integracdo completa em cada lado é determinado por:
npg=p+1 (3.42)

onde p é a ordem das bases B-Splines utilizadas. A quantidade de pontos necessdria a integracao

por quadratura de Gauss completa para placas e cascas estd ilustrada na Figura 21.

Figura 21 — Pontos de Gauss da integracao completa.
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Fonte: Adaptado de Adam et al. (2015a).

Quando a integracido completa € utilizada hd uma superestimagdo do valor de rigidez
da estrutura, resultando em valores aproximados superiores aos valores reais. Esta situacdo
pode levar a uma convergéncia mais lenta do modelo numérico, especialmente no caso de
aproximag0es de baixa ordem. Este fendmeno € bem conhecido no caso do MEF (COOK et al.,
2002).

Métodos de integracdo seletiva e reduzida sao técnicas que se mostram eficazes

na reducgdo do travamento numérico. Estes métodos acarretam na reducdo da rigidez a flexdo
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excessiva do elemento de casca totalmente integrado, diminuindo em um ou mais o ndmero de
pontos de Gauss na integracdo numérica dos termos de cisalhamento de membrana e transversal.
Este método tem sido amplamente empregado no MEF (COOK et al., 2002) e pode ser ajustado
para a AIG (ADAM et al., 2015a). Este método sera utilizado neste trabalho.

Segundo Adam et al. (2015a), a utiliza¢do da integracdo completa em elementos de
cascas isogeométricas baseadas nas hipoteses de Reissner-Mindlin fortalece os fendmenos de
travamento e deteriora o desempenho dos elementos, devido a alta continuidade das fungdes
B-Splines. Algumas estratégias para tratamento deste problema, como a utilizagdo de regras de
integracao reduzidas e seletivas, foram investigadas para cascas de Reissner-Mindlin (ADAM et
al.,2015a; ADAM et al., 2015c¢) e depois para cascas ndo lineares usando T-Splines (ADAM et
al., 2015b).

Ao lidar com elementos finitos bidimensionais, a integracao reduzida uniforme
(Ryni) utiliza um nimero especifico de pontos de Gauss para cada coordenada paramétrica de

superficie, que € denotado por:

npg =p (3.43)

A quantidade de pontos necessdria a integracdo por quadratura de Gauss reduzida uniforme para

placas e cascas estd ilustrada na Figura 22.

Figura 22 — Pontos de Gauss da integracao reduzida uniforme (Ryny).
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Fonte: Adaptado de Adam et al. (2015a).

Assim como no caso do MEF, o esquema de integracdo uniforme reduzida apenas
alivia, mas ndo elimina o travamento dos elementos isogeométricos de Reissner-Mindlin. Além
disso, a alta regularidade dos elementos isogeométricos impede que as regras cldssicas de

quadratura reduzida removam completamente o travamento numérico (ADAM et al., 2015a).
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Outra alternativa € a integracdo seletiva, que utiliza diferentes nimeros de pontos de
Gauss para as matrizes de rigidez a flexdo e ao cisalhamento. Esta abordagem lida eficazmente
com a questdo do travamento, oferece flexibilidade na exploragcdo de outras continuidades e
requer menos pontos em comparagdo com os métodos completo e reduzido. No entanto, Adam
et al. (2015a) alertaram que esta técnica de integracdo numérica pode nao ser adequada para
resolver grandes sistemas de equacdes ndo lineares, pois a convergéncia do método de solugao
ndo € garantida. Bouclier ef al. (2012) observaram que embora a integracado seletiva seja facil de
executar e tenha baixo custo computacional, pode ser dificil generalizar para ordens polinomiais
superiores. Principalmente no caso de andlise nao linear, a utilizacdo do método de integracao
torna a implementagdo complicada.

Adam et al. (2015a) introduziram um método, que aqui chamaremos de esquema de
integracdo reduzida isogeométrico (Rajg), para melhorar a eficiéncia computacional da anélise
baseada em Splines, reduzindo o nimero de pontos de quadratura. A quantidade de pontos
necessdria a integracdo por quadratura de Gauss reduzida uniforme para placas e cascas esta

ilustrada na Figura 23.

Figura 23 — Pontos de Gauss da integragdo reduzida isogeométrica (Rajg) usada por Adam et al.

(2015a).
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Fonte: Adaptado de Adam et al. (2015a).

Este método resolve problemas de travamento de membrana e de cisalhamento,
evitando a introdu¢do de modos de energia nulos na andlise linear de cascas baseada em NURBS.
No trabalho de Adam et al. (2015a), concentraram-se na utilizagdo de um tnico patch e assu-
miram uma regularidade uniforme em todos os elementos interiores. As técnicas de quadratura
tém potencial para serem expandidas para graus mais elevados usando a 16gica matemadtica geral

apresentada no trabalho.
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O uso dos diferentes esquemas de integracao reduzida propostos para AIG NURBS
limitou-se a andlise linear de placas e cascas (ADAM et al., 2015a). Os elementos isogeométricos
sub-integrados resultantes mostraram bom desempenho ao realizar benchmarks cléassicos do
shell obstacle course em elasticidade linear. Devido a alta regularidade das func¢des de base
NURBS com continuidade CP~! obtida através do refinamento k, esta abordagem aumentou
simultaneamente a precisao e a eficiéncia computacional da formulacdo IGA, sem gerar modos
espurios.

Praciano et al. (2019) aplicou a estratégia de integracdo reduzida na andlise de
estabilidade de placas e cascas abatidas utilizando uma formulagao isogeométrica baseada em
NURBS. Os resultados mostraram que o problema do travamento pode ser efetivamente resolvido
usando um método de integracao reduzida para IGA baseado em NURBS. Oberservou-se também
um aumento na precisdo e maior eficiéncia computacional.

Considerando estes aspectos, a precisao dos esquemas de integracao Full, Ryny €
Ra1g para andlise de cascas utilizando a formulagdo isogeométrica apresentada neste trabalho

serd investigada utilizando os exemplos do Shell Obstacle Course.

3.6 Calculo dos vetores diretores

A descri¢do cinemdtica da formulagdo isogeométrica de cascas baseadas na teoria de
Reissner-Mindlin requer a informacdo dos vetores diretores para interpolagcdo dos sistemas de
base locais. A defini¢do desses vetores € extremamente importante, particularmente nos pontos
de integracdo numérica (KANG; YOUN, 2015).

No MEF e na maioria das andlises isogeométricas baseadas na teoria de cascas de
Reissner-Mindlin, o vetor normal de qualquer ponto arbitririo é determinado interpolando os
vetores normais nodais do elemento. Como resultado, a precisao dos vetores normais diminui
significativamente com o aumento do tamanho da malha e da complexidade da geometria da
superficie.

E ficil definir os vetores normais 2 superficie no MEF, porém, em métodos isogeo-
métricos, esta tarefa torna-se mais complexa. A modelagem NURBS tem diversas vantagens,
mas apresenta desafios na defini¢do do vetor normal nos pontos de controle, que normalmente
ndo estdo situados na superficie, conforme ilustrado na Figura 24. E importante ressaltar que a
precisdo dos resultados da AIG da casca depende muito dos vetores normais definidos nos pontos

de controle. Varios pesquisadores (UHM; YOUN, 2009; DORNISCH et al., 2012; ADAM et al.,
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2015a; KANG; YOUN, 2015; GHADIMI; HASSANI, 2023) investigaram a determinagdo do

vetor normal a superficie de referéncia para um ponto especifico do poligono de controle.

Figura 24 — Vetores diretores no ponto geométrico projetado a partir de um ponto de controle da
casca.

Fonte: Kang e Youn (2015).

Um dos indmeros beneficios que a anélise isogeométrica traz para a anélise de cascas,
€ a capacidade das NURBS para representacdo exata da geometria fisica. Ao contrdrio do MEF,
onde os elementos ndo possuem essa capacidade e, portanto, dependem de vetores diretores
nodais que sdo aproximados em pontos predefinidos, a AIG permite calcular com precisdo os
vetores normais a superficie em qualquer ponto da superficie, devido a exatiddo geométrica da
superficie média.

A formulagdo de cascas baseada na teoria de Reissner-Mindlin requer que cada ponto
de controle possua um sistema de vetores de base v,, que € fornecido como dado de entrada ou

calculado em uma etapa de pré-processamento. O vetor diretor

X X X
v = _“a ”Famn (3.44)
|[Xq,e X Xanl|

¢ calculado a partir das derivadas X ¢ e X, de um ponto escolhido na superficie média. Os
outros dois vetores de base que definem o sistema de eixos utilizados para defini¢do dos graus de
liberdade rotacionais, vy, € Va4, sdo determinados de maneira que possamos aplicar corretamente

as condicdes de contorno e o sistema de base seja ortogonal. Estes vetores sdo paralelos a
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superficie média da casca e sdo calculados como:

( €y X V3,4
Vig =
||€2 X Va,l|

Se e X v3, #0,

V2q = V33 X V]q
\

(
V34 X €1

Vg =1
Se ey X V34 =0, [IV3a x e1]| (3.45)

Via = V24 X V3q

\
onde ej, e, e e3 sA0 vetores unitarios nos €ixos x, y € z.

Novamente, como os pontos de controle das geometrias NURBS nao ficam na super-
ficie média (exceto os pontos na fronteira ou em regides de continuidade C?) eles nio podem ser
usados diretamente para definir o sistema de coordenadas local e os graus de liberdade rotacio-
nais. Portanto, para cada ponto de controle, € necessario encontrar um ponto correspondente
na superficie média da casca e determinar nele os vetores ortogonais. A questao € que na AIG
as func¢des de base ndo sdo interpoladoras e entdo nao existe uma localizac@o tnica associada a
cada ponto de controle para definir os vetores normais.

Apesar de que na AIG os vetores normais a superficie podem ser calculados direta e
exatamente em qualquer ponto, os métodos tradicionais para calculd-los concentram-se princi-
palmente em mapear pontos na superficie média correspondentes aos pontos de controle e entao

calcular seus vetores normais (Figura 25).

Figura 25 — Defini¢do do sistema de bases locais.
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Fonte: Adaptado de Ghadimi e Hassani (2023).

Um desses métodos tradicionais, a utilizacdo de pontos mais préximos da superficie,
em geral, ndo possui solucdo de forma fechada para o problema, entdo o método iterativo de

Newton-Raphson é comumente usado. Outro método de mapeamento, a identificagdo de pontos
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maximos de func¢des de forma, tem como requisito minimo para escolha das amostras no espago
paramétrico que todas as fun¢des de base da superficie devem ser nao-nulas em pelo menos um
ponto (UHM; YOUN, 2009). Tais processos sao complicados em NURBS e T-Splines porque
as regiodes, ou knot spans, de influéncia das bases seguem padrdes irregulares (UHM; YOUN,
2009).

Outras estratégias, por exemplo, envolvem a utilizacdo de projecdo ortogonal (PI-
EGL; TILLER, 1997), pontos de ancoragem expressos no espago paramétrico (UHM; YOUN,
2009) ou pontos de Greville (ADAM et al., 2015a). Os pontos de ancoragem, t; = (tig,tm),
locais no espaco paramétrico aos quais as funcdes de base estdo associadas, sdo definidos como
(BAZILEVS et al., 2010):

& sep € impar,
e = i+(p+1)/2 (3.46)

1 .
5 (5i+(p/2) + §i+(p+1)/z) sep € par.

onde &; é 0 i-ésimo knot e p é a ordem das fungdes de base que compdem a B-Spline. Os pontos

de Greville, t; = (ti,g ,tin ), sdo definidos no espago paramétrico como (FARIN, 2014):

:§i+1+"'+§i+p
P

tie (3.47)

Finalmente, as componentes dos vetores diretores iniciais nos pontos ¢;, sdo calculados analoga-

mente a Equacao (3.44), fazendo o produto vetorial das derivadas da Equacao (2.15) como:

v (3.48)
! HS; (tl€7tln) X S,Tl(tl€7tln)||
c
vy = w7 V2i = V3; X V[ G4
||e2 x 3|

Adam et al. (2015a) compara e discute os resultados de algumas dessas abordagens e
de uma abordagem de cdlculo exato dos vetores diretores. Segundo o autor, a formulag¢ao usando
uma normal exata fornece boa precisdo, no entanto, além da sua complexidade, ndo € compativel
com integracao reduzida. A colocagdo uniforme € pouco precisa na interpolagdo da normal e a
projecdo ortogonal consome muito tempo. A colocacido em abcissas de Greville oferece um bom
equilibrio entre precisdo e tempo de calculo.

Algumas vantagens do uso das abscissas de Greville para definicdo do campo de

normais incluem (ADAM et al., 2015a):
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Interpolacao simples de campos de deslocamento;

Compatibilidade com integracao reduzida;

* Baixo custo computacional na defini¢do de normais, pois ndo € necesséria projecao;

Modelagem precisa com uma distribui¢do de normais adaptada as B-Splines.

Em resumo, esses mapeamentos podem introduzir erros que sé sdao atenuados com
a utilizacdo de uma malha muito refinada (GHADIMI; HASSANI, 2021). Adicionalmente,
Ghadimi e Hassani (2023) acrescentam que, como os pontos de controle ndo sdo distribuidos
igualmente nos espacos paramétricos e fisicos, essas abordagens fornecem resultados menos
precisos a medida em que € realizada uma elevagdo de grau.

A andlise isogeométrica de cascas com vetores diretores exatos foi primeiramente
pesquisada por Dornisch et al. (2012), que prop6s uma formulagdo de casca que obtém os
vetores normais dos pontos de controle a partir dos vetores normais exatos calculados nos pontos
de integracdo, resolvendo um sistema de equacdes. De acordo com o autor, para alcangar o
comportamento de convergéncia desejado, os vetores diretores nos pontos de controle calculados
inicialmente devem fornecer vetores de base interpolados exatos.

O método proposto em Dornisch et al. (2012), denominado cdlculo de sistemas de
base nodal otimizados, utiliza uma técnica baseada em minimos quadrados para determinar os
vetores normais nos pontos de controle de forma a obter a melhor interpolacdo possivel.

O método consiste em selecionar cada sistema de base nodal de tal forma que o
sistema de base interpolado seja ortonormal em todos os pontos de integracdao e que o vetor
diretor, bem como o eixo de rotacdo local, esteja na direcdo correta. Para conseguir isso, um
sistema de equagdes € estabelecido e resolvido de forma independente para cada patch. Os trés
vetores de base v, consistem em nove equagdes em cada ponto de integracdo. Isso resulta em

(np X n,;) equagdes da seguinte forma:

ija

npc
vil=Y RV, i,j=1273 (3.50)
a=1

onde np; € o nimero de pontos de integracao por elemento, n,; € o nimero de elementos no

atch, npc é o nimero total de pontos de controle no patch em consideracio, v/ é o j-ésimo

componente do i-ésimo vetor de base do sistema de base de pontos de integracdo e, analogamente,

PC

v;; 840 08 valores desconhecidos dos sistemas de vetores de base no ponto de controle a. Para

cada combinagdo de i e j, todas as Equagdes (3.50) sdo montados em um sistema de equagoes:

Pl __ PC
Vij _Rvija (351)
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S6 € necessdrio realizar uma inversao de matriz para calcular todos os componentes
dos sistemas de base nodal, pois a matriz R é a mesma para todas as nove direcdes. Além
disso, na matriz R, existem (np; X n,;) linhas e npc colunas contendo fungdes de base R, que sdao

linearmente independentes e, portanto, todas as colunas sao linearmente independentes, entdo:
posto(R) = npc (3.52)

e existe uma solucdo unica. Assim, como em geral o nimero de pontos de integracdo € maior
que numero de pontos de controle de um modelo, a solucao da Equacao (3.50) sempre pode ser

determinada resolvendo a equag¢ao normal:

RV = (RTR) v/ (3.53)

ija
que € determinada e, portanto, solucionavel com solucionadores padrao.

A avaliagdo precisa do vetor diretor inicial e a interpolacdo das rotagdes nodais
resultam em uma formulacao de casca onde grandes deformacdes e rotagdes finitas podem ser
descritas com precisao, mesmo com malhas grosseiras. A interpolacdo introduzida mantém
a ortogonalidade do vetor diretor de referéncia, preservando a orientacdo correta em todo o
dominio para cada discretizacdo, e garante a inextensibilidade da casca (DORNISCH et al.,
2013). O autor acrescenta que ao fazer isso resultados mais precisos para estruturas curvas € um
melhor comportamento de convergéncia para cdlculos ndo lineares sao obtidos. Particularmente
para ordens superiores de fun¢des de base NURBS, passa a ser possivel a utilizagdo de passos
de carga maiores em comparacdo com formulagdes padrao. Portanto, cdlculos com malhas
grosseiras e de alta ordem sdo altamente competitivos, segundo Dornisch et al. (2013).

Em contrapartida, quando o grau das func¢des de base é aumentado, o calculo do
vetor normal dos pontos de controle para a superficie de referéncia torna-se mais desafiador. A
medida que o nimero de elementos de um modelo se torna maior, mais cara se torna a resolu¢ao
do problema (MILIC et al., 2023). Outra dificuldade encontrada é a necessidade de calculo
de novos vetores diretores caso o esquema de integragdo numérica seja modificado, devido a
variagdo do ndmero de pontos de integracdo entre esquemas de integragao.

Nos estudos de Dornisch et al. (2012) os vetores normais da superficie da casca
ainda sdo calculados por interpolagdo, outro problema € que, apesar da melhoria na precisao,
a resolucdo das equacdes de dlgebra linear para obten¢do de vetores de dire¢do nodais exatos
e sistemas de base nodal incorre em custos computacionais adicionais. Por esta razdo, Kang

e Youn (2015) propuseram uma formulagdo de casca onde, usando o método de projecdo a
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partir da caracteristica das expressdes NURBS, o vetor normal em um ponto arbitrario em uma
superficie de casca pode ser facilmente obtido pelo produto externo das derivadas da expressao
de superficie NURBS. Dessa forma o ponto projetado torna-se a origem do sistema de base local.
No entanto, também foi especificado que o método estd limitado andlise linear (KANG; YOUN,
2015).

Ghadimi e Hassani (GHADIMI; HASSANI, 2021; GHADIMI; HASSANI, 2023)
propuseram uma formulag¢do de casca nao linear baseada em NURBS para a andlise com
grandes deslocamentos e rotacdes. Nestes trabalhos, os vetores diretores sao obtidos de maneira
semelhante a técnica sugerida por Dornisch et al. (2013) resolvendo um sistema de equacdes em
um patch, com a excecdo de que os pontos de Greville s@o utilizados em substitui¢do aos pontos
de integracdo na Equacao (3.50).

O sistema de equagdes para os vetores diretores nodais passa a possuir solu¢do Unica,
pois os pontos de controle e os pontos de Greville sdo correlacionados um a um. Ainda, mesmo
com uma malha grosseira e elevacdo da ordem das fungdes NURBS, o erro de interpolacdo nao
aumenta. Comparando o tempo de computacdo dos vetores, pode-se concluir que os pontos
de Greville para defini¢do do sistema de equagdes sao uma boa escolha principalmente para
problemas com grandes esfor¢cos computacionais como em anélises ndo lineares.

As componentes dos vetores diretores iniciais nos pontos de Greville #;, calculados
conforme a Equacdo (3.47), podem ser definidas segundo a Equacdo (3.48). Se Vl-(J)- denota a
Jj-ésima componente dos i-ésimos vetores (i, j = 1,2, 3), o sistema de bases locais em cada ponto
de Greville contém nove componentes. Portanto, os sistemas de equacdes montados devem ser
resolvidos separadamente no patch, o que nos dd uma expressao similar a Equacao (3.50):

npc
viC (tig tin) = Z:lRa(tig i)V 6 j=1,2,3 (3.54)
a—

em que Vf.}G sdo os vetores de base conhecidos nos pontos de Greville e v

PC
ija

sdo vetores de base
desconhecidos.

Os dois métodos de definicdo de equagdes, nos pontos de Gauss (DORNISCH et
al., 2012; DORNISCH et al., 2013) e nos pontos de Greville (GHADIMI; HASSANI, 2021;
GHADIMI; HASSANI, 2023), foram comparados por Ghadimi e Hassani (2021) com base no
seu tempo computacional. O autor observou-se que os pontos de Greville se mostraram mais

adequados para defini¢@o do sistema de equagdes, pois levaram a reducio do custo computacional,

preservando a precisao dos resultados.
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Além disso, notou-se que os erros de interpolagdo ndo aumentaram em malhas
NURBS mais grosseiras e de ordens mais elevadas. Comparando o tempo de calculo dos vetores,
concluiu-se que a utilizacao dos pontos de Greville para definicdo o sistema de equagdes € uma
boa escolha, principalmente para problemas que exigem esfor¢cos computacionais significativos,
como solucdes nao lineares.

Neste trabalho, portanto, o sistema de equagdes para definicdo dos vetores de base
serd formado usando os valores conhecidos dos vetores diretores nos pontos de Greville, como
feito por Ghadimi e Hassani (2023). A precisdo do método proposto serd investigada para
andlise geométrica linear e ndo linear envolvendo grandes deformagdes e rotacdes (A formulagdo
proposta serd discutida no Capitulo 4) através do estudo de benchmarks de cascas bastante
populares (SZE et al., 2004). O comportamento serd estudado em todos os problemas para

diferentes ordens de funcdes de base e malhas de pontos de controle.

3.7 Implementacio Computacional

As implementagdes foram realizadas no software de codigo aberto FAST (Finite
element AnalySis Tool), escrito em linguagem C++. O FAST estd em desenvolvimento continuo
no Laboratério de Mecanica Computacional e Visualizagdo (LMCV) da Universidade Federal do
Cear4.

Para esta pesquisa, foi realizada a implementacdo do elemento para anélise estética
de s6lidos degenerados com o dominio discretizado por fun¢des de forma do tipo NURBS.

Antes do presente trabalho, o FAST ja contava com elementos de casca baseada
na teoria de Reissner-Mindlin e na abordagem do sélido degenerado. A formulacio proposta
para utilizacdo em andlises estdticas e de vibragdo livre foi implementada por Barroso (2022)
utilizando funcdes de base de Bézier.

Foi utilizada uma formulacao classica de aproximacdo do campo de normais no
modelo equivalente a adotada no MEF. Sdo fornecidos vetores normais correspondentes a
pontos distribuidos de forma equidistante no espaco paramétrico dos elementos, que no caso de
elementos de Bézier ndo racionais, correspondem a posi¢ao paramétrica que maximiza a fungao
de base correspondente e coincidem com os nds de elementos finitos convencionais. Em seguida,
¢ realizado um procedimento de ajuste para cédlculo de cada componente dos vetores nos pontos
de controle.

A associagdo de cada ponto de controle a posi¢do paramétrica que maximiza a fungdo
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de base correspondente é mais complexa no caso das NURBS e T-Splines porque as regides, ou
knot span, de influéncia das bases seguem padrdes irregulares (UHM; YOUN, 2009). Como,
nas NURBS, os pontos de controle nio sao distribuidos igualmente nos espacos paramétricos
e fisicos essa abordagem fornece resultados menos precisos a medida em que é realizada uma
elevacdo de ordem.

As implementagdes realizadas neste trabalho se resumiram ao desenvolvimento de
um programa Octave utilizado para obtencao dos vetores normais posteriormente fornecidos
como dado de entrada para as simulacdes realizadas. Agora, o procedimento de ajuste para
célculo de cada componente dos vetores nos pontos de controle considera a informagao dos
vetores nos pontos de Greville. No contexto das placas essas localizacdes coincidem com as
coordenadas paramétricas dos pontos de controle e no caso de cascas geralmente correspondem
aos maximos das funcdes de base Spline (ADAM et al., 2015a).

Assim como o elemento de casca Bézier do FAST, o elemento isogeométrico utilizado
neste trabalho foi implementado levando em considerag@o o conceito de Extra¢do de Bézier, que
permite que a estrutura bésica utilizada em programas de elementos finitos, como a montagem
da matriz de rigidez e vetor de forcas externas, possa ser aproveitada na andlise isogeométrica.

E preciso destacar que, antes destes desenvolvimentos, o FAST também jd disponibi-
lizava a possibilidade da leitura do input referente aos esquemas de pontos para integra¢dao por
quadratura de Gauss. Portanto, ndo se fez necessdria nenhuma implementacao adicional para

utilizacdo dos diferentes esquemas de integragao discutidos e utilizados nesta pesquisa.
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4 ANALISE NAO LINEAR ISOGEOMETRICA DE CASCAS

A primeira formulacao de casca de Reissner-Mindlin isogeométrica foi introduzida
por Benson et al. (2010) e aplicada em testes lineares e elastopldsticos ndo lineares, mostrando
bom desempenho. A atualizacdo do vetor diretor envolvia uma rotacdo discreta dos vetores
diretores nodais, o que resulta na deterioracao da qualidade da aproximagao a medida que a ordem
das funcdes de base NURBS aumentam. Como um elemento de s6lido degenerado cléssico, a
consideragdo de pequenas rotacdes incrementais das normais a superficie média restringia o
tamanho dos incrementos de carga e diminuia a eficiéncia computacional (DORNISCH et al.,
2013).

Assim, para superar estas limitacdes e para lidar com grandes deslocamentos e
rotacdes, uma formulacdo de casca considerando tensor de rotacdo completo foi proposta por
Dornisch et al. (2013), que empregou uma abordagem rotacional continua, mais precisa e
capaz de lidar com rotagOes finitas e deslocamentos significativos. Contudo, apesar de ter feito
0 uso de uma formulagdo muito complexa e a multiplicatividade das rotagdes acarretar em
maior custo computacional e em matrizes de rigidez globais ndo simétricas, apenas a curva de
carga-deslocamento de uma viga sujeita 2 momento na extremidade foi apresentada.

O modelo de casca e o esquema de integragdo reduzida apresentados por Adam et al.
(2015a) foram estendidos por Adam et al. (2015b) para consideracdo de grandes deslocamentos,
contudo utilizando fung¢des de base T-Spline. A andlise foi baseada em uma formulagao Lagran-
giana Total, e as rotacdes incrementais eram atualizadas usando algebra de quatérnios. Apenas
a curva de carga-deslocamento de uma casca hemisférica submetida a cargas concentradas foi
descrita como exemplo.

Em Hao et al. (2017) e Hao et al. (2019) a férmula para a matriz de rigidez geométrica
de cascas laminadas de rigidez varidvel (variable stiffness composites) foram derivadas usando
modelo de s6lido degenerado para AIG, afim de viabilizar a andlise de flambagem linear
destas. A andlise envolve a derivagdo da matriz de rigidez geométrica, obtencdo de vetores
normais nos pontos de controle e o problema de acoplamento de patches NURBS. O método
proposto apresentou convergéncia estavel e eficiente tanto para andlise envolvendo pequenos
deslocamentos quanto para andlise de flambagem.

No trabalho de Hao et al. (2023), foi proposta uma formulagdo Lagrangiana Total
para analise do comportamento pds-flambagem de cascas laminadas de rigidez varidvel. Esta

abordagem demonstrou um bom desempenho na anélise do comportamento nio linear de diversas
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estruturas, conforme mostrado nos exemplos de viga com momento na extremidade e casca
cilindrica abatida. Voltando ao foco de seu trabalho, os demais exemplos apresentados trataram
da flambagem linear de cascas perfeitas e imperfeitas.

Uma fung¢do ndo linear associada aos graus de liberdade rotacionais na expressao do
campo de deslocamento (SURANA, 1983) foi introduzida na formulacdo de Hao et al. (2023),
removendo as restri¢des relacionadas ao tamanho das rotagdes nodais. Entretanto, a proposta
de Surana (1983) parte da utilizagdo de uma formulacio total, ao invés de uma abordagem
incremental mais apropriada a problemas 3D. Além disso, os autores fazem uso de fun¢des ndo
lineares trigonométricas diferentes para cada sequencia de rotacdes dos graus de liberdade de
rotacdo, a e 3, que ndo podem ser alternadas (HAO et al., 2023).

Ghadimi e Hassani (2023) estenderam a formulacao ndo linear geométrica de ele-
mentos de casca proposta por Bathe (2014) para aplicagdes em AIG envolvendo andlise de cascas
piezolaminadas. A formula¢@o ndo linear foi desenvolvida com base na abordagem Lagrangiana
Atualizada. A estratégia para atualizacdo do vetor normal considerou efeitos de rotacdo de
segunda ordem (ARGYRIS, 1982). Os componentes lineares e nao lineares da deformacgao
foram expressos pelo tensor de deformacgdo de Green-Lagrange, que ndo € afetado pelas rotagdes
do corpo rigido. Como a andlise ndo linear ndo era o principal foco, apenas as curvas de carga-
deslocamento de uma viga sujeita a carga na extremidade e de um painel cilindrico sob carga
pontual foram obtidas.

Em um artigo recente, uma formulacdo isogeométrica para andlise ndo linear de
cascas com grandes deslocamentos e rotacdes foi desenvolvida utilizando as abordagens corrota-
cional e Lagrangiana Atualizada (HAN et al., 2024). Os deslocamentos incrementais contém
termos lineares e quadraticos. A formulac¢do proposta demonstrou precisio e robustez no tracado
das curvas carga-deslocamento de varios exemplos cldssicos de andlise ndo linear de cascas (SZE
et al., 2004), mas € bastante complexa e apresenta reduzida eficiéncia computacional.

Assim, o desenvolvimento de elementos isogeométricos de casca capazes de lidar
com grandes deslocamentos e rotacdes de forma simples, robusta e eficiente continua a ser um
desafio significativo, atraindo a aten¢do de diversos pesquisadores.

A seguir, apresentaremos o desenvolvimento de uma formulagdo isogeométrica
simples para andlise ndo linear de cascas baseada nas hipéteses de Reissner-Mindlin e na
abordagem do continuo degenerado. Serd utilizada uma formulag¢do Lagrangiana Total (BATHE,

2014; CRISFIELD, 1991) que considera grandes deslocamentos e rotagdes, mas pequenas
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deformacdes. Nela sdo consideradas as deformacgdes de Green-Lagrange e as tensdes de Piolla-
Kirchhoff II, que s@o avaliadas sempre na configuracdo inicial da estrutura. Diferentes esquemas

de atualizacdo do vetor normal sdo considerados.

4.1 Geometria e Deslocamentos

Usando a mesma notacdo da Capitulo 3, as coordenadas de um ponto genérico (x)

no elemento de casca em um tempo ¢ qualquer sdo dadas por:
t i t w ha 1
x = ZRaanchRa?vM (4.1)
a=1 a=1

onde x/, sdo os pontos de controle da superficie média e v4, sdo os vetores normais no tempo #, e
h, é a espessura associada ao ponto de controle a.
Os deslocamentos u de um ponto genérico dentro da casca sdo dados pela diferenca

entre suas coordenadas nos instantes O e ¢:
u=x'—x’ 4.2)
Considerando a Equacdo (4.1), o campo dos deslocamentos é dado por:
np np ha ; 0
u= ZRaua+ Z CRa?(V3a_V3a) (4.3)
a=1 a=1

onde u, sdo os deslocamentos dos pontos de controle da superficie média, e Vg , © V5, 530 0s

vetores normais associados aos pontos de controles, na configuracdo inicial e configuragao
deformada da estrutura, respectivamente. O primeiro termo representa os efeitos das translacoes
da superficie média e o segundo termo representa os efeitos das rotagdes do vetor normal em
torno de v; € v,.

Os deslocamentos podem ser escritos de forma compacta como:

np

u= Z (Ra u, +H, pa) “4.4)
a=1
onde
h
H, =R, C € Pa= ?a (Vga - Vga) (45)

A relacdo dada na Equacdo (4.4) é usada diretamente para avaliar o deslocamento total e a
deformacao total (e, portanto, a tensao total) para a formulacio Lagrangiana Total e é valida para

qualquer magnitude das componentes de deslocamento.
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4.2 Tratamento das rotacoes

Na andlise ndo linear, considera-se que todas as respostas da estrutura sdo conhecidas
nos instantes O, ..., f e busca-se determinar estas respostas no instante ¢ + Af. Como discutido
no Capitulo 3, a rotacdo do vetor normal v3, pode ser expressa como a soma de duas rotagdes
independentes «, e 3, em torno de eixos locais v, € vy,.

Considerando rotacdes moderadas, podemos reescrever a Equacdo (3.8) para atuali-
zacdo do vetor normal de ¢ para t 4+ Az fazendo:

A ot 0 0
V3, = V3, — Vo, 0+ Vi, Ba (4.6)

Onde os vetores no V(l) 2 € Vg , 840 definidos como discutido no Capitulo 3. Esta aproximagao, que
chamaremos de Atualizacdo para Rotacdes Moderadas (ARM), € valida somente se consideramos
pequenos deslocamentos e rotagdes. Contudo, essa estratégia nao preserva o comprimento
unitdrio do vetor.

Vale destacar que essa forma de atualizacdo tem sido utilizada com sucesso na
andlise nao linear de placas abatidas e cascas abatidas utilizando as teorias de von Karman e
Marguerre, respectivamente (BARROS, 2016; PRACIANO, 2018; AUAD, 2019; SILVA, 2021).
Adicionalmente, ela foi utilizada com sucesso no cdlculo da carga critica de cascas (SOUSA et
al., 2023).

Contudo, segundo Argyris (1982), para consideracdo de grandes rotagdes no espaco
tridimensional devemos ter a ciéncia de que estas ndo sao aditivas. Dependendo do tamanho
do incremento, a rotacdo correspondente ao vetor v3, pode ser grande, uma rotacdo finita,
ndo podendo ser interpretada por uma rotagdo de componentes vetoriais em torno dos eixos
cartesianos (ARGYRIS, 1982; BATHE, 2014).

O tensor de Rodrigues (ARGYRIS, 1982) pode ser utilizado para fazer a atualizacao
do vetor normal de forma consistente (DORNISCH, 2015; DORNISCH et al., 2016). Nessa

abordagem o vetor normal € atualizado de ¢ para ¢ + At fazendo:
Vl‘+Al‘ o Q Vl‘ (4 7)
3a — ¥a'Y3a .

onde a matriz de rota¢do ortogonal Q, é dependente das rotagdes incrementais (o, € fB,) e
dos vetores V| e v5 . Neste caso |V}, | = |VZ3—ZAZ| = 1 e o comprimento unitario dos vetores é
preservado.

Podemos escrever a matriz Q, no sistema de coordenadas Cartesiano utilizando

a base de vetores ortonormais (v}, v5,, v5,) (ARGYRIS, 1982; CRISFIELD, 1997). Nesse
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sistema, a matriz formada pelas componentes do tensor de rotagdo pode ser expressa, utilizando

a formula de Rodrigues, como:

B sen(0) 1 /sen(6/2)\?* .,
Q. =L+ 0 Sa+§<0—/2> S, (4.8)

ou utilizando a relagio trigonométrica, sen’(0/2) = (1 —cos(8))/2:

sen(0) 1 —cos(6)

Q=T+ Sut—p; S2 (4.9)
sendo

1
0, = (o +B7)° (4.10)

Nesta equacgdo, I3 € uma matriz identidade (3 x 3) e S, € uma matriz antissimétrica dada por

(BATHE, 2014):

0 0 B
Se=0 0 —o (4.11)
_Ba aa O

E importante notar que, aqui as rotacdes finitas a, e B, deixam de ser independentes
e se tornam duas varidveis que definem o tensor de rotagdo, diferentemente do que € observado
no caso de rotacdes infinitesimais e moderadas (DVORKIN, 1995).

Além da vantagem da preservagdo do comprimento unitdrio dos vetores diretores,
esta abordagem garante que grandes deslocamentos e rotagdes finitas possam ser descritas com
precisdo. Por outro lado, a utilizacao do tensor de rotagdo requer o armazenamento da informacao
do tensor e suas derivadas em cada ponto de integracdo ou né (ZOU et al., 2020) fazendo com
que a estratégia tenha elevado custo computacional, além de resultar em uma formulagdo muito
complexa e de dificil implementacao.

De modo alternativo, podemos realizar aproximagdes ao levarmos em conta algumas
simplificacdes na expressao da matriz de rotagdo, objetivando simplificar a formulagdo e reduzir
o custo da atualizac@o e armazenamento do tensor de rotacdo e suas derivadas a cada iteracdo de
Newton-Raphson. Partiremos da Equacao (4.10), que pode ser expressa de maneira exponencial
como (ARGYRIS, 1982; CRISFIELD, 1997):

2 3

S, S
Q. =exp(Sa) :I3+Sa+2—‘:+3—‘|’+~-- (4.12)
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Caso apenas os termos lineares em Q, sejam considerados, da Equagdo (4.7) obte-

mos:
W =Vl S, @13

onde apenas os termos lineares em o, e 3, sdo incluidos. Note que podemos chegar a esta
mesma expressao se considerarmos o caso em que 6 — 0 diretamente na Equacdo (4.8), conforme

Argyris (1982). A expressdo acima pode ser simplificada como:

t-+Ar t t t
Vi = Vh, — Vh, 0 + Vi, Ba (4.14)

Note que, diferentemente da Equacdo (4.6), th 4 € V’Za sao os vetores diretores atualizados,

definidos no instante ¢ fazendo:

1
(0 _ &2 XVa
: 1 ea x v ||
Se ey x V4, #0, a (4.15)
ol t
\V2a = V3, XV
, V4, X ej
2 T v, e
Se ey x V4, =0, 3a (4.16)
I 1
kvla =V, X V34

onde e, e, e e; sdo vetores unitirios nos eixos x, y e z. Esta aproximagao, que chamaremos de
Atualizacdo Linear (AL), é vdlida somente se consideramos pequenos incrementos de rotacao o,
e B,. Assim como na ARM, essa estratégia ndo preserva o comprimento unitdrio do vetor. E
importante ressaltar que esta abordagem € utilizada em trabalhos clédssicos de cascas baseadas na
teoria de Reissner-Mindlin e na abordagem do sélido degenerado, como o de Bathe e Bolourchi
(1980).

Uma aproximacgdo melhor pode ser obtida considerando os termos lineares e quadra-
ticos de Q,:

1
Vg;At = Vga +Sq Vt3a + Esg Vt3a (4.17)

Esta equagao inclui todos os termos de segunda ordem de o, e f3,, que contribuirdo para
consideracdo dos efeitos de rigidez de deformacao nao linear, além de possibilitarem a obten¢do
de uma matriz de rigidez tangente consistente (BATHE, 2014). Simplificando a expressao,

temos:

1
V3, = Vi = Vaq O+ Vi Bu = 5 (05 + B2 Vi (4.18)
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onde th 2 € Vt2 , $a0 os vetores diretores atualizados, definidos no instante 7 através da Equa-
¢ao (4.15), assim como realizado na AL. Esta aproximacao, que chamaremos de Atualizacao
Quadratica (AQ), permite a consideracdo de rotagdes incrementais maiores. Assim como na
demais aproximacdes j4 discutidas, essa estratégia ndo preserva o comprimento unitario do vetor,
porém esse comprimento sofre pouca alteracdo devido a melhor aproximacgao proporcionada pela
consideracdo dos termos quadréaticos. Esta abordagem € discutida em trabalhos mais recentes de
cascas baseadas na teoria de Reissner-Mindlin e na abordagem do s6lido degenerado (DVORKIN,
1995; BATHE, 2014; GHADIMI; HASSANI, 2023).

Um outra alternativa para aproximagao utilizada para atualizag¢ao dos vetores normais
€ proposta neste trabalho. Ela objetiva trazer para a aproximacido AL, a mais simples entre
as apresentadas, uma melhoria advinda da normalizacdo do comprimento do vetor que nao
é preservado na estratégia original. Chamaremos esta aproximacao de Atualizacdo Linear
Normaliza (ALN). A primeira parte do processo de atualizacdo do vetor de forma semelhante a

Equacdo (4.14):

~t+Ar t t t
VA =vh, — vh, 0y + Vi, Ba (4.19)

onde fngAt € o vetor aproximado a partir da utilizacdo de uma AL e portanto sem garantia de que

0 comprimento unitdrio tenha sido preservado. Em seguida realizamos a seguinte normalizacao:

t4At QEZA[
viiA = D (4.20)
Lq

onde L, é o comprimento do vetor ndo normalizado {,t;a-At e que pode ser expresso por:

L,= \/ PLEAL. pLEAT — \/ 1+02+p2 (4.21)

Em sintese, a ARM ¢ valida somente se consideramos pequenos deslocamentos
e rotacdes moderadas. J4 as demais alternativas (AL, AQ e ALN), podem ser utilizadas na
analise ndo linear de cascas com grandes rotacdes, desde que as rotagdes incrementais sejam
suficientemente pequenas.

Considerando as respectivas limitacdes, os vetores obtidos por meio dessas alter-
nativas € suficientemente consistente para as andlise ndo lineares e podem ser empregados
diretamente nas expressoes de deformagdo-deslocamento dos elementos de casca. As quatro
estratégia de aproximacdo do tensor de rotagdes para atualizagdo dos vetores diretores serdo
utilizadas e comparadas nos exemplos envolvendo nao linearidade geométrica apresentados no

Capitulo 5.
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4.3 Deformacoes e Tensoes

A abordagem Lagrangiana Total (BATHE, 2014), onde as tensdes e deformagdes
sdo avaliadas na configuragdo inicial da estrutura, é adotada neste trabalho. Esta formulagdo é
baseada na utilizacdo das deformagdes de Green-Lagrange e das tensdes Piola-Kirchhoff II.

As deformacdes de Green-Lagrange sao calculadas a partir das derivadas de desloca-
mento em relacdo as coordenadas cartesianas:

) ( ( )

& U x uzx + v?x + w?x
& Vy uzy + v?y + w?y
2 .2 2
e g _ W, - l U, +v,+w, 4.22)
Yy Uy+V 2 2uxuy+vivy+wiw,y)
Yz Wx+U; 2(”,}6 Uz +V Vo +Wy W,Z)
3 Vet wy ) \2(u, Uz+vyv.+w,yw;) )

E importante ressaltar que as derivadas aqui utilizadas serdo, também, obtidas por meio da
utilizac@o da matriz Jacobiana (J), ja expressa na Equacdo (3.17). Devido ao uso da abordagem
Lagrangiana Total, as deriva¢des realizadas para montagem da matriz sdo realizadas em relagcao
a geometria inicial (ou seja, indeformada).

Definiremos a relag@o entre deslocamentos e tensdes considerando as deformacdes
de Green-Lagrange, que podem ser escritas em fun¢ao de uma parcela linear £q e uma parcela nao
linear €; . Para simplificar as derivacdes matematicas, € interessante reescrever as deformacoes

de Green-Lagrange, Equacao (4.22), como:
1
8:80+£L:HB+§A[3 (4.23)

Note que a relac@o entre o vetor das deformacgdes (€) e o vetor dos deslocamentos (u) ndo
pode mais ser dada da maneira apresentada na Equacao (3.15), visto que agora o efeito das
rota¢des nodais ndo pode mais ser escrita de maneira explicita. Agora a relacdo entre o vetor das

deformagdes e o vetor dos deslocamentos nodais € determinada de maneira implicita por meio
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do vetor B que contém as derivadas dos deslocamentos no espago cartesiano:

( 3\ ( 3
U x Ra,x Ug ‘f‘I_Ia,)cpa)C
Uy Rayuq+Hgypa,
U, Razuq+Hg;pa,
V.x Ra,x Vg + Ha,x Pa,
np )
ﬂ = v7y = Ra7y va _|_ Ha7y pay (4.24)
a=1
Vz Ra,z Va+ Ha,z Pa,
W x RayxWa+Hgx pa,
Wy Ra,y Wa +Ha,x Pa,
(W2 ) \Ra7z Wa ‘I’I_Ia,xpaz J
com
Hyx =Ry x C + R, C.,Jh Ha7y = Rajy C +R, gy and H,, =R, C +R, C,z- (4.25)

Devido ao uso da abordagem de sélido degenerado, a matrizes H and A sdo iguais as utilizadas

para elementos continuos 3D (CRISFIELD, 1991):

1 000O0O0O0OO0DO uy 0 0 vy, 0 0 w,y O O
000O0OT1O0O0OTO0OO O uy 0 0 vy 0 O w, O
000O0O0OO0OO0OTO!11 0O 0 u; 0 O vy O O wy
H — e A — Y > R
01 010O0O0O0O0 uy uy 0 vy vy 0 wy, w, 0
001 00O0T1QO0O0 u; 0 wuy vy 0 vy w, 0 wy
000O0OO0OT1O0OT1O0 0 uz; uy 0 vy, vy 0 w; w,

(4.26)

As tensoes de Piola-Kirchhoff II, considerando pequenas deformagdes e compor-
tamento eldstico linear, podem ser calculadas a partir de deformacdes de Green-Lagrange no

sistema local usando a lei de Hooke generalizada, utilizando a Equacao (3.20).

4.4 Equacoes de Equilibrio

Assim como descrito na Secdo 3.3, as equagdes de equilibrio para anélise estatica
podem ser obtidas a partir do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), como apresentado nas

Equagdes (3.25), (3.26) e (3.27):

SU=6W, = / seTadv = / 507 bdV + / 507 qds 4.27)
1% 1% S
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onde du é o vetor de deslocamentos virtuais, b é o vetor respectivo as forgas de corpo e q € o
vetor das forcas de superficie. Devido ao uso da abordagem Lagrangiana Total, as integracdes
sdo realizadas em relacdo a geometria inicial (ou seja, indeformada).

As deformagdes virtuais 0€ sdo obtidas pela variacdo das deformagGes de Green-

Lagrange, com base na Equacdo (4.23):
58:H5B+%5AB+%A6[3:H5B+A5[3 (4.28)

Por outro lado, da variagdo da Equacgao (4.5) obtém-se:

8p, = h—z" Svh, =piSa+pPsp (4.29)

onde as derivadas dos termos p variam de acordo com aproximacao utilizada para atualizacdo
dos vetores diretores. As derivadas sdo dadas, para cada caso, por:

Atualizacdo para Rotacoes Moderadas (ARM):

h
P, = ?(_Vga) € pg = Ea(v(l)a) (430)
Atualizagdo Linear (AL):
h h
Pl = (-vh) e pi=7T(V) (4.31)

Atualizagdo Linear Normalizada (ALN):

a_ ha

pa:?(

t B
Via —Lq Via
L,

1 (o 5
—Vo.— La V34
Ly

hq

) e pb==

> ) (4.32)

onde as primeiras derivadas do comprimento do vetor ndo normalizado, LY e Lg , sdo dadas por:

=% ¢ 1B= B (4.33)
L L

Atualiza¢do Quadrdtica (AQ):

h h
pg = ?a(_vaa - OCVga) e Py = ?a(vtla - B Vga) (434)
Além disso, da variacdo da Equacao (4.24) obtemos:
Ra7x 0 0 Pgi Ha7x pgx Ha,x '5 7]
o B Ua
Raay 0 0 pax Havy pax Havy 6
Va
w R, O 0 p*H,. pbH np
=y | Pataz Potast 15, = ¥ G 8u, = G éu, (4.35)
1| 0 Rix 0 p2H.. phHux S =l
. . ) Xq
. 5 6
i 0 0 R Pa, H,; pa. Ha.,z_ - -
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onde G tem o mesmo padrdo da matriz N (Equacao (3.14)), onde as contribui¢des dos graus
de liberdade de cada ponto de controle sdo dados ao longo de cinco colunas. Portanto, as

deformacdes virtuais podem ser escritas como:

5e =Bdu (4.36)
com
B=By+B, =HG+AG 4.37)

Portanto, a matriz B é obtida da soma das matrizes By e By, respectivamente as parcelas linear e
ndo linear da relagdo incremental de deformacao-deslocamento.
A matriz relativa aos incrementos de deformagdes lineares do elemento (B(()a)) éa

mesma apresentada pela Equacao (3.16):

Ry 0 0 p% H,, ph Ha.
0 Ra’y O pﬁtlxy Ha7y pgy Haay
0 0 R o« b
B = a2 Pa, Maz Pa; Hay (4.38)

Ray Ray O p&Hay+pdHax phHay+ phyHox
Ra7z 0 Rax Pf,i Ha7z + PZ‘Z Hg pgx Ha7z + pgz Ha,x

0 Ruz Ray PaHaz+t P Hay ngHa,Z‘FszHa,y_
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A matriz relativa aos incrementos de deformagdes ndo lineares do elemento (B(La)) ¢ dada por:

o o o
Ra,xu,x Ra,xV,x Ra,xW,x (u,x Pa, +Vvx Pay +wi Paz) Ha,x

o o o
Ra’y’/t’y RaJVO’ RaO’WQ’ (u,y pax + VJ pay + W7y paz) HaJ’

o o o
Rgzu; Rg v Ry-w - (w2 Pa, TVizPay, tWe pa) H,

(uy PG, +V.yPa, +W.yPa.) Ha,
Ra>xu7)’ +Ra7yu7x RaJCVJ +Ra7yv7x RanyO’ +Ra7yw7x +( ipa +v);pa _l_wipa )Hzx
ay ay a;
(zpG, +v.2pg, +Wzpd) Hax
+(uxpd +varg, +wxpa) Haz

9

Ruxuz;+Ruzuy Raxv;+Razvx Raxw;+Rauwx

Rayuz+Razty Rayv:+Razvy Rayw:+Raw,

(uzpg, —|—v7zp2‘ +W,zpaZ)Ha,y
(a) i (u ,yPax“‘Vypa +W,yPaZ)H
B = B B B

(u,xpax + V.xDay + W x paz) Ha.,x

(uvy pg)& + V’y pgy + W7y pgz) Hﬂ,y

(u,z ng TV ng +w;e pgz) Hg,,

(uJ pgx + v’y pgy + W7y pgz) Ha7x

(B v pB 4w pB

JPax +Vngy +W,zpa Hg x

(u )H,,

+(u,xpax +vxp§y "‘praz)Haz
( )
(e

Uz Pax +v, ng +w;, paz H

7yp“x+vypg\ +w7yng)H

(4.39)

_|_

E importante frisar que para consideracio de grande rotagdes, os vetores normais implicitos
nos termos p devem ser atualizados através das Equacgdes (4.6), (4.14), (4.18), de acordo com a
estratégia de atualizacdo escolhida.

Finalmente, o trabalho virtual interno pode ser escrito como:
SU = / selodv = su’ / B odv =su’g (4.40)
v 14
onde o vetor das forgas internas da estrutura (g) é dado por:
=T
g:/B cdv 4.41)
14

O restante do desenvolvimento, que inclui o desenvolvimento das expressdes para o trabalho
virtual externo, definicdo do vetor de cargas externas e equacdes de equilibrio do modelo discreto

segue a mesma estrutura apresentada na Secao 3.3 para a formulacao linear.
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E importante notar que, o vetor de forcas internas (g) depende de forma nao linear
dos deslocamentos da casca devido aos efeitos da ndo linearidade geométrica de Green-Lagrange
e da atualizacdo dos vetores normais. Finalmente, considerando que os deslocamentos virtuais

du sdo arbitrarios, obtemos as equagdes de equilibrio:

sendo r o residuo.

Vale ressaltar que a defini¢do dos elementos isogeométricos segue a mesma aborda-
gem do Capitulo 3. Assim, os knot spans podem ser interpretados como elementos isogeomé-
tricos, de forma que o célculo do vetor de forcas interna (g) pode ser realizado por quadratura
de Gauss. Depois, as contribuicdes dos elementos sdo adicionadas ao vetor g da estrutura em
um somatorio idéntico ao processo de montagem pelo Método da Rigidez Direta. A matriz de
rigidez e o vetor de for¢as do problema sdo montados a partir das suas respectivas contribui¢des
em cada elemento, e por fim, integrados utilizando a quadratura de Gauss. O elemento ndo linear
isogeométrico também segue o conceito de Extracdo de Bézier e a estrutura bésica utilizada em

programas de elementos finitos € aproveitada na andlise isogeométrica.

4.5 Matriz de Rigidez Tangente

A solugdo do sistema de equagdes de equilibrio requer que seja utilizado um método
de solu¢do nao linear, como o Método de Newton-Raphson (CRISFIELD, 1991). Para tal, se
faz necessdria uma matriz de rigidez tangente (Kr) da estrutura, que serd calculada somando as
contribui¢des dos elementos isogeométricos, num processo de montagem da matriz de rigidez
pelo Método da Rigidez Direta.

A matriz de rigidez tangente (K7) do elemento, obtida através da diferenciagdo do

vetor de forgas internas g, como dado pela expressao:

J
Ky — / B’ de / e GdV Ky +Kg (4.43)
u

onde K corresponde a matriz de rigidez classica e K corresponde a matriz de rigidez geomé-
trica.

Observando a primeira parcela da Equacao (4.43), € possivel obter-se:

KE_/BTaGdV /BT‘;‘Z gﬁdv /B C,BdV (4.44)
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onde o operador C7 € a matriz constitutiva tangente. Seu calculo depende da relacdo constitutiva
adequada. No caso de materiais isotrépicos com comportamento eldstico linear, temos que
Cr = C, onde C ¢ a matriz constitutiva eldstica apresentada na Equacao (3.20).

A segunda parcela, chamada de matriz geométrica ou de tensdes iniciais, apresenta a
derivada parcial da matriz B em relagio aos deslocamentos nodais. Da Equacio (4.37) temos:

T T T

(4.45)

onde K¢, corresponde a matriz de rigidez geométrica classica, e K¢, € Kg, aparecem devido ao
uso de um esquema de atualiza¢do nao linear para o vetor normal. Essas matrizes sdo obtidas
utilizando a metodologia apresentada por Surana (1983).

Observando a ultima parcela da Equacao (4.45), € possivel obter-se:

oA T
K, = / 6" oav = / GTSGav (4.46)
\%4 u \%4

onde S € a matriz de tensdes de Piola-Kirchhoff II:

So00

S=10 S0 (4.47)
0 0S

com
Ou Ty Tz 000

S= Ty Oy Ty| © 0=10 00 (4.43)
Ty Tyz Oy 000

Podemos obter a primeira matriz de rigidez contendo os efeitos das fun¢des nao
lineares de rotacdo K¢, partindo da segunda parcela da Equagao (4.45):

dGT

K- —
G2 v du

H 6dV (4.49)

Podemos obter um vetor auxiliar k realizando as seguintes manipulagdes algébricas:

oG” ) ) o 0
- HTO':%(GTHTG):%(GTG):%(k) (4.50)
onde

*_
c —{Gx Ty Tz Toy Oy Tyz Tz Tyz GZ} (4.51)
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e
2 \
Ry x0x + Ra,yTry + Ra . Tz
Ry xTyy +RayOy + Ry 7 Ty,
Ko = ¢ RyxTo; + RayTy; + Ra . O; (4.52)
cxpgi—kcypg‘y —Fcng‘z
Cx pgx tcy pgy +c; pffz
onde
Cx =HuxOx+Hay Ty + Haz T, (4.53)

Cy = Hyx Toy +Hay Oy +Ha 7 Ty,

C; =Hyx Ty, + Hyy Ty, + Hy 7 O

Substituindo a Equacido (4.50) na Equacgdo (4.49) podemos escrever a primeira matriz de rigidez

contendo os efeitos das funcdes ndo lineares de rotagdo do elemento (K(G";)) como:

K= [ %(m v (4.54)
(0 0 0 0 0 ]
000 0 0
= /V 000 0 0 dv
0 0 0 crpl®+eyp+e.pl® copll +eypil +copl?
_O 0 0 ¢ pﬁiﬁ +cy pg,ﬁ +c; pgzﬁ Cx paﬁxﬁ +cy pgyﬁ +c; pgf |

onde p2%, e P , pg P g0 as segunda derivadas termos p em relacdo as rotagdes ¢, e 3,. Além

disso, notamos que:

Ki=0 i>1, a<np seita (4.55)

Portanto, essa matriz € toda nula, exceto por blocos (2 x 2) que ficam proximos a diagonal da
matriz. Esses blocos sdo formados pelos quatro termos nio nulos correspondentes aos graus de
liberdade de rotac@o de cada ponto de controle, como visto na matriz apresentada na Equacao
(4.54).

Por fim, podemos obter a segunda matriz de rigidez contendo os efeitos das funcdes
ndo lineares de rotacdo K, partindo da terceira parcela da Equagdo (4.45):

dGT

_ T
=] GuATedv (4.56)

K¢
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Podemos obter um vetor auxiliar 1 realizando as seguintes manipulagdes algébricas:

dGT d d

-~ ATo = 3a (GTAT o) = % (GTAg) = U (4.57)
onde
AN 2 \
Asl Oxllx+ Txylly+ Tyglh ;
Ao ToyU x+ Oyl y + Ty U,
Ag3 Tz Uy + Ty Uy + O U,
Ass OxVyt TiyVy+ Tz Vg
Ac=<{As5 0 = Ty Ve + Oy Vy+ Ty, v, (4.58)
Asé Tz Vet Ty vy + 07V,
As7 OxWx+ ToyWy+ Ty W,
Ass ToyWx +OyWy + Ty W,
\Acg) | T Wt Ty Wy + 0w |
e
( \
RuxAc1 +RayAc2 + RaAc3
Ry xAcs~+ RayAss +RaAce
le = q RaxAc7+ RayAcs + Ra:Aco (4.59)
dx pg, +dy Py, +d: pg;
dy ph, +dy phy +d: pl, )
onde
dy=HyxAs1 +HyyAsr +Hy;Ags, (4.60)

dy = Ha,xAG4 + Ha7yA65 + Ha,ZAG6>
dz = Ha,xA0'7 +Ha7yA0'8 + Ha7zAG9-

Substituindo a Equagdo (4.56) na Equacdo (4.55) podemos escrever a segunda matriz de rigidez

contendo os efeitos das funcdes ndo lineares de rotagdo do elemento (K(G’f)) como:

K\ = /V aiu(la) dv (4.61)
0 0 0 0 0 ]
000 0 0
= /V 000 0 0 dv
000 dxpga+dypg?+dng“ dxpgcﬁ—kdypgp%—dng‘f
0 0 0 depl? +dypiP +dps® dphP +ay pEP +d.ph? |



75

Além disso, notamos que
Ki/=0 i>1, a<np seita (4.62)

Podemos notar que, essa matriz tem a mesma estrutura de K¢, e € toda nula, exceto por blocos
(2 X 2) que ficam proximos a diagonal da matriz.

As segundas derivadas do termo p utilizadas nos desenvolvimentos acima sdo dadas,
para cada caso, por:

Atualizagdo para Rotacoes Moderadas (ARM):

py*=0, pif=0 ¢ pbf=0 (4.63)
Atualizagdo Linear (AL):

pi*=0, pf=0 e pf=0 (4.64)

Atualiza¢do Linear Normalizada (ALN):

o
b 2LVl o L, o Vo LY 1V

aa __ "ta af _ Mta
pa 2 ( La )’ pa 2 ( La
Bt BB ¢
ha _2La v a +La V34
o= 2 5 : (4.65)

onde as primeiras derivadas do comprimento do vetor ndo normalizado, LY e LE , sdo dadas por:
o
Li=— e == (4.66)

. . ~ . o ~
e as segundas derivadas do comprimento do vetor ndo normalizado, LY%, L, B e LE B , sao dadas

por:
1 — (L%)? —1orf 1—(LFy?
LY = —(L a) pab_ R —(L ) (4.67)
Atualizacdo Quadrdtica (AQ):
ao hq t af BB hq t
P, = ?(_Viia)’ a 0 ¢ P = ?(_V3a) (468)

E importante notar que as matrizes Kg, Kg,, K, € Kg, da estrutura sdo obtidas de

modo idéntico ao que € realizado na anélise linear.
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4.6 Analise Nao Linear Geométrica

A equacdo de equilibrio em sua forma geral, mostrada na Equacao (4.42), pode ser
reescrita de modo a incluir um residuo r que representa o desbalanceamento entre forgas internas

e externas:
r(u,A) =g(u) —f=g(u) - 1q (4.69)

onde q é um vetor de carga de referéncia e de magnitude arbitrdria e A é o pardmetro de
forca responsavel pelo escalonamento do vetor . No equilibrio, r = 0, pois as for¢as internas
igualam-se as externas.

Qualquer estado de equilibrio da estrutura pode ser descrito por um par (u,A) que
satisfaca a Equacdo (4.69). Assim as curvas cargas-deslocamentos correspondem aos graficos
do fator de carga x deslocamento, formados por pontos (u,A). Essa curva carga-deslocamento,
também conhecida como caminho de equilibrio, ¢ uma ferramenta importante para estudar um
sistema estrutural com comportamento nao linear, pois a mesma permite analisar a estabilidade
do sistema, avaliar sua capacidade de carga e quantificar sua sensibilidade as imperfei¢des
iniciais.

A solucgdo da Equacgao (4.69) necessita da utilizacdo de um método de solu¢do nao
linear, como o Método de Newton-Raphson (CRISFIELD, 1991). Esse método € baseado na

linearizacdo da Equacdo (4.69), como se segue:

rn:r—i—ﬂBu—kﬁSl = r,=r+Kyou—90Aq (4.70)
Ju oA

onde o subscrito n representa o valor do novo residuo. Ja os valores anteriores sdo apresentados
sem subscrito.

Para uma estrutura com n graus de liberdade, a imposi¢ao do equilibrio é representada
por um sistema de n equagdes. Porém, € preciso determinar tanto os deslocamentos u quanto o
fator de carga A para descrever completamente o caminho carga-deslocamento, fazendo com que
o sistema tenha n + 1 incégnitas.

Devido a diferenca entre o nimero de incdgnitas e equacdes, a resolucao das equacdes
de equilibrio de forma direta é impossibilitada, sendo preciso adotar um dos métodos de tracado
do caminho de equilibrio (path-following methods), como o Método de Controle de Carga,
Controle de Deslocamento ou Comprimento de Arco (CRISFIELD, 1991).

Nos métodos de controle de carga e controle de deslocamento, uma das n + 1

varidveis € mantida constante a cada passo, tornando possivel a solucdo do sistema. J4 nos
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métodos de comprimento de arco, uma equacao adicional € utilizada, mantendo varia¢des tanto
na carga quanto nos deslocamentos.

Por se tratarem de métodos iterativos, € necessdrio determinar quando o método de
Newton-Raphson atingiu a convergéncia considerando uma tolerancia fol que satisfaca a seguinte
condicdo:

Il @4.71)
max (1, ||q]])

O método adotado para tracar o caminho de equilibrio neste trabalho é o Com-
primento de Arco (Arc-Length), pois ele é capaz de capturar comportamentos complexos de
snap-through (diminui¢do da carga) e snap-back (diminui¢ao dos deslocamentos), fendmenos

apresentados na Figura 26.

Figura 26 — Caminho de equilibrio com snap-through e snap-back.
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Fonte: Silva (2021).

Esse método foi proposto por Wempner (1971) e Riks (1979), tendo como objetivo o
tracado completo dos caminhos de equilibrio de estruturas que apresentassem comportamentos
complexos. Posteriormente, outras formulagdes para o método foram propostas, na qual se
destaca 0 método do Comprimento de Arco Cilindrico (CRISFIELD, 1981; RAMM, 1981), os
quais serdo utilizados no presente trabalho. Mais detalhes sobre o método e sua implementagao

podem ser encontrados nos trabalhos de Crisfield (1991) e Parente et al. (2006).

4.6.1 Anadlise de Estabilidade

A formulacgdo apresentada neste trabalho € uma extens@o da proposta por (SOUSA

et al., 2023) e, assim como ela, foi desenvolvida de modo que possa ser utilizada para avaliar a
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carga critica, descrever o comportamento pds-critico e o tracado do caminho de equilibrio de
cascas a medida que deslocamentos variam.

Existem dois tipos de perda de estabilidade, sendo eles por bifurcacido ou por ponto
limite. A perda de estabilidade por bifurca¢do acontece quando dois ou mais caminhos de
equilibrio se cruzam, onde o caminho inicial é chamado de primério e os outros de caminhos
secundérios ou pos-criticos, como ilustrado na Figura 27a. O ponto critico, nesse caso, ¢ chamado

de ponto de bifurcacgdo.

Figura 27 — Tipos de perda de estabilidade.

Direcéo 2

Ponto de Bifurcagéo Ponto Limite

Caminho Secundario

Direcéiol

Caminho Primario

Ponto Limite

>

(a) Perda de estabilidade por Bifurcagio (b) Perda de estabilidade por Ponto Limite

Fonte: Adaptado de Silva (2008).

Ja a perda de estabilidade por ponto limite se d4 quando a tangente a curva é nula,
como ilustra a Figura 27b, sendo o tipo mais comum em estruturas reais. Em ambos os casos,
porém, a matriz de rigidez tangente K7 € singular nos pontos criticos (limite e bifurcagdo).

Assim sendo:

detK(u,A) =0 (4.72)
Alternativamente, o ponto critico pode ser detectado usando a condi¢do de autovalor nulo:
K(u,A)¢ =0, com ||¢|| =1 (4.73)

onde ¢ € o autovetor associado, que representa o modo de flambagem.
De acordo com Wriggers e Simo (1990), podem-se determinar pontos criticos de

estruturas ndo lineares através da combinagdo das Equacdes (4.69) e (4.73), montando um
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sistema nao linear estendido, definido por:

r(u,1)
K, (u,1)¢| =0 (4.74)
o] —1

sendo o par de solugdes do (u.,, Ac) do sistema apresentado na Equag@o (4.74) um ponto critico.

Procedimentos numéricos tém sido propostos para resolver eficientemente este
sistema (WRIGGERS; SIMO, 1990; PARENTE et al., 2006). Ap6s o célculo do ponto critico, o
modo de flambagem associado pode ser usado para sua classificacdo quanto ao tipo de flambagem

(PARENTE et al., 2006):

¢Tf +# 0 = ponto limite
(4.75)

¢7f =0 = ponto de bifurcacio

Finalmente, o modo de flambagem pode ser usado para realizar o branch-switching
(PARENTE et al., 2006) para o caminho pds-critico secundario em um ponto de bifurcagao,
como ilustrado na Figura 28. E importante notar que esta abordagem pode ser usada para estudar
a estabilidade de estruturas perfeitas e imperfeitas, com instabilidade por bifurcagdo e pontos
limite. Além disso, funciona bem quando ndao hd modos distintos com a mesma carga critica, ou

seja, outros caminhos partindo do mesmo ponto critico.

Figura 28 — Pontos criticos e caminhos de equilibrio.

Ponto Limite
(primario)
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Bifurcacdo
< (secundario)

~

Deslocamento
Fonte: Silva (2021).

Quando os deslocamentos pré-criticos sdo pequenos, a matriz de rigidez Kg, dada na
Equacdo (4.44), pode ser obtida através de uma andlise linear, uma vez que os termos nio lineares
da matriz B sdo despreziveis. A matriz de rigidez geométrica, por sua vez, € proporcional ao

carregamento aplicado.
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Como a matriz tangente pode ser decomposta na soma da matriz do material e

geométrica, temos:
Kr =Kg+Kg (4.76)

Considerando que a matriz tangente do material € igual a matriz de rigidez linear (u., = 0) e
a matriz geométrica depende de um fator de carga A é proporcional a matriz para a carga de

referéncia, temos que:

K: =K, 4.77)

K; = AKg (4.78)
Assim, substituindo na Equacgao (4.73), tem-se:
(Ko+AKg)¢ =0 (4.79)

onde Kg é a matriz de rigidez linear, obtida através de uma andlise linear, A é a carga critica
e ¢ é o modo de flambagem. Essa andlise é conhecida como estabilidade linear (eingenvalue
buckling) e oferece boas aproximagdes para a carga critica de estruturas que sofrem perda de

estabilidade com deslocamentos pré-criticos despreziveis, como na Figura 27a.

4.7 Implementacao Computacional

Nesta secdo, descreveremos as implementagdes que foram necessarias a extensao
da formulacao linear, descrita no Capitulo 3, para andlise ndo linear. As implementagdes
foram realizadas no software de c6digo aberto FAST (Finite element AnalySis Tool), escrito em
linguagem C++.

Na etapa inicial da pesquisa, objetivando viabilizar andlises de flambagem linearizada
e ndo linear com rotacdes moderadas (SOUSA et al., 2023), foram implementadas a matriz
que relaciona os incrementos de deslocamentos e suas derivadas (G), a matriz de tensdes de
Piola-Kirchhoff II (S), a matriz relativa aos incrementos de deformacdes nao lineares (By) e a
matriz de rigidez geométrica classica (Kg).

Posteriormente, foram realizadas as implementacdes necessdrias a andlise ndo linear
envolvendo grandes deslocamentos e rotagdes. Foi necessiria uma nova implementacao do
célculo das tensdes de Green-Lagrange, usando as Equacdes (4.22) e (4.24), pois a formulagao

classica utilizada em sélidos 3D baseadas nas matrizes Bg € B, implementadas por Barroso
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(2015), ndo puderam ser aproveitadas para a andlise cascas baseadas no conceito do sélido
degenerado para o caso de grandes rotacoes.

O tratamento das grandes rotagdes realizado foi viabilizado por meio da implementa-
¢ao de diferentes esquemas de atualizacio do vetor p e o cdlculo de suas derivadas. Portanto,
tornou-se necessdria a implementacio das matrizes de rigidez geométrica (Kg, e Kg3) contendo
os efeitos dos termos ndo lineares utilizados na atualizacdo do vetor normal.

Os algoritmos utilizados neste trabalho para analise ndo linear e de estabilidade ja

estavam implementados no FAST.
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta os resultados obtidos da utilizagdo da formulagdo isogeomé-
trica desenvolvida. As implementacdes foram realizadas no software de codigo aberto FAST
(Finite element AnalySis Tool), escrito em linguagem C++. O FAST estd em desenvolvimento
continuo no Laboratério de Mecanica Computacional e Visualizagdo (LMCV) da Universidade
Federal do Ceara.

Utilizaremos exemplos geometricamente lineares e ndo lineares, considerando ma-
terial linear eldstico isotropico, para testar a implementacdo e demonstrar a capacidade da
formulagdo proposta para problemas com pequenos e grandes deslocamentos. O objetivo princi-
pal € investigar como as hipdteses assumidas para o desenvolvimento da formulacao e escolhas
(esquemas de integracdo, método de célculo de vetores diretores e de atualizacio das rotacdes)
discutidas nos capitulos anteriores afetam as respostas mecanicas das anélises.

As ordens das funcdes de base NURBS nas duas direcOes paramétricas sao iguais, a
menos que seja especificado o contrdrio. A ordem serd denotada por p. As elevacdes de grau dos
modelos foram realizadas por meio de refinamento k, que garante a maior continuidade possivel
em todos os exemplos.

Para determinacao dos vetores normais nos pontos de controle foi realizada uma
técnica baseada em minimos quadrados. O sistema de equagdes foi formado usando os valores
conhecidos dos vetores diretores nos pontos de Greville, como feito por Ghadimi e Hassani

(2023).

5.1 Analise Linear

Nos problemas a seguir realizaremos véarios estudos de convergéncia em trés ben-
chmarks cléassicos do conhecido Shell Obstacle Course proposto por Belytschko et al. (1985)
para avalia¢do do desempenho de formulagdes para andlise linear de cascas. Como os exemplos
possuem cardter de linearidade geométrica, ndo sao necessdrias atualizacdes de rotacao.

Nestes estudos consideraram-se elementos NURBS quadréticos e ctbicos, e trés
esquemas de integracdo: integracdo completa (Full), reduzida uniforme (Ryny) e reduzida
isogeométrica (Rajg). Dois pontos de Gauss sdo considerados na espessura (direcdo ¢) em todos

OS casos.
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5.1.1 Cascade Scordelis-Lo

Este exemplo trata de uma casca cilindrica com suporte de dois diafragmas rigidos em
suas extremidades curvas. O diafragma rigido € simulado restringindo todos os deslocamentos no
plano na extremidade suportada e a rotacdo em torno do vetor tangente na direcdo circunferencial.
A casca estd sujeita a uma carga vertical g devida ao seu peso proprio, sendo a carga distribuida
por toda a sua drea superficial. As duas bordas laterais restantes estdo livres. O modelo estrutural

e as propriedades da casca sdo mostrados na Figura 29.

Figura 29 — Descri¢do da casca de Scordelis-Lo e malha 4 x 4.

E=432-108
v=0.0
g=90
R =25
L=50
t=0.25

Fonte: Elaborada pelo autor.

Este teste foi reportado pela primeira ver por Scordelis e Lo (1964). Também
foi resolvido com sucesso, por Hughes et al. (2005) e por Dornisch et al. (2013), usando a
AIG. Esta estrutura de casca em particular serve como um problema cldssico para avaliaciao do
travamento de membrana, pois ja € esperado que esta estrutura de casca sofra destas patologias.
As deformagdes de membrana e de flexdo dominam o problema, sendo o cisalhamento transversal
desprezivel (ADAM et al., 2015a). Segundo Belytschko et al. (1985), mesmo elementos com
problemas sérios de travamento de membrana exibirdo convergéncia moderada, mas, imprecisdes
na avaliacdo da tens@o da membrana impedirdo significativamente a convergéncia.

Devido a simetria do problema, apenas um quarto da casca foi considerada nas andli-
ses. O modelo foi discretizado em 6 malhas uniformes distintas (de 1 x 1 a 32 x 32 elementos)
seguindo o mesmo padrao, dobrando o nimero de elementos ao longo do comprimento e da

circunferéncia do modelo, conforme mostrado na Figura 30.
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Figura 30 — Malhas usadas na casca de Scordelis-Lo.

e
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ST

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 1 — Deslocamento vertical wy para casca de Scordelis-Lo.

Quadratica Cubica
Elementos por lado Full Ruynt Raig Full Runt Raig
1 0.0279 0.3688 0.3688 0.2589 0.3291 0.3291
2 0.0716  0.2841 0.2841 0.2955 0.3005 0.3005
4 0.2328 0.3003 0.2961 0.3031 0.3032 0.3025
8 0.2955 0.3016 0.3029 0.3018 0.3018 0.3044
16 0.3009 0.3013 0.3026 0.3015 0.3015 0.3035
32 0.3013 0.3014 0.3019 0.3015 0.3015 0.3024

Fonte: elaborada pelo autor.

Para avaliar a convergéncia, o deslocamento vertical para baixo (w4) no ponto médio
da borda lateral (ponto A) foi comparado com a solu¢do de referéncia w:‘ef = (0.3020, obtida por
Dornisch et al. (2013) utilizando elementos de cascas NURBS, também baseados nas hipdteses
de Reissner-Mindlin e na abordagem do continuo degenerado. Um valor um pouco diferente, de
w/rff =0.3024, foi obtido da utiliza¢do de elementos finitos com base na teoria de cascas abatidas
por Scordelis e Lo (1964) e utilizado como solu¢do de referéncia no trabalho de Belytschko et al.
(1985). Os deslocamentos produzidos neste estudo estio representados graficamente na Figura
31.

E possivel observar que, para uma mesma malha, ao elevar o grau das funcdes de
base o resultado melhora significativamente, como apresentado na Tabela 1. Os elementos de
integracdo reduzida, Ryny € Raig, apresentaram resultados muito similares e foram mais precisos
que os elementos de integracdo total, contudo apresentaram comportamento de convergéncia nao

monotonica. Em contraste, as respostas de integracdo completa foram mais rigidas que a solug¢ao

de referéncia.
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Figura 31 — Convergéncia do deslocamento w4 (w:ff = 0.3020) para casca de Scordelis-Lo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O campo de deslocamento é bem comportado e pode ser facilmente aproximado
devido a geometria simples do problema, curvatura constante e carregamento distribuido. Os
resultados demonstram rdpida convergéncia e excelente concordincia com os resultados de
referéncia. Além disso, mesmo para malhas grosseiras, os elementos cibicos fornecem uma

solucdo altamente precisa. A Figura 32 mostra o campo de deslocamento (w4 ) do problema.

Figura 32 — Campo de deslocamento wy (escala 20x) do problema Scordelis-Lo roof.

DISPLACEMENT_IT
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+1.055e-0Z
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-9.347e-0Z
-1.2581e-01
-1.828e-01
-1.875e-01
-Z.32Ze-01
-Z.B68e-01
-3.015e-01

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.1.2 Casca cilindrica comprimida sobre diafragmas rigidos

Este exemplo trata de um cilindro de paredes finas apoiado nas extremidades por
diafragmas rigidos e submetido a duas cargas concentradas situadas em pontos opostos e loca-
lizadas no centro de seu comprimento. O diafragma rigido € simulado por meio da restricao
de deslocamentos e rotacdes, como descrito no exemplo anterior. O modelo estrutural e as

propriedades da casca sdo mostrados na Figura 33.

Figura 33 — Descri¢ao da casca cilindrica comprimida sobre diafragmas rigidos e malha 4 x 4.
E=30-10°
v=0.3

L =600

R =300
t=3.0

P=1

P/4

Fonte: Elaborada pelo autor.

Este problema foi estudado por Belytschko et al. (1985) utilizando elementos finitos
baseados na teoria de Reissner-Mindlin e na abordagem do continuo degenerado. Também foi
resolvido com sucesso, por Hughes ez al. (2005) e por Dornisch et al. (2013), usando a AIG.
Este € um teste severo utilizado para avaliar da capacidade do elemento de casca de representar
com precisao as deformagdes da membrana e de flexdo, especialmente perto dos pontos de
aplicacdo das cargas (BELYTSCHKO et al., 1985). As deformagdes causadas pelo cisalhamento
sdo insignificantes, fazendo com que formulacdes de casca Reissner-Mindlin e de casca de
Kirchhoff-Love produzam resultados semelhantes (DORNISCH et al., 2013).

Devido a simetria do problema, apenas um oitavo da casca foi considerado nas
analises. A Figura 34 ilustra as malhas utilizadas neste exemplo, modeladas seguindo a mesma

estratégia de discretizacao descrita no Exemplo 5.1.1.
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Tabela 2 — Deslocamento vertical w4 para casca cilindrica comprimida sobre diafragmas rigidos.

Quadratica Ctbica
Elementos por lado Full Runt Raic Full Runt Raig
1 4199% 1077 1.977x107°% 1.977x10°% 7.833x 1077 1.460x 107> 1.460x 10>
2 7.192x 1077 8.712x 1077 8.712x 1077 1.328x107% 1.368x107° 1.368x 10~°
4 1.812x107% 2.538x 107 7.097x107° 6.144x107% 6.510x107° 7.847x 10~°
8 6.553x 107 9.264x 107 1.490x107° 1.516x10™° 1.564x107> 1.745%x 107
16 1.492x 107> 1.735x107° 1.872x 107> 1.828 x 107> 1.832x 107 1.879x 1073
32 1.805x 1075 1.841x107> 1.879x 107> 1.851x 107> 1.851x107° 1.879x 1073

Fonte: elaborada pelo autor.

Em seu trabalho, Belytschko et al. (1985) usou como referéncia um valor de deslo-

camento de wzef

= 1.8248 x 107 para andlises utilizando MEF. Para avaliar a convergéncia,

o deslocamento vertical para baixo (w4) no ponto de aplicacdo da carga foi comparado com a

solucao de referéncia w;ff = 1.8400 x 107, obtida por Dornisch (2015) utilizando elementos

de cascas NURBS, também baseados nas hipéteses de Reissner-Mindlin e na abordagem do

s re
continuo degenerado. Um outro valor, w,

f

= 1.8780 x 1073 foi obtido com a utilizacdo de

elementos isogeométricos também baseados na teoria Reissner-Mindlin e conceito de sélido

degenerado por Adam et al. (2015a), utilizando o esquema de integracio isogeométrica proposta

pelo autor (Rajg). Os deslocamentos produzidos neste estudo estdao representados graficamente

na Figura 35.

Figura 34 — Malhas usadas na casca cilindrica comprimida sobre diafragmas rigidos

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Diferente do exemplo anterior, todos os elementos utilizados apresentaram trava-
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mento nos primeiros niveis de refinamento. Segundo Dornisch et al. (2013), o travamento €
responsavel pela lenta convergéncia das respostas das cascas de Reissner-Mindlin de ordem mais
baixa, p = 2. E possivel observar que, para uma mesma malha, ao elevar o grau das fungdes de
base o resultado melhora significativamente, como apresentado na Tabela 2.

A integracdo reduzida isogeométrica Rajg melhorou consideravelmente a precisdo
da resposta para todos os graus, contudo, forneceu resultados mais flexiveis em relacdo aos
demais esquemas de integracdo, mas que convergem para a solucdo de Adam et al. (2015a).
A elevacdo de grau mostrou-se importante para melhorar a convergéncia da resposta obtida,
resultando em desempenhos similares ao considerarmos malhas ctibicas. Embora a reposta para
a integracao Ryny seja muito proxima da obtida da integracdo completa (Full), ela se mostra uma
boa alternativa devido ao menor custo computacional. Com o refinamento do modelo, todos os
esquemas de integracdo tendem a convergir para um valor mais flexivel que o valor de referéncia,

wie/ = 1.840 x 105 (DORNISCH, 2015).

Figura 35 — Convergéncia do deslocamento wyu (w:ff = 1.840 x 107) para casca cilindrica
comprimida sobre diafragmas rigidos.

1.2 - 1.2

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
\ gl Vel
(a) Quadratica. (b) Cubica.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O campo de deslocamento € mais complexo do que o do exemplo anterior devido
ao carregamento ser concentrado. Isto explica também o travamento mais severo observado
neste caso. Além disto, foi necessario um nimero maior de graus de liberdade para obter a

convergéncia da resposta analisada. A Figura 36 mostra o campo de deslocamento (w4) do
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problema.

Figura 36 — Campo de deslocamento wy (fator de escala = 10°) do problema da casca cilindrica
comprimida sobre diafragmas rigidos.

DISPLACEMENT W

+5.125e-08
+2.734e-08
+3.422e-07
-2.04%=-06
-4.440e-06
-6.832e-086
-9.,223e-08
-1.161=s-05
-1.401e-05
-1.640=-05
-1.87%=-05

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.3 Casca hemisférica submetida a forcas radiais alternadas

Este exemplo trata de um hemisfério com corte no polo de 18° submetido a dois
pares de cargas localizadas em pontos opostos do equador. Os pares de cargas tém direcoes
opostas, mas possuem mesma magnitude. As duas extremidades estdo livres. O modelo estrutural

e as propriedades da casca sdo mostrados na Figura 37.

Figura 37 — Descri¢@o da casca hemisférica submetida a forcas radiais alternadas e malha 4 x 4.
E=6.825-107
v=0.3 Extremidade livre
R=10
t=0.04
P=2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Este exemplo € uma versdo modificada do problema do hemistério do Shell Obstacle
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Course de Belytschko et al. (1985) devido ao corte no polo realizado para que se torne possivel
discretizar a geometria utilizando uma malha estruturada de elementos quadrilaterais, o que nao
€ possivel quando a regido do polo € considerada. Foi estudado por Macneal e Harder (1985)
utilizando elementos finitos quadrilaterais de cascas. Também foi resolvido com sucesso, por
Adam et al. (2015a) e por Ghadimi e Hassani (2021), usando a AIG.

Adam et al. (2015a) afirmaram que este € um bom teste para verificar se o elemento
ndo apresenta problemas com travamento de membrana e de cisalhamento. Este € um teste
desafiador pois possui modos de flexao inextensiveis e grandes rotagdes de corpo rigido que sdao
agravados devido a assimetria do problema. A energia da membrana é quase zero (BELYTS-
CHKO et al., 1985; ADAM et al., 2015a). Segundo Belytschko et al. (1985) este exemplo
permite a avaliacdo da capacidade do elemento de lidar com rotacdes de corpo rigido em relacao
as normais a superficie da casca, fazendo com que uma modelagem precisa do movimento do
corpo rigido seja necessdria a um bom desempenho.

Devido a simetria do problema, apenas um quarto da casca foi considerado nas
andlises. A Figura 38 ilustra as malhas utilizadas neste exemplo, modeladas seguindo a mesma

estratégia de discretizacao utilizada nos exemplos anteriores.

Figura 38 — Malhas usadas na casca hemisférica submetida a forcas radiais alternadas

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 3 — Deslocamento vertical w4 para casca hemisférica submetida a forcas radiais alterna-
das.

Quadratica Cubica
Elementos por lado Full Runt Raig Full Runt Raig
1 1.495%x 107> 1.831x 107" 1.831x10°" 9.012x107° 6.308x10°" 6.308 x 10!
2 9.068x 107> 1.967x 10~* 1.967x10~* 2.030x 1073 4.218x1073 4.218x 1073
4 1.882x 1073 9.070x 1073 6.396x 1072 4.085x 1072 5.034x 1072 9.244 x 1072
8 1.962x 1072 8.005x 1072 9471 x 1072 9.212x1072 9.285x 1072 9.544 x 1072
16 7.548x 1072 9.294x 1072 9444 x 1072 9.394x 1072 9.399x 1072 9.433 x 102
32 9.207x 1072 9.364x 1072 9.389x10°2 9375x10°2 9.375x1072 9.387 x 102

Fonte: elaborada pelo autor.

Para avaliar a convergéncia, o deslocamento (w4) no ponto de aplicagdo e na direcdo
do carga foi comparado com a mesma solugdo de referéncia utilizada por Macneal e Harder
(1985), w:ff =9.400 x 10~2. Adam et al. (2015a) também consideraram este valor, embora os
autores tenham mencionado que andlises mais recentes tenham sugerido um valor de referéncia
de w/rff ' =9.300 x 10~2. O valor de referéncia adotado também foi utilizado por Barroso (2022)
para comparacao com seus resultados obtidos usando elementos de Bézier também baseados na

teoria Reissner-Mindlin e conceito de sélido degenerado. Os deslocamentos produzidos neste

estudo estdo representados graficamente na Figura 39.

Figura 39 — Convergéncia do deslocamento wy (w:ff = 9.400 x 10~2) para casca hemisférica
submetida a forcas radiais alternadas.

w2 1 a2

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Vgl Vel
(a) Quadratica. (b) Cubica.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim como no exemplo anterior, todos os elementos utilizados apresentaram trava-
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mento nos primeiros niveis de refinamento. Mais um vez, a elevacio do grau das funcdes de base
melhora significativamente o resultado para uma mesma malha, como apresentado na Tabela 3.

Novamente, a integracdo reduzida isogeométrica Rajg melhorou a precisdo da
resposta para todos os graus e o refinamento do modelo fez com que todos os esquemas de
integracdo convergissem para uma valor muito préximo ao de referéncia. Embora a integragdo
Raig apresente uma convergéncia mais rdpida, o esquema de integracdo Ryny fornece um
comportamento de convergéncia mais estavel. O uso de elementos com grau mais elevado
mostrou-se importante para melhorar a convergéncia da resposta obtida, principalmente para
integracdes completa (Full) e Ryny.

O campo de deslocamentos apresenta grande complexidade devido a dupla curvatura
da geometria, além do carregamento concentrado. O fato deste exemplo ser uma casca de
parede fina também explica o severo travamento observado. A Figura 40 mostra o campo de
deslocamento (w4 ) do problema.

Figura 40 — Campo de deslocamento wy (fator de escala = 30) do problema da casca hemisférica
submetida a forcas radiais alternadas.

DISFLACEMENT W

+58.387=-02
+8.448=-02
+7.510e-0Z2
+6.571e-02
+5.632=-02
+4.6%4e-02
+3.755e-02
+2.816e-02
+1.877e-02
+9.387=-03
-1.7%4=-07

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2 Analise Nao Linear

Nos problemas a seguir realizaremos vérios estudos através de benchmarks de
andlise ndo linear considerados em diversos trabalhos na literatura para avaliacdo do desempenho
formulagdes para anélise ndo linear geométrica de cascas. Todos os exemplos considerados aqui

foram estudados por Sze et al. (2004), que realizou uma selec@o dos testes ndo lineares de cascas
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mais populares.

Como discutido no Capitulo 4, s3o necessdrias atualizacdes das rotagdes, visto que 0s
exemplos possuem cardter de ndo linearidade geométrica. Exceto em casos especificados, serdo
consideradas as quatro estratégias de atualizacdo do vetor normal, para Rotagdes Moderadas
(ARM), Linear (AL), Linear Normalizada (ALN) e Quadratica (AQ).

Nestes estudos consideraram-se apenas elementos NURBS cubicos, visto melhor
desempenho apresentado no exemplos lineares e maior popularidade entre as andlise isogeomé-
tricas realizadas na literatura. Como esperado, devido a maior ordem das bases empregadas,
estes elemento apresentam convergéncia mais acelerada e menor suscetibilidade ao travamento,
quando comparados aos elementos NURBS quadraticos.

Salvo nos casos onde o contrério € especificado, os trés esquemas de integracdo
sdo utilizados: integracao completa (Full), reduzida uniforme (Ryny) e reduzida isogeométrica

(Ra1g). Dois pontos de Gauss sdo considerados na espessura da casca em todos 0s casos.

5.2.1 Viga engastada submetida a carga na extremidade

O primeiro exemplo de andlise ndo linear neste trabalho trata de uma viga em balanco
modelada como uma placa submetida a uma carga distribuida transversal de magnitude P em sua

extremidade livre (SZE et al., 2004), conforme apresentado na Figura 41.

Figura 41 — Descri¢do da viga engastada com carga na extremidade e malha 1 x 8.

E=12-10°
v=0.00 &,

_ Eag
L=10 lo
b=1
h=0.1
Pméx:4

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste problema, dominado pela flexdo, podem ser avaliados o comportamento nao

linear de flexdo fora do plano e o comportamento de travamento por cisalhamento (HAN et al.,
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2024). Utilizando formulacdo isogeométrica NURBS para andlise ndo linear de cascas baseadas
nas hipéteses de Reissner-Mindlin e na abordagem do continuo degenerado, este problema foi
utilizado por Ghadimi e Hassani (2023) como teste para validacdo, e também foi resolvido com
sucesso por Han et al. (2024).

O problema foi modelado sem consideracao de simetria. Foram utilizadas quatro
malhas seguindo um mesmo padriao, dobrando o nimero de elementos ao longo do comprimento
e considerando o nimero de elementos na largura sempre igual a um. Assim, as malhas possuem
1x1,1x2,1x4elx8elementos.

Aqui, apenas as integracdes completa (Full) e reduzida uniforme (Ryny) foram
consideradas, visto que como a malha ndo € quadrada ndo podemos utilizar o esquema de pontos
de integracdo associado a integracao reduzida isogeométrica (Raig).

O Método de Controle de Carga com itera¢des de Newton-Rapshon foi utilizado para
realizar as andlises ndo lineares. A carga foi aplicada utilizando 20 incrementos uniformes e a
tolerancia adotada para a forca residual foi de 10~°. As curvas carga-deslocamento foram obtidas
considerando os deslocamentos —u € w no ponto A, na extremidade livre onde a carga € aplicada.
Os resultados, obtidos utilizando as diferentes estratégias de atualiza¢do do vetor normal, sdo
apresentados na Figura 42. Também sdo mostrados em todos os graficos os resultados obtidos
por Sze et al. (2004), utilizando uma malha de 1 x 16 elementos S4R de um modelo de casca
geral do software ABAQUS.

Podemos observar que a integragdo completa apresenta uma convergéncia monoto-
nica, enquanto no esquema de integracdo Ryny esse comportamento ndo € mais garantido ,
ocorrendo uma oscila¢io nos resultados de forma que o modelo se torna mais flexivel ou rigido
a depender do refinamento adotado. Com o refinamento do modelo, todos os esquemas de
integracao convergiram para a solucao esperada, de maneira que os resultados com elementos
cubicos considerando os dois esquemas de integracdo sao quase idénticos aos resultados de
Sze et al. (2004). Como o custo computacional da integracao reduzida uniforme € menor, essa
se mostra uma escolha interessante devido sua eficiéncia e serd utilizada nos nossos proximos
estudos.

Como esperado, as curvas descritas utilizando a estratégia ARM ndo consegue
descrever bem o comportamento ndo linear da estrutura, uma vez que o problema envolve
grandes rotacdes. Também podemos observar que para este exemplo as estratégias ALN e AQ

obtiveram respostas muito similares e de excelente concordincia com a literatura. Quanto a AL,
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independentemente do nivel de discretizacao da malha, os resultados obtidos ndo apresentam a
mesma concordancia e demostram um modelo de comportamento mais rigido que o observado
mediante a utilizacdo das outras duas estratégias. A Figura 43 apresenta as curvas de carga-
deslocamento para as estratégias de atualizacdo que resultaram em uma melhor resposta (Figura

42) obtida por modelos utilizando o esquema de integracdo Ryny.

Figura 42 — Curvas carga-deslocamento da viga engastada com carga na extremidade, para
diferentes estrategias de atualizac@o. Full (linha sélida), Ryny (linha tracejada).

B Ref. -ulx1 w 1x1 -u2x2 w 2x2 -u4x4 w 4x4 -u 8x8 w 8x8
(b) AL
.
°
.
8 8
8 8
Deflexao

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em todas as simulagdes foi considerado um niimero de incrementos de carga (NINC)
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igual a 20 para reproduzir resultados para os mesmos pontos tabelados por Sze et al. (2004). A
Tabela 4 apresenta os nimeros total e médio de iteracdes necessarios para obtencao da curva de
carga-deslocamento de cada estratégia de atualizacao do vetor normal. Pode-se observar que
além de melhor descrever o comportamento nio linear da estrutura analisada, as estratégias ALN
e AQ resultam em nimeros total e médio de iteracdes muito menores em relacdo aos nimeros
total e médio obtidos para a op¢do AL. A estratégia ALN apresentou um desempenho muito

similar em relagdo a AQ, quando ndo superior.

Figura 43 — Curvas carga-deslocamento da viga engastada com carga na extremidade, para
estratégias de atualizacdo AL (linha tracejada) e AQ (linha s6lida) utilizando integracao reduzida
uniforme (Rynp).

4 4
3 3
S S
s 2 52
Q Q
B Ref.
-ulx1
1 — u2x2 | ] 1
— -u4x4
-u 8x8
0 0 ¢
4 6 8 0 2 4 6 8
Deflexdo Deflexao
(a) Carga-deslocamento —u. (b) Carga-deslocamento w.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4 — Numero total de iteracdes (TITER) e média de iteragdes (MITER) para cada malha e
estratégia de atualizacio do vetor normal, para a viga engastada. NINC = 20.

Malha 1x1 1x2 1x4 1x8
Atualizacio ARM AL ALN AQ ARM AL ALN AQ ARM AL ALN AQ ARM AL ALN AQ

TITER 99 251 108 109 99 172 104 104 99 172 106 106 99 170 104 105
MITER 4.95 12.55 5.40 545 495 860 520 520 495 86 530 530 495 850 5.20 5.25

Fonte: elaborada pelo autor.

As deformadas do modelo obtidas considerando niveis crescentes de carregamento
sao apresentadas na Figura 44, mostrando que a estrutura realmente apresenta grandes desloca-

mentos e rotacoes.
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Figura 44 — Deformadas da viga engastada com carga na extremidade.

—r o \p

(@P=1. (b)P=2. (c) P=3. (d)P=4.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.2 Placa anular fendida submetida a forca de elevagao

Anélise ndo linear de uma placa anular fendida submetida a uma carga uniforme-
mente distribuida P aplicada em uma extremidade da fenda enquanto a outra extremidade da
fenda estd totalmente engastada (SZE et al., 2004). Nao foram encontradas referéncias onde
este problema tenha sido estudado utilizando formulagdo isogeométrica NURBS para anélise
ndo linear de cascas baseadas nas hipdteses de Reissner-Mindlin e na abordagem do continuo

degenerado.

Figura 45 — Descri¢do da placa anular fendida e malha 5 x 40.
E=21-10°

v=0.0

R=10,R=10

t=0.03

Pmix = 0.8 (forca/comprimento)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Foram utilizadas apenas duas malhas: uma possuindo 2 x 20 elementos, e a outra
5 x 40 elementos. Aqui, novamente, ndo podemos utilizar o esquema de pontos de integracao
associado a integracao reduzida isogeométrica (Rajg) € apenas as integracdes completa (Full) e
reduzida uniforme (Rynp) foram consideradas.

O Método de Controle de Carga com iteracdes de Newton-Rapshon foi utilizado para
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realizar as andlises ndo lineares. A carga foi aplicada utilizando 40 incrementos uniformes e a
tolerdncia adotada para a forca residual foi de 10™*. As curvas carga-deslocamento foram obtidas
considerando os deslocamentos w nos pontos A € B, na extremidade livre onde a carga € aplicada.
Os resultados, obtidos utilizando as diferentes estratégias de atualizacdo do vetor normal, sdo
apresentados na Figura 46. Também sdo mostrados em todos os graficos os resultados obtidos
por Sze et al. (2004), utilizando uma malha de 10 x 80 elementos S4R de um modelo de casca

geral do software ABAQUS.

Figura 46 — Curvas carga-deslocamento da placa anular fendida, para diferentes estrategias de
atualizacdo. Full (linha sélida), Ryny (linha tracejada).
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0.8

For¢a/comprimento

0.6 |

0.4

027

I I I 0 I I I
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Deflexdes verticais nos pontos A e B

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Com o refinamento do modelo, todos os esquemas de integracdo convergiram para a
solucdo esperada, de maneira que os resultados obtidos com elementos cibicos considerando
os dois esquemas de integracdo sdo quase idénticos aos resultados de Sze et al. (2004). Como
o custo computacional da integracdo reduzida uniforme € menor, essa se mostra uma escolha
interessante devido sua eficiéncia e serd utilizada nos nossos préximos estudos.

O comportamento observado no Exemplo 5.2.1 se repete com respostas muito
similares e de excelente concordancia com a literatura para as estratégias para atualizacio
das rotacdes ALN e AQ, mas com a estratégia AL demonstrando comportamento mais rigido,
independentemente do nivel de discretizacdo da malha. A Figura 47 apresenta as curvas de
carga-deslocamento para as estratégias de atualizacdo que resultaram em uma melhor resposta
(Figura 46) obtida por modelos utilizando o esquema de integracao Ryng.

Figura 47 — Curvas carga-deslocamento da placa anular fendida, para estratégias de atualizagdo
AL (linha tracejada) e AQ (linha sélida) utilizando integracdo reduzida uniforme (Ryni).

0.8 0.8 T T T »
0.6 0.6
o o
5 5
g g
= =
a a
g 047 g 047
5] 5]
Q Q
R )
=1 =1
5] 5]
o o
0.2 m  Reference | ] 0.2t ®  Reference
W, 2%20 wp 2%20
— w, 5%40 — wyg 5x40
0 ' ' ' 0 ' ' '
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Deflexdes verticais nos pontos A ¢ B Deflexdes verticais nos pontos A ¢ B
(a) Carga-deslocamento wy. (b) Carga-deslocamento wp.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em todas as simulacdes foi considerado um niimero de incrementos de carga (NINC)
igual a 40 para reproduzir resultados para os mesmos pontos tabelados por Sze et al. (2004). A
Tabela 5 apresenta os nimeros total e médio de iteracdes necessarios para obtencao da curva de
carga-deslocamento de cada estratégia de atualizacdo do vetor normal. Novamente, as estratégias
ALN e AQ resultam em nimeros total e médio de iteragdes muito menores em relacdo aos

numeros total e médio obtidos para a op¢ao AL.
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Tabela 5 — Numero total de iteracdes (TITER) e média de iteragdes (MITER) para cada malha e
estratégia de atualizacio do vetor normal, para a placa anular fendida. NINC = 40.

Malha 2x20 5x40
Atualizacito ARM AL ALN AQ ARM AL ALN AQ

TITER 259 392 255 251 346 370 252 248
MITER 6.47 9.80 6.38 6.28 8.65 9.25 6.30 6.20

Fonte: elaborada pelo autor.

As deformadas do modelo obtidas considerando niveis crescentes de carregamento
sdo apresentadas na Figura 48, mostrando que a estrutura realmente apresenta grandes desloca-

mentos e rotagdes.

Figura 48 — Deformadas da placa anular fendida.

DADD

() P=0.2. (b)P=04. (c) P=0.6. (d)P=038.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.3 Casca hemisférica submetida a forcas radiais alternadas

Este exemplo trata da andlise nao linear do hemisfério com corte no polo de 18°
submetido a dois pares de cargas localizadas em pontos opostos do equador (SZE et al., 2004),
apresentado no exemplo linear 5.1.3. Os pares de cargas t€m direcdes opostas, mas possuem
mesma magnitude. As duas extremidades estdo livres. O modelo estrutural e as propriedades da
casca sao mostrados na Figura 49.

Neste teste mais desafiador, que combina efeitos de flexdao e membrana, pode-se
demonstrar a capacidade da formulacdo para representacdo de problemas envolvendo grandes
deslocamentos (HAN et al., 2024). Utilizando formulacio isogeométrica NURBS para andlise
ndo linear de cascas baseadas nas hipdteses de Reissner-Mindlin e na abordagem do continuo
degenerado, este problema foi estudado por Adam et al. (2015b) aplicando técnicas de integra¢ao
completa e reduzida. Também foi resolvido com sucesso por Han et al. (2024).

Devido a simetria do problema, apenas um quarto da casca foi considerado nas

analises. O modelo foi discretizado em 2 malhas uniformes distintas com 8 X 8 ¢ 16 x 16
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elementos.
Figura 49 — Descri¢ao da casca hemisférica e malha 8 x 8.
E=6.825-10
v=0.3 Extremidade livre
R=10
t=0.04 (%
Pmax = 400 C}/‘;
N >
5
75}
B pp
-u
- i
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Fonte: Elaborada pelo autor.
O Método de Controle de Carga com iteracdes de Newton-Rapshon foi utilizado

para realizar as andlises ndo lineares. A carga foi aplicada utilizando 20 incrementos uniformes
e a tolerancia adotada para a forca residual foi de 10~%. As curvas carga-deslocamento foram
obtidas considerando os deslocamentos w no ponto A e —u no ponto B, nos pontos de aplicagao
das cargas concentradas. Os resultados, obtidos utilizando as diferentes estratégias de atualizacdo
do vetor normal, sdo apresentados na Figura 50. Também sao mostrados em todos os gréificos os

resultados obtidos por Sze et al. (2004), utilizando uma malha de 16 x 16 elementos S4R de um

modelo de casca geral do software ABAQUS.
O esquema de integracdo (Rajg) apresenta melhor precisdo, especialmente para
discretizagdes grosseiras. Porém, os resultados para a malha mais refinada (16 x 16) nao

descrevem a curva completa, atingindo apenas 0,4 do fator de carga, exceto para o caso onde

uma estratégia ARM para atualizagdo dos vetores diretores € utilizada (Figura 50 (a)).
Com o refinamento do modelo, todos os esquemas de integracao convergiram para

a solucdo esperada, de maneira que os resultados para todos os esquemas de integracao sao
praticamente idénticos aos resultados de Sze ef al. (2004). Finalmente, os resultados mostram
que as integracoes reduzidas aliviam o problema do travamento, levando a uma convergéncia
mais rdpida. Além disso, como o custo computacional da integracdo reduzida uniforme € menor,
esta € uma escolha promissora devido a sua eficiéncia. Podemos observar um comportamento

de convergéncia monotdnica em todos os casos, independentemente do esquema de integragao
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utilizado.

Figura 50 — Curvas carga-deslocamento da casca hemisférica, para diferentes estrategias de
atualizacdo. Full (linha sélida), Ryny (linha tracejada), Rajg (linha pontilhada).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Quanto a comparagdo das respostas para as diferentes estratégias para atualizacio das
rotagdes, se repete o comportamento observado no Exemplo 5.2.1, com respostas muito similares
e de excelente concordancia com a literatura para as estratégias ALN e AQ, mas com a estratégia
AL demonstrando comportamento mais rigido, independentemente do nivel de discretiza¢do da

malha. A Figura 51 apresenta as curvas de carga-deslocamento para as estratégias de atualizacio
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que resultaram em uma melhor resposta (Figura 50) obtida por modelos utilizando o esquema de

integracao Ryni.

Figura 51 — Curvas carga-deslocamento da casca hemisférica, para estratégias de atualizacdo AL
(linha tracejada) e AQ (linha s6lida) utilizando integracdo reduzida uniforme (Ryny).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Em todas as simulagdes foi considerado um niimero de incrementos de carga (NINC)
igual a 20 para reproduzir resultados para os mesmos pontos tabelados por Sze et al. (2004). A
Tabela 6 apresenta os nimeros total e médio de iteracdes necessdrios para obtencao da curva de
carga-deslocamento de cada estratégia de atualizacdo do vetor normal. Novamente, as estratégias
ALN e AQ apresentaram desempenho muito similares e resultam em nimeros totais € médios de

iteragdes muito menores em relacdo aos nimero total e médio obtidos para a op¢ao AL.

Tabela 6 — Numero total de iteracdes (TITER) e média de iteragdes (MITER) para cada malha e
estratégia de atualizacdo do vetor normal, para a casca hemisférica. NINC = 20.

Malha 8x8 16x16
Atualizacio ARM AL ALN AQ ARM AL ALN AQ

TITER 104 194 113 113 104 200 120 120
MITER 5.20 9.70 5.65 5.65 5.20 10.00 6.00 6.00

Fonte: elaborada pelo autor.

As deformadas do modelo obtidas considerando niveis crescentes de carregamento

sao apresentadas na Figura 52, mostrando que a estrutura realmente apresenta grandes desloca-

mentos e rotagdes.
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Figura 52 — Deformadas da casca hemisférica.

9999

(a) P =100. (b) P =200. (c) P =300. (d) P = 400.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.4 Casca semicilindrica comprimida

Este exemplo trata da andlise ndo linear de um meio cilindro engastado submetido a
for¢a de compressdo no centro da extremidade livre. w e 6, sdo restringidos nas laterais (SZE et

al., 2004). O modelo estrutural e as propriedades da casca sdo mostrados na Figura 53.

Figura 53 — Descri¢do da casca semicilindrica comprimida e malha 10 x 10.
E=2.0685 - 10
v=0.3
L=3.048
R=1.016
t=10.03
Pmax = 2,000

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste teste, amplamente utilizado para examinar o comportamento do elemento sob
deformacdes inextensionais, a deformacao da casca cilindrica € afetada tanto pelo travamento de
cisalhamento quanto pelo travamento de membrana (HAN ef al., 2024). O trabalho recente de
Han et al. (2024) € a unica referencia encontrada onde este problema foi estudado, utilizando
formulagao isogeométrica NURBS para analise ndo linear de cascas baseadas nas hipoteses de
Reissner-Mindlin e na abordagem do continuo degenerado.

Devido a simetria do problema, apenas metade da casca foi considerada nas ana-

lises. O modelo foi discretizado em 3 malhas uniformes distintas (5 x 5, 10 x 10 e 20 x 20
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elementos). Assim como o exemplo anterior, 0 Método de Controle de Carga com iteragdes de
Newton-Rapshon foi utilizado para realizar as andlises nao lineares. Em todas as simulacdes foi
considerado um nuimero de incrementos de carga igual a 40, para reproduzir resultados para os
mesmos pontos tabelados por Sze et al. (2004), e a tolerancia adotada para a for¢a residual foi de
1074,

As curvas carga-deslocamento foram obtidas considerando o deslocamento w no
ponto A, onde a carga concentrada € aplicada. Os resultados obtidos utilizando as diferentes
estratégias de atualizacdo do vetor normal sdo apresentados na Figura 54. Também sdo mostrados
em todos os gréficos os resultados obtidos por Sze et al. (2004), utilizando uma malha de 40 x 40
elementos S4R de um modelo de casca geral do software ABAQUS.

Aqui, vemos que esquema de integracdo (Rjg) ndo foi capaz de descrever comple-
tamente as curvas, atingindo apenas cerca de 0,3 do fator de carga, exceto para o caso onde uma
estratégia ARM para atualizagdo dos vetores diretores € utilizada (Figura 50 (a)). Por outro lado,
especialmente para discretizagdes grosseiras, ainda podemos perceber uma melhor precisao,
mostrando-se suficiente para que sua reposta seja muito proxima a da referéncia até um valor de
aproximadamente 15% a 30% do raio da estrutura. Foi possivel observar que este valor decresce
a medida que refinamos as malhas.

Note que, independentemente do esquema de atualizacdo de vetores adotado, a
medida que refinamos as malhas, maior € a proximidade entre os resultados e valores da
referéncia, e menor é capacidade do modelo de descrever as curvas.

Em todos os casos, exceto para o esquema de aproximagdo ARM, podemos observar
um comportamento de convergéncia oscilatério, que tende a convergir para a solucado esperada
com o refinamento do modelo. Os resultados de AQ e ALN sdo muito préximos, de modo
que as repostas para os trés esquemas de integracdo nio apresentam nenhuma diferencga visivel.
Apenas através das curvas de carga-desloscamento obtidas para atualizacdo AL podemos ver que
as integragdes reduzidas aliviam o problema do travamento. Ainda assim, como a integra¢ao
reduzida uniforme apresentou resultados muitos préximos dos obtidos utilizando integracao
completa, o menor custo computacional do esquema faz com que sua utiliza¢do seja mais atrativa.

Novamente, a utilizacdo das estratégias ALN e AQ nos da resultados muito similares,
como observado nos Exemplos 5.2.1 e 5.2.3. Muito préxima dessas duas estratégias, as repostas
para estratégia AL, demonstraram comportamento levemente mais rigido apenas no nivel de

discretizagdo mais baixo. A Figura 55 apresenta as curvas de carga-deslocamento para as
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estratégias de atualizacdo que resultaram em melhores respostas (Figura 54) obtidas por modelos

utilizando os esquemas de integragdo completo (Full) e Rynt.

Figura 54 — Curvas carga-deslocamento da casca semicilindrica comprimida, para diferentes
estrategias de atualizacdo. Full (linha sélida), Ryny (linha tracejada), Rajg (linha pontilhada).
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 55 — Curvas carga-deslocamento da casca semicilindrica comprimida, para estratégias

de atualizacdo AL (linha tracejada) e AQ (linha sélida) utilizando integragdo completa (Full) e
reduzida uniforme (Ryny).
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(b) Carga-deslocamento (Ryny).

Fonte: Elaborada pelo autor.

As deformadas do modelo obtidas considerando niveis crescentes de carregamento

sao apresentadas na Figura 56, mostrando que a estrutura realmente apresenta grandes desloca-

mentos e rotagdes.

Figura 56 — Deformadas da casca semicilindrica comprimida.

(a) P = 300.

(b) P = 650. (c) P = 950.

(d) P = 1300.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.5 Painel cilindrico sob carga pontual

Anélise ndo linear de um painel cilindrico abatido submetido a uma carga pontual
no centro (SZE et al., 2004). Sao consideradas duas espessuras distintas, sendo elas t = 6.35

et =12.7. O benchmark foi analisado por diversos autores, sendo inicialmente analisado por
Sabir e Lock (1972).
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Figura 57 — Descri¢ao do painel cilindrico sob carga pontual e malha 4 x 4.

E=3102.75
v=0.30
L=254

R =2540
6=0.1 rad
t=12.7 ou 6.35

Fonte: Elaborada pelo autor.

Utilizando formulagdo isogeométrica NURBS para andlise ndo linear de cascas
baseadas nas hipdteses de Reissner-Mindlin e na abordagem do continuo degenerado, este
problema foi utilizado por Hao et al. (2023) como teste para validacdo, e também foi resolvido
com sucesso por Ghadimi e Hassani (2023).

Devido a simetria do problema, apenas um quarto da casca foi considerado nas
andlises. O modelo foi discretizado em 2 malhas uniformes distintas para cada espessura, com
3 x3 e 6 x6elementos parat = 6.35, e com 2 x 2 e 4 x 4 elementos para t = 12.7. O método
utilizado para o tracado dos caminhos de equilibrio foi o0 Método do Comprimento de Arco
Cilindrico devido a presenca de snap-back e snap-through.

As curvas carga-deslocamento foram obtidas considerando a deslocamento w no
ponto de aplicacao da carga, no centro do painel. O comportamento observado nos exemplos
anteriores se repete, com respostas muito similares e de excelente concordancia com a literatura
para as estratégias para atualizacdo das rotacdes ALN e AQ. A Figura 58 apresenta as curvas de
carga-deslocamento para a estratégia de atualizacao AQ e esquemas de integracao Full, Ryny €
Ra1g. Também sdo mostrados em todos os graficos os resultados obtidos por Sze et al. (2004),
utilizando malhas de 24 x 24 e de 12 x 12, parat = 6.35 e t = 12.7 respectivamente, de elementos
S4R de um modelo de casca geral do software ABAQUS.

A Figura 58 (a) mostra a curva carga-deslocamento da casca com espessura de 12.7.
Resultados precisos foram obtidos usando uma malha NURBS cubica de 4 x 4 em comparagdo
com os resultados de referéncia (SZE et al., 2004). Esta casca apresenta um comportamento nao

linear simples, caracterizado pela presenca de pontos limites e snap-through.



109

A Figura 58 (b) mostra os resultados para a casca de 6.35 de espessura. Esta
estrutura apresenta um comportamento nao linear mais complexo, com snap-through e snap-
back. Previsoes razoavelmente precisas foram obtidas usando uma malha NURBS cubica de
3 x 3. A curva para a malha mais refinada (6 x 6) € quase idéntica, mas mais proxima dos

resultados de referéncia (SZE et al., 2004) para deslocamentos maiores.

Figura 58 — Curvas carga-deslocamento do painel cilindrico sob carga pontual, para estrategia
de atualizacdo AQ. Full (linha sé6lida), Ryny (linha tracejada), Rajg (linha pontilhada).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Com o refinamento do modelo, todos os esquemas de integracdo convergiram para a
solucdo esperada, de maneira que os resultados com elementos ctibicos sao quase idénticos aos
resultados de Sze et al. (2004), independentemente do esquema de integracdo considerado. Os
resultados obtidos mostram que a Rajg pode eliminar o travamento ainda que em malhas mais
grosseiras, de modo que podemos ver sua maior capacidade para tratamento do travamento em
comparag¢do aos demais esquemas nas malhas com menor nivel de discretizacdo. No entanto, 0s
modelos integrados por esse esquema apresentaram resultados mais flexiveis, como podemos
observar na Figura 58 (b).

As deformadas do modelo obtidas considerando niveis crescentes de carregamento

sdo apresentadas nas Figuras 59 e 60.



Figura 59 — Deformadas do painel cilindrico sob carga pontual, t = 6.35.

(a) P =583.62. (b) P=5.70. (c) P=—-385.25. (d) P =588.32.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 60 — Deformadas do painel cilindrico sob carga pontual, t = 12.7.

T Oy €y €y

(a) P = 2214.74. (b) P = 1305.68. (c) P = 508.62. (d) P = 1423.42.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho trata do desenvolvimento e implementacdo de uma formulagao isoge-
ométrica para andlise ndo linear geométrica de cascas de forma livre baseada em NURBS. A
utilizacdo da abordagem isogeométrica permite a representacdo exata da geometria das cascas e
uma facil aplicagdo dos refinamentos 4, p e k. Foram adotadas as teorias de Reissner-Mindlin
e o conceito de solido degenerado, além de uma formulacdo Lagrangiana Total , de maneira a
permitir a andlise de estruturas com grandes deslocamentos e grandes rotagoes.

A geometria da casca € descrita usando uma superficie média e um campo de vetores
diretores, ambos definidos usando fun¢des de base NURBS e a informacdo dos vetores diretores
nos pontos de controle. Como os pontos de controle das geometrias NURBS ndo estdo sobre a
superficie da casca (exceto os pontos na fronteira ou em regides de continuidade C), os vetores
diretores iniciais sao obtidos utilizando uma técnica baseada em minimos quadrados utilizando as
componentes dos vetores diretores nos pontos de Greville como valores conhecidos nas equagdes
(GHADIMI; HASSANI, 2023).

Acerca do tratamento das rotacdes, embora o mais recomendavel seja a utilizacao de
uma matriz ortogonal de rotacdes para o cdlculo dos vetores diretores atualizados, esta opcao
€ computacionalmente cara e torna obten¢do do vetor de forcas internas e da matriz de rigidez
tangente bastante complexa. Diante disto, quatro aproximagdes para o cdlculo da atualizac@o
dos vetores foram apresentadas, sendo todas as alternativas suficientemente consistentes para as
andlise ndo lineares, considerando suas respectivas limitacoes.

Esta formulagdo apresenta travamento de membrana e cisalhamento quando apro-
ximacodes de baixa ordem sao utilizadas juntamente com a integracdo completa por quadratura
de Gauss. O uso de funcdes de base de ordem superior alivia, mas ndo o elimina, o problema
do travamento. Por isso, trés diferentes esquemas de integragdo numérica foram utilizados para
aliviar o problema do travamento encontrados nos exemplos numéricos. Além das ja difundidas
integracdes de Gauss completa e reduzida uniforme, também foi considerada a regra de integra-
¢ao nado uniforme proposta por Adam et al. (2015a) para formulagdes isogeométricas de placas e
cascas baseadas em NURBS.

Com o objetivo de investigar como as hipéteses assumidas para o desenvolvimento
da formulacao e escolhas (esquemas de integra¢do, método de cdlculo de vetores diretores e
de atualizacdo das rotag¢des) foram realizados alguns exemplos geometricamente lineares e ndao

lineares cléssicos e os resultados obtidos foram comparados com os disponiveis na literatura.
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Nos problemas de andlise linear, foram realizados estudos de convergéncia em trés
benchmarks classicos do conhecido Shell Obstacle Course proposto por Belytschko et al. (1985)
para avaliacdo da influéncia do esquema de integracdo numérica sobre o travamento e a precisao
dos resultados. No primeiro exemplo, mesmo considerando malhas pouco refinadas, podemos
observar que os resultados convergem rapidamente e a elevacao de grau € muito efetiva. Isto é
justificado pela auséncia do efeito da descontinuidade na carga devido ao fato das cargas serem
distribuidas. Nos outros dois exemplos, considerados pela literatura como severos devido a
descontinuidade acentuada ocasionada pela aplicacdo de cargas concentradas, observou-se uma
convergéncia mais rapida dos elementos cibicos em relacdo aos quadraticos.

Quanto ao travamento, os resultados obtidos mostram que a integragdo reduzida
isogeométrica, além de ser computacionalmente barata, pode eliminar o travamento ainda que em
malhas mais grosseiras. Quando aplicada nos elementos com func¢des de base de ordem inferior
podemos ver sua maior capacidade para aliviar, se ndo eliminar, o travamento, em compara¢ao
aos demais esquemas. Por outro lado, o esquema de integracio reduzida uniforme é capaz
a aliviar o travamento, melhorando a precisdo dos resultados e ainda possuindo consideravel
eficiéncia em relacdo a integracdo completa.

E importante ressaltar que todos os esquemas de integracio convergem para a solugio
com o refinamento do modelo, entretanto, o esquema de integracdo reduzida isogeométrica torna
a estrutura mais flexivel que o esquema de integracdo reduzida uniforme cldssico, que apresenta
um comportamento mais estdvel para todos os graus de bases utilizados.

Através de benchmarks de anélise ndo linear considerados em vérios trabalhos na
literatura para avaliagdo do desempenho formulac¢des para anélise ndo linear geométrica de cascas,
atestamos a capacidade da formulagdo para anélise de problemas com grandes deslocamentos
e rotacdes. Foi examinada a interacao entre a regra de integracdo empregada e a estratégia de
atualizacdo dos vetores diretores na precisdo dos calculos. Todos os exemplos considerados aqui
foram estudados por Sze et al. (2004), que realizou uma selec@o dos testes nao lineares de cascas
mais populares.

As quatro estratégias de aproximacao do tensor de rotagdes para atualizagdo dos
vetores diretores, para Rotagdes Moderadas (ARM), Linear (AL), Linear Normalizada (ALN) e
Quadriética (AQ), foram utilizadas e comparadas. Cada uma delas se comprovou suficientemente
consistente para as anélise ndo lineares, considerando as respectivas limitagdes.

Como esperado, as curvas descritas utilizando a estratégia ARM ndo conseguem
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descrever bem o comportamento ndo linear das estruturas, uma vez que os problemas envolvem
grandes rotacdes e a medida que se acumulam os incrementos dos angulos o erro da aproximagdes
tende a crescer. Isto pode ser justificado ao relembrarmos que o método de atualizacao é valido
apenas se consideramos problemas com pequenos deslocamentos e rotacdes moderadas. Esse fato
fica mais evidenciado no Exemplo 5.2.4 onde a estrutura sofre grandes deformacdes, chegando a
sofrer deslocamentos 1.5 vezes maiores que a dimensao do seu raio.

Contudo, ndo podemos esquecer que a estratégia de atualizacido dos vetores ARM
¢ de elevada simplicidade, visto que dispensa a utilizacdo das matrizes de rigidez geométricas
adicionais contendo os efeitos dos termos nao lineares, pois a segunda derivada destes termos
€ nula, fazendo que seu custo computacional seja reduzido. Como comentado anteriormente,
essa forma de atualizac@o pode ser utilizada com sucesso no cédlculo da carga critica de cascas
(SOUSA et al., 2023) e na andlise ndo linear de placas abatidas e cascas abatidas utilizando
as teorias de von Karman e Marguerre, respectivamente (BARROS, 2016; PRACIANO, 2018;
AUAD, 2019; SILVA, 2021).

Ja as demais alternativas (AL, AQ e ALN), se provaram capazes de realizar a
andlise nao linear de cascas com grandes rotacdes. Desde que as rotacdes incrementais sejam
suficientemente pequenas entre dois incrementos de carga sucessivos a AL tem um 6timo
desempenho. Na maior parte dos exemplos, independentemente do nivel de discretizacdo
da malha, os resultados obtidos por essa estratégia nao apresentaram a mesma concordancia
encontrada utilizando as outras duas (AQ e ALN), além disso, demostraram um modelo de
comportamento mais rigido.

No Exemplo 5.2.4, onde para descri¢do da curva se fazem necessarias malhas
mais refinadas e foram utilizados menores incrementos de carga, estd desvantagem nao ¢ mais
observada pois o travamento € aliviado pela maior discretizacao dos modelos e a estratégia exibiu
um desempenho melhor que as outras ao descrever a curva até maiores valores de deslocamento.

Em geral, as estratégias ALN e AQ obtiveram respostas muito similares e de ex-
celente concordancia com a literatura. Pode-se observar que além de melhor descrever o
comportamento ndo linear da estrutura analisada, as estratégias resultam num nimero total e
médio de iteragcdes muito menor em relagdo aos nimero total e médio obtidos para a op¢ao AL.
E importante destacar que a restricio de pequenos incrementos de rotacdo é removida pelas
estratégias AQ e ALN, além disso elas proporcionam convergéncia quadratica de iteracdes de

equilibrio. A maior diferenca entre as duas € a maior facilidade, por parte da estratégia AQ, de
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obtenc¢do das expressdes para atualizacdo do vetores diretores e suas derivadas, o que torna sua
implementagdo muito mais simples.

Quanto ao travamento, visto o melhor desempenho apresentado no exemplos lineares
e maior popularidade entre as analise isogeométricas realizadas na literatura, nestes estudos
consideraram-se apenas elementos NURBS ctbicos que, por sua vez, sofrem menos o problema
do travamento, devido a maior ordem das funcdes de base. Com excecdo do primeiro e do
segundo exemplo, os trés esquemas de integracdo sdo utilizados: integragdo completa (Full),
reduzida uniforme (Ryny) e reduzida isogeométrica (Rajg). No primeiros testes, ndo podemos
utilizar o esquema de pontos de integracao associado a Rajg, pois como a malha ndo é quadrada
nao podemos utilizar o esquema de pontos de integragcdo associado.

Desde o primeiro exemplo, ji podemos concluir que a Ryny ajuda a aliviar li-
geiramente o fendmeno do travamento, melhorando a precisdo dos resultados e a eficiéncia
computacional. Contudo, esquemas de integracdo completa tendem a convergir para as mesmas
solucdes com refinamento do modelo. Para o caso da casca semicilindrica comprimida, estas
observagdes ndo sdo tao relevantes pois a resolugdo do problema exige malhas mais refinadas,
onde a diferencga entre os esquemas de integracao Full e Ryny ndo € mais perceptivel.

Os resultados obtidos mostraram que a Rajg, além de ser computacionalmente barata,
pode eliminar o travamento ainda que em malhas mais grosseiras. Nas malhas com menor nivel
de discretizacdo, podemos ver sua maior capacidade para aliviar, se ndo eliminar, o travamento,
em comparagdo aos demais esquemas. No entanto, os modelos integrados por esse esquema
apresentaram problemas de convergéncia que cresciam a medida que as malhas se tornavam
mais refinadas. Apesar deste fato, a Rajg se mostrou muito eficiente para descricdo das curvas
carga-deslocamento para um pequenos valores de deslocamentos, em torno de 30% a 50% do
raio das estruturas.

Por fim, ao que se refere a interagc@o entre os esquemas de integracao e as estratégias
para tratamento das rota¢des, duas combinacdes se mostraram bastante eficientes e competitivas
para cada uma das suas provaveis aplicacdes. O elemento com o esquema de Integracao Reduzida
Isogeométrica (Rajg) e Atualizagdo Linear (AL) pode ser muito util para aplicagdes envolvendo
andlise linear, de estabilidade (envolvendo descri¢do do comportamento pds-critico e o tragado
do caminho de equilibrio) e cédlculo da carga critica de cascas em geral, além da andlise ndo
linear de placas e cascas abatidas. O elemento com o esquema de Integracdo Reduzida Uniforme

(Ryuni) e Atualizacdo Quadrética (AQ) pode ser muito util para a andlise ndo linear de cascas
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envolvendo grandes deslocamentos e grandes rotacgoes.

6.1 Sugestoes para trabalhos futuros

a) Comparar e observar a influencia das estratégias para definicdo dos vetores
diretores iniciais nos resultados para andlise nao linear;

b) Realizar andlise de estabilidade linear de cascas, validando as aproximagdes
obtidas para carga critica;

¢) Avaliar a capacidade da formulagdo para descricdo do comportamento pds-critico
e o tragado do caminho de equilibrio 2 medida que deslocamentos variam;

d) Considerar cascas de outros materiais: compdsitos laminados, materiais com
gradracao funcional etc.;

e) Desenvolver e implementar a formulacao utilizando o tensor de rotacdo completo

para obtenc¢do dos vetores diretores atualizados.
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