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RESUMO

Este trabalho apresenta uma investigacao sobre o comportamento reoldgico de materiais macios
utilizando a abordagem do continuo e técnicas de simulacdo numérica através do Método dos
Elementos Finitos (MEF). A pesquisa foi dividida em duas partes principais: a primeira focou
em testes de nanoindentacao para avaliar o efeito de tamanho finito e a influéncia da rigidez
do substrato na medi¢ao das propriedades elasticas de amostras viscoeldsticas e elasticas. Trés
geometrias de indentadores (cOnico, esférico e cilindrico) foram consideradas, com resultados
indicando que o indentador conico fornece medidas mais robustas, especialmente quando se
analisam variagdes na altura das amostras e na rigidez do substrato. A segunda parte do estudo
explorou a influéncia de superficies fractais, especificamente a curva de Koch, na determinagdo do
moédulo de Young de materiais eldsticos. Foram simuladas amostras com superficies fractais sob
duas configuragdes diferentes, denominadas Up e Down. Os resultados mostraram que a presenga
de superficies fractais pode aumentar ou diminuir o médulo de Young obtido, especialmente em
amostras mais finas que possuem superficies fractais na orientacdo Up. Além disso, foi observado
que, embora a rigidez e o médulo de Young diminuam com o aumento do comprimento da base
L da amostra, a influéncia da fractalidade permanece constante. O MEF é uma ferramenta eficaz
para a modelagem numérica de materiais macios, permitindo uma anélise detalhada dos efeitos
de tamanho finito e da complexidade da superficie nas propriedades mecanicas de tais materiais.
Este estudo oferece informagdes importantes para a montagem de experimentos e a interpretacao
de resultados em contextos onde superficies complexas e rugosas estao presentes. Para trabalhos
futuros, sugere-se a expansao das simulagdes para geometrias tridimensionais e a investigacao

do efeito da for¢a de arrasto em s6lidos deforméveis imersos em fluidos.

Palavras-chave: método dos elementos finitos; mecéanica dos solidos; reologia; moédulo de

Young; efeitos de borda.



ABSTRACT

This work presents an investigation into the rheological behavior of soft materials using the
continuum approach and numerical simulation techniques through the Finite Element Method
(FEM). The research was divided into two main parts: the first focused on nanoindentation tests
to evaluate the finite size effect and the influence of substrate stiffness on the measurement of
the elastic properties of viscoelastic and elastic samples. Three indenter geometries (conical,
spherical, and cylindrical) were considered, indicating that the conical indenter provides more
robust measurements, especially when analyzing variations in sample height and substrate
stiffness. The second part of the study explored the influence of fractal surfaces, specifically
the Koch curve, on determining the Young’s modulus of elastic materials. Samples with fractal
surfaces were simulated under two different configurations, referred to as Up and Down. The
results showed that the presence of fractal surfaces can increase or decrease the obtained
Young’s modulus, especially in thinner samples that have fractal surfaces in the Up orientation.
Additionally, it was observed that although stiffness and Young’s modulus decrease with the
increase in the sample’s base length L, the influence of fractality remains constant. FEM is an
effective tool for the numerical modeling of soft materials, allowing for detailed analysis of finite-
size effects and surface complexity on the mechanical properties of such materials. This study
provides important insights for experiment design and result interpretation in contexts where
complex and rough surfaces are present. For future work, it is suggested that the simulations
be expanded to three-dimensional geometries and phenomena such as drag force in deformable

solids immersed in fluids be investigated.

Keywords: finite element method; solid mechanics; rheology; Young’s modulus; edge effects.
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1 INTRODUCAO

O estudo de materiais sempre foi um foco central da Fisica, seja por meio da andlise
de estruturas sélidas cristalinas utilizando técnicas de caracterizacido, como a técnica de difracdao
de raios-X (LIFSHIN, 1999), seja pela formulacdo de leis constitutivas (PANDOLFI; MANGA-
NIELLO, 2006), como as relagdes entre tensiao e deformagao que descrevem o comportamento
mecanico dos materiais. Dois exemplos cldssicos a serem mencionados sio a lei de Hooke, que
descreve materiais linearmente elésticos, e a lei de Newton aplicada a fluidos viscosos.

Dentro do amplo campo de estudo dos materiais, destaca-se uma subdrea conhecida
como Fisica da Matéria Mole, que foca em materiais que possuem escala de energia para
a deformacdo da ordem a energia térmica kT, em que kp € a constante de Boltzmann e
T a temperatura. Estes sdo conhecidos como materiais macios, ou moles (soft matter em
inglés) (KONING; VITELLI, 2016), sendo classificados como polimeros, surfactantes, coloides,
entre outros. Esses materiais sao facilmente encontrados no cotidiano, em produtos como leite,
detergentes, tintas e amostras biolégicas. Além disso, esses materiais eles podem apresentar
respostas variadas quando submetidos a variacdes de temperatura ou tensdo mecanica, por
exemplo (DOI, 2013).

Um exemplo relevante de estudos no contexto da soft matter € a investigacao da
microrreologia celular, que pode ser conduzida tanto por abordagens experimentais quanto
numéricas. A abordagem experimental faz uso de diversas técnicas, como a microscopia de for¢a
atomica (AFM) (MOFRAD; KAMM, 2006; GAVARA, 2017), aspiracao por micropipeta (GUI-
LAK et al., 2000), pingas 6ticas (UNAL et al., 2014), entre outras, com o objetivo de obter as
propriedades mecanicas das células. A abordagem numérica, por sua vez, permite a constru¢ao
de modelos computacionais, com geometrias simples ou complexas e condi¢des de contorno
variadas, para simular experimentos e determinar o comportamento mecanico dos materiais
modelados, além de possibilitar a visualizacdo de grandezas fisicas de interesse no interior do
material e testes de modelos tedricos analiticos propostos. A partir da andlise de curvas de forca
e do uso de modelos analiticos especificos, pode-se extrair o médulo de Young da célula, tanto
na abordagem experimental quanto na numérica.

Essas pesquisas em microrreologia celular ajudam a compreender, sob a perspectiva
da Fisica, fendmenos celulares importantes como a diferenciacdo, motilidade e mecanotrans-
ducdo celular (HUANG et al., 2004). Estudos também exploram a relagdo entre mudancgas nas

propriedades mecanicas das células e estados patoldgicos, como o cncer (REBELO et al., 2013;
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LEKKA, 2016) e a anemia falciforme (FISSEHA; KATIYAR, 2012). Além disso, a rigidez do
substrato onde a célula esta depositada pode influenciar nas medi¢des de elasticidade de uma
célula viva, apresentando comportamentos peculiares, especialmente em células cancerigenas
dispostas em substratos moles (DISCHER et al., 2005; PEREZ-DOMINGUEZ et al., 2020).

Experimentos de indentacdo sdo cruciais na Ciéncia dos Materiais, usados princi-
palmente para determinar propriedades mecanicas como a rigidez e o médulo de elasticidade
dos materiais analisados. Esses experimentos envolvem a indentacdo de uma ponta rigida na
superficie do material e a medi¢do da profundidade de penetragcdo e da forca aplicada. Modelos
tradicionais, como a equagdo de Hertz para contato mecanico, presumem distribui¢cdes uniformes
de tensoOes em superficies perfeitamente lisas. No entanto, materiais reais, como metais com
rugosidade superficial em microescala ou polimeros com rugosidade em nanoescala, frequente-
mente exibem comportamentos mecanicos atipicos devido a rugosidade superficial (CHUAH et
al., 2019), o que pode alterar significativamente os resultados experimentais (XIAO et al., 2020;
TIWARI; PERSSON, 2021).

Portanto, a rugosidade da superficie impacta diretamente a distribuicdo de tensao,
fazendo com que o campo de tensdes ndo seja uniforme e varie conforme as caracteristicas
topograficas do material em diferentes escalas (YANG; DAI, 2018; MOHAMMADI; SHARMA,
2012; MCMILLAN et al., 2018). Essas complexidades requerem técnicas avancadas de modela-
gem e caracterizacdo mecanica em multiplas escalas para avaliar as propriedades dos materiais
com precisdo. As irregularidades superficiais também podem comprometer o limite de es-
coamento do material, provocar deformacdo plastica prematura e interferir nas medi¢des de
recuperacgdo eldstica, potencialmente levando a avaliagdes errdneas da capacidade de um material
retornar a sua forma original ap6s a indentacao (TIWARI et al., 2020).

Nesta tese, propomos a criagdo de modelos numéricos para estudar as propriedades
reoldgicas de materiais macios, considerando amostras de pequena escala e com médulos de
Young dentro da faixa de elasticidade de géis e células. Inicialmente, investigamos a influéncia
da geometria do indentador nas medi¢des de amostras viscoeldsticas finitas por meio de testes
de nanoindenta¢do. Em um segundo estudo, abordamos a influéncia de superficies rugosas na
medida da elasticidade de amostras macias. Ambos os problemas aplicam os principios basicos
da Mecanica dos Solidos e sdo resolvidos utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF),
implementado através do software comercial COMSOL Multiphysics®.

Reologia é o campo de estudo que investiga a deformacao e o escoamento da matéria,
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com diversas aplicagdes na Industria, Engenharia e Ciéncias. Estd presente em pesquisas
sobre petréleo (SPIECKER; KILPATRICK, 2004), materiais ceramicos (BALAN; RIEDEL,
2006; ZHANG et al., 2024), tintas (HOATH et al., 2009; MAZO-BARBARA; GINEBRA,
2021), polimeros (PATEL et al., 2011), escoamento de fluidos (SHIBESHI; COLLINS, 2005), e
movimento de particulas em meios viscoeldsticos (RAIKHER et al., 2013), utilizando abordagens
experimentais € numéricas (JABBARZADEH; TANNER, 2006; ROUX, 1990). No entanto,
como mencionado anteriormente, nesta tese focaremos na abordagem numeérica, assumindo
0 corpo como um meio continuo que obedece as premissas basicas da Mecanica dos Meios
Continuos.

A Mecéanica dos Meios Continuos € o campo da Fisica responsédvel por fornecer
uma base tedrica e conceitual para o estudo de materiais em estado s6lido ou fluido. Embora a
matéria seja composta por a&tomos e moléculas que interagem entre si por forgas interatdmicas,
assumimos que um material € um meio continuo, o que significa ignorar os possiveis espagcos
vazios no corpo e desprezar a natureza atomistica da matéria, desde que uma porg¢dao do corpo
contenha um ndmero extremamente grande de particulas.

Assim, a interacdo entre diferentes partes do corpo € simplificada utilizando a
definicdo de forcas que atuam tanto na superficie quanto no interior do corpo. Combinando as
ferramentas do célculo integral e diferencial com os principios basicos da Mecanica dos Meios
Continuos, podemos formular as equacdes de movimento que governam o dominio continuo e
resolvé-las usando ferramentas analiticas, quando possivel, ou métodos numéricos, quando as

condig¢des de contorno sao mais complexas.

1.1 Organizacao da Tese

Esta tese estd organizada da seguinte forma: No Capitulo 2, apresentaremos o arca-
bouco tedrico que fundamenta este trabalho, abordando conceitos fundamentais de Mecanica dos
Soélidos. Conceitos-chave como deformacao, tensao, condi¢des de equilibrio no corpo continuo e
modelos reoldgicos sdo essenciais para o desenvolvimento deste trabalho e serdo discutidos. No
Capitulo 3, trataremos da metodologia numérica, abordando o Método dos Elementos Finitos
aplicado a problemas de Mecanica dos Solidos. No Capitulo 4, apresentamos o primeiro estudo
realizado nesta tese, que consiste na verificacao da influéncia da geometria do indentador em
medicdes de viscoelasticidade em amostras de tamanho finito. Inicialmente, discutiremos breve-

mente o modelo de Hertz, determinando as equagdes tedricas que descrevem curvas de relaxacdo
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de materiais viscoeldsticos de acordo com a geometria do indentador. Em seguida, apresentare-
mos o modelo numérico, com os parametros materiais e geométricos utilizados, e finalmente,
discutiremos os resultados numéricos obtidos. No Capitulo 5, apresenta-se o segundo estudo
realizado nesta tese, que investiga a influéncia de superficies fractais sobre as medidas de elasti-
cidade em materiais macios. Para isso, consideramos uma superficie fractal, especificamente a
curva de Koch, gerada na superficie inferior da amostra. Inicialmente, apresentamos o modelo
numérico, bem como os parametros geométricos e materiais utilizados na simulagdo. Assim
como no primeiro estudo, determinamos as curvas de forca e as analisamos utilizando o modelo
padrao de Hertz. Concluimos o capitulo apresentando os resultados numéricos, acompanhados
das devidas consideracdes e discussdes. Finalmente, no Capitulo 6, apresenta-se as conclusdes e

perspectivas desta tese.
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2 TEORIA DA TENSAO E DEFORMACAO DOS SOLIDOS

A Mecanica dos Solidos pode ser definida como um conjunto de leis fisicas utili-
zadas para predizer o comportamento de um sélido sob a influéncia de estresse mecanico ou
térmico (BOWER, 2010). Trata-se de um dos ramos da Mecéanica dos Meios Continuos, ao lado
da Mecanica dos Fluidos. Na Geofisica, uma das aplicagdes da Mecanica dos Sélidos esta no
estudo de terremotos, tanto na predi¢do quanto na propagacdo de ondas sismicas (BABESHKO
et al.,2018; HUSSEIN et al., 2021). Na Engenharia, suas aplicagdes variam desde o projeto de
barragens e fundagdes até o desenvolvimento de pecas mecanicas, entre outras.

Na Biomecanica, o uso da Mecanica dos Sélidos € fundamental na confec¢ao de
proteses biocompativeis, capazes de induzir a recuperacao de tecidos lesionados mediante a
aplicacdo de estresse mecanico (PIOLETTI, 2010; ENTEZARI et al., 2020). Por exemplo,
células do tecido dsseo sdo capazes de reconhecer estimulos mecanicos provenientes do ambiente
externo e converté-los em sinais bioquimicos, facilitando a regeneragio 6ssea (GUSMAO;
BELANGERO, 2009). Dado o seu amplo espectro de aplicacdo, a Mecanica dos Sélidos
ndo se limita aos exemplos aqui mencionados; ha indimeros estudos que utilizam conceitos-
chave, modelos constitutivos tedricos e equacdes diferenciais derivadas da Mecanica dos Meios

Continuos.

2.1 Descricio matematica para a deformacao

A deformacdo de um s6lido consiste na altera¢do da sua configuragao original apds
a aplicacdo de um agente externo. Para desenvolver a formulacao matematica da deformacgao,
definimos um vetor #(X,t) que descreve o movimento de um ponto qualquer dentro do sélido. A
Figura 1 ilustra os principais vetores envolvidos no processo de deformacao.

Considerando que um ponto R esteja na posicao X na configuragao inicial (antes da
deformacao), o sélido se deforma e o ponto passa a ocupar a posi¢do X no instante de tempo 7. O

vetor deslocamento do ponto R serd, portanto,
i(x) =x%—X, 2.1)
ou

U = X — Xk, (22)

onde k = 1,2, e 3 representam, respectivamente, as trés coordenadas cartesianas x, y € z. Rees-
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Figura 1 — Esquema ilustrativo do processo de deformacao de um corpo arbitrario.
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Fonte: Adaptada (SIMOES, 2017).
crevendo a equacao (2.2), temos
X = u + X, (2.3)
Xk = X} — Uy, (24)

onde o objetivo é manipular essas equacdes para obter uma representagdo do campo de deforma-
cdo utilizando as coordenadas espaciais x; e materiais X.

Derivando a equagao (2.3) em relagdo a X;, temos

O _ du  0Xi
aX;  9X; IJX;’

8xk . 8uk

o = ax T 2

e, derivando novamente a equacao (2.3) em relacdo a X j, obtemos:

8xk . 8uk

Por defini¢do (SIMOES, 2017),

1 |:an 3xk

conhecido como tensor de deformacgao de Green-Lagrange. Vamos reescrevé-lo em termos do

campo de deslocamentos i, para isto iremos utilizar as equagdes (2.5) e (2.6). Logo substituindo
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na equacao (2.7),
1 8uk 8uk
Ei=- O O ) — i, 2.8
=3 (5 ) (5 +8) - e
e, ao realizar a distributiva entre os elementos, obtemos
1 &uk 8uk 8uk &
Ei=- Opi+ 6 010 Oiil. 2.9
ij |:8X, 8X 8X k] kzaX + Oi kj — Yij ( )

Aplicando a mudanca de indice, utilizando o delta de Kronecker!, o tensor de
Green-Lagrange reescrito em termos dos deslocamentos serd dado por

1 du; 8uj duy, duy
Eij=3 {axj oX; + oX; axj}

(2.10)

Analogamente, podemos reescrever o tensor de deformacdo de Euler-Almansi, dado

por (SIMOES, 2017)
1
ij =3 {6,-]-———} 2.11)

em termos do campo de deslocamento . Para isso, realizam-se duas derivadas na equacio (2.4),

a primeira em relagdo a x; € a segunda em relagdo a x;, resultando nas seguintes equacdes

an 8uk

aXi - 6ki - a—xi, (212)
an . 3uk

Substituindo na equagdo (2.11) e realizando as manipulagdes algébricas, o tensor de deformacao
de Euler, reescrito em termos dos deslocamentos, serd dado por

L fdui  ouj  du du
611_2 ax]' 8)6,' 8xl~ 8)6]'

(2.14)

Assumindo a hipétese dos pequenos deslocamentos nas equacdes (2.10) e (2.14), os
produtos entre as derivadas tornam-se despreziveis. Dessa forma, a distin¢ao entre os tensores
E;; e e;j desaparece, resultando em

E,’j e Ej.

Assim, o tensor de deformacgdo pode ser escrito por
du; du;j
< u +ﬁ), 2.15)

1 8 u; du j 1

2 8x j &xi 2 8X j 8X,~
O delta de Kronecker permite uma representacio simplificada do produto interno entre vetores ortonormais no
sistema cartesiano. Logo, &;; = /1; - fi;, sendo igual a 1 quando i = j e 0 quando sdo diferentes.

1
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Figura 2 — Figura ilustrativa de um corpo sendo deformado pela forca externa F. Os vetores 7 € b
representam, respectivamente, as forcas superficiais e volumétricas.

R, R

Fonte: Elaborada pelo autor.

conhecida como equagdo da compatibilidade, a qual é fundamental na resolu¢do de problemas
em Mecanica dos Sélidos, pois assegura que a solu¢do buscada seja compativel com as restrigdes
impostas, além de garantir a integralidade do campo de deformacdes, que se relaciona com os

deslocamentos prescritos para os pontos do interior do corpo deformével.

2.2 Descricao matematica da tensao

As forcas atuantes em um corpo também podem ser descritas matematicamente.
Assim como a deformacao, as forcas sdo quantificadas por meio de um tensor de segunda ordem,
que pode ndo ser necessariamente simétrico. Considere um corpo ilustrado na Figura 2. Antes
da aplicacdo de uma forca, o corpo esta na configuracdo original Ry. Apds a aplicacdo da forga
F, ele se deforma, alcancando a nova configurac@o R. As forcas atuantes durante o processo de
deformacdo podem ser superficiais (representadas pelo vetor 7) ou volumétricas (representadas
pelo vetor b), que atuam, respectivamente, na superficie e no interior do corpo.

As forgas superficiais podem ser decorrentes da aplicacdo de um carregamento
externo, pressao de fluido ou até mesmo do contato com outro corpo, sendo classificadas como
forcas de curto alcance. J4 as for¢as volumétricas geralmente resultam de agentes externos, como
a gravidade, e sdo classificadas como forcas de longo alcance. Considerando uma forca por
unidade de massa b e uma forca por unidade de volume p, essas forcas se relacionam da seguinte
forma

pb=p, (2.16)
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Figura 3 —Figura ilustrativa de um cubo sob influéncia de tensdes normais e de cisalhamento.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

ou, em termos de componentes vetoriais
pb;=p;, 2.17)

onde p € a densidade, medida na unidade padrdo do Sistema Internacional (SI). Assim, a forca
total atuando em um certo volume V é calculada somando todas as for¢as p atuando no volume,

ou seja

sz/dﬁ:/édm:/pédv. (2.18)
\%4 \%4 \%

Para descrever matematicamente as forgas superficiais, consideramos um cubo,
ilustrado na Figura 3, sob a influéncia de uma tensdo . Utilizando a notagdo de Einstein, o vetor

de tensdo G pode ser escrito como

6 = o,;¢;, (2.19)

onde, para i = j, temos as tensdes normais, ou seja, as componentes perpendiculares as faces do
cubo, e para i # j correspondem as componentes das tensdes de cisalhamento. Desenvolvendo a

equagao (2.19) no espaco tridimensional, temos

6 = 6116} + 0126 + 01363,
62 = 6y,6] + 0206 + 01363,

6(©) = 0311 4 0328 + 03363,
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Em notacdo matricial, escrevemos

Gler) O11 O12 O3 el
6@ | =| oy o0 o0 e |
G 031 03 033 e

Assim, o estado de tens@o pode ser considerado como uma transformagao linear que atua sobre o
vetor €;, ou seja, um tensor de segunda ordem conhecido como tensor de Cauchy. Este tensor
possui a propriedade de ser simétrico, ou seja, 0;; = 0j;, devido a conserva¢dao do momento
angular (FUNG, 1994). Portanto, dos nove elementos da matriz, apenas seis sdo independentes,

com as componentes dadas por

011 012 O13

[0ij]=| 021 o1 02

031 032 033
E importante ressaltar que o tensor de Cauchy é calculado na configuracio deformada,
ou seja, na descricdo espacial Euleriana. No entanto, também € possivel representar o estado
de tensao utilizando as coordenadas materiais (descricdo Lagrangeana) do corpo, para o que se
utilizam os tensores de Piola-Kirchhoff. Esses tensores sdo calculados a partir da configuragdo

de referéncia. Por defini¢do, a for¢a superficial atuando no corpo é dada por
F, = /Sﬂda, (2.20)
onde o vetor 7; é a densidade superficial de forca, dada por
Iy = oA, (2.21)

considerando-se um elemento de drea da orientado pelo versor 7i. Utilizando a relacao de
Nanson (LAI et al., 2009)
dd = fida = JFTNdA, (2.22)

onde J é o determinante do gradiente de deformacgdo F, que também esta relacionado com a

razdo entre os volumes final e inicial, ou seja

J=detF = d_V’
dVy

enquanto o gradiente de deformacao F € dado por

8x,~

R (2.23)

Fij=
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Nosso objetivo € reescrever a equacao (2.20) considerando um elemento de drea ndo

deformado dA. Substituindo as equagdes (2.21) e (2.22) na respectiva equacdo, obtemos
F,= / oJFTNdA = / P-NdA, (2.24)

onde

P=JoF T, (2.25)

ou, em termos das componentes

X

Pim :JGiij;ll =J

onde (Fm_]l )T =F j;11 , € Py, € conhecido como o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff. O segundo

tensor de Piola-Kirchhoff € definido pela seguinte relagdao
S=F'p=JFloFT, (2.27)

sendo este simétrico e bastante ttil no calculo da tensdo em mecénica dos s6lidos computacional.

2.3 Equacao de movimento na descricio Euleriana e Lagrangeana

Na abordagem do continuo, consideram-se as for¢as volumétricas e superficiais. A

for¢a resultante que atua sobre o corpo € a soma desses dois tipos de forcas, sendo dada por

Fe / BV + / oi; - Ada, (2.28)
% S

sabendo que a forca resultante € a variacdo temporal do momento linear, o qual pode ser definido

em termos da densidade, temos

dP d
@_a *dvz/*dv / - Ada, 229
portanto
/pﬁdV:/ﬁdV+/G,-j-ﬁda, (2.30)
1% 1% S
ou em termos das componentes
/pajdvz/pjdwr/a,-jnida. (2.31)
% v N

Aplicando o teorema da divergéncia na integral de superficie, obtemos

/pajdV:/pjdV—f—/V-GijdV, (2.32)
14 Vv Vv
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ou seja

paj=p;j+V-o0jj, (2.33)

esta é a equacgdo diferencial que descreve o movimento dos pontos internos de um corpo
deformdvel. Para problemas de mecanica dos sélidos, a resolucdo da equacao (2.33) € essencial.
No entanto, essa representacdo ¢ para a descricdo Euleriana. Para obter uma expressdao na
descricdo Lagrangeana, reescrevemos a equacio (2.33) considerando os tensores de Piola-
Kirchhoff. Esta abordagem ¢ amplamente utilizada na resolu¢@o de problemas de mecanica dos

solidos. A equagdo de movimento, na abordagem Lagrangeana, é dada por (ver Apéndice A)
poa; = pj+VF;, (2.34)

onde essa equagao estd escrita em termos do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, mas pode ser
reescrita utilizando o segundo tensor, por meio da relacdo P = F'S. Para pequenas deformagoes,
a diferenca entre os tensores de Cauchy e Piola-Kirchhoff desaparece, de modo que ndo ha
distincdo significativa entre as coordenadas Eulerianas e Lagrangeanas. Em problemas estaticos,

onde a; = 0, as equacOes de movimento tornam-se
pj+V-0;;=0, (2.35)

na descri¢do Euleriana, e

pj+VE;=0, (2.36)
na descri¢dao Lagrangeana.

2.4 Equacao de Navier para meios elasticos isotropicos

Para um meio continuo eldstico, as seguintes equacdes sdo vélidas

V-G +p, = pi, (2.37)

e == [(Vii)" + Vii+ (Vi) Vil , (2.38)

N =

o=C:¢, (2.39)
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onde temos, respectivamente, a equacdo de movimento, a equagdo de compatibilidade e a relacao
constitutiva, conhecida como Lei de Hooke. Nesta nota¢do, G € o tensor de tensdes, € € o tensor
de deformacdes, # € o vetor de deslocamento de pontos no interior do meio elastico, p j sdo as
for¢as volumétricas atuantes no corpo, e p € a densidade do material.

A equacdo (2.39) representa um produto matricial que, para um meio eldstico

isotrépico, € dado por

on |l [A+2u 2 2

0 0 O €11
o A A+2u A 0 0 O )
033 _ A A A+2u 0 0 O £33 | (2.40)
012 0 0 0 u 0 0 2€12
o3 0 0 0 0 u O 2€13
| 023 | I 0 0 0 0 0 u 1L 263 |

— vE _ _E 5 A £
onde A = TEv)(1=2v) © K = 315y 530 08 parametros de Lamé, que podem ser expressos em
termos do mddulo de Young E e do coeficiente de Poisson v do material.

Considerando o caso estaciondrio e o regime de pequenas deformacdes, onde ii = 0

e (Vi))TVii = 0, as equacdes (2.37) e (2.38) se reduzem a

V-6+p;=0, (2.41)

1 1 [Ju; du;

e=_[(Vi)" +Vii] == | 5— . 2.42
2[( u) + u} 2{8)61'—’—8)@} ( )

Utilizando a equagdo (2.41) e considerando apenas uma coordenada, temos

doyy  dopp | do3
8x1 + 8)62 + a)C3

+p1=0. (2.43)

Podemos encontrar o011, 017 € 013 realizando o produto matricial da equacao (2.40), obtendo

o1 =A(€11+€xn+€33)+2uen,

O12 = 2UE1,

O13 = 2UE)3.
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Utilizando a equacdo de compatibilidade, temos

. 1 _8u1+8u1_ _ duy
=3 dx;  dx; |  dxi’

£y = 1 '8u2+8u2' . 8u2
2= _8)62 8x2_ - 8X27

N |

1 [dus OJuz| OJuz
&3=7 + =3
2 _aX3 aX3_ 8x3

R T
127> dxy  dxi |’

SN N
) dxz  Idxi |’

Substituindo os resultados anteriores na equacgdo (2.43), temos

A 0 8u1+8u2+8u3 ) 82u1+ 82u1+ d [duy N 82u1+ i % =0
8x1 8x1 8x2 aX3 H 8x% H 8x§ 'ua)cz 8x1 H 8x§ 'uaX3 8x1 pr==
(2.44)
Note que
3141 81/12 81/[3 . o
{axl + 9%y + 8)@} =V.iu. (2.45)
Reescrevendo
8 821/{1 82u1 82141 82141 8 8u2 8 8u3
A—(V-u — | = — | = =0
o, ”)“‘[ax% et ax%}-i_ o2 Hon [axl] 9% {axl} tr
(2.46)
Tomando
82u1 82u1 82u1 2
=V 2.47
[ ox}  Jdx5 03 } i 247)
e
3 8142 . 8 auz
8x2 [8)61} N 8x1 {8)@} ’ (2.48)

d [dus| d [dus
aX3 [8x1} B &X] {8)@} ’ (2.49)
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conhecido como Teorema de Schwarz, substituindo na equacio (2.46) e reagrupando novamente

temos
8 R 2 8 8u1 8u2 (9143 .
Aa—m(V-u) +UV-u +“ax1 I + 95 + . +p1 =0. (2.50)

Como o termo entre colchetes refere-se novamente a relacao expressa pela equagado (2.45), temos

I R

Generalizando, temos

(A+u)V(V- i) +uV3i+p; =0, (2.52)

expressao conhecida como a equacdo de Navier para meios eldsticos isotrépicos. Em termos do

modulo de Young E e do coeficiente de Poisson v, a equagdo € dada por

VE E o E 2o o
V(V-i) 44—V = 0. 2.53
Trvi—av) Taigw | "V B+ gy VE D 2:53)

2.5 Relacoes constitutivas e viscoelasticidade

A propriedade viscoeldstica refere-se a combina¢do de comportamentos eldsticos e
viscosos em um material. Em geral, as respostas dos materiais viscoeldsticos sdo dependentes do
tempo quando expostos a carregamentos, sendo essas caracteristicas observadas em testes de
fluéncia e relaxacdo. Sélidos, em geral, obedecem a lei de Hooke generalizada, dada por (MAI-
DUY; PHAN-THIEN, 2017)

o =Eg, (2.54)

ou

e=Jo, (2.55)

onde J = 1/E. E importante destacar que o comportamento linear expresso pela equacio (2.54)
¢ considerado para tensdes e deformacgdes que permanecem dentro do regime linear de materiais
puramente eldsticos, nos quais a tensdo o € proporcional a deformacdo €. A constante E
€ o médulo de Young, um parametro material que estd relacionado a intensidade das forgas
intermoleculares. Do ponto de vista fisico, um material eldstico responde instantaneamente
quando uma forca € aplicada, retornando a sua forma original assim que o carregamento €

removido.
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Para um fluido newtoniano viscoso, a relacdo constitutiva € dada por
o =1néE, (2.56)

conhecida como a Lei de Newton para fluidos, onde 1) € a viscosidade. Quando um fluido é
submetido a um carregamento, ele escoa, mas, diferentemente dos s6lidos, ao remover a carga, o
fluido ndo retorna ao seu estado inicial. O comportamento eldstico pode ser representado por
uma mola ideal, que obedece a equacio (2.54), enquanto o comportamento viscoso de um fluido
pode ser modelado por um amortecedor viscoso que segue a Lei de Newton, dada pela equagdo
(2.56).

Dessa forma, a viscoelasticidade pode ser modelada analiticamente através da as-
sociacdo de molas e amortecedores, a fim de obter relagdes constitutivas que descrevam o
comportamento mecanico de materiais viscoelasticos. Esses modelos combinam elementos
eldsticos e viscosos para capturar a resposta complexa dos materiais sob diferentes condicoes de

carregamento.
2.5.1 Fluéncia e relaxagdo

No estudo de materiais, € comum a realizacdo de ensaios experimentais para ca-
racterizar, definir ou validar relacdes constitutivas por meio da andlise de curvas de tensao
versus deformacdo ou curvas de relaxagdo, por exemplo, com o objetivo de encontrar parametros
materiais importantes. Como mencionado anteriormente, materiais viscoeldsticos apresentam
uma forte dependéncia temporal, de modo que a resposta do material varia conforme o tempo de
aplicacado da carga. Essa resposta pode ser observada em testes de fluéncia, onde uma tensao
constante € aplicada, e em testes de relaxacdo, onde a deformacdo aplicada € mantida constante.

Outro parametro crucial na reologia é o nimero de Deborah, um ndmero adimensio-

nal definido como (MAI-DUY; PHAN-THIEN, 2017)

D, = (2.57)

T
Lobs ’
que relaciona o tempo de relaxa¢do T do material, associado as suas propriedades viscosas, com o
tempo de observacdo ou de realiza¢do do experimento. Quando D, — 0, o material se comporta
como um fluido; quando D, — o, predomina o comportamento eldstico. Assim, afirmar que

um material exibe predominancia de propriedades viscosas ou eldsticas depende da escala de

tempo do experimento. A aplicacdo de uma carga em um curto intervalo de tempo, comparado ao
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tempo de relaxacdo do material, pode resultar na auséncia de relaxacdo significativa do material.
Esse comportamento é geralmente observado em 4dreas de histerese quando se plota o grafico da
forca aplicada sobre o material versus a indenta¢do, onde uma maior drea de histerese indica
uma maior contribui¢@o viscosa.

No mundo macroscépico, o asfalto € um exemplo de material viscoeldstico ampla-
mente utilizado no cotidiano (COSTA, 2011). No universo microscépico, as células servem como
exemplo de materiais biologicos com tempos de relaxacao curtos. Esse fato levou a debates entre
pesquisadores sobre a natureza reoldgica das células, com alguns argumentando que as células
eram materiais viscosos, enquanto outros defendiam que eram materiais elasticos. Hoje, sabe-se
que as células sdo materiais viscoeldsticos. Diversos modelos tentam descrever o comportamento
mecanico desses materiais, variando desde modelos mais simplistas, que serdo descritos nas
proximas secoes, até modelos mais sofisticados, como aqueles que utilizam descricdes baseadas

em leis de poténcia (SOUSA et al., 2020; SOUSA et al., 2017).
2.5.2 Descrigdo matemadtica da viscoelasticidade

A viscoelasticidade é a manifesta¢ao simultanea de caracteristicas eldsticas e viscosas
em um material. A parte eldstica € restauradora, enquanto a contribui¢do viscosa dissipa energia.
No contexto da viscoelasticidade, o estresse pode ser definido como (MARQUES; CREUS,
2012)

(1) = /0 "E(0)de(t), (2.58)

ou

t
(1) = /O E(1)&dr, (2.59)

enquanto a deformacao pode ser descrita como:

£(r) = /O o (), (2.60)
ou

e(t) = /0 J()dr, 2.61)

onde E() é conhecida como a fung¢@o de relaxagdo e J(7) como a fungdo de fluéncia. Ambas

sdao dependentes do tempo e variam de acordo com o material. As equagdes apresentadas sao
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decorrentes do principio da superposicao de Boltzmann, que se baseia na aditividade de tensdes
e deformagdes; como estamos considerando intervalos infinitesimais em um passo de tempo ¢, as
relagdes constitutivas no formato integral sdo vélidas.

Essas expressdes permitem capturar o comportamento temporal dos materiais vis-
coelésticos, onde a resposta do material a uma carga aplicada depende tanto da intensidade da
carga quanto da duragdo da aplicagdo. A fun¢@o de relaxagdo E(r) descreve como o material
alivia o estresse ao longo do tempo sob deformagdo constante, enquanto a fungdo de fluéncia J(r)
descreve como a deformacao evolui ao longo do tempo sob tensdo constante. Essas fungdes sdao
fundamentais para a compreensao e modelagem do comportamento viscoeldstico de materiais

em aplicacOes praticas.
2.5.2.1 Modelo de Maxwell

O modelo reolégico de Maxwell consiste em um elemento elastico (mola E) em
série com um elemento viscoso (amortecedor 17). Este arranjo mecanico, ilustrado na Figura 4, é
uma idealizagdo simples do comportamento viscoeldstico, frequentemente utilizado devido a sua
simplicidade.

Neste modelo, a tens@o aplicada na mola e no amortecedor € a mesma, ou seja
O = Op = O.

onde os indices subscritos E e 1) referem-se, respectivamente, a mola e ao amortecedor.
A deformacao total do elemento de Maxwell € dada pela soma das deformacdes da

mola e do amortecedor

e(t) =ep(t) +&x(1). (2.62)

Derivando essa expressao em relacdo ao tempo e utilizando as relacdes constitutivas (2.54) e

(2.56), obtemos

6 ©
E(t) = =+ —. 2.
(1) gt n (2.63)
Figura 4 —Modelo de Maxwell.
E n

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A préxima etapa € resolver a equagdo diferencial (2.63). Para isso, consideramos o
elemento de Maxwell sob uma tensdo constante (6 = 0) e uma deformacao constante (€ = 0).

No caso de um teste de fluéncia, a equacdo diferencial se torna

Eé(t) = % (2.64)
onde T =1/E. A solugdo sera do tipo
Op
Et)=—t+c. 2.65
()= _zt+c (2.65)

Para determinar a constante ¢, aplicamos as condi¢des iniciais
— Em r = 0, a deformacao instantinea € causada pela mola.

— A deformacdo da mola obedece a lei de Hooke, que pode ser reescrita como

00
&H=—.
" E
Logo, quando ¢ = 0, temos
00
c=—,
E
de modo que a expressao (2.65) se torna
2 (1+3)
et)=—(1+-). 2.66
(n="2(1+ (2.66)

No caso de um teste de relaxacdo no modelo de Maxwell, temos

6 ©

—+—=0 2.67
T . (2.67)
onde utilizamos novamente a equagdo (2.63), mas considerando € = 0. A solucdo da equacao

diferencial referente ao teste de relaxacdo serd do tipo

o(t) =c-exp (—%t) ,

onde ¢ € uma constante a ser determinada. Aplicando novamente as condi¢des iniciais, a solu¢ao

geral para o teste de relaxagdo serd

—t
o(t) = gEexp (7) : (2.68)
Isso € esperado para materiais viscoeldsticos. Comparando com as relacdes (2.54) e (2.55),

temos que

E(t) = Eexp (i) , (2.69)

T
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J(t)=—+—. 2.70
(1) - (2.70)

g(t) = /Ot(%Jr%)ddt, (2.71)

() :E%Fm<;)wa 2.72)

2.5.2.2 Modelo de Kelvin-Voigt

O modelo de Kelvin-Voigt consiste em um elemento eldstico em paralelo com um
elemento viscoso, conforme ilustrado na Figura 5. Neste modelo, o elemento viscoso impede a
deformacdo instantanea da mola, de modo que a deformacgdo de cada elemento que compde o
sistema mecanico seja a mesma (€ = €g = &). A tensdo total no sistema € dada pela soma da

tensao na mola mais aquela que atua sobre o amortecedor, ou seja
o(t) = of + oy. (2.73)
Usando novamente as equagdes (2.54) e (2.56) e reescrevendo a expressao (2.73), temos

o ,
£ =t A, (2.74)

onde A; = n/E é o tempo de retardo. A equagdo diferencial do modelo de Kelvin-Voigt é
homogénea de primeira ordem, e sua solugdo € composta por uma solugio particular ), e uma
solucdo homogénea S,.

Para Sj,, temos

e(t)+1jé=0, (2.75)
Figura 5 —Modelo de Kelvin-Voigt.
E
7 7

Fonte: Elaborada pelo autor.
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cuja solugdo € do tipo

g(t)=c-exp (A_) . (2.76)
j

e(t)=—. (2.77)
Consequentemente, a solu¢ao do modelo de Kelvin-Voigt € do tipo

e(r) = % +c-exp (;—t) . (2.78)
]

Considerando que em ¢ = 0, a deformagdo £(0) = 0, pois ndo hd deformacdo instantinea, a
constante ¢ serd igual a
00

c=-7 (2.79)

Logo, a solu¢dao completa para o modelo de Kelvin-Voigt sera

e(r) = % {1 —exp (;—Jt)] . (2.80)

2.5.2.3 Modelo do solido linear padrdo

O modelo do soélido linear padrao (SLS) consiste em um elemento viscoeldstico em
paralelo, ou em série (dependendo da representacdo), com uma mola. Este modelo € simples
e consegue descrever tanto processos de fluéncia quanto de relaxacdo. Adotaremos aqui a
representacdo de Maxwell, ilustrada na Figura 6. Sabemos que a deformacao total do elemento
viscoeldstico é dada por

8:8E1 +€T[7

Figura 6 — Modelo do soélido linear padrao na representacdo de Maxwell.

E1 77
MV—F
I
g
R S— —>
) V V
Eco

Fonte: Elaborada pelo autor.
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e, além disso, em secdo anterior, definimos a equagado diferencial ordindria (EDO) que governa o

modelo de Maxwell

Na representacdo adotada, a deformacgao € € a mesma para a mola isolada E. e para
o elemento de Maxwell, enquanto que a tensao total o consiste na soma das tensdes atuantes
sobre cada um desses elementos que compdem o sistema. Além disso, vale ressaltar que as
molas E. e E; do SLS obedecem a lei de Hooke, enquanto o amortecedor viscoso 1) obedece a
lei de Newton para fluidos. Fazendo uma analogia com circuitos elétricos, a tensao se comporta
de maneira similar a corrente elétrica que atravessa um circuito, dividindo-se em 07 € 0, ao

encontrar um né. A tensdo total neste sistema corresponde a
0 = 01 + 02,

onde o atua sobre o elemento viscoelastico de Maxwell e 0, atua sobre a mola isolada E...

Derivando no tempo a expressao anterior, temos
0 = 0] + 0. (2.81)

Substituindo a EDO de Maxwell e a lei de Hooke para a mola E., na expressdo (2.81), obtemos

o1+ o= (E=tE) pe
1 E°= E ne.

Usando 01 = 0 — E..€ e reorganizando os termos, temos

n . E.+E; )
—6=—7— E. 2.82
G+E1C7 ( E, )T[S—I— €, (2.82)

expressdo que corresponde a equacao diferencial referente ao SLS. Para o teste de fluéncia,
consideramos ¢ = 0, e para o teste de relaxacdo, & = 0. Para resolver a equacdo (2.82), podemos
utilizar o método do fator integrante ou a transformada de Laplace. As solugdes para os testes de

relaxacdo e de fluéncia para o SLS sdo, respectivamente (LIN, 2020)
—t
o(t) = & [Em%—El exp (7)} , (2.83)

(o)) Eq —t
_ P ! 2.84
e(r) Eoo[ E.+E, eXp(r*)}’ (2.84)

onde T = n/E; é o tempo de relaxagdo, e 7° = N(Ew + E|)/ExE] é o tempo de retardo do

modelo.
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3 METODOLOGIA NUMERICA

Problemas fisicos geralmente sdo descritos matematicamente por meio de equacoes
diferenciais, que podem ser ordindrias ou parciais. Por exemplo, a propaga¢do de calor em uma
barra obedece a lei de Fourier, o transporte de particulas segue a lei de Fick, e o escoamento
laminar dentro de um cano € descrito pelas equacdes de Navier-Stokes, entre outros exemplos.
Essas equagoes diferenciais, quando possivel, podem ser solucionadas analiticamente, especial-
mente para problemas idealizados em que a geometria e as condi¢des de contorno sdo simples o
suficiente para permitir tal solucao.

Entretanto, em problemas reais, onde a complexidade geométrica e as condigdes de
contorno tornam a solucao analitica invidvel, € comum recorrer a ferramentas computacionais
para buscar uma solucdo aproximada. Entre os métodos numéricos, podemos citar o Método
dos Volumes Finitos (MVF) (VERSTEEG; MALALASEKRA, 1996), o Método das Diferencas
Finitas (MDF) (KUNZ; LUEBBERS, 1993), a Dindmica Molecular (DM) (DEUFLHARD et al.,
1998), e 0 Método dos Elementos Finitos (MEF) (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000), entre outros.
A escolha e o uso de uma ferramenta especifica dependem do problema a ser resolvido e das
preferéncias do usudrio. Por exemplo, para problemas de escoamento de fluidos computacionais
(CFD), o método dos volumes finitos ¢ comumente utilizado, embora o MEF também possa ser
aplicado a esses problemas. Além disso, com o avanco das técnicas numéricas, € possivel acoplar
diferentes fendmenos fisicos em um tnico problema. Um exemplo € o estudo da dilatacao

térmica, que combina a propaga¢do de calor com a andlise de deformacao do material.

3.1 Método dos elementos finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um método numérico desenvolvido
inicialmente por engenheiros para resolver problemas relacionados a estruturas, como a andlise
de tensodes e deformacdes (COOK, 1995). Embora essa tenha sido sua proposta inicial, 0o MEF
atualmente possui diversas aplicagdes que ndo se restringem apenas a problemas de deformacao
de solidos.

Com o avanco da computagao, especialmente no que se refere ao processamento
e a memoria dos computadores, o uso do MEF, antes restrito a problemas de engenharia, se
expandiu para diversas outras aplicacdes. Assim como a tecnologia dos computadores evoluiu, o

MEF também acompanhou esse avango, tanto em hardware quanto em software, tornando-se
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uma ferramenta mais acessivel e facil de utilizar. Atualmente, existem muitos programas que
permitem ao usudrio criar geometrias e resolver problemas de maneira intuitiva, utilizando
interfaces gréficas. Esse desenvolvimento impactou diretamente no aperfeicoamento e na ampla
utilizacdo do MEF, que hoje tem uma gama de aplica¢gdes na inddstria e em outros campos da
ciéncia e engenharia, ndo ficando restrito a uma tnica 4rea do conhecimento (TEIXEIRA-DIAS
etal., 2010).

Na industria, a principal vantagem de utilizar o MEF esté na reducdo de custos, pois
sua versatilidade permite modelar pecas e realizar andlises importantes utilizando ferramentas
de desenhos assistidos por computador (CAD). Existem diversos softwares especificos para
essa finalidade. No campo cientifico, o uso do MEF possibilita a realizagdo de experimentos
virtuais, onde podem ser aplicadas diferentes condicdes de contorno para visualizar e estudar
fendmenos de interesse. Esses experimentos, que normalmente exigiriam uma estrutura fisica
em laboratorio, podem ser implementados em um computador. Contudo, é importante ressaltar
que os modelos numéricos implementados utilizando o MEF sao validados pela observacdo
experimental; De modo que o MEF pode fornecer uma previsdo de como determinado sistema
modelado se comportard sob as condi¢des de contorno aplicadas, e a experimentacdo fisica valida
essas previsoes. Além disso, a metodologia numérica permite a obtengdo de resultados visuais,
como o campo de velocidade de um escoamento em um meio poroso ou os campos de tensdo-
deformacdo atuantes em um corpo. Tais observagdes, que podem ser dificeis ou impossiveis de

se obter em um experimento real, sdo facilmente acessiveis em simulagdes computacionais.

3.1.1 Aplicacdo do MEF a problemas de mecdnica dos sélidos

Um problema fisico geralmente pode exigir a solucdo de uma ou mais equagdes
diferenciais (ED). No contexto de um dominio continuo, essas equagdes sao vdlidas em qualquer
ponto do interior do dominio, e cada ponto deve satisfazer a ED que governa o continuo. De
modo simplificado, a ideia principal do MEF ¢é discretizar o dominio continuo em elementos
menores, chamados elementos finitos, e resolver o problema nesses elementos. Na Figura 7,
temos exemplos de geometrias discretizadas; note que os elementos finitos sdo os triangulos
presentes na geometria 2D e, no caso 3D, os tetraedros. Além disso, hd outras formas que podem
ser usadas na discretizacdo do dominio, como retangulos, hexaedros, entre outros, dependendo
da quantidade de n6s e da dimensao utilizada no modelo.

Para utilizar essa metodologia de forma adequada, devemos seguir as etapas a seguir:
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Figura 7 — Exemplo de dominios discretizados. Na parte superior temos uma geometria bidi-
mensional representada por um circulo e na parte inferior temos um dominio tridimensional
representado por uma esfera. Cada um destes possui uma representagdo com elementos finitos
maiores € menores.

Fonte: Elaborada pelo autor.

1) definir o problema, 2) definir a geometria (que pode ser simples ou complexa, uni-, bi- ou
tridimensional), 3) definir os pardmetros materiais, 4) definir a fisica envolvida (mecanica dos
solidos, eletromagnetismo, fluidodinamica, entre outras), 5) atribuir as condi¢cdes de contorno
(sendo possivel implementar condi¢des de contorno diversificadas), 6) discretizar o dominio
continuo em elementos menores, formando a malha, e 7) executar a simulagdo, obter resultados
e analisd-los.

Na mecanica dos sélidos, o interesse principal € calcular o campo de tensdo-
deformacdo de um corpo. Entretanto, a solugdo para esse tipo de problema pode variar de
ponto a ponto do corpo, gerando um nimero elevado de solugdes (SANTOS, 2010). Ao discreti-
zar o dominio continuo, o nimero infinito de solucdes passa a ser calculado em termos dos nés
que conectam os elementos. Dessa forma, a partir dos deslocamentos de uma quantidade finita
de pontos, podemos obter com boa precisdo os campos de deslocamentos e de tensdo atuantes
sobre o corpo. Quanto mais refinada for a malha, mais preciso serd o resultado; contudo, isso
aumenta o custo computacional, tanto em termos de memoria quanto de processamento. Em um
problema de contato entre corpos, por exemplo, ¢ comum que a malha seja mais refinada na
regio onde ocorre o contato fisico, devido ao gradiente de tensdo e deformagdo serem maiores

nessas areas, exigindo, portanto, maior precisao.
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Ap6s a discretizagdo, a equacgdo diferencial que governa o corpo continua valida,
mas serd reescrita em sua forma fraca no intuito de implementé-la a nivel elemento finito para a
resolugdo do problema utilizando a metodologia numérica. No MEF, para reescrever a forma
forte, representada pelas equacdes de movimento apresentadas no Capitulo 2, na forma fraca,
podemos utilizar o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000).

A formulacao forte da equagdo de movimento, definida anteriormente, € dada por
V.o;j+pj—piij=0,
aplicando o PTV na equacao de movimento, temos
/V5uj(v-ci,~+pj—pa'j)dv, (3.1)

onde Su; corresponde as componentes do campo de deslocamento virtuais arbitrdrio. Utilizando

a seguinte identidade (GONZALEZ; STUART, 2008)

V- (8T%) = (V-S)-¥+S: Vv,

onde S € um tensor de segunda ordem e v € um vetor. Considerando ST =67 =G evV=4u,
temos
V- (&-8u)=(V-8)-Su+3:Véu,
ou, em termos das componentes,
V-(0jj-6u;j)=(V-0;j)-0uj+0;;Vou;. (3.2)
Reordenando os termos e substituindo na equacao (3.1), temos
/V[V- (01} 8u;) — 01,V u;] dV+/V§ujpjdV—/v5ujpiijdV — 0. (3.3)
Reorganizando
[ 6,V 6u;dv = /Véu,p,-dv - /V 5ujpiijdV—|-/VV- (1 - Su;)dV. (3.4)

Aplicando o teorema da divergéncia no dltimo termo, temos
/ V. (Gij-éuj)dv = /5uj-6,~jnde
14 N
além disso, a condi¢do de equilibrio na superficie é

lj = ojjn;j, (3.5)
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logo
/ V'(G,-j-5uj)dV:/5ujtde. (3.6)
v S
Consequentemente,
/ 0;jVou;dV = / oujp;dV —/ oujpii;jdV +/8ujtde. 3.7)
1% 1% 1% S
Como o tensor de tensdes € simétrico, realizamos a seguinte substitui¢ao (SIMOES,
2017)
O;i+0ji 1 1
Gl'jVSLtj = u&/tj,i = —0',~j6uj,,~+ —Gjlﬁuj’i, (3.8)
2 2 2
realizando a troca do indice mudo no segundo termo, temos
1 1
G,-,~V6uj = 56,'j5uj,,'+ EGijSMi,j
1 1
Gijv&/tj = {55141'75 + 5514,'7/} O;j
G,-jVSMj = = 68,'1'0,']' (39)
e, substituindo na expressao (3.7), obtemos
/ 58,‘j6ijdv = / 5ujpjdV —/ Sujpu‘jdv +/5ujtde (3.10)
1% 1% 1% S
ou
/5e:odv:/5ﬁ-,3d\/—/ 6ﬁpﬁdv+/5ﬁ.?ds, G.11)
% 1% \% S

que corresponde a formulacao fraca da equagcdo de movimento (ZIENKIEWICZ; TAYLOR,
2000). Ao aproximar o problema ao nivel do elemento finito e, os campos de deslocamentos
reais e virtuais podem ser escritos em termos das fungdes de forma (TEIXEIRA-DIAS et al.,
2010), ou seja

i = Ned® (3.12)

ou =N°od°, (3.13)

em que N corresponde a matriz de interpolacdo e d® aos deslocamentos dos nds do elemento e.
Dessa forma, o problema passa a ser resolvido dentro dos elementos finitos utilizando func¢des
de interpolagdo, ou funcdes de forma, de carater algébrico/matricial e de fécil resolu¢ido do ponto

de vista computacional.
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4 INDENTACAO EM AMOSTRAS FINITAS

O estudo de sistemas em escalas nano e micrométricas sempre despertou o interesse
dos fisicos. As diversas aplicacdes tecnoldgicas de hoje sdo resultado de estudos realizados no
passado, que possibilitaram tais avancos. A drea de Soft Matter € uma das vertentes da Fisica
Classica que estd atualmente em crescimento. Ha pesquisas que envolvem diversas metodologias,
variando desde o uso de técnicas computacionais, como a Dindmica Molecular e 0 Método dos
Elementos Finitos, até o uso de técnicas experimentais cldssicas, como o Microscépio de Forca
Atdmica (AFM). Paralelamente, também podemos mencionar o desenvolvimento de modelos
analiticos que descrevem o comportamento reolégico de materiais de interesse em Soft Matter.

Neste capitulo, apresentaremos os resultados de testes de indentagdo em amostras
elésticas e viscoeldsticas, com o objetivo de verificar a influéncia da geometria do indentador e

os efeitos de tamanho finito.

4.1 Determinacao analitica das curvas de relaxacao

Nos estudos realizados em Soft Matter, destaca-se a determinagdo de propriedades
mecanicas de materiais moles, como células, por exemplo. Do ponto de vista bioldgico, as
células sdo consideradas a unidade bésica da vida. Independentemente de serem procariontes ou
eucariontes, células animais ou vegetais, elas sdo indispensdveis para as fungdes metabolicas e
fisiolégicas dos seres vivos.

Estudos anteriores mostraram que estados de doenga podem alterar a elasticidade
celular. Células metastaticas de cancer de rim, por exemplo, sdo mais macias quando comparadas
a células saudaveis (REBELO et al., 2013). Além disso, mudangas morfoldgicas, como o au-
mento de volume ou alteracdes na forma da célula, podem ser indicativos de possiveis desordens
patoldgicas, como aquelas causadas por parasitas, como o Plasmodium falciparum (COOKE
et al., 2014), agente causador da maldria, certos tipos de anemia, como a anemia falciforme,
e até mesmo o cancer. Alteracdes na forma e no volume, o estado de satde da célula e a
reologia estdo intimamente relacionados. Nesse contexto, os fisicos utilizam aparatos especificos
para investigar essas mudancas, contribuindo para o desenvolvimento da ci€ncia fundamental.
O AFM, cujo experimento encontra-se ilustrado na Figura 8, € uma ferramenta amplamente
utilizada em estudos de microreologia celular devido a sua versatilidade. Com ele, podemos

obter tanto a imagem da superficie celular quanto determinar as propriedades eldsticas de uma
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Figura 8 — Esquema ilustrativo do arranjo experimental do Microscépio de For¢a Atdmica

(AFM).
-\ Fotodiodo
/j antilever

/

y
7
/
y

Piezlo ﬁ 4l

Fonte: Adaptada (GAVARA, 2017).

célula isolada por meio de testes de nanoindentacao.

Um teste de nanoindentacdo consiste em aplicar uma for¢a da ordem de nanonewtons
sobre a célula, de modo a deformé-la na regido de contato, em um processo chamado de
indentacdo. Nesse processo, a forca aplicada e a indentagdo no material sdo registradas sob
a forma de curvas de forca, que s@o entdo analisadas com o auxilio de um modelo analitico

especifico, para finalmente extrair o médulo de elasticidade da célula.
4.1.1 O modelo de Hertz

Uma mola eléstica ideal obedece a Lei de Hooke, dada por:
F=kx, (4.1)

onde F ¢ a forca aplicada, k € a constante de rigidez da mola, e x é a sua deformagdo. A
Lei de Hooke pode ser aplicada a sélidos elésticos lineares; entretanto, quando consideramos

indentagcdes em amostras macias, essa lei cldssica precisa ser modificada. Nesses casos, temos
A
F =< 0%, 4.2)

onde 0 € a indentagdo aplicada na amostra, e o expoente A possui um valor que varia de acordo
com a geometria do indentador. A relacao de proporcionalidade dada pela equacgdo (4.2) é
conhecida como modelo de Hertz. Esse modelo relaciona a forga aplicada F com a indentagdo 0
aplicada sobre a amostra, considerando o contato entre dois corpos eldsticos com base em um
conjunto de premissas.

As premissas bédsicas do modelo de Hertz sdo:
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— O material indentado se comporta como um sélido eldstico linear. Como amostras ma-
cias ndo apresentam natureza linear, aplica-se uma indenta¢do de profundidade méxima
correspondente a 10% da espessura do local indentado para evitar respostas nao lineares;

— Os corpos em contato devem ser isotrépicos e homogéneos. Um material isotrépico é
aquele que apresenta propriedades mecanicas independentes da direc@o, por exemplo, o
modulo eldstico na direcao x € igual ao mddulo eldstico na dire¢do y. Embora a exigéncia
de homogeneidade possa ser desconsiderada em situacdes praticas devido a complexidade
da composi¢ao do material, como no caso das células, que sdo compostas por organelas,
filamentos de citoesqueleto e fluidos celulares, o modelo de Hertz ainda € amplamente
utilizado para extrair as propriedades eldsticas desses materiais bioldgicos. Do ponto de
vista numérico, essa premissa pode ser considerada, pois assumimos o material como um
meio continuo, desprezando possiveis espagos vazios € assumindo uma composicao Unica;

— A forca aplicada € estatica, de modo que ndo haja oscilacdes sobre a amostra;

— As dimensdes dos corpos sdo maiores que a dimensao da superficie de contato, garantindo
que as tensdes fiquem restritas apenas a drea de contato, desaparecendo nas extremidades
da amostra;

— O raio de curvatura dos corpos em contato deve ser grande quando comparado ao raio de
contato, pois a teoria de Hertz se baseia no problema de um espaco eldstico semi-infinito
em contato com um indentador esférico, onde a pressdo de contato ocorre em uma pequena
area localizada;

— O contato entre os corpos € suave. Para satisfazer essa condi¢do, € comum a utilizacdo de
indentadores esféricos em experimentos de AFM, devido ao fato de que essa geometria
oferece maior controle da drea de contato sobre a amostra. Em contrapartida, pontas
coOnicas tém maior probabilidade de gerar respostas nao lineares. Entretanto, neste trabalho,
mostraremos que os indentadores conicos ocasionam erros menores nas medidas de
elasticidade de amostras finas com tamanho finito.

Reescrevendo a relagdo (4.2) em forma de igualdade, temos
F(8) =, E8", (4.3)

considerando a for¢a F' normalizada

=K, 4.4)
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Tabela 1 — Valores dos parAmetros Q; e A de acordo com a geometria do indentador (SOUSA et
al., 2020).

Geometria do indentador A Q,
cilindrica/flat 1 T
esférica 32 3
cOnica 2 2 (]t?f“?z)

em que E é o médulo de Young do material, enquanto que os pardmetros Q) e A dependem da
geometria do indentador conforme a Tabela 1.

Quando o material considerado € uma célula, a equagao (4.3) apresenta limitacoes,
pois esses materiais sdo viscoeldsticos, e, portanto, o médulo de Young exibe uma dependéncia
temporal. Essa dependéncia temporal pode ser de dois tipos: exponencial, onde E(t) ~ e%,ou
do tipo lei de poténcia, onde E(t) ~ t~B. Ambos os modelos t&m suas vantagens e desvantagens.
Para estudar géis, por exemplo, os modelos exponenciais sao bastante eficazes. No entanto, para
materiais bioldgicos como células, os modelos baseados em descri¢des de lei de poténcia sdo
mais precisos.

Para materiais viscoeldsticos, as curvas de relaxa¢do normalizadas sdo obtidas a

partir de (SOUSA et al., 2020)

_ 4 ’ dgl l‘/ /
F(t)z/ E(r—)2" 0 (4.5)
0 dt
onde realizamos a integracdo analitica considerando dois regimes distintos: a fase de carrega-

mento F;(¢) e a fase de dwell (relaxagdo) Fy(t) para os indentadores flat, esférico e conico.
4.1.2 Fase de carregamento

. . ~ /
Vamos considerar a indentagdo d(¢ ) como

(1) = Spar— 4.6)
1

! .
onde #; corresponde ao tempo de carregamento. Quando ¢t = #;, podemos afirmar que o indentador

penetrou a0 maximo na amostra (J,,4y). Elevando todos os termos a A, temos

1A
’ t
(1) = S 4.7)
[
Considerando a normaliza¢do da indentacdo S(t/) = (;(’ ) , temos
_ t/l
A H) = —. (4.8)
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. ~ ~ !/
Derivando essa expressdao em relagc@o a ¢ , obtemos

ast(y  d (1"
i di' \ i

WP 1A—1
ds(t) t
= A—. 4.
o A 7 (4.9)

Para um material que obedece ao Modelo do Sélido Linear Padrao (SLS), a fungao

de relaxagdo é dada por

/ —(=1)
E(t—t):Eoo—l—Ele = ) (4.10)

Substituindo as equagdes (4.9) e (4.10) na expressao (4.5), temos

1A—1

t
F(t) = /[E°°+E1e g ]lt—dt
I

—(z—r’) '
T dt. 4.11)

E@::/Ez

1
A expressao (4.11) pode ser separada em duas integrais. Manipulando a primeira
integral, temos
- E A [t iA-1

Fy(t)=—~ [t dr, 4.12)
t+ Jo

usando

Mn—H
/undu: +c,
n+1

onde ¢ € uma constante, quando consideramos o intervalo de integracdo indefinido. Logo

/tt/lldt/ _ (4.13)
0 A '

consequentemente

A
Fiu(t) = E.. (L) ) (4.14)

4]

Manipulando a segunda integral da expressao (4.11), temos

_ EA [t -1 *(t*t,) /
le(l) = ;l t e T dt
tl 0

- EA = [t ia-1{
Bt) = tlk ef/ot eTdr (4.15)
l
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!
Fazendo a mudanca de varidvel u = % entdo df' = tdu, logo

_ EiA = [t/
But) = t; e | (ut)* ' e Tdu
l

. E\A = (U7
Poy(t) = ;ef’/o R

2
I

. E\A 1/t
Fyt) = t;lerfl/o u*letdu. (4.16)
l

E a forca total de carregamento serd dada por
A
_ t E\A 1/t
Fi(t) =Ew (—) + l—ef’c’l/ W etdu. 4.17)
0
4.1.2.1 Indentador flat

Para o indentador flat, temos A = 1. Substituindo essa condi¢do na equagio (4.17),

obtemos
_ t E; = [T
Fi(t) = Es - +—e= T/ e'du, (4.18)
I 0

resolvendo a integral remanescente

t

/Ot/T e'du = [e? — 1} , (4.19)

substituindo este resultado na expressdo (4.18) para finalmente encontrar a forca de carregamento

Fi(t) = E. (5) VE, (3> _E, <3) e (4.20)
i I h

4.1.2.2 Indentador conico

para o indentador flat

Para o indentador cOnico, temos A = 2. Substituindo essa condi¢do na equagdo

— t 2 T 2 —t 1/t
Fi(t) =FEw (—) +2E, (—) ef/ uedu. (4.21)
1 1 0

Resolvendo a integral remanescente por meio de integracao por partes e aplicando

(4.17), obtemos

no intervalo de integracdo considerado, temos

t/T t/T ; ;
/ ue'du = ue" —/ e'du=ue" —e" = —ev —e7 + 1. (4.22)
0 0
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Portanto, a forca de carregamento para o indentador conico € dada por
2 2
_ t T -t [l 1t
Fi(t) =E (—) +2E, <—) eT [—e? —et+ 1}
1 1 T
2 2 2 2
_ t T t - T -
Fi(r) = Ew (—) 1 2E, (—) (—) eTet —2E (—) eFet 12E, ( ) e
1 1 T 1 1

2 2 2
_ t 1T T T
FE()=E.(~) 42E,=+2E, (=) 7 —2E
1) (fz) 2 : <fl) : (tl>

2 2
(1) = E. (5) +2F, Z—H(}) (er’—1)]. (4.23)

i ] I

4.1.2.3 Indentador esférico

Para o indentador esférico, temos A = % Substituindo essa condi¢do na equacado

(4.17), obtemos
3 3
_ t\2 3 2, rt/t
Fi(t) =FEw (—) + <E; (E) er/ u?e'du. (4.24)
1 2 1 0

Resolvendo a integral remanescente por meio de integracio por partes e aplicando

no intervalo de integracdo considerado, temos

/ et —aber— [T (4.25)
uze'du=uze" — .
0 0 2\/_

Realizando a substitui¢do z = /u e du = 2zdz, obtemos

’”e_ _ VT /fzez (4.26)
0

Por definicdo (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2014), temos

726
‘\/_

conhecida como fun¢do de erro imagindria de Gauss. Assim, temos

0\/_ 2\;Z_dz =erfi <\/z) , (4.28)

logo, a integral, dada pela equacgdo (4.25), tem como solugdo

t/T 1/t
/ wié'du—=ure"| — ﬁerfi (\/Z)
0 0 2 T
1/t L, t % 1 ﬁ . \/7
/0 uze'du = (E) et — Terfz ( z 4.29)

erfi(z) = (4.27)
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Portanto, a forca de carregamento para o indentador esférico serd dada por

- (L) 36 () o [(%)%; Vg (ﬁ)]
N O RT3 (O 0

4.1.3 Fase de dwell

Na fase de dwell, a forga serd calculada através de

3 ! A& ot d&t (£)
Exﬂ:i/lE@—w) O g+ [ B =) Domarlt) 4y 431)
0 dt 1 dt

onde 9,4, corresponde a indentacdo médxima na amostra. Em testes de relaxacdo em materiais

viscoeldsticos, a indentagdo maxima € constante, ou seja, se
Omax = constante,

entao
!

dda(t)

S 2 =0. 4.32
it (4.32)

Assim, a for¢a durante o relaxamento sera calculada utilizando

_ ; NG
Fy(1) :/IE(t—t) gl)dt. (4.33)
0 dt
Sabemos que
d5_2’ (l,) t/ﬂ,—l
—=A
dt tt
entao
— 2/ U / /A* /
Fy(1) :T/IE(t—t)t Lar. (4.34)
1" J0

Utilizando a funcdo de relaxagdo do SLS e substituindo na expressao anterior, temos

_ A ] 7(*/) IA—1
Fd(t):t_l/o (EM+E1e T )t dt
!

_ A =1 Y R Ly | f
Fd(t):Em—l/ tdt +E17er/ t etdt. (4.35)
tl 0 tl 0

A integral do primeiro termo tem como solucao

A [toa-1 A
Ew—/ t dt = Ee—
0

P )
I l

IA—141 U

=FE., (4.36)
0

A—1+1
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logo
_ A o [toa-1
Fy(t) =Ew+Ei—e® [ 1 etdt,
I 0

(4.37)

onde a integral remanescente serd resolvida considerando as geometrias flat, cOnica e esférica do

indentador.
4.1.3.1 Indentador flat

Para o indentador flat, considera-se A = 1 na equacéo (4.37). Entao

_ 1 —t 1 é ’
Fy(t) :Eoo—l—Elt—e T / evdt, (4.38)
l 0
em que a integral remanescente pode ser facilmente resolvida e tem como solugdo

/

u oy t
/ edi =tet —1. (4.39)
0
Logo a forca durante o processo de dwell para um indetador flat € dada por

L =7 u
Fy(t) = Eoo-l-EIEef [‘L’ef—”c}

—(t=1p) T —t

Fat) = E-+E (3) e Tl _E (-) 7. (4.40)

4] 4]

4.1.3.2 Indentador conico

Para o indentador cOnico, temos A = 2. Substituindo na equagio (4.37), obtemos
_ 2 - [, é /
Fd(t):EooJrElt—zer / tetdt, (4.41)
i 0

onde a integral remanescente serd resolvida por meio de integracao por partes. Assumindo

/ !
u = t du = dt

!

’ ’
T v:fe‘[,

dv = e
temos
! !

/i i / r [
tetdt = t7Tetr—7T [|evdt

! !

/ fe7di = f1et —1e*. (4.42)

Aplicando o intervalo de integracio, temos

/

Wyl i 7 2
tetdt =tTeT —T7eT + 1. (4.43)
0
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Consequentemente, a forca durante o processo de relaxacdo do material viscoeldstico para a

ponta cOnica serd dada por

_ 2 - t '
Fd(l) =F. +E1t—2€7r [l‘lfe?l — Tze?l + Tz]
[

2 2
_ —(—1) —(—17) —t
Fy(t) = Ew+2E, (tf)e = _2E, (3) e T 4 2E, (3> 7. (4.44)
l

4.1.3.3 Indentador esférico

Para o indentador esférico, temos A = % Substituindo na equacdo (4.37), obtemos
_ 3 i1 !
Fd(t):EooJrEl—er/ 2o dr, (4.45)

onde a integral remanescente serd resolvida por meio de integracao por partes. Assumindo

ll 1/7l !
u = t° du=—t *dt
2
! i
r r
dv = ev V="TerT,
obtemos
!
L zl ’ /L t/ T 6% /
/t ‘etdt =71t tet —— [ —dt . (4.46)
20 V7

Manipulando algebricamente a integral do ultimo termo, temos

/ [ = (i)z dr | (4.47)

!/
onde realizamos a substitui¢do u = \/; edu= %d/. Portanto
2

Tt

Vi

onde utilizamos novamente a defini¢do da fungdo de erro imagindria de Gauss, dada pela equacio

/Otze(ﬂ) u _\/_\/_/\fZe_ du = /T Ter fi (\/7) (4.48)

(4.27). Substituindo esse resultado na expressado (4.46), obtemos
v,k 1 t,
/ t2e%dt = 11’e* ——\/_\/_erfz \/7
0 0
U S ! t
/ {le%di = nﬁer’—?r%rﬁ(ﬁ). (4.49)
0
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Finalmente, a forca total durante o regime de dwell para um indentador esférico é

dada por

- 3 - 1! T 3 t
Fd(t):Eoo+E1—%67t ”L't12efl—\/7_r2erfi \/g
2t
l

3
- 3 T\ -t 3 T)\?2 n\ =
Fy(t) =Ew+<E1 | — T ——vTE | — ] — T 4.50
alt) = E=t5 '(tz)e v '<t1> s \/: ’ 0

4.2 Descri¢iao do modelo numérico

O modelo numérico considera uma amostra cilindrica cujo comportamento reoldgico
€ descrito pelo modelo do sélido linear padrao (SLS) no caso viscoeldstico, ou pelo médulo de
Young no caso eléstico. A amostra serd indentada utilizando trés geometrias distintas para o

indentador: esférica, cOnica, e flat, conforme ilustrado na Figura 9.

Figura 9 —Ilustracio 2D da geometria com 3 amostras em contato com os indentadores esférico,

conico eﬂat.
=]

Amostra H

L

Fonte: Elaborada pelo autor.

Independentemente da geometria do indentador, ele realiza testes de relaxacao,
penetrando na amostra até uma indenta¢io maxima de &y = 1 um. Além disso, diferentes alturas
H da amostra foram consideradas. O tempo de relaxacdo 7 e o tempo de carregamento #; foram
mantidos fixos. A amostra € assumida como incompressivel e fixada a um substrato rigido,
de modo que a base da amostra ndo tenha movimento nas dire¢des z e r. As propriedades
geométricas e materiais utilizadas no modelo estdo listadas na Tabela 2.

As curvas de dwell foram obtidas e normalizadas de acordo com a geometria do

indentador, utilizando os fatores apresentados na Tabela 1.



Tabela 2 —Parametros geométricos e materiais utilizados no modelo

Parametro  Valor Descri¢ao

L 8 um Raio da amostra

H 5,10e 100 um  Altura da amostra

Einpur 1000 Pa Moédulo de Young da amostra

Vs 0,49 Coeficiente de Poisson da amostra

Ps 1000 kg/m? Densidade da amostra

T 0,5s Tempo de relaxagcdo da amostra

1 0,5s Tempo de carregamento

R; 2,5 um Raio do indentador flat e estérico

o 45° Angulo de meia abertura do indentador co-
nico

51

Figura 10 —Campo de tensdo da amostra viscoeldstica para os indentadores a) esférico, b) conico
e ¢) flat em instantes diferentes (r = 0,5 s; 1 s; e 5 s) da simulacdo computacional para a altura

H =5 um.
t =0.bs t=1s t =5s

a)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Stress (Pa)

l25
F 420
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Figura 11 —Campo de tensdo da amostra viscoeldstica para os indentadores a) esférico, b) conico

e ¢) flat em instantes diferentes ( = 0,5 s; 1 s; e 5 s) da simulagdo computacional para a altura
H =10 um.

t = 0.9s

a)

Stress (Pa)
25
20

115

110

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 12 —Campo de tensdao da amostra viscoeldstica para o indentador esférico em instantes
diferentes ( = 0,5 s; 1 s; e 5 s) da simulagdo computacional para a altura H = 100 um.

t =0.bs t=1s t=5s

Stress (Pa)

I25

420

115

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 13 —Campo de tensao da amostra viscoeldstica para o indentador conico em instantes
diferentes ( = 0,5 s; 1 s; e 5 s) da simulagdo computacional para a altura H = 100 um.

t = (0.55 t=1s t=05s Stress (Pa)

I25

Fq 20

115

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 14 — Campo de tensao da amostra viscoeldstica para o indentador flar em instantes
diferentes ( = 0,5 s; 1 s; e 5 s) da simulagdo computacional para a altura H = 100 um.

f=Ts =08

t —=l}as

Fonte: Elaborada pelo autor.

Stress (Pa)

25

20

115

1140
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4.3 Variando a altura da amostra

As Figuras 10-14 mostram a distribuicdo do campo de tensdo gerado devido a
indentacdo, de acordo com a geometria do indentador e com a altura H da amostra. A visualiza¢do
do campo de tensdo permite compreender como a geometria do indentador impacta a distribui¢ao
de tensdes no interior da amostra, ja que a pressdo de contato varia conforme a geometria do
indentador. Com base nesses resultados, podemos afirmar que os indentadores flat produzem um
campo de tensdo mais acentuado, enquanto os indentadores conicos geram um campo de tensao

menor. Quanto maior a drea de contato, mais profunda e intensa serd a distribuicdo da tensao.

Figura 15 — Curvas de relaxacdo para os indentadores a) esférico, b) conico e ¢) flat. As curvas
de forcas foram normalizadas considerando f(¢)/Q; 8F.

L ' _}'11:5I ' J L ' —H:Silm I . L ' —II-I=5i1m
4000 a) THo lOu;Tm 4000 b) “H=10pum 4000 C) “H=10um
~3000F —H =100 um 1  ~3000F —H=100um 4 ~3000} —H =100 um
£ —H =100 um (el) &£ —H =100 um (el) & —H =100 pum (el)
IE 2000F . : 2000F . I: 2000
1000} 1000-/M 1000
2 3 4 s O34 O

3
t(s)

Fonte: Elaborada pelo autor.

As curvas de dwell foram plotadas para cada geometria do indentador e altura da
amostra, conforme ilustrado na Figura 15. Os graficos exibem a forca normalizada de acordo com
a geometria, com o objetivo de verificar a influéncia da espessura finita nas medidas. Observa-se
que as curvas de dwell seguem o comportamento observado na distribuicao do campo de tensao,
em que os indentadores conicos sdo menos sensiveis ao efeito de espessura finita, inclusive no

caso extremo em que H =5 um e 9,4, corresponde a cerca de 20% da altura H da amostra.



Figura 16 —Modulo de Young relaxado E em funcdo da altura H da amostra viscoeléstica.

3000 T | E——— T
[ 4 Flat
2500F @® Esférico
i W Conico
2000F =T “input 7
/C_s\ L
& 1500
m i
1000
500 -
0 I 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 17 —Em a) temos o grafico que descreve o deslocamento do indentador e em b) as curvas

de histereses para amostra com altura H = 10 um.

E 1 ' 1 I 1 2 N ' 1 1 ' 1 1

S IF —Descid L — Flat

L — Subida 10+ — Esférico

8 ] | — Conico

: ~~

S CL) Z 8 .
g E

3 0,5k e § 6 _
8 e T

5 =4 )
S L

o 1 N 1 L 1 0 L L

A 0 0,5 1 0 02 04 06 08 1

8 (um)

t(s)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando a amostra é mais fina, a rigidez medida é maior, devido aos efeitos do
substrato rigido, o que pode ocasionar medidas errdneas e imprecisas. Como mostrado na Figura
16, os indentadores esférico e flat sdo mais sensiveis a esse efeito, enquanto o indentador conico
demonstra maior robustez em relacio a influéncia dessa condigéo de contorno. A medida que
a altura H da amostra aumenta, o médulo de Young medido se aproxima do valor de input do
material (veja a Tabela 2). Portanto, podemos inferir que indentadores cOnicos geram erros
menores em indentacdes de amostras finitas, quando comparados a indentadores esféricos e
cilindricos. Ressaltamos que esses resultados se referem a amostras com adesao de 100% ao

substrato rigido.
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Além disso, simulamos a aproximacao e afastamento do penetrador com o objetivo
de obter curvas de histereses. Os indentadores obedecem a mesma funcao para o deslocamento,
conforme o gréfico ilustrado pela Figura 17-a, aplicando a profundidade maxima igual a 1
um. A amostra dissipa menos energia quando penetrada pelo indentador conico, conforme o
grafico ilustrado na Figura 17-b, que mostra as curvas de histerese para diferentes geometrias
de indentadores com altura de amostra fixa em H = 10 um. A geometria flat ocasiona maior
dissipacdo de energia, a geometria cOnica dissipa menos, enquanto a esférica provoca uma
dissipagdo intermedidria. Quanto maior a drea de histerese, maior serd a manifestacdo das

propriedades viscosas da amostra.

4.4 Variando a rigidez do substrato

Nesta secdo, apresentamos os resultados dos testes de indentagdo em amostras
viscoeldsticas posicionadas sobre um substrato em contato com um indentador. A altura da
amostra foi fixada em H = 5 um, enquanto a rigidez do substrato foi variada em um intervalo de
0,2 kPa a 20 kPa. Realizamos simulacdes utilizando as trés geometrias de indentador. O objetivo
foi deformar a amostra sobre um substrato de rigidez varidvel.

As condicdes de contorno seguem o padrdo de um teste de indentagdo, considerando
a amostra fixada sobre um substrato deformdvel. As curvas de dwell obtidas foram normalizadas
conforme a geometria do indentador. Os campos de tensdo e deslocamento para os diferentes

indentadores e substratos estao ilustrados nas Figuras 18 a 20.

Figura 18 — Campos de a) tensdo e b) deslocamento para diferentes substratos, em que foi
utilizado o indentador esférico para realizar a indentagio J,,,, na amostra viscoeldstica.

e "
" m_Sew

Fonte: Elaborada pelo autor.

Stress (Pa) .

0
Deslocamento (m) x%g'“

18
16
14
12
10
8

6
4
2
0
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Figura 19 — Campos de a) tensdo e b) deslocamento para diferentes substratos, em que foi
utilizado o indentador c6nico para realizar a indentagio ,,,, na amostra viscoeldstica.
Deslocamento (m) o
20

a) h
b)
h h im
16
14
12
10
8

Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 20 — Campos de a) tensdo e b) deslocamento para diferentes substratos, em que foi
utilizado o indentador flat para realizar a indentagio 8,,,, na amostra viscoeldstica.

a) '

Stress (Pa)

on s O

Stress (Pa) -

20

L Es = 0,2 kPa

e 14

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados obtidos nesta etapa da simulacio estdo ilustrados na Figura 21. As
medidas realizadas utilizando o indentador c6nico no experimento computacional sdo0 menos
influenciadas pela variag¢do na rigidez do substrato deformdvel, corroborando com os resultados

discutidos anteriormente.



Figura 21 —Modulo de Young relaxado E em funcdo da rigidez do substrato E;.

1)) —
g %,
SICrico
2500F W Conico
g 2000
m
1500

100

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 INFLUENCIA DE SUPERFICIES FRACTAIS NAS PROPRIEDADES MECANI-
CAS

Fractais estdo presentes em varias escalas na natureza. De fato, a geometria euclidi-
ana, baseada em formas perfeitas como cones, quadrados e circulos, ndo € capaz de descrever
com precisdo o formato, o contorno e as superficies irregulares encontradas no mundo real (AS-
SIS et al., 2008). Um exemplo clédssico desse desafio € a determinacao precisa do perimetro de
um continente, arquipélago ou da costa de um pafs. A Figura (22) ilustra essa problemdtica com
imagens obtidas por satélite das Ilhas Britanicas e da costa da Noruega. Em ambos os casos, a

medida que o zoom € aplicado em determinada regido litoranea, o contorno terrestre torna-se

mais complexo e irregular.

Noruega.

735

Fonte: Google Earth.

As imagens mencionadas sd@o exemplos de fractais naturais, ou seja, fractais encon-
trados na natureza que ndo possuem uma regra de geracdo estabelecida, podemos citar também
superficies auto-afim presentes em montanhas ou até mesmo em substratos rugosos. Por outro
lado, ha fractais que possuem regras de geracdo, geralmente através de uma relacao de recorréncia
ou de fungdes iteradas, levando a construcdo de fractais idealizados que, na prética, podem nao
existir na natureza. Entretanto, seja o fractal deterministico ou aleatério, ambos podem possuir
detalhes em qualquer escala, serem irregulares, apresentar algum nivel de auto-similaridade e ter
uma dimensao fractal.

Diante desse fato, a geometria fractal surge como uma 4rea da Matemadtica destinada

a auxiliar no célculo e descricao de formas complexas presentes ou ndo na natureza, uma vez que
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a geometria fractal é baseada em dimensdes nao-inteiras. Além disso, a abordagem fractal nao
estd restrita apenas a Matemadtica. A Fisica, por exemplo, utiliza essa abordagem em diversas
aplicagdes, como no estudo de fendmenos criticos, onde dimensdes fractais aparecem quando
o sistema estudado atinge o ponto critico (SUZUKI, 1983). A Medicina também emprega a
abordagem fractal em pesquisas oncoldgicas (SOKOLOV, 2015; BAISH; JAIN, 2000; SEDIVY;
MADER, 1997), enquanto a Economia a utiliza para estudar o comportamento do mercado
financeiro (GLERIA et al., 2004). A Biologia aplica a abordagem fractal em estudos sobre a
extingdo de espécies (ARGOLO et al., 2016).

Neste capitulo, apresentamos os resultados de um estudo numérico, implementado
através do software comercial COMSOL Multiphysics®, que investiga a influéncia de superficies
fractais no processo de medicao das propriedades reoldgicas de materiais. Para isso, considera-
mos um fractal deterministico conhecido como curva de Koch (ver Apéndice B), até sua quarta
geracdo, sob duas perspectivas diferentes que chamaremos de fractal Up e fractal Down.

Este estudo examina como a rugosidade superficial influencia a medi¢do de proprie-
dades eldsticas, com foco particular em superficies rugosas com padrdes fractais auto-similares
em diferentes escalas. Simula¢des numéricas, especificamente Modelagem de Elementos Fi-
nitos (MEF), foram utilizadas para explorar as distribuicdes de tensdo e deformagdo durante
o processo de indentacdo em amostras que contém superficies fractais de Koch. Essa abor-
dagem permite compreender como esses padroes afetam o comportamento dos materiais sob
condi¢des de indentacdo e projetar experimentos que refletem de forma mais precisa as proprie-
dades mecanicas de materiais com superficies complexas (BOGAHAWATHTHA et al., 2024;
PAVON-DOMINGUEZ et al., 2021; WANG et al., 2018).

Em aplicacdes praticas, especialmente em testes de nanoindentagdo em materiais
macios com substratos rugosos, a rugosidade superficial pode impactar diretamente a medi¢dao
de parametros cruciais, como a elasticidade (ROY; VEMAGANTI, 2024; AFFERRANTE et
al., 2023). Compreender o comportamento mecanico de materiais com superficies complexas
ao serem indentados € de extrema importancia para o design de materiais, aplicacdes em
engenharia e até para o desenvolvimento de abordagens diagndsticas mais eficazes na pesquisa
médica (SOKOLOV, 2015; BAISH; JAIN, 2000; SEDIVY; MADER, 1997; DOKUKIN et al.,
2011).



63

Tabela 3 —Parametros geométricos e materiais da amostra.

Variavel Nome Valor

A Area da amostra 1 cm?

L Base da amostra 1 cm

t Espessura da amostra Pa I cm

E; Moédulo de Young atribuido para 1000 Pa
amostra

g Coeficiente de Poisson da amostra 0,49

d Densidade da amostra 1000 kg/m?>

H Altura da amostra Valor varidvel

n Geracao fractal Valor varidvel

5.1 Modelo computacional

O modelo utilizado baseia-se em uma aproximacao 2D, utilizando a condi¢do de con-
torno de tens@o no plano, permitindo a obtencao das curvas de forca. Os parametros geométricos
e materiais estao listados na Tabela 3.

A geometria do modelo, ilustrada na Figura 23, € bastante simples. Inicialmente,
a amostra tem formato retangular e estd em contato com um indentador flaz. Com a geracao
de fractal na base da amostra (contorno destacado em vermelho), o indentador, que € rigido e

indeformdvel, aplica uma indentacdo correspondente a 4% da altura da amostra.

Figura 23 —Ilustracdo 2D da geometria do modelo MEF em que temos a geracdo fractal de Koch
na amostra sobre as perspectivas a) Down e b) Up. A orientagdo Down ocasiona um ganho de
area enquanto que a orientagdo Up leva a perda de area da amostra. O fractal de Koch sera gerado
no contorno inferior (destacado em vermelho) até a quarta geracio n = 4, o qual mostramos o
mesh numérico.

n=>0 n=1 n=~22 n=3 n=4
; | || | | .
T, a) | n
o i 3 | ‘
| A GAed R
: || 5 | | : |
L

\ i
. ! 1
I i
= Contorno fixo b ! |
++ Condig&o de contorno periddica I :
[CJAmostra elastica | b
MlIndentador rigido . !

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além disso, possiveis efeitos viscosos foram desconsiderados, assumindo-se que a
amostra é puramente eldstica e o problema foi resolvido considerando o caso estaciondrio. Como
se trata de um experimento de indentacio, considerou-se a base da amostra fixa (sem movimento

em x e y), e nas paredes laterais foram implementadas condi¢des de contorno periddicas para
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eliminar os efeitos de tamanho finito decorrentes das bordas laterais da amostra modelada.

5.2 Obtencao das curvas de forcas

Testes de indentacdo t€ém como objetivo principal medir o médulo de Young da
amostra por meio da andlise das curvas de forca obtidas, utilizando um modelo teérico apropriado.
No caso de materiais viscoeldsticos, a curva de forca depende do tempo, devido a relaxacdo do
material. Entretanto, quando o material € puramente elastico, o modelo de Hertz € amplamente
utilizado. As curvas de for¢a obtidas neste estudo foram tratadas utilizando o modelo de Hertz,

conforme a seguinte expressao

F(8) = EQ,; 6%, (5.1)

onde Q; e A sdo parAmetros que dependem da geometria do indentador, E é o médulo de Young,

e 0 corresponde a profundidade de indentagdo. Para o indentador flat, temos A = 1 €

2

Inicialmente, o experimento computacional foi realizado considerando amostras
com altura H varidvel. Para n = O (superficie sem fractal), os resultados numéricos, conforme
ilustrado no grafico da Figura 24, estdo de acordo com a literatura, que sugere que quanto menor
a espessura da amostra, maior serd a rigidez medida. Isso pode ser justificado pelos efeitos de
tamanho finito decorrentes da espessura da amostra. Em materiais finos, o médulo de Young
pode ser superestimado, pois o indentador pode “sentir"o substrato rigido quando a amostra €
indentada profundamente. Para minimizar este efeito e adequar o modelo numérico as principais
premissas do modelo de Hertz, considerou-se uma indentacdo maxima de 4% da espessura da

amostra.
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Figura 24 — Curvas de forca para amostra sem fractal para diferentes alturas H.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 25 —Curvas de for¢a para amostras que possuem o fractal a) Down e b) fractal Up quando
altura H = 0,5 cm.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A presenca de fractais influencia significativamente nas curvas de forca, conforme
mostrado nos graficos da Figura 25. No caso Down, a geracao de fractais leva a uma pequena
diminui¢do na inclinag¢do da curva. Em contrapartida, no caso Up, a geragado de fractais tem um
impacto mais expressivo. A amostra torna-se mais rigida a medida que o fractal é gerado, o que
impacta diretamente na inclinag¢do da curva. Quanto mais inclinada a curva, maior € a rigidez
medida. Os campos de tensdo estao ilustrados na Figura 26, onde se pode observar a distribui¢do

do campo de tensdo para cada geragdo n do fractal de Koch nos casos Down e Up.
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Figura 26 — Campos de tensdo para os fractais Down e Up, para H = 0,5 cm até a quarta geracio
do fractal de Koch.

a1 121 F2AE)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O gréfico, ilustrado pela Figura 27, mostra a razo entre a tensio na regido de contato
O, € a tensdo na regido do fractal de Koch oy em fungdo da gerag@o n para os casos Down e
U p quando consideramos H = 0,5 cm fixa. Para amostras com superficies uniforme, o valor
esperado quando consideramos a razdo o./0y é igual a 1. Fisicamente, isto nos indica que a
tensdo da superficie superior serd transmitida totalmente a superficie inferior. O que pode ser

observado quando consideramos a amostra lisa sem o fractal.

Figura 27 —Razao entre o, e 6y em fungio da geracao fractal n.

4F ® down
m up
- (4/3)"
b&
S 3
bb
2

SoF

Fonte: Elaborada pelo autor.

A medida que o fractal é gerado, espera-se que o aumento do perimetro P(n) com-
pense a disparidade das tensdes entre as superficies consideradas. Entdo 6y o< 1/P(n), em que
P(n) = (4/3)"L é o perimetro do fractal de Koch de tamanho inicial L para uma dada geragao n.
De forma analoga, temos que G, < 1/S(6), em que S(0) é o comprimento da superficie superior.

Como estamos considerando regimes de pequenas indenta¢des, podemos assumir que S(6) =~ L.
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Tomando a razio entre o, e O, temos que

MO MORI

Como a tensdo nado estd uniformemente distribuida devido a existéncia de irregulari-
dades geométricas ocasionadas pelo aumento da geragdo do fractal de Koch #, a razdo o./0oy
nao segue a predicao dada pela equacgdo (5.3), de modo que quanto maior for n maior serd essa
disparidade, sendo mais perceptivel para o caso do fractal U p o que nos leva a concluir que ha

actimulo de tensdo ocasionado pelas irregularidades de superficies fractais.

5.3 Variando a altura H

O primeiro resultado € derivado diretamente da andlise das curvas de for¢a obtidas
no experimento computacional, onde foram comparados os valores de k para os fractais Down e
Up. Por defini¢do, temos

F=kex (5.4)

que € conhecida como a Lei de Hooke. Note que a forca F e a deformagdo x sdo diretamente
proporcionais, de modo que, ao realizar um ajuste linear sobre as curvas de forca obtidas pelo
experimento computacional, o coeficiente angular da reta corresponde a rigidez k da mola.
Assim, os ajustes das curvas de forca foram realizados e, a partir dos valores obtidos, um grafico

analitico foi construido.

Figura 28 —Rigidez k em fun¢do da geracdo fractal n para os casos a) Down e b) Up.

a e H=0,50 cm e H=0,50cm
T o) mH=075cm™] 14 " H=0,75cm ]
H=1,00cm| _ 12 H=1,00cm
Er O &
27 12"
< = o . [
6+ .
E- 1 1 | 1
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados ilustrados na Figura 28 mostram que a rigidez medida a partir das

curvas de for¢a evolui de acordo com a geragdo fractal n. A manifestagdo do fractal é mais
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significativa para amostras mais finas, enquanto essa influéncia diminui a medida que a altura H
aumenta. Além disso, os valores de rigidez k tendem a se estabilizar a medida que a geragao

fractal aumenta, o que € vélido tanto para o caso Down quanto para o caso Up.

Figura 29 — Mddulo de Young medido em fungdo da geragao fractal n para os casos a) Down e
b) Up.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Utilizando a equagdo (5.1), o médulo de Young para a amostra foi calculado. As
Figuras 29-a e 29-b ilustram a evolugdo deste parametro em funcdo da geracdo fractal de Koch.

Superficies fractais podem ocasionar o aumento ou a diminui¢ao do médulo de Young medido.

Figura 30 — Normaliza¢do do médulo de Young medido em fungdo da geracdo fractal n para os
casos Down e Up.
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[

Fonte: Elaborada pelo autor.

No caso Down, a elasticidade tende a diminuir a medida que a fractalidade da



69

amostra/superficie aumenta. A normalizacdo, ilustrada pela Figura 30, permite observar a
magnitude da queda ou do aumento, do médulo de Young medido, consideramos a razao deste
com Ey (sem o fractal). Quando o fractal possui orientacdo Down, ha uma diminuicdo do E
normalizado e nossos resultados numéricos mostram que € pequena, em torno de 4% quando
consideramos H = 0,5 cm e 2% quando H = 1 cm.

Por outro lado, quando o fractal € gerado na configuracdo Up ha aumento significativo
da elasticidade. No grafico ilustrado pela Figura (30), pode-se observar esta tendéncia de
crescimento, sendo mais notdvel quando H = 0,5 cm. Nesta situacdo, nota-se que ha o incremento
de até 40%, dependendo da altura H da amostra e da geragdo fractal n considerada. Como no
mundo real o parametro H ndo pode ser controlado, € necessario levar em consideracdo possiveis
efeitos da rugosidade da superficie sobre as propriedades elasticas de materiais macios, cujo
tamanho de escala seja pequeno.

O gréfico ilustrado pela Figura 31 mostra a médulo de Young e o percentual de
influéncia do fractal, calculado a partir da normalizacdo de E em termos de Ey, ambos estdo
em funcdo da altura H da amostra. Para os casos Down e Up, nossos resultados mostram que a
medida que a altura da amostra H aumenta, a capacidade das superficies fractais de influenciar
na medida da propriedade eldstica diminui drasticamente e convergem ao valor dado como input

no modelo.

Figura 31 — Normaliza¢do do médulo de Young medido em fun¢do da altura H da amostra.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.3.1 Amostra lisa versus amostra com fractal

Nesta secdo, apresentamos resultados referentes a comparacao entre amostras com
superficies fractais e amostras lisas. Para isso, consideramos amostras lisas com altura H;
ajustavel e uma base L = 1 cm fixa, de modo que sua drea seja igual a drea da amostra com
fractal. As indentagdes realizadas nas amostras lisas e com fractais possuem o mesmo valor para
a area correspondente Ag. Consideramos Ag como o valor da area padrdao, de modo que, para
tornar a drea da amostra lisa igual a drea da amostra com fractal, ajustamos H; — aumentando-o
para o fractal Down ou diminuindo-o para o fractal Up. Ou seja, a base L € fixa, e a amostra com
fractal tem sua area alterada a medida que a geracdo n do fractal de Koch € gerada, enquanto na

amostra puramente lisa, ajustamos a altura H; varidvel para manter a drea constante.

Figura 32 — Comparativo entre a normalizacdo do médulo de Young para amostras lisas e

amostras com superficies fractais para a)Ag = 0,5 cm?, b)Ag = 0,75 cm? e ¢)Ap = 1 cm?
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Os gréaficos comparativos, ilustrados na Figura 32, mostram a normalizacdo do
modulo de Young medido em funcao da drea da amostra. Esses graficos permitem inferir que,
embora as amostras tenham a mesma drea, a presenca de superficies fractais pode incrementar
0 médulo de Young medido em até 30%. No entanto, hd uma tendéncia de convergéncia dos
valores de E conforme a drea Ap aumenta devido ao ajuste da altura, ja que a largura L da
amostra permaneceu fixa. Quando Ay = 0,5 cm?, observa-se uma discrepancia significativa
entre as normalizacdes, especialmente no caso do fractal Up. Entretanto, ao analisar o grafico
correspondente a Ag = 1 cm?, essa diferenca diminui significativamente.

Este comportamento sugere que, embora a drea seja um fator determinante nas
propriedades mecanicas medidas, a presenca de superficies fractais afetam o médulo de Young
medido de maneira ndo trivial, especialmente em amostras menores. A andlise mostra que, a

medida que a amostra aumenta, os efeitos das irregularidades de superficie induzidas pelos
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fractais tendem a ser menos pronunciados, aproximando-se do comportamento de uma amostra

lisa tradicional.

5.4 Variando o tamanho da base L

Nesta secdo, apresentamos os resultados das simulacdes em que houve um aumento
do comprimento da base L da amostra. Consideramos uma amostra eldstica com altura H fixa de
0,5 cm, com a superficie inferior lisa e a geragdo n = 4 da curva de Koch sob as perspectivas
Up e Down. Para eliminar os efeitos de borda, aplicamos condi¢des de contorno periddicas
nas laterais da amostra. A amostra foi indentada considerando 4% de sua altura H. As curvas
de forca obtidas foram analisadas utilizando o modelo de Hertz para o indentador cilindrico,
aplicando novamente as equagdes (5.1) e (5.4) para extrair os parametros eldsticos da amostra. A
Figura 33 ilustra o campo de stress para o comprimento L = 5 cm durante a indenta¢cdo maxima,

considerando a amostra lisa, com fractal Down e Up.

Figura 33 — Campos de tensao para a) amostra lisa e amostras com fractais b) Down e ¢) Up
quando L=5cme H =0,5 cm.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Com base nos resultados ilustrados pela Figura 34-a e 34-b, podemos afirmar que a
rigidez k diminui com o aumento de L, independentemente da orientacdo do fractal. Além disso,
0 médulo de Young medido segue a mesma tendéncia, pois ambos os parametros sao diretamente
proporcionais. Por outro lado, o grifico ilustrado pela Figura 34-c mostra que, embora haja

um aumento em L, a normalizacao do médulo de Young medido é constante tanto no fractal
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Down quanto no fractal Up. Isso indica que a fractalidade continua influenciando as medicdes de

elasticidade, mesmo que a amostra cresca lateralmente.

Figura 34 — A figura ilustra os gréficos da a) Rigidez k, b) mdédulo eldstico medido e ¢) a sua
normaliza¢do em fun¢do do tamanho lateral L da amostra modelada.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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6 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Os estudos realizados nesta tese focaram na resolucdo de problemas relacionados a
Mecanica dos Sélidos, com o objetivo de investigar o comportamento reologico de materiais
macios. Para isso, empregou-se o Método dos Elementos Finitos (MEF) na modelagem numérica
do sistema, visando realizar experimentos de nanoindentacdo para verificar o efeito da geometria
do indentador no processo de medida em amostras elasticas e viscoeldsticas de tamanho finito,
além de analisar a influéncia de superficies rugosas no processo de medicao da elasticidade do
material modelado.

No primeiro estudo, foram realizados testes de nanoindentagdo utilizando trés tipos
de indentadores em amostras viscoeldsticas, cujo comportamento reoldgico foi descrito pelo
modelo do sélido linear padrao, e em amostras eldsticas, descritas pela lei de Hooke. A indentag¢ao
maxima foi aplicada nas amostras para obter as curvas de for¢a durante o processo de relaxagao,
que posteriormente foram normalizadas considerando a geometria do indentador. Os resultados
indicaram que a ponta conica, quando comparada aos indentadores esférico e flat, proporciona
resultados mais robustos no que se refere ao erro ocasionado a manifestacdo da condicao de
contorno atribuida na base da amostra tanto na verificacdo de efeitos de tamanho finito, ao variar
a altura da amostra, quanto na andlise da rigidez do substrato, seja ele rigido ou deformavel.

No estudo sobre a rugosidade da superficie, foi considerada uma amostra deformada
por um indentador flat. A amostra, eldstica e incompressivel, foi analisada em relacdo a sua altura
H e comprimento de base L, com simulacdes realizadas alterando o valor de H. Os resultados
mostraram que a rugosidade da superficie pode aumentar ou diminuir o médulo de Young obtido.
Para esta conclusio, considerou-se o crescimento do fractal sob duas perspectivas diferentes,
denominadas Up e Down. O fractal Down causou uma leve diminui¢do da elasticidade, enquanto
o fractal Up apresentou uma diferenca significativa na rigidez. Além disso, foi observado que,
quanto maior a altura H, menor a influéncia dessas superficies fractais. Em relagdo ao aumento
lateral L da amostra, houve uma diminui¢ao na rigidez medida e no médulo eldstico, mas as
superficies fractais continuaram influenciando as medidas de elasticidade, conforme indicado
nos graficos de normalizacdo do médulo de Young em funcdo do tamanho lateral L.

De modo geral, o MEF mostrou-se uma ferramenta bastante ttil para a implementa-
cdo de modelos numéricos voltados a reologia de materiais macios. Nesta tese, foram abordados
dois estudos distintos, ambos utilizando a mesma metodologia numérica. Destaca-se que os

estudos foram puramente computacionais, considerando um modelo de simetria axial para o
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estudo de nanoindentacdo, e um modelo bidimensional com uma superficie fractal deterministica
para o estudo de superficies rugosas.

H4 ainda muito a ser explorado utilizando simula¢des numéricas. No estudo das
superficies rugosas, por exemplo, abordou-se com um fractal deterministico conhecido como
curva de Koch; no entanto, esse estudo pode ser expandido para considerar uma geometria
tridimensional com uma superficie fractal auto-afim, como aquelas encontradas na natureza, no
intuito de modelar superficie rugosas aleatérias. Além disso, o MEF ndo se restringe apenas
a experimentos de indentacdo. Para o futuro, propde-se a investigacdo do comportamento da
forca de arrasto em estruturas sélidas deformaveis imersas em um fluido. Sabe-se que a forca
de arrasto € tradicionalmente do tipo F < v*, onde & é igual a 1 ou 2. No entanto, valores de
o < 1 tém sido observados em diversos estudos experimentais, relacionando essa condi¢do a
deformacdo na estrutura do sélido causada pelo escoamento. Assim, a Fisica desse problema

pode ser explorada, contribuindo para a Ciéncia fundamental por meio de simulacdes numéricas.
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APENDICE A - OBTENCAO DA EQUACAO DE MOVIMENTO NA ABORDAGEM

LAGRANGEANA
Temos que
P=JoF T
Desse modo
o=J'PF"
ou em termos das componentes
ij =J " PFin. (A.1)

Derivando a equagao (A.1) em temos de x;

8G,~J- . 0 —1p ‘

5x, ~ ax 0 Fnfnl

861‘]' . —1 3P, s a -1 )

Frri JF; a_x,-+P"" o) [ Fim] (A.2)

em que fizemos uso da regra da cadeia. Iremos trabalhar com o ultimo termo da equacdo,
realizando a regra da cadeia temos
_ 10F im Fim aJ

—lp 7 _ 2 _ym 7
[J ij} J 8x,~ J2 8x,~’ (A.3)

7

reescrevendo a equagdo (A.3), temos
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O g, ~ 10 (8xj)8Xk 1 <ax,-) 9J X,
2] = 1

ox; JOX; \0X,, ) dx;  J2\ 09Xy ) 9X; Ox;
J 1 0% 9%, 1. dJ

o Ul = Saxay, 7% ax,

d 1 0%x; X, 1 aJ

V' Fim| = (A4)

ox; J X Xy 0x;  J20Xy

Por defini¢do, temos a seguinte identidade (LAI et al., 2009)

A,

KX, (A.5)

J i
——detA =detA(A™

considerando A = F e detF' = J, aplicando na rela¢do acima e substituindo no tltimo termo da

equacgdo (A.4), temos que o primeiro e segundo termo irdo se cancelar de modo que

-1 .
o, [J~ Fjm] =0,
e a equacdo (A.2) seja resumida em
80,~j 1 ale
=J Fip——. A.6
8xj m 8xj ( )
Manipulando esta equacao, temos
aG,‘j _ -1 8xj 8P,m%
an &Xm an an
acr,-j 1 8Bm
= J —-9
axj' an m
aG,‘j _ -1 0Py,
8xj 0X,,’
tomando m = j, temos
86"{' —J! aP"{' . (A7)
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Vamos utilizar a equacdo (A.7) na EDP da elastodinamica, na abordagem euleriana,

que definimos como

paj=pj+V-0ij,

logo substituindo o termo do divergente do tensor de Cauchy pela equacdo (A.7) e considerando

que p; = pb; iremos obter

Jpaj=Jpb;+VP,;. (A.8)

O parametro J € o determinante da matriz gradiente de deformacdo F e que também

estd relacionado com a razao infinitesimal entre o volume final e inicial, logo
J=detF = d_V’
avy

considerando que a massa seja conservada, temos que

pdV = podVo,
ou seja,

Po=Jp.
Substituindo na equagdo (A.8)
poaj = pobj+ VF;,

reescrevendo-a , temos

poaj=pj+ VFyj, (A.9)

em que pg corresponde a densidade na configuragdo de referéncia.
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APENDICE B - A CURVA DE KOCH

Dado o segmento de reta /, cuja Figura 35 faz referéncia a geragdo n = 0, divide-se
em 3 partes iguais, retira-se o segmento central e no local em que houve a remocao, acrescenta-se
um tridngulo equildtero. Este processo descrito consiste na primera geracdo n = 1 do fractal
de Koch. Se este processo for repetido, dessa vez os segmentos de reta resultante da iteracao
anterior serdo novamente divididos em 3 partes iguais e no local em que houve a remocado do
segmento central acrescentamos novamente um tridngulo equildtero, dando origem a segunda
geracdo n = 2 do fractal de Koch. Este processo podera se repetido inimeras vezes até a geracao

n desejada.

Figura 35 —Esquema ilustrativo da geracdo do fractal de Koch.

Cada segmento de reta que compde o fractal terd como comprimento
L =— (B.1)

em que n corresponde a geracao considerada. Quando ndo temos fractal, L'=lo que corresponde
ao tamanho original da reta. Entretanto quando a geracao fractal aumenta, o niimero de segmentos
N de reta cresce também. Logo, o niimero N de segmentos de reta que compoe o fractal de Koch

para uma dada gerac¢do n € dado por
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N =4". (B.2)

Por definicao, temos que perimetro é a soma de todos os lados de uma figura
geométrica. Um quadrado de lado b, por exemplo, possui como perimetro P, = 4b. Para calcular
o perimetro do fractal de Koch, temos que considerar a quantidade de segmentos N de reta com
seus respectivos comprimentos L. Logo, o perimetro do Koch para uma dada geracdo n é dado

por

P = (g) 1, (B.3)

considerando [ = 1, temos

4\"
P = (5) . (B.4)

Uma das particularidades deste fractal € quando considera-se o ndmero de interagdes n — oo.
Neste caso, pode-se observar que o comprimento P, do fractal de Koch tenderd ao infinito
também. Consequentemente, podemos afirmar que P(n) > P(n = 0) e para cada interagao n,

essa diferenca torna-se cada vez mais significativa.
Relagdo de recorréncia para o cdlculo de drea do fractal de Koch

A érea total A; do fractal de Koch na primeira geracdo n = 1 corresponde a drea de

um tridngulo equildtero de lado //3, ou seja

A= 0} (B.5)
Para n = 2, temos o surgimento de 4 tridngulos equilateros de lado /9, logo
V3 12V3
Al=——+4—— B.
T9g TR ®.6)

Para n = 3, temos o surgimento de 16 tridngulos equildteros de lado //27, entdo
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PV3  IPV3 ? V3

At:—£—|—4—£—|—16—£, (B.7)
9 4 81 4 729 4

Logo podemos construir uma relacao de recorréncia que permite calcular a area do fractal em

uma dada geracao n. Generalizando

Ai(n) =

2 n o gi—1
£v3 Y 4 (B.8)
i=1

4 =9
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Com auxilio da expressao (B.8), calculamos a drea da amostra analiticamente e

comparamos com o célculo de drea realizado com recurso computacional. Os resultados obtidos

constam nas Tabelas 4, 5 e 6.

Tabela 4 — Comparativo entre as areas quando H = 0,5 cm.

Geracdo  Down - Analitica  Down - Numérica  Up - Analitica Up - Numérica
n=0 0,5 cm? 0,5 cm? 0,5 cm? 0.5 cm?

n=1 0,548 cm? 0,54811 cm? 0,452 cm? 0,45189 cm?
n=2 0,569 cm? 0,56950 cm? 0,431 cm? 0,43050 cm?
n=>3 0,5785 cm? 0,57900 cm? 0,4215 cm? 0,42100 cm?
n=4a4 0,58272 cm? 0,58322 cm? 0,41728 cm? 0,41678 cm?

Tabela 5 — Comparativo entre as areas quando H = 0,75 cm.

Geracdo  Down - Analitica  Down - Numérica  Up - Analitica Up - Numérica
n=>0 0,75 cm? 0,75 cm? 0,75 cm? 0,75 cm?
n=1 0,798 cm? 0,79811 cm? 0,702 cm? 0,70189 cm?
n=2 0,819 cm? 0,81950 cm? 0,681 cm? 0,68050 cm?
n=>3 0,8285 cm? 0,82900 cm? 0,6715 cm? 0,67100 cm?
n=4 0,83272 cm? 0,83322 cm? 0,66728 cm? 0,66678 cm?

Tabela 6 — Comparativo entre as dreas quando H = 1 cm.

Geragdo  Down - Analitica ~ Down - Numérica  Up - Analitica Up - Numérica
n=0 1 cm? 1 cm? 1 cm? 1 cm?

n=1 1,048 cm? 1,0481 cm? 0,952 cm? 0,95189 cm?
n=2 1,069 cm? 1,0695 cm? 0,931 cm? 0,93050 cm?
n=3 1,0785 cm? 1,0790 cm? 0,9215 cm? 0,92100 cm?
n=4 1,08272 cm? 1,0832 cm? 0,91728 cm? 0,91678 cm?
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ABSTRACT

In this work, we present an analytical model to describe atomic force microscopy force curves of standard linear solid and power-law visco-
elastic materials by taking indenter geometry and finite thickness effects into account. We show that conical/pyramidal cantilevers are less
susceptible to finite thickness effects than other shapes, such as spherical and flat punch indenters. This is confirmed by finite element mod-
eling of the stress field distribution within the sample. We also perform a systematic error analysis for the cases where finite thickness
samples are analyzed with an infinite thickness force model. In particular, we show that for spherical indenters and indentation depth up to
20% of sample thickness, the mechanical response of viscoelastic materials will wrongly mimic a purely elastic behavior even within time-

scales where viscoelastic relaxation should appear.

Published under an exclusive license by AIP Publishing. https://doi.org/10.1063/5.0127403

1. INTRODUCTION

When a rigid punch deforms materials, the respective stress
distribution within the sample and the response force depend on
the shape of the contact area as well as on the intrinsic mechanical
properties of the material. The two-body indentation Sneddon’s
model describes, in a simple way, the behavior of the contact force
for geometries as those shown in Fig. 1. This time-independent
constitutive equation is, perhaps, the most used model to extract
Young’s modulus from solids in indentation assays." In viscoelastic
materials, however, time-dependent relations regulate how the
internal stresses relax to a mechanical equilibrium state as soon as
external loads are applied. Sneddon’s theory fails to explain this
behavior, and, thus, more complex rheological models are needed.

Atomic Force Microscopy (AFM) has been used to perform
indentation assays to measure the elastic moduli in hard materials
for almost 40 years. In the last decade, however, AFM has been
booming as the microrheology technique for complex biological
and synthetic materials.”™* Biological samples usually present
complex viscoelastic properties whose rheological behaviors are
often probed in small volumes, where finite-size effects play a
strong role. To cope with this increasing challenge, novel theoretical
approaches have been developed to explain such sophisticated
behaviors. It is paramount that theoretical models account for

proper viscoelastic responses and geometric constraints subjected
to the sample.

Most works with AFM measurements of thin and soft samples
interpret their results qualitatively, with Sneddon’s model disregard-
ing finite thickness effects and viscoelastic relaxation even when the
samples clearly present time-dependent behaviors.” Living cells, for
instance, are well accepted to hold power-law (PL) viscoelastic relaxa-
tion with exponents ranging from 0.1 to 0.4 but have been treated
with purely elastic models.” Only recently, theoretical frameworks
have evolved to provide suitable viscoelastic models to extract elastic
and viscous data from measured force curves. ~ However, the role
of finite-size effects and different indenter geometries in the charac-
terization of viscoelastic materials is still unclear.

Here, we systematically study the role of finite thickness
effects in determining the viscoelastic properties of standard linear
solid (SLS) and power-law viscoelastic materials in AFM-based
nanoindentation experiments. This paper is organized as follows.
Section II presents analytical indentation models of AFM force
curves in viscoelastic materials with infinite and finite thicknesses
deformed by standard axisymmetric indenter geometries, namely,
flat, spherical, and conical shapes, shown in Fig. 1. We also present
a computational model based on finite element modeling to
perform computational indentation experiments and test the

J. Appl. Phys. 132, 214701 (2022); doi: 10.1063/5.0127403
Published under an exclusive license by AIP Publishing

132, 2147011
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FIG. 1. Schematics of a finite thickness sample being probed with different
indenter geometries.

analytical models. In Sec. III, we perform a systematic error analysis
during the extraction of viscoelastic parameters from finite thick-
ness samples using infinite thickness models. Section IV finishes
the paper with conclusions.

Il. ANALYTICAL MODEL
A. Elastic materials

When stiff indenters deform purely elastic materials with
simple axisymmetric geometries (see Fig. 1), the contact force is
given by Sneddon’s model,

Fw(8) = EQ8%, (1)

where & is the indentation depth, E is Young’s modulus of the
sample, and A and Q; are geometry-dependent parameters, as
shown in Table 1. The index oo stands for samples with infinite
thickness. For flat cylinders, the contact force increases linearly
with indentation, while for cones, the force increases quadratically.
Elastic materials instantaneously deform when subjected to external
forces and recover their original shape when the forces are removed
because there is no time lag between force application and sample
deformation. The delayed response between force and deformation
is a characteristic of viscoelastic materials.

B. Infinite thickness viscoelastic materials

Unlike elastic solids, viscoelastic materials undergo a time-
dependent relaxation when deformed due to friction at the

ARTICLE scitation.org/journalljap

molecular scale. The resulting force-indentation relationship in the
time domain depends on the intrinsic properties of the sample,
indenter geometry, and the indentation depth history &(¢). For infi-
nite thickness samples, the contact force is given by’

()
a dt’

¢
Fott) = [ B 0) @
0

where E(t) is the time-dependent relaxation function of the mate-
rial. To solve this equation analytically, we adopt a proper relaxa-
tion function E(t) as well as an indentation history that mimics
indentation assays. In this regard, dwell force curves (DFCs) are
versatile force measurements that allow studying the viscoelastic
relaxation of soft materials in a relatively large time window
(107*5-10" 5).” A two-stage curve describes DFCs as

_ f(So/m)t, 0<t<7,
) = { 5 . 6)
where in the first stage (load), the samples are subjected to linear
indentation history up to a maximum indentation &y in a time
interval 7;. The indentation speed is given by &y/7;. After that, the
indentation remains constant in the second stage (dwell).

We assume that the viscoelastic sample exhibits a power-law
(PL) relaxation function of the form

B = E(fz)(%) : @

where E(7)) is the value of the elasticity modulus at t = 7;. The
force curve is then given by

= [ F=(0), 0<t<m,
Ho= { Fu(DI(m1/t, A 1 — B), t> 1 )
where
t\**
Foo(t) = A SLE(1)B(A, 1 — B) (;) . ©)

B(x;n,m) is the incomplete Beta function that obeys
B(n, m) = B(1; n, m) = T(n)['(m) /T(n + m), T(x) is the Gamma
function, and I(x; n, m) = B(x; n, m)/B(n, m) is the incomplete
regularized Beta function. The validity of such an approach has
been extensively demonstrated and used in several works.”””'* This
approach assumes that the sample is infinitely thick, which is not

TABLE I. Dependence of the parameters A and €2(2) on the indenter geometry. r is the indenter radius of cylindrical and spherical indenters, @ is the half-opening angle of
conical indenters, v is the Poisson ratio, § is the indentation depth, and c; is the indentation-dependent contact radius. Four-sided pyramidal tips exhibit the same exponent of

(el)

conical ones, but with slightly different contact parameters. ' Elastic coefficients a;, of the series expansion of the force model in powers of (c, /h)", as shown in Eq. (8), for
finite thickness, incompressible (v=0.5) and purely elastic materials up to fourth order.'" Those parameters are independent of the indenter geometry and dimensions.

Geometry A Q, Ya P ¢, = paT aﬁf? a;f’z) a;:? aﬁf?

Flat cylinder 1 75 0 r r 1133 1.283 0.598 -0.291

Spherical 3/2 3(1ﬁ2) 1/2 NG Vs 1.133 1.497 1.469 0.755
=

Conical 2 2 (;gﬂg) 1 tanf tanfs 0.721 0.650 0.491 0.255
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the case in many practical applications. One should note that in
the limit of 8 = 0, E(t) becomes constant, thereby representing a
purely elastic material, and Eq. (6) becomes identical to Sneddon’s
model in Eq. (1).

C. Finite thickness viscoelastic materials
Finite-size effects significantly impact the response force in a

sample of thickness h, due to the effects of a rigid substrate. In
such cases, Eq. (2) is written as'?

N

t
Ft)=Q, Za,-J Et—1)
0

i=0

d&b’(t’)

——=dt, 7
W ()

where N is the number of high-order terms in the summation, and

a; and b; are geometry-dependent parameters. This equation can
be solved to

N n
F() = Falt) [1 > (F) } ®)
n=1

where Fo(t) is given by Eq. (6) and the term in brackets approaches
unity as h — o0, and, thus, F(t) recovers the infinite thickness
case. The parameters ¢, = p 6’ represent the contact radius,
shown in Table I. The mathematical form of Eq. (8) is similar to
the finite thickness correction of elastic materials reported
elsewhere.' ' "71°

The viscoelastic coefficients aﬁ in Eq. (8) become slightly dif-
ferent in the load (¢t < 7;) and the dwell (t > 7;) stages. In the load
stage, they are time-independent,

o _ (AT [BA+ny, 1 —B)] @
*’”7( P )[ B, 1-B) ]a""’ ©

while in the dwell part they become time-dependent,

o — A+ny,\ [Bm/t; A+ ny, 1= B) oD,
o A B(z, A, 1—B) | ™"

(10)

The coefficients aﬂfﬁ, listed in Table I, are the same parameters for

pure elastic samples calculated in reference'’ up to fourth order.
One should note that af{l = a;‘; for the flat indenter, and the
special case of the relaxation exponent = 0 recovers the purely

elastic case.

D. Standard linear solid model

Equation (8) can be generalized for other relaxation models by
replacing Foo(t) and aﬁ'f,)‘ with proper expressions for each viscoelas-
tic model. For the standard linear solid (SLS) viscoelastic model,
whose relaxation function is given by E(f) = Ee + Eje'/7, the

quantities Fn(t) and o’} become

A
(1) [E=+ B/ R+ Lt/D). 0<t<a,
[Em+E1e’t/’1F1(l,l+1,1’1/1)], t> 1,
(11)

Fao(t) = Q)5
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Ew+Ere /" Fy(A+n, A+n+1, t/7)
) (el) [Ew+Ere /" Fi (4, A+1, t/0)] 2
on [BetEre/ R, A1, /0)]
[EwtEre PR (2 A+L 0/0)] 2

0<t<1,
(12)
t>1,

1Fi(a, b, x) is the confluent hypergeometric function of the first
kind,'® and aff;) is the same of Table I. By making E; = 0, we
obtain the purely elastic model. Analogous expressions for the
Kelvin-Voigt viscoelastic model are deduced by Garcia et al.'’

E. Continuum viscoelastic model

Our numerical model consists of a cylindrical viscoelastic
body of height h and radius @ = 16 um deformed by an infinitely
rigid axisymmetric indenter on its top surface. The sample is
incompressible and homogeneous, with its bottom surface fixed on
an infinitely rigid substrate. There is no displacement on that
surface as the sample is deformed, while the other surfaces are free
to move. The mechanical stress distribution is solved by the follow-
ing elastodynamics equations representing, respectively, the balance
of linear momentum and the strain-displacement relations,'”"'*

V- (FS)' + F, = pil,
1 (13)
=3 (Vo) + Vu + (Vu)'Va],

where u is the displacements vector, £ is the strain tensor,
F =1+ Vu is the deformation gradient tensor, p is the mass
density, F, the body force per unit volume, and S is the
second Piola-Kirchhoff stress. The bulk and shear moduli are
given, respectively, by K =E/3(1 —2v) and G =E/2(1+ V),
where E = 1.0kPa is Young’s modulus, v = 0.49 the Poisson
coefficient, and p = 1000 kg/m>.

We apply finite element modeling (FEM) to perform this
numerical assay with the COMSOL Multiphysics software.'” We
numerically mimic DFCs by moving the indenter toward the
sample with constant velocity, such that the maximum indentation
depth of 8y =1um is achieved at 7, =0.5s. After that, the
indenter stops during 74 =4.5s to obtain the dwell part of the
force curve. In order to study the influence of finite thickness
effects in the numerical model, we run simulations with different
values of h. We consider the exact geometries of the indenter and
the same properties of the sample as those used in the analytical
study. In an attempt to perform the infinite case h — oo numeri-
cally, we run cases of 1 = 100 um, which is much larger than the
width of the sample.

1l. RESULTS

The relaxation properties of SLS and PL models are rather dif-
ferent, as shown in Fig. 2(a). The PL relaxation does not exhibit
any characteristic lifetime and relaxes continuously with the same
log-log slope at any timescale. On the other hand, the SLS relaxa-
tion exhibits a lifetime 7, after which the material is almost fully
relaxed. In order to model DFCs and investigate finite thickness
effects in such distinct materials, we chose parameters such that
Epy(tref) = Esis(trer) ~ 1 kPa at a reference time t,,f = 1s.
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FIG. 2. (a) Comparison of the PL and SLS viscoelastic relaxation functions. Parameters are chosen to coincide at a reference time, i.e., (ter) = 1kPa for tr = 1s. For
the SLS model, this condition is met with E., = 1kPa, E; = 0.5kPa, and 7 = 0.5s. The inbox panel shows the relaxation functions on a log-log scale. (b)—(g)
Analytical force curves obtained with Eq. (8) (PL) and with Eq. (12) (SLS) for E = 1.0kPa, 8o = 1.0um, 7, = 0.5s, and 8 = 0.2 and for samples of different thick-
nesses and indented by a flat, spherical, and conical indenters. The flat and spherical indenters hold a radius of r = 2.5um, and the half-opening angle of the conical

shape is 6 = 45°. The curves are normalized as F(f) = F{(t)/(Q.15¢).

Figures 2(b)-2(g) compare analytical DFCs of PL and SLS
materials with varying thicknesses indented by different axisym-
metric geometries. The maximum indentation depth and loading
time are fixed as 6o = lum and 7; = 0.5s, respectively. These
values are compatible with slow AFM force curves (vertical fre-
quencies f, ranging between 0.3 and 0.5 Hz) with maximum forces
between 1 and 5nN for samples with few kPa of stiffness. For the
PL curves, we used a relaxation exponent = 0.2, representing
soft-glassy materials and living cells.”

The most striking characteristic of those curves is that the
curves for the conical indenter are less sensitive concerning the
sample thickness, even in the extreme case of a maximum indenta-
tion of the order of 20% of the sample thickness (h = 5um), for
which the force curve only slightly deviates from the infinite thick-
ness case.

On the opposite end, the curves for the flat punch
(r = 2.5um) are extremely sensitive to the sample thickness even
in the case of a maximum indentation of only 10% of the thickness
(h = 10 um), despite 8y/h ~ 0.1 being considered the upper limit
to avoid finite thickness effects.'” The curves for the spherical
indenter (r = 2.5um) exhibit an intermediate sensitivity concern-
ing the sample thickness. We remark that using a spherical bead
indenter with a radius r & 2.5um is usual in several nanoindenta-
tion experiments, especially in living cells. They are considered less
aggressive to delicate cells, avoiding punctuation of the membrane,

and appropriate to average the mechanical response of the whole
cell, which is highly inhomogeneous over the cell surface.”’

Comparing the viscoelastic models, the same sensitivity trends
regarding the indenter geometry and sample thickness are observed
in both PL and SLS viscoelastic models. However, PL curves with
conical indenter are more sensitive to the sample thickness up to
the maximum force. One second later, the thickness effect is negli-
gible. The SLS curves with conical indenter exhibit a minor and
nearly fixed correction in the curves during the whole dwell part.
The amplitude of this correction is inversely proportional to
sample thickness.

In order to validate our analytical force models for materials
with finite thickness and shed some light on why the curves for the
conical indenter are less sensitive to the sample thickness, we per-
formed numerical simulations in SLS materials with Eq. (13).
Figures 3(a)-3(c) show the relative error between analytical and
numerical DFCs for several sample thicknesses and indenter geom-
etries. At the beginning of the force curve, the relative error is sig-
nificant because of a computational artifact. For small indentation
depths, the computational mesh of the two-body contact region is
not well defined, which may induce errors in determining the total
indentation force. However, the error quickly reduces as the inden-
tation depth increases. In the dwell stage, the error becomes nearly
constant, indicating that the analytical and FEM model diverges by
a minor correction. However, this error is reduced by increasing
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FIG. 3. (a)—(c) Relative error between forces curves calculated with FEM and SLS models for different sample thicknesses and indenter geometries. (d)—(f) Snapshots of
the von Mises stress fields at different instants of the FEM force curves (showing a profile view of axisymmetric plane).

the number of higher order terms in the summation of Eq. (8). It is
important to note that more significant errors (up to 10%) are
observed in the curves for flat indenters, while they are less than
2% in curves for conical indenters.

Panels (d)-(f) in Fig. 3 show the von Mises stress field in
samples for different thicknesses. First, the spatial stress distribution is
clearly dependent on the indenter geometry. The larger the contact
area, the deeper and more intensely the stress distribution extends
across the sample below the indenter. This result shows why the force
curves for the conical indenter are less sensitive to the sample thick-
ness. For example, in the samples with h = 10um and 6y = 1um,
the stress field below the conical indenter does not reach the bottom
surface, while the flat indenter the stress field reaches the bottom
surface with very high intensity. For thick samples (h = 100 um), the
stress field does not reach the bottom surface regardless of the
indenter geometry. In those cases, the FEM simulations differ from
the infinite thickness analytical models by less than 5% for the flat
indenter case and less than 2% for the spherical and conical cases.

A. Error analysis in physical parameters

In order to investigate the error introduced by finite thickness
effects in AFM measurements interpreted in terms of infinitely
thick samples, we perform a systematic study of theoretical DFCs
calculated with varying finite thicknesses by fitting those curves
with force models of infinitely thick samples. We compare the
fitted viscoelastic parameters (Ef, ;) with the input parameter

Einpus = 1kPa and B, = 0.2, and the goodness-of-fit r? of each
DFC. Those results are shown in Fig. 4.

First, we observe that the fitted stiffness E; converges to Ejypu
as the sample thickness increases, but sensitivity to thickness and
the convergence rate strongly depend on the indenter geometry. As
observed for the force curves and the stress distribution, the less
sensitive geometry is the conical indenter, while the most sensitive
geometry is the flat cylinder. In particular, for the case of a conical
indenter DFC with &o/h = 0.1, Ep, is 1.03kPa for the fit of the
whole force curve (app +dwell) and 1.15kPa for the fit of the
loading region only. For the spherical indenter DFC, one obtains
1.15kPa (app + dwell) and 1.40 kPa (app only). Finally, for the flat
indenter DFC, one obtains 1.37 kPa for both (app + dwell and app
only). The absence of difference of Eg in the fitting of either the
loading part or the whole DFC reflects that coefficients a(") in Eq.
(10) are time-independent for the flat indenter.

Concerning the fitted values of the relaxation exponents, we
observe that, except for the flat indenter case, which is
thickness-insensitive, the exponent 3 also converges to f3;,,,, as the
thickness increases. However, the convergence trend for spherical
and conical indenters is different, depending whether the fitting is
performed with the whole DFC (app +dwell) or only with the
loading part (app): ﬁ<app+dWCI’) > Binpur and ﬂupp < Binpur- This is
a significant issue because fitting only the loadmg part may lead to
the interpretation that the sample is nearly elastic 5 — 0 and not
viscoelastic. This becomes even stronger for &o/h > 0.2, where
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r> = 1. Any trace of viscoelastic behavior in the force curves is o | Sit f(“ el .
washed out, leading to the interpretation that cells are purely N B =00 Al = 0276
elastic, even within timescales where viscoelastic effects should | ) — 9.9998 Flappdwell) — () 9808
matter. On the other hand, fitting the whole force curve leads to 15} 2 2
overestimated exponents ﬁ(f?f pdel) Binpur» With B, less sensitive
and converging faster concerning the sample thickness for the
conical indenter, when compared to the spherical indenter. Using
S8o/h=0.1 as a reference, we obtained /B(fffp +deel) 023 and

ﬁ;‘f") =0.11 for the spherical case, and ,B(j‘;f”dwm =0.21 and o5k

F(kPa)

—real FC E
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ﬂ(f':fp ) =0.16 for the conical case. The reduced sensitivity with fit (app) Binpua =02
respect to finite thickness correction in the determination of the . . . .
power-law viscoelastic exponent has been observed experimentally OO 1 5 3 4
by Sanchez et al.”'
Finally, regarding the overall goodness-of-fit behavior, we t(s)

obtain 72 ~ 1 for thickness larger than 10um (6o/h < 0.1) even
with some error in the fitting parameters. For smaller thicknesses

= 1.0 kPa

input E

FIG. 5. Analytical force curve (blue line) on a finite viscoelastic material with

(6o/h > 0.1), the scenario becomes problematic for spherical h = 5um, plotted with Eq. (8) for Eippe = 1.0kPa, Bippy = 0.2, 5o = 1.0um,
indenters with degradation of fit quality and significant errors in and indenter by a spherical indenter (- = 2.5 um). These curves are fitted with those
the fitted parameters. One remarkable feature is that high-quality infinite thickness approaches, shown in x and , for elastic (yellow curve) and (red
fiits are obtained for the loading part for 8/h > 0.2, accompanied curve) viscoelastic materials, respectively. The infinite elastic approach is fitted only on

the approaching part of the force curve, while the infinite viscoelastic approach is fitted

by a fitted exponent of B = 0, inducing an erroneous interpreta- on the whole curve. The curves are normalized s F(t) = F(t)/(€2:57).

tion that the sample behaves elastically.
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The case where a nearly ideal goodness-of-fit, with divergence
in the physical properties, is obtained by fitting only the loading
part of the force curve as illustrated in Fig. 5. We suspect this issue
happened in a recent article by Rheinlaender et al., who measured
the mechanical properties of different types of cells cultured on
polyacrylamide gels using spherical indenters.” Analyzing the
approach curve, they found perfect elastic exponents (F oc 5%/2
instead of F oc 8", with n < 3/2) and r* = 1 in the curve fittings,
despite the clear viscoelastic response of their samples.

IV. CONCLUSIONS

In conclusion, we investigated the influence of finite thickness
effects in determining viscoelastic properties in standard linear vis-
coelastic solid and power-law materials. We developed analytical
force models for the mechanical contact between axisymmetric
indenters and viscoelastic samples with finite thickness. In addition
to the analytical approach, we numerically reproduce the contact
forces and stress field distribution with FEM modeling. We found
that conical (or pyramidal) indenters are more robust to finite
thickness than flat and spherical indenters. This result contradicts
the common sense that a spherical tip is the best geometry to
probe soft materials. Our results show that the sample stiffness is
consistently overestimated concerning sample thickness. However,
the relaxation exponent may be under- or overestimated depending
on which part of the force curve is analyzed. Remarkably, indenta-
tions with spherical indenters of the order of 20% of the sample
thickness may erroneously behave as perfectly elastic with a
goodness-of-fit r, ~ 1 if only the loading part of the force function
is fitted. We believe that this work provides comprehensive guide-
lines to estimate errors in AFM measurements performed with dif-
ferent indenter geometries.
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Indenting fractal-edged elastic materials
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Surface roughness plays a crucial role in the accuracy of indentation experiments used to measure
the elastic properties of materials. In this study, we present a computational analysis of how surface
roughness, represented explicitly by fractal geometry, influences the mechanical properties of soft
materials. We model two-dimensional elastic samples with a Koch fractal bottom surface, grown
upward or downward to the fourth generation, referred to as fractal down and fractal up, respectively.
The elastodynamics equations are solved numerically while a rigid punch indents the elastic sample
from the top surface. By applying the Hertz model for mechanical contact, we determine the Young’s
modulus of the materials. Our findings reveal that fractal surfaces, especially those with dimensions
comparable to the sample size, can significantly alter experimental measurement outcomes. In
particular, the roughness of the substrate profoundly affects the measured elastic properties, as
seen in scenarios involving cell elasticity. For instance, in the down fractal scenario, reductions
in the measured elastic modulus range from 2% to 4%, while increases reach up to 40% in the
up fractal scenario. These results underscore the importance of incorporating fractal geometry
into the design and analysis of indentation experiments. This approach could significantly enhance
our understanding and application of material characterization and mechanical testing, leading to
more accurate and reliable results. Our numerical findings align with experimental trends, with
reduced elastic modulus observed in the down scenario, similar to surfaces treated with abrasives,
and increased stiffness in the up scenario, akin to bonded materials with induced roughness.

I. INTRODUCTION

Interfacial effects profoundly influence the behavior of virtually every physical system [1], ranging from quantum
devices [2, 3] and chemical compositions [4] to transport phenomena [5-7]. These effects can mislead estimations if
not carefully considered, which is especially critical in experiments involving surface interactions. One common type
of such experiment is indentation testing, where a hard tip is pressed into a material’s surface to measure penetration
depth and applied force, thereby evaluating mechanical properties. Traditional models like the Hertz mechanical
contact model assume perfectly smooth surfaces and uniform stress distribution throughout the material. However,
real-world materials often deviate from this ideal due to surface irregularities, such as microscale and nanoscale
roughness in metals and polymers, respectively [8]. These discrepancies highlight the need for a nuanced approach to
interpreting experimental data, considering the complex realities of material surfaces.

Surface roughness disrupts the assumption of uniform stress distribution, creating complex stress patterns that
vary with the material’s topographical features at different scales [9-11]. These irregularities can significantly alter
experimental outcomes by inducing stress concentrations not fully accounted for by standard models [12, 13]. Address-
ing these complexities requires advanced modeling techniques and multi-scale mechanical characterization to assess
a material’s properties [14] accurately. Moreover, surface irregularities can compromise a material’s yield strength,
lead to premature plastic deformation, and interfere with measurements of elastic recovery, potentially resulting in
incorrect assessments of a material’s ability to revert to its original shape post-indentation [15].

Furthermore, nanoindentation assays on living cells provide insights into rheologic behaviors sensitive to their
microenvironment and internal physical properties [16-20]. The interaction of proteins like integrins, which form
focal adhesions connecting the cell to the substrate and activate intracellular signaling pathways, illustrates this
sensitivity [21]. Cells can deform the contact surface on soft substrates such as the extracellular matrix, creating
mechanical feedback that influences cell adhesion further. Such irregular adhesion topographies pose challenges and
offer opportunities to explore cellular adaptation and mechanobiology [22]. Additionally, physiological processes or
external stimuli driving changes in the cytoskeleton can significantly alter cell’s mechanical properties [23, 24], evident
in diseases like cancer where such properties serve as diagnostic markers [25-28]. Thus, understanding the influence
of substrate roughness on these measurements is crucial for developing more effective diagnostic tools and enhancing
our understanding of cellular mechanics in health and disease.

This study focuses on the impact of surface roughness, particularly fractal-like roughness characterized by self-
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FIG. 1: Tllustration of the indentation physical model, featuring an elastic sample colored in gray, with height H and length
L, compressed from above by a rigid indenter of length » = L/5. The top surface, shown in a black solid line, is free to
displace, while the bottom surface, represented by a red solid line, remains fixed. Periodic boundary conditions are applied on
the sides to simulate an infinite medium. The bottom surface transforms according to the rules of a Koch fractal. At the first
generation (n = 0), the sample maintains a rectangular shape without fractal growth. Subsequent frames visually demonstrate
the progressive growth of the fractal pattern from n = 1 to n = 4, expanding either upwards or downwards. The numerical
mesh for solving the elastodynamics equations is depicted for the (n = 4) cases in up and down configurations.

similar patterns across scales, on the measurement of elastic properties. The presence of fractal geometry in surface
roughness introduces substantial challenges, necessitating sophisticated models and analytical techniques for accurate
property evaluation. We utilize numerical simulations to explore stress and strain distributions during indentation
on surfaces modeled as Koch fractals, helping us understand how these patterns affect material behavior under
stress and enabling us to design experiments that more accurately reflect the mechanical properties of materials with
complex surfaces [29-31]. Such insights are critical in practical applications, especially in nanoindentation tests on soft
materials with rough substrates, where surface roughness can directly affect the measurement of crucial parameters like
elasticity (32, 33]. Understanding the fundamental mechanics governing complex material behavior under indentation
is essential for advancing material design and selection in engineering applications and developing more effective
diagnostic approaches in medical research [34-37].

II. COMPUTATIONAL MODEL

Our model comprises a two-dimensional elastic medium characterized by Young’s modulus, Fy, a mass density, p,
and a Poisson ratio, . The top surface of this medium is free to move, while the lateral edges adhere to periodic
boundary conditions to mitigate finite-size effects. Conversely, the bottom surface is fixed, evolving according to
the n*" generation of a Koch fractal. This fixed boundary condition simulates a non-deformable substrate. The
sample is compressed from above by a rigid rectangular indenter of length r, centrally positioned on the top surface,
with an indentation given by §. As depicted in Fig. 1, at n = 0, the sample maintains a rectangular shape with height
H and length L. However, the fractal may grow either downwards (in the same direction as the applied stress) or
upwards (in the opposite direction), altering the sample’s mass by adding or removing material, respectively. Down-
grown and up-grown fractals for n up to 4 are displayed, and we examine both scenarios. Only the bottom surface
exhibits roughness, while the top remains flat to avoid numerical issues at the contact interface. Our simulations
utilize parameters typical of Polyacrylamide gels, with Es = 10 Pa, p = 10 kg/m®, v = 0.49, representing materials
with elastic moduli ranging from hundreds to thousands of Pascal, by changing percentages of acrylamide and bis-
acrylamide in PBS (phosphate-buffered saline) solution [38, 39].

The fixed boundary conditions used in our simulations represent scenarios where the sample rests on a highly
rigid substrate. Precisely, our decision to fix the entire bottom boundary reflects cases where soft materials or
biological tissues are bonded or anchored to stiff substrates, such as glass slides or metal surfaces, during mechanical
testing or indentation experiments. Fractal structures in real-world materials theoretically extend to the molecular
scale, where self-similarity breaks down due to the discrete nature of matter. However, computational constraints
arise much earlier, as each additional fractal generation exponentially increases mesh complexity, leading to greater
computational demands and potential numerical instability. To maintain a balance between obtaining meaningful
mechanical insights and ensuring computational feasibility, we limited our study to fractal generations up to n = 4.
This approach ensures that our simulations remain practical while aligning with the level of detail achievable in
experimental setups. The numerical mesh used for these calculations is shown in Fig. 1 for n = 4.
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FIG. 2: The stress field for up to the fourth generation in both up and down fractal cases for H = 0.5 cm and L = 1.0 cm.
The color gradient represents the Cauchy stress magnitude, measured in Pascals (Pa).

The elastodynamics equations can effectively describe the deformation of a continuum elastic medium, which pro-
vides a comprehensive framework for understanding momentum conservation and the relationship between strain and
stress [40, 41]. These equations are formulated as

V.o+f = pi,
% [(Vu)" + Vu + (Vu)"Vu],

€

where o represents the Cauchy stress tensor, € the strain tensor, u the displacement vector, and f the volumetric
forces. The stress and strain tensors are interconnected through the material’s constitutive relation, which, for small
deformations, can be simplified by the generalized Hooke’s law o = C : ¢, where the symbol : denotes the tensorial
inner product, and the fourth-order stiffness tensor is given by

A2 A A 000
A A+20 A 000

R A A+2400 0

C=1 o 0 0 pool 1)
0 0 0 0puo0
0 0 0 004

where A = vE/[(1 4 v)(1 — 2v)] and p = E/[2(1 + v)] are, respectively, the Lamé’s first and second parameters.

In our analyses, we apply indentation up to 4% of H, leading to stationary conditions where i = 0 and (Vu)TVu =
0, with no external volumetric forces, f = 0. The bottom surface is immovable due to fixed boundary conditions
(u=0). These conditions simplify the equations to

V.o =0, @)
€ = l[(Vu) + Vu], (3)

commonly known as the compatibility equations. These equations are solved using the commercial software COMSOL
Multiphysics, which employs the finite element method to manage the computational complexities [42]. The results,
including stress and strain distributions and the contact force, F., between the sample and the indenter for a given
indentation J, are calculated and visually represented.

III. RESULTS

The geometry of our 2-D model is straightforward, comprising a rectangular sample in contact with a similarly
shaped rectangular indenter. One of the most fascinating aspects of our model is the incorporation of a rough surface
in the form of a fractal generation at its bottom. This distinctive feature is a critical element of our study. It
allows us to explore the effects of self-similarity across multiple scales, and more importantly, it alters the stress
distribution within the material. Fig. 2 provides a detailed view of the stress field distribution within the sample
across various fractal generations for both up and down geometries. As expected, for a surface without fractal growth
(n = 0), the stress field disperses uniformly from the indenter’s contact region throughout the sample. However, as
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FIG. 3: (A) Contact force curve versus indentation for different values of H in the flat sample (n = 0). The slope of these
curves reflects the sample’s rigidity. Frames (B) and (C) show similar curves to (A) but for a fixed H = 0.5 cm and several
fractal generations (n) in the up and down fractal scenarios, respectively. These plots effectively demonstrate the influence of
fractal geometry on the force-indentation relationship, with significant differences observed in comparison to the flat sample.
Additionally, frame (D) depicts the ratio of the stress exerted on the contact surface, o., to that on the fractal surface, oy, as
the fractal generation increases. This graph shows us the accumulation of the stress through the elastic sample. Both down
and up fractal cases slightly diverge from the growth behavior of the Koch fractal, (4/3)", as n increases.

n increases, the stress field becomes more localized at the sharp protrusions of the fractal surface, while diminishing
within the microcavities. This shift disrupts the previously uniform distribution, highlighting the intricate influence of
fractal geometry on stress concentration patterns. This effect is further accentuated in the upward fractal orientation,
where high-stress concentrations are observed on the bottom surface, as indicated by the red regions in the figure.
Although measuring stress maps in bulk samples is challenging, experimental techniques can be applied to obtain
such information on surfaces [43], allowing for a potential comparison with our results.

The Hertz model offers valuable insights into elastic contact mechanics, assuming a smooth, idealized infinite
half-plane surface. However, generalizations of this model account for addressing finite-size effects [44], viscoelastic
behavior [18], and other complexities [45]. The Hertz model remains suitable in our study due to the smooth contact
between the sample surface and the indenter with a known geometry. Using a rigid flat-ended cylindrical indenter
results in a linear increase in contact force with indentation depth & [46, 47], as expressed by

2r
FL(0) = oy BB (4)
where E represents the effective Young’s modulus. This relationship directly reflects Hooke’s Law, where the stiffness
constant, k = (13—71;2)]5’ can be calculated from the slope of the contact force curve. We show that £ depends on n,
indicating a divergence from the actual Young’s modulus of the sample, E.

Figure 3A displays the Hertz curve for the flat case (n = 0), showing that the spring constant decreases with increas-
ing sample height, consistent with finite-size effects [45]. The influence of fractal geometry on these measurements
is evident in the force curves in Figs. 3B and C. Fractal generation slightly reduces stiffness, with a more significant
impact in the upward scenario. By analyzing the slope of these curves, we can infer changes in stiffness, illustrating
how fractal geometry influences the material’s response to indentation. These results suggest that as fractal generation
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FIG. 4: Young’s modulus, F, in both down and up fractal orientations measured in a sample with height H and generation
n, normalized to the value of E with the same H but n = 0, which we call Ey. (A) shows how E/Ey changes with n for
different values of H while (B) shows changing with H for different values of n. In frame (C), the normalization is done with
Ej, where the sample height is adjusted to compensate for the area lost or gained due to fractal growth, keeping the sample’s
area constant and equal to H L, the area without fractal boundary.

n increases, the stiffness modulus E tends towards a specific value significantly influenced by the sample height.

To calculate the ratio between the average stress on the contact surface, o, and that on the fractal surfaces, oy,
we assume the stress is uniformly transmitted along the vertical direction through the sample. In this scenario,
the disparity between the stresses should compensate for the difference in the perimeter of each surface. Thus,
oy oc 1/P(n), where P(n) = (4/3)"L is the perimeter of the n*" generation of the Koch fractal initial length L [48].
Similarly, o, o< 1/S5(6), where S(§) is the actual length on the top surface, which depends on the indentation due to
its deformability. For small indentations, S(d) ~ L. Therefore, the ratio between the stresses can be computed as

n n

EOCMOC<§> Lz<‘_1>, (5)

o S(0) 3) S(9) 3
yielding the same growth rule as the Koch fractal. However, since the stress is not uniformly distributed along
the sample, the ratio o./oy as a function of the fractal generation n, shown in Fig. 3D, slightly diverges from this
prediction. The divergence observed in the simulations, both in the up and down fractal cases, from the (4/3)"
behavior highlights the non-uniformity of the stress propagation due to the emergence of stress concentration areas
with increasing n.

To accurately capture the effect of the fractal boundary, we carefully distinguish between the finite-size effects
arising from the finite sample height, H, and the effects introduced by the fractal surface. To isolate the influence
of the fractal geometry, we first normalize Young’s modulus F, obtained for a given H, and fractal generation n, by
Young’s modulus Ej, obtained for the flat case (n = 0) with the same height H. Since both E and Ej are subject
to finite-size effects, this normalization reduces the role of small sample heights while preserving the effect of the
fractal boundary. Figures 4A and B present the effective Young’s modulus normalized by Fy for both down and
up cases. Fig. 4A demonstrates that fractal surfaces can decrease or increase the measured elastic modulus. In the
down fractal scenario, reductions are generally below 5%, while in the up fractal scenario, increases can reach 40%.
As expected, FE/E, approaches one as H increases, as shown in frame B. As H increases, the influence of surface
roughness diminishes, with both up and down fractals converging to typical values, illustrating the lesser impact of
fractal features on larger samples. Increasing H leads to a slow convergence of the analytical Young’s modulus to the
value input in the numerical model.

Since fractal growth modifies the material quantity—removing material in the up scenario and adding material in
the down scenario—the normalization in Figs. 4A and B may introduce biases related to the varying material volume.
We perform an additional normalization, comparing E to a new reference Ej. Here, Ef, corresponds to Young’s
modulus of a flat sample (n = 0) with an adjusted height, ensuring that the fractal and flat samples contain the same
area (i.e., the same amount of material). This approach enables a fairer comparison despite the geometric differences
introduced by fractal growth (see Fig. 4C). The solid line in this figure represents the expected finite-size effects
arising from changes in H. In the up-fractal scenario, where the measured Young’s modulus exhibits deviations of up
to 40%, we find that only 10% of this deviation is attributable to finite-size effects. The remaining 30% directly result
from the influence of the fractal boundary. This finding underscores fractal geometry’s significant role in shaping
the material’s mechanical behavior—an effect that finite-size considerations alone cannot explain. We also analyze
different cases with varying L (L = 2H, 6H, 10H) for both up and down scenarios, as depicted in Fig. 5A-C for
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FIG. 5: The magnitude of the Cauchy stress, measured in Pascals (Pa), is represented by a color gradient for H = 0.5 cm and
L = 10H. The sample without fractal (n = 0) is shown in A, while the fractal cases up in B and down C for n = 4. The ratio
E/FEy, defined in Fig. 4, is maintained regardless of the length L.

L = 10H and n = 4. Normalization shows that the effects of fractal generation remain constant despite the increase
in L, as demonstrated in Fig. 5D.

The hardening effect observed in the “fractal up” scenario—where material removal concentrates stress and increases
stiffness— agrees closely with experimental findings from bonded materials with differing elasticities [8]. In that study,
material dislocation at the bond interface introduced surface roughness, which enhanced resistance to indentation,
mirroring the mechanical response observed in our wup-fractal configuration. Conversely, the reduction in elastic
modulus seen in the “fractal down” scenario aligns with trends reported for surfaces treated with abrasive papers
and polished with diamond pastes [14]. While material dislocation in bonded surfaces promotes stress concentration,
as observed in the fractal-up scenario, the topography produced by sanding appears to disperse the stress field
under applied pressure, similar to the fractal-down cases. Further investigation is needed to fully understand the
mechanisms behind the stress-dispersing effects of sanded surfaces and how they correspond to the behavior observed
in the fractal-down configuration.

Although this study focuses on Koch fractals, future research could explore additional fractal models or self-
affine surfaces. For example, self-affine models generated through stochastic processes have been used to fabricate
rough surfaces, showing that increasing the fractal dimension reduces surface stiffness [49]. In contrast, we keep the
fractal dimension fixed while increasing iterations through a deterministic growth rule. This structured approach
allows us to systematically investigate how successive fractal generations—and their corresponding roughness length
scales—impact the mechanical response. Our findings offer clear insights into the role of surface roughness in mod-
ulating material behavior under indentation, helping to advance the understanding of mechanical properties across
multiple scales.

IV. CONCLUSIONS

Our work reveals the significant impact of surface roughness, particularly fractal geometry, on the accuracy of
indentation experiments used to measure the elastic properties of materials. We have demonstrated that the fractal
nature of the bottom surface is a critical factor in scenarios involving thin films or textured substrates, where it
significantly alters the mechanical response during indentation. The structural complexity introduced by fractal
patterns has essential implications for stress distribution and the force-indentation relationship. Specifically, in the
down fractal scenario, where the material is added, reductions in the elastic modulus ranged between 2% and 4%
compared to the case without a fractal boundary, depending on the sample height H. Conversely, in the up fractal
scenario, where the material is removed, increases in the modulus reached up to 40%. We also analyzed cases where
the amount of material was conserved by adjusting the height H to maintain the same area as a smooth sample. Even
in these scenarios, the fractal boundary significantly influenced the elastic measurements, demonstrating that fractal
geometry can lead to deviations from expected mechanical behavior, regardless of material conservation. Our findings
not only highlight the necessity of accounting for surface roughness, particularly fractal geometry, in the design and
analysis of indentation experiments, but also point to potential applications in biophysics. Particularly, our work
could contribute to a better understanding of rheological measurements in living cells. The influence of fractal-like
surface roughness could help explain the variations observed in the mechanical properties of cells, especially in the
context of cellular adhesion and interactions with substrates of varying stiffness and roughness. This potential for



practical applications should inspire and encourage further exploration in this field. While our research is focused on
deterministic fractals, it opens up substantial potential for future studies to explore random fractals, such as self-affine
surfaces or other geometric roughness models. These investigations could lead to the development of more effective
diagnostic tools and material design strategies in engineering and medical research.
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