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RESUMO

A andlise das estruturas ¢ importante para verificar a seguranca e eficacia de projetos. Nesse
contexto, as vigas se tornam uma importante estrutura e possuem um papel fundamental para
suportar cargas e transmitir forgas. Para isso, compreender a for¢a cortante, o momento fletor,
bem como as tensdes de flexdo e cisalhamento em vigas ¢ necessario para entender o
comportamento estrutural e dimensionar as vigas adequadamente. Este trabalho tem como
proposta a criagdo de uma planilha eletronica capaz de calcular a forca cortante € 0 momento
fletor em vérias se¢oes de vigas plotando os resultados destacando o valor méximo de cada.
Além disso, por meio desses célculos, ¢ possivel determinar a maxima tensao de flexao e
cisalhamento transversal. Dessa forma, a planilha eletronica foi desenvolvida numa ferramenta
acessivel visando fornecer uma solugdo pratica para estudantes, onde o trabalho foi
desenvolvido através de calculos e implementagdo de algoritmos para obter as variaveis em
tipos de vigas sob diferentes condi¢des de carga e perfis. Assim, foi usado calculos de equilibrio
e aproximados para resolver problemas com diferentes carregamentos nas vigas, a precisao da
planilha foi verificada comparando seus resultados com analises tedricas e solugdes encontradas
em revisdes bibliograficas. Diante disso, espera-se que ao utilizar esta planilha eletronica, os
estudantes tenham a disposi¢d@o uma ferramenta versatil e simples de operar para analisar vigas,

que ird contribuir para a criagao de projetos mais seguros e eficazes na area.

Palavras-chave: vigas; for¢a cortante; momento fletor; planilha eletronica; algoritmo.



ABSTRACT

Analysis of structures is important to verify the safety and effectiveness of projects. In this
context, beams become an important structure and play a fundamental role in supporting loads
and transmitting forces. To achieve this, understanding the shear force, bending moment, as
well as bending and shear stresses in beams is necessary to understand the structural behavior
and size the beams appropriately. This work proposes the creation of an electronic spreadsheet
capable of calculating the shear force and bending moment in several sections of beams,
plotting the results highlighting the maximum value of each. Furthermore, through these
calculations, it is possible to determine the maximum flexural and transverse shear stress. In
this way, the electronic spreadsheet was developed into an accessible tool aiming to provide a
practical solution for students, where the work was developed through calculations and
implementation of algorithms to obtain variables in types of beams under different load
conditions and profiles. Thus, equilibrium and approximate calculations were used to solve
problems with different loads on the beams, the accuracy of the spreadsheet was verified by
comparing its results with theoretical analyzes and solutions found in literature reviews.
Therefore, it is expected that when using this spreadsheet, students will have at their disposal a
versatile and simple-to-operate tool for analyzing beams, which will contribute to the creation

of safer and more effective projects in the area.

Keywords: beams; cutting force; bending moment; electronic spreadsheet; algorithm.



LISTA DE FIGURAS

FIGURA 1 - FORCAS DE EQUILIBRIO .....cooiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeee 19
FIGURA 2 - MOMENTO DE UMA FORCA ....cooiiiiiiiee et 20
FIGURA 3 - VIGA B1 APOIADA COM CARREGAMENTO CONTINUO ....ccveevuiieiieeiieeieenieeieesere e 22
FIGURA 4 - VIGA ENGASTADA EM BALANCO......cciiiiiiiiiiiiiiiiieeieeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaaesasesssssssssssanenns 22
FIGURA 5 - VIGA ENGASTADA EM BALANCO .....uuiiiiiiiiiiiieeee ettt 23
FIGURA 6 — CENTROIDE DO TRIANGULO ...cuuttiutiiiieeiieiiieetee sttt ettt et et eteesateeaeesiaeseeesaeeens 27
FIGURA 7 — ESFORCO CORTANTE ...ccvvttititetetiteteeeseeeeeeesesesesssssesesssssssssesssssssssssssssssssessssrsssssrsrareee 29
FIGURA 8 — DIAGRAMA ESFORCO CORTANTE .......ctttttttiteteeetereeeeereeeeeressseseseesesssssssseressrsssrsrera. 30
FIGURA 9 — VIGA | SECCIONADA .....ciiiitiiiite ettt ettt ettt ettt et e sbteesabeeesaneeenaee 31
FIGURA 10 — DIAGRAMA DE FORCAS ...ttt e e e e e 32
FIGURA 11 — VIGA 2 SECCIONADA ....ceuttiitiaiiteiteeit et et e sit et ettt sit e ettt s et sate e e saeeenees 32
FIGURA 12 — VIGA 3 SECCIONADA ....ceuttiitiiuiteniteeieeeite et e site et e sate st e site et esaaesteesaneebeesaeeenees 34
FIGURA 13 —MOMENTO FLETOR .....eiiiitiiiitiiiieeeiteeeite ettt ettt ettt sit e st 37
FIGURA 14 — CARGA DISTRIBUIDA SOB UMA VIGA ...c..ueiiuiieiieniieaiiesiteeitesiteeteesieeeieesiaesnseesaeeens 38
FIGURA 15 — DIAGRAMA MOMENTO FLETOR .......coiutiiiiiiiiiniiieiteiieeieesee et 38
FIGURA 16 — TENCAO DE FLEXAO.......couttiiiiiiiiiiiiiiiiieieteeeteeeeeteteeeseseeseesssesesssssssssssssssesssssssssararene 43
FIGURA 17 — DIMENSOES DO PERFIL ......eeiutiiuitentteeitenttenieenieeeseenieesseesieesaneesseesseesaseenneenseesnees 47
FIGURA 18 — CENTROIDE DO PERFIL I ....ciiiiiiiiiiiiiiiiiiieetcetcetcee et 48
FIGURA 19 — DIMENSOES PERFIL EM T ...coiiiiiiiiiiiiiiiiec et 49
FIGURA 20 — CENTROIDE PERFIL EM T ...couiiiiiiiiiiiiiieiieeee et 50
FIGURA 21 — DIMENSOES PERFIL CUBICO .....cuteiuietieiesiienttetesitenieetesieesseestesieenaesasesneenseensesaeenee 52
FIGURA 22 — TENSAO CISALHAMENTO ...ccoutttiiiieiniteeaiiee ettt esiee e et e et e et e siteesieeesbeeesaneeenane 53
FIGURA 23 — PORCAO SUPERIOR DO PERFIL EM T ....iiiiiiiiiie et 55
FIGURA 24 — DIMENSOES DA PORCAO SUPERIOR ......cccvuuuiitiiireieeereeeeeeeeereseseessesssssssssessssssessssaneee 55
FIGURA 25 — CENTRO DE GRAVIDADE VIGA EM T ...oiiiiiiiiiiiiieeiieete et 57
FIGURA 26 — LINHA NEUTRA PERFIL CUBICO ......eeiuiiiiieiiieeiieniieeteesiteeieesiteateesateeaeesiaeseeesaneens 58
FIGURA 27 —EP1 .ottt ettt et ettt e e e 60
FIGURA 28 — PERFIL DO EXERCICIO PROPOSTO 1 ..c.eiuiiiiiiieiiiiiieiieie e 60
FIGURA 29 — VALORES NA PLANILHA .....coiuttiitenttieieentte et esiteeteesite st e sieeeaneesieesteesaseeneeseeesnees 61
FIGURA 30 — REACOES ARMAZENADAS EM CELULAS ...cooeeiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 62
FIGURA BT —EP 2 et ettt st sttt e s e e 65

FIGURA 32 —MEDIDAS PERFIL EM T ...ttt ettt e e e e eeaaaeeeee e e e e eeeaaaseeeseeeeees 66



FIGURA 33 — ARMAZENAMENTO EP2 oottt e e e e taaeeee e s e eaaens 66

FIGURA 34 —FORCAS EP2 ..ottt ettt ettt aveaaaeseaasaassaaaneaes 67
FIGURA 35 —TRECHO AB EP2...c..eeiiiiie ettt 67
FIGURA 36 —TRECHO BC EP2 ...ttt 68
FIGURA 37 —TRECHO CD EP2......coiiiiiiiee et 69
FIGURA 38 — VALORES DAS VARIAVEIS EP2.....cc.ooiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeees e 70
FIGURA 39 — FLEXAO E CISALHAMENTO EP2 ....cooiiiiiiiiiiiieeeeeeteeee e 71
FIGURA QO —EP3 .ttt ettt et e st e st e e eenaee 71
FIGURA 41 —PERFIL EP3 ..ot 72
FIGURA 42 — VALORES EP3 ...t 72
FIGURA 43 —FORCAS EP3 ..ottt e ettt e e e e e et 73
FIGURA 44 — VARIAVEIS EP3 ..ottt 75
FIGURA 45 — FLEXAO E CISALHAMENTO EP3 .....oiiiiiiieeeeeee e 75
FIGURA 46 — ESFORCO CORTANTE EPT ....ooiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeteeeeeeeteee e eaavaaaaeaes 77
FIGURA 47 —MOMENTO FLETOR EP1 ....coiiiiiiiiiieeeeeeeete e 77
FIGURA 48 — FLEXAO E CISALHAMENTO MAXIMO EP1 ..o, 78
FIGURA 49 — FORCA CORTANTE EP2....coooiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt aaaaaaaaaaaaeaes 79
FIGURA 50 —MOMENTO FLETOR EP2 ..ot 80
FIGURA 51 — FLEXAO E CISALHAMENTO MAXIMO EP2 ......ccooiiiiiiiiiiiiciee e 81
FIGURA 52 —FORCA CORTANTE EP3 ...t 82
FIGURA 53 —MOMENTO FLETOR EP3 ....cooiiiiiiii et 83

FIGURA 54 - FLEXAO E CISALHAMENTO EP3 ... ittt e s e eeeens 83



LISTA DE TABELAS

TABELA 1 — COMPRIMENTO EM FUNCAO DO CORTANTE E FLETOR DO EP 1

TABELA 2 — CORTANTE E FLETOR MAXIMO DO EP 1

TABELA 3 — VARIAVEIS CALCULADAS EP1

TABELA 4 — FLEXAO E CISALHAMENTO MAXIMO EP1

TABELA 5 — TRECHOS, CORTANTES E FLETORES EP3

TABELA 6 — TRECHOS EP1

TABELA 7 — TRECHOS EP2

TABELA & — TRECHOS EP3

63
63
64
64
74
76
78
81



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

A Area

Ax Reacdo de apoio no ponto A no eixo X
Ay Reagdo de apoio no ponto A no eixo Y
b Base

By Reacdo de apoio no ponto B no eixo Y
C Centroide

Cent Centroide

d Distancia

E Espessura

EP Exercicio Proposto

F Forga

Feq Forca Equivalente

Fx Forc¢a no Eixo X

Fy Forca no Eixo Y

h Altura

H Altura

I Inércia

KN Kilo Newton

L Comprimento

LN Linha Neutra

M Momento Fletor

m Metros

Ma Momento no ponto A

mm Milimetros

Mo Momento na origem

MPa Mega Pascal

A% Forc¢a Cortante

Yg Centro de Gravidade

o Tensao de Flexao

T Tensdo de Cisalhamento



SUMARIO

1 INTRODUGCAQ ...ueerrerererereresesesesesesesesesssssssssssssssssssssesesssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 15
2 OBUJIETIVOS .oaeeiiiiiniiicnssnniicssssssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 17
2.1 OBJIETIVO GERAL.uuucccrueecsueeseccssesssnesssnsssassssesssascssasssassssassssssssassssssssasssassssassssesssssssasssse 17
2.1.1 ODbjetivos ESPECIfICOS ccueuererueiossuvissssrsssssrsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 17
3 REFERENCIAL TEORICO ....ouucueeeeernncrnesessesssesesessessssessesssssssssssessesessesssessess 18
3.1 PLANILHA ELETRONICA cceutiruiesuissensessarssesssnssasssessasssssssssssssssssssssssssassssssssssassssssassssssns 18
3.2 FORCAS EXTERNAS .cccittisensnecssenssnecssesssnesssnsssassssesssssessasssssssssssssssssssssassssassssesssssssassns 19
3.2.1 Forgas EXternas NAS VIQAS....ueeeesveeeessseessssrcssssnssssisssssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssns 22
3.3 ESFORCO CORTANTE ..cceeeeeceeeeneeeesssesecceccsessssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssas 28
3.3.1 Forga COrtante NAS VIZAS......ueewcesesersessssnrsossssssresssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 31
3.4 MOMENTO FLETOR....uuciintiniiinsnensnecssensnesssnsssancssessssssssessssssssassssssssssssassssassssesssssssasssns 36
3.4.1 Momento FIEtOr BAS VIQAS ..ueueeeeoeeeevsuressencsssnssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 39
3.5 TENSAO DE FLEXAQ ccuueiiisueecssnecssanecssnnecsssnncsssnscsssnesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssas 42
3.5.1  CORIFOUAE..uuuueeeeeeeeessscrvaaesssiicssssssssssssssscsssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssasssssssssssssssasasssssens 44
3.5.2 Momento de INErCiu.....nneeosnerosenercssnercssasnosnnns 45
3.5.3  Tensdo de FIeX@0 NAS VIGAS a...uueeeoueeovsueressvrsssasisssnnsssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssns 47
3.6 TENSAO DE CISALHAMENTO O ..cuueeseecsseesseccssesssascssesssssessassssssssassssssssssssassssassssessassssasssns 53
3.6.1 Tensdo de CiSalhamento NAS VIGAS ....c.ueeeeeseveereosssnriossssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 54
4 METODOLOGIA.....couuuiiiinniiinninnriccscsnnsicsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssss 60
4.1 VIGA BI APOIADA COM CARREGAMENTO CONTINUOQ .cccovuiesueessarcssssssssssssssssssssssssassnns 60
4.2 VIGA ENGASTADA EM BALANCO..cucciiuiiiiuensnicsnensenssseessnesssesssnssssesssassssssssassssesssasssassns 65
4.3 VIGA Bl APOIADA COM DOIS CARREGAMENTOS LINEARES ...cccevueeessueecssneecsanecssnneces 71
5 RESULTADOS E DISCUSSAOQ .....coooeeerererererrarenes 76
5.1 EXEMPLO L.uuiiiiiisiinnennsnenssencssenssnncssesssnesssesssascssessssssssasssassssassssssssasssassssassssessasssassss 76
5.2 EXEMPLO 2..uuuiiiieisuenssnncsnensnecssenssnscssnsssassssnsssasessessssssssassssssssassssssssssssassssassssesssssssasssse 78
5.3 EXEMPLO 3...uuuiiiiiiiiinneniinnicssnnecsssnecsssnecssssscsssessssssessssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssas 81
6 CONCLUSAO . ... curuninincnsussissensensssssssssssssssssssssssssssssssassssssssasssssssssssssssssssssssssasess 85
REFERENCIAS ....cuuierenennennensseasenssenssesssessssssssssssssssessssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssss 87
LISTA DE FORMULAS ...ccouueuueennenesenssensensssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssss 88

APENDICE A — INTERFACE DAS PLANILHAS .....uuvininniennensnennessnesssssssnsssssssasees 91



15

1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos, a engenharia tem passado por uma transformag¢ao que foi dada
pela necessidade de maior eficiéncia e precisdo. Dito isto, o uso de planilhas eletronicas se
tornou mais comum em diversas areas, € na engenharia nao foi diferente, alguns softwares
conhecidos por oferecer essa ferramenta, trazem uma maneira pratica e acessivel de lidar com
problemas diversos, facilitando o trabalho tanto de profissionais quanto de estudantes da area.

Antes da popularizagdo dessas ferramentas, os calculos eram realizados
manualmente, isso tornava o processo nao apenas demorado, mas também sujeito a erros,
especialmente em projetos mais complexos (Smith e Peterson, 2017). A chegada das planilhas
mudou o cendrio, permitindo que profissionais com conhecimento basico de planilhas
eletronicas pudessem realizar célculos precisa e eficiente.

Uma das grandes vantagens das planilhas eletronicas ¢ a sua flexibilidade, elas
permitem que o usuario crie suas proprias formulas e modelos, adaptando a ferramenta as
necessidades especificas de cada projeto (Dias e Silva, 2019). Isso significa que, com um pouco
de conhecimento, € possivel criar uma planilha que automatiza célculos complexos ao mesmo
tempo produzindo graficos que ajudam na visualizagao dos resultados.

Essas planilhas podem ser integradas a outras ferramentas, como sofiwares de
modelagem em 3D, isso amplia ainda mais suas capacidades permitindo que dados sejam
exportados para outros programas, onde podem ser analisados e verificados (Mendes e
Carvalho, 2020). Essa medida nao s6 acelera o processo de projeto, mas também garante que
os resultados sejam mais confidveis.

Outro aspecto importante € a acessibilidade das planilhas eletronicas, que por serem
amplamente utilizadas em diversas areas, hd uma vasta quantidade de tutoriais e materiais
didaticos disponiveis, o que facilita o aprendizado ¢ o dominio da ferramenta. Como as
planilhas podem ser facilmente compartilhadas, elas se tornam uma excelente ferramenta para
o trabalho em equipe, permitindo que profissionais de diferentes areas colaborem de maneira
mais eficaz (Gomes e Almeida, 2021).

Ao adotar as planilhas, empresas nao s6 otimizam seus processos, mas também
promovem uma cultura de inovagdo entre seus colaboradores. Ao incentivar o uso dessas
ferramentas, as empresas estdo investindo no desenvolvimento continuo de suas equipes,
estimulando a busca por solugdes mais eficientes e praticas de projeto mais modernas (Martins

e Ribeiro, 2018).
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Este trabalho, portanto, busca explorar como a implementacdo de planilhas
eletronicas pode transformar o célculo, especificamente em vigas, analisando as vantagens, as
limitagdes e o impacto dessa tecnologia na pratica da engenharia. A partir dessa analise, espera-
se contribuir para a disseminacao dessa pratica entre profissionais e estudantes, destacando a

importancia de modernizar as ferramentas utilizadas no calculo estrutural.
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2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma planilha eletronica para determinar a forca cortante maxima,

momento fletor maximo, tensdo de flexdo maxima e tensdo de cisalhamento maximo.

2.1.1 Objetivos Especificos

e Estudar o esfor¢o cortante em 3 tipos de vigas com diferentes reagdes de
apoio;

e Destacar o momento fletor nessas mesmas vigas;

e Avaliar o diagrama do Esfor¢co Cortante e Momento Fletor;

e Destacar a Tensao de Flexao Maxima nessas vigas com diferentes perfis;

e Mostrar a Tensao de Cisalhamento Méaximo nessas vigas;
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3 REFERENCIAL TEORICO

O referencial bibliografico em conceitos-chave como planilha eletronica, momento
fletor, esforco cortante, tensdo de flexao, tensao de cisalhamento. Esse contetido ira nortear os
fundamentos basicos que permitiram o desenvolvimento deste trabalho, buscando evidenciar

de forma clara e objetiva os resultados e conclusdes apresentados.

3.1 Planilha Eletronica

As planilhas eletronicas se tornaram uma ferramenta em diversas areas do
conhecimento, desde que foram popularizadas nos anos de 1980, elas vém desempenhando um
papel importante em calculos e andlise de dados, especialmente em projetos que exigem
precisao e eficiéncia (Gomes e Almeida, 2021).

Essas planilhas surgiram em resposta a necessidade de automatizar calculos que
antes eram feitos de forma manual. Os sofiwares de planilhas eletronicas se tornaram uma
ferramenta fundamental para profissionais de diversas areas, e ndo demorou para que fosse
adotado por engenheiros. A grande vantagem das planilhas eletronicas ¢ sua simplicidade e
flexibilidade, permitindo que estudantes com conhecimento basico possam realizar calculos
complexos de forma organizada e precisa (Gomes e Almeida, 2021).

Uma das caracteristicas mais marcantes das planilhas ¢ a disposi¢ao das células em
linhas e colunas, onde ¢ possivel inserir nimeros, textos e, principalmente, formulas. Essa
estrutura facilita a realizagdo de calculos automatizados, por exemplo, € possivel criar modelos
que simulam o comportamento de uma viga sob diferentes condi¢des de carga, permitindo
ajustes rapidos e analises comparativas que ajudam a otimizar o projeto (Dias e Silva, 2019).

Isso ¢ extremamente Util para usuarios que precisam lidar com projetos tnicos, onde
as condigdes especificas exigem solugdes customizadas (Dias e Silva, 2019). Outro ponto
positivo ¢ a possibilidade de visualizar os resultados através de graficos e tabelas, o que facilita
a interpretacdo dos dados e a apresentagdo dos resultados para outras pessoas envolvidas no
projeto (Gongalves e Santos, 2018).

Apesar de todas essas vantagens, ¢ importante reconhecer que as planilhas também
tém suas limitagdes, a flexibilidade que permite personalizar as planilhas pode levar a erros
caso as formulas forem implementadas incorretamente. Além disso, & medida que o projeto se

torna mais complexo, as planilhas podem se tornar dificeis de gerenciar, especialmente quando
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precisam lidar com grandes volumes de dados ou calculos muito sofisticados (Panko, 1998).
Em projetos de maior escala, pode ser necessario integrar as planilhas com soffwares mais
avancados para garantir que todas as variaveis do projeto sejam consideradas de forma precisa
(Mendes e Carvalho, 2020).

Combinar planilhas eletronicas com outros softwares permite que os profissionais
aproveitem melhor de cada ferramenta, por exemplo, um engenheiro pode usar uma planilha
para calcular as forcas atuantes em uma estrutura e, em seguida, exportar esses dados para um
software de andlise estrutural para realizar uma verificagdo mais detalhada. Esse tipo de
integragao nado s6 torna o processo de design mais eficiente, como também melhora a qualidade
dos resultados (Martins e Almeida, 2021).

Vale destacar que o uso dessas planilhas continua a evoluir, novas funcionalidades,
como automacgao de tarefas por meio de macros e scripts, tornam essas ferramentas cada vez
mais eficientes. Diante disso, com o avango da inteligéncia artificial e da big data, as planilhas
eletronicas estdo se transformando em ferramentas ainda mais inteligentes, capazes de fornecer

analises avancadas e apoiar a tomada de decisdes em tempo real (Dias e Silva, 2019).
3.2 Forgas Externas

Para garantir que uma viga esteja em equilibrio e possa suportar as cargas aplicadas
sem falhar, utilizam-se as equagdes de equilibrio. Estas equacdes permitem determinar as forgas
internas e as reagdes nos apoios assegurando que a estrutura mantenha sua integridade sob
diversas condi¢des de carga. Esse conceito de equilibrio estatico ¢ fundamental na analise de
qualquer estrutura (Meriam e Kraige, 2015). Para que uma viga esteja em equilibrio estético,

duas condi¢des devem ser satisfeitas simultaneamente:

Figura 1 - Forgas de Equilibrio
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Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

A soma de todas as forcas atuando sobre a viga devem ser iguais a zero. Isso

significa que as forgas aplicadas para cima devem ser equilibradas pelas forcas aplicadas para
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baixo e 0 mesmo se aplica para as forgas horizontais. Matematicamente, isto ¢ expresso como:
YFy=0 (1)
Y2Fx=0 (2)

Sao as componentes das forgas na direcdo vertical e horizontal, respectivamente
(Meriam e Kraige, 2015).

Diante disso ¢ incluido a soma de todos os momentos atuando sobre a viga em torno
de qualquer ponto deve ser zero. Esse momento ¢ uma medida da tendéncia de uma forca causar
rotacdo em torno de um ponto ou eixo. Para se calcular o momento ¢ preciso do braco de

alavanca onde a forga esta sendo aplicada (Hibbeler, 2017).

Figura 2 - Momento de uma Forga

Fonte: Estatica para Mecanica, Hibbeler (2017).

Esta condi¢do ¢ expressa como:

XM, =0 (3)

De acordo com a figura 2, tem-se que o calculo do momento da forca aplicada na

ferramenta seria feito a partir do ponto O, ficando da seguinte forma:
YMy,=Fxd 4)
Onde, M ¢ a resultante das forgas aplicadas em torno de um ponto especifico

(Hibbeler, 2017).

Essas condi¢des de equilibrio garantem que a viga ndo se movera ou girara sob a
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acdo das forcas aplicadas, assegurando que a estrutura permaneca estavel e segura, elas sao
aplicadas para determinar as reacdes nos apoios de uma viga, as quais sdo essenciais para a
analise estrutural. Em uma viga simplesmente apoiada as reacdes nos apoios sdo calculadas
considerando as forcas e os momentos aplicados na viga (Hibbeler, 2017).

As reacdes de apoio variam dependendo do tipo de apoio e da configuragdo da viga,
de maneira geral, os apoios podem ser classificados como os apoios simples ou pinos que
resistem a forgas verticais e permitem rota¢do, mas ndo resistem a forgas horizontais ou
momentos. As reagdes nesse tipo de apoio sdo geralmente forcas verticais. Os apoios rolantes
permitem movimento horizontal, resistindo apenas a forgas verticais (Beer, 2015).

Outra configuracdo comum ¢ a viga engastada em que uma das extremidades ¢
fixada, o que significa que o apoio resiste a forcas horizontais e verticais, além de momentos.
A presenca do momento de reagcdo no apoio engastado adiciona uma complexidade a analise
(Gere e Timoshenko, 2017).

As vigas além de sofrer forcas externas e reagdes de apoio, elas ainda podem ter
outras configuragcdes de forcas agindo, como os carregamentos aplicados que podem ser
classificados principalmente em duas categorias: carregamentos continuos e pontuais. Os
carregamentos pontuais sao aplicados em um ponto especifico da viga, um exemplo comum ¢
o peso de um objeto concentrado em uma viga, como uma carga de um pilar ou uma maquina.
Para analisar uma viga sob carga pontual, ¢ usado equacdes de equilibrio para determinar como
essa carga afeta as reagdes nos apoios e as forcas internas, o calculo envolve somar os momentos
em torno dos apoios para encontrar as reagoes e depois analisar a distribui¢do de forgas ao longo
da viga (Meriam e Kraige, 2015).

Os carregamentos continuos sdo distribuidos ao longo de uma parte ou toda a
extensdo da viga, por exemplo, o peso de uma laje ou a carga de uma carga uniformemente
distribuida ao longo de uma viga. A analise de vigas com carregamentos continuos ¢ um pouco
mais complexa, pois o carregamento deve ser integrado ao longo da extensdo da viga para
determinar a carga total e como ela se distribui. Isso ¢ feito somando os efeitos de todas as
pequenas secdes da viga, o que resulta em uma distribuicao de forgas mais uniforme. Para uma
carga uniformemente distribuida de intensidade w ao longo de uma viga de comprimento L, a

carga total € F,; = w x L. As reagOes nos apoios e as forgas internas sdo calculadas integrando

o efeito do carregamento distribuido. (Gere e Timoshenko, 2017).
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3.2.1 Forgas Externas nas Vigas

Os exemplos a seguir € possivel ver todas essas relagdes para o calculo das reacdes
de equilibrio, além disso, torna-se necessario o conhecimento do calculo de um carregamento

continuo, que ¢ dado pela sua forma geométrica (Hibbeler, 2017).

Figura 3 - Viga Bi Apoiada com Carregamento Continuo
y+

£4 -: X+ F
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Fonte: Adaptado do Hibbeler (2017).

Figura 4 - Viga Engastada em Balanco
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Fonte: Adaptado do Hibbeler (2017).

Os exemplos 1 e 2, figuras 3 e 4, sdo formatos retangulares, logo a for¢a equivalente

Feq do carregamento fica da seguinte forma, adotando B como base ¢ H como altura.

Feq=BxH (5)
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Figura 5 - Viga Engastada em Balanco

¥
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Fonte: Adaptado do Hibbeler (2017).

Ja o exemplo 3, figura 5, a forma geométrica ¢ triangular, ficando da seguinte forma,

BxH

Feq = (6)

Para a andlise da estrutura da figura 3, foi feito o célculo para casos gerais que segue
essa estrutura, estrutura essa com duas reagdes de apoio e uma carga continua durante toda a
viga. Como visto na imagem, o ponto A estd com um Pino Externo tendo como reagdes no eixo
Ax e Ay, ja o ponto B esta sob efeito de um Rolete tendo como reacao apenas o eixo By. A viga
apresentada tem o comprimento L e estd sob efeito de uma carga continua com uma forga F na
direcdo vertical para baixo. Para realizar os calculos de casos gerais para esse tipo de estrutura

usando as orientacdes apresentadas na imagem, tem-se que:
Feq=LxF (7)
Em que L estd em metros e F esta em KN por metro, logo a forca equivalente Feq
resulta em KN. A seguir ¢ mostrado que as forgas resultantes no eixo X ¢ igual a zero, pois ¢
visto que a Unica reagdo nesse eixo ¢ zerada.

Y Fx=0 ®)

Logo aplicando no exemplo 1, tem-se:
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Ax =0 )

Como mostrado tem-se também o calculo do momento resultante na reagao de
equilibrio, onde o somatoério de todos os momentos ¢ zerado, no caso do exemplo 1, a Unica
reacdo do momento ¢ no ponto A, sendo assim:

YMa=0 (10)

Logo aplicando no exemplo 1, tem-se:

ByxL—Feqx =0 (11)

Logo, realizando as operacdes algébricas, tem-se:

B, = Fea (12)

Com a reacao By sendo calculada ¢ possivel agora calcular a reagdo Ay, através do

somatorio de forgas no eixo Y, da seguinte forma:
Ay, + B,=0 (13)
Realizando as operagdes algébricas temos que:

A = —B = —fed (14)

O sinal negativo apresentado mostra apenas que o sentido adotado ¢ o oposto.

Para o segundo exemplo, figura 4, ¢ abordado uma complexidade maior, pois para
o desenvolvimento do célculo das reacdes de apoio de forma geral, tem-se que seccionar a viga
em trés partes. Diferentemente do exemplo 1, essa viga tem apenas a reacdo de apoio no ponto
A, tanto no eixo X como no eixo Y, do engaste na parede, além das forcas externas F1 e a carga
continua exercida pela for¢ca F. Tem-se também que o comprimento da viga ¢ L em metros e

que cada trecho a ser analisado se encontra a cada um ter¢o do comprimento.
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Na reagao de apoio no ponto A € visto que temos tanto a reagdo no eixo horizontal,
Ax, como a reagdo no eixo vertical, Ay. Dessa forma, para dar procedimento aos calculos das

reacdes de equilibrio, temos:
L
Feq = 3 X F (15)

Do mesmo modo temos o célculo da for¢a equivalente da carga continua encontrada
na extremidade da viga em KN, visto que L estd em metros e a for¢a F estd em KN por metro.

Para o eixo X, tem-se que:

Y2Fx=0 (16)
Logo,
A, =0 (17)

Seguindo para o eixo vertical Y, temos a mesma logica,

SFy=0 (18)
Logo,

Ay +F1—Feq =0 (19)
Ay = Feq — F1 (20)

Igualmente temos o calculo para encontrar as reacdes Ax e Ay, dando continuidade
¢ necessario o célculo do momento no ponto A, pois para que se tenha equilibrio todas as

reagdes devem ser zeradas. Com isso, temos que para o calculo do momento,
5
My —Flx Z+Feqx = =0 21)

M, =Flx:—Feqx > (22)
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Com isso temos todas a reagdes de equilibrio para esta viga.

Para o exemplo 3, figura 5, temos uma viga com duas reagdes de apoio, porém com
dois carregamentos continuos, apresentado a seguir. Esta viga tem comprimento L em metros,
sendo o centro dela no ponto C. Como visto na Figura 3, a viga tem um pino externo no ponto
A, tendo como reacdes Ax na horizontal e Ay na vertical, e no ponto B tem um balango, tendo
como uma reac¢do By na vertical.

Além das reacdes de apoio, tem-se a forca externa exercida pelos carregamentos
continuos com a forma geométrica de um triangulo, ambos exercidos pela mesma for¢ca F em
KN. Como feito nos exemplos anteriores € preciso encontrar as reagdes de apoio para o calculo
do equilibrio, usando o somatdrio de forcas em X, Y e o somatorio do momento, todos igual a
Zero.

Primeiramente temos que a forga equivalente vai ser dada pela area da forma
geométrica do carregamento, para este com forma triangular tem-se que a area triangular At ¢

(Beer, 2015):

Em que a base B ¢ a metade do comprimento da viga e a altura ¢ a forga F, dessa

forma,

Fxé
Feq = 22 (24)
Feq === (25)

Dado o exposto para o eixo X na horizontal, tem-se,

YFx=0 (26)

Ax =0 27)

Antes do célculo da reacdo em Y, foi visto que seria necessario realizar o somatorio
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do momento no ponto A para que assim pudéssemos encontrar a reacdo By no ponto B, dessa
forma,

Para o célculo do momento € preciso encontrar o centroide da figura triangular para
que assim possamos ter o braco de alavanca e para o seguinte formato tem-se o padrdo a se

seguir para achar o centroide da carga continua apresentada na figura 5.

Figura 6 — Centroide do Triangulo

Fonte: Mecanica dos Materiais, Beer (2015).

Para o centroide de um triangulo retdngulo temos as seguintes formulas ja

determinadas como visto no Resisténcia dos materiais, Hibbeler (2017).

>
Il
w |

(28)

~l
I

w | X

(29)

Entdo com isso € possivel calcular o momento em relagdo ao ponto A da viga, da

seguinte forma:
>M, =0 (29)

Feqx%+Feqx5?L—BYxL=O (30)
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FeqxL =ByxL (31)

By = Feq (32)

Para o calculo da reacdo no eixo Y na vertical, tem-se que,

SFy=0 (33)
Ay + By —Feq —Feq=0 (34)
Ay + By = 2 x Feq (35)
Ay =2x Feq — By (36)
Ay = Feq (37)

Dessa forma ¢ mostrado que para casos gerais dessa viga, com essa estrutura, a

reacdo Ay e By sdo iguais, e ambas t€ém o mesmo valor da Feq.

3.3 Esfor¢o Cortante

As forgas cortantes surgem quando uma carga ¢ aplicada perpendicularmente ao
eixo longitudinal de uma estrutura. Essas forcas atuam paralelamente a sec¢do transversal do
material, gerando tensdes internas chamadas tensdes cortantes 7. Segundo Hibbeler (2017), a
tensdo cortante pode ser expressa pela equacdo T =V/A, onde V ¢ a forga cortante e A € a area
da segdo transversal.

Essas for¢as sdo importantes para o dimensionamento ¢ a analise de vigas, colunas
e outros elementos. Gere e Timoshenko (2017) explicam que as forgas cortantes sdo geralmente
mais elevadas perto dos apoios e menores nas regides centrais das vigas, iSso ocorre porque 0s
apoios precisam resistir as forcas verticais que agem sobre a estrutura, resultando em forcas

cortantes mais intensas nesses pontos.
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Figura 7 — Esfor¢o Cortante

|t

Cisalhamento interno positivo

Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

Entender a distribui¢do dessas forcas ¢ necessario para evitar falhas estruturais,
como fissuras e rupturas, especialmente em materiais frageis. Beer, Johnston e DeWolf (2015)
enfatizam que o projeto seguro de estruturas deve considerar tanto as forgas cortantes quanto
as tensoes de flexdao, que ocorrem simultanecamente e podem afetar a resisténcia total da
estrutura.

A distribuicdo das forgas cortantes ao longo de uma viga varia de acordo com o tipo
de carregamento e as condigdes de apoio, em uma viga apoiada com uma carga pontual no
centro, as forgas cortantes sdo maximas nos apoios ¢ diminuem linearmente até¢ o ponto de
aplicacdo da carga. Gere e Timoshenko (2017) ilustram que, em vigas com carregamento
distribuido, as forcas cortantes se distribuem de forma triangular, com o valor maximo nos
apoios € minimo no ponto médio.

Além disso, a distribuicao das forcas cortantes na se¢ao transversal da viga também
ndo ¢ uniforme. Hibbeler (2017) explica que, em uma secdo retangular, as forgas cortantes sao
maximas na linha neutra da se¢do e nulas nas extremidades. Em perfis mais complexos, como
vigas em I, a maior parte da forga cortante se concentra no centro do perfil.

O calculo dessas forgas envolve a construcao de diagramas de forga cortante, que
mostram como a forga varia ao longo do comprimento da viga. Meriam e Kraige (2015)
destacam que esses diagramas sdo fundamentais para identificar pontos criticos onde as forcas
cortantes sao maximas e, portanto, onde ha maior risco de falha. Essas forcas cortantes resultam
em tensoes de cisalhamento dentro do material, que sdo essenciais para o dimensionamento de
componentes estruturais.

Segundo Beer, Johnston e DeWolf (2015), as tensdes de cisalhamento sdo uma das
principais causas de falhas em materiais, em estruturas de aco essas tensdes sdo criticas para o
dimensionamento de conectores, como parafusos e rebites, que devem resistir as forgas
cortantes sem falhar.

Gere e Timoshenko (2017) explicam que, em se¢des de vigas onde as tensdes de

cisalhamento s3o elevadas ¢ comum encontrar refor¢os ou o uso de materiais com alta
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resisténcia ao cisalhamento para prevenir falhas estruturais, por exemplo em pontes as forcas
cortantes determinam a espessura das vigas, que sdo dimensionadas para suportar as forgas
geradas pelo trafego. Hibbeler (2017) destaca que, em edificios, as forcas cortantes influenciam
o projeto de vigas e colunas para garantir que suportem cargas dindmicas, como vento €
terremotos.

Nos componentes mecanicos, como eixos € engrenagens, as forcas cortantes sao
essenciais para garantir a durabilidade e a resisténcia ao desgaste. Meriam e Kraige (2015)
enfatizam que a analise correta das forgas cortantes em tais componentes ¢ importante para
evitar falhas por fadiga.

Algumas irregularidades na secdo transversal, como furos e entalhes, podem
concentrar as forgas cortantes, aumentando o risco de falhas estruturais, nesses casos o uso de
métodos numéricos, como o Método dos Elementos Finitos (MEF), pode ser necessario para

prever com precisao a distribui¢ao das forgas cortantes e evitar problemas.

Figura 8 — Diagrama Esfor¢o Cortante
Vv

Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

Para facilitar a visualizagdo do esforco cortante ¢ feito um diagrama representando
a variagdo dela ao longo do comprimento de uma viga. Este diagrama permite identificar
rapidamente onde as forgas cortantes sdo mais intensas e, consequentemente, onde a viga esta
mais sujeita a falhas.

Meriam e Kraige (2015) explicam que o diagrama de esfor¢o cortante ¢ construido
a partir do somatorio das forcas verticais ao longo da viga. Se a viga ¢ submetida a uma carga
pontual, o diagrama mostrard um salto correspondente a magnitude da forca aplicada. No caso
de uma carga distribuida, o diagrama apresenta uma inclinagdo que reflete a variagdo continua
da forca cortante ao longo da estrutura.

A interpretacdo desses diagramas determina os pontos criticos em uma viga
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ajudando a visualizar onde as forcas cortantes atingem seus valores maximos ¢ minimos. Gere
e Timoshenko (2017) destacam que o valor méximo da for¢a cortante normalmente ocorre
préoximo aos apoios da viga, onde a rea¢do ao carregamento ¢ mais significativa.

Em vigas com cargas distribuidas, o diagrama de esfor¢o cortante apresenta uma
variacao linear, onde o valor maximo ocorre nos apoios e decresce até zero no ponto médio da
viga. Essa analise ¢ importante para dimensionar corretamente a se¢do transversal da viga e
garantir que ela suporte as forcas cortantes sem falhar.

Vale lembrar que a relagdo entre w e V se da da seguinte forma (Hibbeler, 2017):

= =—w (38)
V=[-wdx (39)

3.3.1 Forga Cortante nas Vigas

Para este trabalho ¢ preciso calcular a forgas cortante de forma geral para as vigas
especificas mostradas na figura 3, 4 e 5. Dada a definicdo de forga cortante, temos que no
primeiro exemplo de viga na figura 3, ¢ visto que seccionando a viga e analisando o elemento

infinitesimal, temos a seguinte ilustragao:

Figura 9 — Viga 1 Seccionada

Tm,
T w ] ’Jﬂs

Fonte: Adaptado do Hibbeler (2017).
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Figura 10 — Diagrama de Forgas

FL
Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

Desta forma, realizando o somatorio das forgas no eixo Y para o equilibrio, ou seja,

igualando a zero (Hibbeler, 2017), tem-se que:

YXFy=0 (40)
Ay —Fx—-V(x)=0 (41)
V(x) =Ay — Fx (42)

Logo ¢ possivel ver que o esforgo cortante V estd em funcdo de X que representa o
comprimento da viga variando de 0 até L.

Para o segundo exemplo de viga, figura 4, foi necessario seccionar a viga em 3
partes para que assim possamos realizar o mesmo procedimento da figura 8, ficando da seguinte
forma:

Figura 11 — Viga 2 seccionada

]
N
[S]

Fonte: Adaptado do Kassimali (2017).
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Para o trecho AB que compreende a variacdo de X da seguinte forma:

0<x<: (43)
Logo, segundo Hibbeler (2017),
Vap = Vo + [, —wdx (44)

Como nao tem carga distribuida neste trecho, w ¢ igual a zero. Entdo a cortante no

trecho AB vai depender apenas de uma forca vertical no ponto A.
VAB = VA = Ay (45)

Para o trecho seguinte, BC, segue-se a mesma divisdo, porém temos uma carga

atuante no ponto B, entdo a cortante segue da seguinte forma (Hibbeler, 2017):
Cc
VBC = VB + fB _de (46)
Como ndo tem carga distribuida no trecho BC, a integral ¢ zerada, e a cortante no
ponto B fica igual a cortante do ponto B na andlise anterior mais a carga atuante no ponto,
ficando da seguinte forma:
Vp = Vap (47)

VBC S VB + Fl (48)

Por ultimo tem-se o trecho CD, onde tem o carregamento continuo, entdo na analise

deste trecho fica da seguinte forma:

fCD —wdx = —Fx (49)
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Logo, utilizando a cortante do trecho anterior,
VCD = VBC - Fx (50)
VCD=VB+F1_Fx (51)

E assim ¢ possivel encontrar o esfor¢o cortante maximo na viga 2.
Para a viga 3, € necessario seccionar ela em duas partes, primeiramente o trecho

AC, compreendendo o trecho,

Figura 12 — Viga 3 seccionada
«,Lv & F
3_.’/11 . c . F"]Bv
Ax L2 ! L/2
L

Fonte: Adaptado do Hibbeler, 2017.
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(52)

Como este trecho compreende um carregamento distribuido com forma triangular,
com o decorrer do trecho a forga ira variar, entdo foi preciso montar uma equagao que
acompanhasse o trecho, através de andlises feitas, foi possivel chegar na seguinte conclusao,

segundo o Resisténcia dos materiais, Hibbeler (2017).

w(x) = F — 2= (53)

Onde x=0, tem:

w(0) = F (54)

E x=L/2, tem:
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w(z) =0 (55)
Logo a cortante do trecho AC fica da seguinte forma:

Vac =Va + [, —wdx (56)
Adotando,

Vy = Ay (57)
Tem que a integralizacdo segue da seguinte forma,

Vac = Ay = (Fx —55) (59)

Com isso, para o trecho AC, torna-se possivel encontrar a cortante no ponto A e no
ponto C de forma geral,

Logo para x=0, tem-se:

V, = Ay (59)
E para x=L/2:
Ve=0 (60)

Assim, podemos prosseguir com a andlise levando em consideragdo a contante no
ponto C para a analise no restante da viga, que compreende o trecho CB, porém para este trecho
foi preciso encontrar outra equagao, visto que o carregamento muda, através de andlises foi

possivel chegar a seguinte conclusao (Hibbeler, 2017):

w(x) = % (61)
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Onde para x=0, tem:

w(0) =0 (62)
E para x=L/2:
w(t)=F (63)

Logo, tem que:
B
VCB = VC + fC _W(x)dx (64)

Com o calculo no ponto C, ¢ possivel ver que o valor da cortante neste ponto ¢ igual

a zero, logo, a cortante no trecho CB fica da seguinte forma (Hibbeler, 2017):

F 2
Vep = —— (65)

Logo substituindo x=0, tem que:

V=0 (66)
E x=L/2, tem:
Vp == (67)

Podendo assim analisar a cortante maxima.

3.4 Momento Fletor

O momento fletor pode ser definido como 0 momento de uma for¢a em relagao a

um ponto especifico em uma estrutura. Essa for¢a gera uma rotagdo ou uma tendéncia de

dobramento em torno desse ponto. Matematicamente, o0 momento fletor M é expresso pela
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equagao M = Fx d, onde F ¢ a forca aplicada e d ¢ a distancia perpendicular da linha de agdo da
forca ao ponto considerado (Hibbeler, 2017).

Em uma viga, o momento fletor em uma se¢@o ¢ a soma dos momentos de todas as
forgas atuando antes dessa se¢do, o sinal depende da direcdo da curvatura que ele induz, se a
curvatura ¢ para cima, o momento ¢ considerado positivo, € se ¢ para baixo, negativo (Beer,
Johnston e DeWolf, 2015).

Para o dimensionamento de elementos estruturais, ele determina como uma viga ou
uma estrutura se deforma sob a acao de cargas. Gere e Timoshenko (2017) afirmam que, ao
projetar vigas, ¢ essencial garantir que elas sejam capazes de suportar os momentos fletores
maximos sem falhar por flexao.

A resisténcia de uma viga ao momento fletor ¢ dada pelo mddulo de resisténcia da
se¢do transversal, que depende da geometria da secao e do material utilizado. Em perfis de aco,
por exemplo, segoes em "I" ou "H" sdo amplamente utilizadas devido a sua alta eficiéncia em
resistir aos momentos fletores, enquanto minimizam o material utilizado (Meriam e Kraige,
2015).

Esse momento nao ¢ constante ao longo do comprimento de uma viga, ele varia
dependendo da distribuicao de cargas e das condigdes de apoio. Para uma viga simplesmente
apoiada com uma carga concentrada no centro, o momento fletor ¢ maximo no meio da viga e
zero nos apoios (Hibbeler, 2017). Essa variacdo ¢ importante para determinar a se¢ao critica da
viga, que deve ser dimensionada para resistir ao momento fletor maximo.

No caso de uma carga distribuida uniformemente ao longo da viga, o momento
fletor atinge seu valor maximo no centro da viga, onde a soma dos momentos devido as forgas
de cada lado da se¢@o ¢ maior (Beer, Johnston e DeWolf, 2015). Essa andlise ¢ essencial para
garantir que a viga nao falhe sob carregamento, especialmente em situacdes onde a carga varia

ou onde existem multiplos pontos de aplicagcdo de carga.

Figura 13 — Momento Fletor

M M

Momento interno positivo

Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

Um diagrama de momento fletor ¢ uma representagdo grafica que mostra como o
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ele varia ao longo do comprimento da viga, por exemplo, em uma viga simplesmente apoiada,
o diagrama para uma carga pontual ¢ uma curva parabdlica, atingindo o maximo no ponto de
aplicacdo da carga e decrescendo até zero nos apoios (Gere e Timoshenko, 2017).

Para cargas distribuidas, o diagrama assume a forma de uma parabola invertida,
com o valor maximo no centro da viga. Esses diagramas permitem identificar rapidamente os
pontos criticos em uma estrutura ¢ dimensionar adequadamente as secdes para resistir aos
momentos fletores maximos (Hibbeler, 2017).

As condigoes de apoio de uma viga afetam a distribuicdo do momento fletor ao
longo de seu comprimento. Em uma viga engastada em uma extremidade, o momento fletor
maximo ocorre no ponto de engaste e diminui linearmente até a extremidade livre (Beer,
Johnston e DeWolf, 2015). J4 em uma viga continua, que ¢ apoiada em mais de dois pontos, o
momento fletor pode ter multiplos picos, dependendo da distribui¢cdo das cargas e das reagdes

nos apoios.

Figura 14 — Carga distribuida sob uma viga

—— viLJ_Llll l

C D <
Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).
Figura 15 — Diagrama Momento Fletor
I
M

A

. -
| C D

Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

Vale lembrar que, seguindo a mesma légica do esforgo cortante, o momento fletor

segue a seguinte relacao fundamental entre V e M (Hibbeler, 2017):

daM
= =v (68)
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Aplicando integral, tem:
M = [Vdx (69)
3.4.1 Momento Fletor nas Vigas
Para a viga na figura 9, basta realizar o calculo do momento do trecho infinitesimal

em relagdo ao ponto seccionado onde age a cortante V e o momento M, como visto na figura

10, entdo fazendo o somatorio dos momentos em relagdo a este ponto tem (Hibbeler, 2017):

YM =0 (70)
—Ay*x+Fx*§+M(x)=0 (71)
M(x) = —FX + Ay« x (72)

Desta forma ¢ possivel encontrar o momento fletor maximo da viga.
Para a viga da figura 11, ¢ visto que ela foi seccionada em trés partes, entdo

primeiramente para o trecho AB, tem (Hibbeler, 2017):
Myp = My + [, Vdx (73)

Usando o cortante ja encontrado na equacao e fazendo o somatdrio dos momentos

em relag@o ao ponto A, temos:
>M, =0 (74)
Fazendo as devidas substitui¢des chegasse a seguinte conclusao para o trecho AB:
L 5L
Mup = (F1+2) = (Feq «Z) + Ay« x (75)

Com x variando de 0 até L/3, para x=0, temos:
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Mup = (F1+5) = (Feq %) (76)
E para x=L/3, temos:
MABz(Fl*é)—(Feq*%)+Ay*§ (77)

Essa equacdo serd necessaria para encontrar o momento no trecho BC, pois sera
preciso carregar o valor do momento no ponto B, ndo s6 o valor do momento, mas também o
valor da cortante no trecho BC que ja havia sido encontrado, sendo assim calculando o momento

no trecho BC da viga, tem (Hibbeler, 2017):
Mpc = Mg + [ Vdx (78)

MBC=(Fl*é)—(Feq*%)+Ay*§+VBC*x (79)

Com x variando de 0 até L/3, em que para x=0, tem:
L 5L L
Mye = (F1+5) = (Feq ) + Ay« (80)
E para x=L/3, tem-se:
L 5L L L
Mpe = (F1+5) = (Feq =) + Ay « 5 + Vpc + 81)

Dessa forma ¢ possivel encontrar o momento fletor maximo no trecho BC.
Para o ultimo trecho dessa viga temos o trecho CD, em que mais uma vez precise
levar os valores do momento no ponto C e a cortante BC, para que se possa seguir na analise,

com isso tem (Hibbeler, 2017):
Mcp = M + [, Vdx (82)

Com o valor do momento no ponto C e o cortante no trecho CD ja encontrados,
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temos:
Mep = (F1#5) = (Feq %) + Ay » 24 Vge » 2+ (Ve » x = 25) (83)

Com x variando de 0 até L/3,

Para x=0, tem:

L 5L L L
MCD=(Fl*g)—(Feq*?)+Ay*§+VBC*§ (84)
E para x=L/3, tem:

L 5L L L L 2
Mcp = (Fl *5) - (Feq *?) +Ay*§+VBC *3+ (VBC *———) (85)

Com isso tem o momento no ponto C e D da viga.
Para o exemplo da viga da figura 12, a viga foi seccionada em duas, e para a analise
do momento fletor primeiramente ¢ analisado o trecho AC, com x variando 0 até L/2. Como

visto, o momento do trecho AC se da da seguinte forma:
Myc = My + [, Vdx (86)

Como o cortante do trecho ja foi encontrado anteriormente, temos que a equacao

fica da seguinte forma, seguindo o braco de alavanca como sendo o centroide da figura:

Fx?  Fx3
MAC_Ay*x_T-}_? (87)
Para x=0, tem:
MAC S 0 (88)

Para x=L/2, tem:
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AyxL  FL?>  FL?
Mac == %t % (89)

Dando continuidade, para o trecho CB segue na mesma andlise, porém temos que
levar as equagdes encontradas para o momento fletor no ponto C e o cortante do trecho CB, ou

seja:

Mcp = Mc + [ Vdx (90)
Logo,

N 2 2 3
Mep =254 o - T (91)

Com x variando de 0 até L/2, onde para x=0, tem:

AyxL  FL?>  FL?
Mep ==~ —5+ % (92)

E para x=L/2, tem:

Mcp = - (93)

Logo, ¢ possivel encontrar o momento fletor no trecho CB nos pontos C e B.

3.5 Tensao de Flexao

A tensao de flexdo surge quando uma estrutura ¢ submetida a forgas que fazem com
que ela se dobre, ou seja, quando ha a aplicagao de momentos fletores. Dito isso, entender como
essa tensdo se distribui e afeta o material ¢ fundamental para garantir que as estruturas

projetadas sejam seguras e funcionem como esperadas (Beer, 2015).
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Figura 16 — Tencao de Flexao

Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

A tensdo de flexdo ndo se distribui de forma uniforme ao longo da altura da viga,
ela varia linearmente onde as partes superiores estdo sob compressao e as inferiores sob tragao.
No meio da viga, ha uma linha chamada de fibra neutra, onde a tensdo de flexao ¢ zero (Gere e
Goodno, 2017). Por exemplo, uma viga retangular, a tensdo maxima ocorre tanto na parte
superior quanto na inferior da secdo transversal, esse conceito ¢ essencial para saber onde o
material esta mais sujeito a falhas e, para que assim, possa reforgar essas areas (Beer, 2015).

Na pratica, a tensao de flexdo ¢ um dos principais fatores que ¢ levado em conta ao
projetar vigas e outras estruturas. Em materiais como ago, concreto ¢ madeira tém diferentes
capacidades de suportar essa tensdo, e isso deve ser considerado no projeto. Por exemplo, ao
projetar uma ponte de aco, precisa garantir que a tensao de flexdo méaxima que ocorrera nao
ultrapasse o limite eldstico do material para evitar colapsos (Timoshenko e Gere, 2017).

Além disso, a tensdo de flexdo também ¢ importante em projetos mecanicos, como
no caso de eixos rotativos, onde a flexdo pode levar a fadiga do material ao longo do tempo
(Ugural e Fenster, 2011).

Quando se projeta uma viga o objetivo ¢ garantir que a tensao de flexdo maxima
ndo exceda a resisténcia do material, sempre considerando um fator de seguranca. Isso envolve
calcular o momento fletor maximo que a viga vai suportar e escolher uma sec¢ao transversal
adequada para manter a tensao dentro dos limites aceitaveis (Hibbeler, 2017).

Para a tensdo de flexdo maxima ¢ usado a seguinte férmula:

Mméx *y

Gméx - I

Aqui, M ¢ o momento fletor, y ¢ a distdncia do ponto onde esta sendo calculado a
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tensao até a linha neutra, e I ¢ 0 momento de inércia da secdo transversal da viga (Hibbeler,
2017). A féormula mostra que quanto maior o momento fletor e a distdncia da fibra neutra, maior
sera a tensdo de flexdo. J4 o momento de inércia funciona como uma espécie de resisténcia da
se¢ao transversal a flexao (Megson, 2013).

E por isso que secdes em "I" sdo tdo populares, especialmente em estruturas como
pontes e edificios. Elas oferecem um grande momento de inércia, o que significa que sdo muito
mais eficientes em resistir a flexdo do que uma simples se¢do retangular (Gere e Goodno, 2017).

Para dar continuidade nos calculos foi necessario encontrar cada uma dessas

variaveis, logo € preciso destacar um direcionamento para cada uma delas.

3.5.1 Centroide

O centroide representa o centro de massa de uma area ou volume, sendo o ponto
onde se pode imaginar que toda a massa ou area de um objeto esta concentrada. Esse conceito
¢ importante para resolver problemas de equilibrio de corpos rigidos, mas também para entender
como as forgas e momentos se distribuem em uma estrutura (Beer, 2015).

O calculo do centroide depende da distribuicao de massa ou area de uma figura ¢

feito da seguinte forma,

_ [xdA
-2 94)
—_[yda

Onde x e y sdo as coordenadas dos pontos na area A. Para figuras simétricas, como
um circulo ou um retdngulo, o centroide coincide com o centro geométrico, mas em figuras
mais complexas, precisa usar integrag¢ao para encontra-lo (Hibbeler, 2017).

Determinar o centroide ¢ essencial em diversas aplicagdes na engenharia, por
exemplo, ao projetar uma viga, € preciso saber onde estd o centroide da sua secao transversal
para calcular corretamente as tensdes e deformacdes, ele também ¢ importante no célculo de
momentos de inércia, que sdo usados para determinar a resisténcia de uma segdo a flexdo e ao
cisalhamento (Gere e Goodno, 2017).

Outro exemplo pratico € no estudo de equilibrio de corpos rigidos, onde as forcas
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podem ser aplicadas de maneira a gerar momentos em torno do centroide, influenciando o
comportamento da estrutura como um todo (Beer, 2015).

Para calcular o centroide ¢ usado diferentes métodos, dependendo da geometria da
area ou volume em questdo, para areas compostas, por exemplo, ¢ preciso dividir a area total
em varias formas simples, encontrar os centroides dessas formas e depois usar uma média
ponderada para encontrar o centroide da area total (Hibbeler, 2017).

No caso de figuras mais complexas, o célculo pode exigir o uso de integracao,
especialmente quando a drea ou volume nao ¢ composta por formas simples, nesses casos as

equagoes integrais sdo aplicadas para determinar as coordenadas do centroide (Megson, 2013).

3.5.2 Momento de Inércia

O momento de inércia mede a resisténcia de uma se¢ao transversal de um elemento
estrutural a flexdo, ou seja, a sua dificuldade em se deformar sob a agdo de um momento fletor.
Esse conceito ¢ importante para garantir que as estruturas projetadas sejam seguras e que
possam suportar as cargas aplicadas sem sofrer deformagdes excessivas (Beer, 2015).

Trata-se de um parametro fundamental que dimensiona estruturas, ao projetar uma
viga, por exemplo, precisa garantir que o momento de inércia seja suficiente para que a viga
ndo se deforme excessivamente sob as cargas que vai suportar. Isso ¢ particularmente
importante em estruturas como pontes, edificios e componentes mecanicos, onde a flexao pode
comprometer a integridade e a funcionalidade da estrutura (Gere e Goodno, 2017).

Além disso, 0 momento de inércia também € relevante no calculo de tensdes de
flexao, pois aparece na formula que determina a tensdo maxima em uma se¢ao transversal, ou
seja, quanto maior o momento de inércia, menor sera a tensao de flexao para um dado momento
fletor (Hibbeler, 2017).

Por definicao, os momentos de inércia em relacao ao eixo X ¢ Y de uma area

diferencial dA sdo calculados da seguinte forma:

dly = y2dA - Iy = [ y2dA (96)

dly = x*dA - I, = [x?dA (97)

Para definir o momento de inércia de uma area em qualquer eixo € usado o Teorema
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dos Eixos Paralelos, que apds definido o eixo de referéncia para melhor ser trabalhado, tem-se
a seguinte formula para ser calculado:
Caso seja usado como referéncia o eixo centroide I, temos a seguinte equacio

matematica:
Iy = I} + Adf, (98)

Caso seja usado como referéncia o eixo centroide Iy, temos a seguinte equacio

matematica:
I, = I, + Ad? (99)

Para calcular o momento de inércia de uma secao transversal, ¢ usado diferentes
métodos, dependendo da forma da se¢do. Para se¢des simples, como retangulos ou circulos,
existem formulas diretas. Por exemplo, 0 momento de inércia de um retangulo em relagdo ao

eixo neutro que passa pelo seu centro ¢ dado por:

I_bh3
12

Onde b ¢ a base e h ¢ a altura do retangulo (Beer, 2015).

Para se¢des compostas, como as vigas em "I", o calculo € um pouco mais complexo,
pois ¢ preciso considerar o momento de inércia de cada parte da se¢do e aplicar o teorema dos
eixos paralelos para ajustar o momento de inércia ao eixo neutro da secao composta (Megson,
2013).

Na prética, esta grandeza ¢ utilizada para garantir que as estruturas sejam capazes
de resistir as forcas aplicadas sem sofrer deformagdes indesejadas. Em projetos de vigas, por
exemplo, ¢ escolhido a forma e o tamanho da se¢ao transversal com base no momento de inércia
necessario para suportar as cargas. As vigas em "I" sdo especialmente populares pois combinam
um grande momento de inércia com uma quantidade relativamente pequena de material, o que
as torna eficientes e econdmicas (Gere e Goodno, 2017).

Outro exemplo ¢ no projeto de eixos rotativos, onde o momento de inércia

influencia a resisténcia do eixo a tor¢do. Eixos com um grande momento de inércia sdo mais
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resistentes e, portanto, mais adequados para aplicagdes onde altas forgas de torcdo estdo

presentes (Ugural e Fenster, 2011).

3.5.3 Tensdo de Flexdo nas vigas

Para o calculo da tensdo de flexdo foi preciso decidir o perfil das vigas, no caso da

viga na figura 13, temos um perfil em (I), mostrado a seguir:

Figura 17 — Dimensdes do perfil

Fonte: Adaptado do Hibbeler, 2017.

Com base neste perfil, ¢ possivel perceber que N atravessa a linha neutra dessa
figura geométrica composta. Ela ¢ composta pois € possivel dividir ela em trés retangulos, onde
1=3=2. Todas as medidas apresentadas na cota estdo em (mm).

Para encontrar a tensao de flexdo maxima precisamos do momento fletor méximo
da viga que ja foi encontrado no topico anterior, tido isso em vista precisa-se encontrar o

centroide da figura, que se encontra no centro geométrico da figura pois ela ¢ simétrica, ou seja,
H
Cone =5 +E (100)

Para o célculo do momento de inercia foi usado o eixo x’ como referéncia pois como
o centroide passa no centro geométrico da figura, o diferencial (dy) ird variar com a altura,

apresentada na figura a seguir:
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Figura 18 — Centroide do perfil 1
y

N

Fonte: Autor (2024).

Tendo isso em vista, usando o teorema dos eixos paralelos, ¢ usado a seguinte

formula:

Iy = Iy + Adjz, (101)
Em que,

— —i 3

Iy = > bh (102)

Visto que ¢ uma figura composta e que o retangulo 1=3=2, e que (b) ¢ a base do
retangulo e (h) ¢ a altura do retangulo. Para o retangulo 1e3, b =T; h = E.
A distancia (d) € calculada a partir da distancia do centro de massa da figura até o

centro de massa do retangulo abordado, ou seja,
(103)

Isso ¢ valido para ambos, tendo isso em vista, substituindo na férmula do momento

de inércia, temos,
TE3 E , H\?
Iys =2 [(E) +(£+3) TE] (104)

E para o retangulo 2,

b=E;h=H
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A distancia (d) € zero, pois € o proprio centro de massa da figura, logo o momento

de inércia para este retangulo fica,

3
I, =25 (105)

12

Para o célculo do momento de inércia do perfil todo somamos I3 + I, ,

resultando:
L =242 (T—’53)+(5+§)2TE 106
X7 12 12 2 2 (106)
Com isso, ¢ possivel calcular a tensdo de flexdo maxima na viga aplicando na
formula,

__ Mmar(GrE)

Omax = 3 3 2
EH TE E H
12 +2[( 12 >+(5+?) TE]

(107)

Seguindo o mesmo raciocinio, para a viga da figura 14, tem um perfil diferente, em

(T), porém com as mesmas cotas de medidas, apresentado a seguir:

Figura 19 — Dimensdes perfil em T

Fonte: Adaptado do Hibbeler (2017).

Neste perfil o centro de gravidade encontra-se deslocado, logo ¢ preciso ja
determinar o eixo referéncia para ser trabalhado, que adiantando vai ser o eixo X, ¢ possivel

também perceber que ¢ um perfil de viga composta, apresentado logo a seguir,
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Figura 20 — Ce&troide perfilem T

Fonte: Autor (2024).

Como o eixo referéncia € o x € apenas o y vai variar, o ponto destacado ¢ localizado
na coordenada (0, Y;), ou seja, o X; = 0. Entdo para o célculo do centro de gravidade temos a

seguinte relagdo matematica:

_ A +AY,

Y; e (108)

Para o retangulo 1, tem, b =T; h = E.

Logo,

A =TE (108)
E

Yi=H+ (109)

E para o retingulo 2, b = E; h = H.

Logo,

A, = HE (110)

=3 (111)

Substituindo, ficamos com o centro de gravidade da seguinte forma,
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TE(H+5)+HE(E

Para o célculo do momento de inercia usando o teorema dos eixos paralelos, tem-
se que a distancia (d) do centro do retangulo até o Y, € calculado de duas formas distintas para
cada retangulo do perfil composto. Para o retdngulo 1 tem-se que (d) pode ser calculado da

seguinte forma:
dy=H+>-Y; (113)
Logo, o momento de inércia dele pode ser calculado da seguinte forma:
lyy = —TE® + TEd? (114)

Visto que o centro de gravidade dele se encontra no centro da figura geométrica,
como mostrado na figura.

Para o retdngulo 2, segue-se o mesmo raciocinio, porém o centro d figura

geométrica dele se encontra exatamente na medida H / 2 logo,
d, =Y, -2 (115)
Desta forma, o momento pode ser calculado desta forma:
Ly = —EH® + EHd3 (116)
Somando I,; + I,,, temos 0 momento de inércia da figura:
Iy = =TE® +TEd} + —EH® + EHd3 (117)

Com isto, € possivel calcular a tensao de flexdo méaxima substituindo na formula:
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E H
My TE(H;-EE'-I)-+H ()

LTE34+TEd?+~EH3+EHd?
12 12

Omax =

(118)

Para a viga da figura 15, seguimos com outro perfil, mas com a mesma linha de
raciocinio para o calculo do centro de gravidade e do momento de inércia, a seguir € apresentado

o perfil da viga,

Figura 21 — Dimensdes perfil cubico

Fonte: Adaptado do Hibbeler (2017).

Para este perfil o centro de gravidade se encontra literalmente no meio dela, ficando

da seguinte forma:

Yo =1 (119)
Visto que a distancia (d) ¢ igual a zero, tem-se que:

— 1423
Iy = > bh (120)

Com isso, tem-se todas as variaveis para o calculo da tensdo de flexdo méaxima,

visto que o momento fletor maximo ja foi encontrado, ficando da seguinte forma:

h
Omax =Tz (121)

Desta forma tem-se as tensdes de flexdes maximas para os trés perfis de vigas

abordados neste trabalho.
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3.6 Tensao de Cisalhamento

Por ultimo, tem-se o conceito de tensao de cisalhamento, que age paralelamente a
superficie tentando deslizar uma camada do material sobre outra. Esse fendmeno ¢
particularmente importante quando lida com estruturas sujeitas a forcas cortantes, torques e
outros tipos de esfor¢os que tendem a provocar esse tipo de deformacgao (Beer, 2015).

A tensdo de cisalhamento, geralmente representada pela letra grega t, ¢ definida
pela razao entre a forga cortante V e a area A sobre a qual essa forca atua, essa equacao permite
calcular a tensao de cisalhamento em qualquer ponto de uma secdo transversal onde uma forga
cortante esteja atuando (Hibbeler, 2017).

Essa formula representa a tensdo de cisalhamento média. Em sec¢des transversais
mais complexas, como em vigas retangulares ou circulares, a distribuicdo da tensdo de

cisalhamento pode variar ao longo da se¢do (Gere e Goodno, 2017).

Figura 22 — Tensao cisalhamento

e ——
e
-~ .

Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

Para o célculo do cisalhamento ¢ preciso encontrar quatro variaveis da seguinte

forma:

vQ
- (122)

Onde:
T = Tensao de Cisalhamento
V = Forga de cisalhamento interno resultante da cortante
0=y

I = Momento de inércia da area inteira
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t = Largura da area

A variavel (Q) representa 0 momento de primeira ordem da drea A’ em torno do
eixo neutro, ele também ¢ calculado a partir da por¢do superior ou inferior da area seccionada
a partir da linha neutra da figura. Para esta formula foi considerado apenas tensdes que agem
no plano longitudinal da viga, porém ela também pode ser aplicada para determinar a tensao de
cisalhamento transversal na area de se¢do transversal da viga (Hibbeler, 2017).

A distribuicdo da tensdo de cisalhamento dentro de uma secdo transversal nem
sempre ¢ uniforme, por exemplo, em uma viga retangular sob uma forca cortante, a tensao de
cisalhamento atinge seu valor méximo no centro da se¢do e diminui para zero nas bordas. Isso
ocorre porque as camadas internas da se¢do resistem mais ao deslizamento do que as camadas
externas, criando essa variagao (Beer, 2015).

Em secoes circulares, como em eixos, a distribuicao ¢ diferente, mas o conceito
permanece o mesmo, a tensao de cisalhamento varia ao longo do raio da se¢do, sendo maxima
na superficie do eixo e minima no centro (Hibbeler, 2017).

Ao dimensionar componentes sujeitos a cisalhamento, ¢ fundamental garantir que
a tensdo de cisalhamento maxima nado exceda a resisténcia ao cisalhamento do material, isso é
feito aplicando um fator de seguranga e considerando as condi¢des de carregamento mais
criticas, por exemplo, em uma junta aparafusada, o diametro do parafuso ¢ escolhido de forma
a garantir que ele possa suportar a forca aplicada sem se romper (Beer, 2015).

Além disso, em estruturas como vigas, onde as forcas cortantes sdo comuns, deve
considerar ndo apenas a tensao de cisalhamento, mas também outros tipos de tensdes, como a
tensao normal devido a flexdo, para garantir a seguranca ¢ a eficiéncia do projeto (Hibbeler,

2017).
3.6.1 Tensdo de Cisalhamento nas Vigas

Para a viga da figura 13 com o perfil em (I), j& foi abordado o esfor¢o cortante
maximo, o centro de gravidade e o momento de inércia, entdo para este momento de calculo da

tensdao de cisalhamento maximo ¢ preciso encontrar a variavel (Q) ou momento estatico do

perfil geométrico, seguindo a formula a seguir:

Q=y'A (123)
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Para calcular o momento estatico, € preciso usar a por¢ao superior ou inferior do
perfil da viga em relagdo a linha neutra, linha essa que passa no centro de gravidade do perfil
de viga, como esta viga ¢ simétrica, a linha neutra passa no centro geométrico dela, para esse

calculo foi usado a por¢ao superior, como mostrado na figura a seguir:

Figura 23 — Por¢ao §uperior do perfil em T

Y

T

H/2

Fonte: Autor (2024).
Visando a facilitagdo dos calculos, a por¢ao superior foi dividido em dois
retangulos, 1 e 2, visto que,

Para o retangulo 1, tem-se que: Como a linha neutra atravessa o centro geométrico

da figura, a largura da é4rea seccionada (t) tem o mesmo valor da espessura, logo:

t=E (124)

Logo, o valor de y’ vai ser da seguinte forma:

Figura 24 — Dimensoes da por¢ao superior

..........................................

Fonte: Autor (2024).
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Y=+ (125)
E a area A’. segue da seguinte forma:
A, =TE (126)
Logo,
Q1 =y1 x4 (127)
Q= (3+3)TE (128)
Seguindo o mesmo raciocinio para o retangulo 2, temos:

H
yi=2=3 (129)
A, = Eg (130)
Logo,
Q= tpi=t0 (131)
Com isso, para 0 momento estatico geral, ¢ preciso somar ambos:
Q=0:1+0Q; (132)
o= [+ Hrel+ 22 =

Tendo em vista isso, ¢ possivel encontrar a tensdo de cisalhamento seguindo a

seguinte formula:
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_ Vimax@

T = 228 (134)

Logo, como o cortante maximo e o0 momento de inércia ja foi descoberto, temos a

seguinte logica substituindo:

Vsl (FHE)TE]+ 55

Z (135)

Tmax =

Para o perfil de viga da figura 14, temos uma viga em T, ndo foi preciso seccionar,

entao usa-se o perfil todo, como mostrado na figura a seguir:

Figura 25 — Centro de gravidade vigaem T
N

\ E 7
Fonte: Autor (2024).

Como a linha neutra passa pela area de espessura E, o valor de t ¢ 0 mesmo da

espessura, logo:

(136)

Para 0 y’, nés vamos precisar da distancia do y; até o centro do retangulo 1, logo

temos:
y' =(H+E)—Z—y; (137)

Para a area A’, ¢ usado a area do retingulo 2, pois a linha neutra passa por ele,

ficando da seguinte forma:
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A' =EH (138)
Substituindo, o valor do momento estatico fica da seguinte forma:

E
Q=|+E)-Z-y;|EH (139)

Desta forma podemos encontrar o valor da tensdo de cisalhamento maximo da

seguinte forma:

Vimax (H+E)—E_YG EH
Tmax — [ 1E z ] (140)

Para o perfil da viga 16, tem-se um perfil de formato retangular, logo a linha neutra

passa no centro dela, como mostrado na figura a seguir:

Figura 26 — Linha neutra perfil cubico

---LN

b

Fonte: Autor (2024).

Com a linha neutra passando no centro da figura, a largura da se¢do t ¢ a mesma

medida da base, logo:
t=>b (141)

Para o célculo do momento estatico, 0 y’ se encontra exatamente na metade da altura

h, logo

h
y =2 (142)
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E a area fica da seguinte forma:
A" = bh (143)

Substituindo, temos que o momento estatico fica da seguinte forma:
h
Q= > bh = — (144)

Logo, para encontrar a tensdo de cisalhamento maximo, temos:

bh?2
VméxT

Tmax = b (145)

Com isso, temos todas a variaveis para dar continuidade ao trabalho proposto.
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4 METODOLOGIA

Este trabalho busca explorar a implementacdo de planilhas eletronicas para o
calculo, especificamente em vigas, analisando as vantagens, as limitagdes € o impacto dessa
tecnologia na pratica da engenharia.

Para elaboracdo do mesmo, foi implementado com um programa especifico pra
elaboracdo de planilhas eletronicas devido seu uso mais simplificado verificando a solidez dos

resultados obtidos, diagramas e tabelas.
4.1 Viga Bi Apoiada com Carregamento Continuo
Para o primeiro exemplo de viga foi usado um problema ja elaborado pelo livro
Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017). O exercicio proposto para a validagao do codigo ¢
mostrado a seguir:
Figura 27 — EP1

3m

5kN/m

6m 1

Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

Para este caso foram utilizados os seguintes valores, w= SKN e L= 6m.

Figura 28 — Perfil do exercicio proposto 1

dem)
T

=t
' B f
C 150 mm
. - l
N l A
L 150 mm
A | D
. 250 mm

Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).
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E =20mm
T = 250mm
H = 300mm

Todos esses valores foram armazenados nas células da planilha, podendo ser
alterados a qualquer momento, desta forma, se alterados, todos os valores sdo atualizados de

maneira automatica.

Figura 29 — Valores na planilha

l

| & |

VIGABIAPOIADACO

1

2 | Forga(KN)

3l L(m)

[l Epessura(E) em milimetro 20 0,02
2l Comprimento(T) em milimetro | 250 025
6 | Altura(H) em milimetro 300 03

Fonte: Autor (2024).

Para armazenar a forga equivalente, foi implementado um cddigo em outra célula

dedicada a armazenar apenas esse valor, com o seguinte codigo:
B8 = B2 * B3
Onde a c¢lula B2 armazena o valor da for¢a e B3 o comprimento, logo a célula B8
armazena a Feq, de acordo com a férmula (7).

De acordo com as formulas (12) e (14) ¢ tido que as reagdes sao iguais a metade do

valor da Feq, logo foi armazenado em células também com o seguinte codigo:

B10 = B11 = B8/2
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Figura 30 — Reacdes armazenadas em células

A | 8 | C |
1 VIGA BI APOIADA COM
Forga(KN) 5
L(m) 6
Epessura(E) em milimetro 20 0,02
Comprimento(T) em milimetro | 250 0,25
Altura(H) em milimetro 300 0.3
s | Feq(KN) [ 30 ]
|
10 By(KN) 15 | Sentido Correto
1 Ay(KN) 15 | Sentido Correto

Fonte: Autor (2024).

De acordo com as formulas (42) e (72), € possivel notar que o cortante € 0 momento
fletor variam de acordo com o trecho da viga, ou seja, a medida que o comprimento varia esses
valores mudam, entdo foi preciso implementar uma maneira de automatizar isso. Nesse caso,

para todo valor de L foi implementado a viga dividida em 10 partes iguais, da seguinte maneira:

£3 = E3 $B$3
EEERE T

Isso significa que vai dividir o valor de L por 10 e vai fixar esse valor, sempre
somando com o valor anterior, criando assim uma tabela com todos os valores percorridos da

viga em 10 partes iguais.

Com isso, foi usado os valores gerados por esse cddigo substituindo na equagao

(42) da seguinte forma:
F3 =$B$11 — ($B$2 * E3)
Para que a equacdo se repetisse para todos os trechos, clica com o botdo direto e
arrasta até o final da tabela gerada. Posteriormente, substituimos os valores dos segmentos na
equacdo (72) da seguinte forma:

G3 = ($B$11  E3) — (($B$2/2) * (E32))

Com isso podemos gerar a seguinte tabela:
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Tabela 1 — Comprimento em fun¢do do cortante e fletor do

EP |
X(m) | V(KN) | M(KN.m)
0 | 15 0
06 | 12 8,1
2| 9 14.4
18| 5 18,9
24| 3 21,6
31 0 205

3,6 -3 21,6
4,2 -6 18,9

4.8 -9 14,4
54 | -12 8.1
6 -15 0

Fonte: Autor (2024).

Usando o comando:

J2 = MAIOR(F3:F13;1)
J3 = MAIOR(G3:G13;1)

Podemos destacar o valor maximo do esforgo cortante € do momento fletor, ambos

armazenados nas células:

Tabela 2 — Cortante e Fletor Maximo do EP 1
Cortante Maxima 15
Momento Interno Maximo 22.5

Pee

Fonte: Autor (2024).
Dando prosseguimento, de acordo com a férmula (100), o centroide vai ser

armazenado em outra célula, utilizando as medidas fornecidas pelo usudrio, como mostrado na

figura, logo usando o comando para calcular a férmula, temos:

J4 = C4 + (C6/2)

Logo apods descoberto o valor, ¢ armazenado em outra célula o momento de inercia

que vai ser calculado de acordo com a formula (106), com o seguinte comando:

J5 = ((1/12) * C4 * (C6°3)) + 2 * ((1/12) * C5 * (C4*3) + ((J4"2) * C5 * C4))
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Dando procedimento, com os valores do Cortante Maximo ¢ do Momento Fletor
Maximo, ¢ possivel encontrar também o Momento Estatico, como mostrado na féormula (133),

armazenando em outra c¢lula, da seguinte forma:

J6 = ((C6/4) x C4 % (C6/2)) + (((C6/2) + (C4/2)) * C5 * C4)

Criando uma tabela da seguinte forma:

Tabela 3 — Variaveis calculadas EP1

Cortante Maxima 15
Momento Interno Maximo 225
Centroide do Perfil da Viga 0,17
Momento de Inércia 3,3433E-04
Momento Estatico 1,0250E-03

Fonte: Autor (2024).

Dado exposto, com todas as varidveis descobertas, ¢ possivel calcular a Tensdo de
Flexdo Maxima (107) e a Tensdao de Cisalhamento Maximo (134), respectivamente das

seguintes formas:

_J3x]4
J8 = I

_J2+]6
]9_15*04

Ambas armazenadas em células diferentes, resultando a seguinte forma:

Tabela 4 — Flexao e Cisalhamento maximo EP1

Tensao de Flexdo Maxima 1,1441E+04
Tensdo de Cisalhamento Maxima [PAASZLIREIR]

Fonte: Autor (2024).

Finalizando a primeira viga com os valores ja prefixados, porém podem ser
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alterados de qualquer maneira.

4.2 Viga Engastada em Balanco

Para este exemplo foi usado valores ja predeterminados de exercicios do livro
Resistencia dos Materiais do Hibbeler, 2017 e Analise Estrutural do Kassimali, 2017. Seguindo
a mesma logistica da outra viga, armazenando os valores em células e implementando as
formulas ja demonstradas, validando os resultados obtidos. Segue para os valores ja

determinados para o teste do codigo fonte:

Figura 31 —EP2

19 kN

L 2m 2m 2m
< e
Fonte: Analise Estrutural, Kassimali (2017).
F =3KN/m

F1 =19KN
L=6m
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Figura 32 — Medidas perfil em T

" 100 mm

Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

T = 100mm
E = 15mm
H =120mm

Todos esses valores foram armazenados nas células da planilha, podendo ser

alterados, desta forma, se alterados, todos os valores sdo atualizados de maneira automatica.

Figura 33 — Armazenamento EP2
Jx

A | | c

VIGA ENGASTA

2 | F(KN) 3

3 L(m) 6

L F1(KN) 19

5 Epessura(E) em milimetro 15 0,015
{3l Comprimento(C) em milimetro 100 0,1

7 Altura(H) em milimetro 120 0,12

Fonte: Autor (2024).

As células C5, C6 e C7 mostradas na figura acima, sdo as mesmas medidas
convertidas em metros.

Para o calculo da Feq do carregamento mostrado na viga, foi usado a formula (15)
sendo armazenado em outra célula, visto que, os demais valores foram armazenados de forma
organizada nas células para assim facilitar os célculos.

Tendo o valor da Feq, ¢ possivel calcular os valores das reagcdes usando as formulas

(16), (20) e (22), sendo eles respectivamente, as reacdes de apoio no eixo X e Y, € a somatdria
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do momento no ponto A, com isso em vista, todos os valores ficaram armazenados da seguinte

forma:

Figura 34 — Forcas EP2

Feq(KN.m)
Ay(KN) -13 Sentido Oposto
Ma(KN.m) 8 Sentido Certo

Fonte: Autor (2024).

Foi programado para que se o valor fosse negativo, o programa fornece o sentido

correto ou oposto, com a seguinte linha de programacgao:

C11 = C12 = SE(B11 < 0; "Sentido Oposto"; "Sentido Certo")

O uso do “se” € como um valor 16gico, ou seja, se for verdade retorna um valor, se
nao, retorna outro valor, neste caso o valor verdadeiro € se o resultado for negativo, sendo ¢
falso, ou seja, o resultado € positivo.

Esta viga foi seccionada em 3 partes iguais, como abordado na figura 11, entdo foi
preciso fazer uma implementagao diferente para cada uma dessas partes. Para isto foi feito uma
primeira andlise, em que para o calculo do esforco cortante e momento fletor, o valor irda mudar
de acordo com o trecho da viga, ou seja, a medida que o trecho vai mudando, os valores também
mudam. Desta forma, o trecho AB, a variacao € praticamente nula, mas mesmo assim foi usado
o valor da viga dividido por trés, a medida que vai percorrendo a viga ¢ somada com o valor
anterior sendo implementado como uma somatoria, da mesma forma o trecho BC.

Obtido os valores do comprimento X, ¢ aplicado para o trecho AB, as férmulas (45)

e (75), obtendo a seguinte tabela:

Figura 35 — Trecho AB EP2

E |

: I
A\DA EM BALANCO

2 Trecho AB

3 x(m) V(KN) M(KN.m)
4 0 -13 8
2 -13 -18

Fonte: Autor (2024).
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Para o calculo do trecho segmentado e os valores do comprimento X e sua variagao,

foi usado o seguinte codigo:

E4 = $B$3/3

Para o calculo do esfor¢o cortante ¢ momento fletor foram usados os codigos,

respectivamente:

F4 = $B$11
G4 = $B$12 + ($B$11 * E4)

A func¢do do ($) € segurar, ou congelar, o valor da célula determinado, fazendo com
que assim a medida que avance seja possivel fazer um somatorio.
Com os valores do comprimento X, ¢ aplicado para o trecho BC, as formulas (48)

e (79), obtendo a seguinte tabela:

Figura 36 — Trecho BC EP2

Trecho BC

s | x(m) V(KN) M(KN.m)
B 0 6 KT

7, 6 -6

|

Fonte: Autor (2024).

Da mesma forma segue-se a implementagdo para o trecho BC, seguindo suas
formulas j& determinadas e atualizando as células.

Para o trecho CD, com o carregamento distribuido sobre ele, ¢ preciso uma analise
mais minuciosa pois o cortante ¢ o momento fletor ird variar de forma mais perceptivel ja que
ndo ¢ uma carga pontual, entdo a viga que ja foi dividida em trés partes iguais, no trecho CD

foi divido em seis partes iguais, sendo mais preciso os resultados, seguindo a formula a seguir:

E14 = E14 + ($B$3/15)
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Desta forma, ¢ realizado um somatério quando arrastado a mesma foérmula durante
toda a tabela. Usando os valores obtidos dos trechos, ¢ aplicado entdo as formulas (51) e (83),

que fica da seguinte forma implementando a cortante ¢ 0 momento fletor, respectivamente:

F14 = $F$10 — $B$2 » E14
G14 = $G$10 + ($F$14 = E14) — (($B$2/2) = (E14"2))

Gerando a seguinte tabela:

Figura 37 — Trecho CD EP2

h
(w)
m
anl
(0}

Trecho CD
x(m) V(KN) M(KN.m)
0 6 -6
0.4 4.8 -3,84
0.8 3,6 214

- 12 2.4 -0,96

s 1,6 1.3 -0,24

2 0 0

iy
(=}

Fonte: Autor (2024).

Ap0s esses calculos foi montado a tabela geral para que assim pudesse ser plotado.

Usando o comando:

B17 = MAIOR(ABS(K3:K12); 1)
B18 = MAIOR(ABS(J3:J12); 1)

Podemos destacar o valor maximo do esforgo cortante € do momento fletor, ambos
armazenados nas células. Com isso pode-se gerar os diagramas seguindo os mesmos
procedimentos ja apresentados.

Dando prosseguimento, de acordo com a férmula (112), o centroide vai ser
armazenado em outra célula, utilizando as medidas fornecidas pelo usudrio, como mostrado na

figura, logo usando o comando para calcular a férmula, temos:

B14 = (((C7"2) * €5/2) + ((C7 + €5/2) * C6 * C5))/((C7 * C5) + (C6 * C5))
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Logo ap6s descoberto o valor, ¢ armazenado em outra célula o momento de inercia

que vai ser calculado de acordo com a férmula (117), com o seguinte comando:

B15 = ((C5 * C7"3/12) + (C5 * C7 * (B14 — C7/2)"2)) + ((C6 * C53/12) + (C6 * C5
% (C7 + C5/2 — B14)2))

Dando procedimento, com os valores do Cortante Maximo ¢ do Momento Fletor
Maximo, ¢ possivel encontrar também o Momento Estatico, como mostrado na féormula (139),

armazenando em outra célula, da seguinte forma:
B16 = ((C5* C7"2)/2) + (C6 x C5 * (C7 + C5/2))

Organizando todos os valores obtidos, tem-se a seguinte tabela

Fiira 38 — Valores das variaveis EP2

Centroide(m) 0,090681818
Inércia(m4) 5,91597E-06
16 Estatico 0,00029925
Momento Fletor Maximo 18
Cortante Maxima 13

|

Fonte: Autor (2024).

Dado exposto, com todas as varidveis descobertas, ¢ possivel calcular a Tensdo de

Flexdo Maxima (118) e a Tensdo de Cisalhamento Maximo (140), respectivamente das

seguintes formas:

B20 = B17 C7 + C5 — B14
= *
B15
B18 * B16
B21

~B15+C5
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Resultando em:

Figura 39 — Flexdo e Cisalhamento EP2
A_ A

Tensao de Flexdo Maxima 134843,1152
21 Tensdo de Cisalhamento Maximo ERERERERIY |

Fonte: Autor (2024)

Finalizando a primeira viga com os valores ja prefixados, porém podem ser

alterados de qualquer maneira.
4.3 Viga Bi Apoiada com Dois Carregamentos Lineares

Para o terceiro exemplo de viga foi usado um problema j& elaborado pelo
Resisténcia dos Materiais do Hibbeler (2017). O exercicio proposto para a validagdo do codigo

¢ mostrado a seguir:

Figura 40 — EP3

50 kN /m 50 kN/m

4 5m i 4,5m

Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

F =50KNm
L=9m
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Figura 41 — Perfil EP3

400 mm

200 mm [

Fonte: Resisténcia dos Materiais, Hibbeler (2017).

b = 200mm
h =400mm

Todos esses valores foram armazenados nas células da planilha, podendo ser

alterados, desta forma, se alterados, todos os valores sdo atualizados de maneira automatica.

Figura 42 — Valores EP3

VIGA Bl APOIADA COM DOIS C/

2 F(KN) 50
3 L(m) 9
4 Base(b) em milimetro 200 0,2
5 Altura(h) em milimetro 400 0.4

Fonte: Autor (2024).

As células C4, C5 mostradas na figura acima, sdo as mesmas medidas convertidas
em metros.

Para o calculo da Feq do carregamento mostrado na viga, foi usado a féormula (25)
sendo armazenado em outra célula, visto que, os demais valores foram armazenados de forma

organizada nas células para assim facilitar os célculos, ficando da seguinte forma:

B7 = (B2 = B3)/4

As demais reacdes sdo armazenadas nas demais células seguindo as formulas (32)

e (37) respectivamente sendo as reacdes no ponto A e B, visto as formulas as reagdes t€ém o
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mesmo valor da Feq, logo ¢ apenas repetido os valores:

Figura 43 — Forgas EP3

A
Feq(KN.m) 112.5
s | Ay(KN) 112,5
s | By(KN) 1125

Fonte: Autor (2024)

Esta viga foi seccionada em 2 partes iguais, como abordado na figura 12, entdo foi
preciso fazer uma implementacao diferente para cada uma dessas partes. Para isto foi feito uma
primeira andlise, em que para o calculo do esforco cortante e momento fletor, o valor ira mudar
de acordo com o trecho da viga, ou seja, a medida que o trecho vai mudando, os valores também
mudam.

Desta forma, o trecho AB, a variagao foi feita para a viga ja dividida ao meio foi
dividia em 5, da mesma forma para o trecho BC, usando o c6digo de implementagdo da seguinte

forma:
E3 + ($B%$3/10)

Usando esse cddigo de implementacao, arrasta o cddigo durante toda a tabela, de
forma automatica.
Apbs isso para o trecho AC, € usado as formulas (58) e (87), para calcular o esfor¢o

cortante € 0 momento fletor, respectivamente, que foi implementado da seguinte forma:

F3 = $B$8 — ($B$2 * E3) + (($B$2/$B$3) * (E3°2))
G4 = ($B$8 * E3) — (($B$2/2) * (E3°2)) + (($B$2/(3 * $B$3)) * (E373))

E para o trecho CB, ¢ usado as formulas (65) e (91), para calcular o cortante e o

momento fletor, respectivamente da seguinte forma:

[ $B$2 ,
F11 = <—m> * (E11%)
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G11 = (—$B$2/$B$3) * (E1172)

Resultando as seguintes tabelas:

Tabela 5 — Trechos, Cortantes e Fletores EP3
x(m) | V(KN) | M(KM.m)

0 | 1125 0

0.9 72 82,35

1.8 | 405 1323

27 | 1% 157,95

36| 45 167.4

4.5 0 168,75

xX(m) | VKN) | M(KM.m)
0 0 168,75
09 | -45 1674
1.8 | -18 157,95
2,7 | -40,5 132.3
36| -72 82,35
45 |-112,5 0

Fonte: Autor (2024).

Para destacar os maiores valores do cortante e do fletor ¢ usado o seguinte codigo

respectivamente:

B11 = MAIOR(ABS(K3:K14);1)
B12 = MAIOR(ABS(J3:]14); 1)

Dado o exposto, ¢ calculado a inercia do perfil da viga com a férmula (120) e

armazenado na formula da seguinte formula:

B13 = (C4 * C5"3)/12

Para o célculo do momento de estatica ¢ usado a férmula (144), implementando da

seguinte forma:

B14 = (C5/4)  C4 * (C5/2)

Os resultados foram organizados da seguinte maneira:
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Fig ra 44 Variaveis EP3

11 Momento Maximo 168,75

12 Cortante Maximo 1125

13 Inércia 0,001066667
14 Estatica 0,004

Fonte: Autor (2024)

Dando continuidade, para o calculo da tensdo flexdo maxima e a tensao de
cisalhamento maximo, tem-se as seguintes formulas (121) e (145), respectivamente,

armazenando em células, implementando da seguinte forma:

B16 = B11 = C4/B13
B17 = (B12 * B14)/(B13 = C4)

Respectivamente tem-se a tensao de flexdo e a tensao de cisalhamento, dispostos

da seguinte forma:

Figura 45 — Flexdo e Cisalhamento EP3
Tensdo de Flexao Maximo 31640,625
Tensdo de Cisalhamento Maximo [EEATCIRYA]

Fonte: Autor (2024).
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

O principal resultado do trabalho ¢ a criacdo de uma planilha capaz de calcular as
tensdes de vigas corretamente. A eficacia desta planilha foi testada com exemplos de estruturas
comuns e exercicios corriqueiros de Resisténcias dos Materiais. Com vigas tendo o perfil I, T e
retangular, como j& abordada.

Visto isso, este topico ¢ dedicado a mostrar os resultados obtidos com a
implementagao comparados com o célculo feito manualmente para verificar a coeréncia e a
veracidade dos valores. O objetivo ¢ gerar os diagramas obtidos através dos resultados e

destacar os valores maximos da flexdo e do cisalhamento para o dimensionamento das vigas.

5.1 Exemplo 1

Para o primeiro exemplo, temos a viga Bi Apoiada com um carregamento continuo
com os seguintes valores do comprimento da viga em metros, o esfor¢o cortante € 0 momento

fletor.

Tabela 6 — Trechos EP1
x(m) | V(KN) | M(KN.m)

0 15 0
0.6 12 8.1
12 9 14,4
1,8 6 18.9
2.4 3 216

3 0 235
3,6 -3 21,6

42| 6 18,9
48| 9 14.4
54| -12 8.1

>

6 -15 0
Fonte: Autor (2024).

Seguindo os passos destacados para gerar os diagramas ¢ obtido os seguintes

resultados:
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Figura 46 — Esfor¢o Cortante EP1

FORGA CORTANTE

Fonte: Autor (2024).

Observando o diagrama apresentado, € possivel notar que, como o esfor¢o cortante
¢ uma fung¢do do primeiro grau, como mostrado na equacao (42), ¢ uma for¢a com plotado como
uma reta decrescente que varia em decorréncia da viga esta toda sob efeito de uma carga
distribuida, logo, tanto as reagdes de apoio como o esfor¢o que a carga distribuida exerce
influenciam no esfor¢o cortante. Apds a analise ¢ possivel notar que o maior valor para este

esfor¢o ¢ de 15KN que esté localizado exatamente no ponto A.

Fira 47 — omento letor EP

MOMENTO FLETOR

Fonte: Autor (2024).

Outro fator importante diz respeito as propriedades do diagrama do momento fletor,
pois para o calculo deste € preciso integrar o esfor¢o cortante, logo ira resultar numa fungao do

segundo grau, em que quando plotado € possivel ver uma curva parabdlica, isso ¢ visto na
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equagao (72). Apo6s os calculos, o maior valor apresentado para o momento fletor ¢ de
22,5KN.m localizado exatamente na metade da viga devido ela est4 sob efeito de dois apoios e

uma carga distribuida sob todo o comprimento da viga.

Figura 48 — Flexao e Cisalhamento Maximo EP1

Tensdo de Flexdo Maxima 1,1441E+04
Tensdo de Cisalhamento Maxima PRARZL IR

Fonte: Autor (2024).

Tendo como base os resultados acima, foi possivel calcular a tensdo de flexao
maxima que a viga suporta, que ocorre em um ponto na area da sec¢ao transversal mais afastado
do eixo neutro no perfil da viga. Onde, tendo como base a equagao (107), a deformag¢ao maxima
que esta viga esta sofrendo em decorréncia do momento fletor é de 1,1441x10*Mpa.

Para a tensao de cisalhamento, de acordo com a equagao (134), o esforco vertical
que a viga estéa suportando depende do esfor¢o cortante para determinar o valor, neste caso foi

encontrado o valor maximo de 2,2994x103Mpa.

5.2 Exemplo 2

Para este exemplo tem-se uma Viga Engastada com uma carga pontual e um
carregamento continuo, de acordo com os procedimentos apresentados, os valores dos esforgos

cortantes ¢ momento fletor em cada trecho da viga ficam dispostos da seguinte forma:

Tabela 7 — Trechos EP2

x(m) V(KN) M(KN.m)
0 Lt 8
2 EE: 18
3 6 18
4 6 6
4 6 6
44 48 3,84
48 3.6 2.16
57 2.4 -0,96
5.6 19 0,24
6 0 0

Fonte: Autor (2024).
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Tendo isso em vista € possivel plotar um diagrama desses esforcos usando as
ferramentas disponiveis, visto que no eixo X vai ser representado o comprimento da viga em

metros e no eixo Y ird variar sendo os valores dos esfor¢os ja mencionados.

Figura 49 — Forca Cortante EP2

FORCA CORTANTE

Fonte: Autor (2024).

Ap6s analisar cuidadosamente o diagrama de comprimento versus esfor¢o cortante,
¢ possivel notar que no primeiro trecho da viga, segmento AB, ndo se tem cargas distribuidas,
logo o cortante vai depender apenas das cargas concentradas, neste caso ¢ a reacao de apoio no
ponto A, logo o esfor¢o cortante serd constante pois nao ira variar, esfor¢o esse com o valor
constante de -13KN.

Chegando no trecho BC, no ponto B tem-se uma for¢a pontual para cima, causando
uma descontinuidade no diagrama, resultando num esfor¢o constante no valor de 6KN, visto
que ndo apresenta uma carga distribuida, logo dependera apenas dessa carga pontual.

Logo adiante, no trecho CD, ¢ apresentado uma carga distribuida, logo de acordo
com a equacao (51), € possivel perceber que o esfor¢o cortante ¢ uma fun¢do do primeiro grau
que depende do valor de X, resultando em uma reta decrescente onde no ponto D a cortante €
Zero.

Dado exposto, o valor maximo do Esfor¢co Cortante dessa viga ¢ 6KN.
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Figura 50 — Momento Fletor EP2

MOMENTO FLETOR

Fonte: Autor (2024).

Para a anélise do diagrama acima tem-se que o momento fletor ¢ diferente pois para
obter os tais valores ¢ preciso fazer uma integracdo da equacao do esfor¢o cortante, logo, em
trechos que o esforgo ¢ constante, o resultado serd uma fun¢do do primeiro grau, e onde o
esfor¢o varia, nesse caso como uma func¢ao do primeiro grau, o resultado do momento fletor se
da forma como uma funcdo do segundo grau. Tendo isso em vista é possivel realizar anélise
nos trechos da viga da seguinte forma.

No primeiro trecho, AB, ¢ possivel perceber que o diagrama inicia com o valor de
8KN.m, pois de acordo com a equacado (22), € possivel calcular as reagdes de equilibrio, logo o
momento no ponto A ndo ¢ nulo. De acordo com a equagdo (75), a equacao do primeiro grau
mostra que € uma reta decrescente, como visto no diagrama com o valor de -18KN.m.

Para o trecho BC, ¢ feito a mesma analise pois se trata de uma equagao do primeiro
grau tendo em base a equagdo (79), resultando numa reta crescente atingindo o valor maximo
de -6KN.m.

No trecho CD, por se tratar de um carregamento continuo, o grafico do momento
fletor trata-se de uma fung¢ao do segundo graus, tendo como base a equacgao (83), logo serd uma
curva suave como resultado, atingindo o valor maximo de OKN.m por ndo existir nenhum
momento na extremidade da viga.

Logo, o valor maximo atingido por esta viga do momento fletor serd 8KN.m.
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Figura 51 — Flexao e Cisalhamento Maximo EP2

Tensdo de Flexio Maxima 1348431152
| Tensdo de Cisalhamento Maximo FREREIRPRI

Fonte: Autor (2024).

Tendo como base os resultados acima, foi possivel calcular a tensdo de flexdo
maxima que a viga suporta, que ocorre em um ponto na area da sec¢ao transversal mais afastado
do eixo neutro no perfil da viga. Onde, tendo como base a equagao (118), a deformagao maxima
que esta viga estd sofrendo em decorréncia do momento fletor ¢ de 134843 Mpa.

Para a tensdo de cisalhamento, de acordo com a equacgao (140), o esfor¢o vertical
que a viga estad suportando depende do esforgo cortante para determinar o valor, neste caso foi

encontrado o valor maximo de 43838Mpa.
5.3 Exemplo 3

Para este exemplo foi escolhido uma viga Bi Apoiada com dois carregamentos
lineares com a forma triangular, dado exposto os calculos ja apresentados, aplicando as
formulas para o esfor¢co cortante € o momento fletor nos determinados trechos, é possivel
organizar a seguinte tabela com os valores para que assim fosse encontrado os valores maximos,

visto que a viga foi seccionada em duas partes iguais.

Tabela 8 — Trechos EP3
x(m)| V(KN) | M(KN.m)
0 | 1125 0
0.9 72 82,35
1.8 | 40,5 {200
2.9 18 157,95
36| 45 167 .4
4.5 0 168.75
4.5 0 168,75
54| -45 167 4
6.3 | -18 157,95
7,2 | -40,5 1323
8,1 -72 82,35
9 [-112,5 0
Fonte: Autor (2024).
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Tendo isso em vista ¢ possivel plotar um diagrama desses esforcos usando as
ferramentas disponiveis, visto que no eixo X vai ser representado o comprimento da viga em

metros € no eixo Y ird variar sendo os valores dos esforgos ja mencionados.

Figura 52 — For¢a Cortante EP3
FORGA CORTANTE

Fonte: Autor (2024).

Assim sendo, para o primeiro trecho, AC, de acordo com a equagdo (58) € possivel
perceber que se trata de uma fun¢ao do segundo grau, logo, para o primeiro trecho o esforgo
cortante ira variar de acordo com o comprimento da viga por esta sob efeito de um carregamento
distribuido apresentando uma leve curva, aonde chegando na metade do comprimento da viga
o valor ¢ zerado. Ou seja, o valor maximo alcangado para este trecho ¢ de 112,5KN.

Para o seguindo trecho, CB, de acordo com a equagao (65) nota-se que trata de outra
funcdo do segundo grau que depende do comprimento da viga pois esta sob efeito de outro
carregamento continuo, analisando o grafico tratasse de uma curva decrescente em que o valor
maximo absoluto ¢ o mesmo do ponto A, logo o valor maximo ¢ nulo porém o valor absoluto

maximo ¢ 112,5KN.
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Figura 53 — Momento Fletor EP3
MOMENTO FLETOR

Fonte: Autor (2024).

Analisando o diagrama do momento fletor, ¢ visto que a curva se trata de uma
fun¢do do terceiro graus, logo que o momento flor é basicamente a integraliza¢do do esforco
cortante, logo, por conta do cortante ser uma funcao do segundo grau, integrando tem-se uma
funcdo do terceiro, mostrado, para o trecho AC, na equacao (87). Analisando o diagrama ¢
possivel perceber que a curva se da de forma crescente até a metade da viga atingindo seu valor
maximo de 168,75KN.m.

Continuando no trecho CB, tem-se que se segue outra equacdo (91), porém
igualmente do terceiro grau. Dado exposto € visto que a curva volta a decrescer até o valor

minimo que ¢ nulo, logo o valor maximo permanece de 168,75KN.m.

Figura 54 - Flexdo e Cisalhamento EP3
Tensao de Flexao Maximo 31640,625

Tensdo de Cisalhamento Maximo ALY

Fonte: Autor (2024).

Tendo como base os resultados acima, foi possivel calcular a tensdo de flexao
maxima que a viga suporta, que ocorre em um ponto na area da sec¢@o transversal mais afastado
do eixo neutro no perfil da viga. Onde, tendo como base a equagdo (121), a deformag¢ao maxima
que esta viga esta sofrendo em decorréncia do momento fletor ¢ de 31640,625Mpa.

Para a tensao de cisalhamento, de acordo com a equagao (145), o esforco vertical
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que a viga estdo suportando depende do esfor¢o cortante para determinar o valor, neste caso foi

encontrado o valor maximo de 2109,375Mpa.



85

6 CONCLUSAO

A efetivagdo dos calculos usando planilhas eletronicas para a abordagem dos
esfor¢os cortantes, momentos fletores, tensdes de flexdo e cisalhamento em vigas, demonstrou
uma aproximagao eficaz, visto que, os resultados obtidos foram corroboras com célculos feitos
manualmente e baseado na literatura. Este trabalho apresenta uma metodologia detalhada para
a utilizagdo de funcgdes avancadas e a automacdo por meio das células, facilitando o
dimensionamento estrutural das vigas, com o uso desta ferramenta amplamente utilizada para
diversos objetivos.

O objetivo da producdo deste projeto, ¢ criar planilhas que permitem a introdugao
de dados intuitivamente, possibilitando a visualiza¢do imediata dos resultados dos calculos.
Estas planilhas foram projetadas para, além dos calculos dos esfor¢os sob a viga em diversos
pontos ao longo da viga, plotar em forma de diagramas os resultados obtidos e destacar os
valores méximos alcangados com fundag¢ao nas condi¢des de carregamento e medidas definidas
pelo usuario.

A variabilidade do software em relacdo a diversas ferramentas, associada a suas
fungdes de grafico, permitiu que os resultados obtidos fossem vistos nos diagramas do esforgo
cortante ¢ momento fletor. Estas representagdes sdo fundamentais para o entendimento da
estrutura da viga, facilitando o reconhecimento dos pontos criticos e auxiliando no
dimensionamento correto dos principios estruturais.

Analisando os resultados obtidos, a planilha atingiu com sucesso a equivaléncia dos
valores obtidos manualmente e automaticamente, mostrando assim a viabilidade para o
dimensionamento de vigas sujeitas aos carregamentos programados. A clareza dos célculos
realizados destacou a consideracao da automacdo nos resultados, a utilizagao das células
permitiu a realizacdo de calculos repetitivos e complexos, como Momento de Inércia e
Centroide, reduzindo o tempo para o dimensionamento de vigas € minimizando a probabilidade
de erros. E visto também que este trabalho atingiu o objetivo de facilitar os calculos que foram
estudados em Resistencia dos Materiais e Mecanica Estatica.

Em suma, a efetivagcdo dos célculos usando a planilha para o estudo de esforgos
cortantes, momentos fletores, flexao e cisalhamento em vigas, se mostrou vantajoso, ¢ esperado
que este trabalho incentive a admissdo de métodos acessiveis e eficientes, contribuindo para a
consolidacdo dos resultados.

Esta abordagem abre oportunidades para futuras pesquisas e melhorias, as planilhas



86

desenvolvidas podem ser adaptadas e expandidas para outros tipos de anélises mais complexas

junto com a utiliza¢do de outras ferramentas e outras técnicas de planejamento mais avangados.
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X Fy=0(1) XFx=0(2) XM, =0(Q)

YMy,=Fxd(4) Feq = B x H (5) Feq = 222 (6)
2

Feq =LxF (7) Y Fx =0(8) Ax =0(9)

Y Ma = 0 (10) ByxL—Feqx:=0(11) |B,="2(12)
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X’=§(28) XMy =0(29) Feqx§+Feqx%—
By x L = 0 (30)
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2rx w(0) = 0 (62) w (g) — F (63)

w(x) = =X (61)
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APENDICE A — INTERFACE DAS PLANILHAS

L3 I=E=); e e =L

FORCA CORTANT!

M(KN.m)
0

M to Interno Maximo 25
Epessura(E) em milimetro X 8,1 Centroide do Perfil da Viga 0,17
Compri ) em mili 250 025 12| 9 144 Momento de Inércia 3,3433E-04
Altura(H) em milimetro | 300 03 18] 6 189 Momento Estitico 1,0250E-03
24| 3 21,6
Feq(KN) [30] 3 0 2.5
36| 3 216
By(KN) | 15 ] Seatido Correto | 2] 6 189
Ay(KN) | 15 | Sentido Correto | 144

MOMENTO FLETOR

FIKN) 3 Trecho AB
L(m) [ wiml [ VKN] | MKN.m)
FIKN) 13 0 [ -3 ] 8
Epessura(E] em milimetro 15 0015 ] 2 1 B -18
Comprimento(C) em milimetro 108 01 |
AlturaH) em milimetro 12 0,12 | Trecho BC B
wm) | VIKN] [ MKN.m) X 4. -3.,84
1] | [ | -18 X 3 -2,
Feq(KN.m) | [3 | 2 | [ | -6 ¥ 2 -0.3
AylKN) | -13 Pentido Oposto 56 2 -0.24
Ma(KN.m) | 8 | Sentido Certo] Trecho CO 6 1] 0
#(m) VIKN) M(KN.m]
Centrdide(m) 0,0306818 1] -6 MOMENTO FLETOR
Inércialmd) S5.916E-06 .4 4, -3.84
Estatico 0,0002333 .8 X -2.16
Momento Fletor Maximo 18 12 2.4 -0.96
Cortante Mazima 13 [ .2 -0.24
! 2 0 1]
Tens&o de Flexdo 13484312
ensdo de Cisalhamen ] 43838,335

F W
= oo | 1
A B C D
} L3 | W
r L 1

Pl 1
FORCA CORTANTE

FKN) 50 x(m) [ VEN) | M(KM.m) x(m) | VCKN) | M(KN.m)
L(m) 9 0 | 1125 0 0 [ 1125 0
Base(b) em mil 200 02 | 09| 72 2,35 09| 72 8235
Altura(h) em milimetro 400 04 | 18] 405 1323 18] 405 132,
27| 18 157,95 27| 18 157,95
Feq(KN.m) 1125 36( 45 1674 36| 45 1674
Ay(KN) 112, a5 0 168.75 a5 0 168,75
By(XN) 1125 45 0 168,75
x(m) | VKN) [ M(KM.m) 54| 45 1674
M to Maximo 168,75 0 0 168,75 63| -18 157,95
Cortante Maximo 1125 09] 45 1674 72405 | 1323
Inércia 0,001066667 18] -18 157,95 81| -712 82,35
Estdtica 0,004 27| 405 1323 9 11125 0
36 -12 82,35
31640,625 | 45 ]-1125 0 MOMENTO FLETOR

2109.375

A L2

— 40




