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RESUMO

Seja G = (E(G),V(G)) um grafoe H = (E(H),V (H)) um subgrafo de G, para naturais g e k,
uma g-backbone k-coloracdo do par (G, H) € uma coloragdo propria c: V(G) — {1,2,3.,...k} tal
que para todo uv, |c(u) — c(v)| > g se uv pertence a E(H ). O nimero cromatico g-backbone de
(G,H), BBC,(G,H), € o menor inteiro positivo k tal que o par é g-backbone k-colorivel. Dado
um grafo G' e um subgrafo gerador H de G, uma g-backbone k-coloracao circular de (G, H) é
uma k-coloragdo ¢ de G tal que g < |c(u) — c(v)| < k — g para cada aresta uv € E(H). O nimero
cromatico g-backbone circular de (G, H), denotado por CBC,(G, H), € o menor inteiro k para o
qual existe uma g-backbone k-coloracao circular de (G, H). Este presente trabalho se propde
a apresentar um survey onde organizamos pesquisas dentro do campo de Coloracdao Backbone.
Temos como objetivo principal a apresentacdo de resultados recentes de BBC e CBC para

diferentes estruturas de Backbone.

Palavras-chave: Coloragdo de grafos circular. Numero cromético Backbone. Coloragdo Back-

bone



ABSTRACT

Let G = (E(G),V(G)) be a graph and H = (E(H),V (H)) be a subgraph of G, for any integers
q and k, a g-backbone k-coloring of a pair (G, H) is a proper coloring c: V(G) = {1,2,3.,...k}
such that for each uv, |c(u) — c¢(v)| > g if uv belongs to E(H). The g-backbone chromatic number
of (G,H), BBC,(G, H), is the smallest positive integer k such that the graph is g-backbone
k-colorable. Given a graph G and a spanning subgraph H of G, a circular g-backbone k-coloring
of (G, H) is a k-coloring ¢ of (G, H) such that g < |c(u) — c(v)| < k — g for each edge uv € E(H).
The circular g-backbone chromatic number of (G, H), denoted by C BC, (G, H), is the smallest
integer k for which there is a circular g-backbone k-coloring of (G, H). This paper proposes to
present a survey where we organize researches in the Backbone coloring. Our main objective is

to present recent results of BBC and C BC for different backbone structures.

Palavras-chave: Graph Coloring. Chromatic Number. Backbone Coloring
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentados pontos iniciais do trabalho. A Secdo 1.1 apresenta
uma breve introdu¢do do trabalho, enquanto a Secdo 1.2 explica a organizacao do conteudo. Por

fim, a a Secdo 1.3 apresenta o objetivo geral e o objetivo especifico da pesquisa.

1.1 Contextualizacio

A Teoria dos Grafos € uma area que esta presente em diversos ambitos do cotidiano
humano. Ao longo dos anos, véarios problemas dessa area vém sendo estudados. Neste trabalho,
estudaremos de forma principal a Coloracdo de Grafos, uma subarea da Teoria dos Grafos cujo
primeiro resultado se relaciona principalmente com a coloragdo de paises num mapa datado no
inicio de 1852 (KUBALE, 2004).

Ao longo do tempo, percebeu-se que se cada pais fosse colorido com exatamente
uma cor, entdo o mapa todo poderia ser colorido com 4 cores, de forma que paises vizinhos nao
fossem coloridos com a mesma cor. Essa observacao foi entdo publicada na forma de um desafio

e mais tarde ficou conhecido como o Teorema das Quatro Cores (FRITSCH et al., 1998).

Poland
Czech ¥

Republic

Czech
Republic

Figura 1 — Exemplo de coloragdo em um mapa da Europa.
Fonte: Pierce Rod (2022).

Existem diversos tipos de coloracdo de grafos. No presente trabalho abordaremos a
Coloragao Backbone de forma principal. A coloracdo backbone tem sua origem do problema
de atribui¢do de canais proposto por (HALE, 1980). No problema de atribui¢do de canais,
deve ser atribuido a cada canal um conjunto de transmissores com interferéncia minima. Um

grafo G € construido com os transmissores representados pelos vértices de G e dois vértices
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sdo adjacentes em G quando dois transmissores correspondentes interferem um com o outro.
Seja H um subgrafo de G tal que cada aresta em H € formada por dois vértices com com alta
interferéncia. Podemos definir (G, H) como um par e o subgrafo de H um backbone de G

(BROERSMA et al., 2007). A Figura 2 apresenta um exemplo de grafo G, um subgrafo H de G

Uy VU, ———— Uy
—& G Uy

G H (G, H)

e o grafo que representa par (G, H).

UV ——— Uy Uy

U3 — U4 U3

Figura 2 — Exemplo de um par (G, H) com backbone H (arestas em negrito).

O presente estudo visa contribuir com a comunidade académica, com a expansao
do conhecimento sobre colora¢do backbone. Esta pesquisa busca ainda difundir a coloracdo

backbone bem como a sua importancia para a Teoria dos Grafos.

1.2 Organizacao do trabalho

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 apresentaremos nossa
Fundamentacao Tedrica, onde encontram-se defini¢des importantes para uma melhor compre-
ensdo da leitura. No Capitulo 3 encontram-se os Trabalhos Relacionados, onde sdo expostos
resultados sobre Coloragdao Backbone encontrados na literatura. Neste trabalho apresentamos re-
sultados publicados posteriormente ao ano de 2016. No Capitulo 4 temos os resultados referentes
a valores BBC e no Capitulo 5 apresentamos resultados referentes a valores C BC. Por fim no
Capitulo 6 apresentamos comentarios de conclusdo, um breve resumo sobre resultados alcangados
e algumas questdes em aberto, além de informacdes que podem levar ao desenvolvimento de
trabalhos futuros.

Este trabalho visa organizar o conhecimento académico sobre Coloracdo Backbone,
assim contribuindo com a estruturagdo de novos resultados sobre o assunto e expondo sua
importancia para a Teoria dos Grafos. Iremos considerar como trabalhos recentes aqueles

publicados apds o ano de 2016, ano no qual encontramos o survey mais recente sobre o tema.
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1.3 Objetivos

Nesta secdo sdo mostrados os objetivos deste trabalho. Ela sera dividida em Objetivo

geral e Objetivo especifico.

1.3.1 Objetivo geral

e O objetivo geral deste trabalho € desenvolver um estudo de coloragdo backbone

por meio de um survey.

1.3.2 Objetivo especifico

e O objetivo especifico deste trabalho é compilar, apresentar e discutir resultados
relacionados a coloracdo backbone publicados posteriormente ao ano de 2016 a fim de contribuir

para estudos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serdo apresentados alguns conceitos e defini¢des importantes para o
entendimento da presente pesquisa baseado nos livros de Bondy e Murty (BONDY; MURTY.,
2008), uma fonte classica de pesquisa para a area de Teoria dos Grafos, e de Chartrand e Zhang
(CHARTRAND; ZHANG, 2019), além da dissertacao (CEZAR, 2016). A Secdo 2.1 aborda,
de forma breve, algumas defini¢des, exemplos e propriedades de Teoria dos Grafos. A Secédo
2.2 apresenta definicdes de coloracdo de grafos. A Secdo 2.3 apresenta o conceito de coloragdo

backbone. A Secdo 2.4 apresenta conceitos de Método da Descarga, bem como exemplo de uso.

2.1 Grafos e defini¢coes

Para o entendimento desse trabalho € necessario conhecer o basico da estrutura
matematica denominada grafo. Um grafo G pode ser compreendido como uma tripla ordenada
(V(G), E(G), yg), onde V' (G) € um conjunto ndo vazio de vértices, o conjunto E(G), disjunto
de V(G), € o conjunto de arestas e y; € uma fung@o que associa cada aresta de G a um par (ndo
necessariamente distinto) de vértices de G.

Tomemos como exemplo um grafo G, onde seus vértices sdo definidos por V(G) =
(v1,0,,03,04), suas arestas sdo definidas por E(G) = (e,e,,e3,ey4,e5) € a incidéncia de suas
arestas, y, € definida por: yg(e;) = v v,, ywg(ey) = VU3, Ygles) = VU3, Wles) = Uyuy,

y;(es) = v,v;. Um diagrama do grafo G € mostrado na Figura 3.

Figura 3 — Um diagrama do grafo G.

Cada vértice ¢ indicado por um circulo ou um ponto e cada aresta é representada por
uma linha juntando dois pontos que representam suas extremidades. O nimero de vértices num
grafo G € a ordem de G. Nao existe uma forma tnica de se desenhar um grafo; a posi¢ao relativa
dos pontos que representam os vértices e das linhas que representam as arestas nao possuem
importancia. Outro diagrama do grafo G, por exemplo, é dado na Figura 4. O diagrama de um

grafo meramente representa a relagdo de incidéncia mantida entre os vértices e as arestas.



17

Uy — Uy

U ——— U3

Figura 4 — Outro diagrama do grafo G

Um grafo é denominado finito se tanto o conjunto de vértices, como o conjunto de
arestas sao finitos. Neste trabalho de conclusdo de curso trabalharemos apenas com grafos finitos.
No6s denominamos como trivial um grafo que possui apenas um vértice e como nao trivial todos
os outros. Um grafo possui um lago ou loop caso exista uma aresta ligando um vértice a ele
mesmo. Na Figura 5 temos um exemplo de grafo com loop. Um grafo é denominado simples se
ndo possui loops e ndo possui mais de uma aresta interligando o mesmo par de vértices. Nessa

pesquisa trabalharemos apenas com grafos simples.

—

%) U3

Figura 5 — Exemplo de um grafo ndo simples.

Nos utilizamos os simbolos v (G) e ¢ (G) para denotar o nimero de vértices e arestas
no grafo G. Ao longo do texto, a letra G denota um grafo. Além disso, quando apenas um grafo
esta sendo discutido, normalmente denotamos este grafo por G. Podemos omitir a letra G das
notacdes relacionadas a teoria dos grafos e escrevemos, por exemplo, V', E, ve ¢ ao invés de
V(G), E(G), v (G) e £(G).

Dois grafos G e H sao idénticos (G = H) se V(G)=V (H), E(G)=E(H) e yg
= ypy. Se dois grafos sdo idénticos, eles podem claramente ser representados por diagramas
idénticos. Na Figura 6 vemos dois grafos que aparentam ser iguais, contudo o rotulamento dos

vértices € distinto, logo tais grafos ndo sao idénticos.
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Figura 6 — Dois grafos ndo idénticos.

O complemento G¢ de um grafo simples G é o grafo simples com o conjunto de
vértices V', onde dois vértices sdo adjacentes em G se e somente se eles nio forem adjacentes

em G. Na Figura 7 temos o exemplo de um Grafo G e seu complemento G’.

U3

Uy U3 Uy

Figura 7 — Grafo G e seu complemento G’.

Um grafo simples no qual todos os pares distintos de vértices sdo ligados por uma
aresta ¢ chamado grafo completo. Na Figura 8 temos um exemplo de grafo completo, o K5. Um

grafo completo com n vértices € denotado por K,,.

U4

Us

Figura 8 — Diagrama do K.

Um grafo H ¢é subgrafo de G (escreve-se H C G)se V(H) CV(G),E(H) C E(G),
e yy € uma restri¢do de y; para E(H). Quando H C G e H # G, n6s escrevemos H C G
e chamamos H de subgrafo préprio de G. Se H é subgrafo de G, G é supergrafo de H.

Um subgrafo gerador (ou supergrafo gerador) de G é o subgrafo (ou supergrafo) H com
V(H)=V(G).
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U3 ——— Uy U3 Uy

Figura 9 — Exemplo de grafos G e G’, onde G’ é subgrafo gerador de G.

Tome V'’ como um subconjunto ndo vazio de V. O subgrafo de G cujo conjunto
de vértices é denotado por V' e cujo conjunto de arestas é o conjunto das arestas de G que
possuem as extremidades em V' é chamado subgrafo de G induzido por V' e é denotado por
G[V']. N6s dizemos que G[V'] é um subgrafo induzido de G. O subgrafo induzido G[V\V'] é
denotado por G — V", esse € o subgrafo obtido a partir de G pela dele¢do de vértices em V' junto
com suas arestas incidentes. Na Figura 10 temos um exemplo de grafo G Inclui cinco vértices
{v1,05,03,04,05} € de um grafo G’ (subgrafo induzido) induzido por {v;,v,,v3}, mantendo as

arestas entre os vértices {v,0,} € {vy,03}.

G

U —— U
G’

UV, ———— Uy

Us U3

Figura 10 — Exemplo de um grafo G e um grafo G’ induzido pelo conjunto de vértices {v;,v,,03}.

O grau, d;(v), de um vértice v em G € o numero de arestas de G incidentes com
v. Um vértice de grau 1 é chamado de folha. Denotamos 6(G) e A(G) como o grau minimo
e grau maximo, respectivamente, de vértices de G. A Figura 11 apresenta um grafo G, cujo
A(G) =4, pois o vértice v; estd conectado a 4 outros vértices (vy, Uy, Uy, Us) € 6(G) = 2, pois 0s

vértices vy, 0,, U4 € U5 possuem exatamente 2 arestas incidentes.
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Uy — Us
\,/
U3
/ N\
V) — Uy

Figura 11 — Exemplo de grafo G.

Um passeio em G ¢ uma sequéncia finita ndo nula W = vye v e,0, . . . e, vy, cujos
termos sdo alternadamente vértices e arestas, tal que, para 1 <i < k, as extremidades de e; sdo
v;_; e v;. Dizemos que W é um passeio de v, para v;, ou um (v, v;)-passeio.O inteiro k é
o tamanho de W. Se as arestas ey, e,,...,e; de um passeio W sdo distintas, W € chamado de
trilha. Se, em adicdo, os vértices vy, vy, ..., U sdo distintos em W, W é chamado de caminho.

Na Figura 12 temos um exemplo de um grafo G e um caminho W destacado em negrito.

Figura 12 — Exemplo de grafos G e um caminho W destacado em negrito.

Um passeio € fechado se possui tamanho positivo e sua origem e fim sd3o o mesmo.
Uma trilha fechada cuja origem e vértices internos sao distintos € um ciclo e um ciclo de tamanho
k € chamado k-ciclo. Na Figura 13 temos um exemplo de um grafo G e um ciclo destacado em

negrito.
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U3 Ue

U1 %)

Figura 13 — Exemplo de grafos G e um ciclo destacado em negrito.

Dois vértices u e v de G sao conexos se existe um (u, v)-caminho em G. Conectividade
¢ uma relacdo de equivaléncia num conjunto de vértices V. Portanto existe uma parti¢ao de V'
em subconjuntos ndo vazios V1, V5,...,V,, tal que dois vértices u € v sd0 conexos se e somente
se tanto u como v pertencem ao mesmo conjunto V;. Os subgrafos G[V/],G[V,],..,G[V,,] sao
chamados de componentes de G. Na Figura 14 temos um exemplo de um grafo G composto por

3 componentes.

Us Vg ——— Uy
VU, —— Uy Uy — Ujg Ug

Figura 14 — Exemplo de um grafo G formado por 3 componentes.

Ug

Um caminho hamiltoniano de um grafo G é um caminho que contém todos os
vértices de G. A Figura 15 apresenta um grafo G ¢ um caminho hamiltoniano destacado em
negrito. A cintura de um grafo G ¢é o tamanho do menor ciclo em G; se G nao possui ciclos nds

definimos a cintura de G como sendo infinita. Um grafo G € aciclico se G ndo possui ciclos.

Uy Us Vg

Vg %) U3

Figura 15 — Exemplo de grafo G € um caminho hamiltoniano destacado em negrito.
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Um subconjunto M de E é chamado de emparelhamento em G se seus elementos
forem arestas e nenhuma delas for adjacente em G. As duas extremidades de uma aresta em M
sdo ditas emparelhadas sob M. A Figura 16 apresenta um grafo G e um emparelhamento M

destacado em negrito.

Figura 16 — Exemplo de grafo G e um emparelhamento M destacado em negrito.

Uma arvore é um grafo conexo aciclico. Uma floresta é um grafo aciclico e todas as
suas componentes sdo arvores. Uma estrela com »n vértices € uma arvore com n — 1 folhas. Na
Figura 17 temos um exemplo de grafo estrela. O vértice restante é chamado de vértice central
da estrela. No caso da estrela ser constituida de apenas uma aresta, nés decidimos qual vértice
€ o central. Uma galaxia é um grafo cujas componentes conexas sdo estrelas (HAVET et al.,

2014).

Us

U3 Uy

Figura 17 — Exemplo de grafo estrela.

Uma arvore geradora de um grafo é um subgrafo que contém todos os vértices do

grafo original e € em si uma arvore (um grafo conexo aciclico). Na Figura 18 temos o exemplo
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de um grafo G e de uma arvore geradora de G. Uma arvore geradora linear é um tipo especial
de arvore geradora para um determinado grafo existe distribuicdo de pesos atribuidos a todas as
arestas de forma que a soma dos pesos das arestas incidentes em um vértice seja a mesma para
todos os vértices na arvore. Em outras palavras, a soma dos pesos das arestas ao redor de cada
vértice é constante. Por exemplo, se o peso da primeira aresta € a e a diferenca comum entre as
arestas consecutivas € d, entdo o peso da i—ésima aresta € a+ (i — 1)d. Uma floresta geradora

linear é um subgrafo gerador de um digrafo G, que é uma floresta linear.

Ve
/N
Uy Us

AN

Grafo G

3

U/6\U

Arvore Geradora de G

U1

Figura 18 — Exemplo de grafos G e uma arvore geradora do grafo G.

Se G possui exatamente uma componente, G € conexo; caso contrario G € desco-
nexo. O nimero de componentes de G é denotado por w(G). Um corte de vértice de G € um
subconjunto V' de V tal que G — V' é desconexo. Um Kk-corte de vértice é um corte de vértice
de k elementos. Um vértice v de G € um vértice de corte se E pode ser particionado em dois
subconjuntos ndo vazios E; e E, de forma que G[E,] e G[E,] tenham apenas o vértice v em
comum.

Um grafo conexo que ndo possui vértices de corte € denominado bloco. O bloco de
um grafo ¢ um subgrafo maximal que nao possui vértice de corte. Todo bloco com pelo menos

trés vértices € 2—conexo. Denotamos por b(G) o niimero de blocos do grafo G (LI; WU, 2021).
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Uma decomposicao em blocos de um grafo G é o conjunto de blocos de G (EKIM; EREY,

2014). Todo grafo é a unido de seus blocos, como é mostrado na Figura 19.

/N

N

PN //

N

Figura 19 — Exemplo de um grafo G bloco e seus
blocos.

Um subconjunto S de V' € um conjunto independente de G se nenhum par de
vértices de S sdo adjacentes em G. Um conjunto independente .S € maximo se G ndo tem
conjunto independente S” com |S’| > |.S|. Uma clique de um grafo simples G € um subconjunto
K de V tal que G[K] é completo. Um grafo bipartido é aquele cujo conjunto de vértices pode
ser particionado em dois subconjuntos X e Y, de modo que cada aresta tenha uma extremidade
em X e outra em Y; tal particdo (X,Y) é chamada de biparticao do grafo. O grafo definido
pelos vértices e arestas de um cubo apresentado na Figura 20 € bipartido;

Uy U3

Q O

O O

Uy )

Figura 20 — Exemplo de grafos G bipartido.

Um grafo bipartido completo ¢ um grafo bipartido simples com biparticdo (X,Y),

no qual cada vértice de X esta conectado a cada vértice de Y; se | X| =me |Y| = n, tal grafo é
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denotado por K, ,. O grafo apresentado na Figura 21 € o grafo bipartido completo Kj 5.

Uy Uy U3

Us Uy Vg

Figura 21 — Diagrama do K 3.

K € uma clique de G se e somente se K € um conjunto independente de G¢, assim 0s
dois conceitos sdo complementares. Um grafo split ¢ um grafo cujo conjunto de vértices pode
ser particionado em uma clique C e um conjunto independente / (HAMMER; SIMEONE, 1981).
Na Figura 22, vemos a clique apresentada na esquerda e o conjunto independente apresentado na

direita.

/

\D</

Figura 22 — Grafo split particionado em uma clique e em um conjunto independente.

Dois vértices sao ditos adjacentes se ambos incidem numa mesma aresta, assim
como duas arestas sio ditas adjacentes se ambas incidem num mesmo vértice. Duas arestas no
diagrama de um grafo podem se interceptar em um ponto que nao € um vértice. Grafos que
possuem um diagrama cujas arestas se interceptam somente em vértices sao denominados grafos
planares. Na Figura 21 temos um exemplo classico de um grafo néo planar, o K3 3. Contudo
um grafo pode ser planar e possuir algum diagrama que seja ndo plano.

Na Figura 23 temos um exemplo de duas representacdes de um mesmo grafo planar:
G é a representagdo plana e G’ é a representac¢io nio plana. Em G percebemos que nenhuma
aresta se intercepta com outra aresta, o contrario, porém, ocorre em G’ uma vez que a aresta v, 0,

interceptam—se com a aresta U10,.
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G G’
Uy Uy U1
U1
/ \
V) ——— U3 V) —— U3

Figura 23 —Exemplos de representacdes G e G’, onde G € a

2

representacdo planar e G’ € representagdo nao plana.

Dado um grafo planar G, pode-se definir outro grafo G* como: correspondente a
cada face f de G, existem vértices f* de G*, e correspondente a cada aresta e de G existem
arestas e™ de G*; dois vértices f* e g* sdo unidos por aresta e* em G* se e somente se as faces f
e g correspondentes a estes vértices sdo separadas por uma aresta e em G. O grafo G* é chamado

grafo dual de G. Um grafo plano e seu dual podem ser vistos na Figura 24.

G G’
Uy — Uy fl
S ()\
Hlf -
Uy 72 U3 ’ f2 — f3

Figura 24 — Exemplo de grafos G e G’, onde G ¢é o grafo original e G’ € seu dual.

Um grafo € dito periplanar quando possui uma imersao no plano tal que todos os
seus vértices pertencem a uma mesma face. Na Figura 25 € apresentado um exemplo de grafo

periplanar.

Figura 25 — Exemplo de grafo periplanar.

Uma rotulacao de um grafo € uma atribui¢do de um rétulo a um grafo ou a seus

componentes. Em Teoria dos Grafos, podemos rotular partes dos grafos (arestas e vértices) a
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fim de obedecer determinadas propriedades. Na Figura 26 temos um exemplo de um tipo de
rotulacao de grafos onde os rétulos utilizados sdo cores, tal rotulacdo é chamado de coloracgao
de grafos. Abordaremos algumas defini¢des e propriedades de coloracdo de grafos na préxima

secao.

—d

Figura 26 — Exemplo de rotulagdo de um grafo.

2.2 Coloracao de grafos

Os problemas em coloragdo de grafos que t€m recebido maior atencdo envolvem
coloragdo de vértices de um grafo. Nesse trabalho de conclusado de curso, abordaremos apenas
coloragao de vértices. Uma coloracao propria de um grafo G é uma atribuic¢do de cores aos
vértices de G, somente uma cor para cada vértice, de forma que vértices adjacentes sejam
coloridos com cores distintas (BONDY; MURTY., 2008).

De uma maneira mais formal uma coloragdo prépria de um grafo G € uma fungao
¢ : V(G) - N tal que c(u) # c(v) se u for adjacente a v em G. Se cada cor usada for uma dentre
k cores, entdo nds nos referimos a coloragdo propria como uma k-coloracdo. Numa k-coloracao
podemos entdo assumir que estritamente as cores 1,2,..., k estdo sendo usadas.

Um grafo G ¢ k-colorivel se existe uma coloracdo de G com um conjunto de k cores.
O menor inteiro positivo k para o qual G é k-colorivel € denominado niimero cromatico de G ¢
€ denotado por y(G). O niimero cromatico do grafo G € portanto o menor nimero de conjuntos
independentes em que V' (G) pode ser particionado.Um grafo G com niimero cromatico k é um
grafo k-cromatico. Portanto, se y(G) = k, entdo existe uma k-coloragdo de G mas ndo uma
(k —1)-coloracdo. Um grafo G € k-colorivel se e somente se y(G) < k. Todo grafo de ordem n é

n-colorivel.
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2.3 Coloraciao Backbone

Para inteiros positivos k € g, com g < k, uma (-backbone k-coloracao de um par
(G, H) € uma coloracdo propria c¢: V(G) — {1,2,3,...,k} tal que, para todo uv € E(H), nés
temos |c(u) — c(v)| > q. Se tal coloragao for possivel, dizemos entdo que (G, H) € q-backbone
k-colorivel. O nimero cromatico q-backbone de (G, H), BBCq(G, H), é o menor inteiro
positivo k tal que o grafo é g-backbone k-colorivel. Tomando o grafo G e o backbone H
apresentados na Figura 27 e a colorac¢do do par (G, H) com a configuracdo a seguir: c(vy) =1,
c(vy) =3, c(v3) =5, c(vy) =7, c(vs) = 3, perceba que temos uma coloracio 2-backbone, uma
vez que |c(u) —c(v)| > 2 para todo uv € E(H). Perceba também que € possivel utilizar menos
cores para colorir o par supracitado, vamos considerar a nova coloracdo com configuracao a
seguir: c¢(vy) =3, c(vy) =2, c(v3) =1, c(vy) =4, c(vs) = 1, observe que ainda obtemos uma
coloracdo 2-backbone, uma vez que |c(u) — c(v)| > 2 para todo uv € E(H), e que nao € possivel
colorir o par da Figura 27 com menos cores, logo BBC,(G, H) = 4. Caso quiséssemos dar uma

coloracdo 3-backbone ao par (G, H), basta atribuir cores de forma que para todo uv € E(H),

le(u) —c(v)| > 3.
U1 %)
U3/U4

G H (G, H)

U5 Uq Uy U5 Uy Uy U5

Figura 27 — Exemplo de uma coloracdo BBC sobre o par (G, H).

Similarmente, para inteiros positivos k e g, uma g-backbone k-coloracao circular
de um par (G, H) é uma coloracdo propria ¢ : V(G) — {1,2,3,...,k} tal que para todo vw €
E(H) temos k —q > |¢p(v) — p(w)| > q. Se tal coloragado existe, entdo dizemos que (G, H) é
circularmente g-backbone k-colorivel. O nimero cromatico g-backbone circular de (G, H),
CBC,(G, H), € o menor inteiro positivo k tal que o grafo € g-backbone k-colorivel (HAVET
et al.,2012). Tomando o grafo G e o backbone H apresentados na Figura 28 e a coloracdo do
par (G, H) cuja configuragdo se dd a seguir: c(v;) =3, c(vy) =2, c(v3) =7, c(vy) =5, perceba
que temos uma colorag@o 2-backbone circular, uma vez que k —gq > |¢p(v) — p(w)| > g é verdade

para todo vw € E(H). Perceba também que € possivel utilizar menos cores para colorir o par



29

supracitado, vamos considerar a nova coloracdo com configuracdo a seguir: c(v;) =1, c(v,) =2,
c(v3) =3, c(vy) =35, observe que ainda obtemos uma coloracdo 2-backbone circular,uma vez que
k—q > |¢p(v)—p(w)| > q é verdade para todo vw € E(H ), e que ndo & possivel colorir o par da

Figura 28 com menos cores, logo CBC,(G, H) = 5.
U, U ——U
W— U4 U3 U4

G H (G, H)

Uy ——— Uy U

U3 ——— Uy U3

Figura 28 — Exemplo de uma coloracdo C BC sobre o par (G, H).

2.4 Meétodo da Descarga

Essa secdo € baseada no trabalho de (SALAVATIPOUR, 2003). Nela apresentamos

o funcionamento do método da descarga estabelecido no referido trabalho e um exemplo prético.

2.4.1 Notagaes e definicoes

Seja IT uma classe de grafos planares e suponha que queremos provar que todo grafo
em II tem uma propriedade especifica P. NOs tomamos arbitrariamente um grafo G € [l e
atribuimos algumas cargas aos elementos de G (isto €, aos vértices, arestas ou faces). Usando a
Foérmula de Euler, |V |+ |F|—|E| =2, ndés mostramos que a carga total € um valor constante
para as cargas inicialmente atribuidas aos elementos de G. Entdo redistribuimos as cargas de
acordo com algumas regras de descarregamento que nds definimos, enquanto preservamos a
carga total. Ap0s a fase de descarregamento descrita anteriormente, mostramos que ou a carga
total esta diferente (o que € impossivel) ou G possui alguma estrutura especifica que implica a
propriedade P.

Geralmente, n6s provamos que estruturas especificas implicam uma propriedade P
antes de aplicar o Método da Descarga. A forma mais comum de fazer isso € comecar a prova

por contradi¢@o, assumindo que existem grafos em II que nao satisfazem a propriedade em P.

Exemplo 1 (SALAVATIPOUR, 2003) Todo grafo planar simples G = (V , E) tem um vértice de

grau no mdximo 5.
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Demonstragdo. Tome G um grafo plano. Seja F o conjunto de faces de G. Para todo vértice
v € V com grau d(v), atribuimos d(v) — 6 unidades de carga e para cada face f € F com
tamanho | £, atribuimos 2| f | — 6 unidades de carga. Note queem 2| E| =)}, .}, d(v) = ZfeF |f].
Assim, utilizando a Férmula de Euler, a carga total é: ), _, (d(v) —6)+ Y, rerlf1=6) =
2|E|—-6|V|+4|E|—-6]|F|=6(|E|—|V|—|F|)=—12. Como o grafo é simples, toda face tem
tamanho pelo menos 3. Assim, todas as faces contribuem para a carga total com uma carga
nado-negativa. Dessa forma, uma vez que a carga total € negativa, deve existir pelo menos um
vértice com carga negativa. Portanto, para algum vértice v : d(v) —6 < 0. Entdo d(v) <5, como

queriamos.
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3 TRABALHOS RELACIONADOS

Esse capitulo apresentard, de forma breve, alguns resultados a respeito do problema
de Coloragao Backbone publicados até o ano de 2016. As secOes a seguir sdo organizadas de

acordo com o tipo de resultado analisado, do resultado mais geral ao resultado mais especifico.

3.1 Resultados gerais

Em (HAVET et al., 2012), trés limites gerais sdo apresentados para BBC e CBC,
para qualquer par (G, H) e um inteiro g > 2. O primeiro descreve que a seguinte desigualdade
¢ valida: g- y(H)—(q—1)=BBC,(H,H) < BBC/(G,H) < BBC/(G,G)=q- y(G)—(g—1).
Esse Teorema € consequéncia direta da definicdo de coloracdo backbone. O segundo limite geral
descreve que a desigualdade a seguir € valida: BBC,(G, H)X(y(G)+q-2)y(H)—(q—2).
Além disso, para g > 4 o limite superior € apertado.

Por fim, a respeito do parametro C BC temos que para qualquer grafo H C G tal que
2< y(H) L y(G)e g > 2 aseguinte desigualdade € valida: CBCq(G, H)<(y(G)+q-2):- y(H).
Um resultado interessante também foi provado por (HAVET et al., 2012) no qual sendo H um

subgrafo gerador conexo de G, entdo C BCq(G, H) =24 se, e somente se, G ¢ bipartido.

3.2 Floresta Backbone

Em (BU et al., 2013) foi provado que para quaisquer k e £ inteiros positivos, existem
um grafo G com cintura maior que £ ¢ y(G) = k e uma floresta geradora T' de G tal que
BBC,(G,T)=2k—1. Podemos dar um destaque a esse resultado, visto que ele prové informagao
adicional a dada por (BROERSMA et al., 2007). Nao existe apenas um grafo G com um backbone
de arvore tal que BBC,(G,T) =2 y(G) — 1. Existe uma infinidade de grafos para os quais essa
igualdade € vélida, mesmo com a propriedade adicional de que esses grafos tenham uma cintura
larga (CEZAR, 2016).

Bu et al. estudaram a coloracao de grafos livres de ciclos especiais, ou seja, grafos
sem ciclos especiais como subgrafo induzido. Os autores mostraram que 0 BBC,(G,T) < 4 para
diferentes estruturas de G, onde G € planar e livre de ciclos especiais. Em (BU; ZHANG, 2011),
O resultado foi mostrado para G sendo um grafo sem ciclos C,. Em (BU; LI, 2011) foi mostrado
com G sendo um grafo sem ciclos Cg tal que nenhum par de ciclos C; compartilhem uma aresta

e para G sendo um grafo sem ciclos C; tal que nenhum par de ciclos C; compartilhem uma
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aresta. Em (BU; BAO, 2015) o resultado foi obtido para G sendo um grafo sem ciclos Cy tal que
nenhum par de ciclos C, compartilhem uma aresta e para G sendo um grafo sem ciclos Cj tal
que nenhum par de ciclos C, compartilhem uma aresta.

Para obter os resultados cujo o valor fosse BBC,(G,T) < 4, os autores recorreram a
provas por contradi¢do. Foi suposta a existéncia de uma estrutura G denominada contraexemplo
minimal que € o menor grafo em que BBC,(G,T) <4 ndo € verdade. Pelo fato de G supostamente
ser o menor contraexemplo possivel para esses resultados, temos que o y(G) > 5. A partir das
prerrogativas dessa estrutura foram feitas basicamente trés afirmacdes:

Afirmacgdo 1. G ndo contém uma folha

Afirmacao 2. G ndo contém um 2-vértice

Afirmacdo 3. Um 3-vértice é um vértice de corte, e G — u tem precisamente duas
componentes.

As provas dessas afirmagdes sao obtidas por contradicdo. Supde-se por contradicao
que BBC,(G,T) <4 ndo € verdade e que existe um grafo G que seja contraexemplo do teorema,
de forma que o tamanho de G seja o menor possivel. Na Afirmacdo 1 € feita a remocao de uma
folha do grafo G, dando origem a um grafo G*. Pela minimalidade de G existe uma arvore
geradora T* de G*, tal que (G*,T*) tem uma coloracdo onde BBC,(G,T) > 4. SejaT a unido de
T* com a folha removida, entdo T é uma arvore geradora de G. E entio feita uma coloracgdo da
estrutura, de forma que seja uma coloracdo onde BBC,(G,T') > 4, alcangando assim a contradi¢do
desejada. As Afirmacoes 2 e 3 sdo realizadas de forma semelhante, mudando apenas a estrutura
que € removida do grafo G: uma aresta uv na Afirmagado 2 e um vértice u na Afirmag¢do 3. Em
todos os casos o autor encontra a contradi¢io mostrando que € possivel colorir a estrutura que
supostamente deveria ser um contraexemplo, concluindo entdo que tal contraexemplo ndo existe.
Para finalizar a prova do teorema, € utilizado o Método da Descarga. As regras de descarga sao
pensadas de forma que a estrutura envie cargas de quem tem mais carga para quem tem menos
carga.

Para grandes valores de g, (HAVET et al., 2014) também provaram que se G € um
grafo planar e H ¢ uma floresta em G, entdo BBC (G, H) < g+ 6 ¢ mostraram que para q > 4
essa desigualdade € apertada. Por outro lado, eles conjecturaram que se g = 3, essa desigualdade
ndo € apertada.

(BROERSMA et al., 2007) também provaram dois resultados sobre complexidade,

mostrando que, dado um inteiro £, os seguintes resultados sao validos:
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Teorema 3.2.1 Decidir se BBC,(G,T) < ¢ é resolvido em tempo polinomial, para qualquer

¢ <4, onde T é uma drvore geradora de G.

Teorema 3.2.2 Decidir se BBC,(G, P) < ¢ é N P—completo, para qualquer ¢ > 5, onde P é

um caminho hamiltoniano de G.

(HAVET et al., 2012) estudaram a complexidade para alguns problemas de decisdo a

respeito de grafos com arvores como backbone. O seguinte resultado vale:

Teorema 3.2.3 e Decidir se BBC,(G,T) <5 é um problema N P—completo, onde T é uma
drvore geradora de G.
e Decidir se BBC,(G,T) < q+5 é um problema N P—completo, para qualquer q > 5, onde

T é uma drvore geradora de G.

3.3 Constelacao Backbone

Nesta subse¢do, consideraremos casos onde o backbone ¢ uma constelacao, também
chamado de floresta de estrelas. Dado um inteiro positivo k € um inteiro ¢q tal que g > 2, (BRO-
ERSMA et al., 2007) definiram o parametro Sq(k) como o maior valor possivel de BBCq(G, S)
para qualquer grafo G tal que y(G) = k e qualquer constelagdo S subgrafo de G.

q+1, sek =2;

[%k]+q—2, se3<k<2q-3;

k+2q-2, se2g—1 <k <2qonde g =2;

Sy(k) =3 (3.1)
k+2q-2, se2q—2<k<2g—1ondeq>3;

2k—1, se k =2q onde g > 3;

2k—L§J, sek>2q+1.

\

Curiosamente, em outro artigo, (BROERSMA et al., 2009) mostraram que para

grafos split G com nimero cromatico y(G) = k, temos:

k+gq, sek=3eqg>2ouk>4eq=2;
BBC,(G,S) < (3.2)

k+qg—1, em outros casos.
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Os quais sdo limites superiores bastante bons para g-coloracao backbone de (G, .S),
pois ndo sao tao distantes do valor y(G).

Em relacdo aos resultados de complexidade, (BROERSMA et al., 2009) também
provaram que, para um grafo G e constelag@o S, determinar se BBC,(G,S) < ¢ € um problema
que pode ser resolvido em tempo polinomial para £ < g+ 2, e um problema N P-completo se
£>q+2.

Em seus estudos, (HAVET et al., 2012) trabalhou com estrelas com graus limitados.

Alguns dos resultados que eles alcancaram sdo:

Teorema 3.3.1 Dado um grafo planar G e uma constelacdo S com grau mdximo 3, decidir se

BBC,(G,S) < q+3 é um problema N P-completo.

Teorema 3.3.2 Dado um grafo planar G e uma constelacdo S com grau mdximo 2, decidir se

BBC,(G,S) <5 éum problema N P-completo.

3.4 Emparelhamento Backbone

Nesta subsecdo apresentaremos alguns resultados em que arestas do backbone formam
um emparelhamento. Dado um inteiro positivo k € um inteiro q tal que ¢ > 2, (BROERSMA et
al., 2007) definiram o parametro M (k) como o maior valor possivel BBC (G, M) para qualquer
grafo G tal que y(G) = k e qualquer emparelhamento M de G. A respeito desse parametro eles

mostraram que:

k+q—1, se2<k<gq;
2k -2, seq+1<k<2g;
2k+3, sek=2q+1;
M (k) =1 (3.3)
2tq, se k=t(q+1) onde t > 2;

2tg+2c—1, k=t(q+1)+c0ndet2261§cg%;

2tq+2c -2, k=t(g+1)+c ondetZZC% <c<q.

-

Eles também estudaram casos onde G € um grafo split com y(G) = k, o que resultou
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em :
k+1, sek24eq§min{§,k3i};
k+2, sek=9ouk>11ed <g<[3kl;

BBC (G, M) =1 (3.4)
[%k] +4q, sek=3,57eq> [%k];
[%k]+q+1, sek=4,60uk28eqz[%k]+1.

(MISKUEF et al., 2010) estudaram as propriedades de grafos com graus limitados.

Em seus trabalhos , os seguintes resultados foram mostrados:

Teorema 3.4.1 Seja M um emparelhamento em um grafo G. Se G é um ciclo C,, entdo

BBC,(G, M) =3. Além disso, se G = K,, para algum n > 3, entdo BBC,(G, M) = n.

Teorema 3.4.2 Seja G um grafo com grau mdximo A. Se M é um emparelhamento em G, entdo

BBC,(G,M)<A+1.

Em (MISKUF et al., 2010) também foi encontrado um erro de demonstracdo que
posteriormente foi corrigido e publicado no trabalho de (ARAUJO et al., 2019). A respeito de
resultados de complexidade, em (BROERSMA et al., 2003), € mostrado que:

Teorema 3.4.3 Seja M um emparelhamento perfeito de um grafo planar G. Decidir se BBC,(G, M) <

¢, para € <3 é um problema polinomial. Para ¢ > 4 é um problema N P—completo.

(HAVET et al., 2012) também estudaram alguns resultados de complexidade referen-
tes a emparelhamentos backbone, tanto em Coloracdo Backbone tradicional (BBC), quanto em

Coloracao Backbone Circular (C BC). Abaixo temos alguns resultados alcangados por eles:

Teorema 3.4.4 Seja M um emparelhamento perfeito de um grafo G.
e Decidir se BBC (G, M) < q+?2 é um problema N P—completo.
e Decidir se CBC,(G, M) <4 é um problema N P—completo.
e Decidir se CBC,(G, M) <5 é um problema N P—completo.

Durante a pesquisa também foram encontrados alguns trabalhos que, embora nao
tenhamos dissertado sobre, se relacionam indiretamente com o tema do presente trabalho. Os

trabalhos estardo listados a seguir:



1. On list backbone coloring of graphs (PIMPASALEE; NAKPRASIT, 2018);
2. Strengthening strong immersions with Kempe chains (GIBSON, 2018)
3. Steinberg-like theorems for backbone colouring (ARAUJO et al., 2015)

36
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4 RESULTADOS RELACIONADOS A BACKBONE COLORING (BBC)

Nesse capitulo faremos uma breve exposicao de alguns resultados recentes encon-
trados na literatura sobre Coloragdo Backbone (BBC). Na Secdo 4.1 apresentamos o trabalho
Backbone Coloring for Triangle-free Planar Graphs, cujo foco principal € provar que se G é um
grafo planar, conexo e livre de tridngulo ou G € um grafo conexo com mad(G) < 3, entdo existe
uma arvore geradora T" de G, tal que BBC,(G,T) < 4. Na Secdo 4.2 apresentamos o trabalho
Determining number of coloring A-backbone on split graph cujo objetivo principal € apresentar os
passos para determinar uma coloragdo A-backbone num grafo split. Na Secao 4.3 apresentamos
o trabalho Coloragdo 2-backbone de grafos periplanares com um emparelhamento backbone,
cujo objetivo principal € mostrar que para um grafo G periplanar e H um emparelhamento em G,

mostramos que € sempre possivel encontrar uma 4-coloragdo 2-backbone de (G, H).

4.1 Coloracao Backbone para Grafos Planares Livres de Triangulo

Nesta se¢do abordaremos o trabalho Backbone Coloring for Triangle-free Planar
Graphs (BU; ZHANG, 2017). Neste capitulo € provado que se G € um grafo planar livre de

triangulo, entdo existe arvore geradora T' de G tal que y,(G,T) < 4.

Proposicao 4.1.1 Seja f uma k-coloragdo propria de um grafo G usando o conjunto de cores
C ={1,2,...,k}. A partir de f podemos definir uma nova coloracdo f' de G do seguinte modo:
f'(v) = (k+1)= f(v) para cada vértice v € V (G). Néo é dificil mostrar que f' também é uma
k-coloragdo prépria de G com o mesmo conjunto de cores C. Chamamos ' de coloracdo

simétrica de f e vice versa (BROERSMA et al., 2003).

Proposicao 4.1.2 Seja G um grafo conexo, ndo bipartido e H um subgrafo gerador de G. Entdo

BBC,(G,H) > 4.

Teorema 4.1.3 Seja G um grafo planar, conexo e livre de tridngulo, entdo existe uma drvore

geradora T de G tal que BBC,(G,T) < 4.

Para concluir o Colorario 4.1.5 (apresentado no fim desta Se¢@o), os autores utilizaram
a Proposicao 4.1.2 e o Teorema 4.1.3 como ferramentas fundamentais para a prova. Para a
realizacdo da prova do Teorema 4.1.3, os autores recorreram a provas por contradicdo. Foi

suposta a existéncia de uma estrutura G’ denominada contraexemplo minimal que é o menor
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grafo, ou seja 6(G’) = |V'| + | E| menor possivel, tal que a propriedade apresentada no Teorema
4.1.3 nao € verdade.

A partir das prerrogativas dessa estrutura foram feitas trés afirmagoes: G’ ndo con-
tém uma folha, G’ ndo contém um 2-vértice e 3-vértice u é um vértice de corte € G’ —u tem
precisamente duas componentes conexas (Afirmagdo 4.1.4). Para outros grafos G’ com estruturas
diferentes das estruturas das afirmacdes, a prova € realizada utilizado o Método da Descarga. As
regras de descarga sdo pensadas de forma que a estrutura envie cargas de quem tem mais carga
para quem tem menos carga. Dentre as afirmacdes supracitadas, neste trabalho apresentaremos

somente a prova da Afirmacao 4.1.4.

Afirmacao 4.1.4 3-vértice u é um vértice de corte e G' —u tem precisamente duas componentes
p p

conexas.

Assim, tome G* = G’ —u. Suponha por contradi¢do que u ndo é vértice de corte,
ou seja, G* é conexo. Temos que 6(G*) < 6(G’). Pela minimalidade de G’, existe arvore
geradora T* de G* tal que (G*,T*) possui uma coloracdo backbone f que pode ser realizada
com até 4 cores. Definimos T, = T*Ue;, i = {1,2,3}. Claramente, T; € uma arvore geradora
de G’. Tomando x,y e z como os vizinhos de u (Figura 29), vamos colorir u com uma cor em
{1,2,3,4}\ { f(x), f(»), f(2)}, tal que as cores atribuidas a u e a um dos vértices {x, y, z} diferem
em pelo menos 2. Sem perda de generalidade, assumimos que | f () — f(x)| > 2, entdo obtemos
uma 4-coloragdo backbone do par (G’,T)), onde T, é a arvore que contém a aresta e¢;. Essa

contradi¢@o prova que um 3-vértice u € um vértice de corte.

z
-
e U _e

7N
y

X

Figura 29 — 3—vértice u

A seguir provaremos que G’ — u tem precisamente duas componentes conexas. Supo-
nha por contradi¢do que G’ —u tenha mais de duas componentes, uma vez que u € vértice de corte,
como apresentado na Figura 29. Tome G/, G e G} sendo trés componentes conexas de G' —u,
onde G; contém x, G; contém y e Gg contém z. Parai € {1,2,3}, existe arvore geradora T de Glf

tal que (Gl{ ,T;) tem uma colorag@o backbone f;, utilizando 4 cores, pela minimalidade de G’. Seja
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T =T,UT,UT;U{e;,e,,e3}, a arvore geradora de G’. Assuma f,(x) € {1,2}, f,(») € {1,2} ¢
f3(z) € {1,2}, caso contrario consideramos a coloracdo simétrica de f;, i € {1,2,3}. Colorimos
u com a cor 4 para obter uma 4-colora¢do backbone de (G’,T). Alcangamos a contradigdo.

Por fim, derivaremos uma contradi¢do para completar a prova. Sera feita por meio
do método da descarga no qual as estruturas acima sao empregadas. A seguir, definimos a fung¢ao
de carga inicial ch em V' U F tomando ch(x) = d(x)—4 para x € V' U F. Entao:

2 ch(x) = Z (d(x)—4) (4.1)

x€VUF x€VUF

Aplicando a férmula de Euler |V'| — | E| + | F| = 2 na fun¢do de carga temos:

Y [dx)-4)=-8 4.2)

xeVUF

Uma vez que o método de descarga preserva a carga total de G’, se pudermos definir
regras de descarga adequadas para mudar a fungdo de carga inicial para uma fungdo de carga final
ch’ em V UF tal que ch’(x) > 0 para todo x € V' U F, entdo obtemos uma contradi¢do 6bvia:

0< Z ch'(x) = Z ch(x) = —8 (4.3)

xeVUF xeVUF

O que completa a nossa prova.

Para x,y € V' U F, iremos usar 7(x — y) para representar a soma dos pesos enviados
de x para y. Agora, vamos introduzir as regras de descarga necessérias do seguinte modo:

(R) Para cada face f = [v,0;...v4()] com d(f) > 5, enviaremos ch(f)/d(f)de f
parav;, i = {1,2,...d(f)}.

O resto dessa sec¢do é devotada a verificar se ch’(x) > 0 para todo x € V' U F. Primei-
ramente note que as regras de descarga descritas acima foram projetadas de forma que ch’(x) >0
para todo x € F(faces de tamanho 4 possuem carga zero e ndo enviam carga) e ch’(x) > 0 para
todo 4™ -vértices x € V. Pelas afirmag¢des de que G’ ndo contém uma folha e G’ ndo contém um
2—vértice, precisamos apenas verificar se ch’(x) > 0 para todo 3-vértice em G.

Tome d(x) = 3. Pela Afirmacdo 4.1.4, x € um vértice de corte € G — x tem precisa-
mente duas componentes conexas. Toda face f, por ser livre de tridngulo, possui carga pelo
menos 0 e como ela divide carga entre seus vértices, ndo fica negativa, portanto, ch’(f) > 0.
Note que x aparece duas vezes na face mais externa denotada por f/ de G e que temos d(v) > 3
para todo v € V(G) . Como G é livre de tridngulo temos que d(f”) > 10.

Temos:

d(f)-4 5 10-4
aifH "7 10

T(x = y) = -2=g>1 (4.4)
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De modo que ch’(v) >3—-4+1=0. Isso completa a prova do Teorema 4.1.3.

Combinando o Teorema 4.1.3 e a Proposi¢do 4.1.2, temos o seguinte.

Corolario 4.1.5 Se G é um grafo conexo, ndo bipartido e livre de tridngulo, entdo existe uma

drvore geradora T de G tal que BBC,(G,T) = 4.

O trabalho também apresenta um resultado (Teorema 4.1.6) sobre mad de um grafo.

O mad (maximum average degree) de um grafo G (mad(G)) € definido por:

mad(G) = lggécﬁlE(H)l/lV(H)l}-

Teorema 4.1.6 Se G é um grafo com mad(G) < 3, entdo existe uma drvore geradora T de G tal

que BBC,(G,T) < 4.

Para alcancarem o segundo resultado desejado no trabalho (Coroléario 4.1.7) os autores
utilizaram a Proposi¢do 4.1.2 e o Teorema 4.1.6 como ferramentas fundamentais para a prova. A
prova do Teorema 4.1.6 € andloga a prova do Teorema 4.1.3, de forma que os autores recorreram a
provas por contradi¢cao onde foi suposta a existéncia de uma estrutura denominada contraexemplo
minimal que é o menor grafo, ou seja 6(G) = |V'| + | E| menor possivel, tal que o Teorema 4.1.6
ndo € verdade. A partir das prerrogativas dessa estrutura foram feitas afirmacdes andlogas as do
Teorema 4.1.3. Ao fim € realizada a combinacao do Teorema 4.1.6 com a Proposi¢ao 4.1.2 que

resulta no colorério a seguir:

Corolario 4.1.7 Se G é um grafo conexo, ndo bipartido com mad(G) < 3, entdo existe uma

drvore geradora T de G tal que BBC,(G,T) < 4.

4.2 Determinando niimeros de coloraciao g-Backbone em um grafo split

Nesta se¢@o abordaremos o trabalho Determining numbers of coloring A-backbone
on split graph (TSULUTSYA et al., 2020). Em uma g-backbone k-coloracio de um par (G, H)
temos uma coloragdo prépria c: V(G) — {1,2,3,...,k} tal que, para todo uv € E(H ), nés temos
|c(u) — c(v)| > q. No trabalho apresentado nesta se¢do, tomaremos o valor 4 como g . Este
trabalho apresenta o processo ou os passos para determinar o nimero de uma coloracio g-
backbone em um grafo split. Quanto aos passos temos o seguinte: considere a estrutura de grafos

split, pegue um exemplo de subgrafo gerador (backbone) do grafo split que contenha uma clique e
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um caminho hamiltoniano e faga uma coloracio de vértices do backbone (caminho hamiltoniano)
do grafo split. A seguir detalharemos cada ponto do passo a passo aplicado a um exemplo.

A. Grafos split

Um grafo split € um grafo G cujos vértices podem ser particionados em uma clique e
um conjunto independente. Os grafos split fazem parte da classe de grafos perfeitos, portanto um

grafo split satisfaz y(G) = w(G). Na Figura 30 temos um exemplo de grafo split.

Uy Ug Vg
Uy Us Ve \
> Uy
Uy /Us —

Figura 30 — Grafo split.

A Figura 31 representa grafo split da Figura 30 com K5 destacado, as linhas em negrito
indicam a clique K5 e o conjunto de vértices {v;, 03,07, 09} representa o conjunto independente

do grafo split em questao.

Uy US U9

L

Uy U3

Figura 31 — Grafo split com K destacado.

B. Caminho hamiltoniano como Backbone

No proximo passo o autor dd um exemplo de subgrafo gerador (backbone) do grafo
split da Figura 30, onde este grafo contém um K5 (mostrado na Figura 31) e um caminho
hamiltoniano. Em seguida o autor determinard o caminho hamiltoniano do grafo split.

Na Figura 32, a linha espessa mostra o caminho hamiltoniano a partir de um grafo
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split, visto que o caminho formado pelos vértices da linha destacada é um caminho aberto que

passa por cada vértice exatamente uma vez e nao retorna ao vértice original.

U7 v

8 Ug
U1 Us 06\

\ ,

—

02/1)

/

3

Figura 32 — Caminho hamiltoniano do grafo split.

C. Coloracao g-Backbone num grafo split

Neste passo daremos uma coloracao aos vértices do grafo split. Como foi supracitado,
o backbone trabalhado consiste em um caminho hamiltoniano em um grafo split. Tomando o
grafo split da Figura 31 como P, temos que o fato de y(P) =5 € ditado por P possuir uma clique
de tamanho 5, uma vez que cliques sdo grafos perfeitos e obedecem a propriedade y(G) = w(G),

logo P necessitaria exatamente 5 cores para colorir o grafo. A Figura 33 ilustra uma 5-colorag¢ao

do grafo P.

Figura 33 — Coloracdo de vértices do grafo split considerando o caminho hamiltoniano.

Com base na discussiao, pode-se concluir que para determinar a colora¢do g-Backbone

obtivemos as etapas a seguir:
1. Escolhemos um grafo split.

2. Pegamos um exemplo de subgrafo gerador (backbone) do grafo split que contenha

uma clique e um caminho hamiltoniano.
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3. Damos uma coloracao de vértices ao backbone do grafo split (caminho hamil-
toniano). Com base no etapas acima, a construcdo do grafo split requer clique e conjunto
independente, visto que um grafo split € formado por ambos. Note que |c(v) — c(u)| > 2, para
todo par de vértices do caminho hamiltoniano, o que mostra que a coloracdo apresentada obedece

as propriedades de uma coloragdo g-backbone.

4.3 Coloracao 2-backbone de grafos periplanares com um emparelhamento backbone

Nesta secdo abordaremos o trabalho Coloragdo 2-backbone de grafos periplanares
com um emparelhamento backbone (ARAUJO et al., 2017). Nesse trabalho é mostrado que dado
G um grafo periplanar e H um emparelhamento em G, BBC,(G, H) < 4. Também ¢é mostrado
que o limitante € apertado, isto €, existem grafos G e H tais que BBC,(G,H) =4. A seguir
apresentaremos algumas definicdes importantes para o entendimento do trabalho.

Dado um par (G, H), um subpar (G, H') de (G, H), escrevemos (G', H') C (G, H),
é um par tal que G’ C G e H' C H. Além disso, se (G’, H') é um subpar de (G, H) com H' ¢ H
ou G’ € G, dizemos que (G’, H") é um subpar préprio de (G, H). Dado um par (G, H), um
subgrafo G’ C G e uma coloragédo ¢ do subpar (G’, H"), onde H' = H[V (G’)], definimos, para

cadau € V(G)\ V(G"), o conjunto das cores disponiveis para u em ¢ como:

Ay) = I, \{(@(Ng()U{[pW)]|v € Ng:(u)}}

Ay(u) seleciona o conjunto de cores disponiveis da seguinte forma: sendo I, o
conjunto com todas as cores, ele exclui do conjunto I, tanto as cores presentes na vizinhanga do
vértice u em G’, quanto as cores presentes na vizinhanga do vértice u em H’.

Um par (G, H) é dito (k, q)—minimal se BBC, (G, H) > k, mas BBC,(G',H') < k
para todo subpar préprio (G’, H') de (G, H).

Os focos principais do trabalho a ser apresentado nesta se¢do sdo as Proposicoes
4.3.3 € 4.3.4 as quais apresentam limites BBC,(G, M) quando G € um grafo periplanare M é
um emparelhamento de G. Na Proposi¢ao 4.3.3 € mostrado que sendo G' um grafo periplanar e
M um emparelhamento backbone de G, o BBC,(G, M) < 4. Na Proposi¢do 4.3.4 é mostrado
que esse limitante € apertado, sendo o valor do BBC,(G, M) = 4. Para obterem os resultados
principais descritos nas Proposicdes 4.3.3 e 4.3.4, os autores utilizam os Lemas 4.3.1 ¢ 4.3.2

como ferramentas auxiliares nas provas.
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Lema 4.3.1 Se (G, H) é um par (k,2)-minimal, entdo G é conexo.

Demonstragdo: Supomos, por contradicao, que G nao seja conexo. Assim, tomemos C C V(G)
sendo uma componente conexa de G. Podemos observar pela defini¢ao de (k, g)—minimalidade
que (G, H)-C e (G, H)[C] admitem k-colora¢des 2-backbone ¢ e ¢’ respectivamente. Combi-
nando ¢ e ¢’, obtemos uma k-coloragdo 2-backbone de (G, H), contradizendo a (k, 2)—minimalidade

de (G, H) onde temos que BBC,(G, H) > k.

Lema 4.3.2 Seja (G, M) um par onde M é um emparelhamento backbone de G. Se (G, M) é
(4,2)-minimal, entdo 6(G) > 2 e, além disso se d;(v) = 2, entdo existe um vértice w € V (G) tal

que dg(w) >4 evw e M.

Demonstracdo: Pelo Lema 4.3.1, G deve ser conexo. Observe que se 6(G) < 2, entdo ndo existe
a possibilidade de existir um vértice isolado. Dessa forma podemos perceber que ou G possui
apenas um unico vértice ou G possui exatamente um par de vértices que sdo adjacentes entre
si, u e v. Sendo assim, de qualquer forma, é sempre possivel encontrar uma 3—coloragdo 2-
backbone em (G, M), contradizendo a (4,2)-minimalidade de (G, M). Observe que uma vez que
|c(u) — c(v) > 2|, precisamos de uma 3-coloracio 2-backbone. Podemos perceber entdo que caso
exista vértice de grau O ou 1, podemos sempre tomar 3-colorag@o 2-backbone para o par (G, M),
logo 6(G) > 2. Nos paragrafos seguintes mostraremos que se d(v) = 2, v possui um vizinho u no
emparelhamento M e que d(u) > 4.

A seguir mostraremos que se d;(v) = 2, para algum vértice v € V(G), entdo existe
um vértice u € V(G) tal que uv € M. Suponha por contradicdo que existe v € V(G) tal que
dg(v) =2, v € vizinho de dois vértices u € w e que v ndo é extremidade de nenhuma aresta em
M. Ao removermos v e tentarmos colorir (G, M) — v, percebemos que conseguimos colorir
com 4 cores, visto que (G, M) é (4,2)-minimal. Ao colocarmos v novamente em (G, M) — v,
existem duas possibilidades: ou v estd presente no emparelhamento M ou v ndo estad. Pode-
mos perceber também que existem pelo menos duas cores disponiveis para colorir o vértice
v: {1,2,3,4}\{¢pu),p(w)}. Caso v ndo esteja no emparelhamento, € sempre possivel colorir
(G, M) com 4 cores, o que contradiz sua (4,2)-minimalidade, entdo necessariamente, sem perda
de generalidade, uv € M.

Mostremos entdo, que dg(u) > 4. Suponha por contradi¢do que d;(u) < 3. Dado
que (G, M) é (4,2)-minimal, tome uma 4-coloragdo 2-backbone ¢’ sobre (G —u— v, M —uv).

Como sabemos que d;(v) =2 e que u e v foram desconsiderados para a coloragéo ¢’, percebemos
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que para colorir o vértice v temos pelo menos 3 cores disponiveis. De forma semelhante, como
d;(u) <3, vemos que ha em ¢’ pelo menos 2 cores disponiveis para colorir o vértice u. Dessa
forma conseguimos estender esta 4-coloracao 2-backbone para u e v, alcangcando uma contradicao.
Observe que u ndo possui outro vizinho em M diferente de v e vice versa. Sendo assim, quando
o grau do vértice v € 2 e ele deve ter um vizinho u no emparelhamento com d(u) > 4.

Os Lemas 4.3.1 e 4.3.2 sdo auxiliares para o resultado principal desta secao (Pro-
posicdo 4.3.3). O resultado principal, bem como a demonstracao desta proposi¢ao podem ser
encontrados em (ARAUJO et al., 2017). A Proposicao 4.3.4 mostra que o limite apresentado na
Proposi¢ao 4.3.3 € apertado, demonstrando que existe grafo periplanar G e emparelhamento M

de G tal que BBC,(G, M) =4.

Proposicao 4.3.3 Se G é um grafo periplanar e M é um emparelhamento backbone de G, entdo:

BBC,(G,M) <4,

Proposicao 4.3.4 Existe grafo periplanar G e emparelhamento M de G tal que

BBC(G,M) =4,

Figura 34 —Exemplo em que BBC,(G, M) =4.

Demonstrag¢ao: Considere o par (G, M) como na Figura 34, onde V (G) = {u, v, x,w},
E(G) = {uv,vx,xw,wu,ux} e E(M) = {wu,vx}. Observe que pelo menos 3 cores sao necessa-
rias em uma coloragdo 2—backbone de (G, M), uma vez que E(M) # (. Contudo em nenhum
caso utilizando 3 cores conseguimos uma coloracdo 2—backbone de (G, M).

Para fins de ilustragdo, tome o caso em que c(w) = c¢(v) = 1. Como uw € E(M),
entdo c(u) > 3. Como vx € E(M), entdo c(x) > 3. Por fim, como ux € E(G), € necessario que

c(u) # c(x), de forma que uma quarta cor se torna necessaria para colorir o par (G, M).
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S RESULTADOS RELACIONADOS A CIRCULAR BACKBONE COLORING (CBC)

Este capitulo € devotado a apresentar os resultados mais recentes encontrados na
literatura sobre Coloracdo Backbone Circular (CBC). Na Sec¢do 5.1 apresentamos o trabalho
Backbone Coloring of Graphs with Galaxy Backbones, cujo foco principal € provar que se G € um
grafo 3—cromatico e F € uma galaxia, entdo CBC,(G, F) <2q+2. Na Se¢do 5.2 apresentamos
o trabalho Circular Backbone Colorings: on matching and tree backbones of planar graphs cujo
objetivo principal € provar que se G € um grafo planar, livre de C, e H é uma floresta geradora

linear de G, entdo CBC,(G,H) < 7.

5.1 Coloracao Backbone de grafos com Galaxias Backbone

Nesta secdo abordaremos o trabalho (ARAUJO et al., 2019). Neste trabalho, primeira-
mente € provado que se G € um grafo 3-cromatico e F' € uma galaxia, entdo CBC, (G, F) <2q+2.
Em seguida € provado que CBC3(G, M) <7e CBC (G, M) < 2q para todo g > 4, sempre que
M é um emparelhamento de um grafo planar G. Além disso, os autores discutem que ambos
os limites sdo apertados. Também é provado que BBC,(G, M) pode ser computado em tempo
polinomial, sempre que G for um grafo periplanar com emparelhamento backbone M. Por fim,
€ mostrado um erro na prova de que BBC,(G, M) < A(G)+ 1, para qualquer emparelhamento
arbitrario M de um grafo G (MISKUEF et al., 2010) e ainda foi apresentado como conserta-la.

Nosso foco principal serd o primeiro resultado do artigo apresentado no teorema a seguir.
Teorema 5.1.1 Se G é um grafo 3-cromdtico e F ¢é uma galdxia, entdo CBC (G, F) <2q+2.

Demonstragdo: Sejac : V(G) — {1,2,3} uma 3—coloracdo de G. Definimos L; =
{veV(G)|c(v)=iedp(v)=1}eparacadav € L;, suponha v como o vértice tal que vv € E(F).
Note que para v € L;, € necessario que dp(v) = 1. Agora definimos uma coloragdo circular
g—backbone ¢’ : V(G) - {1,2,...,2q+2} como a seguir:

(i) Se v € ¢~1(1), entdo ¢/ (v) = 1.

(i) Se v € c~1(2), entdo

-

q+1, sevelyec(v)=1

') =42q +2, sev€ L,ec(v)=3

q+ 3, caso contrario
.
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(iii) Se v € ¢~1(3), entdio

2, seveljec(v)=2
c(v)=

q+ 2, caso contrario

Primeiro provamos que ¢’ é uma coloragdo propria. De fato, sejam C;, C,, Cs

C V(G) particdes de uma 3-particao induzida por ¢ e suponha Cl.’ ={veV(G) : (v)=i}, para
. / / /

cadaie {1,2,q+1,q+2,q+3,2g+2}. Observe que Cq+1,Cq+3, C2q+2 C C,, uma vez que todos

os vértices com cores g+ 1, g+ 3 e 2g + 2 inicialmente possuiam cor 2 em c¢. Analogamente

C

+2:C€C3eCy = C{. Entdo C[.' ¢ um conjunto independente, para todo i € {1,2,q+ 1,9+

2,9+3,2g+2}, uma vez que cada um dos conjuntos foi originado de um conjunto independente
e assim permanecendo independentes. Isso nos mostra que ¢’ deve ser uma coloragio propria de
G. Agora, provaremos que ela € uma coloracdo backbone circular. Para isto, provamos que, dado
um vértice central v, todos os seus vizinhos no backbone sao coloridos com cores apropriadas.
Primeiro observe que v, sendo ele vértice central, possui trés possibilidades de cor: Caso 1
quando c¢(v) =1, Caso 2 quando ¢(v) = g+ 3 e Caso 3 quando c(v) = g+ 2.

Caso 1. ¢(v) =1:

No primeiro caso, as cores permitidas para sua vizinhanca em F sdo g+ 1 ou g+ 2,
uma vez que pela regra (ii), g+ 1 colore vértices cujo central possui cor 1, a coloragdo 2g +2
nao pode ser aplicada, pois 2¢g + 2 colore vértices cujo central possui cor 3 e ndo pode ser g + 3,
pois g+ 3 ndo colore folhas e sim centrais. Além de g+ 1 e g+ 2 obedecem a propriedade de

coloracdo circular, como visto na Inequacdo 5.1 e na Inequagdo 5.2.

2q+2—q>|(g+1) -1 >¢ (5.1

2q+2—-q>|(g+2)—-1] >¢ (5.2)

Caso 2. c(v)=q+3
No segundo caso, toda a sua vizinhanca em F sdo coloridos com cores 1 ou 2. Nada impede
que um vértice de cor 2 possua um vizinho de cor 1 e, pelo caso (i), todo vértice de cor 1,
mantém-se de cor 1 no backbone, tornando assim possivel a existéncia de um vizinho de cor 1
em F. A existéncia de um vizinho de cor 2 € dada pelo caso (iii), onde colore as folhas cujo o

vértice central possui cor 2, uma vez que originalmente g+ 3 possuia cor 2 e € vértice central.
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Tomando as cores disponiveis para vizinhanca de v, vemos que ambas satisfazem a propriedade

de coloragao circular, como visto na Inequagdo 5.3 e na Inequacao 5.4.

2g+2-q>|(g+3)-1]>¢ (5.3)

29+2-q>|(g+3)-2|>¢q (5.4)

Caso 3. c(v)=q+2
Por fim, no dltimo caso, todos seus vizinhos em F sdo coloridos com cores 1 ou 2¢g + 2. Note
pela Inequagdo 5.5 e pela Inequagdo 5.6 que ¢’ € uma coloragido g—backbone circular de (G, F).

Para casos em que ndo temos vértices centrais de grau 3, o valor do limite do Teorema diminui.

2q+2-q>|(g+2)-1]>2¢q (5.5)

2q+2-q>|2q+2)-(q+2)| >¢q (5.6)

Por fim, apds a anlise de todos os casos podemos concluir que ¢’ é uma g-coloragdo

backbone circular de (G, F).

5.2 Coloracao Backbone Circular: Emparelhamento e arvore backbones de grafos pla-

nares.

Nesta secdo abordaremos o trabalho (ARAUJO et al., 2018). Neste trabalho, pri-
meiramente € provado que se G € um grafo planar, livre de C, e H € uma floresta geradora
linear de G, entdo C BC,(G, H) < 7. Em seguida € provado que se G € um grafo planar que ndo
contenha 2 faces de tamanho 3 compartilhando uma aresta e H € um emparelhamento de G,
entdo CBC,(G, H) < 6. Por fim, os autores diminuem o limite apresentado em (ARAUJO et
al., 2015) e mostram que se G € um grafo planar livre de C, e C5 ¢ H ¢ um emparelhamento de
G, entdo CBC,(G, H) < 5. Para o restante do trabalho denotaremos C BC,(G, H) apenas como
CBGC,(G, H), tornando implicito o valor de k —2 > |¢(v) — p(w)| > 2 para todo vw € E(H).

Todos os teoremas do referido trabalho afirmam que CBC,(G, H) < k, para pares
(G, H) satisfazendo a uma dada condi¢ao e um particular inteiro positivo k. Dizemos que um

par (G, H) é k-minimal quando C BC,(G, H) > k e CBC,(G’, H') < k para todo subpar préprio



49

(G',H') de (G, H). Nesta se¢do apresentaremos o resultado principal do trabalho, teoremas que

o compdem, ademais o desenvolvimento das provas dos mesmos.

Proposicao 5.2.1 Seja (G, M) um par k-minimal no qual k >4 e M é um emparelhamento. As
seguintes afirmagoes valem.
1.6(G) > k—-2.

2.Se dg(u) = k-2, entdo existe w € V(G) tal que uw € M e dg(w) > k.

Teorema 5.2.2 Se G é um grafo planar sem ciclos de tamanho 4 ou S como subgrafo e M é um

emparelhamento de G, entdo CBC(G,M) <5.

Lema 5.2.3 (ARAUJO et al., 2015) Seja G um grafo planar sem ciclos de tamanho 4 ou 5 tal
que G # K5. Entdo,
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> 6 (5.7)

D (dgw)-3) <

veV(G)

Utilizaremos o Teorema 5.2.2 e o Lema 5.2.3 como pilares, tanto para o desenvol-
vimento do raciocinio do trabalho em questdo, quanto para o entendimento do mesmo em sua
plenitude.

Tome ((/}\, M ) um contraexemplo 5-minimal para o Teorema 5.2.2 , isto &, G é um
grafo planar livre de C, ou C5 como subgrafo, M éum emparelhamento de G, CBCz(@, M )>6
e CBC,(G', M') <5 para todo subpar préprio (G', M) de (G, M). Claramente, G # K3, uma
vez que |c(u) —c(v)| > 2 pois estamos trabalhando com C BC,(G, H). No pior caso terfamos os
vértices com cores 1, 3 e 5, necessitando no méiximo de 5 cores, o que contradiz C BCz(@, M )>6.

Para mostrar que G nido satisfaz a Inequacdo 5.7 e contradiz o Lema 5.2.3, usaremos
0 Método da Descarga, demonstrando, portanto, que o contraexemplo minimal nao pode existir.
Pela Proposi¢@o 5.2.1 (com k =5), j4 possuimos um resultado estrutural simples sobre G. Temos
que:

1.5(G) >3, ¢

2. Se dg(u) = 3, entdo existe u* € V(G) tal que uu* € M e dg(u*) > 5.

Para o restante da prova, usaremos apenas d(u) para denotar d s(u). Para desenvolver
o restante da prova utilizaremos o Método da Descarga. Tome qualquer imersao de G no plano.

Vamos atribuir cargas para cada vértice e cada face dessa imersdo. Denotaremos F;(G) como
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o conjunto das faces de tamanho 3 presentes no grafo G, f3(G) como a quantidade de faces de
tamanho 3 presentes no grafo G e f3(u) como a quantidade de faces de tamanho 3 em que o
vértice u incide. Daremos a carga ds(v) — 3 para cada vértice v € V((/?\), carga —% para cada face
fE€ F3(@), e carga 0 para quaisquer outras faces. Em sequéncia, iremos redistribuir essas cargas
entre os vértices e faces de G de forma que, ao fim, cada vértice e cada face possua carga nao

negativa enquanto a soma total das cargas nao muda. Por causa disso, concluimos que

313G
Y @pw-3-22 50 (5:8)
~ 2

veV (G)

Para redistribuirmos as cargas, aplicaremos as seguintes regras de descarga:

Regra 1: Paracadau € V((/;\) tal que d(u) = 3, envie carga % de u* para u.

Regra 2: Para cada vértice u € V(@) e cada face f € F;(u) , envie carga % de u para
f.

O procedimento de descarga primeiro aplica a Regra 1 (simultaneamente) a todos os
vértices u, e ,somente apos 1sso, aplica a Regra 2 (simultaneamente) a todas as faces de F3(G).
Note que as cargas de todas as faces que ndo estdo presentes em F;(G) permanecem zero.

Para cada x € V((A}) U F3(@), denotamos por p(x), 41 (x), 4o(x) a carga de x antes
da Regra 1 ter sido aplicada, antes da Regra 2 ter sido aplicada e ap6s a Regra 2 ter sido aplicada
respectivamente. Lembre-se de que p,(u) = d(u) — 3 para cada vértice u € V(@), e po(f) = —%
paracada f € F3(é). Pelo fato de M ser um emparelhamento, nenhum vértice envia carga para
mais de um outro vértice e a condi¢ao do grau dos vértices u™ implica que:

— Caso 1. Se d(u) =3, entdo pu(u) = %;

— Caso 2. Se d(u) =4, entdo pu;(u) = py(u) = 1, pois as regras sO afetam a carga vértices
com graus iguais a 3 ou graus pelo menos 5; e

— Caso 3. Se d(u) =5, aregra 1 os afeta, pois terdo de enviar carga % para seu vizinho de

tamanho 3 no backbone (emparelhamento), logo

2d(u)y—6-1 2d(u)-7
M1(M)ZM0(U)—%=d(u)—3—%: (u)2 — (”2) .

Além disso, nenhuma das faces tem sua carga alterada pela Regra 1, entdo y;(f) =
Ho(f) para todas as faces em F3(G\). Seja u um vértice qualquer. Note que, desde que G nio

possua ciclos de tamanho 4, nenhum par de faces em F3(@) podem compartilhar uma aresta, do
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contrario 2 faces de tamanho 3 compartilhando uma aresta iriam compor um ciclo de tamanho 4.
Isso implica que f53(u) < [@J (5.9). Pode-se verificar que, para cada um dos casos anteriores

em d(u), que y(u) = & [@J Além disso, s (u) 2 1 - f3w), pois jd & sabido que f3(u) < [%J

(5.9), ao multiplicarmos cada lado da inequagdo por %, obtemos a Inequacgdo (5.10). Como

1 | dw 1 | dw 1 1 .
MO [T”J e [T”J > 7 - f3(u), temos que p(u) > 5 - f3(u) como é mostrado na

Inequagdo (5.11).

d
fow) < {%| (5.9)
1 1 |du)
3 - fa(w) < 5 {TJ (5.10)
1 d 1
OEES [%| SN0 (5.11)

Isso significa que apos enviar carga % para cada f € F3(u), o vértice u permanece com
carga ndo negativa, isto €, y,(u) > 0. Por outro lado, cada f € F3(@) recebe % unidade de carga
de cada vértice em f, portanto temos que p,(f) = u;(f)+ % = puo(f)+ % = 0. Considerando
que nao temos vértices com grau 0, 1 e 2, pois pela Proposi¢cao 5.2.1 a estrutura do grafo G
possui somente em vértices com grau pelo menos 3. Podemos perceber também que para vértices
com grau pelo menos 5 hé carga suficiente para distribuir com seu vizinho no emparelhamento,
tomando d(u) = 5 temos que (1) =2 e para vértices com grau maior que 5 a quantidade de

carga sobressalente € maior ainda. Note que a Inequacio 5.7 pode ser reescrita como:

Y dgw)-3)- ik 32(G) <6 (5.12)

VeV (G)

A premissa € que a carga do sistema € 0, como mostrado na Inequagdo 5.8 o que
contradiz o Lema 5.2.3, portanto o contraexemplo minimal ndo pode existir. Isso finaliza a prova

do Teorema 5.2.2.
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6 CONCLUSAO

Este capitulo apresentarid de forma resumida o que foi abordado neste trabalho de
conclusdo de curso. Na Secdo 6.1 apresentamos os resultados encontrados de acordo com a
proposta, na Secdo 6.2 apresentamos algumas limitagdes encontradas durante o desenvolvimento
do presente trabalho e na Secdo 6.3 apresentamos alguns dos trabalhos futuros e temas em aberto

para futuras pesquisas.

6.1 Resultados alcancados

Este trabalho apresentou um survey sobre Coloragao Backbone, onde trazemos um
conjunto com resultados mais recentes presentes na literatura. Neste trabalho consideramos como
mais novos os resultados publicados ap6s 2015, uma vez que o ultimo trabalho que compila
resultados referentes a Coloragdo Backbone foi publicado em 2015. Dessa forma, este trabalho
também pode servir como ponto de partida para novos pesquisadores que desejam iniciar seu
caminho na area de Teoria dos Grafos, tendo como foco a Coloracao Backbone.

ApOs a analise dos artigos sobre Coloracdo de Bakcbone publicados apos 2015,
selecionamos aqueles que abordam a Colora¢do Backbone de forma semelhante aos trabalhos
relacionados. Dessa forma apresentamos esses artigos e expandimos algumas provas presentes
dentro dos mesmos a fim de facilitar o entendimento dos trabalhos. Com isso conseguindo

ampliar mais o assunto dentro da literatura de forma a estimular novos trabalhos.

6.2 Limitacoes encontradas

Durante a evolugao deste trabalho foram encontradas algumas limitagcdes que dificul-
taram a execug¢do do que foi proposto no Trabalho de Conclusdo de Curso 1. Tivemos alguns
pontos nos quais existiram grau demasiado de dificuldade. Um desses pontos foi durante a procura
dos resultados mais recentes. Hoje a literatura abrange uma gama de trabalhos relacionados a
Coloracdo de Grafos, porém grande parte € voltada para resultados nao relacionados diretamente
ao tema proposto neste trabalho, o que tornou a filtragem de resultados relevantes bastante
trabalhosa.

Além disso alguns artigos, ou possuiam escritas confusas, ou possuiam natureza
bastante resumida e dificultaram o entendimento. Dessa forma neste trabalho procuramos facilitar

o entendimento destes resultados por meio da expansao de algumas provas e uma escrita mais
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clara para o leitor.

6.3 Trabalhos futuros

Nesta se¢do abordamos alguns pontos que podem servir como ponto de partida para
trabalhos futuros.

— O trabalho (TSULUTSYA et al., 2020) tem foco no problema de determinar o nimero
A—Backbone em um grafo split. O trabalho deixa em aberto a possibilidade de expandir
este estudo do numero A—Backbone em outros grafos tais como grafos cubo utilizando
maiores valores de backbone.

— No trabalho (ARAUIJO et al., 2017) é provado que, para qualquer grafo periplanar G e
um emparelhamento M, € possivel encontrar uma 4—coloracdo do grafo de forma que
|c(u) —c(v)| >2 onde uv € M. Os autores deixam alguns questionamentos em aberto, tais
como:

1. E possivel colorir grafos planares arbitrarios com 4 cores obedecendo a propriedade
de coloracdo backbone sem aplicar restri¢cdes a familia de grafos?

2. E possivel relaxar a particularizacio do valor de g e obter resultados similares? Mais
formalmente, existe uma constante c tal que BBC,(G,M) < q+c?

— No trabalho (ARAUIJO et al., 2018) € deixada uma questao em aberto: "Existe um par
(G, H) tal que G € um grafo planar, H € uma floresta de G, e CBC(G,H) =77 Além
disso, existe um par (G, H) tal que G € um grafo planar, M € um emparelhamento de G, e
CBC(G,M)=6?"

— Outra sugestdo de trabalho futuro € investigar os resultados obtidos no trabalho de (TSU-
LUTSYA et al., 2020), realizar uma tradu¢do mais acurada e tentar melhorar a busca por

uma g-coloragao.
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