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RESUMO

Dado um grafo G, uma k-coloragdo prépria dos vértices de G é uma fung¢do c: V(G) — {1,... ,k}
de forma que vértices adjacentes ndo possuem a mesma cor. Uma coloragdo em vértices de G
€ dita harmonica quando todo par de cores induz no mdximo uma aresta, ou seja, o subgrafo
induzido pelos vértices coloridos com tais cores possui no maximo uma aresta. Se a coloragcao
for harmonica e prépria, esta é dita harmoniosa. Os problemas de coloragdo aqui estudados sao
problemas nos quais o interesse ¢ minimizar o nimero de cores utilizadas em uma coloracdo
harmoniosa de um dado grafo G. Nesta dissertacao, realizamos uma revisao bibliografica dos
problemas de colora¢do harmonica e harmoniosa. O problema de coloragdes harmonicas que
ndo siao necessariamente harmoniosas foi, até entdo, pouco estudado. Destacamos o unico
trabalho da literatura que apresenta modelos de programacao linear-inteira para o problema de
coloracdo harmoénica. No que diz respeito a coloracdo harmoniosa, além da revisao sobre o tema,
apresentamos como novo resultado uma relacao entre os nimeros cromaticos harmoniosos de um
par de grafos (G, H), tal que H é obtido através da identificagdo de vértices de G que possuem
distancia maior ou igual a trés. Ademais, corrigimos um limitante da literatura para o nimero
cromadtico harmonioso de grafos d-degenerados. Propomos trés novos modelos de programacgao
linear-inteira e duas heuristicas gulosas. Apresentamos tabelas com testes destas formulacoes e
heuristicas sobre instiancias aleatérias. No mais, realizamos um estudo sobre a dimensao dos

politopos associados a dois dos trés modelos mencionados.

Palavras-chave: teoria dos grafos; colora¢do harmoniosa; coloragdo harmonica; complexidade

computacional; programacao linear-inteira.



ABSTRACT

Given a graph G, a proper vertex k-coloring is a function ¢: V(G) — {1,...,k} such that adjacent
vertices cannot receive the same color. A vertex coloring of a graph G is harmonic when each
of the color pairs induces at most one edge, that is, the subgraph induced in the vertices with
those colors has at most one edge. If the coloring is harmonic and proper, we say that this
coloring is a harmonious coloring. The coloring problems that we study here are problems
that the main interest is to minimize the number of colors used in a harmonious coloring of a
given graph G. In this master thesis, we present a survey of the harmonic and the harmonious
coloring problems. The harmonic coloring problem, the one without the restriction of proper
coloring, has been little studied until nowadays. We mention in our survey the only work in the
literature that present integer linear programming models for the harmonic coloring problem.
Regarding harmonious coloring, we present in addition to the survey, as a new result a relation
on the harmonious chromatic numbers of a pair of graphs (G, H), such that H is obtained by
the identification of vertices of G that have distance at least three. Furthermore, we corrected
a bound in the literature for the harmonious chromatic number of d-degenerate graphs. We
propose three integer linear programming models and two greedy heuristics. We present tables
with tests about these formulations and heuristics on random instances. Moreover, we did a study

on the dimension of the polytopes associated to two of the three mentioned models.

Keywords: graph theory; harmonious coloring; harmonic coloring; computational complexity;

integer linear programming.
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1 INTRODUCAO

Teoria dos Grafos possui diversas aplicacdes em Computacdo, Ci€ncias Naturais e
Sociais. O problema geralmente citado como responsavel pelo surgimento de Teoria dos Grafos
€ o problema das pontes de Konigsberg. Atualmente conhecida como Kaliningrado, Konigsberg
era uma cidade da Prussia localizada em ambas as margens do rio Pregel. Esta ocupava, além
das margens, duas ilhas. Essas quatro regides, representadas por vértices, eram conectadas
por sete pontes, representadas por arestas, de forma que o nimero de pontes que conectam
duas regides ¢ o mesmo nimero de arestas que relacionam os vértices que as representam
(ver Figura 1). Os vértices conectados por uma aresta (regides conectadas por uma ponte) sdo
denominados extremidades desta e ditos adjacentes; assim, a aresta cujas extremidades sdo os
vértices u e v, isto é, u e v sdo adjacentes, pode ser representada por uv. Caso u = v, ou seja, as
extremidades da aresta sio o mesmo vértice, temos um laco. Caso duas ou mais arestas possuam
0 mesmo par de vértices como extremidades, temos arestas miiltiplas. Um grafo simples é um
grafo que ndo possui lagos ou arestas multiplas.

Os habitantes da cidade comecaram a especular se seria possivel sair de casa, atra-
vessar cada ponte exatamente uma vez e ap0s isso voltar para casa (WEST, 2001). Este problema

ficou conhecido como O Problema das sete pontes de Konigsberg.

Figura 1 — Grafo usado para representar o problema das pontes de Konigsberg.

Fonte: Autoria prépria

Este problema foi resolvido por Leonhard Euler, que, em 1736, deu inicio ao estudo
da 4rea de Teoria dos Grafos ao demonstrar que Um grafo G é Euleriano (possui trilha fechada
que passa por cada aresta em G) se, e somente se, G ndo possui vértices de grau impar e no
mdximo uma componente ndo trivial. Para detalhamento sobre as defini¢des, vide Secao 2.1.

O Problema das sete pontes de Konigsberg nio foi o tnico que pode ser representado
e respondido usando Teoria dos Grafos. Considere como mapa uma parti¢ao do plano em regides
conectadas. “E possivel colorir um mapa de forma que regides vizinhas sdo coloridas com cores

distintas usando apenas 4 cores?” O primeiro registro conhecido envolvendo esta pergunta,
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atualmente conhecida como o Teorema das Quatro Cores, consta em uma carta de 23 de outubro
de 1852, de Augustus de Morgan a William Hamilton. A notdvel pergunta foi feita a de Morgan
por seu aluno Frederick Guthrie, que depois a atribuiu a seu irmao Francis Guthrie.

A fim de entendermos como esta pergunta é adaptada a um problema em Teoria
dos Grafos, definimos, dado um grafo simples G, seu complemento G como o grafo simples
com o mesmo conjunto de vértices de G e o conjunto de arestas definido por: uv € aresta de
G se, e somente se uv nio é aresta de G. Uma clique em um grafo é um conjunto de vértices
dois a dois adjacentes. Um conjunto independente em um grafo € um conjunto de vértices dois
a dois ndo adjacentes. O niimero cromdtico de um grafo simples G, denotado por x(G), é o
minimo de cores necessdrias para rotular os vértices de forma que cores diferentes sdo atribuidas
a vértices adjacentes. Um grafo G € k-partido se o conjunto de vértices de G (comumente
denotado por V(G)) pode ser expresso como a unido de k (possivelmente vazios) conjuntos
independentes.

Para relacionarmos o problema de coloracao de mapas com um problema de colora-
cdo em grafos, representamos cada regidao do mapa por um vértice e adicionamos arestas entre
vértices que representam as regides com fronteiras em comum. Note que é possivel realizar
uma imersao do grafo obtido no plano sem que haja cruzamento de arestas. Grafos com essa
propriedade sao denominados grafos planares. A questdo apontada por Guthrie indaga se o
nimero cromético de grafos planares € no maximo 4.

Em 1878, o problema foi anunciado para a Sociedade Matemdtica de Londres
(London Mathematical Society) por Cayley e, no ano seguinte, Kempe publicou uma solugao
para este. Infelizmente esta solugdo era incorreta, pois, em 1890, Heawood publicou um trabalho
refutando o resultado de Kempe; contudo, a ideia de Kempe, aproveitada por Heawood para
mostrar que o nimero cromdtico de grafos planares € no maximo 5, levou a uma demonstragao
feita por Appel e Haken (1976), que encerrou o debate ao apresentarem que todo grafo planar é
propriamente 4 colorivel.

O Teorema das Quatro Cores é um dos problemas mais famosos de Teoria dos
Grafos e, ap0s este ter surgido, muito na area de coloragdo em grafos foi explorado, pois esta
possui diversas variantes e aplicacdes; problemas de escalonamento, por exemplo, costumam ser
modelados como problemas de coloracdo de grafos.

Suponha que o dono de uma empresa quer minimizar o nimero de operadores de

suas maquinas A, B, C, D, E. Estas sdo ligadas em intervalos de tempo mostrados na Tabela 1 e
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cada operador s6 pode cuidar de uma méquina por vez, isto é, caso o tempo de duas maquinas

possua intersecao ndo vazia, cada uma deve ser operada por um funciondrio diferente.

Tabela 1 — Horérios para exemplo.

Miquina Horério

13:00 as 14:59
14:00 as 16:59
13:00 as 13:59
17:00 as 18:59
16:00 as 17:59

| OO =] >

Fonte: Autoria propria.

Neste problema, podemos representar cada maquina por um vértice e, caso duas
maéquinas estejam simultaneamente ligadas em algum intervalo de tempo, adicionamos uma
aresta entre os vértices que as representam. Para resolvé-lo basta descobrir 0 nimero cromatico
do grafo da Figura 2, pois cada cor representa um operador.

Figura 2 — Grafo correspondente ao problema de escalonamento com hordrios dispostos na
Tabela 1.

A

Fonte: Autoria propria

Como jd mencionado, o problema de coloragdo em grafos possui diversas variantes;
temos, como exemplo destas, a coloracdo aciclica (GRUNBAUM, 1973), nesta temos uma
coloracdo prépria tal que nenhum ciclo do grafo é bicolorido. A coloracdo estrela (GRUNBAUM,
1973) € uma versao mais restrita da coloragdo aciclica visto que nessa temos uma colorac¢ao
propria tal que nenhum caminho com trés vértices € bicolorido. A coloragdo a ser abordada
nesta dissertacdo € uma restricao da coloracdo estrela, mas antes de a apresentarmos, definimos
um subgrafo induzido de G como um grafo H tal que V(H) C V(G) e, dados u,v € V(H), uv
¢é aresta de H se, e somente se, uv € aresta de G. Note que, se um grafo G possui nimero
cromético k, temos uma particdo dos vértices de G em k conjuntos independentes de forma que
cada conjunto independente representa uma cor; assim, a0 mencionarmos par de cores, estamos

mencionando um par de conjuntos independentes desta parti¢ao.
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Em Hopcroft e Krishnamoorthy (1983) os autores introduziram o conceito de colo-
ra¢do harmdnica, nomeada com essa terminologia em Lee e Mitchem (1987), e definiram que
esta seria uma coloracdo na qual todo par de cores, ndo necessariamente distintas, induz no
maximo uma aresta. O niimero cromatico harménico do grafo G, denotado por A(G), é o menor
k tal que G € harmonicamente k-colorivel. Em Lee e Mitchem (1987), os autores adicionaram
a restricao de ser propria a coloracdo harmonica e, com isto, caracterizaram uma colora¢ao
harmoniosa. O nimero cromatico harmonioso do grafo G, denotado por h(G), € o menor k tal
que G € harmoniosamente k-colorivel. Na Figura 3, exemplificamos uma colora¢cdo harmonica e
uma harmoniosa de um grafo. Note que h(G) > A(G), visto que toda colorag¢do harmoniosa é

harmonica.

Figura 3 — Exemplo de grafo tal que A(G) = 3, h(G) = 5 e suas respectivas coloragdes.

Fonte: Autoria prépria

O grafo da Figura 3 ndo pode ser harmonicamente colorido com duas cores, digamos
cores 1 e 2, visto que temos apenas trés possibilidades de pares de cor para usar (1,1), (2,2) e
(1,2), assim, apenas grafos com no maximo trés arestas conseguem ser coloridos harmonicamente
com duas cores. Ademais, este grafo precisa de cinco cores para ser colorido harmoniosamente,
pois, para todo par de vértices u,v de G, ou uv € aresta do grafo ou existe um vértice w tal que
uw e vw sado arestas do grafo, assim, u € v ndo podem ser coloridos com a mesma cor.

Organizamos este trabalho como segue. O segundo capitulo traz conceitos prelimi-
nares divididos em trés secdes que apresentam respectivamente definicdes de teoria dos grafos,
complexidade computacional e programacao linear-inteira. O terceiro capitulo apresenta uma
revisdo bibliogréfica, sendo dividida em duas secdes. Na Secao 3.1, apresentamos uma revisao
sobre coloracdo harmonica e sua variagdo denominada coloracdo harmdnica minimal. Na Secdo
3.2, apresentamos uma revisao bibliografica sobre colora¢do harmoniosa e nesta temos resultados
envolvendo limitantes gerais, resultados em arvores, caminhos e ciclos, grafos planares, digrafos
e outras classes de grafos ndo tdo abordadas quanto estas; nessa se¢do também apresentamos
resultados sobre a complexidade do problema de coloragdao harmoniosa e uma relacdo entre o
nimero cromdtico harmonioso e o nimero acromético. Em nosso quarto capitulo, apresentamos

resultados em coloracdo harmoniosa de grafos que obtivemos durante nossa pesquisa sobre o
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tema, sendo estes: limitantes para o nimero cromatico harmonioso, modelos de programacao
linear inteira com uma andlise da dimensao de seus politopos associados, heuristicas gulosas e
resultados computacionais sob instancias aleatdrias. No quinto e tltimo capitulo, apresentamos

consideragdes finais e possiveis direcionamentos para trabalhos futuros na area.
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2 PRELIMINARES

Este capitulo, que apresenta conceitos bdsicos sobre os temas aqui abordados, €
dividido em trés se¢des, sendo a primeira uma se¢ao sobre teoria dos grafos, a segunda sobre
complexidade e a terceira sobre programacgdo inteira. Para aprofundamento e termos nao
definidos aqui, recomendamos que o leitor use os livros (WEST, 2001), (CORMEN et al., 2022)
e (WOLSEY, 2021).

2.1 Teoria dos Grafos

Para redigir esta secdo, usamos como base o livro (WEST, 2001). Formalizamos
a seguir a definicdo de grafo e introduzimos conceitos como isomorfismo em grafos, ciclos,
caminhos, cliques, grafos bipartidos e drvores. Apds tal introdugdo, apresentamos subsecdes

sobre coloragdo e digrafos.
2.1.1 O que é um grafo?

Um grafo G é uma tripla que consiste em um conjunto de vértices V (G), normalmente
ndo vazio, um conjunto de arestas E(G) e uma fun¢o, chamada funcdo de incidéncia, que associa
a cada aresta um par nao-ordenado de vértices (ndo necessariamente distintos), denominados
extremidades. Quando uma aresta possui extremidades iguais, ela € chamada de lago. Diferentes
arestas com o mesmo par de extremidades sdo intituladas arestas miiltiplas. Aqui estudamos
apenas grafos simples, ou seja, grafos que nao possuem lagcos ou arestas multiplas. Assim, nas
defini¢des que sucedem, a menos que seja indicado o contrério, considere que estamos tratando
de grafos simples.

Se u,v € V(G) sdo extremidades da aresta e, dizemos que esses sdo adjacentes (ou
vizinhos) e que e incide em z e em y. A vizinhanga de v € G, denotada por Ng(v), é o conjunto
de vértices adjacentes a ele. Ademais, o nimero de arestas que incide em um vértice v € V(G),
denotado por dg(v), é denominado grau do vértice. O grau maximo em um grafo G é denotado
por A(G) e o grau minimo por &(G). Na Figura 4, temos que exatamente duas arestas (a e b)
incidem em w. Dessa forma, o grau de w no grafo G € 2. Se G é um grafo tal que dg(v) =k,
para todo v € V(G), dizemos que G é um grafo k-regular. Na Figura 5, apresentamos um grafo
3-regular. Grafos (n(G) —1)-regulares, onde n(G) é o nimero de vértices de G, sdo denominados

grafos completos e denotados por K ().
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Figura 4 — Exemplo de um grafo G com arestas multiplas.

.

Fonte: Autoria prépria

Figura 5 — O grafo de Petersen é um exemplo de grafo simples, finito e 3-regular.

Fonte: Autoria prépria

Além de simples, os estudados aqui sdo grafos finitos, ou seja, grafos que tem o
conjunto de vértices e o conjunto de arestas finitos. Se, dado um grafo G, temos |V (G)| = 1
denominamos G por grafo trivial. O nimero de vértices de G € denominado ordem de G.

Um subgrafo de G é um grafo H tal que V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Escrevemos
entdo H C G e dizemos que G contém H como subgrafo. Caso H seja um subgrafo em que,
dados u,v € V(H) temos que uv € E(G) se, e somente se, uv € E(H), dizemos que H é um
subgrafo induzido de G. Se H é um subgrafo de G tal que V(H) = V(G), dizemos que H é
subgrafo gerador de G. Um grafo G € k-degenerado se todo subgrafo de G possui um vértice
com grau no maximo k.

Dados grafos G e H, dizemos que tais grafos sdo isomorfos se existe uma bijecao
f:V(G) — V(H) tal que uv € E(G) se, e somente se, f(u)f(v) € E(H). Uma vez que G é
isomorfo a H se, e somente se, H € isomorfo a G, costumamos apenas dizer que G e H sao
isomorfos.

Na Figura 6, temos um exemplo de grafos isomorfos cuja bijecdo é f(a) =1, f(b) =
3,f(c)=5, f(d)=2,f(e) =4. Como sdo isomorfos, dizemos que eles pertencem & mesma

classe de isomorfismo, o que significa que podemos usar um unico “grafo ndo rotulado” para
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os representar. Grafos ndo rotulados sdo, a grosso modo, grafos cujos rétulos de vértices ou
arestas sao desconsiderados. Assim, para que uma classe seja considerada em vez de um grafo,

os resultados em Teoria dos Grafos sdo para grafos ndo rotulados.

Figura 6 — Grafos isomorfos.

Fonte: Autoria propria

Um grafo G € um ciclo se seus vértices sdo ordenados de modo circular e temos
uv € E(G) se e somente se u e v sdo consecutivos no ciclo. Usamos a notagdo Cj para denotar
um ciclo com k vértices e, usualmente, denominamos por tridngulo um ciclo com trés vértices.
G é considerado um caminho se seus vértices podem ser colocados em sequéncia de modo que
uv € E(G) se e somente se u e v sdo consecutivos. Uma notagéo similar a de ciclo é a de caminho:
Py para um caminho com k vértices.

Existe outra definicdo equivalente de caminho. Para tanto, primeiramente definimos
passeio como uma sequéncia (vo, ey, vy, ..., ek, k) de vértices v; e arestas e; tal que, para 1 <i <k,
as extremidades da aresta e; sdo v;_1 € v;. Um u,v-passeio € um passeio que tem # como o
primeiro e v como o ultimo vértice da sequéncia que o define. Um caminho € um passeio
sem repeticao de vértices na sequéncia e uma trilha € um passeio sem repeticao de arestas na
sequéncia. Note que todo caminho € uma trilha ja que nao € possivel haver repeticio de uma
aresta sem repetir suas extremidades, mas a reciproca ndo € vilida. Um passeio € fechado se o
primeiro e o ultimo vértices de sua sequéncia coincidem. G € conexo se e somente se para todo
u,v € V(G) existe u,v-caminho em G. Caso contrério, G é desconexo. Uma componente é um
subgrafo conexo maximal de G.

Dizemos que o comprimento de um u, v-passeio € o nimero de arestas, sem contar
suas repeticoes, listadas nele. A distdncia entre um par de vértices u,v € V(G), denotada por
distg(u,v), é o menor dentre os comprimentos dos u,v-caminhos em G. Se os vértices u e v
pertencem a componentes distintas de G, por convencgao, estes possuem distincia infinita.

A partir da distancia entre pares de vértices, também é possivel definir o diametro de
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um grafo G, este é dado por:

diam(G) = . 523)((6) distg(u,v).

A excentricidade de um vértice u € V(G), denotada &(u), € definida por max,cy ) distg (1, v).
O raio de G, denotado rad(G), € definido por min,cy ) €(u).

O complementar do grafo G, é um grafo denotado por G, é tal que V(G) =V (G) e
uv € E(G) se, e somente se, uv ¢ E(G). Uma cliqgue em um grafo G é um subconjunto V; C V(G)
tal que os vértices de V; sdo dois-a-dois adjacentes. Denotamos por ®(G) a cardinalidade de
uma maior clique de G. Um conjunto independente de G é um subconjunto Vo, C V(G) tal que
os vértices de V; sdo dois-a-dois ndo-adjacentes. Denotamos por &(G) o tamanho de um maior
conjunto independente de G.

Uma cobertura de vértices de G é um conjunto Q C V(G) que contém pelo menos
uma extremidade de cada aresta. Os vértices de Q “cobrem” E(G). Denotamos por v.(G)
ou B(G) o menor k tal que Q € cobertura por vértices de G e |Q| = k. Um emparelhamento
em G é um conjunto M C E(G) tal que quaisquer duas arestas distintas de M ndo possuem
extremidades em comum. O vértice u € V(G) é M-saturado pelo emparelhamento M C E(G),
se u € extremidade de alguma aresta de M. Caso contrario, u é M-insaturado. Dizemos que
M C E(G) é um emparelhamento perfeito se todo vértice de G é M-saturado.

Um grafo G é k-partido se V(G) pode ser particionado em k conjuntos independentes.
Um grafo € bipartido se, e somente se, este é 2-partido. Um grafo bipartido € denominado bipar-
tido completo quando dois de seus vértices sao adjacentes se, € somente se, estio em conjuntos
diferentes da parti¢do. Denotamos por K, ,, grafos bipartidos completos cujos conjuntos da
parti¢cdo contém n e m vértices, respectivamente. Na Figura 7, o grafo a esquerda € um K3 3. Foi
demonstrado por Konig (1936) que um grafo € bipartido se, e somente se, ndo possui ciclo impar

como subgrafo.

Figura 7 — K33 e K5, respectivamente.

Fonte: Autoria prépria

Uma subclasse bastante estudada de grafos bipartidos € a de grafos floresta. Um

grafo G € uma floresta se este ndo possui nenhum ciclo como subgrafo. Caso G seja uma floresta
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conexa, dizemos que ele é uma drvore. Um vértice v € V(G) € uma folha se dg(v) = 1. Na

Figura 8, apresentamos um exemplo de floresta.

Figura 8 — Floresta com duas drvores como suas componentes conexas.

Fonte: Autoria propria

Florestas também sdo grafos planares. Um grafo planar € um grafo que pode ser
representado no plano (R?) sem que ocorra cruzamento entre suas arestas.

Em um grafo G, a subdivisdo de uma aresta uv é a operacao de resulta em um grafo
G tal que, dado w ¢ V(G), V(G') = V(G)U{w} e E(G') = (E(G) \ {uv}) U {uw,wv}, veja
Figura 9. Outra operagao utilizada em grafos € a de identificacdo de um par de vértices nao
adjacentes. Ao identificar o par de vértices ndo adjacentes u,v € V(G) obtemos o grafo G’ tal
que V(G') = (V(G) \ {u,v}) U{w} e Ngr(w) = No(u) UNG(v).

Figura 9 — Subdivisdo da aresta uv.
w

v u :/‘\2
o—O0

Fonte: Autoria prépria

Uma k-coloragdo em vértices de G = (V,E) é uma fungdo c: V(G) — {1,...,k}.
Tal coloragdo é propria se para todo uv € E(G) temos c(u) # ¢(v). O niimero cromdtico de
G é x(G) = min{k | G possui k-coloragdo prépria}. Se ¢: V(G) — {1,...,k} é uma coloragio
prépria, entdo o conjunto S; = {v € V(G) | ¢(v) =i} é uma classe de cor paratodoi € {1,... k}.
Dado o conjunto de vértices V, denotamos por ¢(V) o conjunto de vértices resultante apds
aplicar a coloracdo c. Temos na Figura 10 um exemplo cujo nimero cromético do grafo é quatro,
pois este possui uma coloragdo com quatro cores € ndo € possivel colorir com trés ou menos,
ja que possui uma clique de quatro vértices. Durante nosso estudo, ao usarmos a expressao
“subgrafo induzido por cores”, estamos nos referindo ao subgrafo induzido pelas classes de cores
mencionadas.

O problema de COLORACAO EM ARESTAS de um grafo € definido de forma similar.
Uma k-coloragdo em arestas de G é uma fungio ¢’: E(G) — {1,...,k} e esta é prdpria se todo

par de arestas que incide no mesmo vértice recebe cores distintas. O indice cromdtico de G,
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Figura 10 — Exemplo de colorag@o nos vértices de um grafo, nesta a cor 1 é representada por
vermelho, 2 por azul, 3 por verde e 4 por magenta.

Fonte: Autoria propria

denotado por ¥’(G), é o menor nimero de cores k tal que G possui uma k-coloragiio em arestas

propria. Temos, na Figura 11, um exemplo de coloragdo prépria em arestas do Cs.

Figura 11 — Grafo com arestas coloridas com as cores 1, 2, 3.
1 3

Fonte: Autoria propria

Existem diversos problemas envolvendo coloragdo em arestas, porém aqui temos

como foco colorag@o em vértices.
2.1.2 Grafos direcionados

Grafos sdo utilizados para retratar e modelar relagdes simétricas. Dado um conjunto
S, uma relagdo neste € uma colec@o de pares ordenados de seus elementos. A relagdo é simétrica
quando, dados a, b € S, se o par ordenado (a, b) pertence a relagdo, entdo (b,a) pertence a relagéo.
Para relacdes ndo simétricas, tendemos a utilizar um modelo mais geral.

Um grafo direcionado (ou digrafo) D é uma tripla que consiste em um conjunto de
vértices V (D), um conjunto de arcos A(D) e uma fungdo, chamada fung@o de incidéncia, que
atribui a cada arco um par ordenado de vértices. Dado o arco (u,v) € A(D), o primeiro vértice do
par ordenado é denominado cauda e o segundo € denominado cabega, estas sdo as extremidades
do arco. Representamos usualmente um arco (u,v) por uma seta de u a v, como representado na
Figura 12.

Em digrafos, um lago € definido de forma andloga a defini¢cdo dada em grafos, ou

seja, um arco cujas extremidades coincidem, e arcos miiltiplos sdo arcos que possuem 0 mesmo
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Figura 12 — Exemplo de grafo direcionado.
v

Fonte: Autoria prépria

par ordenado como extremidades. Um digrafo simples € um digrafo que ndo possui lacos ou
arcos multiplos. Note que, por defini¢do, o par de arcos (u,v) e (v,u) ndo configura arcos
multiplos, assim pode aparecer em um digrafo simples. Um digrafo € trivial se seu conjunto de
arcos € vazio e seu conjunto de vértices possui apenas um elemento.

O grafo subjacente de um digrafo D é um grafo G obtido ao tomarmos 0 mesmo
conjunto de vértices de D e considerarmos os arcos de D como arestas, ou seja, pares nao
ordenados de vértices. Se D € um digrafo obtido de um grafo G substituindo cada aresta
uv € E(G) pelo par de arcos (u,v)(v,u) € A(D), entdo dizemos que D é um digrafo simétrico.

Um digrafo € um caminho se € um digrafo simples cujos vértices podem ser line-
armente ordenados, de forma que um arco do caminho possua uma cauda u € uma cabeca v se,
e somente se, u € antecessor imediato de v na ordenacdo dos vértices. Um ciclo € definido de
forma similar, seguindo uma ordem nos arcos, porém este € ordenado de forma ciclica. Caso
ndo possua ciclos direcionados, D é um DAG (directed acyclic graph). Note que nem todo DAG

possui como grafo subjacente um grafo aciclico, veja a Figura 13

Figura 13 — Digrafo aciclico que possui ciclo como grafo subjacente.

Fonte: Autoria prépria

As definicoes de subgrafo e isomorfismo sdao andlogas as apresentadas para grafos
nao direcionados, respeitando as orienta¢des do digrafo. O conceito de coloracdo propria em
digrafos também € andlogo ao apresentado em grafos nao direcionados.

Um digrafo € fracamente conexo se seu grafo subjacente € conexo. Um digrafo é
fortemente conexo se, para todo par ordenado u, v, existe um u,v-caminho (direcionado). Note

que DAGs nio triviais ndo sdo fortemente conexos.
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2.2 Complexidade

Nesta secao apresentamos, intuitivamente, alguns conceitos basicos de complexidade.
Para um melhor entendimento sobre o assunto, recomendamos que o livro (CORMEN et al.,
2022) seja utilizado. Iniciamos falando sobre algoritmos e encerramos apresentando o que é um
problema NP-completo.

Um algoritmo é um procedimento computacional bem definido que recebe um valor,
ou conjunto de valores, como entrada e produz um valor, ou conjunto de valores, como saida em
um tempo finito. Assim, um algoritmo é uma sequéncia finita de passos computacionais que
transformam a entrada na saida.

O tamanho da entrada de um problema € o total de bits necessarios para representa-la
em notacdo bindria. Para exemplificarmos, se um algoritmo recebe um grafo como entrada,
caracterizamos o tamanho da entrada como a soma do tamanho dos conjuntos de vértices e de
arestas. Dito de outra forma, o tamanho da entrada € igual a quantidade de bits necessarios para
representd-la, visto que € possivel a representacao de cada aresta ou vértice por 1 bit.

O tempo de execugcdo de um algoritmo, em uma entrada em particular, € o nimero
de instrugdes executadas. Ao tomarmos entradas de tamanhos suficientemente grandes, de forma
que apenas a ordem de crescimento do tempo de execucdo do algoritmo € considerada, estamos
estudando a eficiéncia assintotica de um algoritmo. Ou seja, estamos interessados em como o
tempo de execugdo do algoritmo cresce em fung¢do do tamanho da entrada.

A notagdo O caracteriza um limitante superior do comportamento assintético da

funcdo. Isto é, dada uma fung@o g(n), temos que:

O(g(n)) ={f(n) | existem constantes positivas c, n, tais que 0 < f(n) < cg(n) paratodon > ng}.

Ademais, dizemos que g(n) é assintoticamente maior que f(n) se g(n) = o(f(n)), onde:

o(f(n)) = {h(n) | paratoda constante ¢ > 0 existe uma constante no > 0 tal que 0 < cf(n) < h(n)
para todon > ngp}.

Ao considerarmos, por exemplo, a funcio g(n) = 8n® — 7n? + 13, temos que o termo de maior

ordem é 8n°, assim, observamos que ¢'(g(n)) = n’. Seguindo a definicdo, também é possivel

concluir que &(g(n)) = n¥, onde k > 3 é uma constante. Note que, por definico, f(n) pertence

a 0 (g(n)) para toda fungdo g(n) assintoticamente maior que f(n).

Apresentamos agora a nocdo do que é um problema. Definimos um problema

abstrato Q como uma relacdo bindaria entre um conjunto de instincias de problemas / e um
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conjunto de solugdes de problemas S. Em geral, uma instdncia para o problema consiste na
entrada necessdria para computar a solug¢ao deste. Por exemplo, uma instancia para o problema
de encontrar o (u,v)-caminho com menor quantidade de arestas, é dada pela tripla (G,u,v)
onde u,v € V(G). Uma solugdo para este problema é uma sequéncia de vértices do grafo,
possivelmente vazia caso um tal caminho nao exista

Para nossos propdsitos, estudamos problemas mais restritos que os abstratos. A
teoria de NP-completude € restrita a problemas denominados problemas de decisdo: estes sao
problemas que possuem como solucdo “sim” ou “ndo”. Neste caso, podemos visualizar um
problema abstrato como uma funcio que mapeia o conjunto de instancias no conjunto de solug¢des
{0,1}. A outra classe de problemas estudada aqui é a de problemas de otimiza¢do, em problemas
desta classe um valor dado deve ser maximizado ou minimizado.

Para um programa de computador resolver um problema abstrato, representamos as
instancias usando codificacdoes. Uma codificacdo de um conjunto S € um mapeamento e de S
para o conjunto de cadeias bindrias'. No decorrer deste documento, nos referimos a estas cadeias
como strings. Por exemplo, consideremos o conjunto dos nimeros naturais {0,1,2,3,4,...},
este pode ser codificado como o respectivo conjunto de strings bindrias {0,1,10,11,100,...}.

Usando codificag@o, obtemos um problema cujo conjunto de instancias é o conjunto
de cadeias bindrias, denominado por problema concreto. Dizemos que um algoritmo resolve

um problema concreto em tempo &'(T (n)) se, quando fornecida uma instincia i de tamanho

n = |i|, onde |i| é a quantidade de digitos usados para representéd-la na string de digitos bindrios
obtida pela codificag@o, o algoritmo fornece uma solu¢io em tempo &'(T(n)). Um problema é
resolvivel em tempo polinomial se existe um algoritmo que o resolve em tempo ¢(n¥), onde k é
uma constante e n € o tamanho da instancia do problema.

Apesar de diversos problemas possuirem algoritmos que conseguem os resolver em
tempo polinomial, existem também problemas que podem ser resolvidos, mas ndo se conhece
um algoritmo que o resolva em & (n*), onde k é uma constante. Temos, como exemplo destes,
o problema de decidir se um grafo G admite uma coloragdo propria com trés cores. Em geral,
tratamos problemas resolviveis por algoritmos de tempo polinomial como problemas fdceis, e
problemas que acreditamos nio serem possiveis de resolver com algoritmos de tempo polinomial

como problemas dificeis.

Dentre as classes dos problemas de decisdo, temos a classe NP-completo, ou NPC.

' O contradominio do mapeamento e niio precisa ser de strings bindrias: qualquer conjunto de cadeias formado a

partir de um conjunto de caracteres finito que contenha pelo menos dois simbolos € plausivel.
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Até o momento da escrita deste documento, nio foi demonstrado haver um algoritmo polinomial
que resolva um problema NP-completo ou que este algoritmo ndo existe. Assim, problemas
NP-completos sdo considerados problemas dificeis. A conjectura de que P # NP é um dos
principais problemas em aberto em Teoria da Computagdo desde que foi proposta em Cook
(1971).

Vale ressaltar que existem problemas similares tais que alguns sdo faceis e outros
dificeis. Dado um grafo G, determinar se existe uma trilha fechada que atravessa cada aresta exa-
tamente uma vez, ou seja, encontrar trilha euleriana, ¢ um problema polinomial HIERHOLZER;
WIENER, 1873). Porém, determinar se um grafo G = (V, E) possui um ciclo que contém todo
vértice em V, ou seja, encontrar ciclo Hamiltoniano, é um problema NP-completo (KARP, 1972).

Definimos aqui trés classes de problemas. Comecamos pela classe P , que consiste
em problemas de decis@o resolviveis em tempo polinomial.

A classe NP consiste nos problemas de decisdo verificaveis em tempo polinomial; ou
seja, caso a resposta para a instancia seja sim, ao ser dado um certificado, € possivel verificar se
este certificado € correto em tempo polinomial no tamanho da entrada do problema. No problema
de encontrar ciclo Hamiltoniano em um grafo G = (V, E), um certificado é uma sequéncia de
|V| vértices. E possivel checar em tempo polinomial se essa sequéncia é um ciclo que contenha
todos os vértices, ou seja, um ciclo Hamiltoniano. Note que todo problema que pertence a classe
P também pertence a classe NP, uma vez que € possivel resolvé-los em tempo polinomial.

Antes de definirmos a classe NPC, falamos um pouco sobre como reducdes ajudam
na no¢do de mostrar que um problema nao € mais facil ou mais dificil que outro. Demonstragdes
de que problemas sao NP-completos, ou seja, pertencem a classe NPC, fazem uso de reducio.

Considere A um problema de decisdo e suponha que temos o intuito de resolver
A em tempo polinomial. Agora suponha que existe um problema de decisdo B resolvivel em
tempo polinomial e que hd um procedimento que transforma qualquer instancia @ de A em uma
instancia 8 de B, com as seguintes caracteristicas:

* A transformagdo ocorre em tempo polinomial;
* Asrespostas de o e B sd3o as mesmas, ou seja, para a instdncia a é retornado sim se, e
somente se, para a instincia 8 é retornado sim.

Tal procedimento € uma reducdo polinomial e nos dé a seguinte forma de resolver o
problema A em tempo polinomial:

1. Dada uma instancia o do problema A, use uma redu¢do polinomial para transformé-la em
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Figura 14 — Forma de obter uma solu¢do polinomial do problema A.

instincia o de A

A\
algoritmo de redug@o polinomial |

instincia 8
de B

A\
algoritmo polinomial de deciséo para B |

sim ndo
algoritmo polinomial para decidir A

sim nao

Fonte: Autoria propria

uma instancia  do problema B.
2. Execute o algoritmo polinomial de decisdo de B em f3.
3. Use aresposta de B como resposta de «.

H4 uma classe de problemas, denotada por NP-dificil, conhecida popularmente por
conter problemas tao dificeis quanto os mais dificeis em NP. Para mostrar que um problema A
é NP-dificil basta que verifiquemos se existe um problema NP-dificil B tal que € possivel, em
tempo polinomial, fazer uma redugao de B para A.

A classe NPC ¢ definida como a classe de problemas que pertencem a NP e sdo
NP-dificeis. Atualmente existem diversos problemas NP-completos conhecidos, abrindo uma
série de possibilidades para realizar redugdes, caso haja suspeita do problema estudado ser
NP-completo.

Boa parte dos pesquisadores tedricos acreditam que problemas NP-completos sdo
intratdveis uma vez que, dada a quantidade de problemas NP-completos estudados até entao,
sem que se conhega solucao polinomial para qualquer um deles, seria inusitado se todos fossem

resolvidos em tempo polinomial.
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2.3 Programacao Inteira

Nesta secdo introduzimos conceitos de programacao inteira. Usamos como base o
livro (WOLSEY, 2021).

Um problema de programacdo linear (PPL) pode ser representado como abaixo.
Neste PPL, g;j, bj e ¢;, onde i € [m] e j € [n], sdo coeficientes e x; sdo varidveis. Em PPL’s, a
expressao 2.1, denominada fungdo objetivo, e as desigualdades 2.2-2.5, denominadas restrigoes,
sdo lineares. Um PPL consiste em obter a solucdo otima, ou mostrar que 0 mesmo nao tem
solucdao. Uma solugdo 6tima € uma solucdo que satisfaca as restri¢cdes e seja a melhor possivel,

ou seja, maximize ou minimize a fungdo objetivo.

max /min  cyx; +cx0+ ...+ cpxp 2.1
sujeitoa  ay1x; +apxy + ... +apx, = by 2.2)
ar1x1+axpxy +...+ axyx, § by 2.3)

2.4)

A1 X1+ amaxo + . ..+ AunXy § by, (2.5

E importante ressaltar que as restri¢des nio podem ser desigualdades cujas relacdes
~ ) <
sdo > ou <. O simbolo = representa =, > ou <.

E possivel expressar este PPL usando matrizes e vetores. De fato, tomando:

aj ap ... d b c1 X1

a ap ... ay by (o) X
A= , b= , = , X=

aml Ama .- Qun by, Cn Xp

Temos o seguinte PPL:

max /min c¢Tx (2.6)

sujeitoa  Ax § b 2.7)

A fim de abordarmos conceitos de programacdo inteira, consideramos o PPL:
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max{cTx:Ax < b,x >0}

Ao adicionarmos a este a restricdo de que certas varidveis devem assumir valores
inteiros, temos as seguintes possibilidades:
Se algumas, mas nao todas, as varidveis sdo inteiras, temos um problema de progra-

magdo inteira mista (PPIM), que pode ser escrito como:

max cTx+hTy (2.8)
sujeitoa Ax+Gy<b (2.9)
x>0, y > 0einteiro (2.10)

onde G € uma matriz n X p, € h e y representam um vetor coluna com p linhas. Ademais, y é o
vetor cujas varidveis assumem valores inteiros.
Se todas as varidveis de um PPIM sao inteiras, temos um problema de programagdo

inteira (PPI), que pode ser escrito como:

max c¢'x (2.11)
sujeitoa Ax<b (2.12)
x > 0 e inteiro (2.13)

Ademais, se todas as varidveis sao restritas aos valores 0 ou 1, temos um problema

de programacao inteira bindria (PPIB)

max cTx (2.14)
sujeitoa Ax<b (2.15)
x€{0,1}7 (2.16)

Destacamos que existe um algoritmo polinomial para resolver PPL’s, o0 método de
pontos interiores(KARMARKAR, 1984). Entretanto, determinar uma solu¢do 6tima de um PI é
NP-dificil. Um exemplo de método que pode ser utilizado para resolver PPI’s € denominado

branch and bound. Neste, implicitamente, enumeramos todas as solugdes possiveis para resolver
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o problema apresentado. Ressaltamos que outros métodos sdo empregados para resolver PPI’s.
Além disso, para a obtencdo de uma solucdo Otima que satisfaca as restricdes do modelo
matemadtico, caso exista, podemos utilizar softwares comerciais especializados como o CPLEX e
Gurobi, que empregam diversas técnicas para executar os modelos em tempo razoével.

Um poliedro € um subconjunto de R" descrito por um conjunto finito de restri¢des
lineares P = {x € R" | Ax < b}; se P é um poliedro limitado, ou seja, existe um real o tal que
todo ponto x € P satisfaz |x| < a, entdo P ¢ dito um politopo.

Os pontos xi, . ..,x; sdo afim independentes se as k — 1 dire¢des xp — x1,...,X; —X|
sdo linearmente independentes. Para S C R”, definimos a dimenséo de S, denotada por dim(S),
como o nimero maximo menos um dentre os pontos afim independentes de S. Assim, o poliedro

P C R” possui dimensdo plena se, e somente se dim(P) = n.
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3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo fazemos uma revisao bibliogréfica sobre coloragdes harmonicas e
coloragdes harmoniosas. Visto que grande parte dos trabalhos abordados apresentam resultados
para colora¢do harmoniosa, damos maior énfase a esta coloracao.

A priori, definimos o pardmetro Q(m), onde m € 7+, como sendo o menor k € ZT

tal que (15) > m. E possivel ver que:

0(m) = {@] .

Tal parametro € utilizado posteriormente em limitantes envolvendo as duas colora-

coes aqui abordadas.

3.1 Coloracoes Harmonicas

Nesta secao apresentamos um estudo dos resultados conhecidos que dizem respeito
a coloracdo harmonica. Tais resultados envolvem limitantes para o nimero cromdtico harmonico
e a complexidade desse problema para certas classes de grafos. Aqui também apresentamos uma
variacao da coloracdo harmonica, chamada de coloracdo harmonica minimal, e resultados para
esta.

Para uma k-coloragdo ¢ : V(G) — {1, ..., k} de um grafo G, defina c(e) = {c(u),c(v)}
como a cor de uma aresta e = uv € E(G), onde u,v € V(G). Uma k-coloracdo ¢ é harmonica,
ou linha distinguivel, definida com essa terminologia por Lee e Mitchem (1987), quando para
todo par de arestas distintas e; e e temos c(e]) # c(ez). Note que esta coloragdo ndo é neces-
sariamente propria. O menor nimero de cores k tal que um grafo G admite uma k-coloragao
harmonica € o niimero cromdtico harmonico (ou niimero cromdtico linha distinguivel) de G, de-
notado por A(G). Esta coloragio foi estudada pela primeira vez por Hopcroft e Krishnamoorthy
(1983) sob o nome de coloragdao harmoniosa, porém adotamos a nomenclatura de Lee e Mitchem
(1987). No que diz respeito a complexidade computacional do problema de decisdo associado a

esta coloragéo, temos:

Teorema 3.1.1. (HOPCROFT; KRISHNAMOORTHY, 1983) Dados um grafo G e um inteiro

positivo k, decidir se A(G) < k é um problema NP-completo.

A partir da defini¢do de coloracdo harmoénica, € possivel notar que:
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Lema 3.1.1. (WILSON, 1992) Em uma coloragcdo harmonica c, se dois vértices u,v possuem a

mesma cor c(u) = c¢(v) entdo uv € E(G) ou distg(u,v) > 3.

De fato, tendo em vista a Figura 15 se v é um vértice de um grafo G e Ng(v) =
{v1,...,v,}, notamos que ¢ possivel que c¢(v) = ¢(v;) para um tnico i € {1,..., p}, pois temos
que ¢(v;) # ¢(v;), para quaisquer inteiros i, j tais que 1 < i, j < p.

Figura 15 — Note que v; € v; ndo podem receber a mesma cor, pois, se esse for o caso, as cores
1,2 induzem pelo menos duas arestas.

Fonte: Autoria prépria

Se G é tal que A(G) = A(G) e dg(v) = A(G), entdo v possui algum vizinho que é
folha (ZHANG, 2016). Em Zhang (2016), o autor também apresenta um limitante inferior para
A(G), sendo este relacionado com o nimero de arestas do grafo.

Note que se G é um grafo com m arestas tal que A(G) < k, é necessario que m <
(lg) +k= (kgl) visto que tal valor € justamente o nimero de pares de cores que podem ocorrer nas
extremidades de arestas em uma k-colora¢ao harménica. Assim, segue que A(G) > Q(m) — 1.
Em Edwards (1996), o autor demonstra que, para florestas com o grau méaximo limitado, é
possivel determinar o niimero cromdtico harmonico em tempo polinomial. Ademais, apresenta
uma condicdo suficiente para que, dada uma floresta F, A(F) = Q(m) ou Q(m) — 1.

No que diz respeito a formula¢des matemadticas, apenas um trabalho (OLIVEIRA,
2019) apresentou desigualdades vdlidas para o problema de coloracdo harmdnica. Neste o autor

apresenta dois modelos: um baseado no conjunto de cores e um baseado em representantes.
3.1.1 Coloragcdo Harmonica Minimal

Nesta subsecao estudamos uma variacio de coloracdo harmonica apresentada em Wil-
son (1992). Sabemos que, por definicdo, em uma coloragdo harmoénica de G temos uma
k-coloracdo de n vértices tal que cada par de cores € utilizado no méximo uma vez em uma dada
aresta. Ao adicionarmos a restri¢do de cada par de cores aparecer exatamente 1 vez, diremos que

a coloracdo € harmoénica minimal, em inglés minimal line distinguishing (MLD), e diremos que
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G é MLD-colorivel. Note que um grafo G s6 € MLD-colorivel com k cores se possuir exatamente
(/“51) arestas. Apesar de ser um resultado para coloracdes harmonicas sem essa nova restri¢ao, o

Lema 3.1.1 possui como coroldrio:

Proposicao 3.1.2. (WILSON, 1992) Dado um grafo G com n vértices,
* Em uma MLD-coloragdo de G usando 7 cores cada cor aparece exatamente duas vezes;
os dois vértices que recebem a mesma cor sdo adjacentes e G é conexo;
* Em uma MLD-coloracdo de um grafo G de diametro dois, que tem um niimero par de

vértices, o nimero de cores usadas é % e cada cor é usada exatamente duas vezes;

Resultados relacionando coloragdo harménica minimal e emparelhamento de grafos
também sdo mencionados. Para apresentar um destes, definimos um emparelhamento M de G
como um emparelhamento livre de tridngulos (TFM) quando toda aresta de M ndo pertence a um

tridangulo de G. Assim, temos:

2

Teorema 3.1.3. (WILSON, 1992) Um grafo G com n vértices e m arestas tal que m = "ZJFTz" é

MLD-colorivel somente se possui um TFM perfeito.

Em Wilson (1992), o autor caracteriza, considerando n o nimero de vértices de G,
uma classe infinita de grafos G de didmetro 2 tais que A(G) = 5 e, usando uma construgio
similar a desta classe, descreve uma classe de grafos regulares MLD-coloriveis com 7 cores, onde
t € Z,t > 2. O grafo de Petersen, ja conhecido por ter propriedades singulares, ¢ mencionado
neste trabalho, pois, desconsiderando grafos completos e o grafo trivial, € o tinico grafo regular
conexo de diametro 2 que ¢ MLD-colorivel.

Apesar de colorac@ao harmonica ja ser um problema dificil sem a restricao de ser

propria, a maioria dos resultados encontrados na bibliografia exigem que a coloragdo obtida seja.

3.2 Coloracoes Harmoniosas

Nesta sec@o apresentamos resultados tedricos e computacionais encontrados na
literatura envolvendo colora¢ao harmoniosa de um grafo dado. Definimos uma coloragcdo
harmoniosa em vértices de um grafo G como uma colorag¢ao propria tal que cada par de cores
induz no maximo uma aresta. Em Lee e Mitchem (1987), os autores, além de introduzirem o
conceito de colora¢do harmoniosa, denotam por h(G) o niimero cromdtico harmonioso’, cuja

defini¢@o é dada por h(G) = min{k | G possui uma k-coloragdo harmoniosa}.
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O problema de coloracdo harmoniosa ja foi adaptado para uma versdao em ares-
tas (AFLAKI et al., 2012). Nesta temos uma coloracao em arestas propria na qual cada par de
cores aparece em no maximo um par de arestas incidentes. O niimero cromdtico harmonioso em
arestas € h'(G) = min{k | G possui k colora¢io harmoniosa em arestas }. Contudo, tal problema
foi até entdo pouco explorado. Em (AFLAKI et al., 2012), apresentam-se limitantes envolvendo
arvores e grafos regulares. Uma vez que coloracdo harmoniosa em arestas foi foco apenas do
trabalho mencionado anteriormente, nas subsecdes que sucedem apresentamos os resultados
envolvendo coloragdo harmoniosa em vértices. Ressaltamos que atualmente existem trabalhos
ainda nao publicados em periddicos (ARAUJO-PARDO et al., 2022; OLSEN et al., 2022;
MARINESCU-GHEMECI et al., 2021), para os quais € possivel encontrar a versdes online.

3.2.1 Limitantes Gerais

Nesta subsecao apresentamos limitantes encontrados para o nimero cromdtico har-
monioso em funcdo do grau méaximo, da cobertura de vértices e do complementar do grafo.
Também apresentamos varia¢des do problema de coloracdo harmoniosa em vértices.

Usando a definicdo de coloragao harmoniosa, em Kundrik (1992), o autor formaliza:

Teorema 3.2.1. (KUNDRIK, 1992) Seja G um grafo de ordem n, h(G) = n se, e somente se,
diam(G) < 2.

Este resultado foi combinado com métodos probabilisticos para demonstrar que:

Teorema 3.2.2. (MILLER; PRITIKIN, 1991) Seja G um grafo de didmetro dois e ordem n, assim,

h(G) = n. Temos que, h(G) = n para quase todo grafo.

Dizer que quase todo grafo possui diametro dois significa que a probabilidade do
grafo possuir didmetro dois tende a um quando o nimero de vértices do grafo tende ao infinito.
Resultados envolvendo grafos com didmetro pelo menos 3 também podem ser
encontrados na literatura. Em Drgas-Burchardt e Gibek (2017) os autores apresentam como
resultado principal que, se G é um grafo com didmetro pelo menos 3, entdo h(G) + % x(G?) <n.
No primeiro trabalho que menciona coloracao harmoniosa (LEE; MITCHEM, 1987)
€ introduzida a defini¢ao de coloracdo parcialmente harmoniosa de G, como sendo a coloragao
harmoniosa de um subgrafo induzido de G tal que para um vértice ainda ndo colorido u € uma

cor, normalmente € a colorag@o ¢, no maximo um elemento de Ng(u) é colorido com tal cor c.
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Note que esta restricio € necessdria se alguém for estender tal coloracdo a G pois, caso contrario,
qualquer cor atribuida a # implicaria em duas arestas com extremidades com as mesmas cores.
Ademais, dizemos que a cor ¢ é uma cor disponivel para um vértice u se podemos rotular z com
c e ainda assim obter uma coloragdo parcialmente harmoniosa de G. Caso contrério, tal cor é
dita proibida. Nesse artigo os autores apresentam o lema a seguir. A demonstracao, entretanto,

nao contém todos os detalhes que apresentamos.

Lema 3.2.1. (LEE; MITCHEM, 1987) Suponha que temos uma colora¢do parcialmente harmo-
niosa de G com k cores e um vértice v ainda ndo colorido. Suponha também que cada classe de

cor tem ordem no mdximo t. Entdo existem pelo menos k — tA(G)2 cores disponiveis para v.

Demonstragdo. Assuma que A = A(G). Seja ¢ uma coloragio parcialmente harmoniosa de G tal
que v € um vértice nao colorido por c. Logo todos os vértices pré-coloridos com a coloragdo ¢
que forem vizinhos de v possuem cores distintas. Note que, no pior dos casos, v tem A vizinhos
todos coloridos. Comecamos demonstrando que existem pelo menos A +A(A — 1) = A% cores

proibidas para v em ¢ a fim de melhorar o entendimento da demonstragao.

Figura 16 — Vizinhanca de v.

Fonte: Autoria prépria

Sejam vy,...,v, os vizinhos de v pré-coloridos por ¢, onde p < A. Assuma, sem
perda de generalidade, que ¢(v;) =i, onde 1 <i < p. E fato que cada v; tem no maximo A
vizinhos e como vv; € E(G), concluimos que cada v; possui no méximo A — 1 vizinhos, além
de v, pré-coloridos em c. Temos entdo que v tem p < A vizinhos pré-coloridos, logo os vértices
que possuem distincia exatamente dois de v sdo coloridos com no maximo A(A — 1) cores e
os vizinhos de v com no maximo A. Dessa forma, nos vértices a distancia no maximo dois de
v, usamos no maximo A+ A(A — 1) cores. Note que, se tentarmos estender ¢ a uma coloragao
parcialmente harmoniosa que também colore v, v ndo pode receber nenhuma das p < A cores
que ocorre em Ng(v), pois tal coloragdo deve ser prépria, nem nenhuma das cores que ocorre nos

vértices que estdo a distancia exatamente dois, ja que teriamos duas arestas com as mesmas cores
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em suas extremidades. Portanto, no pior dos casos, hd ao menos A+ A(A — 1) cores proibidas
paravem c.

Sejaagorau € V(G) talque u # v; e c(u) =i, 1 <i < p < A. Note que se u possuir
um vizinho de cor j, entdo a cor j também ndo pode ser atribuida a v ja que v possui um vizinho
de cor i e terifamos duas arestas com extremidades com as cores i € j. Nao trataremos o caso
c(u) =i, quando i > p, pois nenhum vizinho de v € colorido com tais cores. Assim, temos que
u possui no maximo A vizinhos pré-coloridos em ¢ e cada uma das cores nos vizinhos de u é
proibida para v. Por hipétese, existem no maximo ¢ vértices, como o vértice u, coloridos com a
cor i. Logo, olhando para a vizinhanga da unido dos vértices da classe de cor i, temos que existem
no maximo fA cores que ndo podem ser usadas em v. Ademais, como v tem p < A vizinhos e
tal argumento vale para cada cor de vértices adjacentes a v, temos no méaximo tAp < tA? cores

proibidas para v. Logo existem, de fato, k — tA” cores disponiveis para v em c. [
Com auxilio do Lema 3.2.1, em Lee e Mitchem (1987) € demonstrado que:

Teorema 3.2.3. (LEE; MITCHEM, 1987) Para todo grafo G:
A(G)+1 <h(G) < (A(G)* +1)v/n(G).

Demonstragdo. Como, pelo Teorema 3.2.1, vértices a distdncia maior ou igual a dois ndo podem
receber a mesma cor, a desigualdade A(G) + 1 < h(G) segue.
Para a segunda desigualdade, considere uma coloracao parcialmente harmoniosa de

G tal que

1. ((A(G))?+1)[+/n ] cores sio usadas e

2. cada classe de cor possui no méximo [+/n | vértices.
Se |V(G)| < ((A(G))*+1) [/n ], ndo hd o que provar. Suponha o contrério. A fim de demonstrar
a existéncia de tal coloragio, tome H C G tal que |V (H)| = ((A(G))?+1) [\/n | e use uma cor
em cada vértice de H. Logo, existe v € V(G \ H) que nio foi colorido. Usando o Lema 3.2.1,
v possui pelo menos ((A(G))?+ 1) [v/n ] — (A(G))?[v/n ] = [/n ] cores disponiveis. Se cada
uma das classes de cores das [/n | cores disponiveis possuir [+/n | vértices, entdo temos que
V(G)|=n>[y/n][y/n] > n. Assim, existe pelo menos uma classe de cor, dentre as [/n |
disponiveis, com no maximo [/n ] — 1 vértices. Usamos a cor dessa classe em v. Assim, obtemos

uma colorag¢do harmoniosa tal que v é colorido e as condicdes (i) e (ii) sdo satisfeitas. O

Tal resultado foi melhorado para:
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Teorema 3.2.4. (LU, 1991) Para todo grafo G vale:
h(G) < 2A(G) { n(G)J :
e posteriormente para:
Teorema 3.2.5. (MCDIARMID; XINHUA, 1991) Para todo grafo G vale:
h(G) <2A(G)+/n(G) —1.

Limitantes envolvendo o grau dos vértices do grafo também sdo estudados em Edwards
e McDiarmid (1994). Para tanto, os autores definem o k-core V(;) de um grafo G como o conjunto
(possivelmente vazio) de vértices que restam apds a remog¢ao dos vértices com grau menor do que
k, de forma que o grau minimo do grafo obtido € pelo menos k. Note que o processo para obter o
k-core de G ¢ feito repetitivamente e que, ao removermos um vértice v tal que dg(v) <k—1, 0
grau de toda a vizinhanca de v em G cai em uma unidade. Usando este conjunto € demonstrado

que:

Teorema 3.2.6. (EDWARDS; MCDIARMID, 1994) Seja G um grafo com m arestas e grau

mdximo A. Entdo, para todo k > 2,
h(G) <max{|V(p|, 2v/2(k—1)m+ (2k — 3)A}.

Usando a defini¢do de k-core temos que, para todo G, ]V( A +1)’ =0, o que resulta em:
h(G) < 2v2Am+ (2A—1)A.

A fim de obter um limitante para h(G) de um grafo G distinto de A(G) + 1, resultados
para grafos aleatdrios sdo apresentados em Krasikov e Roditty (1994). Temos, entdo, como um

primeiro lema para tal resultado:

Lema 3.2.2. (KRASIKOV; RODITTY, 1994) Seja G um grafo aleatorio, onde cada aresta é
escolhida com a probabilidade p. Sejam Ay, A, dois subconjuntos disjuntos de vértices, cada
um de tamanho m, entdo a probabilidade que existam pelo menos duas arestas de G entre eles é

pelo menos:

2_
m? (m — V)p*(L—p)" 2 _ m(m? —1)p*(1 —m’p)
2 = 2 '

Tomando agora G um grafo que satisfaz as condi¢des do Lema 3.2.2, temos:
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Lema 3.2.3. (KRASIKOV; RODITTY, 1994) Seja G um grafo aleatorio com n vértices, onde
cada aresta é escolhida com a probabilidade p. Suponha que k > 2, 2k|n, m = 5 > 2, m’p < %
e que existe uma coloragdo de V(G) com k cores. Entdo a probabilidade de que ndo existam

B n4p2
duas arestas coloridas com o mesmo par de cores é no mdximo e 512’ onde e é a base do

logaritmo natural.

Note que tal probabilidade € correspondente a probabilidade de tal grafo possuir uma

k-coloragao harmoniosa. Como corolério do Lema 3.2.3, os autores apresentam:

Corolario 3.2.1. (KRASIKOV; RODITTY, 1994) Sejam k, m, p que satisfazem as condicbes do

4.2

n
Lema 3.2.3 e suponha que n"e Gie) < % Entdo a probabilidade que exista uma coloragdo dos
vértices de G com k cores sem possuir duas arestas com o mesmo par de cores nas extremidades

é menor que %

A partir da combinacao de tais resultados com outros também apresentados pelos

autores, € possivel obter que:

Teorema 3.2.7. (KRASIKOV; RODITTY, 1994) Para n suficientemente grande e para A que

satisfaca 10*log,(2n) < A < \/nlog,(2n) existe um grafo G com n vértices e grau mdximo

AR

menor ou lthCll al que nao possut uma coloragao harmoniosa com menos que 80v/log 1 cores.

Em (EDWARDS, 1997), tendo como referéncia o Teorema 3.2.7, o autor deduz que,

para grafos de grau maximo limitado,

VA2
h(G) >
80+/log, n

Além de provar a existéncia de um grafo G cujo limitante inferior do nimero
harmonioso ndo é linear em A(G), em (KRASIKOV; RODITTY, 1994), também é apresentado
um limitante superior para o nimero cromdtico harmonioso e o tamanho de uma classe de cor

em uma colora¢c@o harmoniosa de um grafo qualquer:

Teorema 3.2.8. (KRASIKOV; RODITTY, 1994) Para todo grafo G com n vértices temos h(G) <
2 1/2
(%], onde t = max{1l,[A+1+ %1 — 1}. Ademais, existe uma coloragdo harmoniosa

de G com [%] cores tal que cada classe de cor tem no mdximo t vértices.

Em McDiarmid e Xinhua (1991) os autores apresentam limitantes superiores para

h(G) relacionando-o com S(G); tal parAmetro € definido, para um grafo G arbitrdrio, como
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5(G) := max{8(H) : H é subgrafo induzido de G}. Dentre os resultados apresentados por eles,
temos:
Teorema 3.2.9. (MCDIARMID; XINHUA, 1991) Para todo G ndo trivial com n vértices, onde
5(G) =6 e A(G) = A, vale:
h(G) <
Este parametro também foi utilizado em Edwards (1998) para demonstrar o seguinte
limitante superior:

Teorema 3.2.10. (EDWARDS, 1998) Dado um grafo G com m arestas tal que 5 (G) = Se
A(G) = A, entdo;

\/8m(8+A)+A2 A
< + =

h(G) < 5 o

onde A =2A6 + (A)? — 62,

Introduzimos agora o conceito de homomorfismo em grafos. Dada uma aplicacao
f:V(G) = V(H), dizemos que f é homomorfismo de G em H se, para toda aresta uv de G,
temos a aresta f(u)f(v) em H. Vale ressaltar que, em oposi¢ao a relacdo de isomorfismo, a
relacdo de homomorfismo nédo € sempre simétrica. De fato, na Figura 17, temos que a fun¢do
f:V(G)—=V(H)talque f(a) =1, f(b)=3, f(c)=2, f(d)=3, f(e) =2 éum homomorfismo
de G em H, mas tomando, sem perda de generalidade, g: V(H) — V(G) tal que g(1) =ae
g(2) = b, temos que ndo existe g(3) tal que g(1)g(3),2(2)g(3) € E(G).

Figura 17 — Grafo G homomorfo a H, mas H nio é homo-

morfo a G.
a
1
e b
d G c 2 H 3

Fonte: Autoria propria

Note que se um grafo G € harmoniosamente k-colorivel, entdo é possivel obter

um homomorfismo entre G e K}, de forma que cada aresta de K € representante de uma
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Unica aresta de G. Assim, para que G seja harmoniosamente k-colorivel, é necessario que
m(G) < (5) = m(Ky). Tal observagdo é feita em Miller e Pritikin (1991). Dessa forma, assim
como ocorre com A (G) temos que é possivel limitar h(G) a partir de m(G).

Apesar de, em sua maioria, os limitantes do nimero cromatico harmonioso levarem

em conta o grau maximo do grafo, em Kundrik (1992), o autor apresenta limitantes superiores e

inferiores para o nimero cromdtico harmonioso de G e para o de G relacionando-os com desigual-

dades similares as desigualdades 21/n(G) < x(G) + x(G) <n(G)+1 e n(G) < x(G)x(G) <

w, demonstradas em Nordhaus e Gaddum (1956).

Teorema 3.2.11. (KUNDRIK, 1992) Seja G um grafo com n vértices. Entdo:
n+1<h(G)+h(G) < 2n,

n <h(G).h(G) < n’.

No mesmo trabalho, (KUNDRIK, 1992) apresenta exemplos apertados para estes
limitantes em fungio da soma e do produto dos niimeros cromdticos harmoniosos de G e G.
Outra forma de limitar o nimero cromatico harmonioso de um grafo é por meio da

cobertura (de arestas) por vértices.

Lema 3.2.4. (KOLAY et al., 2019) Seja G um grafo sem vértices isolados, X uma cobertura
por vértices de G, e seja H o grafo auxiliar definido tal que V(H) =V (G)\ X e, para todos
u,v € V(G), temos que uv € E(H) se, e somente se, distg(u,v) = 2. Uma coloracdo c de G,
onde

I ¢c(X)Nce(V(G)\X)=0; e

2. c(i) #c(j),paratodoi+# j, i,j €X

¢ uma coloragdo harmoniosa de G se, e somente se, ¢ |y(g\x) € uma coloragdo propria de H.

Demonstragdo. Primeiramente, suponha que a fungdo ¢ € uma coloragdo harmoniosa de G. Uma
vez que assumimos que o grafo G ndo possui vértices isolados, cada vértice de V(G) \ X deve
ser adjacente a pelo menos um vértice de X. Pela Propriedade 1 de c, os vértices de V(G \ X)
devem receber cores diferentes das cores usadas em X. Por absurdo, suponha que ¢ |V(G)\X nao
¢ uma coloragdo prépria de H. Assim, existe uma aresta uv € E(G) tal que suas extremidades
recebem a mesma cor. Para que essa aresta seja presente, existe w € X tal que wu,wv € E(G).

A definigdo de ¢ |y(g\x) implica que c¢(u) = c(v). Portanto, devido  existéncia das arestas wu
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e wv, ¢ ndo € uma coloragdo harmoniosa de G. Dessa forma, ¢ |y (¢\x) deve ser uma coloragio
propria de H.

Para demonstrar a dire¢do contrdria, seja ¢ uma coloragdo de G tal que c¢(X)Ne(V(G\
X)) = 0, vértices distintos de X recebem cores distintas em c e ¢ |V(G\X) ¢ uma coloracao prépria
de H. Por absurdo, suponha que ¢ ndo € uma coloracdo harmoniosa de G. Para que a hipdtese do
absurdo seja satisfeita, é necessério que (a) uma aresta em E(G) possua a mesma cor em suas
extremidades ou (b) exista um par de cores cujas classes de cores induzem mais de uma aresta.
Suponha que hd uma aresta em G cujas extremidades recebem a mesma cor. Como V(G) \ X é
um conjunto independente e vértices de X recebem cores distintas, esta aresta deve ocorrer entre
um vértice de v € X e w € V(G \ X). Por defini¢go, ¢(X) Nc(V(G) \ X) =0, o que contradiz a
hipétese da existéncia de tal aresta. Assim, ¢ € uma coloracao prépria de G. Suponha, entao,
que existe um par de cores i, j tal que as classes de cores V;, V; induzem mais de uma aresta.
Isto €, existem vértices uj,up € V; € vi,vp € V; tais que ujvy,upvy € E(G). Uma vez que c é
uma coloragdo na qual vértices distintos de X recebem cores distintas e ¢(X) Nc(V(G)\ X) =0,
nenhum vértice das classes de cores V;,V; pode pertencer a X. Como G € conexoe V(G)\ X é
um conjunto independente, as arestas induzidas por V;,V; devem possuir uma extremidade em X
eumaem V(G\X). Assim, temos queouu; =up € X evi #va € V(G\X)ouvi=m eXe
u; # uy € V(G\ X). Sem perda de generalidade, suponha que u; =up € X e vy vy € V(G\ X).
Assim, no grafo auxiliar H viv; € E(H). Logo, ¢ |y(\x) € uma coloragdo prépria de H, o que
contradiz que v| e v, pertencem a mesma classe de cor da coloragdo c. Assim, ¢ € uma coloragao

harmoniosa de G. ]

Teorema 3.2.12. (KOLAY et al., 2019) Se G é um grafo tal que A(G) > 2, entdo A(G)+1 <
h(G) <vc(G) +A(G)(A(G) —1).

Demonstragdo. O limitante inferior segue pelo Teorema 3.2.1.

A fim de demonstrar que h(G) < ve(G) + A(G)(A(G) — 1), primeiro construimos
uma coloragdo harmoniosa de G usando ve(G) 4+ A(G)(A(G) — 1) + 1 cores e, em seguida,
aplicamos uma técnica para economizar uma cor. Seja X uma cobertura por vértices de G.
Construimos uma coloragdo ¢ : V(G) — [ve(G) +A(G)(A(G) + 1)] da seguinte forma: colorimos
vértices distintos da cobertura X com cores distintas que nao serdo utilizadas nos vértices
de V(G) \ X e construimos um grafo auxiliar H como o citado no Lema 3.2.4. Note que

A(H) =A(G)(A(G) —1). Ademais, é bem conhecido colorir H propriamente usando no maximo
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A(H)+ 1 cores. A coloragdo ¢ ‘V(G)\X € uma coloracgdo prépria de H e ¢ satisfaz as hipdteses
do Lema 3.2.4, logo ¢ é uma coloracdo harmoniosa de G.

Para reduzir uma cor, usamos uma ideia similar a usada em (AFLAKI et al., 2012).
Se for possivel colorir gulosamente os vértices de V(G) \ X usando A(G)(A(G) — 1), entdo
esta coloracdo ja satisfaz o teorema. Caso contrério, tome u € X. Iremos recolorir u com
uma cor usada em V(G) \ X. Seja u adjacente a i < A— 1 vértices de X (se Ng(u) C X, entdo
u pode ser movido para V(G) \ X, sem perda de generalidade). Assim, em V(G) \ X, no
maximo i(A(G) — 1) vértices estdo a distancia dois de u e no maximo A(G) — i s@o vizinhos
de u. Mantendo as cores dos demais vértices, se quisermos recolorir u para economizar, as
i(A(G) — 1) 4+ A(G) — i cores desses vértices ndo podem ser usadas em u (por defini¢do de
colora¢@o harmoniosa), porém qualquer outra cor pode ser atribuida a u. Portanto, o niimero de
cores proibidas é i(A(G) — 1)+ A(G) —i = i(A(G) —2) + A(G). Todavia, i(A(G) —2) +A(G) <
(A(G)—1)(A(G) —2)+A(G) =A(G)(A(G) — 1) —A(G)+2 < A(G)(A(G) — 1) quando A(G) >
2 e, consequentemente, sempre € possivel encontrar uma cor disponivel para recolorir u dentre
as cores que ndo aparecem em vértices a distancia no méximo dois deste vértice, o que reduz o

limitante superior em uma unidade. [

Apesar de existirem limitantes usando a cobertura de vértices de G como parametro,
durante nosso estudo, observamos que nem sempre a cobertura minima retorna o melhor limitante
para uma colora¢ao harmoniosa do grafo. Temos na Figura 18 o exemplo de um grafo cuja
cobertura minima ndo retorna o melhor limitante superior. Nesta coloracdo, damos a cada vértice
da cobertura uma tnica cor e aos vértices do conjunto independente cores distintas se, € somente
se, eles possuem um vizinho em comum.

A utilizacdo do grau maximo de um grafo foi empregada como uma ferramenta
fundamental na obtencao de limitantes superiores para o conceito de colora¢do k-harmoniosa
em um grafo G . Uma colorag¢do k-harmoniosa é uma coloragdo propria tal que cada par de
cores induz um emparelhamento com no maximo k arestas. O nimero cromatico k-harmonioso,
denotado por hy(G), é o menor nimero de cores usadas em G em uma coloragéo k-harmoniosa.

Note que h;(G) = h(G) e, para todo k € N, hg(G) > hy41(G). Define-se, ho(G)
como o menor nimero de cores em uma coloracdo harmoniosa de G de modo que os vértices de
nenhum P; sejam coloridos com exatamente duas cores. Além disso, temos a seguinte relagao:

heo(G) <h(G) <n=|V(G)

, onde a igualdade € alcancada somente quando o grafo G possui

diametro no maximo dois.
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Figura 18 — No grafo com a cobertura dada a es-
querda o limitante superior de h(G) ob-
tido € 7, e no da direita h(G) € limitado
por 6.

e

Fonte: Autoria propria

Teorema 3.2.13. (MCDIARMID; XINHUA, 1991) Para um grafo G ndo-trivial, A= A(G), n =
|V(G)| e k € Nvale:

1
h(G) < max {21(k+ 1)A2, 18A2 3 (%) ’ } .
Como corolario de tal teorema, temos:

Corolario 3.2.2. (MCDIARMID; XINHUA, 1991) Dado G, temos:
ha(G) < 23max{A%,n?}

Algumas outras variacdes da coloracdo harmoniosa em vértices foram estudadas na
literatura. Tais variacdes sdo:

* Coloragao Harmoniosa Local (WANG et al., 2010): a restricao de cada par de cores induzir
no méaximo uma aresta sO precisa ser satisfeita para arestas a distancia d de cada vértice,
denominamos esta por coloracio d-harmoniosa local. O niimero cromético d-harmonioso
local de G € o menor k tal que G possui uma coloragdo d-harmoniosa local com k cores.
Resultados para caminhos e ciclos foram estudados para essa variacao.

Uma versao ainda mais relaxada da coloragdao harmoniosa local foi estudada em Gao (2017) e
em Gao (2018), na versdo estuda por estes autores, eles consideram apenas o caso em que d = 1.
Também considerando a versdo em que d = 1, agora adotando a nomenclatura de coloragdo
I-harmoniosa, em Liu et al. (2019) os autores mostram que o nimero cromdtico 1-harmonioso de
um grafo G completo, roda e estrela é n(G); se G é uma drvore, um mesh network, um extended
mesh network ou um generalized honeycomb network entdo o nimero cromatico 1-harmonioso

de G é A(G)+ 1. Outras classes de grafos também sao estudadas em Liu er al. (2019). O
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problema de colorag¢do 1-harmoniosa também foi estudado em snakes triangulares por Mansuri
et al. (2020).

* Coloracao Harmoniosa Local Fracionada (GAO, 2018): Esta coloracdo é uma abordagem
racional da coloragido harmoniosa local, de forma que todo v € V(G) recebe um subcon-
junto com b elementos de {1, 2,..., a} denotado C,; se u,v sdo adjacentes ou possuem um
vizinho em comum entdo C, NC, = 0. O niimero cromatico harmonioso local fracionado
¢ o menor nimero racional positivo 7 tal que G admite uma coloragdo harmoniosa local
fracionada com 7 cores. Resultados para ciclos foram estudados nesta variagdo. Ademais,
o autor apresenta que se um grafo com n vértices tem didmetro no maximo dois, entao
seu numero cromdtico local fracionado € igual a n e relaciona coloragdo harmoniosa local
fracionada com

No problema niimero de coloracoes (DRGAS-BURCHARDT; GIBEK, 2017), de-
notamos por x;(G, k) o nimero de k-coloragcdes harmoniosas em G. Tal problema nao é
necessariamente uma variagdo de coloracdo harmoniosa, mas em Drgas-Burchardt e Gibek

(2017) os autores analisam o valor de x;,(G, k) a partir do valor de k.
3.2.2 Coloragdo Harmoniosa em Arvores

Nesta subsecdo apresentamos condi¢des suficientes para a existéncia de drvores com
um ndmero cromatico harmonioso dado, limitantes do ndmero cromatico harmonioso em arvores
n-drias, resultados envolvendo arvores com um nimero alto de folhas e a relagdo entre h(7) e
Q(m), sendo T uma arvore e m = E(T).

Comecamos tal estudo com a caracterizacdo de um inteiro ¢, em funcdo de n, tal que

sempre € possivel colorir harmoniosamente uma arvore com ¢ cores:

Teorema 3.2.14. (MITCHEM, 1989) Seja n um inteiro positivo e seja k o menor inteiro tal que
(]2() > n— 1. Entdo, para todo t inteiro, tal que k <t < n, existe uma drvore T com n vértices tal

que h(T) =t.

Tal resultado € notdvel, pois n — 1 é o nimero de arestas de uma drvore com n vértices
e (’;) ¢ a quantidade de pares de rotulagdes possiveis quando se tem k cores disponiveis. Como,
por hipétese, (g) >n—1et >k, sempre ha pelo menos um par de cores para cada aresta. Em
seu trabalho, a partir deste Teorema, Mitchem apresenta como coroldrio o seguinte resultado

para limitantes gerais em grafos:
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Corolario 3.2.3. (MITCHEM, 1989) Sejam n,m inteiros positivos tais que n < m < (g) e seja k
0 menor inteiro que satisfaz (15) > m. Entdo, para todo inteiro t, k <t < n, existe um grafo G

com n vértices e m arestas tal que h(G) = 1.

Na literatura ha resultados gerais em grafos que sdo obtidos a partir de resultados
para arvores, assim como acontece no Corolario 3.2.3, mas a situag@o contraria também ocorre.
De fato, em McDiarmid e Xinhua (1991) os autores apresentam, como corolario do limitante
geral apresentado no Teorema 3.2.9, que, para uma arvore 7' ndo trivial com n vértices e grau
méximo A, temos h(T) < 2v/An. Tal corolério foi melhorado em Edwards e McDiarmid (1994),
onde os autores demonstram que h(7') < 2+/2n—2+A.

A fim de apresentar os resultados posteriores, definiremos aqui uma arvore bindria.
Para tanto, tomamos uma arvore 7 com um vértice r escolhido para ser sua raiz, esta € denomi-
nada drvore enraizada. Dado v € V(T'), denote por P(v) o r,v-caminho em T (note que este é
tinico, visto que estamos falando de uma drvore). Dizemos que o pai de v é seu vizinho em P(v)
e que seus filhos sdo seus vizinhos restantes em 7', caso existam. As folhas de uma arvore sdao
vértices de grau 1, ou seja, vértices que ndo tem filhos.

Uma drvore plana enraizada é uma arvore enraizada com uma ordem, da esquerda
para a direita, especificada para os filhos de cada um dos vértices. Uma drvore bindria € uma
arvore plana enraizada onde cada vértice tem no méximo dois filhos, drvores terndrias sao
definidas de forma andloga, com a restricao de no maximo trés filhos. Uma drvore k-dria é uma
arvore plana enraizada tal que cada vértice possui no maximo k filhos. O niimero de niveis que
uma arvore bindria possui é |P(u)|+ 1, onde |P(u)| = max{|P(v)|;v € V(T)}. Denotaremos por
B, a arvore bindria completa e por 7, a rvore terndria completa de n niveis, nestas cada vértice
possui exatamente zero ou dois (respectivamente trés) filhos.

O primeiro artigo a apresentar, explicitamente, resultados para esta classe de drvores

foi Mitchem (1989), que possui como um de seus resultados:
Teorema 3.2.15. (MITCHEM, 1989) Para r > 6, h(By,) <3(2" 1) 42"+ (r—3).

Em Lu (1990) os autores também apresentam limitantes para arvores completas

bindrias, terndrias e n-arias e melhoraram o resultado anterior para:

Teorema 3.2.16. (LU, 1990) Para r > 4, h(B,,) <3(2"~ 1) —24 +2.
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Na literatura ndo sdo trabalhadas apenas drvores bindrias com um ndmero par de
niveis; de fato, temos que h(B,) = & (2§) mesmo quando n é impar (MILLER; PRITIKIN,
1991).

A partir de um resultado para grafos ciclicos (Teorema 3.2.4), é possivel obter, como
coroldrio, que h(B,) < 6 [v/2" —1|. Como melhora deste corolério, ¢ demonstrado que, para
n>5, h(B,) = Q(B,) (ZHIKANG, 1998). Ademais, tal igualdade também € valida para drvores
terndrias completas (ZHIKANG, 1998).

Ao apresentar resultados para uma 4arvore n-daria com ¢ niveis, em Mitchem e
Schmeichel (2002), os autores dao condi¢des necessdrias para que uma arvore n-aria completa
com ¢ niveis T seja tal que h(T) < Q(m)+ 1 ou h(T) = Q(m), sendo m o ndmero de arestas
de T. Vale lembrar que o niimero cromdtico harmonioso de uma arvore, assim como o nimero
cromatico harmonioso de um grafo G qualquer com n vértices e m arestas, deve satisfazer:
O(m) <h(T) <n.

Outro autor que relacionou h(7') e Q(m) foi Edwards, que demonstrou que:

Teorema 3.2.17. (EDWARDS, 1995) Seja d € 7" e seja € € Rt. Entdo existe um inteiro
N =N(d, €) tal que se T é uma drvore com n > N vérticese m =n— 1 arestas, A(T) <deT

possui pelo menos €n folhas, entdo T satisfaz:
1
h(T)= [5(1 +v8n —7)—‘ = Q(m)

Ainda em Edwards (1995) o autor usa uma modificacdo do Teorema 3.2.17 a fim de
demonstrar, como resultado principal deste trabalho, que quase toda arvore 7T satisfaz h(7) =
Q(m). Para tanto, usando grafos aleatérios, este mostra que a propor¢io de drvores com n vértices
que satisfazem a igualdade tende para 1 quando n tende ao infinito. No ano seguinte, Edwards
(1996) apresenta que o Teorema 3.2.17 € aplicavel em florestas com um niimero alto de folhas.
Em contrapartida, em Edwards (1996), o autor também apresenta resultados para arvores com no
maximo mm folhas, sendo m seu nimero de arestas.

Ainda relacionado com arvores com nimero alto de folhas, em Akbari ef al. (2012)
os autores estudam drvores 7 tais que A(T) > %2, sendo 7 seu numero de vértices, € demonstram
que o nimero cromatico harmonioso destas € igual a A(T') 42 se existem u, v € V(T') vértices
de grau maximo ndo adjacentes e igual a A(T) + 1, caso contrario. Em Aflaki ef al. (2012) os

autores demonstram que se 7' € uma drvore com n vértices tal que A(T) > 7, entdo existe uma

coloragéo harmoniosa desta com A(T') 4 1 cores tal que toda cor aparece no maximo duas vezes.
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Arvores com grau maximo limitado também foram estudadas em Aflaki et al. (2012),
onde os autores apresentam que se uma drvore T ¢ tal que A(T') < [5], sendo n seu niimero
de vértices, entdo T possui uma coloragdo harmoniosa com 5 + 1 tal que cada cor aparece no

maximo duas vezes.
3.2.3 Coloracdo Harmoniosa em Caminhos e Ciclos

Nesta subsecdo apresentamos limitantes para o nimero cromético harmonioso de
caminhos, de grafos formados pela unido disjunta de caminhos e ciclos, e para o produto
cartesiano de caminhos.

Comecamos com resultados que determinam o nimero cromdtico harmonioso de

um caminho com n vértices.

Teorema 3.2.18. (MITCHEM, 1989) Seja k um inteiro positivo. Se k é impar, ou se k é
paren—1= (]5) — j para algum j € {%, %, ...k =2}, entdo h(P,) = k. Caso contrdrio,
h(B,) =k+1.

Posteriormente, tal resultado foi melhorado para:
Teorema 3.2.19. (MILLER; PRITIKIN, 1991) Dado um inteiro positivo n,

2k, se (2k2—1) <n—1< (22]‘) —(k—1),

) = 2k+1, se (3)—(k—1)<n—1< (1
J 2 =\ 2 /)

No que diz respeito a ciclos, foi demonstrado que, para um grafo 2-regular formado

por exatamente duas componentes:

Teorema 3.2.20. (MITCHEM, 1989) Sejam r,s, p inteiros tais que r+s=p e 3 <r <s, e seja
k o menor inteiro tal que (];) > p. Se k é impar e p # (12‘) — i, para algum i € {1,2}, entdo
h(Cp) = h(C,UCy) =k. Seképar, p# (5) —iei€{0,1,....k —1}, entdo h(C,) = h(C,UCy) =
k. Caso contrdrio, h(C,) = h(C,UCy) = k+ 1.

Tal resultado é generalizado por Georges, que apresenta:

Teorema 3.2.21. (GEORGES, 1995) Seja X = {C", C?, ..., C*} uma cole¢do de ciclos disjuntos,
onde C' possui c; arestas, 1 < i<k, e seja n o menor inteiro tal que Zi-‘: 1€ < (g) Se n é impar

en>2k+3, entdo h(X) =h(C,), onde p=Y*_, ci.
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N3ao obstante, Georges apresenta o nimero cromdtico harmonioso de uma colecao

de caminhos disjuntos:

Teorema 3.2.22. (GEORGES, 1995) Seja X = {P', P?, ..., P"} uma colecdo de caminhos
disjuntos ndo triviais, onde P' possui a; arestas, 1 < i < n. Seja k o menor inteiro positivo tal

que Y ya; < (lzc) Se k é impar, entdo h(X) =k. Se k é par e

entdo h(X) = k. Caso contrdrio, h(X) =k—+ 1.

Como coroldrio de tal teorema, Georges apresenta o seguinte resultado para b copias

disjuntas de um caminho com 7 vértices, denotado pelo mesmo como bF,:

Corolario 3.2.4. (GEORGES, 1995) Sejam b e n inteiros positivos e seja k o menor inteiro tal
que b(n—1) < (’5) Se k é impar, entdo h(bP,) =k. Se k é par e 2b(n—2) < k(k—2), entdo
h(bP,) = k; caso contrdrio, h(bP,) = k+ 1.

O autor também apresenta resultados similares para grafos formados por uma colecao
de ciclos disjuntos ndo triviais.

Resultados relacionados com o produto cartesiano de ciclos e caminhos também sdo
descritos na literatura. Com intuito de explorar estes, denotamos por G X H o produto cartesiano
de G e H, sendo o grafo tal que V(G x H) =V (G) x V(H) e, dados v = (v1,v2),u = (uj,up) €

G x H, temos que vu € E(G x H) se viu; € E(G) e vy =up ou voup € E(H) e vi = uj.

Figura 19 — C3 X Py.

Fonte: Autoria prépria

Para o produto cartesiano de dois caminhos, temos:

Teorema 3.2.23. (MILLER; PRITIKIN, 1991)
* h(P, x P,) =2n, se n for par; e
* h(P, x P,) € {2n,2n+ 1}, se n > 1 for impar.
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E possivel definir o produto cartesiano entre grafos indutivamente. O produto
G1 x G, x G3 pode ser visto como (G| X G2) x G3 ou mesmo como G| x (G2 x G3), pois tal
construcdo € associativa. Assim, € possivel compreender o produto de trés caminhos e, para este

produto, foi apresentado como limitante superior:
Teorema 3.2.24. (MILLER; PRITIKIN, 1991) h(P, x P, X P,,) < 2mn se n for par.
A partir do Teorema 3.2.4, este limitante foi melhorado quando m > 36 para:

Corolario 3.2.5. (LU, 1991) h(P, X P, X By) < 12 |ny/m].
3.2.4 Coloracdo Harmoniosa em Grafos Planares

Nesta subsecdo apresentamos um limitante superior para o nimero cromatico harmo-
nioso de grafos planares, um para grafos imersos em superficies nao planares (gé€nero maior ou
igual a 1) e um limitante inferior para este nimero no grafo complementar de um grafo planar.

Antes de apresentar os resultados, definimos o género de um grafo G, denotado
por ¥(G), como o menor inteiro k tal que G possui representagdo no plano com no maximo k
cruzamentos de arestas. Assim, por definicdo, um grafo G é planar se, e somente se, Y(G) = 0.

Até entdo ndo h4, na literatura, um trabalho com foco em discutir sobre o comporta-

mento desta coloragdo em grafos planares. Entretanto, temos, como corolério do Teorema 3.2.6:

Corolario 3.2.6. (EDWARDS; MCDIARMID, 1994) Se G é um grafo planar com m arestas,
h(G) < (40m)'/% +9A.

Ap0s apresentar tal resultado, o autor afirma que, para todo grafo ndo planar G, o
7-core (definido na Pdgina 39) de G possui no maximo 12(y — 1) vértices. Assim, obtemos o

resultado:

Corolario 3.2.7. (EDWARDS; MCDIARMID, 1994) Se G ndo ¢é planar (ou seja, o género y é

pelo menos 1) com m arestas, género Y e grau mdximo A, entdo
h(G) < max{12(y— 1), (48m)"/2 + 11A}.

A fim de finalizar esta subse¢do, apresentamos um resultado obtido por Kundrik que

determina o nimero cromatico harmonioso do complementar de um grafo planar:

Teorema 3.2.25. (KUNDRIK, 1992) Se G é planar e n(G) > 9, entdo h(G) > n(G) —2.
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3.2.5 Coloracdo Harmoniosa em Digrafos

O problema de coloragdo harmoniosa em digrafos ja foi tema abordado na tese de
doutorado de Hegde e Shetty (2013). Em sua tese, Shetty usa dois capitulos para discorrer sobre
resultados de coloracido harmoniosa em digrafos, o primeiro apresenta para digrafos quaisquer e
o segundo para digrafos k-regulares.

Esta variacdo do problema foi apresentada em Hegde e al. (2011) onde, dado um
digrafo D com n vértices e m arcos, uma fungdo f: V(D) — {1, 2, ..., k}, k <n é uma
coloracdo harmoniosa de D se for uma coloragdo prépria tal que para quaisquer dois arcos
xy, uv € A(D), temos que (f(x), f(y)) # (f(u), f(v)). Denotamos por ﬁ(D) o menor k tal que
D € harmoniosamente k-colorivel.

Denotamos o grau médximo de entrada e o grau médximo de saida do digrafo D por
A~ (D) e AT(D). E possivel notar que um limitante inferior para uma colora¢io harmoniosa de
um digrafo D é ﬁ(D) > A(D), sendo A(D) = max{A~ (D), AT(D)}. Tal limitante é atingido
quando tomamos uma estrela S,,, cujo centro v € V(S,,) é tal que di(v) =n—1. Em Hegde et al.

(2011), os autores comentam sobre tal limitante e apresentam uma melhoria para 0 mesmo.

%
Proposicio 3.2.26. (HEGDE et al., 2011) Seja D um digrafo, temos h (D) > [1vimtl V;""“}, onde
= [A(D)].

O limitante inferior desta proposi¢do € atingido por caminhos direcionados, de
forma que h( ) = (“”4” 1.
ao orientarmos um grafo G qualquer, obtendo um digrafo G, W (G) > (HV 4mtl] (HEGDE;

CASTELINO, 2015).

Ademais, temos como coroldrio da Proposi¢do 3.2.26 que,

Figura 20 — Caminho direcionado com sete vértices, note que H(ﬁ7) =3

Fonte: Autoria prépria

Em Hegde et al. (2011), autores também notaram que se D € um digrafo simétrico e
G é obtido de seu grafo subjacente removendo suas possiveis arestas miltiplas, h(G) = ﬁ(D)
E notével que h(G) > E)(D) A desigualdade h(G) < ﬁ(D) segue do fato de, se u, v € V(D)
recebem as cores a, b na coloracdo harmoniosa 6tima de D respectivamente, o par ordenado
(a,b) aparece na coloragdo, visto que uv € A(D) e o par (b, a) também ja aparece, gracas ao

arco vu. Assim, as cores a, b ndo podem ser usadas em outro par de vértices adjacentes. Neste
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artigo, os autores também apresentam resultados para caminhos direcionados alternados e ciclos
direcionados alternados.

A observacdo anterior de Hegde et al. (2011) sobre o nimero harmonioso do grafo
subjacente de um digrafo simétrico ja implica na NP-dificuldade de determina¢do do nimero
cromdtico harmonioso de um digrafo. Porém, a complexidade do problema de coloracdo
harmoniosa em digrafos foi pela primeira vez explicitamente estudada em Edwards (2013).
Neste, reduzindo o problema do empacotamento para o problema de coloragdo harmoniosa em

digrafos, o autor demonstra que:

Teorema 3.2.27. (EDWARDS, 2013) O problema de colora¢cdo harmoniosa em digrafos é

NP-completo, mesmo em digrafos com grau de entrada e grau de saida no mdximo 2.

Assim como em Georges (1995), em Hegde e Castelino (2015) os autores apresen-
taram resultados para a unido disjunta de ciclos e de caminhos; sendo, porém, estes resultados
uma variacao para digrafos. Em Hegde e Castelino (2015), os autores também apresentam que
- 14++/14+4(n—1) . . ~ =
h (B,) = [—Y————1] e demonstram esta igualdade usando indugdo. Nio obstante, os autores

enunciam:

Proposicio 3.2.28. (HEGDE; CASTELINO, 2015) Se D é tal que D =P,UP,U...UP, a

T . . = C . e
unido disjunta de caminhos direcionados, onde P; possui i vértices, i € N, entdo h (D) =

( 1+\/2k372k+1 " )

De forma andloga, os autores apresentam um resultado um digrafo D formado pela
unido disjunta de ciclos direcionados D = 53 U 54 Uu...U ék, onde C’i ¢ o ciclo direcionado com
i vértices. Ainda abordando ciclos, em Hegde e Castelino (2015) os autores apresentam um
limitante para ciclos direcionados simétricos. Outras classes de digrafos estudadas por eles sao:
estrelas, rodas e arborescéncias de saida n-aria.

Ainda em 2015, outro trabalho foi publicado por Hegde e Castelino (HEGDE;
CASTELINO, 2015). Neste trabalho, os autores divulgam resultados para digrafos regulares.

Como corolario do Teorema 3.2.26, temos o seguinte limitante inferior:

Corolario 3.2.8. (HEGDE; CASTELINO, 2015) Se D ¢é um digrafo r-regular de ordem n, entdo
- 14+/1+4m
h (D) > [,
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. . . - c
Em Hegde e Castelino (2015) sdo exibidos limitantes de h (D), quando D é um toro
de ordem n x n ou um digrafo circulante; ademais, ¢ mencionado que para estas duas classes de

digrafo o problema de determinar o nimero cromético harmonioso continua sob investigacao.
3.2.6 Relagdo entre niimero acromdtico e nimero cromdtico harmonioso

A fim de descrever o nimero acromatico, definimos primeiro uma coloragdo par-
completo como sendo uma coloragdo prépria em que cada par de cores induz pelo menos uma
aresta. O niimero acromdtico ¥(G) é o maior k tal que G possui uma colorag¢do par-completo
com k cores.

De forma andloga ao parAmetro Q(m), definimos g(m), onde m € Z*, como sendo o

maior k € Z™ tal que (g) < m. Assim, temos:

atm) = | L.

O primeiro trabalho a explicitamente relacionar tais coloracdes foi o de Edwards
(1997), onde o autor argumenta que a cadeia de desigualdades h(G) > Q(m) > g(m) > y(G) é
vélida para todo grafo G com m arestas.

Em Cairnie e Edwards (1997) os autores apresentam como lema que, dado um grafo
com (é’) arestas, Y(G) = k se, e somente se, h(G) = k. Ainda em Cairnie e Edwards (1997),
os autores fazem uma reducdo usando coloragdo harmoniosa em arvores para demonstrar que,
dada uma drvore T e um inteiro k, determinar se y(7') > k é NP-completo. No trabalho seguinte
destes autores, (CAIRNIE; EDWARDS, 1998), eles adaptam alguns resultados de coloracao
harmoniosa de Edwards (1996) para resultados de coloragdo acromética e comentam sobre a
complexidade desta coloragdao em drvores de grau méximo limitado.

Relagdes entre y(G) e h(G) em classes mais especificas de grafos também foram
apresentadas. Em Venkatachalam et al. (2012) ¢ demonstrado que W(L(Kj n.)) =h(L(Ki n4)) =
n+1, onde Ky , , € uma drvore obtida apds adicionar uma folha em cada folha da estrela K ,,.
Tal arvore € denominada estrela dupla.

Tais relagdes também foram estudadas em hipergrafos. Em Debski et al. (2015), os
autores apresentam uma expressao que limita y(H) inferiormente e h(H) superiormente, onde

H pertence a uma classe de hipergrafos k-uniformes de grau méximo limitado. Em um trabalho

posterior (DEBSKI et al., 2017), os autores mostram como estas desigualdades podem ser
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usadas para obter resultados de problemas combinatdrios relacionados com estes problemas de
coloracdo. Além das classes mencionadas, também foram estudados grafos circulantes (DEBSKI

et al., 2018).
3.2.7 Outras classes de grafos

Nesta subsecao apresentamos algumas classes de grafos particulares que ja foram
estudadas na literatura e possuem resultados tedricos no que diz respeito a0 nimero cromatico
harmonioso.

Construimos o grafo central de um grafo G a partir da subdivisao de cada aresta
deste grafo exatamente uma vez e adicionando arestas entre todos os pares de vértices ndo
adjacentes de G; denotamos o grafo central de G por C(G). O grafo middle de G, denotado por
M(G), é definido com o conjunto de vértices V(M(G)) = V(G)UE(G), e um par de vértices
de M(G) é adjacente se, e somente se, o par é formado por arestas incidentes em G ou o par
¢ formado por um vértice de G e uma aresta incidente a ele. O grafo fofal de G, denotado
por T(G), é definido com o conjunto de vértices T(G) = V(G) U E(G) e arestas entre todo
par de vértices de T(G) que é adjacente ou incidente em G. Em Vivin e Thilagavathi (2009)
0s autores apresentam o nimero cromatico harmonioso de C(P,) e do grafo linha de C(F,).
Dentre outras classes cujo nimero cromdtico harmonioso do grafo central destas foi estudado,
estdo: snakes triangulares (e duplamente triangulares) (SELVI, 2015), snakes diamantes (SELVI,
2015), snakes (MS; AMUTHA, 2016), grafos theta uniformes (SELVI; AMUTHA, 2021),
network de um toro (SELVI; AMUTHA, 2021). Em adicdo, o estudo do nimero cromatico
harmonioso em grafos centrais foi estudado em MM et al. (2010) com respeito ao grafo middle
de C(Cp), C(Ki,) e C(P,), e em Vivin et al. (2010) em relacdo ao grafo total de C(C,,), C(Ki )
e C(P,). Na literatura hd um trabalho (SELVI; AMUTHA, 2021) que apresenta resultados para
grafos totais do grafo central da generalizacdo do grafo de Petersen, porém tal trabalho foi
retratado.

Limitantes envolvendo grafos centrais e grafos middle também foram estudados
relacionando-os com grafos prisma (MANSURI et al., 2012), grafos n-sunlet (MANSURI;
CHANDEL, 2012), grafos n-centipedos (CHANDEL et al., 2012), estrelas duplas (VENKATA-
CHALAM et al., 2012), estrelas triplas (MANSURI, 2016), tadpoles (ARULDOSS; MARY,
2016a) e com grafos web (ARULDOSS; MARY, 2016a).

Na literatura também € abordado o nimero cromético harmonioso do grafo total
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de grafos n-centipedos (CHANDEL et al., 2012), estrelas duplas (VENKATACHALAM et al.,
2012) e de estrelas triplas (MANSURI, 2016).

Além destes, limitantes para o nimero cromdtico harmonioso foram apresenta-
dos para cubos n-dimensionais (LU, 1991; MILLER; PRITIKIN, 1991), grafos fragmenta-
veis (EDWARDS; MCDIARMID, 1994), colecdes disjuntas de grafos completos (GEORGES,
1995), honeycomb networks (RAJAN; RAJASINGH, 2011), grafos bipartidos (AFLAKI et al.,
2012), grafos k-regulares (MITCHEM, 1989; BEANE et al., 1989; AFLAKI et al., 2012), produto
corona de grafos completos (MUNTANER-BATLE et al., 2014), quasi-spider (LINHARES-
SALES et al., 2014), grafos Myceilskianos (VIVIN, 2014), hipergrafos (BOSEK et al., 2016),
caterpillars com no maximo um vértice de grau maior ou igual a 2 (TAKAOKA et al., 2015),
classes fragmentdveis de hipergrafos de grau limitado (DEBSKI et al., 2015), multicépias de
grafos completos (MUNTANER-BATLE et al., 2014; MUNTANER-BATLE et al., 2019), cépias
finitas de grafos Barbell (KAVITHA; GOVINDARAJAN, 2020), estruturas provenientes de
um grafo Mesh (SELVI; AMUTHA, 2021), estruturas provenientes de snakes (VIJI; NANDA-
KUMAR, 2020), e, em Huilgol e Sriram (2016) os autores estudam paraquedas, engrenagens,
dguas-vivas e helms.

O numero cromético harmonioso de alguns grafos considerados “especiais” também
ja foi determinado, em Aruldoss e Mary (2016b). Os autores estudam o grafo Moser spindle,

grafo Golden Harary, grafo Tietzer e o grafo Soifer.
3.2.8 Complexidade

Nesta subsecdo traremos resultados relacionados a complexidade e a complexidade
parametrizada do problema de coloragdo harmoniosa de um grafo. Caso o leitor ndo seja
familiarizado, recomendamos o livro (CYGAN et al., 2015) para definigdes em complexidade
parametrizada.

No que diz respeito as arvores, em Edwards e McDiarmid (1995) foi demonstrado

que:

Lema 3.2.5. (EDWARDS; MCDIARMID, 1995) Se F é uma galdxia comt estrelas Fi, F», ..., F;
com tamanhos (ou seja, niimero de arestas) m| > my > ... > my, respectivamente, e sendo C > t,
entdo F pode ser colorida com C cores de forma que todos os centros das estrelas recebem cores

distintas se, e somente se, ):f-‘zl m; < Zf-‘zl (C—i), 1 <k<t.
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Usando tal Lema, em Edwards e McDiarmid (1995), os autores demonstram que o
problema de decidir se o nimero cromatico harmonioso de uma arvore € menor ou igual a k é
NP-completo, mesmo para arvores de raio 3. Porém, dado d € N fixado, em Edwards (1996) é
demonstrado que, dada uma floresta F tal que A(F) < d, é possivel determinar h(F) em tempo
polinomial.

Em Asdre e Nikolopoulos (2007) os autores demonstram que determinar se, dado
um inteiro k e um grafo G, h(G) < k é um problema NP-completo até para grafos de permutagido
bipartidos conexos, grafos biconvexos e grafos quasi-threshold desconexos. A NP-completude
do problema também foi abordada em Asdre et al. (2007), onde os autores mostram que esta €
valida para grafos de intervalo conexos, grafos de permutacao conexos e grafos split conexos.
Em Ioannidou (2010), € mostrado que o problema continua NP-completo em caminhos split ndo
direcionados e grafos colineares.

Todavia, é demonstrado em Ioannidou (2010) que este problema é polinomial em
grafos split fortemente cordais, cografos conexos e, por conseguinte, quasi-threshold conexas
e threshold conexas. Outra classe que também possui algoritmos polinomiais € a de arvores
com grau maximo pelo menos ”3i2 (AKBARI et al., 2012), sendo n o numero de vértices.

Algoritmos de aproximacao foram exibidos para o nimero cromatico harmonioso de Honeycomb

networks (RAJAN; RAJASINGH, 2011).



Figura 21 — Atualizacdo da figura apresentada em Asdre e Nikolopoulos (2007), nesta abordamos a complexidade do problema em classes de grafos,
nela NPC significa que o problema é NP-completo e P significa que o problema possui algoritmo polinomial que o resolva (conexos e
desconexos, respectivamente).
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Fonte: Autoria propria
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Antes de comentarmos os trabalhos cujos resultados envolvem a complexidade
parametrizada do problema, ressaltamos que solucionar o problema de decisdo de uma coloracio
harmoniosa possui kernel quadratico quando parametrizado pleo numero de cores. De fato,
seja G um grafo simples sem componentes triviais. Ao tomarmos k como parametro, para
decidir se h(G) < k é possivel analisarmos se m(G) > (]2‘) Em caso afirmativo, retornamos
NAO imediatamente, visto que temos mais arestas do que pares de cores a serem usados e, pelo
principio da casa dos pombos, pelo menos duas arestas recebem o mesmo par de cores. Caso
contrario, m(G) < (5) < k?. Como, por hipétese, G é simples e conexo, n(G) —1 <m < (§) <i?,
o que limita G em fungio de (5). Dessa forma, o problema possui kernel quadratico quando
parametrizado por k.

Complexidade parametrizada em coloragdao harmoniosa foi estudada explicitamente
pela primeira vez em Linhares-Sales et al. (2014), onde os autores mostram que, dado o parametro
fixo ¢ e G um (g,q — 4)—grafo, existem algoritmos FPTno pardmetro ¢ para obter h(G), caso G
seja conexo. A complexidade parametrizada deste problema também foi estudada em Kolay et
al. (2019), onde os autores demonstram, como um dos resultados principais, que o problema
de colorac@o harmoniosa, se parametrizado pela cobertura de vértices do grafo dado, € FPT.
Ademais, neste mesmo trabalho € demonstrado, a partir de uma reducdo parametrizada do

problema do conjunto independente, que

Teorema 3.2.29. (KOLAY et al., 2019)
o E W[1]-dificil determinar quando um grafo G com n vértices possui uma coloracdo
harmoniosa com no mdximo n — k cores, onde k é o pardmetro.
o E para-NP-dificil determinar quando um grafo G possui uma coloracdo harmoniosa com

no mdximo A(G) + 14k, onde k é o pardametro.

Poucos trabalhos estudaram a complexidade das variacdes de uma coloracao harmo-
niosa. Na literatura sé € possivel encontrar resultados para Coloracdo Harmoniosa Local (GAO,

2017), onde os autores apresentam trés algoritmos para esta variacao quando d=1.
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4 NOVOS RESULTADOS

Neste capitulo, apresentamos resultados obtidos em nossa pesquisa sobre o tema de
Coloragdes Harmoniosas. Durante o periodo de mestrado, foi realizado um estdgio na Ecole
Normale de Lyon, sob orientacao do professor Nicolas Trotignon, em um tépico distinto. O

relatdrio sobre o estagio encontra-se no Apéndice A.

Seja ve(G) a cardinalidade de uma cobertura de vértices minima S C V(G) de um
grafo G. Lembrando que S C V(G) é uma cobertura de vértices de G se, para qualquer aresta
uv € E(G), temos u € S ou v € S. Dizemos que G é d-degenerado se, para qualquer subgrafo
H C G, o grau minimo de H satisfaz §(H) < d.

Na Secdo 4.1, corrigimos € melhoramos um teorema apresentado em Kolay et al.
(2019) sobre o nimero cromdtico harmonioso de grafos d-degenerados. Os autores afirmam
que, se G é d-degenerado, entdo h(G) < ve(G) +d(A(G) — 1) + A(G)(d — 1). Mostramos
que a prova deles estd incorreta e apresentamos uma prova de um limite melhor: h(G) <
ve(G)+d(A(G)—1)+1.

Na Secao 4.2, mostramos uma condi¢do suficiente para que um grafo G tenha um
nimero cromdtico harmonioso no maximo k usando identificagdes em vértices com distancia pelo
menos trés. E importante ressaltar que parte da nossa argumentagio é semelhante 2 argumentagio
usada em Kolay et al. (2019). Nesta, os autores identificam classes de cores em uma coloragdo
harmoniosa a fim de desenvolver um algoritmo de pardmetro fixo, parametrizado por ve(G), que
calcule h(G).

Computar o nimero cromdtico harmonioso de um grafo é uma tarefa dificil. Dado
um grafo G e um ndmero inteiro positivo k, determinar se h(G) < k é NP-completo, mesmo
se G for um grafo split (ASDRE et al., 2007), um grafo intervalo (ASDRE et al., 2007; BO-
DLAENDER, 1989), uma 4rvore de raio trés, ou uma floresta composta por trés arvores de
raio dois (EDWARDS; MCDIARMID, 1995). Para enfrentar essa dificuldade computacional, a
Secdo 4.3 é dedicada a apresentar os modelos de Programacao Linear Inteira, a Secao 4.4 propode
duas heuristicas para resolver o problema e a Secdo 4.5 apresenta resultados computacionais
para os modelos e as heuristicas sobre instincias aleatorias.

O primeiro trabalho que apresentou formulacdes de programacao linear inteira para
calcular o nimero cromético harmonico foi proposto recentemente (OLIVEIRA, 2019). No

entanto, em seu trabalho o autor ndo considera a restricao de ser propria.



61

Apresentamos trés modelos de programacao linear inteira neste trabalho, um deles
baseado na formulagdo padrao e dois deles baseados na formulagao representativa apresentada
em Campeélo et al. (2004). Até onde sabemos, este € o primeiro trabalho que apresenta formula-
¢Oes lineares inteiras para coloracdo harmoniosa. Ressaltamos que ndo apenas adicionamos a
restri¢do de ser propria as formulagdes apresentadas em Oliveira (2019). Apresentamos novas
restri¢des para garantir que tenhamos uma colora¢do harmonica, temos aqui & (n3) restri¢oes,
enquanto as restricdes propostas por Oliveira (2019) eram ¢ (n*), onde n representa o niimero de

vértices do grafo de entrada.

4.1 Limitante em funcio da cobertura de vértices e do grau maximo

Em Kolay et al. (2019), os autores apresentam o seguinte limitante, j4 mencionado
no Capitulo 3:
Teorema 3.2.12. (KOLAY et al., 2019) Para qualquer grafo G com A(G) > 2, temos A(G) +1 <
h(G) <ve(G)+A(G)(A(G) —1).

Para provar o Teorema 3.2.12, os autores demonstram como obter uma colora¢ao
harmoniosa de um grafo G usando no maximo vc(G) + A(G)(A(G) — 1) + 1 cores, e depois
mostram como economizar uma cor dessa colora¢do. Usando um argumento semelhante a este,

eles também demonstram que:

Teorema 4.1.1. (KOLAY et al., 2019) Se G é um grafo d-degenerado, entdo A(G)+ 1 <h(G) <
ve(G)+d(A(G)—1)+A(G)(d—1).

Para provar o Teorema 4.1.1, os autores mostram uma colora¢do harmoniosa de um
grafo d-degenerado G com no méaximo ve(G) +d(A(G) — 1) +A(G)(d — 1) + 1 cores e entdo
afirmam que € possivel aplicar o mesmo argumento usado no Teorema 3.2.12 para economizar
uma cor na cobertura de vértices e reduzir o limite superior em uma unidade. No entanto, este
argumento é mal aplicado. De fato, o argumento usado no Teorema 3.2.12 ndo tem relacdo com
o fato de G ser d-degenerado. Esse argumento tem relacdo apenas com o grau méaximo de G.
Portanto, ndo € possivel economizar uma cor aplicando-o.

Como consequéncia do Teorema 4.1.1, os autores apresentam o coroldrio:

Corolario 4.1.1 (KOLAY et al., 2019)). Se G ¢é uma floresta com pelo menos uma aresta, entdo

A(G)+1 <h(G) < ve(G) +A(G) — 1.
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O Corolario 4.1.1 também estd incorreto. Temos, como contra-exemplo a este e
ao Teorema 4.1.1, o grafo simples G = 2K;, composto por quatro vértices e duas arestas sem
extremidades em comum. Veja a Figura 22. Note que vc(G) =2, A(G) = 1, G é 1-degenerado,
mas h(G) = 3.

O—0O

Figura 22 — O grafo 2K, é um contra-exemplo ao Teorema 4.1.1 e ao Corolério 4.1.1.

Ao tentar corrigir o Teorema 4.1.1, conseguimos melhoré-lo.

Teorema 4.1.2. Se G é um grafo d-degenerado, entdo A(G)+ 1 < h(G) <vc(G) +d(A(G) —
1)+1.

Demonstragdo. O limite inferior € o mesmo limite mostrado por Kolay et al. (2019). Para
provar o limite superior, utilizamos indu¢io sobre o ndimero de vértices n(G) e mostramos
uma afirmac¢do mais forte: se S € uma cobertura de vértices de G, entdo existe uma coloracdo
harmoniosa ¢ de G com no maximo |S| 4+ d(A(G) — 1) 4 1 cores tal que cada vértice v de S tenha
uma cor individual, isto é, nenhum outro vértice em V(G) \ {v} é colorido com a cor ¢(v).

Se G é trivial, ou seja, n(G) = 1, entdo G é 0-degenerado e A(G) = 0. Portanto, o
resultado segue, ja que, independentemente de S ser vazio ou ndo, h(G) =1 < |S|+d(A(G) —
1)+ 1.

Agora seja G um grafo d-degenerado com n > 2 vértices e S uma cobertura de
vértices de G. Seja o = (vy,...,v,) uma ordenacdo sobre V(G) tal que todo vértice v; possui no
maximo d vizinhos com indices menores que 7, para todo i € {1,...,n}. Considere H = G — v,,.
Como S é uma cobertura de vértices de G, §' = S\ {v,,} € uma cobertura de vértices de H. Além
disso, H é d-degenerado. Pela hipétese de indugdo, existe uma colora¢do harmoniosa ¢’ de H
com |S'| +d(A(H) — 1) + 1 cores, tal que os vértices de S’ tém cores individuais.

Temos os seguintes 0s casos:

1. v, € S: neste caso, temos |S| = |S’| + 1. Podemos estender ¢’ para V (G) usando uma nova
cor apenas em v, criando uma colorag@o harmoniosa ¢ de G com |S'| +d(A(H) — 1) +2

cores. Note que:

S| +d(AH) —1)+2=|S| +d(A(H) = 1) +1 < |S| +d(A(G) — 1) + 1.
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Portanto, G pode ser colorido harmoniosamente com |S| +d(A(G) — 1) + 1 cores, e na
coloragao ¢ cada vértice de S usa uma cor individual.

2. vy ¢ S: neste caso, S =S". Como S é uma cobertura de vértices de G, V(G) \ S é um
conjunto independente em G. Pela hiptese de indugdo, cada vértice de S = S’ é colorido
com uma cor individual em ¢’. Note que, se estendermos ¢’ para uma coloragdo ¢ de
V(G) colorindo v, com uma cor que ndo ocorre em S = §’ nem nos vértices a distincia
dois de v,, entdo ¢ é uma coloracdo harmoniosa de G. Pela escolha de v,, v, tem no
maximo d vizinhos em G, e assim, no maximo d(A(G) — 1) vértices a distancia dois. Ha
d(A(G) — 1) + 1 cores disponiveis para v, que ndo ocorrem em S = S’ na coloragdo ¢’.
Assim, podemos estender ¢’ para uma coloragio harmoniosa com |S| +d(A(G) — 1) + 1
cores, de modo que os vértices de S tém cores individuais.

O resultado segue ao considerar uma cobertura de vértices minima S tal que |S| =

ve(G). O]

4.2 Identificacoes de Vértices a Distancia Trés

Considere G o uv o grafo obtido de G pela identificacdo de dois vértices distintos
ndo adjacentes u,v € V(G), com a remog¢ao de arestas multiplas, caso aparecam. Lembre-se que
essa operagdo remove u,v € V(G) e adiciona um novo vértice w adjacente a cada vértice em
Ng(u) UNG(v).

Sabemos que x(G) = n(G) se, e somente se, G é completo. Em Zykov (1949), foi

demonstrado que, dado u,v € V(G) e uv ¢ E(G), o niimero cromdtico de G satisfaz
x(G) =min{x(G+uv),x(Gouv)}. 4.1)
Usando ideias semelhantes, € possivel demonstrar que:

Proposicao 4.2.1. Para qualquer grafo G, o seguinte é verdadeiro:
1. se x(G) =k, entdo existe uma sequéncia de identificacées de vértices ndo adjacentes a
ser aplicada a G tal que o grafo resultante é Ky, e

2. se Ky é obtido de G por uma sequéncia de identificacoes de vértices ndo adjacentes, entdo
X(G) < x(Ky) = k.

No que se segue, apresentamos adaptacdes destes enunciados para coloragdes harmo-
niosas. Primeiramente, trazemos um resultado, também presente em nossa revisao bibliografica,

provado em Kundrik (1992).
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Teorema 3.2.1. (KUNDRIK, 1992) Para qualquer grafo G, h(G) = n(G) se, e somente se,
diam(G) < 2.

Demonstracdo. Suponha primeiro que diam(G) > 2. Entdo, existem u,v € V(G) tais que
distg(u,v) > 3. Considere que V(G) = u,v,wi,w2,...,WyG)—2- Definimos uma coloragio
c:V(G) — 1,...,n(G) —1 da seguinte forma: c(u) =c(v) =1 e c¢(w;) =i+ 1, para todo
i €1,...,n(G)—2. Note que ¢ é uma coloragdo harmoniosa de G usando n(G) —1 cores. A

direcdo contrdria segue trivialmente. O

Mostramos, agora, uma versao correspondente da Proposi¢do 4.2.1 para o nimero

cromatico harmonioso.

Lema 4.2.1. Seja G um grafo tal que diam(G) > 3. Entdo,
1. existe um par u,v € V(G) tal que distg(u,v) > 3 cuja identificagcdo resulta em um grafo H
comh(H) =h(G); e
2. se H é obtido de G pela identificacdo de u,v € V(G) tal que distg(u,v) > 3, entdo
h(G) <h(H).

Demonstragdo. Primeiro, denotemos n(G) = n. Como diam(G) > 3, pelo Teorema 3.2.1 deduzi-
mos que h(G) =k <n(G)— 1. Assim, em qualquer k-colora¢do harmoniosa de G existe pelo me-
nos um par de vértices distintos que pertencem & mesma classe de cor. Sejac: V(G) — {1,...,k}
uma k-colora¢@o harmoniosa de G e sejam u,v € V(G) tais que c¢(u) = ¢(v). Como ¢ é uma
colorag¢do harmoniosa, temos que distg(u,v) > 3. Considere V(G) = {u,v,wy,...,w,_2} € seja
H = Gouyv o grafo obtido pela identificagdo de u e v. Denote por w o vértice resultante dessa
operacdo. Entdo, V(H) = {w,wy,...,w,_2}.

Defina a coloragio ¢’ de H como ¢’ (w;) = c(w;) paracada 1 <i<n—2ec (w)=c(v).
Como w foi obtido pela identificacdo de u e v, ¢(u) = ¢(v) e ¢ é uma colorag¢do harmoniosa de
G, podemos observar que ¢’ é uma coloragio harmoniosa de H. Portanto, h(H) < k =h(G). A
demonstra¢do do item (1) € finalizada em conjunto com a prova do item (2), a seguir.

Seja ¢’ uma p-coloragdo harmoniosa de H, p € N. Defina c: V(G) — {1,...,p} tal
que ¢(w;) =/ (w;) paracada 1 <i<n-—2, e c(u) =c(v) = c(w). Queremos mostrar que c é
uma p-colora¢do harmoniosa de G. Pela constru¢do de H e sabendo que uv ¢ E(G), certamente
¢ é uma colora¢io prépria de G. Como ¢’ é uma coloracdo harmoniosa, se existirem duas
arestas ej,e, € E(G) com as mesmas cores em seus extremos, certamente v é um extremo de

uma dessas arestas e # € um extremo da outra aresta. Sem perda de generalidade, digamos que
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e1 =uz, ex =vy, c(u) =c(v) =1 e c(z) = c(y) = 2. No entanto, note que « e v sdo identificados
para obter H, entdo disty(z,y) < 2. Assim, como ¢’ é uma colora¢do harmoniosa, a igualdade

c(z) = c(y) = (z) = ¢/ (y) ndo é possivel. =
Pode-se deduzir que, ap6s aplicar o Lema 4.2.1 iterativamente temos:

Teorema 4.2.2. Para qualquer grafo G, o seguinte se aplica:
1. se h(G) =k, entdo existe uma sequéncia de identificacdes de vértices a ser aplicada a G
tal que, a cada passo, os vértices identificados tenham distancia pelo menos 3 e tal que o
grafo H obtido no final tenha k vértices e didmetro no mdximo 2; e
2. se H é obtido a partir de G por uma sequéncia de identificacoes de vértices tal que, a

cada passo, os vértices identificados tenham distdncia pelo menos 3, entdo h(G) <h(H).

Demonstragdo. Para provar (1), suponha primeiro que h(G) = k. Se diam(G) < 2, entdo,
h(G) = n(G) e pode-se tomar uma sequéncia vazia. Suponha agora que diam(G) > 3. Assim, é
suficiente aplicar o Lema 4.2.1(1) exaustivamente até que o grafo resultante tenha didmetro no
maximo 2, e entdo aplicar o Teorema 3.2.1.

A segunda afirmacdo segue por aplicacdes sucessivas do Lema 4.2.1(2). [

O Teorema 4.2.2 é a fonte de inspira¢ao das heuristicas que propomos para obter
coloracdes harmoniosas viaveis na Se¢do 4.4. Devemos também enfatizar que a Afirmacao (1)
do Teorema 4.2.2 € provada em Kolay et al. (2019), mas neste os autores identificam todos os
vértices na mesma classe de cor de uma coloragdo harmoniosa 6tima de G de uma vez.

Outra observacdo € que a equacdo de Zykov para o nimero cromdtico nao se traduz
facilmente, pois adicionar arestas a G ndo so cria novas restricdes para obter uma coloracdo

prépria, mas também para obter uma colora¢do harmoniosa. Uma questdo natural é:

Pergunta 1. E possivel encontrar uma equagdo semelhante & de Zykov (4.1) para o niimero

cromdtico harmonioso?
4.3 Formulacoes de Programacao Inteira
4.3.1 Modelo Padrao

Dado um grafo G = (V,E) e um limitante superior k para h(G), definimos uma

variavel bindria x,;, parav € V e 1 <i <k, que representa se o vértice v recebe ou ndo a cor i,
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e, para 1 <i <k, definimos a varidvel bindria w; que representa se a cor i € utilizada. Usando
esses dois conjuntos de varidveis, € possivel fornecer uma formulacdo simples para o problema

de coloracao harmoniosa, conforme segue.

(STD) min i wi (4.2a)
i=1 .
s.t. Y xi=1 Yy ey, (4.2b)
i=1
Wi > Xy Vi€ [k],¥Yv eV, (4.2¢)
Xy 4 Xui < w; Vi € [k],Yuv € E, (4.2d)
Xy 4 Xui < w; Vi € [k],Yu,v € V,dist(u,v) <2, (4.2e)
Y xwit+ Y x<3-xyi—xui Y ¢ Eu#vNie [k]\Vj#i (4.29)
WEN (1) IeN(v)
Xpiswi € {0,1} Vv e V,Vi € [k] (4.29)

A funcio objetivo (4.2a) tenta minimizar o ntimero de cores utilizadas, representado
pela soma das varidveis w;; a restri¢cao (4.2b) indica que cada vértice deve ser colorido com
exatamente uma cor; a restricao (4.2c) indica que, se uma cor € utilizada em qualquer vértice,
entdo a varidvel w associada a essa cor deve ser um; a restri¢do (4.2d) indica que pares de vértices
adjacentes recebem cores distintas; a restri¢do (4.2e) indica que dois vértices que compartilham
um vizinho ndo recebem a mesma cor; a restri¢ao (4.2f) indica que, dado um par de vértices com
a mesma cor, qualquer outra cor aparece em no maximo um vértice da unido da vizinhanca deste
par, note que se apenas um vértice do par u, v € colorido com a cor i, entdo a cor j aparece em no
mdximo dois vértices da unido da vizinhanca, sendo estes dois: um vizinho de u e um vizinho de

v; a restricdo (4.2g) indica que as varidveis sdo bindrias.
4.3.2 Modelo por Representantes

Nesta subsecdo e na proxima, usamos as formulagdes para coloracdes de grafos
introduzidas em (CAMPI:ZLO et al., 2004; CAMPELO et al., 2008) para apresentar modelos para
Coloragdes Harmoniosas.

Uma k-coloracdo harmoniosa de G, uma vez que € uma coloragdo prépria, pode ser
vista como uma parti¢do {Si,...,Sx} de V(G) em k conjuntos independentes de G. Suponha

que, para cada cor i, escolhemos um vértice para ser o representante da classe de cor S;. Entao,
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os vértices podem ou representar sua prépria cor, ou ter sua cor representada por outro vértice.
Observe que cada vértice v s6 pode representar apenas a si e a vértices que nao sao adjacentes
nem compartilham um vizinho comum com v, ou seja, vértices a uma distancia de pelo menos trés
de v. Portanto, podemos definir, para todo v € V, o conjunto N*(v) = {u € N(v) | N(v) "N (u) =
0} ={u € V(G) | distg(u,v) >3} e N*[v]| = N*(v) U{v}.

Para descrever a situacao por representantes no grafo, definimos a varidvel bindria
Xuy, para todo u € V(G) e v € N*[u], significando se o vértice u é ou ndo o representante da cor

atribuida ao vértice v. Usando essas varidveis, podemos definir a seguinte formulagdo.

(REP)min Y xu (4.3a)
ucV
s.t. Y xw>1 Yy ev, (4.3b)
ueN*[v|
Xw + X < Xy YueV YvweN"(u): vweE, (4.3¢)

Z X <3 =Xy —Xzy WEV, VYuw ¢ E VzEV,
1EN* ()N ({u,w})

Vze N*({u,w}),u#w,z#v, (4.3d)

Y X <X Yu €V, (4.3¢)
ZEN*(u) N ()

X < Xy Yu e V,¥v € N*(u), (4.30)

xuy € {0,1} Yu € V,¥v € N*[u] (4.3g)

A fungdo objetivo (4.3a) visa minimizar o nimero de representantes, uma vez que
cada um destes representa uma cor diferente. A restricdo (4.3b) indica que cada vértice v € V(G)
deve ser representado por ele mesmo ou por algum outro vértice. A restricao (4.3c) indica que
vértices adjacentes devem receber representantes distintos. A restri¢ao (4.3d) indica que, dado
dois vértices u e w, se eles ttm a mesma cor (ou seja, ttm 0 mesmo representante z), entao
na unido da vizinhanga destes, qualquer outra cor aparece no maximo uma vez; também, note
que se eles ndo compartilham uma cor, na unido de sua vizinhanga qualquer cor aparece no
maximo duas vezes. A restricao (4.3e) indica que dois vértices que compartilham um vizinho
nao podem ter o mesmo representante. A restri¢cao (4.3f) indica que apenas um representante
pode representar a cor de um vértice. Finalmente, a restricdo (4.3g) indica que as varidveis sao

binarias.
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4.3.2.1 Politopo de dimensdo plena

Sejam n = [V(G)| e m =¥,y () IN*(v)|. Voltamos agora nossa atengdo ao politopo
P(REP) = conv{x € {0,1}"™ | x satisfaz (4.3b) a (4.3g)}. Comegamos definindo uma notagao
para vetores constantemente utilizados em demonstracdes apresentadas nessa secao.

Dado um par de vértices u,v € V, uv ¢ E, o vetor de incidéncia de uv é X,,, definido
como um vetor bindrio n +m cuja tnica entrada ndo-vazia € a correspondente a x,,,. Usando tal
vetor € possivel definirmos:

* X =YuevXuu-
o X' =X — X+ Xy, onde r # u.
o X" =X+ X,,onde v # u.

Uma pergunta comum sobre politopos de formulacdes inteiras € qual a dimensao
destes. Assim, a dimensdo de P(REP) é estabelecida no teorema a seguir. Neste, ao definirmos
X, tomamos r como um vértice que varia apenas em funcdo de u. Note que X s6 € bem definido
quando todo vértice u possui algum vértice r tal que dist(u,r) > 3, ou seja, N*(u) # 0; caso
o grafo possua um vértice u tal que dist(u,v) < 2 Vv € V(G), podemos olhar para a coloragio
de G\ {u} pois u deve possuir cor diferente de todas as outras cores dos vértices do grafo, por

definicao de harmoniosa.
Teorema 4.3.1. P(REP) possui dimensdo plena, isto é, dim(P(REP)) = n+m.

Demonstracdo. Considere os n+m+ 1 seguintes vetores distintos em P(G): X, X* e X", Vu eV,
para algum r € N*(u) e para todo v € N*(u). Queremos mostrar que X" —X e X"V — X sdo
linearmente independentes, o que prova que X, X/ e X"V sdo afim independentes.

Para mostrarmos que X — X e X*" — X sdo linearmente independentes, consideramos

os reais o, (u € V) e By, (u € V,v € N*(u)), tais que

Y (ocu(X;‘—X)+ Y BW(X”V—X)> =0

ueV VEN*(u)

Note que, por defini¢do, X — X = —X,,, + X, € XY — X = X),,. Assim, a igualdade

se torna

Z (au(_qu +Xru)+ Z ,Bquuv> =0

uev vEN*(u)
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Como r,v € N*(u), temos que X,,;, # X, € X,y # X, Ademais, cada X, aparece
exatamente uma vez na equagao, logo, para a equacao ser satisfeita € necessario que ¢, = 0.

Dessa forma, temos que

Z Z Bquuv =0

ueV \veN*(u)

Assim, f3,, = 0, uma vez que cada entrada associada a x,,, aparece apenas uma vez

na equacao. Portanto, o politopo possui dimensao plena. [
4.3.3 Modelo Assimétrico por Representantes

O modelo por representantes possui algumas solugdes simétricas, dadas pela possi-
bilidade de escolher diferentes representantes para a coloragdo. Para enfrentar esse problema,
adotamos uma ordem total arbitraria < sobre o conjunto de vértices de G. A fim de quebrar as
simetrias, esta formulagcdo garantird que o representante de uma cor i seja o vértice minimo, com
respeito a <, dentre os vértices coloridos com i.

Sem perda de generalidade, assumimos que G ndo possui vértices isolados. Com isto,
definimos Nt (v) ={u e N(v) IN(v)NN(u) =0eu>v}eN* (v)={ueNv) | Nv)NN(u) =
0 e u <v}. Considere N({u,v}) = N(u) UN(v). Como G nao possui vértices isolados, observe
que v ¢ N (v) e v ¢ N*(v). Ademais, denote por S o conjunto formado por vértices que ndo
possuem vértices menores que podem representar a cor atribuida a eles. Mais formalmente, seja
S={veV(G)|N (v) =0}.

Definimos a varidvel bindria x,,, para cada u € V(G) e v € N (u) e x,, para cada
u € V(G)\ S, indicando se o vértice u é ou ndo o representante da cor atribuida ao vértice v. Note
que os vértices em S devem ser representantes, assim nao ha necessidade de criar uma varidvel
Xy, para eles. No entanto, isso requer um tratamento diferente no modelo matematico, ja que
algumas varidveis podem nao existir nas restricdes. Para manter a apresentacdo da formulacio o
mais simples possivel, definimos a notagéo y, para cada u € V(G) sendo x,, se u € S e 1 caso

contrario. Sobre tais varidveis, podemos definir a seguinte formulacao.
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(AREP) min Z Xy (4.4a)
s.t. Y  xw>1 YweV\s, (4.4b)

ue(N* (v)u{v})
Xou + Xow < Yy Vuw € E, Yu,w € N1 (v), (4.4¢)

Z Xy <3 =Xz — Xz YWEVYuw ¢ E Nz € NT({u,w}), u#w,z#v,
1ENT (V)N(N({uv})

(4.4d)

Y xe<xn Yu,v € V(G), (4.4e)
2N (NN ()

Xou < Xy YweV, ueNi(v), (4.41)

xu€{0,1} Vv eV, YueNi(v), (4.4g)

xwe {0,1} Wev\s (4.4h)

A funcdo objetivo (4.4a) busca minimizar o nimero de representantes, ja que cada
um destes representa uma cor diferente. A restri¢ao (4.4b) indica que cada vértice v € V(G)
deve ser representado por ele mesmo ou por algum vértice menor que ele em N*(v). As restri-
coes (4.4c) e (4.4d) desempenham o mesmo papel das restrigdes (4.3c) e (4.3d), respectivamente.
A Restrigdo (4.4e) forca que dois vértices que compartilham um vizinho nio possam ter o mesmo
representante, permitindo a coloracdo harmonica do grafo. A Restri¢do (4.4f) indica que apenas
um representante pode representar a cor de um vértice. As restricoes (4.4g) e (4.4h) indicam que

as varidveis sdo bindrias.
4.3.3.1 Politopo de dimensdo plena
Sejamy =Y,cy(c) INT (v)| e P(AREP) = comv{x € {0,1}"~ISI¥m+| x satisfaz (4.4b)
a(4.4g}.
Teorema 4.3.2. P(AREP) possui dimensdo plena, isto é, dim(P(AREP)) =n— |S|+m..

Considere os n— |S| +m4 + 1 seguintes vetores distintos em P(AREP): X, X} e X",
paratodo u € V, r € N*(u), v € Ni (u). Para mostrar que X, X} e X" sdo afim independentes,
basta mostrar que X' — X e X"V — X sdo linearmente independentes. A demonstracio € idéntica

a demonstracao do Teorema 4.3.1 , assim, esta € omitida.
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4.4 Heuristicas Gulosas

Uma vez que computar o numero cromatico harmonioso de um grafo € um problema
NP-Dificil, ha pouca ou nenhuma esperanga de obter a solucio 6tima em instancias consideradas
grandes; portanto, € comum recorrer a métodos heuristicos para lidar com essas grandes instan-
cias. Um tipo simples de método heuristico, que geralmente representa a primeira tentativa para
abordar qualquer problema, € o de heuristicas gulosas.

Para nosso problema, apresentamos heuristicas gulosas simples baseadas no processo
de identificacao de vértices discutido na Secdo 4.2. Propomos dois tipos de heuristicas gulosas
para o nosso problema: na primeira, identificamos dois vértices com a soma minima de graus e,
na segunda, identificamos vértices com a soma maxima de graus. Ambos os métodos utilizam o
resultado apresentado no Teorema 4.2.2, que mostra uma coloragdo harmoniosa que colore os

vértices identificados com a mesma cor.
Algoritmo 1: Heuristica Gulosa MIN (G)

H + G;

Enquanto H possui v e u tais que distg(u,v) > 3 faca
Selecione u e v tais que distg(u,v) > 3 e d(u) +d(v) seja o minimo dentre todos os

pares possiveis de vértices;
Identifique os vértices u e vem H;
fim

retorne |V (H)

’

Algoritmo 2: Heuristica Gulosa MAX (G)
H + G;

Enquanto H possui v e u tais que distg(u,v) > 3 faca
Selecione u e v tais que distg(u,v) > 3 e d(u) +d(v) seja o maximo dentre todos os

pares de vértices;
Identifique os vértices u e vem H;
fim
retorne |V (H)

’

O Algoritmo 2 é um método guloso que visa minimizar o grau maximo do grafo
obtido pela sequéncia de identifica¢des, na esperancga de que, ao realizar primeiro uma combina-
¢do com vértices de grau alto, o numero total de identificagdes serd pequeno. Em contraste, o
Algoritmo 1 busca alcancar 0 mesmo objetivo realizando um grande nimero de identificacdes

usando vértices de grau baixo.
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4.5 Resultados Computacionais
4.5.1 Descricdo do Ambiente e das Instdncias

Todos os experimentos computacionais foram realizados em uma maquina rodando
Ubuntu 20.04 x86-64 GNU/Linux, com um processador Intel Core 17-7500 Octa-Core de 2.70
GHz e 20 GB de RAM. As formulac¢des de PLI foram implementadas em Julia e resolvidas com
o Gurobi 10.0.1. As heuristicas gulosas também foram implementadas em Julia.

As instancias de benchmark usadas nos experimentos computacionais sao do con-
junto: aleatério, sendo este dividido em instancias pequenas e grandes.

O conjunto aleatorio € composto por grafos gerados aleatoriamente, respeitando
uma determinada probabilidade de ter uma aresta entre cada par de vértices distintos. Mais
precisamente, para um dado nimero de vértices n € uma probabilidade p, geramos um grafo
G com n vértices tal que, para todo u,v € V(G), u # v, a probabilidade do par de vértices u,v
ser adjacente € p. Note que tal processo € inerentemente aleatério € pode produzir diversas
estruturas; assim, geramos, para cada nimero de vértices n e probabilidade p, 5 grafos com os
mesmos parametros € com isto evitamos estruturas particulares. Nos experimentos, consideramos
que n pode assumir valores no conjunto {10,20,30,40,50,60,70,80,90,100} e que p pode
assumir valores em {0.05,0.10,0.20,0.30,0.40,0.50,0.60,0.70,0.80,0.90}. O subconjunto de

instancias pequenas contém apenas as instancias com n < 50 e 0.20 < p.
4.5.2 Comparacdo dos Modelos Matemdticos

O primeiro conjunto de experimentos foi projetado para avaliar a eficdcia dos modelos
matemadticos propostos. Para isso, utilizamos as instincias pequenas. Limitamos o tempo de
execucdo do solver a 1800 segundos, usamos um unico thread € mantivemos a configuragao
padrdo de todos os parametros do solver em nossa primeira rodada de experimentos. Analisamos
dois critérios nesta: a melhor solucao encontrada pelo solver e o tempo de execugao.

Os resultados para as instancias pequenas do conjunto aleatorio estdo reportados na
Tabela 2. Temos uma coluna associada a cada formulacao: STD representa a formulagdo padrio,
REP representa a formulagdo por representantes e AREP representa a formulagao assimétrica por
representantes. Cada coluna é subdividida em duas, obj e time, que representam o valor da
solucdo 6tima e o tempo de execugdo, respectivamente, conforme reportado pelo solver.

Os resultados para as instancias aleatdrias pequenas sao agrupados pelo nimero de
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vértices e pela probabilidade de distribuicdo em arestas, e o valor médio € o que aparece em cada
entrada na Tabela 2. Observe que ambas as formulag¢des por representantes superam a formulagao
padrdo, conseguindo obter o resultado 6timo em quase todas as instancias. Especialmente para as
instancias com alta densidade (probabilidade de atribuir uma aresta a um par de vértices superior
a 40%), ambas as formulacgdes por representantes conseguiram resolver todas as instancias em
menos de um segundo, enquanto a formulag¢do padrao ndo conseguiu fornecer uma solucao. Entre
as duas formulagdes por representantes, a formulagdo assimétrica pode resolver o mesmo nimero
de instancias que a formulagdo por representantes, mas usando um periodo menor de tempo. Para
as instancias com densidade préxima a 20%, a diferenca € mais marcante, com a formulagao
assimétrica conseguindo resolver as instancias em menos de 2 segundos e a formulagdo por

representantes gastando quase o tempo limite de 1800 segundos.

4.5.3 Experimentos Computacionais para a Formulagcdo Assimétrica por Representantes

A primeira rodada de experimentos computacionais, reportada na Tabela 2, mostra
empiricamente que a formulacdo assimétrica é a mais eficaz entre as trés formulacdes propostas.
Ap0s 1ss0, estivemos interessados na capacidade de resolucdo desta formulacgdo e, ainda mais
importante, nas caracteristicas e estruturas que tornam um conjunto de instancias dificil para o
nosso problema. Nesse contexto, realizamos a segunda rodada de experimentos computacionais,
agora apenas com a formulacao assimétrica. Testamos essa formulagdo no conjunto completo
de instincias e os resultados sao reportados na Tabela 3. Nesses experimentos, executamos a
formulagdo com a configurag@o padrdo e nio restringimos o numero de threads utilizados pelo
solver, como feito anteriormente.

Como era esperado, a formulag@o assimétrica foi capaz de resolver quase todas as
instancias apresentadas no conjunto aleatdrio, conforme reportado na Tabela 3. Os resultados
foram agrupados pela probabilidade de distribuicdo de uma aresta entre um par de vértices, como
feito na sec@o anterior. As colunas Sol, Gap e Time representam a melhor solu¢cdo encontrada
pelo solver, a distancia do resultado 6timo conforme reportado pelo solver e o tempo de execugao
conforme reportado pelo solver, respectivamente. A formulacio assimétrica foi capaz de resolver
otimamente até mesmo as instancias com 100 vértices em menos de 2 segundos para densidades
maiores que 10%.

No entanto, a formulagdo ndo foi capaz de resolver otimamente nenhuma instancia

com densidade menor ou igual a 10% e mais de 30 vértices. Além disso, todas as instancias com
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Tabela 2 — Comparacao entre a formulacao padrao (coluna STD), formulag@o por representantes
(coluna REP) e formulagdo assimétrica por representantes (coluna AREP) em relacao
ao melhor valor de objeto reportado pelo solucionador e o tempo de execugao para
encontrar tal solu¢do no conjunto de instincias aleatorias pequenas. Os tempos sao
reportados em segundos. Se nenhum valor de solugdo € reportado, aparece um - na
tabela e, se a formulagdo exceder o limite de tempo, aparece um 7L naquela entrada

da tabela.
VG| % STD REP AREP
obj time obj time obj time
10 020 | 5.2 0.312 52 0.344 52 0.002
10 030 | 7.2 1.189 7.2 0.02 72 0.001
10 040 | 7.8 2.036 7.8 0.001 7.8 0.001
10 0.50 | 9.0 6.433 9.0 0.001 9.0 0.0
10 0.60 | 9.8 0.894 9.8 0.0 9.8 0.0
10 0.70 | 10.0 0.696 10.0 0.0 10.0 0.0
10 0.80 | 10.0 0.759 10.0 0.0 10.0 0.0
10 0.90 | 10.0 0.687 10.0 0.0 10.0 0.0
20 0.20 - TL 10.8 29397 | 10.8  0.029
20 0.30 - TL 144 0.066 144 0.002
20 0.40 TL 19.0  0.001 19.0  0.001

20 050 | 19.6  576.152 | 19.6  0.001 19.6 0.0
20 0.60 | 20.0 93.662 20.0 0.0 20.0 0.0
20 0.70 | 20.0  145.892 | 20.0 0.0 20.0 0.0
20 0.80 | 20.0  279.087 | 20.0 0.0 20.0 0.0
20 090 | 20.0 388.813 | 20.0 0.0 20.0 0.0
30 0.20 - TL 16.4 883.9 164 0.618
30 0.30 - TL 234 0.025 234 0.002
30 040 | 292 1640.126 | 29.2  0.001 29.2 0.0
30 0.50 | 30.0 1508.516 | 30.0 0.0 30.0 0.0

30 0.60 - TL 30.0 0.0 30.0 0.0
30 0.70 - TL 30.0 0.0 30.0 0.0
30 0.80 - TL 30.0  0.001 30.0 0.0
30 0.90 - TL 30.0 0.0 30.0 0.0
40 0.20 - TL 23.0 117959 | 22.8 1.876
40 0.30 - TL 346  0.003 346  0.001
40 0.40 - TL 39.6  0.001 39.6 0.0
40 0.50 - TL 40.0 0.0 40.0 0.0
40 0.60 - TL 40.0 0.0 40.0 0.0
40 0.70 - TL 40.0 0.0 40.0 0.0
40 0.80 - TL 40.0  0.001 40.0 0.0
40 0.90 - TL 40.0 0.0 40.0 0.0
50 0.20 - TL 29.8 1619.01 | 29.6  1.169
50 0.30 - TL 452 0.001 452 0232
50 0.40 - TL 49.6 0.0 49.6  0.291
50 0.50 - TL 50.0 0.0 500 0.211
50 0.60 - TL 50.0 0.0 500 041
50 0.70 - TL 50.0 0.0 500 0.355
50 0.80 - TL 50.0 0.0 500 0.116
50 0.90 - TL 50.0 0.0 50.0 0.181

densidade de 5% e mais de 40 vértices atingem o limite de tempo de 1800 segundos e a distancia
do resultado 6timo aumenta com o nimero de vértices acima de 70%. Esses experimentos
sugerem que instancias dificeis devem ter uma densidade menor, ou seja, instancias com nimero

baixo de arestas.
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Tabela 3 — Relatério completo dos resultados obtidos pela formulacdo assimétrica no conjunto
de instancias aleatdrio. As colunas Sol, Gap e Time representam a melhor solucio,
a lacuna de otimalidade e o tempo de execucdo conforme reportado pelo solver,
respectivamente. Os tempos sdo reportados em segundos. Se nenhum valor de
solucdo for reportado, aparece um - nas colunas Sol e Gap, e se a formulagdo exceder
o limite de tempo, aparece 7L nessa entrada na tabela.

V(G)] % Sol  Gap Time V(G)] % Sol  Gap Time
10 0.05 | 3.0 0.0 0.001 60 0.05 16.6 369 TL
10 0.10 | 4.8 0.0 0.001 60 0.10 | 248 25.8 TL
10 020 | 5.2 0.0 0.002 60 0.20 | 40.6 0.0 0.211
10 0.30 | 7.2 0.0 0.001 60 0.30 | 564 0.0  0.001
10 040 | 7.8 0.0 0.001 60 0.40 | 60.0 0.0 0.001
10 0.50 | 9.0 0.0 0.001 60 0.50 | 60.0 0.0  0.001
10 0.60 | 9.8 0.0 0.0 60 0.60 | 60.0 0.0 0.001
10 0.70 | 10.0 0.0 0.0 60 0.70 | 60.0 0.0  0.001
10 0.80 | 10.0 0.0 0.0 60 0.80 | 60.0 0.0 0.001
10 0.90 | 100 0.0 0.0 60 0.90 | 60.0 0.0  0.001
20 0.05 | 5.6 0.0 0.071 70 0.05 | 204 46.0 TL
20 0.10 | 74 0.0 0.081 70 0.10 | 302 353 TL
20 0.20 | 10.8 0.0 0.041 70 0.20 | 48.0 0.0 0.295
20 0.30 | 144 00 0.003 70 0.30 | 68.4 0.0 0.001
20 040 | 190 00 0.001 70 0.40 | 70.0 0.0 0.001
20 0.50 | 19.6 0.0 0.001 70 0.50 | 70.0 0.0 0.001
20 0.60 | 200 0.0 0.0 70 0.60 | 70.0 0.0 0.001
20 0.70 | 20.0 0.0 0.0 70 0.70 | 70.0 0.0 0.001
20 0.80 | 20.0 0.0 0.0 70 0.80 | 70.0 0.0 0.001
20 090 | 200 0.0 0.0 70 0.90 | 70.0 0.0 0.001
30 0.05 9.0 0.0 101.553 80 0.05 | 260 56.1 TL
30 0.10 | 11.0 0.0 5.325 80 0.10 | 356 399 TL
30 0.20 | 164 0.0 0.67 80 0.20 | 58.0 0.0 0.101
30 030 | 234 00 0.002 80 0.30 | 78.2 0.0 0.001
30 040 | 292 00 0.001 80 0.40 | 80.0 0.0  0.001
30 0.50 | 30.0 0.0 0.0 80 0.50 | 80.0 0.0 0.001
30 0.60 | 30.0 0.0 0.0 80 0.60 | 80.0 0.0 0.001
30 0.70 | 30.0 0.0 0.0 80 0.70 | 80.0 0.0 0.001
30 0.80 | 30.0 0.0 0.0 80 0.80 | 80.0 0.0 0.001
30 090 | 30.0 0.0 0.0 80 0.90 | 80.0 0.0 0.001
40 0.05 | 106 133 TL 90 0.05 | 30.0 539 TL
40 0.10 | 146 7.3 1096.094 90 0.10 | 414 363 TL
40 020 | 228 0.0 1.979 90 0.20 | 69.6 0.0 0.011
40 030 | 346 00 0.001 90 0.30 | 89.8 0.0 0.001
40 040 | 396 00 0.001 90 0.40 | 90.0 0.0 0.001
40 0.50 | 40.0 0.0 0.001 90 0.50 | 90.0 0.0 0.001
40 0.60 | 40.0 0.0 0.001 90 0.60 | 90.0 0.0 0.001
40 0.70 | 40.0 0.0 0.0 90 0.70 | 90.0 0.0 0.001
40 0.80 | 40.0 0.0 0.0 90 0.80 | 90.0 0.0 0.001
40 090 | 400 00 0.001 90 0.90 | 90.0 0.0 0.001
50 0.05 | 13.8 247 TL 100 0.05 | 33.6 70.1 TL
50 0.10 | 194 10.8 1248.21 100 0.10 | 48.6 345 TL
50 020 | 296 0.0 0.963 100 0.20 | 814 0.0 0.027
50 030 | 452 00 0.001 100 0.30 | 994 0.0  0.001
50 040 | 496 00 0.001 100 0.40 | 100.0 0.0 0.001
50 0.50 | 50.0 0.0 0.001 100 0.50 | 100.0 0.0 0.001
50 0.60 | 500 0.0 0.001 100 0.60 | 100.0 0.0 0.001
50 0.70 | 50.0 0.0 0.001 100 0.70 | 100.0 0.0 0.001
50 0.80 | 500 0.0 0.001 100 0.80 | 100.0 0.0 0.001
50 090 | 500 0.0 0.001 100 0.90 | 100.0 0.0 0.001

4.5.4 Experimentos Computacionais para a Heuristica Gulosa

A ultima rodada de experimentos computacionais foi projetada para avaliar a qua-

lidade geral das heuristicas gulosas propostas na Se¢do 4.3. Executamos ambas as estratégias
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gulosas em no conjunto de instancias aleatérias. Os resultados desses testes sdo apresentados
na Tabela 4. Nesta tabela, a coluna AREP apresenta os resultados obtidos pela formulagdo assi-
métrica, que serve como um controle para a qualidade da solu¢do obtida pelas heuristicas. As
colunas MIN e MAX apresentam os resultados obtidos pelos Algoritmos 1 e 2. Cada uma dessas
colunas € subdividida em duas subcolunas: Sol, que representa o nimero de cores usadas pelo
método, e Time, que reporta o tempo de execugdo para o método conforme medido pelo solver
para a formulag@o PIM e pelo sistema operacional para as heuristicas gulosas.

A Tabela 4 apresenta os resultados para as instancias do conjunto aleatério. Como
feito anteriormente, os resultados foram agrupados pela probabilidade de distribuicdo de uma
aresta entre um par de vértices. Observe que ambas as heuristicas foram executadas em menos de
2 segundos para todas as instancias e a diferenca no tempo de execucao pode ser desconsiderada,
embora a diferenca na qualidade da solucdo ndo possa, € o comportamento de ambos os métodos
¢ curioso. Primeiro, observe que ambas encontram a solu¢ao 6tima para instancias com densidade
maior que 30%. Em relacdo as instancias com densidade entre 30% e 10%, podemos argumentar
que o GreedyMin (representado pelo Algoritmo 1) supera consistentemente o GreedyMax
(Algoritmo 2), mas curiosamente o GreedyMax supera o GreedyMin para as instancias com
densidade de 5%. Esse comportamento parece surpreendente a principio, mas pode ser explicavel
pelo fato de que, com tal baixa probabilidade, a diferenca entre 0 menor e o maior grau € muito
estreita; de fato, varios vértices ttm o mesmo grau. Assim, a escolha dos vértices € quase a
mesma para ambas as heuristicas, o que explica o comportamento varidvel nas instancias com

densidade de 5%.

4.6 Consideracoes Finais

O problema da coloracao harmoniosa tende a ser mais dificil em grafos esparsos,
portanto, ndo € surpresa que os experimentos geralmente alcancem o 6timo em grafos densos
com tempo de execug@o menor. O fato de os modelos representativos serem melhores (em termos
de execucao) do que o modelo padriao ocorre porque hd muitas simetrias que ndo conseguimos
quebrar por completo. Para grafos d-degenerados, temos um excelente limitante, mas acreditamos
que ele pode ser melhorado se o nimero harmonioso for limitado por outros pardmetros além da
cobertura de vértices e do grau mdximo. A complexidade parametrizada desse problema ainda
nio foi muito estudada, entdo, se o leitor tiver interesse nessa area, essa € uma boa vertente de

pesquisa a ser explorada.



77

Tabela 4 — Relatério completo dos resultados obtidos pelas heuristicas gulosas no conjunto de
instancias aleatério. Foram considerados dois ordenamentos na heuristica gulosa:
um ordenamento de grau nao crescente (coluna MAX) e um ordenamento de grau ndo
decrescente (coluna MIN). As colunas obj e time representam a melhor solugdo e
o tempo de execucdo, conforme reportado pelo solver no caso da PIM e medido
durante a execucdo para a heuristica, respectivamente. Os tempos s@o reportados em
segundos. Se nenhum valor de solucao for reportado, aparece um - na tabela e, se a
formulacao exceder o limite de tempo, aparece 7L nessa entrada na tabela.

AREP MIN MAX AREP MIN MAX

\4 % Sol Time Sol Time Sol Time V] % Sol Time Sol Time Sol Time
10 0.5 3.0 0.001 3.6 0.458 3.0 0.459 60 0.5 16.6 TL 32.6 0.687 22.2 0.494
10 | 0.10 | 4.8 0.001 5.8 0.458 5.0 0.458 60 0.10 24.8 TL 31.2 0.758 32.8 0.499
10 | 0.20 | 5.2 0.002 6.2 0.459 5.8 0.459 60 020 | 40.6  0.211 45.2 0.62 45.2 0.497
10 | 030 | 7.2 0.001 8.0 0.458 7.6 0.459 60 0.30 564  0.001 56.4 0.514 56.6 0.489
10 | 0.40 7.8 0.001 8.2 0.458 8.2 0.459 60 0.40 60.0 0.001 60.0 0.337 60.0 0.337
10 | 0.50 | 9.0 0.001 9.0 0.402 9.0 0.401 60 0.50 60.0  0.001 60.0 0.34 60.0 0.339
10 | 0.60 | 9.8 0.0 9.8 0.341 9.8 0.342 60 0.60 60.0 0.001 60.0 0.344 60.0 0.344
10 | 0.70 | 10.0 0.0 10.0 0.31 10.0  0.309 60 0.70 60.0  0.001 60.0 0.348 60.0 0.35

10 | 0.80 | 10.0 0.0 10.0  0.309 10.0 0.31 60 0.80 60.0  0.001 60.0 0.351 60.0 0.347
10 | 0.90 | 10.0 0.0 10.0  0.313 10.0  0.309 60 0.90 60.0  0.001 60.0 0.351 60.0 0.351
20 0.5 5.6 0.071 8.2 0.47 6.0 0.465 70 0.5 20.4 TL 37.6 0.851 26.8 0.512

20 | 0.10 | 74 0.081 10.8  0.468 9.2 0.465 70 | 0.10 | 302 TL 38.0 0.92 39.2 0.511
20 | 0.20 | 10.8 0.041 12.6 0.47 124 0.466 70 | 020 | 480 0.295 52.6 0.752 54.2 0.507
20 | 030 | 144 0.003 16.0  0.468 158  0.465 70 | 030 | 684  0.001 68.6 0.472 68.6 0.465
20 | 040 | 19.0 0.001 19.0 0437 19.0 0439 70 | 0.40 | 70.0 0.001 70.0 0.346 70.0 0.347
20 | 0.50 | 19.6 0.001 19.6  0.347 19.6  0.346 70 | 050 | 70.0 0.001 70.0 0.352 70.0 0.353

20 | 0.60 | 20.0 0.0 200 0312 | 20.0 0.313 70 | 0.60 | 70.0 0.001 70.0 0.36 70.0 0.362
20 | 0.70 | 20.0 0.0 200 0.314 200 0.313 70 | 0.70 | 70.0  0.001 70.0 0.359 70.0 0.359
20 | 0.80 | 20.0 0.0 200 0313 | 20.0 0.314 70 | 0.80 | 70.0 0.001 70.0 0.365 70.0 0.365
20 | 0.90 | 20.0 0.0 200 0314 | 200 0.314 70 | 090 | 70.0 0.001 70.0 0.37 70.0 0.371
30 0.5 9.0 101.553 150 0.484 11.2 0.469 80 0.5 26.0 TL 422 1.082 32.6 0.525
30 | 0.10 | 11.0 5.325 176  0.482 144  0.469 80 | 0.10 | 35.6 TL 41.0 1.244 45.0 0.534
30 | 020 | 164 0.67 19.6  0.481 20.2 0.468 80 | 0.20 | 58.0 0.101 62.8 0.829 64.0 0.525

30 | 030 | 234 0.002 248 0473 254 0.468 80 | 030 | 782  0.001 78.2 0.522 78.2 0.508
30 | 040 | 29.2 0.001 29.4 0.41 29.4 0.41 80 | 0.40 80.0  0.001 80.0 0.358 80.0 0.357

30 | 0.50 | 30.0 0.0 30.0 0317 | 30.0 0.317 80 | 0.50 80.0  0.001 80.0 0.372 80.0 0.371
30 | 0.60 | 30.0 0.0 30.0 0.316 30.0 0.315 80 | 0.60 80.0  0.001 80.0 0.374 80.0 0.374
30 | 0.70 | 30.0 0.0 300 0316 | 30.0 0.316 80 | 0.70 80.0  0.001 80.0 0.384 80.0 0.381
30 | 0.80 | 30.0 0.0 30.0 0.317 30.0 0.316 80 | 0.80 80.0  0.001 80.0 0.391 80.0 0.392
30 | 0.90 | 30.0 0.0 30.0 0.317 30.0 0.316 80 | 0.90 80.0  0.001 80.0 0.4 80.0 0.4

40 0.5 10.6 TL 222 0513 14.0 0477 90 0.5 30.0 TL 46.2 1.497 36.8 0.567

40 | 0.10 | 14.6 1096.094 | 21.6  0.523 194 0475 90 | 0.10 | 414 TL 47.2 1.621 52.8 0.563
40 | 020 | 228 1.979 25.2 0.52 27.8 0.472 90 | 020 | 69.6 0.011 74.6 0.872 75.6 0.557
40 | 0.30 | 34.6 0.001 358 0482 | 36.0 0.469 90 | 0.30 89.8  0.001 89.8 0.395 89.8 0.397
40 | 040 | 39.6 0.001 39.6 0.35 39.6  0.348 90 | 0.40 | 90.0 0.001 90.0 0.378 90.0 0.379
40 | 0.50 | 40.0 0.001 40.0 0319 | 40.0 0.32 90 | 0.50 | 90.0 0.001 90.0 0.391 90.0 0.392
40 | 0.60 | 40.0 0.001 40.0 0327 | 40.0 0.328 90 | 0.60 | 90.0 0.001 90.0 0.4 90.0 0.399

40 | 0.70 | 40.0 0.0 40.0 0.327 40.0 0.326 90 | 0.70 | 90.0  0.001 90.0 0.415 90.0  0.421
40 | 0.80 | 40.0 0.0 40.0 0.328 | 40.0 0.328 90 | 0.80 | 90.0 0.001 90.0 0.435 90.0 0.436
40 | 0.90 | 40.0 0.001 40.0  0.329 | 40.0 0.33 90 | 090 | 90.0 0.001 90.0 0.45 90.0 0.45
50 0.5 13.8 TL 262  0.598 19.0  0.482 100 | 0.5 33.6 TL 41.8 0.59 514 1.938

50 | 0.10 | 194 1248.21 27.6 0.6 264  0.483 100 | 0.10 | 48.6 TL 61.8 0.594 54.6 2.111
50 | 0.20 | 29.6 0.963 348 0.571 354 0.482 100 | 0.20 81.4  0.027 85.8 0.95 86.4 0.573
50 | 0.30 | 452 0.001 458 0.501 46.2 0.478 100 | 030 | 994  0.001 99.4 0.453 99.4 0.442
50 | 040 | 49.6 0.001 49.6  0.392 49.6  0.391 100 | 0.40 | 100.0  0.001 100.0  0.403 100.0  0.406
50 | 0.50 | 50.0 0.001 50.0 0.331 50.0 0.331 100 | 0.50 | 100.0  0.001 100.0  0.413 100.0  0.413
50 | 0.60 | 50.0 0.001 50.0 0.334 50.0 0.334 100 | 0.60 | 100.0 0.001 100.0  0.444 100.0  0.442
50 | 0.70 | 50.0 0.001 500 0337 | 50.0 0.342 100 | 0.70 | 100.0  0.001 100.0  0.467 100.0  0.467
50 | 0.80 | 50.0 0.001 50.0 0.341 50.0 0.339 100 | 0.80 | 100.0 0.001 100.0  0.491 100.0  0.492
50 | 0.90 | 50.0 0.001 50.0 0.338 50.0  0.337 100 | 0.90 | 100.0  0.001 100.0  0.479 100.0  0.478
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5 CONCLUSAO

Em nosso estudo sobre coloragdo harmoniosa, observamos que esta € uma versao
mais restrita da coloracdo estrela (GRUNBAUM, 1973), onde cada par de cores induz uma
floresta de estrelas, ou seja, nenhum par de cores induz um caminho com trés vértices. Como
apanhado histérico, temos que a versao nao propria, denominada harmonica, surgiu em (HOP-
CROFT; KRISHNAMOORTHY, 1983) e a restri¢do de coloragao propria foi adicionada somente
em (LEE; MITCHEM, 1987). Desde que foi considerada a versdao prépria do problema, os
pesquisadores focam em obter resultados para esta. Diversos limitantes sdo apresentados aqui,
mas também apresentamos resultados envolvendo a complexidade do problema.

As principais contribui¢des apresentadas nessa dissertagdo sao:
1. Uma revisdo bibliografica contendo cerca de 80 trabalhos referenciados;

2. Uma corre¢do e melhoria do limitante do nimero cromdtico harmonioso de grafos d-

degenerados apresentado em (KOLAY et al., 2019);

3. Uma forma de relacionar o nimero cromdtico harmonioso de um par de grafos (G,H),

onde H € obtido de G a partir de uma sequéncia de identificacio de vértices;

4. Trés novas formulagdes para a coloragdo harmoniosa e seus resultados computacionais,

além de uma andlise da dimensdo do politopo de duas destas formulagdes.

Um possivel caminho para trabalhos futuros € verificar em quais classes de grafos
existem algoritmos polinomiais que resolvam o problema de decidir se h(G) < k, dados um
grafo G e um inteiro positivo k. Ainda mencionando a complexidade do problema, a comple-
xidade parametrizada deste foi pouco estudada, tendo explicitamente o inicio de seu estudo
em (LINHARES-SALES et al., 2014).

Como ja mencionado, coloragdo harmoniosa € uma versdo mais restrita de coloragao
estrela, entdo outro possivel caminho a se seguir € tentar adaptar resultados conhecidos de
coloracdo estrela. Também € possivel estudar relacdes entre o nimero croméatico harmdnico e o
harmonioso, uma vez que em nossa pesquisa nao encontramos um trabalho dedicado a isto.

Computacionalmente, notamos que o problema tende a ser mais dificil quando o grafo
¢ esparso, entdo a proposi¢ao de heuristicas para obter solucdes vidveis também sdo caminhos
interessantes a se percorrer. Ademais, proposicao de novas formulacdes e a investigacao de

instancias mais dificeis ou a quebra de simetrias em formulagdes ja conhecidas. Até entao,
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desconhecemos formulagdes para coloragdo harmoniosa além das nossas, € um estudo mais
aprofundado dos poliedros definidos por estas sdo possiveis caminhos para trabalhos futuros em

coloracao harmoniosa.
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APENDICE A - RELATORIO DE ESTAGIO DE MESTRADO

Relatorio feito durante o estdgio de mestrado orientado pelo professor Nicolas
Trotignon (ENS de Lyon). Neste, estudamos grafos livres de theta e usamos uma estrutura

denominada pirulito para obter resultados para grafos com grau minimo alto.



Structural description of graphs

Ana Beatriz da S. Martins

Abstract

In this internship, we studied and gave a proof of a known result on the structure
of theta-free graphs. Furthermore, we explored a structure named lollipop to present a
new result on the degeneracy of graphs with high minimum degree. These results were
obtained jointly with Nicolas Trotignon and Stéphan Thomassé.

1 Introduction

Let G = (V, E) be a simple graph. It is usual to denote by dg(v) the degree of a vertex v of
G, by A(G) the maximum degree of G and by §(G) the minimum degree of G. The graph G
is k-degenerate if 0(H) < k, for each subgraph H of G. In this work, we present a result on
the degeneracy of graphs with high minimum degree. In order to prove the result, we analyze
a lollipop, which is a structure consisting of a cycle and a path with exactly one vertex in
common.

We also present a known structural result on theta-free graphs. A theta is a graph made
of three internally vertex disjoint chordless paths, P, = u...v, P, = u...v, Py = u...v
each of length at least two, such that no edges exist between the paths except the three edges
incident to u and the three edges incident to v. An outerplanar graph is a graph with no Ky
and no K3 as minor.

The papers used in this internship are [RV13], [BT15], [TI05] and [Dav23]. This internship
was advised by Nicolas Trotignon. The results on Section 2.2 were obtained in collaboration
with Nicolas Trotignon and Stéphan Thomassé.

2 Results

We divide this section in two subsections: the first present proofs of known results on the
structural description of theta-free graphs; the second present new results on graphs with high
minimum degree and graphs with a bounded number of chords k for every cycle.

2.1 Known results

In order to get familiar with structural results on graphs with forbidden structures, we started
our internship by reading some results on theta-free graphs. To give a structural description
of this class, we start with the classical theorem:

Theorem 1 Let H be a graph such that A(H) < 3. Then, G contains H as a minor if and
only if G contains a subdivision of H as a subgraph.

As its consequence, it is true that:



Corollary 1 G contains a theta as a subgraph if and only if G contains Ko 3 as a minor.

Proof. Follows by Theorem 1, just notice that A(K33) = 3 and that any theta graph can be
obtained subdividing K> 3. O

The Corollary 1 and the characterization of outerplanar graphs give us an intuition on how
is the structure of a theta-free graph; which lead us to the main theorem of this subsection.

Theorem 2 A graph G has no theta as a subgraph if and only if, for every subgraph H of G,
one of the following holds:

e H is isomorphic to Ky;
e H is outerplanar;

e H 1is disconnected;

e H has a vertex-cut.

Proof. =) Let H be a subgraph of G and V(Ky) = {a,b, ¢, d}.

If, H contains a copy J of K4 as a subgraph, then either H ~ J or |V(H)| > 5, so let C be
a component of H — J. If Nj(C) < 1, then H has a vertex-cut or is disconnected. So, we may
assume that N;(C') > 2. Assume up to symmetry that {a,b} C N;(C), and let u,v € V(C)
be neighbors of a, b, respectively. Since C' is a component, let P be a (u,v)-path in C, then G
has a theta with the paths auPuvb, acb and adb. So we may assume that G does not contain
J as subgraph.

If H contains J as minor, then by Theorem 1 it contains it as subdivision of J. Since
J ¢ H at least one edge is subdivided, so let, up to symmetry, P; be a subdivision of ab; then
H has a theta as a subgraph with the paths P;, P, and Ps, such that P; is a path obtained by
the (subdivision of the) edges ad, db and Ps is the path obtained by the (subdivision of the)
edges ac, cb. So we may assume that H does not contain J as minor. Since J is, by definition,
a copy of K4, H does not contain K4 as a minor.

By Corollary 1, H does not contain K3 as a minor, since G' does not contain a theta as
a subgraph. Hence, H contains no K33 and no K4 as a minor, so it is outerplanar.

<) Suppose, by contradiction, that G has a theta as a subgraph. Let H be a theta
subgraph of G. We have that H is not isomorphic to K4, because a theta graph needs at least
5 vertices; H is not outerplanar, since H is a subdivision of K53, H is connected and has no
vertex cut (any pair of vertices is contained in a cycle). So H cannot be a subgraph of G, a
contradiction. O

Remark: Let G, G4 be disjoint graphs with no theta as a subgraph. Then is possible to
obtain a graph H with no theta as a subgraph just identifying a pair of vertices u € G and
v € Go.

H is an induced subgraph of G if V(H) C V(G) and uwv € E(H) if, and only if, uv € E(G).
When we look at the problem of induced theta-free graphs, the structural description on this
class is unknown. So, during my PhD, I am going to work on the characterization of induced
(theta, triangle)-free graphs, which is also unknown but may lead to a characterization of the
induced theta-free graphs.

2.2 New results

In this subsection, we present results on graphs GG such that every cycle of G has at most k
chords and graphs with high minimum degree. To the best of our knowledge, this is the first
work presenting the following results.



Lemma 1 Let k be an integer. If every cycle of a graph G has at most k chords, then G is
(k + 2)-degenerate.

Proof. Let G be a connected graph and suppose that, given u,v € V(G), the u,v-path P is a
longest path of G. We claim that dg(u) < k+ 2. Indeed, first notice that since P is maximal
Ng(u) € V(P), then if dg(u) > k + 3, since Ng(u) C P, it is easy to see that G should
have a cycle with at least k + 1 chords. The sequence that provides the (k + 2)-degeneracy is
obtained by looking at G — u and taking its longest path. (]

Lemma 1 give us a first and simple bound to the degeneracy of graphs G such that every
cycle of G has at most k chords. Hence, to help us improve this bound and have a more
general version, we present:

Lemma 2 Let G be a graph with minimum degree at least 2. Every path P of G is contained
i some lollipop of G.

Proof. Let Q = {p1,p2,...,pr} be a path that contains P and such that V(@) is maximal.
Since dg(p1) > 2, p1 has neighbor u # ps. By the maximality of V(Q), there exists i €
{3,...,k} such that w = p;. So, pipa...pip1 is a cycle and p;...px is a path. So, V(Q)
induces a lollipop and P is contained in some lollipop of G. O

With these, it is possible to present the main result of this section.

Theorem 3 If 6(G) > k > 2, then G has a hamiltonian subgraph H that contains at least
k + 1 vertices of degree at least k (in H ).

Proof. Let L be a lollipop of G such that V(L) is maximal, and among all possible such
lollipops, one whose cycle has a maximum number of vertices.

Let v be the vertex common to the cycle and the path of L and let P = p;...psv and
C = wy ... wwwq, be the path and the cycle of L, respectively. We set W = w; ... w. See
Figure 1.
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Notice that w; only have neighbors in C. Indeed, let y be a neighbor of wy. If y ¢ L, then
p1 Ppsvwi Wwy is a path, so by Lemma 2, it is contained in a lollipop that properly contains
L, a contradiction to the maximality of L. And if y = p; € P, then the cycle p; Ppsvwi Ww;p;
and the path p; Pp; form a lollipop with the same vertex set as L and a cycle longer than C,
a contradiction to the maximality of C'.

Hence, w; has at least k neighbors in C: v, w;—1 and w;,, ..., w;,_,, where i1, ..., ix_o
are distinct integers in {1,2,...,t — 2}.

We claim that for all j € {1,2,...,k — 2}, w;;+1 has all its neighbors in C, in particular
it has degree at least &k in G[V(C)]. Indeed, consider y a neighbor of w;, 1 out of C and set

R = p1 Ppsvwy Ww; ; wiWw;11.



If y ¢ V(L) then p1Rw;; 11y is a path, so by Lemma 2 it is contained in a lollipop that
properly contains L, a contradiction to the maximality of L. Now suppose that y = p, € P.
Then the cycle pg Rw;; +1p, and the path p; Pp, form a lollipop with the same vertex set as L
and cycle longer than C, a contradiction to the maximality of C.

Now, if v is complete to {wj +1,...,wi,_,+1}, then G[V(C)] contains k + 1 vertices of
degree at least k, namely: v, w1, ws, w41, --., Wi, ,+1. Hence, we may assume that there
exists j € {1,...,k — 2} such that vw;;11 ¢ FE(G). Let wj, ..., wj,_, be neighbors of

wi; 11 in C\ {w;;, w42}, For £ € {1,... .k =2}, set ¢, = 1if jo € {1,...,i; — 1} and set
eo = —1if jo € {i; +3,...,t}. We claim that, for all £ € {1,...,k — 2}, wj,4+¢, has all its
neighbors in C' \ {wj,4+c,+1, Wj,+e,—1}. Indeed, consider y a neighbor of wj,4., out of C. If
Je € {1,...,4; — 1}, see Figure 2, then consider the path

Q= p1Ppsvwi Wwj wi; 1 Wwiwi; Ww;, e,

Figure 2:

Ify ¢ L then p1Qwj,+¢,y is a path, so by Lemma 2 it is contained in a lollipop that properly
contains L, a contradiction to the maximality of L. If y = p,, then the cycle poQwj,4+cpa
and the path p; Pp, form a lollipop with the same vertex set as L and cycle longer than C,
a contradiction to the maximality of C. So we may assume that j, € {i; +3,...,t}, see
Figure 3.

Now consider the path

Q = p1Ppsvwr Ww;, wiWwj,wi, 1 1 Wwj, 1e,-

If y ¢ L then p1Qwj,+¢,y is a path, so by Lemma 2 it is contained in a lollipop that properly
contains L, a contradiction to the maximality of L. If y = p,, then the cycle poQwj,4¢,Pa
and the path p; Pp, form a lollipop with the same vertex set as L and cycle longer than C, a
contradiction to the maximality of C.

Now, C contains k+1 vertices of degree k, namely: w1, Wt, Wi;+1, Wjiteys -+ Wi _otep_o-
So, H = G[V(C)] is a Hamiltonian subgraph of G that contains k + 1 vertices of degree at
least k in it. ]

Remark Notice that wj,+., cannot be w;,, since the graph has no loops, wj,+¢, cannot be
w1 because by construction, if j; + &, = 1, then w;; must be neighbor of v, which contradicts
the hypothesis of wijv ¢ E(G). Using an analogous argument, it is possible to see that wj, 1,
cannot be wy.



Figure 3:

Wi,

A consequence of this theorem is: If §(G) > k then G has a cycle with at least W
chords, and using the contrapositive it is true that if every cycle of G has less than W

chords then 6(G) < k; which lead us to the result:

Corollary 2 If every cycle of G has less than k chords, then G is LH* V29+8kJ -degenerate.

(z+1)(z—2)
2

Proof. Suppose that every cycle of G contains less than k = chords, then using

a quadratic equation it is possible to compute that x = @. So the result follows as a
direct consequence of the Theorem 3. O

Notice that Theorem 3 provides a tight upper bound, reached by the complete graph
K1 1; hence, this is the best possible bound for the statement.
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