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RESUMO

Analisando a estrutura de bandas para baixas energias na bicamada de grafeno com empilhamento

do tipo Bernal (AB), nota-se a presença de três mini-cones de Dirac ao redor dos vales K e K′,

cuja razão física está associada ao conhecido efeito trigonal warping. Este efeito é responsável

pela assimetria da estrutura de bandas. Neste contexto, investigamos teoricamente a evolução

temporal de um pacote de ondas gaussiano propagando-se em uma amostra de bicamada de

grafeno a fim de verificar o papel do trigonal warping na dinâmica. Para calcular os valores

esperados da posição (x,y) do centro de massa e as densidades de probabilidade totais do pacote

de ondas, é necessário resolver numericamente a equação de Schrödinger dependente do tempo.

Esse cálculo é realizado por meio de um formalismo numérico baseado na técnica split-operator.

Esse método é usado dentro da abordagem para Hamiltonianos contínuos de Dirac, tando para o

modelo 2 bandas quanto para o de 4 bandas, considerando os efeitos mencionados acima devido

aos hoppings intercamadas não-perpendiculares, no caso da bicamada de grafeno. Além de uma

abordagem numérica, é feita uma abordagem analítica do ponto de vista do propagadores da

mecânica quântica com o uso das funções de Green G(r,r′, t). As oscilações espaciais transientes

devidas ao efeito conhecido como zitterbewegung são discutidas para diferentes polarizações

iniciais de pseudospin, larguras, energias e momentos dos pacotes de onda iniciais.

Palavras-chave: Zitterbewegung; bicamada de grafeno; Trigonal warping; técnica Split-

Operator;



ABSTRACT

Analyzing the low-energy band structure in Bernal-stacked graphene bilayers (AB), three Dirac

mini-cones are observed around the K and K′ valleys, whose physical rationale is associated

with the well-known trigonal warping effect. This effect induces the asymmetry in the band

structure. In this context, we theoretically investigate the time evolution of a Gaussian wave

packet propagating through a graphene bilayer sample to examine the role of trigonal warping

in the dynamics. Numerically solving the time-dependent Schrödinger equation is necessary to

calculate the expected values of the position (x,y) of the center of mass and the total probability

densities of the wave packet. This calculation is performed using a numerical formalism based

on the split-operator technique. The method is applied within the framework of continuous Dirac

Hamiltonians, both for the 2-band and 2-band models, taking into account the aforementioned

effects arising from non-perpendicular interlayer hoppings in the case of graphene bilayers. In

addition to a numerical approach, an analytical approach is pursued from the standpoint of quan-

tum mechanics propagators using Green’s functions G(r,r′, t). Transient spatial oscillations due

to the effect known as zitterbewegung are discussed for different initial pseudospin polarizations,

widths, energies, and momenta of the initial wave packets.

Keywords: Zitterbewegung; Bilayer graphene; Trigonal warping; Split-operator technique;
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1 INTRODUÇÃO

O século XX foi memorável no que diz respeito aos avanços da ciência, seja nas

ciências da natureza, nas ciências humanas ou, até mesmo, na literatura com seu modernismo

e pós-modernismo. Um dos aspectos associados aos grandes avanços nas ciências da natureza

foi o estudo de semicondutores que proporcionou maiores feitos na eletrônica, dentro da física

de estado sólido, com a criação de dispositivos como o diodo e o transistor (triodo) através

do estudo das junções pn, para diodos, e npn, para transistores, ambos obtidos no ápice dos

estudos envolvendo a física do estado sólido e a mecânica quântica na época em questão. A

junção npn surgiu como uma teoria do físico William Shockley (1910-1989), com a dopagem

de germânio1, obtida de forma experimental em 1952 pelo próprio Shockley, o físico Walter

Brattain (1902-1987), e os químicos Gordon Teal (1907-2003) e Morgan Sparks (1918-2008)2,

sendo Gordon e Morgan os responsáveis mais diretos pela obtenção experimental no laboratório

Bell Labs3. O transistor de junção bipolar é uma evolução do primeiro transistor obtido em

1947, também obtido por Brattain e pelo físico John Bardeen (1908-1991), onde foi proposto um

transistor do tipo point-contact(Schockley, 1951)4.

O impacto dos transistores desde a sua implementação até os dias atuais é bastante

perceptivo, tanto pelo fato de ter impulsionado na ciência básica a descoberta de vários outros

novos fenômenos físicos, como também na tecnologia, pois permitiu a evolução do processa-

mento de dados com chips com alta capacidade de trabalho e o desenvolvimento de meios de

comunicação, como o rádio e wireless. Nos aspectos econômico e social, permitiu o crescimento

da indústria no setor terciário em decorrência da produção de semicondutores, alavancando

o PIB dos países, e consequentemente influenciando na sociedade e na cultura. Isso foi mais

perceptíveis no início dos anos 2000. Atuais pesquisas no setor são norteadas pela busca por altas

capacidades de processamento, buscando-se o desenvolvimento de chips compostos por vários

transistores. Uma saída para contornar o problema da eficiência e limitação espacial nos chips

seria o desenvolvimento de tecnologias que utilizassem de outros materiais com alta performance

1Previsto na teoria do próprio Shockley sobre o transistor de junção bipolar (Bipolar Junction Transistor - BJT)
(Schockley, 1951)

2Mais detalhes podem ser encontrados nas referências das patêntes (Sparks e Teal, 1950) e (Shockley, 1948)
3O laboratório Bell Labs, originalmente conhecido como Bell Telephone Laboratories, é uma empresa de

semicondutores com sede em Nova Jersey, EUA. O laboratório foi o berço de diversas ideias, não só do transistor
como a criação e implementação da linguagem de programação C por Dennis Ritchie e Ken Thompson, muito
utilizada hoje no kernel de microcontroladores e sistemas operacionais.

4O transistor do tipo point-contact foi primeiramente pensado para uso de uma camada de germânio com
excesso de elétrons, usado como uma base juntamente com duas pontas: um emissor e o outro coletor.
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quando comparados aos utilizados na indústria semicondutora padrão. Essa demanda fomenta

pesquisas em materiais bidimensionais, investigando suas propriedades eletrônicas, de transporte

e óticas, que se tem intensificado bastante na última década. Esta dissertação se insere neste

contexto da investigação das propriedades eletrônicas e de transporte de materiais bidimensionais

visando sua utilização para propor futuros dispositivos em aplicações tecnológicas.

Nas próxima seções, veremos aspectos históricos dos materiais bidimensionais,

desde o seu surgimento até suas propriedades físicas e aplicações.

1.1 Surgimento dos materiais bidimensionais

A natureza abriga diversos formatos para os materiais encontrados nela. Muitos

materiais na natureza possuem um arranjo específico relacionado à sua dimensionalidade. A

dimensionalidade, juntamente com o arranjo do material, é um atributo muito importante, pois

diz respeito à estabilização do material para sua existência. Essa estabilidade dos elementos da

natureza é fundamental e é um aspecto intrínseco aos elementos da tabela periódica. A forma

como os elementos são encontrados na natureza consiste em sua forma mais estável possível, ou

seja, em seu estado de menor energia (Ashcroft N.W. ; Mermin, 2011). Um exemplo disso é o

enxofre (S) mostrado na Figura 1(a) e o minério fluorita roxo (CaF2) na Figura 1(b), sendo este

último uma combinação de elementos da tabela periódica.

As Figs.1(c)-1(f) mostram a dimensionalidade dos materiais, que pode ser do tipo

dimensão zero (0D), também chamado de ponto artificial, como mostrado na Fig.1(c), ou do tipo

unidimensional (1D), como os fios quânticos apresentados na Fig.1(d), ou do tipo bidimensi-

onal (2D), como as superfícies ou planos apresentados na Fig.1(e), ou do tipo tridimensional

(3D), os próprios sólidos na sua forma bulk, como mostrado na Fig. 1(f). O entendimento

da dimensionalidade é importante no contexto dos materiais bidimensionais, como o grafeno,

pois as características intrínsecas à uma determinada dimensionalidade influencia bastante na

propriedades eletrônicas e de transporte.

Outro critério que diz respeito à estabilidade dos materiais é a Alotropia, que consiste

em formas diferentes de se encontrar um elemento na natureza. O Carbono, embora não seja o

elemento mais abundante da natureza, é o elemento mais importante do ponto de vista estrutural

da matéria encontrada na natureza. Os chamados alótropos do carbono são estruturas carbônicas

que se organizam de acordo com a dimensionalidade, semelhante às figuras Fig.1(c-f). O

Fulereno é um das forma de alotropia do carbono que mimetiza um estrutura 0D. Sua descoberta
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Figura 1 – (a) Enxofre obtido na natureza na forma Rômbico, (b) Minério flourita. Do (c)
até o (f) temos a representação de materiais do tipo dimensão 0, unidimensional,
bidimensional e tridimensional, respectivamente. Figuras adptadas das Refs. (Leidus,
2021), (Lavinsky, 2010) e (Tiwari et al., 2012).

(c) (e)

(d) (f)

(a)

(b)

em 1985 e isso possibilitou outras descoberta de alótropos do carbono, como os Nanotubos

em 1991, sendo estrutura do tipo 1D (Singh et al., 2021). Todos os alótropos do carbono aqui

apresentado, juntamente com o grafite (3D) descendem do grafeno (2D), como mostra a Fig.2.

Além dos materiais mencionados, temos o diamante, que também é um alótropo do carbono,

cuja a sua estrutura cristalina é do tipo FCC5, uma classificação comum à física do estado sólido.

Figura 2 – (a) Representação de alguns alótropos do carbono descendentes do grafeno (2D), com
relação ao tipo de dimensionalidade: Fulereno (0D), Nanotubos de carbono (1D) e
Grafite (3D). (b) Representação do diamante e sua estrutura cristalina do tipo FCC.
Figuras adaptada das Refs (Geim A.K. ; Novoselov, 2007) e (Ashcroft N.W. ; Mermin,
2011).

Na década de 30, Landau e Peierls argumentaram que estruturas cristalinas de

baixas dimensionalidades, como cristais bidimensionais, eram termodinamicamente instáveis

5Face Centered Cube ou Cúbica de face centrada.
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e, portanto, não poderiam existir, o que levaria a inexistência de materiais como grafeno 6.

A instabilidade termodinâmica dar-se pelo fato de que redes cristalinas em baixas dimensões

apresentariam flutuações térmicas, fazendo com que átomos na rede poderiam ter deslocamentos

da ordem da distância interatômica. A diminuição da dimensionalidade de uma estrutura

cristalina em aspectos como espessura ou número de camadas (como o grafite), está relacionada

com a diminuição de graus de liberdade no sistema, implicando em temperaturas mais baixas

(do ponto de vista do teorema da Equipartição7), implicando em flutuações térmicas no material.

Com isso, os materiais de baixas dimensões que “poderiam” ser formados, na verdade torna-se

instáveis e fragmentam-se, formando estruturas de maior complexidade (dimensionalidade) com

maior espessura ou camadas.

Embora as previsões eram de que materiais como o grafeno não poderiam existir

por questões de estabilidade, para a surpresa de muitos, a obtenção do grafeno em 2004 foi

feita, experimentalmente, pelos cientistas Andre Geim juntamente com Konstantin Novoselov

na Universidade de Manchester na Inglaterra (Geim A.K. ; Novoselov, 2007). Os cientistas

conseguiram obter o material usando a técnica chamada de Esfoliação Mecânica. Tal técnica

consiste em obter as camadas grafeno a partir de uma amostra de grafite usando uma ferramenta

semelhante à uma fita adesiva, onde na mesma estarão localizadas as camadas retiradas. A

técnica é possível pelo fato de que cada camada é ligada a outra por ligações fracas chamada de

ligações (ou forças) de Van der Waals 8, que são forças de interação entre moléculas na qual,

no grafeno, é feita pela a formação de dipolos induzidos do orbital pz do carbono hibridizado,

ortogonal ao plano9.

O grafeno foi o primeiro material 2D baseado em carbono. Desde sua obtenção do

mesmo em 2004, os anos subsequentes foram cruciais para as pesquisa em materiais bidimensi-

onais (ou de baixas dimensionalidades). Após a obtenção do grafeno, muito outros materiais

de características semelhantes, começaram à ser pesquisados e tiveram uma verificação quanto

à sua existência de uma maneira estável, tornando-se objetos de estudo tanto teórico quanto

experimental. Muitos materiais semelhantes ao grafeno foram estudados e descobertos, como o

6Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Geim A.K. ; Novoselov, 2007) e (Singh et al., 2021).
7Na física Estatística, o teorema da Equipartição consiste em que cada grau de liberdade em um sistema com

muitas partículas à uma temperatura T contriui com κBT
2 para a Energia cinética, sendo κB a constante de Boltzmann.

8Johannes Diderik van der Waals (1837-1923) foi um físico neerlandês (nascido nos Países Baixos) que trabalhou
com gases e líquidos, descrevendo seu comportamento microscópico, chegando a formular equações,sendo agraciado
com o Nobel de Física de 1910.

9Além do grafeno, a técnica de Esfoliação mecânica foi utilizada para a obtenção de outros materiais, como os
da família do grafeno e dos TMDs.
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nitreto de boro hexagonal hBN, o grafano, o fluorografeno e o oxido de grafeno 10. São materiais

com propriedades semelhantes ao grafeno, no que diz respeito ao arranjo estrutural, do tipo "favo

de mel", mas com características eletrônicas quase isolantes (Singh et al., 2021).

Figura 3 – Representação dos materiais da família do grafeno: (a) grafeno, (b) nitreto de boro,
(c) grafano e o fluorografeno. Figura adaptada de (Pollard e Clifford, 2017)

Posteriormente, o grande interesse no tópico de materiais bidimensionais se concen-

trou nos chamados Dicalcogenetos de Metais de Transição (transition metal dichalcogenides

- TMDs). Os TMDs são semelhantes aos materiais da família do grafeno comentados anteri-

ormente, mas com constituintes diferente. A formação de um TMD consiste de uma ligação

covalente de um metal de transição M com 2 calcogênios X , formando materiais do tipo MX2.

Exemplos de TMDs são o dissulfeto de molibdênio MoS2, o dissulfeto de tungstênio WS2,

ditelureto de tungstênio WTe2 e outro, com M podendo ser Mo, W , e X podendo ser Se, S, Te, e

outros.

Muitos dos TMDs tiveram seu processo de obtenção utilizando outras técnicas

além da conhecida esfoliação mecânica, comentada anteriormente para a obtenção do grafeno.

10Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Singh et al., 2021) e (Pollard e Clifford, 2017).
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Algumas dessas técnicas consiste no uso do Método químico úmido e método de deposição de

vapor. O método químico úmido se baseia na criação de um estrutura tipo TMD em uma solução

com seu constituintes juntamente com o uso de uma corrente elétrica ou calor 11. O método

de deposição de vapor consiste na deposição de partículas constituintes do TMD em um dado

substrato com o controle de espessura. Trata-se de um método mais sofisticado que os outros em

virtude da quantidade de parâmetros de controle 12.

Figura 4 – Representação cronológica da obtenção de diversos tipos de materiais tipos materiais
bidimensionais, inclusive materiais nitreto de boro (Zhang et al., 2017), com o fósforo
negro (Akhtar et al., 2017) e o borofeno (Wang et al., 2019). (*) O ano de 2015
representado aqui para a síntese do TMDs trata-se de obtenções posteriores do MoS2,
depositando-o sobre uma camada de ouro Au (Grønborg et al., 2015), e o WSe2

através do uso da deposição de vapor químico orgânico-metal (Eichfeld et al., 2015).

Aspectos eletrônicos em materiais bidimensionais, tais a como mobilidade eletrônica

e propriedades de transporte, são explorados uma vez que, na maioria dos casos, tem-se a

expectativa para a implementação em dispositivos, como, por exemplo, em transistores, que é a

base para todo tipo de processamento de dados comuns em tecnologias modernas. Depois da

obtenção experimental do grafeno em 2004, muitos outros materiais bidimensionais semelhantes

ao grafeno foram obtidos (como mostra Fig.4), sendo que alguns desse materiais bidimensionais

consiste em um simples “hidrogenização”, como o grafano, ou, ao invés do hidrogênio, temos a
11Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Singh et al., 2021), (Wan et al., 2017) e (Ren et al.,

2015).
12Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Singh et al., 2021) e (Giri et al., 2018).
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adição de flúor, formando o fluorgrafeno. Na família do grafeno, que consiste em uma classe

de materiais bidimensionais com características semelhantes ao do grafeno, o próprio grafeno

possui uma mobilidade eletrônica alta devido ao fato um material de gap13 nulo (Geim A.K.

; Novoselov, 2007). O nitreto de boro hexagonal - hBN também não deixa à desejar na mobilidade

eletrônica. Em temperatura ambiente, o hBN tem mobilidade de 125000 cm2V 1/s. Por outro

lado, possui um mobilidade de 275000 cm2V 1/s à uma temperatura de T = 4,2K. Ambos os

valores foram obtidos mediante à aplicação de um campo magnético de B = 5T (Zomer et al.,

2011). A mobilidade de TMDs do tipo MoX2 e WX2, sendo X os calcogênios S ou Te, pode

> 1000 cm2V 1/s. Não é uma mobilidade alta comparadas aos da família do grafeno, mas ainda

permite ampla aplicações com a implementação de células voltaicas (Rawat et al., 2018).

Além de aspectos estruturais ou geométricos dos materiais bidimensionais, outros

aspectos são bastante importantes no estudo de tais materiais, afim de uma melhor compreensão e

aplicações em casos reais. As propriedades eletrônicas dos materiais dizem respeito à mobilidade

eletrônica para vários tipos de implementações, como a criação de dispositivos como transistores.

Para este trabalho, iremos lidar com a bicamada de grafeno. Nas seções futura, iremos tratar de

aspectos relacionados à suas propriedades eletrônicas como a estrutura de bandas.

1.2 Efeito Zitterbewegung

O efeito zitterbewegung (ZBW) foi investigado pelo físico austríaco Erwin Schrödin-

ger em 1930 (Barut A. O. ; Bracken, 1981). Schrödinger, analisando a equação de Dirac para

partículas inicialmente localizadas (como um pacote de ondas gaussianas), viu que as trajetórias

e velocidades médias da equação de Dirac têm um comportamento oscilatório em intervalo

transitório de tempo, implicando que operadores como posição e velocidade não constantes de

movimento do ponto de vista da equação de Heisenberg. Em 1930, analisando a equação de

Dirac, Schrödinger percebeu que tal oscilação vem do acoplamento entre estados com energias

positivas e negativas, elétrons ou buracos na ausência de forças externas 14. Schrödinger publicou

suas análises em um artigo intitulado Ueber die kraeftefreie Bewegung in der relativistischen

Quantenmechanik15. Acreditava-se que a observação experimental do efeito era impossível, pois

confinaria o elétron a uma escala do comprimento de onda Compton h̄/m0c, onde m0 é a massa

13A energia de gap de um material é muito importante tendo em vista que trata-se da energia que um dado
elétron no topo da banda de valência precisa para ir para o mínimo da banda de condução. Na seções futuras iremos
falar mais sobre o gap.

14Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Rusin, 2011) e (Lock, 1979).
15Do alemão, “Sobre o movimento livre de força na mecânica quântica relativística".
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de repouso do elétron 16. No entanto, o efeito ZBW não é um efeito estritamente relativístico:

pode aparecer mesmo para uma partícula não relativística movendo-se em um cristal ou para

quasipartículas regidas pelas equações de Bogoliubov–de Gennes em supercondutores (Cserti e

Dávid, 2006).

Muitos trabalhos tem investigado o efeito ZBW tanto em materiais semicondutores

quanto no próprio grafeno, com de técnicas que envolve a dinâmica de pacotes de ondas

gaussianos. Alguns mostram, analiticamente e numericamente, que o pacote de onda inicial se

divide em duas partes com diferentes polarizações de spin se propagando com velocidades de

grupo diferentes. Além disso, demostram também que a divisão e sobreposição de pacotes de

ondas levam ao amortecimento do efeito zitterbewegung 17.

Dois dos trabalhos pioneiros que investigam o efeito ZBW em semicondutores de

gap estreito18 são os estudos teóricos de Schliemann (Schliemann et al., 2005) e Zawadzki

(Zawadzki, 2005) em 2005, que considerou o acoplamento entre a energia positiva-negativa dos

autoestados de sistemas quânticos usando um modelo de duas bandas de energia. Zawadzki

demonstrou que os elétrons de semicondutores experimentam um efeito ZBW, considerando

a analogia entre a estrutura de bandas de semicondutores tipo fio de gap estreito e a equação

de Dirac para elétrons relativísticos no vácuo para diferentes valores de momentum kz0 , como

mostra a figura Fig.5-(a). Também em 2005, Schliemann e colaboradores estudaram o efeito

ZBW de pacotes de ondas eletrônicas em poços quânticos de semicondutores tipo zinc-blende na

presença de acoplamento spin-órbita do tipo Rashba e Dresselhaus, usando o hamiltoniano de

divisão de spin (o mecanismo de Bychkov-Rashba), que requer assimetria de inversão espacial do

sistema. De forma mais teórica, Zawadzki et al.(Rusin, 2011), através de um acoplamento entre

autoestados de energia positiva e negativa, notou que elétrons em semicondutores experimentam

o efeito ZBW graças à estrutura de banda do material que, para baixas energias, possui dispersão

linear , sendo compatível com uma equação análoga a Dirac para elétrons relativísticos. Na

figura Fig.5-b, temos a variação do parâmetro de acoplamento Rashba α , tendo o momentum k0y

fixo, resultando em padrões diferentes do efeito ZBW, levando em conta frações da frequência

característica ω do potencial de confinamento do fio. Esses trabalhos despertaram um forte

interesse nas investigações teóricas da dinâmica do pacote de ondas e oscilações ZBW em outros

16Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Lia et al., 2022) e (Cserti e Dávid, 2006).
17Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Maksimova et al., 2008), (Lavor et al., 2020b) e (Cunha

et al., 2019).
18Valor de gap muito pequeno.



27

sistemas físicos, como, por exemplo, cristal fotônico 2D 19, cristal sônico 2D (Zhang e Liu,

2008), íons presos 20, sistemas de buraco Luttinger 21, átomos ultrafrios 22, isolantes topológicos

23 e pulsos eletromagnéticos se propagando através de metamateriais apresentando um efeito

analógico óptico ZBW (Wang et al., 2009).

Figura 5 – (a) Oscilações ZBW transitórias de elétrons quase livres, representado pela a posição
média em z, versus tempo, calculado para um pacote de onda muito estreito, com-
parando alguns valores de momentum kz0 para o Arsenieto de Gálio GaAs. Figura
adptada de (Rusin, 2011). (b) O zitterbewegung de um elétron em um fio quântico
harmônico perpendicular na direção do fio no semicondutor zinc-blende. O número
de onda k0y

para o movimento ao longo do fio é k0y
λ = 5. A amplitude do zitterbewe-

gung é máximo na ressonância 2αk0y
= h̄ω (painel do meio). Figura adaptada de

(Schliemann et al., 2005).

Com o uso da dinâmica de pacotes de ondas gaussianas, o ZBW foi analisado em

grafeno monocamada por Maksimova et al.(Maksimova et al., 2008), observando as oscilações

nas trajetórias médias, através do acoplamento entre estados de energia positivos e negativos.

Na figura Fig.6-(a), é demostrado que a forma do pacote de onda em tempo arbitrário t depende

da correlação entre as amplitudes iniciais do elétron ψA e ψB, nas sub-redes A e B correspon-

dentemente, isto é, a polarização dos pseudospin [CA,CB]
T 24 e, dependendo de qual polarização

está sendo adotada, o pacote de onda pode se dividir em dois sub-pacotes. A mesma depen-

19Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Zhang, 2008) e (Dreisow et al., 2010).
20Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Gerritsma et al., 2010) e (Rusin e Zawadzki, 2010).
21Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Demikhovskii et al., 2010) e (Winkler et al., 2007).
22Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Vaishnav e Clark, 2008) e (Zhang et al., 2013).
23Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Shi et al., 2013) e (Shi et al., 2011)
24Elemento análogo ao spinor da equação de Dirac, contudo, está relacionado à fatores geométricos da rede,

como iremos ver nas próximas seções.
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dência da polarização dos pseudospin é perceptível quando analisamos as trajetórias médias

na Fig.6-(c), para a monocamada, onde para diferentes polarizações, vemos a incidência (ou

não) do efeito ZBW. Para a polarização de pseudospin transversal, o movimento do centro do

pacote de ondas ocorre na direção perpendicular ao momento médio p0 = h̄k0. Esse trabalho

demonstra claramente que a evolução da função de onda é acompanhada pelo zitterbewegung e

depende fortemente da polarização inicial do pseudospin. Em particular, se a polarização inicial

do pseudospin coincidir com o momento médio inicial, o centro do pacote se move e exibe o

efeito ZBW ao longo da mesma direção. Em 2009, de forma similar, usando também pacotes de

onda gaussiano, A. Chaves et al.(Chaves et al., 2009) investigou a dinâmica temporal de pacotes

de onda em aneis quânticos de semicondutores usando a técnica numérica split operator para o

cálculo do operador de evolução temporal. Em 2010, também A. Chaves et al.(Chaves et al.,

2010a), se utilizou da mesma técnica numérica para investigar a dinâmica de pacotes de onda no

grafeno com a aplicação de strain e uma abordagem voltada para a filtragem de vales.

O efeito ZBW também foi investigado na bicamada e tricamada de grafeno (Fig

6-(b)) (Lavor et al., 2020b), levando em conta apenas o hopping perpendicular γ§. Foi visto

que o pacote de ondas propagadas, depois de um tempo, se divide em dois para alguns tipos de

polarização, assim como no caso de monocamada. Nestes casos, é perceptível as oscilações das

trajetórias médias baseadas na polarização momentum do pacote de ondas considerado, como

podemos ver na figura Fig.6-(d), para a bicamada, e Fig.6-(e), para a tricamada, em ambos

os casos, podemos ver que o efeito ZBW está presente. Nos trabalhos apresentados, vemos

como a incidência do efeito ZBW pode depender do número de camadas de grafeno. Nas figura

Fig.6-(c-e), podemos ver que pacotes de onda com a mesma orientação de pseudospin [CA,CB]
T

podem exibir perfis diferentes do efeito ZBW em uma monocamada, bicamada e tricamada. Em

alguns casos, dependendo da escolha de pseudospin e momentum, a incidência do efeito ZBW

de um dado pacote pode ser minimizado como base na análise das trajetórias médias.

Outro material onde o efeito ZBW foi investigado é o fosforeno (Cunha et al., 2019),

onde foi analisado a evolução temporal de um pacote de ondas tanto para monocamada como

para multicamadas. Considerando as três diferentes configurações de pseudospin usadas nos

trabalhos anteriores, observando na Fig.7, vemos que a distinção entre os movimentos com

diferentes pseudospin vale para o movimento do elétron em fosforeno, exibindo oscilações na

posição média (Fig.7-a) e velocidade (Fig.7-b e Fig.7-c) ao longo da direção y, mostrando uma

grande intensidade do efeito ZBW com frequência de oscilação e período curto, que é claramente

um consequência da redução do valor do momento.
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Figura 6 – (a) Densidade probabilidade |ψ|2 para um pacote de onda de comprimento d = 20 nm
e momentum k0 =

1
d

no eixo y, para monocamada de grafeno no tempo t = 200 fs e
polarizações [1,0]T , [1,1]T e [1, i]T (Figura adaptada de (Maksimova et al., 2008)). (b)
Representação do emplilhamento de camadas de grafeno, ressaltando a monocamada,
bicamada e tricamada, com o hopping ortogonal γ§ entre eles (Figura adptada de
(Lavor et al., 2020b)). Trajetórias médias para as respectivas polarizações com
comprimento d = 20 nm e a relação k0d = a para cada valor de a, ressaltando o efeito
zitterbewegung em cada uma delas: (c) Monocamada, (d) Bicamanda e (e) Tricamada
(Figura adptada de (Lavor et al., 2020b)).

Para entender a natureza de tais oscilações que, contra-intuitivamente, aparecem

mesmo para o caso com momento inicial nulo, é mostrado nos painéis à direita da Fig.7 a

densidade de probabilidade do elétron (I) em t = 390 e (II) em 391 fs perto de um vale e um pico

da curva de velocidade média, correspondente a pontos com velocidades negativas e positivas,

respectivamente, como marcado, implicando na presença do efeito ZBW. Pode-se observar que a

dispersão do pacote de ondas está apenas ao longo da direção y, mantendo seu raio ao longo da

direção x praticamente inalterado em relação à forma circularmente simétrica inicial e, assim, por

tempos mais longos, torna-se distorcido em uma forma elíptica. Alguém pode ver comparando

os painéis (I) e (II) que para pontos positivos e negativos da curva de velocidade média, o pacote
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Figura 7 – (a) Posição média e [(b) e (c)] valor esperado da velocidade ao longo da direção y em
função do tempo para o caso [C1,C2]

T =[1,0]T (preto), [C1,C2]
T = [1,1]T (vermelho)

e [C1,C2]
T = [1, i]T (azul). (c) Uma ampliação dos resultados em (b) para grandes

intervalos de tempo mostrando o comportamento oscilatório de vy. (Direita) Gráficos
de contorno do módulo ao quadrado da função de onda em (I) t = 390 e (II) 391 fs,
e um zoom enfatizado pelas curvas tracejadas mostrando as isosuperfícies nas duas
etapas de tempo. Figura adptada de (Cunha et al., 2019).

de ondas oscila ao longo de y, de forma que a simetria da densidade de probabilidade em relação

a esse eixo muda ao longo do tempo, ou seja, |Ψ(x,y, t)|2 = |Ψ(x,−y, t)|2.

A incidência do efeito ZBW é de fato real nos materiais pesquisados atualmente

como o grafeno e o fosforeno. Com um comportamento ligado à equação de Dirac, esses

materiais podem exibir tal efeito pelo o fato de possuir uma física no que diz respeito ao seu

Hamiltoniano e dipersão de energias e um isomorfismo algébrico semelhante ao da equação de

Dirac 25, tornando o efeito ZBW viável nesses materiais.

Um dos primeiros trabalhos que aborda a existência do efeito zitterbewegung na

bicamada de grafeno foi feito por Rusin e Zawadzki (Rusin, 2011). Eles estudaram a evolução do

pacote de ondas no grafeno bilayer e encontraram as expressões analíticas para os componentes

do pseudospin da função de onda e o operador de posição média, bem como resultados analíticos

para as oscilações relativos ao efeito zitterbewegung. Eles demonstraram que o caráter transitório

do efeito zitterbewegung na bicamada de grafeno está relacionado ao aumento da separação

espacial dos subpacotes correspondentes aos estados de energia positiva e negativa movendo-se

em direções opostas, de maneira semelhante a algumas configurações de pseudospin no grafeno

monocamada, e não apenas devido à lenta dispersão do pacote, que por sua vez é responsável

25Mais detalhes podem ser encontrados nas referências (Geim A.K. ; Novoselov, 2007) e (Cunha et al., 2019).
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pela atenuação e decadência do efeito zitterbewegung.

Outros trabalhos investigando o efeito zitterbewegung na bicamada de grafeno foram

feitos por Chang-Soo Park em 2012 e Eylee Jung et al. em 2013 sendo que, em ambos, é abordado

o efeito do trigonal warping sobre a deformação das bandas no energia nas proximidades do vales

K/K′. Usando o formalismo do modelo contínuo de 2-bandas, Chang-Soo Park (Park, 2012)

estudou os efeitos do trigonal warping juntamente com aplicação de campo elétrico, investigando

a incidência do efeito zitterbewegung para eletron em baixas energia representados por pacotes

de onda gaussiano, tendo a presença de tunelamento de Klein para um dado potencial aplicado,

além de uma aplicação de filtragem de vales, calculando coeficiente de transmição e reflexão.

Eylee Jung et al. (Jung et al., 2013), fazendo uso também do modelo contínuo de 2-bandas,

investiga de maneira mais profunda a existência do efeito zitterbewegung com a presença do

trigonal warping, mas com o calculo analítico mais explicito dos operadores de velocidade,

resultando na percepção de oscilações transientes26 relativas ao efeito zitterbewegung.

O uso do modelo contínuo de 2 bandas para a bicamada de grafeno é bastante comum,

principalmente para a investigação dos efeitos do trigonal warping seja feita de forma mais

direta (McCann e Koshino, 2013). Sendo assim, o modelo de contínuo de 4 bandas, o próprio

modelo tight binding e o propagadores de função Green seja ignorado até hoje na literatura para

a investigação do efeito zitterbewegug na bicamada. A presente dissertação tem com objetivo

principal a investigação do efeito zitterbewegung em comparação com o caso do modelo contínuo

de 2-bandas sobre a presença do efeito trigonal warping.

1.3 Escopo do trabalho

No capítulo 2, começaremos tratando a estrutura da bicamada de grafeno, sobre a

luz do modelo Tight-Binding, que consiste em modelo aproximativo para as estrutura de bandas

do material. Analisamos como os hoppings se comportam no hamiltoniano final do modelo

aproximativo, como base na análise do orbitais dímeros e não-dímeros. Ademais, vamos para

um modelo mais aproximativo com a análise para baixas energias, com o modelo de 4 bandas.

Encerrando esse capítulo, temos que a apresentação do modelo de duas bandas que consiste em

um modelo para baixas energias para os orbitais não-dímeros, culminando no efeito trigonal

warping, que da base para a definição do modelo de 2 bandas, que veremos mais adiante.

No capítulo 3, apresentamos a técnica Split Operator que consiste numa abordagem

26temporárias
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da evolução temporal de um estado Ψ(r, t). Tal abordagem consiste em uma resolução numérica,

ou computacional, para obtenção do estado em um tempo posterior Ψ(r, t +∆t) mediante a

aplicação do operador de evolução temporal Û(t, t0). A técnica possui um algorítimo que inicia

com a preparação de um estado inicial, passa por processos dentro do espaço reciproco, com o uso

da FFT (Fast Fourier Transform - Transformada rápida de Fourier), e retorno ao espaço real com

uma iFFT(Inverse Fast Fourier Transform - Transformada inversa rápida de Fourier), chegando

no estado em um tempo posterior. Esse processo pode ser repetido inúmeras vezes, dependendo

da vontade do usuário. A técnica é muito importante visto consiste em uma abordagem mais

simplificada da evolução temporal em sistema, tendo sido usado nos trabalhos apresentados

anteriormente. Neste trabalho, a técnica Split Operator será utilizado nas abordagens.

No capítulo 4, temos o tratamento do efeito zitterbewegung, que consiste na oscilação

da trajetórias médias, ou movimento trêmulo das posições médias ïxð e ïyð. Investigamos tal

comportamento sobre a luz do efeito trigonal warping, do ponto de vista do modelo de 2 e 4

bandas, além de uma abordagem com o uso de propagadores G(r,r′, t), verificando se a sua

presença em relação às trajetórias médias influencia no comportamento das mesma. Toda a

dinâmica da trajetórias médias é feita a partir da propagação de um pacote de onda gaussiano

com o uso da técnica Split Operator. Percebemos que o zitterbewegung ocorre com e sem

ausência do trigonal warping. Um aspecto à ser ressaltado é o fato de que a consideração do

trigonal warping implica que a densidade probabilidade |Ψ|2 não será simétrico com respeito à

dado devido à velocidade grupo modificada pela a deformidade das bandas.

No capitulo 5, apresentamos as conclusões e as perspectivas desse trabalho acerca da

influência do efeito trigonal warping sobre a dinâmica de pacotes de onda. Analisamos aspectos

como as trajetórias médias e as densidades de probabilidades, vemos que há um certa perda de

simetria na densidade do pacote de onda |Ψ|2 ao consideramos o efeito trigonal warping. Mais

detalhes acerca do como um pacote de onda deva se comportar na presença do efeito trigonal

warping, veremos nas próximas seções.
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2 MODELO TEÓRICO PARA BICAMADA DE GRAFENO

Muitas das propriedades da bicamada de grafeno são similares aquelas apresentadas

pela a monocamada, tais como sendo um excelente condutor elétrico à temperatura ambiente,

com mobilidade eletrônica de até 40000 cm2V−1 s−1, um ótimo condutor térmico à temperatura

ambiente, possuindo também propriedades vibracionais que torna tal feito possível, assim como

a monocamada (McCann e Koshino, 2013). A bicamada tem grande potencial para aplicações

futuras, tais como transistores de alta frequência, dispositivos termoelétricos e fotônicos, entre

outras aplicações.

Contudo, deve-se ressaltar algumas diferenças entre a bicamada e a monocamada.

Veremos que o espectro para baixas energias para a bicamada não possui um comportamento

linear com o momemtum k como apresentado na monocamada. Veremos que os espectro da

bicamada ainda possui os Cones de Dirac mas não em relação à quasi-partículas sem massa e

sim quasi-partículas quirais (McCann e Koshino, 2013).

O modelo (ou aproximação) Tight-Binding, idealizado anteriormente para grafite

(que são camadas de grafeno) por P.R. Wallace em 1947 (Wallace, 1947), consiste em um modelo

de aproximação de energias permitidas (ou bandas) para partículas (no caso elétrons) no material

em que, no grafeno, tomamos um dado átomo fixo em uma sub-rede A, B, A′ ou B′ e seus

vizinhos próximos através de suas ligações covalentes. Energeticamente, as ligações para com

seus vizinhos pode ser representado pelo os termos de hopping, como mostrado na Fig. 8(a).

2.1 Anatomia da bicamada de Grafeno

2.1.1 Estrutura cristalina

Em termos geométrico, o grafeno pode ser representado como duas redes triangulares

regulares na qual uma tem sua célula unitária rotacionada de 180◦ da outra. Com isso, chamamos

as redes triangulares de A, para a rede normal, e B para a rede rotacionada de 180◦ e fazemos

uma sobreposta a outra, construindo a estrutura geométrica e cristalina do grafeno. Essa analise é

importante pois a estrutura cristalina do grafeno como “favo de mel”, que é como a conhecemos,

não é considerada com uma Rede de Bravais, ou seja, tal rede caracterizada por suas simetrias de

translação e rotação.

A obtenção da bicamada de grafeno (representado na Fig.8), do ponto de vista

experimental, está associado com o processo de esfoliação mecânica, feita por Andre Geim e
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Figura 8 – Representação esquemática da bicamada de grafeno com empilhamento (a) AB e
(b) AA, mostrando (painéis superiores) em perspectiva e (painéis inferior) visão
superior. O termo de hopping intracamada γ0 e os termos intercamadas γ1, γ3, e γ4 são
apresentados. Apenas hoppings de primeiros vizinhos são mostrados para o caso do
empilhamento AA. Na visão superior para cada empilhamento destacamos a célula
unitária (linha preta tracejada), os vetores de bases a1 e b2, e os vetores de rede δ1, δ2

e δ3.
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Konstantin Novoselov para a obtenção do grafeno em 2004 (Geim A.K. ; Novoselov, 2007).

A forma de organização da BLG dar-se em função de seu empilhamento, como mostrado em

Fig.8, onde temos o empilhamento AB Fig.8-a) e o empilhamento AA Fig.8-b) em que é visto

o acoplamento entre camadas feitos em átomo de uma sub-rede da camada de cima com outro

átomo de uma sub-rede da camada abaixo, ou seja, átomos da sub-rede A e da sub-rede B̃, para o

empilhamento AB e átomos da sub-rede A(B) e da sub-rede Ã(B̃), para o empilhamento AA.

A construção da bicamada como uma rede de Bravais implica nas mesmas configu-

ração de simetrias para a monocamada, seja com a célula unitária ou os vetores de base. Como

podemos ver na Fig.8, em ambos os empilhamento, temos a presença da célula unitária em que,

juntamente com os vetores de base a1 e a2, conseguimos fazer a construção de toda a rede, sendo

os vetores de base direta dados por:

a1 = a0
√

3
(1

2
x̂+

√
3

2
ŷ
)
, a2 = a0

√
3x̂, (2.1)

com a0 = 0,142nm a distância carbono-carbono convencional de um camada de grafeno. Ainda
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na Fig.8, temos a presença dos vetores de rede δ1, δ2 e δ3, resposáveis pela a geometria do tipo

“favo de mel"(honeycomb) do grafeno, devido à hibridização do tipo sp2 no carbono. Os vetores

de rede são dados por:

δ1 = a0ŷ, (2.2a)

δ2 =−a0

2
(
√

3x̂+ ŷ), (2.2b)

δ3 =
a0

2
(
√

3x̂− ŷ), (2.2c)

2.1.2 Rede Reciproca do Grafeno

Para a construção da Rede Reciproca do bicamada de grafeno, usamos a relação

entre base real e base reciproca ai ·b j = 2πδi j (como na Eq.(B.9) no apêndice B), sendo b j os

vetores da base reciproca. Com essa relação, chegamos em dois sistemas de equações 2×2 onde

descobrimos as coordenadas de b1 (bx
1 e b

y
1) e b2 (bx

2 e b
y
2).

{a0
√

3
2

bx
1 +

3a0

2
b

y
1 = 2π

a0
√

3bx
1 = 0

,

{a0
√

3
2

bx
2 +

3a0

2
b

y
2 = 0

a0
√

3bx
2 = 2π

, (2.3)

Com as Eq.(2.3), temos que os vetores da rede reciproca do grafeno é dado por:

b1 =
4π

3a0
ŷ ; b2 =

2π

3a0
(
√

3x̂− ŷ), (2.4)

sendo possível a construção da rede (ou espaço) reciproca.

Construindo a rede reciproca, como mostrado em Fig.9, vemos que a célula unitária

é semelhante à rede direta (mostrada na Fig.8), mas rotacionada em 90◦ 1. Isso implica em

isomorfismos entre espaços no que diz respeito à sua geometria, tendo a semelhança de um "favo

de mel", tanto na rede direta como na recíproca.

Outra coisa à se analisar diz respeito a primeira zona de Brillouin e seus pontos de

alta simetria , muito importante quando analisamos as propriedades eletrônicas via estrutura de

bandas, sendo os pontos Γ dado por Γ = (0, 0), M dado por M =
(

2π
3a0

, 2
√

3π
3a0

)
e Kξ é dado por

Kξ = ξ
(

4π
3
√

3a0
, 0
)

, com ξ = 1 para o ponto K e ξ =−1 para K′.

1Assim como na monocamada de grafeno, a construção da célula unitária da bicamada também dar pelo método
da célula de Wigner-Seitz(Ashcroft N.W. ; Mermin, 2011).
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Figura 9 – Representação da rede reciproca da bicamada de grafeno com o pontos de alta simetria
Γ, M, K e K′, sendo a área delimitada pela a linha tracejada corresponde à célula
unitária, com vetores de base b1 e b2 (dados em Eq.(2.4)), com destaque para o
contorno da primeira zona de Brillouin, em verde, para o vale K e vermelho para o
vale K′. O contorno da primeira zona será analisado na são de estrutura de bandas.
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2.1.3 Parâmetros de Hoppings

No empilhamento AB Fig.8-a), temos a presenças dos hoppings2 γ0, γ1, γ3 e γ4.

O hopping γ0 caracteriza e clássica energia carbono-carbono da monocamada, γ1 consiste na

energia de acoplamento entre camadas. Vale ressaltar que γ1 entra analise do grafite perfeitamente

orientado que possibilitou a esfoliação mecânica para a obtenção experimental em 2004 (Geim

A.K. ; Novoselov, 2007).Os hoppings γ0 e γ1 se fazem presentes no empilhamento AA Fig.8-b),

sendo os únicos hoppings constituintes do empilhamento. O valores que os hoppings possui são

dados na tabela Tab.1.

Os valores de γ0, γ1, γ3 e γ4 são obtidos através de processos com cálculos ab initio

comno do modelo Slonczewski-Weiss-McClure (SWMcC) e de cálculos envolvendo Teoria do

Funcional da Densidade - DFT (Kuzmenko et al., 2009). Tais parâmetros de hopping pode ser

obtidos experimentalmente (McCann e Koshino, 2013). Voltando para o empilhamento AB, os

hoppings γ3 e γ4 são bastante importantes na propriedades eletrônicas da BLG3. Nas seções

futuras, iremos fazer discussões à respeito de suas funções.

2Os termos de hopping, dentro da teoria da Física de estado sólido, caracteriza uma energia de "salto" entre
átomos numa rede cristalina, realizados pelos elétrons localizados em cada átomo.

3Bilayer graphene - Bicamada de grafeno.
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Tabela 1 – Valores dos hoppings γ0, γ1, γ3 e γ4 para o empilhamento AB (McCann e Koshino;
Kuzmenko et al., 2013, 2009) e AA (Mohammadi, 2021), obtidos através do modelo
de Slonczewski-Weiss-McClure (SWMcC), que está relacionado ao hamiltoniano do
grafite (Kuzmenko et al., 2009).

Hopping (eV) | Empilhamento: AB AA
γ0 3,16 2,7
γ1 0,381 0,2
γ3 0,38 -
γ4 0,14 -

Figura 10 – Distribuição dos orbitais pz em cada camada para a BLG, mostrando o caso do
empilhamento AB (a) e AA (b).

2.1.4 Orbitais: dímeros e não-dímeros

A discussão sobre os orbitais do elétrons na bicamada de grafeno é bastante impor-

tante, tendo em vista que o tratamento energético entre as camadas. Analisando a Fig.10, vemos

que a interação entre os orbitais atômicos do tipo pz de camadas diferentes é específico para cada

tipo de empilhamento e consideração de sub-redes.

Os orbitais na bicamada são classificados com dímeros e não-dímeros, que obedecem

as características à seguir:

Definição 1 Orbitais Dímeros: Orbitais que se ligam à outros, respeitando o princípio de

exclusão de Pauli.

Definição 2 Orbitais não-Dímeros: Orbitais livres, que não se ligam entre si.

No empilhamento AB, vemos que há orbitais pz de uma camada que não se liga com

outro orbital da outra camada abaixo, mais especificamente os orbitais Ã e B. Esses são orbitais

não-dímeros, de acordo com a definição 2. Ao analisarmos os orbitais ligantes na Fig.10, para

o empilhamento AB, vemos que os únicos podem ser classificados como dímeros é os orbitais
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os sítios B̃ e A, e para o empilhamento AA, todos os orbitais presentes nas sub-redes podem ser

classificados como dímeros.

A classificação como dímero ou não-dímero depende muito da geometria. No

empilhamento AB, como mostrado na Fig.8-a), vemos que os átomos da sub-rede B não estão na

mesma linha que os da sub-rede Ã, inviabilizando a interação entre os orbitais, classificando-os

como não-dímeros. Contudo, os orbitais B̃ e A estão na mesma linha, implicando em orbitais

dímeros e garantindo o acoplamento entre as camadas, visto, também no empilhamento AA. Na

seção sobre hamiltoniano de duas bandas, iremos tratar da escolha do orbitais em que iremos

trabalhar.

2.2 Modelo tight-binding: Primeira quantização

O formalismo da primeira quantização consiste na adoção de funções de onda como

vetores no espaço de Hilbert H, a forma convencional da Mecânica Quântica, como uma forma

de tratamento de um sistema físico. Em um dado material, como parte da abordagem voltada ao

teorema de Bloch, tomamos um potencial periódico em os pontos que representam os mínimos

de potencial representam os átomos da rede. As soluções para funções de onda para partículas

como elétrons pode ser dado pela as funções de Bloch, que são, também periódicas (Ashcroft

N.W. ; Mermin, 2011).

Na bicamada de grafeno, temos 4 átomos na sua célula unitária e, então, fazemos o

tratamento com as funções de Bloch. O modelo aproximativo tight-binding para a BLG consiste

interação de primeiros vizinho representados pelas funções de Bloch, que veremos com mais

detalhes no cálculos a seguir.

2.2.1 O Cálculo do Modelo

Para o tratamento do modelo Tight-Binding em primeira quantização, fazemos o uso

da função de Bloch para cada uma das sub-redes, dadas por:

Φk
m(r) =

1√
Nm

Nm

∑
j

φ(r−Rm
j )e

ik·Rm
j , m = {A,B, Ã, B̃}, (2.5)

onde φ consiste nas funções de Wannier que representa os orbitais atômicos do grafeno, mais

especificamente o orbital pz. Usando a notação de Dirac, podemos representar Eq.(2.5) como:
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|Φk
mð=

1√
Nm

Nm

∑
j

e
ik·Rm

j |φ(Rm
j )ð , (2.6)

Um dado estado |Ψkð que pode representar um elétron na material, como combinação

linear das funções de Bloch das sub-redes, pode ser dado por:

|Ψkð= ψA(k) |Φk
Að+ψB(k) |Φk

Bð+ψÃ(k) |Φk
Ã
ð+ψB̃(k) |Φk

B̃
ð ,

ou na forma mais reduzida:

|Ψkð= ∑
{m}

ψm(k) |Φk
mð , (2.7)

Resolvendo a Equação de Schrödinger para |Ψ jð com o Hamiltoniano H, temos:

H |Ψkð = E(k) |Ψkð ,

H
[
∑
{m}

ψm(k) |Φk
mð
]

= E(k)
[
∑
{m}

ψm(k) |Φk
mð
]
, (2.8)

Tendo a Eq.(2.8), multiplicamos pelo o bra ïΦk
m′ |.

ïΦk
m′ |H

[
∑
{m}

ψm(k) |Φk
mð
]

= E(k)ïΦk
m′ |
[
∑
{m}

ψm(k) |Φk
mð
]
,

∑
{m}

ψm(k)ïΦk
m′ |H |Φk

mð = ∑
{m}

E(k)ψm(k)ïΦk
m′ |Φk

mð , (2.9)

Em uma representação matricial, podemos escrever a Eq.(2.9) como:

H ψk = E(k)S ψk, (2.10)

onde H é a representação matricial do Hamiltoniano H, S é a conhecida matriz

de overlap, ψk seria a representação em um vetor das projeções nas devidas sub-redes, sendo

representado por:

ψk =




ψÃ(k)

ψB̃(k)

ψA(k)

ψB(k)



, (2.11)

Os termos de H e S podem ser dados por:

Hm,m′ = ïΦk
m|H |Φk

m′ð=
∫

Ω
Φ∗k

m (r)HΦk
m′(r)d2r,

Sm,m′ = ïΦk
m|Φk

m′ð=
∫

Ω
Φ∗k

m (r)Φk
m′(r)d2r, (2.12)
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2.2.2 Calculo da Matriz de Overlap

Calculando os termos da matriz de overlap, temos que SAA é:

SAA = ïΦk
A|Φk

Að

=
1

NA

NA

∑
i

NA

∑
j

e
ik·(RA

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|φ(RA
j )ð ,

Pela ortogonalidade da funções de Wannier, em uma da sub-rede m, temos que:

ïφ(Rm
i )|φ(Rm

j )ð= δi j, (2.13)

Implicando que SAA é:

SAA =
1

NA

NA

∑
i

NA

∑
j

e
ik·(RA

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|φ(RA
j )ð

=
1

NA

NA

∑
i

NA

∑
j

e
ik·(RA

j −RA
i )δi j

=
1

NA

NA

∑
i

1

= 1, (2.14)

Através da ortogonalidade dada pela Eq.(2.13) e do resultado de SAA em Eq.(2.14) ,

temos que, por indução, SBB, SÃÃ e SB̃B̃ constitui a seguinte relação com SAA:

SAA = SBB = SÃÃ = SB̃B̃ = 1, (2.15)

Na Eq.(2.15), temos os termos da diagonal de S . Agora, iremos calcular os termos

relativo às diagonais secundárias. Calculando, SAB, temos:

SAB = S
∗

BA

= ïΦk
A|Φk

Bð

=
1√

NANB

NA

∑
i

NB

∑
j

e
ik·(RB

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|φ(RB
j )ð , (2.16)

Podemos dizer que a relação de duas sub-redes de uma mesma camada nas funções de Wannier

pode ser dado por:

ïφ(RA
i )|φ(RB

j )ð= ïφ(RÃ
i )|φ(RB̃

j )ð= s0 ∀i, j (2.17)
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em que s0 descreve a não ortogonalidade de orbitais adjacentes de uma camada (McCann e

Koshino, 2013), uma vez que, em uma mesma camada, ocorre os "saltos" do orbital pz de um

sítio A(Ã) para o sítio B(B̃) vizinho . Para sub-redes de camadas diferentes, temos:

ïφ(RA
i )|φ(RB̃

j )ð= s1 ∀i, j (2.18)

onde s1 descreve a não ortogonalidade de orbitais adjacentes entre as camadas, nesse caso, para

o empilhamento AB, como mostrado na Fig. 8(a). Para as mesma sub-redes mas de camadas

diferentes, temos que :

ïφ(RA
i )|φ(RÃ

j )ð= ïφ(RB
i )|φ(RB̃

j )ð= ïφ(RÃ
i )|φ(RB

j )ð= 0 ∀i, j (2.19)

No empilhamento AB, temos que a equação Eq.(2.19) é verdade pois os orbitais no sítio A(B)

não se encontram com os orbitais no sítio Ã(B̃). Com isso, a equação Eq.(2.16) pode ser escrita

como:

SAB =
1√

NANB

NA

∑
i

NB

∑
j

e
ik·(RB

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|φ(RB
j )ð

=
s0√

NANB

NA

∑
i

NB

∑
j

e
ik·(RB

j −RA
i ),

Em uma camada, analisamos um átomo fixo A e seus 3 primeiros vizinhos B, corroborando com

a aproximação tight-binding. Então temos:

SAB =
s0√

NANB

NA

∑
i

NB

∑
j

e
ik·(RB

j −RA
i )

= s0

3

∑
j

e
ik·(RB

j −RA),

Analisando a figura Fig.11, temos que RB
j −RA implica nos vetores primitivos da

rede δ⃗ j, ou seja, temos que:

δ⃗1 = RB
1 −RA, δ⃗2 = RB

2 −RA, δ⃗3 = RB
3 −RA,

Sendo o fator de estrutura dado por:

f (k) =
3

∑
j

eik·δ j , (2.20)
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Figura 11 – Organização dos vetores primitivos da rede δ⃗ j (com o referencial O) dessa vez sendo
relacionado em função dos vetores RB

j −RA com j valendo i = 1,2,3. Notamos a
representação dos termos de Hopping ti j = γ0 entre cada um dos pares de átomos da
sub-rede A(Ã) e B(B̃).

O

SAB pode ser expressa por:

SAB = S
∗

BA = s0 f (k), (2.21)

Através da equação Eq.(2.17) e Eq.(2.21), por indução, podemos dizer que SÃB̃ é:

SÃB̃ = S
∗

B̃Ã
= s0 f (k), (2.22)

Calculando SAB̃, temos:

SAB̃ = S
∗

B̃A

= ïΦk
A|Φk

B̃
ð

=
1√

NANB̃

NA

∑
i

NB̃

∑
j

e
ik·(RB̃

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|φ(RB̃
j )ð ,

Usando a equação Eq.(2.18), assim como caso anterior, analisamos o primeiros vizinhos dos

ponto de vista da aproximação tight-binding, SAB̃ pode ser dado por:

SAB̃ = S
∗

B̃A

=
1√

NANB̃

NA

∑
i

NB̃

∑
j

e
ik·(RB̃

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|φ(RB̃
j )ð

= s1

3

∑
j

e
ik·(RB̃

j −RA),
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Analisando a Fig. 8(a) no empilhamento AB, vemos que RB̃
j −RA é proporcional ao eixo ẑ para

qualquer j, da forma:

RB̃
j −RA = λ ẑ, (2.23)

implicando em:

e
ik·(RB̃

j −RA) = eiλk·̂z = 1,

pois, sendo k = kxx̂+ kyŷ, temos que k · ẑ = 0. Logo, SAB′ é:

SAB̃ = S
∗

B̃A
= 3s1 ≈ s1, (2.24)

Pela a equação Eq.(2.19), podemos inferir que:

SAÃ = SBB̃ = 0, SÃB = S
∗

BÃ
= 0, (2.25)

Logo, como os termos dados em Eq.(2.15), Eq.(2.21), Eq.(2.22), Eq.(2.24) e Eq.(2.25), a matriz

de overlap S é representado por:

S =




1 s0 f (k) 0 0

s0 f ∗(k) 1 s1 0

0 s1 1 s0 f (k)

0 0 s0 f ∗(k) 1



, (2.26)

2.2.3 Cálculo do Hamiltoniano

Calculando os termos on-site como Hm,m, primeiramente para HAA, temos:

HAA = ïΦk
A|H |Φk

Að

=
1

NA

NA

∑
i

NA

∑
j

e
ik·(RA

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|H |φ(RA
j )ð ,

Temos que o termo ïφ(Rm
i )|H |φ(Rm

j )ð implica na conhecida energia on-site, da forma:

ïφ(Rm
i )|H |φ(Rm

j )ð=
∫

Ω
φ∗(r−Rm

i )Hφ(r−Rm
j )d2r = Emδi j, (2.27)
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O termo on-site Em pode ser visto como a energia do orbital 2pz na sub-rede m. Temos que HAA

pode ser dado por:

HAA =
1

NA

NA

∑
i

NA

∑
j

e
ik·(RA

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|H |φ(RA
j )ð

=
EA

NA

NA

∑
i

NA

∑
j

e
ik·(RA

j −RA
i )δi j

=
EA

NA

NA

∑
i

1

= EA, (2.28)

Tendo a Eq.(2.27), podemos dizer que, por indução, HBB, HÃÃ e HB̃B̃ são:

HBB = EB, HÃÃ = EÃ, HB̃B̃ = EB̃, (2.29)

Agora iremos calcular os termos de Hopping. Iniciando por HAB,

HAB = H
∗

BA

= ïΦk
A|H |Φk

Bð

=
1√

NANB

NA

∑
i

NB

∑
j

e
ik·(RB

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|H |φ(RB
j )ð ,

O termo 1√
NANB

ïφ(RA
i )|H |φ(RB

j )ð consiste no termo de Hopping em uma mesma

camada, como visto na Fig. 8(a), dado da forma:

1√
NANB

ïφ(RA
i )|H |φ(RB

j )ð=
1√

NÃNB̃

ïφ(RÃ
i )|H |φ(RB̃

j )ð=−γ0 ∀i, j, (2.30)

Assim como nos termos da matriz de overlap, analisamos os primeiros vizinhos do

ponto de vista da aproximação Tight-Binding. Então temos:

HAB =
1√

NANB

NA

∑
i

NB

∑
j

e
ik·(RB

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|H |φ(RB
j )ð

= −γ0

3

∑
j

e
ik·(RB

j −RA)

= −γ0

3

∑
j

eik·δ j , (2.31)

Logo, HAB, com base na Eq.(2.30), é:

HAB = H
∗

BA = HÃB̃ = H
∗

B̃Ã
=−γ0 f (k), (2.32)



45

Calculando HAÃ, temos:

HAÃ = H
∗

ÃA

= ïΦk
A|H |Φk

Ã
ð

=
1√

NANÃ

NA

∑
i

NÃ

∑
j

e
ik·(RÃ

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|H |φ(RÃ
j )ð ,

Temos que o termo 1√
NANÃ

ïφ(RA
i )|H |φ(RÃ

j )ð que é um dos termos Hopping entre camadas que,

vendo a Fig. 8(a), é dado por:

1√
NANÃ

ïφ(RA
i )|H |φ(RÃ

j )ð=
1√

NBNB̃

ïφ(RB
i )|H |φ(RB̃

j )ð= γ4 ∀i, j (2.33)

Assim como HAB, analismos os primeiros vizinhos dos ponto de vista da aproximação tight-

binding. Então, temos que HAÃ é:

HAÃ =
1√

NANA′

NA

∑
i

NÃ

∑
j

e
ik·(RÃ

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|H |φ(RÃ
j )ð

= γ4

3

∑
j

e
ik·(RÃ

j −RA)

= γ4

3

∑
j

e
ik·(RÃ

j −RA) (2.34)

Analisando a Fig. 8(a), temos que o termo RÃ
j −RA pode ser dado por:

RÃ
j −RA = δ j +λ ẑ

onde λ seria a distância entre as camadas. Logo, temos que k · (RÃ
j −RA) = k ·δ j. Então, HAÃ e

HBB̃ , analisando a equação Eq.(2.33), pode ser dados por:

HAÃ = H
∗

ÃA
= HBB̃ = H

∗
B̃B

= γ4 f (k) (2.35)

Calculando HBÃ, temos:

HBÃ = H
∗

ÃB

= ïΦk
B|H |Φk

Ã
ð

=
1√

NÃNB

NB

∑
i

NÃ

∑
j

e
ik·(RÃ

j −RB
i ) ïφ(RB

i )|H |φ(RÃ
j )ð

Temos que o termo 1√
NÃNB

ïφ(RB
i )|H |φ(RÃ

j )ð que é um segundo termo de Hopping entre cama-

das que, vendo a Fig. 8(a), é dado por:

1√
NÃNB

ïφ(RB
i )|H |φ(RÃ

j )ð=−γ3 ∀i, j (2.36)
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Assim como os casos anteriores para os termos do hamiltoniano, analisando os primeiros vizinhos

dos ponto de vista da aproximação tight-binding, HBÃ pode ser dado por:

HBÃ =
1√

NÃNB

NB

∑
i

NÃ

∑
j

e
ik·(RÃ

j −RB
i ) ïφ(RB

i )|H |φ(RÃ
j )ð

= −γ3

3

∑
j

e
ik·(RÃ

j −RB)

Analisando a Fig. 8(a), temos que o termo RÃ
j −RB pode ser dado por:

RÃ
j −RB =−δ j +λ ẑ

Logo, temos que o termo HBÃ, é dado por:

HBÃ = H
∗

ÃB
=−γ3 f ∗(k) (2.37)

Calculando HAB̃, temos:

HAB̃ = H
∗

B̃A

= ïΦk
A|H |Φk

B̃
ð

=
1√

NANB̃

NA

∑
i

NB̃

∑
j

e
ik·(RB̃

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|H |φ(RB̃
j )ð

Tendo que o termo 1√
NANB̃

ïφ(RA
i )|H |φ(RB̃

j )ð consiste no ultimo termo de hopping entre camadas.

Esse termo é um tanto especial pois diz respeito a energia entre camadas na direção ortogonal ao

plano. O termo é dado por:

1√
NANB̃

ïφ(RA
i )|H |φ(RB̃

j )ð= γ1 ∀i, j (2.38)

Assim como os casos anteriores para os termos do hamiltoniano, analisando os primeiros vizinhos

dos ponto de vista da aproximação tight-binding, HBÃ pode ser dado por:, HAB̃ é dado por:

HAB̃ =
1√

NANB̃

NA

∑
i

NB̃

∑
j

e
ik·(RB̃

j −RA
i ) ïφ(RA

i )|H |φ(RB̃
j )ð

= γ1eik·(RB̃−RA)

Analisando a Fig. 8(a), o termo RB̃ −RA é dado por:

RB̃ −RA = λ ẑ

Logo HAB̃ é dado por:

HAB̃ = H
∗

B̃A
= γ1 (2.39)
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Logo, tendo os termos em Eq.(2.29), Eq.(2.32), Eq.(2.35), Eq.(2.37) e Eq.(2.39), a matriz do

Hamiltoniano H é dada por:

H =




EÃ −γ0 f (k) γ4 f (k) −γ3 f ∗(k)

−γ0 f ∗(k) EB̃ γ1 γ4 f (k)

γ4 f ∗(k) γ1 EA −γ0 f (k)

−γ3 f (k) γ4 f ∗(k) −γ0 f ∗(k) EB




(2.40)

O Hamiltoniano da equação Eq.(2.40) representa, de fato, a aproximação tight-

binding para a BLG. Analisando os passos, partimos de conceitos puramente geométricos para

chegarmos ao Hamiltoniano final, com a representação máxima de características geométricas

no fator de estrutura f (k), um atributo intrínseco a para os sólidos cristalinos, com base na sua

células unitária e seus vetores de rede.

Essa foi a forma da primeira quantização, onde consideramos a funções dentro do

espaço de Hilbert convencional, como uma representação de vetores de um espaço abstrato, com

todas suas propriedades que regem um espaço vetorial. Na próxima seção, analisaremos uma

nova forma de encontrar o hamiltoniano Eq.(2.40) através da chamada segunda quantização,

em que também consiste em método de escrita de um hamiltoniano para material do ponto de

vista da aproximação tight-binding, com toda a análise geométrica envolvida, mas considerações

considerações sobre função de onda são distintas da primeira quantização.

2.3 Modelo tight-binding: Segunda quantização

2.3.1 O Espaço de Fock

No modelo de segunda quantização (Bena e Montambaux; Beggi et al., 2009, 2018),

enxergamos o sistema de uma maneira diferente comparado ao caso da primeira quantização.

No presente modelo, não trabalhamos no espaço de Hilbert convencional, como na primeira

quantização, mas no espaço de Fock4. O espaço de Fock Fν consiste em um espaço de Hilbert

H generalizado para sistemas de muitas partículas, sendo a equação um representação de um

sub-espaço do espaço de Fock F
N
ν , dado por (Beggi et al., 2018):

F
N
ν =

⊗N
n=1 ŜνH= Ŝν(H¹H¹H¹ ....¹H︸ ︷︷ ︸),

N Termos
(2.41)

4Vladimir Aleksandrovich Fock (1898-1974) foi um físico soviético que deu grandes contribuições para a teoria
de muitos corpos com o método Hartree–Fock.
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para um sistema de N partículas e Ŝν consiste em um operador de simetrização, ν = 1 para

Bósons e ν =−1 para Férmions. O espaço de Fock completo consiste sobre a soma de todos

sub-espaços (Fν =
⊕∞

N=0F
N
ν ), respeitando todos os teoremas e axiomas que o espaço de Hilbert

H respeita, à exemplo da característica de um espaço com produto interno (espaço métrico),

com a desigualdade de triangular e de cauchy, e do fechamento de um espaço vetorial onde a

combinação de um ou mais elementos, via soma, de um espaço resultam em um novo elemento

do mesmo espaço.

Tendo em vista a forma como é construído o espaço de Fock, damos uma nova

interpretação para a os estados que compõe o sistema. Sendo |nið um estado que pode representar

um sistema com número de ocupação ni (inteiro) para o i-ésimo estado pertencente ao espaço de

Hilbert H, um estado que pode representar um sistema de N partículas no sub-espaço de Fock

F
N
ν pode ser dado por (Bruus e Flensberg, 2004):

|n1,n2,n3, ....,nNð= Ŝν |n1ð¹ |n2ð¹ |n3ð¹ ....¹|nNð (2.42)

tal que ∑i ni = N. Pela a Eq.(2.42), podemos aplicar um formalismo semelhante aos operadores

"escada" , usados na mecânica quântica de schrodinger para a resolução do problema do oscilador

harmônico, e redefini-los com a função de operadores de "criação" e "destruição" . Com isso,

podemos representar o estado |n1,n2,n3, ....,nNð em função dos operadores de criação O
†
i e

destruição Oi, aplicados no estado fundamental |0,0,0, .....,0ð, da forma:

|n1,n2,n3, ....,nNð=
[

N

∏
i=1

(O†
i )

ni

√
ni!

]
|0,0,0, .....,0ð (2.43)

Considerando a base coordenada do tipo |r1,r2,r3, .....,rNð, aplicando na equação

Eq.(2.42) no seu bra, implica na combinação:

Ψ(r1,r2,r3, .....,rN) = ïr1,r2,r3, .....,rN |n1,n2,n3, ....,nNð

= Ŝν ïr1|n1ð¹ïr2|n2ð¹ïr3|n3ð¹ ....¹ïrN |nNð

= Ŝνψn1(r1)ψn2(r2)ψn3(r3).....ψnN
(rN) (2.44)

onde o temos que o operador de simetrização atua de forma mais direta na função de onda do

que em um simples estado de Fock, dado na equação Eq.(2.42)5. As funções de onda ψni
seriam

a representação do estados no vetor coordenada para as partículas na posição ri.

5O operador de simetrização atua em um dado estado permutando as posições na função de onda na forma da
equação (2.44)
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As funções de onda, sobre uma perspectiva de mudanças de variáveis, é enxerga-

das, como operadores. Tomando as funções de onda ψni
na Eq.(2.44), as funções de onda,

denominadas agora por operadores de campo, são dadas por:

Ψ̂(r) = ∑
i

ψni
(r)Oi , Ψ̂†(r) = ∑

i

ψ∗
ni
(r)O†

i (2.45)

Com isso as observáveis nesse formalismo, como a energia cinética, são dados por

(??, ??):

T =
∫

Ψ̂†(r)TrΨ̂(r)d2r = ∑
i, j

(∫
ψ∗

ni
(r)Trψn j

(r)d2r

)
O

†
i O j (2.46)

onde Tr consiste no operador clássico da energia cinética de schrodinger. O cálculo do hamiltoni-

ano para a BLG, via segunda quantização será feita usando a Eq.(2.46), com a considerações

sobre quais operadores de criação e destruição iremos usar.

2.3.2 Aplicação do espaço de Fock

O formalismo de segunda quantização é bastante intuitivo quando estamos lidando

com sistemas de muitas partículas, sendo cada uma localizada em um átomo na rede, com uma

analogia as funções de Wannier, usadas na primeira quantização. O operador, seja ele de criação

ou destruição, está associado à localização de um átomo em que na BLG para cada sítio na rede.

A analogia para um sistema de muitas partículas na bicamada dar-se em considerarmos a funções

de onda no sítios como representação das partículas no sistema.

Para a BLG, os operadores de campo, dado na Eq.(2.45), consiste em uma combina-

ção sobre todos os operadores das sub-redes, da forma:

Ψ̂(r) = ∑
i

(
ψ Ã

ni
(r)ãi +ψ B̃

ni
(r)b̃i +ψA

ni
(r)ai +ψB

ni
(r)bi

)
(2.47)

em função dos operadores de destruição ai(b j) e ãi(b̃ j) para a camada superior A(B) e a camada

inferior Ã(B̃), respectivamente. Consequentemente, Ψ̂† estará em função dos seus complexos

conjugados a
†
i (b†

j) e ã
†
i (b̃†

j).

Sendo Hr a representação do hamiltoniano no formalismo de schrodinger, usando a

Eq.(2.46), o Hamiltoniano em segunda quantização é dado por:
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H =
∫

Ψ̂†(r)HrΨ̂(r)d2r

= ∑
i, j

∫ (
ψ∗Ã

ni
(r)ã†

i +ψ∗B̃
ni
(r)b̃†

i +ψ∗A
ni
(r)a†

i +ψ∗B
ni
(r)b†

i

)
Hr

(
ψ Ã

n j
(r)ã j +ψ B̃

n j
(r)b̃ j +ψA

n j
(r)a j

+ ψB
n j
(r)b j

)
d2r

= ∑
i, j

∑
µ,µ ′

(∫
ψ∗µ

ni
(r)Hrψµ ′

n j
(r)d2r

)
µ̂†

i µ̂ ′
j (2.48)

em que µ,µ ′ ∈ {Ã, B̃,A,B}, onde µ̂(µ̂†) e µ̂ ′(µ̂ ′†) seria os operadores de criação e destruição

correspondentes. A integral na Eq.(2.48) corresponde aos termos on-site Eµ e os termos de

hoppings γ0, γ1, γ3 e γ4 é da forma:

∫
ψ∗µ

ni
(r)Hrψµ

n j
(r)d2r = Eµδi, j (2.49a)

∫
ψ∗µ

ni
(r)Hrψµ ′

n j
(r)d2r = γµ,µ ′ (2.49b)

A Eq.(2.49b), relativo aos hoppings, é equivalente às equações Eq.(2.29), Eq.(2.32),

Eq.(2.35), Eq.(2.37) e Eq.(2.39), tal que:

γA,B = γB,A = γÃ,B̃ = γB̃,Ã =−γ0 (2.50a)

γA,B̃ = γB̃,A = γ1 (2.50b)

γÃ,B = γB,Ã =−γ3 (2.50c)

γÃ,A = γA,Ã = γB̃,B = γB,B̃ = γ4 (2.50d)

fazendo as mesma considerações sobre os primeiros vizinhos. Com isso, uma representação

do hamiltoniano H (como a representação da energia) de uma bicamada de grafeno, sob a luz

dessa nova abordagem, pode ser dada como na Eq .(2.51).

H = EÃ ∑
i

ã
†
i ãi +EB̃ ∑

i

b̃
†
i b̃i +EA ∑

i

a
†
i ai +EB ∑

i

b
†
i bi

− γ0

[

∑
i, j

(
a

†
i b j +b

†
jai

)
+∑

i, j

(
ã

†
i b̃ j + b̃

†
j ãi

)]

+ γ1 ∑
i

(
a

†
i b̃i + b̃

†
i ai

)
− γ3 ∑

i

(
ã

†
i bi +b

†
i ãi

)

+ γ4

[

∑
i

(
ã

†
i ai +a

†
i ãi

)
+∑

i

(
b̃

†
i bi +b

†
i b̃i

)]
(2.51)



51

Podemos tomar os operadores de criação e destruição como uma transformada de

fourier da forma:

ai =
1√
NA

∑
k

eik·RA
i ak , a

†
i =

1√
NA

∑
k

e−ik·RA
i a

†
k

bi =
1√
NB

∑
k

eik·RB
i bk , b

†
i =

1√
NB

∑
k

e−ik·RB
i b

†
k

ãi =
1√
NÃ

∑
k

eik·RÃ
i ãk , ã

†
i =

1√
NÃ

∑
k

e−ik·RÃ
i ã

†
k

b̃i =
1√
NB̃

∑
k

eik·RB̃
i b̃k , b̃

†
i =

1√
NB̃

∑
k

e−ik·RB̃
i b̃

†
k (2.52)

Substituindo os operadores na equação Eq.(2.52) no Hamiltoniano Eq.(2.51), temos

que:

H = ∑
k,k′

[
EÃ

(
1

NÃ
∑

i

ei(k−k′)·RÃ
i

)
ã

†
k′ ãk +EB̃

(
1

NB̃
∑

i

ei(k−k′)·RB̃
i

)
b̃

†
k′ b̃k

+ EA

(
1

NA
∑

i

ei(k−k′)·RA
i

)
a

†
k′ak +EB

(
1

NB
∑

i

ei(k−k′)·RB
i

)
b

†
k′bk

]

− γ0
1√

NANB
∑
i, j

[

∑
k,k′

e−ik·RA
i e

ik′·RB
j a

†
kbk′ + ∑

k,k′
eik·RA

i e
−ik′·RB

j b
†
k′ak

]

− γ0
1√

NÃNB̃
∑
i, j

[

∑
k,k′

e−ik·RÃ
i e

ik′·RB̃
j ã

†
kb̃k′ + ∑

k,k′
eik·RÃ

i e
−ik′·RB̃

j b̃
†
k′ ãk

]

+ γ1
1√

NANB̃
∑

i

[

∑
k,k′

e−ik·RA
i eik′·RB̃

i a
†
kb̃k′ + ∑

k,k′
eik·RA

i e−ik′·RB̃
i b̃

†
k′ak

]

− γ3
1√

NÃNB
∑

i

[

∑
k,k′

e−ik·RÃ
i eik′·RB

i ã
†
kbk′ + ∑

k,k′
eik·RÃ

i e−ik′·RB
i b

†
k′ ãk

]

+ γ4
1√

NÃNA
∑

i

[

∑
k,k′

e−ik·RÃ
i eik′·RA

i ã
†
kak′ + ∑

k,k′
eik·RÃ

i e−ik′·RA
i a

†
k′ ãk

]

+ γ4
1√

NB̃NB
∑

i

[

∑
k,k′

e−ik·RB̃
i eik′·RB

i b̃
†
kbk′ + ∑

k,k′
eik·RB̃

i e−ik′·RB
i b

†
k′ b̃k

]

(2.53)

Podemos reescrever a exponencial do tipo e−ik·aeik′·b na forma:

e−ik·aeik′·b = e−i(k−k′)·ae−ik′·(a−b) (2.54)
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Os seguintes somatórios representados na equação Eq.(2.53) pode ser convertidos na forma:

∑
i, j

−→ ∑
i

∑
n

(2.55a)

∑
i

−→ ∑
j
∑
n

(2.55b)

Onde o primeiro somatório diz respeito ao i, j-ésimo sítio de uma rede e seu n-ésimo primeiro

vizinho, onde n vai de 1 à 3, em uma mesma camada, de acordo com a Fig. 8(a).

Analisando a equação Eq.(2.54),vemos que a diferença a− b pode implicar no

vetores de rede δn mostrados na figura 11, principalmente para os casos individuais de cada

camada. Para os casos fora de ambas as camadas, com os hoppings γ1,γ3 e γ4, dado o vetor

que une os sítios em cada camada, tomamos apenas sua projeção no plano xy, uma vez que

k = (kx,ky), de acordo com o empilhamento AB na Fig. 8(a), dado da forma:

γ0 : k · (RB̃
j −RÃ

i ) = k ·δn e k · (RB
j −RA

i ) = k ·δn ∀i, j (2.56a)

γ1 : k · (RB̃
j −RA

i ) = k ·λ ẑ = 0 ∀i, j (2.56b)

γ3 : k · (RB
j −RÃ

i ) = k · (−δn +λ ẑ) =−k ·δn ∀i, j (2.56c)

γ4 : k · (RÃ
j −RA

i ) = k · (RB̃
j −RB

i ) = k · (δn +λ ẑ) = k ·δn ∀i, j (2.56d)

onde λ seria a distância entre as camadas. Com isso, o Hamiltoniano Eq.(2.53) pode

ser dado por:

H = ∑
k,k′

[
EÃ

(
1

NÃ
∑

i

ei(k−k′)·RÃ
i

)
ã

†
k′ ãk +EB̃

(
1

NB̃
∑

i

ei(k−k′)·RB̃
i

)
b̃

†
k′ b̃k

+ EA

(
1

NA
∑

i

ei(k−k′)·RA
i

)
a

†
k′ak +EB

(
1

NB
∑

i

ei(k−k′)·RB
i

)
b

†
k′bk

]

− γ0√
NANB

∑
k,k′

[(

∑
i

e−i(k−k′)·RA
i

)

∑
n

eik′·δna
†
kbk′ +

(

∑
i

ei(k−k′)·RA
i

)

∑
n

e−ik′·δnb
†
k′ak

]

− γ0√
NÃNB̃

∑
k,k′

[(

∑
i

e−i(k−k′)·RÃ
i

)

∑
n

eik′·δn ã
†
kb̃k′ +

(

∑
i

ei(k−k′)·RÃ
i

)

∑
n

e−ik′·δn b̃
†
k′ ãk

]

+
γ1√
NANB̃

∑
k,k′

[(

∑
i

e−i(k−k′)·RA
i

)
a

†
kb̃k′ +

(

∑
i

ei(k−k′)·RA
i

)
b̃

†
k′ak

]

− γ3√
NÃNB

∑
k,k′

[(

∑
i

e−i(k−k′)·RÃ
i

)

∑
n

e−ik′·δn ã
†
kbk′ +

(

∑
i

ei(k−k′)·RÃ
i

)

∑
n

eik′·δnb
†
k′ ãk

]

+
γ4√
NÃNA

∑
k,k′

[(

∑
i

e−i(k−k′)·RÃ
i

)

∑
n

eik′·δn ã
†
kak′ +

(

∑
i

ei(k−k′)·RÃ
i

)

∑
n

e−ik′·δna
†
k′ ãk

]



53

+
γ4√
NB̃NB

∑
k,k′

[(

∑
i

e−i(k−k′)·RB̃
i

)

∑
n

eik′·δn b̃
†
kbk′ +

(

∑
i

ei(k−k′)·RB̃
i

)

∑
n

e−ik′·δnb
†
k′ b̃k

]

(2.57)

Tendo que podemos ter um representação da delta de kronecker da forma:

1√
NνNν ′

∑
i

e−i(k−k′)·Rν
i = δk,k′ ∀ν ,ν ′ = {A,B, Ã, B̃} (2.58)

Com isso, podemos simplificar ainda mais o hamiltoniano Eq.(2.57) na forma:

H = ∑
k,k′

[
EÃδk,k′ ã

†
k′ ãk +EB̃δk,k′ b̃

†
k′ b̃k +EAδk,k′a

†
k′ak +EBδk,k′b

†
k′bk

]

− γ0 ∑
k,k′

[
δk,k′ ∑

n

eik′·δna
†
kbk′ +δk,k′ ∑

n

e−ik′·δnb
†
k′ak

]

− γ0 ∑
k,k′

[
δk,k′ ∑

n

eik′·δn ã
†
kb̃k′ +δk,k′ ∑

n

e−ik′·δn b̃
†
k′ ãk

]

+ γ1 ∑
k,k′

[
δk,k′a

†
kb̃k′ +δk,k′ b̃

†
k′ak

]

− γ3 ∑
k,k′

[
δk,k′ ∑

n

e−ik′·δn ã
†
kbk′ +δk,k′ ∑

n

eik′·δnb
†
k′ ãk

]

+ γ4 ∑
k,k′

[
δk,k′ ∑

n

eik′·δn ã
†
kak′ +δk,k′ ∑

n

e−ik′·δna
†
k′ ãk

]

+ γ4 ∑
k,k′

[
δk,k′ ∑

n

eik′·δn b̃
†
kbk′ +δk,k′ ∑

n

e−ik′·δnb
†
k′ b̃k

]
(2.59)

Logo, aplicando a delta de kronecker, temos que a equação Eq.(2.59) resulta em:

H = ∑
k

[
EÃã

†
kãk +EB̃b̃

†
kb̃k +EAa

†
kak +EBb

†
kbk

]

− γ0 ∑
k

[

∑
n

eik·δna
†
kbk +∑

n

e−ik′·δnb
†
kak

]
− γ0 ∑

k

[

∑
n

eik·δn ã
†
kb̃k +∑

n

e−ik·δn b̃
†
kãk

]

+ γ1 ∑
k

[
a

†
kb̃k + b̃

†
kak

]
− γ3 ∑

k

[

∑
n

e−ik·δn ã
†
kbk +∑

n

eik·δnb
†
kãk

]

+ γ4 ∑
k

[

∑
n

eik·δn ã
†
kak +∑

n

e−ik·δna
†
kãk

]

+ γ4 ∑
k

[

∑
n

eik·δn b̃
†
kbk +∑

n

e−ik·δnb
†
kb̃k

]
(2.60)
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Tendo que f (k) = ∑n eik·δn , escrevemos o hamiltoniano Eq.(2.60) como:

H = ∑
k

[
EÃã

†
kãk +EB̃b̃

†
kb̃k +EAa

†
kak +EBb

†
kbk

]

− γ0 ∑
k

[
f (k)a†

kbk + f ∗(k)b†
kak

]
− γ0 ∑

k

[
f (k)ã†

kb̃k + f ∗(k)b̃†
kãk

]

+ γ1 ∑
k

[
a

†
kb̃k + b̃

†
kak

]
− γ3 ∑

k

[
f ∗(k)ã†

kbk + f (k)b†
kãk

]

+ γ4 ∑
k

[
f (k)ã†

kak + f ∗(k)a†
kãk

]
+ γ4 ∑

k

[
f (k)b̃†

kbk + f ∗(k)b†
kb̃k

]

(2.61)

Podemos representar o Hamiltoniano Eq.(2.61) na forma:

H = ∑
k

(
ã

†
k b̃

†
k a

†
k b

†
k

)




EÃ −γ0 f (k) γ4 f (k) −γ3 f ∗(k)

−γ0 f ∗(k) EB̃ γ1 γ4 f (k)

γ4 f ∗(k) γ1 EA −γ0 f (k)

−γ3 f (k) γ4 f ∗(k) −γ0 f ∗(k) EB







ãk

b̃k

ak

bk




(2.62)

com sua forma matricial dada da forma:

HT B =




EÃ −γ0 f (k) γ4 f (k) −γ3 f ∗(k)

−γ0 f ∗(k) EB̃ γ1 γ4 f (k)

γ4 f ∗(k) γ1 EA −γ0 f (k)

−γ3 f (k) γ4 f ∗(k) −γ0 f ∗(k) EB




(2.63)

A equação Eq.(2.63) resume a descrição energética e eletrônica para a bicamada

de grafeno, dentro do espaço reciproco para a segunda quantização, assim como no caso da

primeira quantização, demostrando uma equivalência entre ambas (Lima et al., 2022). Com isso,

considerando o uma equação de auto-valor do tipo det{HT B −E(k)S }= 0 (com a matriz de

overlap), obtemos a energias permitidas que formam a estrutura de bandas do grafeno. Com a

teoria de do espaço reciproco para a bicamada, temos que a estrutura de bandas na primeira zona

de Brillouin é dada na figura Fig.12.

2.3.3 Estrutura de Bandas

Analisando a estrutura de bandas, mostrado na Fig.12, no contorno da primeira zono

de Brillouin com os pontos de alta simetria M,K′,Γ, K e M , percebemos que o hamiltoniano

tight-binding Eq.(2.63) nos retorna 4 bandas de energia, 2 para a valência e 2 para condução
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(McCann e Koshino, 2013). Comparado com a monocamada de grafeno, que tem apenas

2 bandas, a diferença entre ambas ocorre pelo fato de que a bicamada possui 2 átomos na

célula unitária a mais que a monocamada possui, como mostrado na seção sobre a anatomia da

bicamada.

Figura 12 – Estrutura de bandas no contorno da primeira zona de Brillouin, como o auto-valor
E(k) da equação det{HT B −E(k)S }= 0, onde HT B é dada na Eq.(2.63) e S na
Eq.(2.26), com os parâmetros EÃ = EB̃ = EA = EB = 0eV , para a-) s0 = s1 = 0, b-)
s0 = 0.065 e s1 = 2s0 e c-) s0 = s1 = 0.1.

Nos vales K e e K′, vemos que há um par de bandas (condução e valência) que se

tocam. Isso se deve ao acoplamento fortíssimo entre camadas gerado pelo o hopping ortogonal

γ1 , presente na teoria de primeira e segunda quantização do tight-binding. Esse acoplamento é

devido ao orbitais dimeros A e B̃ (McCann e Koshino, 2013), vistos anteriormente. Outro aspecto

que podemos ver, analisando o gráfico Fig.12, é o fato que quando fazemos um parâmetros de

overlap s0 (Eq.(2.17)) e s1 (Eq.(2.18)) não nulos, dependendo de sua intensidade, temos um

aumento da distância entre as bandas, com destaque para o ponto Γ, onde vemos uma acentuação

da banda de condução ao variarmos os parâmetro de overlap.

Ao fazermos s0 e s1 não nulos, implica não ortogonalidade entre os orbitais AB e ÃB̃,

para s0 e entre AB̃, para s1. Com um destaque para s1, seu calculo é feito envolvendo os chamados

orbitais dímeros A e B̃, vistos anteriormente na analise da estrutura da BLG, equanto que os não

dímeros ÃB, ÃA ou B̃B não possui nenhuma contribuição. Acontece que, ao aumentarmos a

projeção de um orbital dímero sobre outro, estaremos fortalecendo as ligações de Van der Waals

entre as camadas, fazendo com as bandas de energia se afastem entre si.

Uma maneira de simplificar o estudo da teoria de bandas na bicamada é utilizando

o modelo contínuo, dentro das quatro bandas e de uma forma mais simples, chegando em um

modelo de duas bandas. Veremos com mais detalhes nas próximas seções.
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2.4 Modelo contínuo: Quatro bandas

Esta presente seção e a próxima se dedicará à estudar formas mais aproximativos

para o Hamiltoniano tight-binding dado na Eq.(2.63). Tal aproximação consiste em tomarmos

o fator de estrutura f (k) até a primeira ordem usando séries de Taylor em uma situação onde

estamos trabalho com baixas energias.

Sendo o Hamiltoniano H dado por:

HT B =




EÃ −γ0 f (k) γ4 f (k) −γ3 f ∗(k)

−γ0 f ∗(k) EB̃ γ1 γ4 f (k)

γ4 f ∗(k) γ1 EA −γ0 f (k)

−γ3 f (k) γ4 f ∗(k) −γ0 f ∗(k) EB




(2.64)

Com o fator de estrutura f (k), em função dos vetores primitivos δn, sendo dado da forma:

f (k) = ∑
n

eik·δn

= eikya0 + e
ia0

(
−kx

√
3

2 −ky
1
2

)

+ e
ia0

(
kx

√
3

2 −ky
1
2

)

= eikya0 + e−iky
a0
2 (eikxa0

√
3

2 + e−ikxa0

√
3

2 )

= eikya0 +2e−
ikya0

2 cos

(
kxa0

√
3

2

)
(2.65)

Tendo em a forma apresentada na Eq.(2.65), a aproximação à ser feita consiste em tomar a região

dos vales Kξ = ξ (K0,0), onde K0 =
4π

3
√

3a0
, com ξ = 1 para o vale K e ξ =−1, para o vale K′.

Logo, a aproximação pode ser dado por:

f (k)≈ f (Kξ )+∇ f

∣∣∣
k=Kξ

· (k−Kξ ) (2.66)

Com a Eq.(2.66), a aproximação para f (k) pode ser dada:

f (k) ≈ 1+2cos

(
ξ K0a0

√
3

2

)

+

[
−a0

√
3sin

(ξ K0a0
√

3
2

)
, ia0

[
1− cos

(ξ K0a0
√

3
2

)]]
· (kx −ξ K0,ky)

Fazendo as devidas simplificações, temos:

f (k) ≈ 1+2cos

(
ξ K0a0

√
3

2

)
−a0

√
3(kx −ξ K0)sin

(ξ K0a0
√

3
2

)

+ ikya0

[
1− cos

(ξ K0a0
√

3
2

)]
(2.67)
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Substituindo K0, temos:

f (k) ≈ 1+2cos
(

ξ
2π

3

)
−a0

√
3(kx −ξ K0)sin

(
ξ

2π

3

)

+ ikya0

[
1− cos

(
ξ

2π

3

)]
(2.68)

sendo que cos(ξ x) = cos(x) e sin(ξ x) = ξ sin(x), temos:

f (k) ≈ 1−1−ξ a0
3
2
(kx −ξ K0)+ ikya0

[
1+

1
2

]

≈ −ξ a0
3
2
(kx −ξ K0)+

3i

2
kya0

≈ −3a0

2

[
ξ (kx −ξ K0)− iky

]
(2.69)

Tomando um vetor q = (qx,qy) = (kx −ξ K0,ky) próximo ao vale Kξ , temos que f (k) em uma

aproximação de primeira ordem pode ser dado por:

f (k)≈−3a0

2
(ξ qx − iqy) =−3a0

2h̄
π† (2.70)

onde π = (ξ px + ipy), π† = (ξ px − ipy). Com isso, o hamiltoniano Eq.(2.63) pode ser represen-

tado por:

H
app

T B =




EÃ ν0π† −ν4π† ν3π

ν0π EB̃ γ1 −ν4π†

−ν4π γ1 EA ν0π†

ν3π† −ν4π ν0π EB




(2.71)

onde νi =
3a0γi

2h̄
. Esse é o chamado hamiltoniano do modelo continuo de 4 bandas para a BLG,

com a característica de ser para baixas energias. Com a aproximação de f (k) na Eq.(2.70), a

matriz de overlap pode ser dada por:

Sapp =




1 −3a0s0
2h̄

π† 0 0

−3a0s0
2h̄

π 1 s1 0

0 s1 1 −3a0s0
2h̄

π†

0 0 −3a0s0
2h̄

π 1




(2.72)

Com isso, a estrutura de bandas para essa aproximação, através da equação det
[
H

app
T B −

E(k)Sapp

]
= 0. Fazendo EÃ = EB̃ = U

2 e EA = EB = −U
2 , onde U consiste na diferença de

energia entre as camadas U = 1
2 [(EÃ +EB̃)− (EA +EB)]. As energias da estrutura de bandas

pode ser dados pela a equação(McCann e Koshino, 2013):

E(k) =±

√
γ2

1

2
+

U2

4
+
(

ν2
0 +

ν2
3

2

)
p2 +(−1)α

√
Γ (2.73)
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para s0 = s1 = 0, α = 1,2 e Γ = 1
4(γ

2
1 −ν2

3 p2)2+ν2
0 p2(γ2

1 +U2+ν2
3 p2)+2ξ γ1ν3ν2

0 p3 cos(3φ),

em que p = h̄|k| e φ o ângulo de k. A Eq.(2.73) está relacionada com a Fig.13 para s0 = s1 = 0,

enquanto que s0 = 0.065 e s1 = 2s0 é obtida numericamente. Percebe-se que o parâmetro α

juntamente com ± em Eq.(2.73) resulta nas 4 bandas proposto no modelo com o hamiltoniano

em Eq.(2.71).

Figura 13 – Estrutura de bandas nas proximidades dos vales Kξ na BLG, com ξ = 1 para
o vale K e ξ = −1 para o vale K′, obtido como o auto-valor E(k) da equação

det
[
H

app
T B −E(k)Sapp

]
= 0, onde H

app
T B é dada na Eq.(2.71) e Sapp na Eq.(2.72),

com U = 0eV para a-) s0 = s1 = 0 (Eq.(2.73)), b-) s0 = 0.065 e s1 = 2s0

Kx Kx

0

1.0

-1.0

0

1.0

-1.0

K’

K

s0 1= s = 0 s0 1= 0.065 s = 2s0

E(eV)

E(eV)

Analisando as estruturas de bandas na Fig.13, vemos que os efeitos semelhantes ao

da Fig.12(como as 4 bandas presentes) ao fazermos s0 e s1 não nulos, implicando no afastamento

das bandas até mesmo para baixas energias. Além disso, percebemos a ausência de GAP entre as

bandas e temos que as mesmas possuem um comportamento parabólico para energias ainda mais

baixas. Isso está, claramente, em consonância com a Eq.(2.73) em que, ainda que não dependa

do parâmetros de overlap, podemos ver um dependência do tipo E(k) ∝ p2.

Outro aspecto à se analisar consiste assimetria entre os vales K e K′, onde podemos

perceber que um é o "espelho" do outro. Isso será de extrema importância quando estivermos
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analisando o efeito Trigonal warping no Modelo de 2 bandas na próxima seção.

2.5 Modelo contínuo: Duas bandas

O Modelo continuo de duas bandas para a BLG consiste em trabalharmos em

uma aproximação de primeira ordem de f (k), assim como o modelo de quatro de bandas,

mas apenas considerando os orbitais não dímerios ÃB. Veremos que, através deste método,

teremos simplificações significativas no hamiltoniano final. Tendo o hamiltoniano de 4 bandas

em Eq.(2.71) e seu overlap em Eq.(2.72), escrevemos a equação H
app

T B ψk = E(k)Sappψk na

forma:




U
2 ν0π† −ν4π† ν3π

ν0π U
2 γ1 −ν4π†

−ν4π γ1 −U
2 ν0π†

ν3π† −ν4π ν0π −U
2







ψÃ

ψB̃

ψA

ψB




= E(k)




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1







ψÃ

ψB̃

ψA

ψB




= E(k)




ψÃ

ψB̃

ψA

ψB




(2.74)

considerando s0 = 0 e s1 = 0 (ortogonalidade entre os orbitais) e a distinção entre energias

localizadas nas duas camadas: EÃ = EB̃ = U
2 e EA = EB =−U

2 . O lado direito da Eq.(2.74) pode

ser dado por:




U
2 ν0π† −ν4π† ν3π

ν0π U
2 γ1 −ν4π†

−ν4π γ1 −U
2 ν0π†

ν3π† −ν4π ν0π −U
2







ψÃ

ψB̃

ψA

ψB




=




U
2 ψÃ +ν0π†ψB̃ −ν4π†ψA +ν3πψB

ν0πψÃ +
U
2 ψB̃ + γ1ψA −ν4π†ψB

−ν4πψÃ + γ1ψB̃ − U
2 ψA +ν0π†ψB

ν3π†ψÃ −ν4πψB̃ +ν0πψA − U
2 ψB




(2.75)

Igualando a Eq.(2.75) ao lado direito da Eq.(2.74), temos:




U
2 ψÃ +ν0π†ψB̃ −ν4π†ψA +ν3πψB

ν0πψÃ +
U
2 ψB̃ + γ1ψA −ν4π†ψB

−ν4πψÃ + γ1ψB̃ − U
2 ψA +ν0π†ψB

ν3π†ψÃ −ν4πψB̃ +ν0πψA − U
2 ψB




= E(k)




ψÃ

ψB̃

ψA

ψB




= E(k)




ψÃ

0

0

ψB




(2.76)
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Tendo as seguintes equações obtida de Eq.(2.76):

U

2
ψÃ +ν0π†ψB̃ −ν4π†ψA +ν3πψB = E(k)ψÃ (2.77a)

ν0πψÃ +
U

2
ψB̃ + γ1ψA −ν4π†ψB = 0 (2.77b)

−ν4πψÃ + γ1ψB̃ −
U

2
ψA +ν0π†ψB = 0 (2.77c)

ν3π†ψÃ −ν4πψB̃ +ν0πψA −
U

2
ψB = E(k)ψB (2.77d)

Por Eq.(2.77b) e Eq.(2.77c), temos que ψB̃ e ψA é dado por:

ψB̃ =− 2
U

[
ν0πψÃ + γ1ψA −ν4π†ψB

]
(2.78a)

ψA =
2
U

[
ν0π†ψB + γ1ψB̃ −ν4πψÃ

]
(2.78b)

Substituindo Eq.(2.78b) em Eq.(2.78a), temos que ψB̃ é:

ψB̃ = − 2
U

[
ν0πψÃ + γ1ψA −ν4π†ψB

]

ψB̃ = − 2
U

[
ν0πψÃ + γ1

2
U

[
ν0π†ψB + γ1ψB̃ −ν4πψÃ

]
−ν4π†ψB

]

ψB̃ = − 2
U

[
ν0πψÃ +

2γ1ν0

U
π†ψB +

2γ2
1

U
ψB̃ −

2γ1ν4

U
πψÃ −ν4π†ψB

]

(
1+

4γ2
1

U2

)
ψB̃ = − 2

U

[
ν0πψÃ +

2γ1ν0

U
π†ψB −

2γ1ν4

U
πψÃ −ν4π†ψB

]

ψB̃ = −

2
U

[
ν0πψÃ +

2γ1ν0
U

π†ψB − 2γ1ν4
U

πψÃ −ν4π†ψB

]

U2+4γ2
1

U2

ψB̃ = − 2U

U2 +4γ2
1

[
ν0πψÃ +

2γ1ν0

U
π†ψB −

2γ1ν4

U
πψÃ −ν4π†ψB

]
(2.79)

Assumindo que γ0,γ1 >> |U |, ou seja, um acoplamento muito forte entre camadas e os átomos

nas camadas (McCann e Koshino, 2013), temos que ψB̃ é:

ψB̃ ≈− U

2γ2
1

[(
ν0π − 2γ1ν4

U
π

)
ψÃ +

(
2γ1ν0

U
π† −ν4π†

)
ψB

]
(2.80)
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Da mesma forma que para ψB̃, substituímos, agora Eq.(2.78a) em Eq.(2.78b) e descobrimos ψA.

ψA =
2
U

[
ν0π†ψB + γ1ψB̃ −ν4πψÃ

]

ψA =
2
U

[
ν0π†ψB − γ1

2
U

[
ν0πψÃ + γ1ψA −ν4π†ψB

]
−ν4πψÃ

]

ψA =
2
U

[
ν0π†ψB −

2γ1ν0

U
πψÃ −

2γ2
1

U
ψA +

2γ1ν4

U
π†ψB −ν4πψÃ

]

(
1+

4γ2
1

U2

)
ψA =

2
U

[
ν0π†ψB −

2γ1ν0

U
πψÃ +

2γ1ν4

U
π†ψB −ν4πψÃ

]

ψA =

2
U

[
ν0π†ψB − 2γ1ν0

U
πψÃ +

2γ1ν4
U

π†ψB −ν4πψÃ

]

U2+4γ2
1

U2

ψA =
2U

U2 +4γ2
1

[
ν0π†ψB −

2γ1ν0

U
πψÃ +

2γ1ν4

U
π†ψB −ν4πψÃ

]
(2.81)

Da mesma forma que em ψB̃ Eq.(2.80), fazemos γ0,γ1 >> |U |. Logo, ψA é:

ψA ≈ U

2γ2
1

[
−
(

ν4π +
2γ1ν0

U
π

)
ψÃ +

(
2γ1ν4

U
π† +ν0π†

)
ψB

]
(2.82)

Logo, tomando ψB̃ Eq.(2.80) e ψA Eq.(2.82), substituindo nas equações Eq.(2.77a)-Eq.(2.77d).

Tendo que Eq.(2.77b) e Eq.(2.77c) são nulas, só iremos fazer os cálculos em Eq.(2.77a) e

Eq.(2.77d). Temos que Eq.(2.77a) pode ser dado por:

E(k)ψÃ =
U

2
ψÃ +ν0π†ψB̃ −ν4π†ψA +ν3πψB

E(k)ψÃ =
U

2
ψÃ −

Uν0

2γ2
1

π†

[(
ν0π − 2γ1ν4

U
π

)
ψÃ +

(
2γ1ν0

U
π† −ν4π†

)
ψB

]

− Uν4

2γ2
1

π†

[
−
(

ν4π +
2γ1ν0

U
π

)
ψÃ +

(
2γ1ν4

U
π† +ν0π†

)
ψB

]
+ν3πψB

E(k)ψÃ =
U

2
ψÃ −

U

2γ2
1

ν2
0 π†πψÃ +

ν0ν4

γ1
π†πψÃ −

ν2
0

γ1
(π†)2ψB +

Uν4ν0

2γ2
1

(π†)2ψB

+
U

2γ2
1

ν2
4 π†πψÃ +

ν0ν4

γ1
π†πψÃ −

Uν4ν0

2γ2
1

(π†)2ψB −
ν2

4

γ1
(π†)2ψB +ν3πψB

(2.83)

Simplificando a Eq.(2.83), sendo que ν2
4 << ν2

0 e sabendo que γ1 >> ν0 p (McCann e Koshino,

2013), temos:

E(k)ψÃ ≈ U

2
ψÃ −

U

γ2
1

ν2
0 π†πψÃ +

ν0ν4

γ1
π†πψÃ −

ν2
0

γ1
(π†)2ψB +

ν0ν4

γ1
π†πψÃ +ν3πψB

Colecionando os termos, temos que, de forma simplificada, Eq.(2.83) é:

U

2

(
1− 2ν2

0

γ2
1

π†π

)
ψÃ +

2ν0ν4

γ1
π†πψÃ −

ν2
0

γ1
(π†)2ψB +ν3πψB ≈ E(k)ψÃ (2.84)
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Seguindo os mesmo passos, a equação Eq.(2.77d) pode ser dado por:

E(k)ψB = ν3π†ψÃ −ν4πψB̃ +ν0πψA −
U

2
ψB

E(k)ψB = ν3π†ψÃ +
Uν4

2γ2
1

π

[(
ν0π − 2γ1ν4

U
π

)
ψÃ +

(
2γ1ν0

U
π† −ν4π†

)
ψB

]

+
Uν0

2γ2
1

π

[
−
(

ν4π +
2γ1ν0

U
π

)
ψÃ +

(
2γ1ν4

U
π† +ν0π†

)
ψB

]
− U

2
ψB

E(k)ψB = ν3π†ψÃ +
Uν4ν0

2γ2
1

(π)2ψÃ −
ν2

4

γ1
(π)2ψÃ +

ν0ν4

γ1
ππ†ψB −

U

2γ2
1

ν2
4 ππ†ψB

− Uν4ν0

2γ2
1

(π)2ψÃ −
ν2

0

γ1
(π)2ψÃ +

U

2γ2
1

ν2
0 ππ†ψB +

ν0ν4

γ1
ππ†ψB −

U

2
ψB (2.85)

Com isso, da mesma forma que Eq.(2.83), sendo ν2
4 << ν2

0 e sabendo que γ1 >> ν0 p (McCann

e Koshino, 2013), temos:

E(k)ψB ≈ ν3π†ψÃ +
2ν0ν4

γ1
ππ†ψB −

ν2
0

γ1
(π)2ψÃ +

U

γ2
1

ν2
0 ππ†ψB −

U

2
ψB

Colecionando os termos, temos que, de forma simplificada, Eq.(2.85) é:

ν3π†ψÃ −
ν2

0

γ1
(π)2ψÃ +

2ν0ν4

γ1
ππ†ψB +

U

2

(
−1+

2ν2
0

γ2
1

ππ†

)
ψB ≈ E(k)ψB (2.86)

Tomando as equações Eq.(2.84) e Eq.(2.86), podemos criar um sistema de equações da forma:





U
2

(
1− 2ν2

0
γ2

1
π†π

)
ψÃ +

2ν0ν4
γ1

π†πψÃ −
ν2

0
γ1
(π†)2ψB +ν3πψB = E(k)ψÃ

ν3π†ψÃ −
ν2

0
γ1
(π)2ψÃ +

2ν0ν4
γ1

ππ†ψB +
U
2

(
−1+

2ν2
0

γ2
1

ππ†
)

ψB = E(k)ψB

(2.87)

Podemos representar a Eq.(2.87) em uma forma matricial da forma:

{
−ν2

0

γ1


 0 (π†)2

(π)2 0


+ν3


 0 π

π† 0


+

2ν0ν4

γ1


π†π 0

0 ππ†




+
U

2

[
1 0

0 −1


− 2ν2

0

γ2
1


π†π 0

0 −ππ†



]}
ψÃ

ψB


= E(k)


ψÃ

ψB


 (2.88)

No lado direito da Eq.(2.88), podemos associa-lo à um hamiltoniano Ĥ2 do tipo:

Ĥ2 = ĥ0 + ĥ3 + ĥ4 + ĥU (2.89)
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onde os operadores ĥ0, ĥ3, ĥ4 e ĥU são dados por:

ĥ0 =−ν2
0

γ1


 0 (π†)2

(π)2 0


 (2.90a)

ĥ3 = ν3


 0 π

π† 0


 (2.90b)

ĥ4 =
2ν0ν4

γ1


π†π 0

0 ππ†


 (2.90c)

ĥU =
U

2

[
1 0

0 −1


− 2ν2

0

γ2
1


π†π 0

0 −ππ†



]

(2.90d)

A Eq.(2.89) consiste no Hamiltoniano de duas bandas final. Vemos que tal hamil-

toniano de dimensionalidade 2× 2, que consiste na consideração somente dos orbitais não

dímeros ÃB, que implica no vetor coluna (ψÃ ψB)
T (McCann e Koshino, 2013). Pelo o fato

de termos uma matriz de ordem 2, quando resolvemos sua equação de auto-valor na forma

det{Ĥ2 −E(k)I}= 0 e obtemos apenas dois autovalores possíveis, implicando nas duas bandas.

A escrita do hamiltoniano Eq.(2.89) pode ficar ainda mais simplificada uma vez que podemos

que escreve-lo na forma Ŝ ·σ , onde σ são as matrizes de Pauli e Ŝ um operador vetorial. Veremos

que essa forma nos permite calcular as duas bandas e investigamos suas propriedades.

2.5.1 Hamiltoniano de duas bandas em termos de matrizes de Pauli (σx,σy,σz)

Baseado nas equações Eq.(2.90a)-Eq.(2.90d), sabendo que π = ξ px + ipy, temos

que os termos (π)2, (π†)2, π†π e ππ†, sabendo que px comuta com py, são dados por:

(π)2 = (ξ px + ipy)(ξ px + ipy)

= ξ 2 p2
x + iξ px py + iξ py px − p2

y

= p2
x − p2

y +2iξ px py (2.91)

onde ξ 2 = 1. O termo (π†)2 é simplesmente o complexo conjugado de (π)2 na Eq.(2.91), da

forma:

(π†)2 = p2
x − p2

y −2iξ px py (2.92)
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O termo π†π pode ser dado por:

π†π = (ξ px − ipy)(ξ px + ipy)

= ξ 2 p2
x + iξ px py − iξ py px + p2

y

= p2
x + p2

y

= p2 = ππ† (2.93)

onde, usando o complexo conjugado, vemos que π†π = ππ†, onde p = |p|. Com isso, substi-

tuindo os termos obtidos, podemos reescrever os operadores Eq.(2.90a)-Eq.(2.90d), começando

por ĥ0, na fora:

ĥ0 = −ν2
0

γ1


 0 p2

x − p2
y −2iξ px py

p2
x − p2

y +2iξ px py 0




ĥ0 = −ν2
0

γ1

[
0 1

1 0


(p2

x − p2
y)+


0 −i

i 0


2ξ px py

]
(2.94)

em que, usando as matrizes de Pauli, pode ser escrito de forma mais simples como:

ĥ0 =−ν2
0

γ1
[(p2

x − p2
y)σx +2ξ px pyσy] (2.95)

O operador ĥ3 Eq.(2.90b) pode ser escrito na forma:

ĥ3 = ν3


 0 ξ px + ipy

ξ px − ipy 0




= ν3

[
0 1

1 0


ξ px −


0 −i

i 0


 py

]
(2.96)

sendo dado, com o uso das matrizes de Pauli, por:

ĥ3 = ν3(ξ pxσx − pyσy) (2.97)

O operador ĥ4 Eq.(2.90c) pode ser escrito na forma:

ĥ4 =
2ν0ν4

γ1


p2 0

0 p2




ĥ4 =
2ν0ν4

γ1
p2


1 0

0 1


 (2.98)

Sendo dado por:

ĥ4 =
2ν0ν4

γ1
p2
I2 (2.99)
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onde I2 seria a matriz identidade 2×2. O operador ĥU Eq.(2.90d) pode ser escrito na forma:

ĥU =
U

2

[
1 0

0 −1


− 2ν2

0

γ2
1


π†π 0

0 −ππ†



]

=
U

2

[
1 0

0 −1


− 2ν2

0

γ2
1

p2


1 0

0 −1



]

=
U

2

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]
1 0

0 −1


 (2.100)

Logo, ĥU é dado por:

ĥU =
U

2

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]
σz (2.101)

Então, com a representação dos termos em Eq.(2.95), Eq.(2.97), Eq.(2.99) e Eq.(2.101), podemos

escrever o hamiltoniano de duas bandas Eq.(2.89), na forma:

Ĥ2 = ĥ0 + ĥ3 + ĥ4 + ĥU

= −ν2
0

γ1
[(p2

x − p2
y)σx +2ξ px pyσy]+ν3(ξ pxσx − pyσy)+

2ν0ν4

γ1
p2
I2 +

U

2

[
1− ν2

0

γ2
1

p2

]
σz

=

[
− ν2

0

γ1
(p2

x − p2
y)+ν3ξ px

]
σx +

[
− 2ν2

0

γ1
ξ px py −ν3 py

]
σy +

U

2

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]
σz +

2ν0ν4

γ1
p2
I2

Logo, podemos supor um vetor w(p) e um campo escalar F(p) tal que o hamiltoniano Ĥ2 seja

dado por:

Ĥ2 = w(p) ·σ +F(p)I2 (2.102)

sendo σ = (σx,σy,σz), F(p) = 2ν0ν4
γ1

p2 e o vetor w(p) tendo componentes dadas por:

wx(p) =−ν2
0

γ1
(p2

x − p2
y)+ν3ξ px (2.103a)

wy(p) =−2ν2
0

γ1
ξ px py −ν3 py (2.103b)

wz(p) =
U

2

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]
(2.103c)

A forma do hamiltoniano na Eq.(2.102), O vetor w(p) pode ser visto com um

mapeamento do espaço de momentum para um novo espaço, através de uma mudança de

variáveis, com os termos sendo proporcionais a p2, implicando em uma diferença de espaços
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quando comparado ao o Hamiltoniano de monocamada, onde usamos momento proporcional a

p.

Analisando a forma final da representação de Pauli do Hamiltoniano de duas bandas

Eq.(2.102), podemos toma-la em uma forma análoga à equação de Dirac, na forma:

(γµwµ +F(p)I2) |ψð= 0 (2.104)

onde γµ = {σx,σy,σz}. Na Eq.(2.104), F(p) implica em um termo de massa especial. Na

equação de Dirac convencional, o termo de massa refere-se à massa de repouso em que, na

equação de Klein-Gordon, advém da energia relativística. A relação de γ4 com F(p), bem como

a função de γ3 nas propriedades eletrônicas serão vistas nas próximas seções.

2.5.2 O efeito Trigonal Warping

Usando a equação de auto-valor Ĥ2 |ψð= E(p) |ψð, com o hamiltoniano da equação

Eq.(2.102), temos que o cálculo do auto-valor de energia E(p) é dado por:

0 = det{Ĥ2 −E(p)I2}

0 = det

{
wz +F(p) wx − iwy

wx + iwy −wz +F(p)


−E(p)


1 0

0 1



}

0 =

∣∣∣∣∣∣
wz +F(p)−E(p) wx − iwy

wx + iwy −wz +F(p)−E(p)

∣∣∣∣∣∣
0 = [F(p)−E(p)+wz][F(p)−E(p)−wz]− (wx + iwy)(wx − iwy)

0 = [F(p)−E(p)]2 −w2
z −w2

x −w2
y

0 = [E(p)−F(p)]2 −|w(p)|2

Logo, a energia E(p) é dado por:

E(p) = F(p)±|w(p)| (2.105)
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Calculando o módulo |w(p)|, temos:

|w(p)| =
√

w2
x +w2

y +w2
z

=

√√√√[− ν2
0

γ1
(p2

x − p2
y)+ν3ξ px

]2
+
[
− 2ν2

0

γ1
ξ px py −ν3 py

]2
+

U2

4

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]2

=

(
ν4

0

γ2
1

(p4
x −2p2

x p2
y + p4

y)−2ξ
ν2

0 ν3

γ1
px(p2

x − p2
y)+ν2

3 p2
x +

4ν4
0

γ2
1

p2
x p2

y +4ξ
ν2

0 ν3

γ1
px p2

y

+ ν2
3 p2

y +
U2

4

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]2) 1
2

=

√√√√ν4
0

γ2
1

(p4
x +2p2

x p2
y + p4

y)+ν2
3 (p2

x + p2
y)−2ξ

ν2
0 ν3

γ1
px(p2

x −3p2
y)+

U2

4

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]2

=

√√√√ν4
0

γ2
1

(p2
x + p2

y)
2 +ν2

3 (p2
x + p2

y)−2ξ
ν2

0 ν3

γ1
px(p2

x −3p2
y)+

U2

4

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]2

=

√√√√ν4
0

γ2
1

p4 +ν2
3 p2 −2ξ

ν2
0 ν3

γ1
px(p2

x −3p2
y)+

U2

4

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]2

(2.106)

Usando coordenadas polares, fazemos px = pcosφ e py = psinφ . Substituindo em Eq.(2.106),

temos:

|w(p)| =

√√√√ν4
0

γ2
1

p4 +ν2
3 p2 −2ξ

ν2
0 ν3

γ1
p3 cosφ(cos2 φ −3sin2 φ)+

U2

4

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]2

=

√√√√ν4
0

γ2
1

p4 +ν2
3 p2 −2ξ

ν2
0 ν3

γ1
p3(cos3 φ −3sin2 φ cosφ)+

U2

4

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]2

Tendo que cos(3φ) = cos3 φ −3sin2 φ cosφ , temos que |w(p)| é dado por:

|w(p)|=

√√√√ν4
0

γ2
1

p4 +ν2
3 p2 −2ξ

ν2
0 ν3

γ1
p3 cos(3φ)+

U2

4

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]2

(2.107)

Logo, a energia E(p) na Eq.(2.105) é dada por:

E(p) =
2ν0ν4

γ1
p2 ±

√√√√ν4
0

γ2
1

p4 +ν2
3 p2 −2ξ

ν2
0 ν3

γ1
p3 cos(3φ)+

U2

4

[
1− 2ν2

0

γ2
1

p2

]2

(2.108)

Analisando a Eq.(2.108) (para γ4 = 0), vemos que resulta em dois tipos de solução:

uma com o sinal +, relativo à banda de condução, e outro com sinal −, relativo à banda de

valência. Comparando os casos onde temos γ3 = 0 e γ3 ̸= 0, mostrada na Fig.14, vemos que,
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em γ3 = 0, existe uma certa isotropia quando comparado com o caso não nulo, isotropia essa

caracterizada pelo o fato de que a dependência de um angulo polar φ não é perceptiva, como

mostrados nas reapresentações de curvas de nível na Fig.14.

No caso γ3 ̸= 0, vemos a dependência angular mais evidente, com o surgimento

de 3 "mini-vales", sendo que cada um possui um Cone de Dirac. O Cone de Dirac é bastante

característico na monocamada de grafeno (Geim A.K. ; Novoselov, 2007). O cone em si

representa uma dispersão linear de energia para regiões de baixas energias. O surgimento dos

cone de Dirac na bicamada está condicionado à consideração do hopping γ3, como podemos ver

na Fig.14, analisando tanto as bandas em si quanto a representação de curvas de nível.

Figura 14 – Representação das bandas de energia, com base na Eq.(2.108), tomando γ4 = 0 e
U = 0, para os casos a-) γ3 = 0 e b-) γ3 ̸= 0, como os destaques para a isotropia no
caso γ3 = 0 e o efeito Trigonal Warping para γ3 ̸= 0.
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A presença dos 3 mini-vales A, B e C, mostrados na Fig.14, acompanhado da perca

da isotropia nas bandas de energia, implicando em um formato triangular que é conhecido

como efeito Trigonal Warping - TW. O formato trigonal (ou triangular) nas bandas é devido a

deformação do niveis de fermi para baixas energias em que, na Eq.(2.108) é caracterizado pelo
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termo proporcional à cos(3φ).

Figura 15 – Comparação entre os casos γ3 = 0 e γ3 ̸= 0 para os vales K e K′, mostrando a
assimetria entre vales para γ3 ̸= 0 e a equivalência para γ3 = 0

Outra consequência do efeito TW é a assimetria entre os vales K e K′, mostrados na

Fig.15-b) e Fig.15-c). Como podemos ver, para o caso γ3 ̸= 0, os surgimento dos 3 mini-vales é

assimétrico ao considerarmos o vale K (ξ = 1) ou o vale K′ (ξ =−1), ou seja, o comportamento

da bandas de um vale é o espelho do outro, com base na Eq.(2.108). Tal assimetria não é vista

para γ3 = 0, mostrado em Fig.15-a), pois trata-se do formato relativo as bandas para ambos os

vales devido à isotropia comentado anteriormente.

A assimetria entre vales é outro efeito que o hopping γ3 causa nas bandas quando é

levado em conta. Tal efeito será analisado com mais detalhes na seção que irá tratar da filtragem

de corrente de vale, onde iremos fazer toda a consideração sobre o vale escolhido.

2.5.3 Assimetria elétron-buraco

O papel do γ4 está relacionado como na forma que vimos na Eq.(2.104) para o termo

F(p) no que diz respeito à um termo de massa. Contudo, sua relação com a massa em si no

sistema é mais especial.

Ao analisarmos a segunda derivada da Eq.(2.108), agora tomando γ4 ̸= 0, vemos

que há valores distintos entre banda de valência (−) e banda de condução (+) para p << 1.

A segunda derivada da energia no momentum está relacionada à termos de massa, sendo que

energias positivas rementem à elétrons e negativas, à buracos (anti-partícula do elétron). Isso

implica dizer que há uma assimetria entre massas do elétron e do buraco (McCann e Koshino,

2013).
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2.5.4 Efeito Trigonal Warping com GAP

Anteriormente, definimos as energias on-site em função da energia U . O parâmetro

U , da forma como definimos, diz respeito a diferença de energia entre as camadas. U pode ser

escrito em função do hopping γ1 na forma da Eq.(2.109), onde ∆ diz respeito ao GAP nas bandas

de condução e valência (McCann e Koshino, 2013).

U =− ∆γ1√
γ2

1 −∆2
(2.109)

O GAP ∆ surge nas bandas mediante à aplicação de um potencial no bicamada.

Tal potencial aplicado induz um quebra da simetria de inversão espacial do sistema, ou seja, o

operador paridade, quando aplicado, não implica na inversão do eixos coordenados

Figura 16 – Banda de energia do Hamiltoaniano de duas banda, com a presença do GAP ∆.

Kξ

2∆ 2∆

∆ = 0.0 eV ∆ = 0.06 eV ∆ = 0.1 eV

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-0.4
-0.2 0

0.2 0.4 0.4 0.2 0 -0.2-0.4 -0.4
-0.2 0

0.2 0.4 0.4 0.2 0 -0.2-0.4 -0.4
-0.2 0

0.2 0.4 0.4 0.2 0 -0.2-0.4
kx (nm  )-1

ky (nm  )-1

E(eV)

kx (nm  )-1ky (nm  )-1
kx (nm  )-1

ky (nm  )-1

2.5.5 Auto-estados do Hamiltoniano de duas bandas

Dado o hamiltoniano em termos de matrizes de pauli dado na Eq.(2.102), escrevemos

na forma:

Ĥ2 =


wz +F(p) |w̃|e−iθξ (p)

|w̃|eiθξ (p) −wz +F(p)


 (2.110)

onde o |w̃|=
√

w2
x +w2

y e θξ (p) é dado por:

θξ (p) = arctan

{
2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py

ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px

}
(2.111)
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Sabendo que os auto-estados de Ĥ2 são dos da forma |ψð= e
ip·r

h̄ [C1 C2]
T , temos uma equação

de auto-valor da forma matricial:

wz +F(p) |w̃|e−iθξ (p)

|w̃|eiθξ (p) −wz +F(p)




C1

C2


= E(p)


C1

C2


 (2.112)

sendo [C1 C2]
T o conhecidos pseudospins6 e E(p) dado na Eq.(2.108). Simplicando, temos o

sistema:

{ [
wz +F(p)−E(p)

]
C1 + |w̃|e−iθξ (p)C2 = 0

|w̃|eiθξ (p)C1 +
[
−wz +F(p)−E(p)

]
C2 = 0

(2.113)

Substituindo E(p), temos:

{[
∓|w|+wz

]
C1 + |w̃|e−iθξ (p)C2 = 0

|w̃|eiθξ (p)C1 +
[
∓|w|−wz

]
C2 = 0

(2.114)

onde |w|=
√

w2
x +w2

y +w2
z . Temos que C2 é dado em função de C1 na forma:

C2 =
|w̃|

wz ±|w|e
iθξ (p)C1 (2.115)

Logo, os autoestado |ψp
ξ
ð são dados por:

|ψp
ξ
ð= N exp

{ ip · r
h̄

}

 1

|w̃|
wz±|w|e

iθξ (p)


 (2.116)

onde N consiste em uma constante de normalização. Nas seções seguintes, veremos a aplicação

do auto-estado.

6A solução padrão para o vetor de um dado estado |ψð na equação de Dirac original na relatividade restrita
seria o chamado spinor que consiste em uma combinação linear dos spin’s up e down, no caso do elétron. Como o
vetor de estado |ψð, nesse caso, esta relacionado com características geométricas no que diz respeito a sub-rede
Ã(B̃) e A(B) da Bicamada de grafeno ao invés do spin, nos referindo à |ψð como um pseudospinor ou pseudospin.



72

3 EVOLUÇÃO TEMPORAL

Supondo que temos um dado vetor de estado |Ψð em uma região de baixas energias

no grafeno, é necessário que saibamos como |Ψ(t0)ð se comporta em tempos posteriores para t0,

ou seja, em um tempo t, |Ψ(t)ð e assim podemos entender a evolução temporal dos vetores de

estado que podem representar não apenas elétrons, mas também outras partículas.

3.1 O Operador de Evolução Temporal Û(t0, t)

Tomando a equação de Schrödinger dependente do tempo como uma função do

operador hamiltoniano Ĥ para o estado |Ψ(t)ð, temos:

Ĥ |Ψ(t)ð= ih̄
∂

∂ t
|Ψ(t)ð

Multiplicando ambos os lados pelo bra ïr|, que representa um vetor de estado para o

espaço real na coordenada r.

ïr| Ĥ |Ψ(t)ð= ih̄ïr| ∂

∂ t
|Ψ(t)ð , (3.1)

Como Ĥ é Hermitiano, então ele atua em ïr|. Onde Ĥ é dado por:

Ĥ = T̂ (p̂)+V̂ (r̂)

onde T̂ (p̂) = p̂2

2m
é o operador de energia cinética em função do operador momentum p̂ e V̂ (r̂)

o operador de energia potencial em função do operador de posição r̂. Como os operadores

momentum e position têm a seguinte relação, quando atuam no ket |rð, na forma(??, ??):

p̂ |rð= p |rð , r̂ |rð= r |rð , (3.2)

onde p =−ih̄∇r, que pode ser entendido como o autovalor do operador p̂, bem como r, que é o

autovalor do operador r̂ . Com isso, Ĥ agindo sobre ïr|, como podemos ver na equação (3.1),

pode ser dado por:

ïr| Ĥ = ïr|
(

T̂ (p̂)+V̂ (r̂)
)

= ïr| T̂ (p̂)+ ïr|V̂ (r̂)

= T (p)ïr|+V (r)ïr|

=
(

T (p)+V (r)
)
ïr|

= H ïr| , (3.3)
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onde H seria o autovalor do operador hamiltoniano Ĥ. Substituindo ïr| Ĥ na Eq.(3.1), temos:

H ïr|Ψ(t)ð= ih̄
∂

∂ t
ïr|Ψ(t)ð

implicando, então, a equação de Schrödinger convencional no espaço real, ou seja, fora do

espaço abstrato de Hilbert, onde vetores de estado como |Ψ(t)ð e operadores como Ĥ.

HΨ(r, t) = ih̄
∂

∂ t
Ψ(r, t), (3.4)

onde ïr|Ψ(t)ð= Ψ(r, t).

Assim, para calcular o Ψ(r, t) posteriormente, dividimos ambos os lados da equação

Eq.(3.4) por Ψ(r, t).

1
Ψ(r, t)

∂

∂ t
Ψ(r, t) =− i

h̄
H

Integrando no instante t0 para um instante posterior t, temos:
∫ t

t0

1
Ψ(r, t ′)

∂

∂ t ′
Ψ(r, t ′)dt ′ =−

∫ t

t0

i

h̄
H dt ′

Assumindo que H é dependente do tempo, H ≡ H(t), temos:

ln[Ψ(r, t)]− ln[Ψ(r, t0)] =− i

h̄

∫ t

t0

H(t ′)dt ′

ln[Ψ(r, t)] = ln[Ψ(r, t0)]−
i

h̄

∫ t

t0

H(t ′)dt ′

Chegamos a Ψ(r, t) para mais tarde t.

Ψ(r, t) = e
− i

h̄

∫ t
t0

H(t ′)dt ′
Ψ(r, t0) = Û(t0, t)Ψ(x, t0)

Ψ(r, t) = Û(t0, t)Ψ(r, t0), (3.5)

Então o Operador de Evolução do Tempo Û(t0, t) é:

Û(t0, t) = e
− i

h̄

∫ t
t0

H(t ′)dt ′
, (3.6)

Se H é independente do tempo, temos:

Û(t0, t) = e−
i
h̄ H∆t , (3.7)

onde ∆t = t − t0.

Temos então as duas formas do operador de evolução no tempo Û(t0, t) Eq.(3.6) e

Eq.(3.7) onde eles diferem em termos de dependência do H hamiltoniano no tempo. Como o

Hamiltoniano que vamos usar é como a equação Eq.(2.102), o hamiltoniano de duas bandas, por

ser independente do tempo, usaremos o operador Eq.(3.7).
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3.2 A técnica Split Operator

Tendo primeiro um estado em um determinado momento t0, Ψ(r, t0), queremos

conhecê-lo em um dado instante após t como t = t0 +∆t , então Ψ(r, t = t0 +∆t), que é sua

evolução no tempo usando o operador Û(t0, t).

A técnica Split Operator é baseada em um método de multiplicar computacional-

mente o operador de evolução temporal Û(t0, t) em um dado Ψ que representa um elétron no

grafeno e obtê-lo posteriormente (dinâmica). É importante fazer essa distinção de uma multi-

plicação simples porque estamos trabalhando com operadores, não no espaço de Hilbert, mas

operadores normais que podem envolver não apenas matrizes, mas também derivadas, como o

operador de energia cinética T (p) Eq.(3.3). Portanto, em muitos casos, estes não são apenas

produtos comutativos.

Sabendo que H = T (p)+V (r) como na equação Eq.(3.3), expandimos uma expo-

nencial do tipo eλ (Â+B̂), onde Â e B̂ são operadores, até a 3ª ordem de λ (Bandrauk e Shen,

1991).

eλ (Â+B̂) ≈ S(Â, B̂,λ )+S′(Â, B̂,λ )+O(λ 4)

onde S e S′ são:

S(Â, B̂,λ ) = e
λ
2 Âeλ B̂e

λ
2 Â, (3.8a)

S′(Â, B̂,λ ) =
1

24
[Â+2B̂, [Â+ B̂]]λ 3 =

1
24

[B̂, Â]λ 3, (3.8b)

demostrado no apêndice A, na Eq.(A.1). Para representar H, como na equação

Eq.(3.3), fazemos Â =V (r) e B̂ = T (p). Com isso, resolvemos a Eq.(A.1), temos:

[B̂, Â] = [T,V ]

Tendo que T (p) = p2
i

2m
1 e a inidentidade [Â, f (B̂)] = f ′(B̂)[Â, B̂] 2, temos:

[T,V (r)] =− ih̄

m
∇V (r) ·p (3.9)

com demostração no apêndice A. Pelo o operador de evolução temporal, temos que λ =− i
h̄
∆t.

Logo, juntamente com a Eq.(A.5), temos que S′ pode ser dado por:

1Lembrando que p2
i = p2

x + p2
y

2Demostrado no apêndice A, na Eq.(A.4).
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S′ =
∆t3

24h̄2m
∇V (r) ·p (3.10)

Analisando a Eq.(3.10), vemos que S′ é da ordem de ∆t3. Como iremos adotar valores da ordem

de ∆t = 0,1 f s3, temos que S′ será praticatimente irrelevante na aproximação do operador de

evolução temporal por decomposições espectrais. Então, eλ (Â+B̂) pode ser aproximado para:

e−
i
h̄ (V (r)+T (p))∆t ≈ S(T (p),V (r),− i

h̄
∆t)+O(∆t3),

e−
i
h̄ H∆t ≈ e−

i
2h̄V ∆te−

i
h̄ T ∆te−

i
2h̄V ∆t +O(∆t3), (3.11)

A equação Eq.(3.11) consiste na aproximação de segunda ordem feita por M. Suzuki,

com contribuições de Trotter, publicada no início dos anos 1990 usando decomposições espectrais

de operadores exponenciais (Suzuki, 1990), destinado ao uso em teoria de muitos corpos e

simulações usando Monte Carlo. Ignorando o erro O , podemos simplesmente representar o

operador de evolução no tempo como:

Û(t0, t) = e−
i
h̄ H∆t ≈ e−

i
2h̄V ∆te−

i
h̄ T ∆te−

i
2h̄V ∆t +O(∆t3), (3.12)

A equação Eq.(3.12) é a base para a técnica Split Operator, onde seu algoritmo tem

a forma de Fig.17 onde o operador de evolução temporal é aplicado N vezes.

Ψ(r, t0 +N∆t) = [Û(t0, t)]
NΨ(r, t0)

Ψ(r, t0 +N∆t)≈
[
e−

i
2h̄V ∆te−

i
h̄ T ∆te−

i
2h̄V ∆t

]N

Ψ(r, t0), (3.13)

Dado um Ψ(r, t0), primeiro multiplicamos pelo termo de energia potencial e−
i

2h̄V ∆t e

formamos a ocupação :

α(r, t0) = e−
i

2h̄V ∆tΨ(r, t0)

Então fazemos uma Transformada Rápida de Fourier (FFT) em α(r, t0) para o espaço

recíproco de p.

α(p, t0) =
1

2π

∫

Ω
ei

p·r
h̄ α(r, t0)d2r

3 f s = femtosegundo = 10−15 s
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Figura 17 – Algoritmo da técnica Split Operator, com ênfase nos passos que envolvem todas as
operações no pacote de ondas. As transformadas FFT e iFFT lidam com algoritmos
além de toda a trajetória original da técnica Split Operator.

,

Tendo então a FFT de α(r, t0), α(p, t0), multiplicamos pelo termo e−
i
h̄ T ∆t onde T

está no espaço recíproco T ≡ T (p).

η(p, t0) = e−
i
h̄ T ∆tα(p, t0)

Com isso, fazemos a Transformada Inversa de Fourier Rápida (iFFT) em η(p, t0) e

voltamos ao espaço real.

η(r, t0) =
1

2π

∫

Ω
e−i

p·r
h̄ η(p, t0)d2p

Finalmente, multiplicamos η(r, t0) pelo último termo do espaço real e−
i

2h̄V ∆t e temos

obter Ψ(r, t0 +∆t).

Ψ(r, t0 +∆t) = e−
i

2h̄V ∆tη(r, t0)

Repetindo este processo N −1 mais vezes, como no Loop da Fig.17, chegamos a

Ψ(r, t0 +N∆t). O uso de transformadas de Fourier é muito útil na multiplicação pelo termo

cinético e−
i
h̄ T ∆t já que T , por estar no espaço recíproco, pode representar derivadas o que não

seria muito interessante para o cálculo, computacionalmente falando.
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3.3 Hamiltoniano de duas bandas na técnica Split Operator

Para uma primeira abordagem acerca da evolução temporal, usaremos o modelo de

duas bandas com um potencial V (r) aplicado. Adotaremos o Hamiltoniano Ĥ2 como na equação

Eq.(2.102). Tendo o Hamiltoniano abaixo:

Ĥ2 = w(p) ·σ +F(p)I2 +V (r)I2, (3.14)

Então fazemos Ĥ2 composto por uma parte no espaço recíproco Hp e outra parte no espaço real

Hr, todas mostradas abaixo.

Ĥ2 = Hp +Hr,

Hp = w(p) ·σ +F(p)I2, Hr =V (r)I2, (3.15)

O operador de evolução no tempo Eq.(3.7) para o Hamiltoniano de Dirac ficaria

assim:

Û2(t0, t) = e−
i
h̄ Ĥ2∆t

= e−
i
h̄ (Hp+Hr)∆t

≈ e−
i

2h̄ Hr∆te−
i
h̄ Hp∆te−

i
2h̄ Hr∆t +O(∆t3), (3.16)

onde Hp e Hr, dados na Eq.(3.15), referem-se, respectivamente, a espaços recíprocos e reais,

bem como T (p) e V (r) na equação Eq.(3.12). Reescrevemos o operador Û2(t0, t) como:

Û2(t0, t)≈ MrMpMr +O(∆t3),

onde Mr e Mp são:

Mr = e−
i

2h̄ Hr∆t , Mp = e−
i
h̄ Hp∆t

Mr = e−
i

2h̄V (r)∆t
I2, Mp = e−iσ ·w(p)∆t

h̄ e−i ∆t
h̄ F(p), (3.17)

Assim, as matrizes Mr e Mp podem ser escritas como:

Mr = e−
i

2h̄V (r)∆t
I2, (3.18)
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Mp =

[
cos(w′)I2 + i

sin(w′)
w′


 w′

z w′
x − iw′

y

w′
x + iw′

y −w′
z



]

e−i ∆t
h̄ F(p), (3.19)

onde w′ é dado por:

w′ =−∆t

h̄
w, w′ = |w′|= ∆t

h̄
|w|,

Tomando a forma das matrizes Mr e Mp Eq.(3.18) e Eq.(3.19), temos que, após o

operador de evolução temporal Û(t0, t) sendo redefinido, um dado Ψ(r, t) de cada vez mais tarde

Ψ(r, t +∆t), pode ser dado por:

Ψ(r, t +∆t)≈ MrMpMrΨ(r, t), (3.20)

Nas próximas seções, veremos a aplicação do operador de evolução no tempo,

conforme mostrado na Eq.(3.20), na investigação do efeito zitterbewegung na bicamada de

grafeno. Nessa situação, usaremos os mesmos Ψ’s iniciais, com relação à sua forma, e veremos

seu comportamento de amplitude de probabilidade e trajetórias médias na bicamada de grafeno,

ambos os casos tendo sua dinâmica de evolução temporal realizada pela técnica Split Operator,

cujo algoritmo é mostrado na figura Fig.17.

3.4 Hamiltoniano de quatro bandas na técnica Split Operator

Nesta seção, abordaremos a técnica Split Operator sob a luz do modelo de 4 bandas.

Tendo o Hamiltoniano Eq.(2.71), fazendo EÃ = U
2 , EB̃ = U

2 , EA =−U
2 e EB =−U

2 , temos que:

Ĥ4 =




U
2 ν0π† −ν4π† ν3π

ν0π U
2 γ1 −ν4π†

−ν4π γ1 −U
2 ν0π†

ν3π† −ν4π ν0π −U
2




(3.21)

Podemos escrever o hamiltoniano da forma:
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Ĥ4 =
U

2




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




+ξ ν0 px




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0




+ν0 py




0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0




+γ1




0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0




+ξ ν3 px




0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0




−ν3 py




0 0 0 −i

0 0 0 0

0 0 0 0

i 0 0 0




−ξ ν4 px




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0




+ν4 py




0 0 −i 0

0 0 0 −i

i 0 0 0

0 i 0 0




(3.22)

Temo que as matrizes pode ser dado por:




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




= σz ¹ I2,




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0




= I2 ¹σx,




0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0




= I2 ¹σy,




0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0




= Mz,




0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0




= Mx,




0 0 0 −i

0 0 0 0

0 0 0 0

i 0 0 0




= My,




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0




= σx ¹ I2,




0 0 −i 0

0 0 0 −i

i 0 0 0

0 i 0 0




= σy ¹ I2 (3.23)
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Logo, podemos escrever Eq.(3.21) da forma:

Ĥ4 =
U

2
σz ¹ I2 +ν0(ξ pxI2 ¹σx + pyI2 ¹σy)+ γ1Mz +ν3(ξ pxMx + pyMy)

−ν4(ξ pxσx ¹ I2 + pyσy ¹ I2)

= I2 ¹
[
ν0(ξ pxσx + pyσy)

]
+ γ1Mz +ν3(ξ pxMx + pyMy)+

[
U

2
σz −ν4(ξ pxσx + pyσy)

]
¹ I2

podendo ser escrito como:

Ĥ4 = p0 · I2 ¹ ⃗̃σ +p3 ·M+p4 · σ⃗ ¹ I2 (3.24)

em que p0 = ν0pξ , p3 = (ν3pξ ,γ1) e p4 =
(
− ν4pξ ,

U
2

)
, onde pξ = (ξ px, py).

Além disso, temos σ⃗ = (σx,σy,σz) e ⃗̃σ = (σx,σy), sendo as matrizes de pauli, e as matrizes

M= (Mx,My,Mz). A forma na equação Eq.(3.24) é bem familiar quando a comparamos com

a forma em matrizes de Pauli no modelo de 2 bandas. Sabendo que σz ¹ I2 e I2 ¹ ⃗̃σ comutam

entre si (provado no apêndice A), aplicamos o hamiltoniano dado na Eq.(3.24) no operador de

evolução temporal dado em Eq.(3.12).

Û4(t0, t) = e−
iĤ4∆t

h̄

= exp

{
− i∆t

h̄
p0 · I2 ¹ ⃗̃σ − i∆t

h̄
p3 ·M− i∆t

h̄
p4 · σ⃗ ¹ I2

}

≈ exp

{
− i∆t

2h̄
p0 · I2 ¹ ⃗̃σ − i∆t

2h̄
p4 · σ⃗ ¹ I2

}
exp

{
− i∆t

h̄
p3 ·M

}

×exp

{
− i∆t

2h̄
p0 · I2 ¹ ⃗̃σ − i∆t

2h̄
p4 · σ⃗ ¹ I2

}

podendo ser escrito como:

Û4(t0, t) ≈ exp

{
− i∆t

2h̄
p4 · σ⃗ ¹ I2

}
exp

{
− i∆t

2h̄
p0 · I2 ¹ ⃗̃σ

}
exp

{
− i∆t

h̄
p3 ·M

}

×exp

{
− i∆t

2h̄
p0 · I2 ¹ ⃗̃σ

}
exp

{
− i∆t

2h̄
p4 · σ⃗ ¹ I2

}

De uma forma mais compacta, podemos escrever o operador de evolução temporal

da forma:

Û4(t0, t)≈ Ô4Ô0Ô3;1Ô0Ô4 (3.25)



81

onde os operadores são dados por:

Ô0 = exp

{
− i∆t

2h̄
p0 · I2 ¹ ⃗̃σ

}
, Ô3;1 = exp

{
− i∆t

h̄
p3 ·M

}
, Ô4 = exp

{
− i∆t

2h̄
p4 · σ⃗ ¹ I2

}

(3.26)

Calculados no apêndice A, os operadores na Eq.(3.26), temos que:

Ô0 = cos
( pν0∆t

2h̄

)
I4 −

i

p
sin
( pν0∆t

2h̄

)
pξ · (I2 ¹ ⃗̃σ) (3.27a)

Ô3;1 = Ô3 + Ô1 (3.27b)

Ô4 = cos
( p4∆t

2h̄

)
I4 −

i

p4
sin
( p4∆t

2h̄

)
p4 · (σ⃗ ¹ I2) (3.27c)

onde p =
√

p2
x + p2

y e p4 =
√

ν2
4 p2 + U2

4 , e os operadores Ô3 e Ô1, dados por:

Ô1 = I
(4)
2 cos

(γ1∆t

h̄

)
− isin

(γ1∆t

h̄

)
Mz (3.28a)

Ô3 = I
(2)
4 cos

( pν3∆t

h̄

)
− i

p
sin
( pν3∆t

h̄

)
pξ ·M̃ (3.28b)

Onde I
(4)
2 e I

(2)
4 são dados no apêndice A e M̃= (Mx,My). Logo, dado uma Ψ(r, t),

para obte-la em um tempo posterior Ψ(r, t +∆t), temos que:

Ψ(r, t +∆t) = Û4(t0, t)Ψ(r, t)

≈ Ô4Ô0Ô3;1Ô0Ô4Ψ(r, t) (3.29)

Nos proximos capítulos, investigaremos mais afundo a dinâmica de pacotes de onda

através do hamiltoniano de 4 bandas, comparando-o com o modelo de 2 bandas, no que diz

respeito aos orbitais dímeros.

3.5 Hamiltoniano tight binding na técnica Split Operator

Finalmente, abordando o modelo Tight Binding, tomamaos como base o Hamil-

tonaino escrito em segunda quantização na Eq.(2.51). Diferente dos casos anteriores em que

tomavamos uma formulação para baixas energias relativo à um sistema infinito (ou bulk), nesse

caso, adotaremos uma método que está diretamento associado ao espectro real de energia para

um sistema finito, conforme retratado na Fig.18.
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Figura 18 – Representação da discretização da rede real por camada λ = {1,2} da BLG.

Para a construção do Hamiltoniano do sistema, tomamos os orbitais nos sítios

atômicos ψ
µ
i , para µ-ésima subrede e i-ésimo sítio atômico, semelhante à interação de primeiros

vizinhos feita para o hamiltoniano de segunda quantização. Sabendo da forma como os hoppings

são inseridos no sistema, de acordo com Fig.8, temos que a interação entre os orbitais atômicos

ïψµ
i |H |ψµ ′

j ð dentro da célula unitária podem ser dadas pela a tabela 2, com i, j-ésimos orbitais

atômicos pertencentes à uma célula unitária, caracterizando uma interação de primeiros vizinhos

conforme o hamiltoniano na Eq.(2.51).

Tabela 2 – Representação da interação entre orbitais atômicos dentro da célula unitária. Os traços
representam a energia onsite relativa à sub-rede.

H |ψ Ã
j ð |ψ B̃

j ð |ψA
j ð |ψB

j ð
ïψ Ã

i | - γ0 −γ4 γ3

ïψ B̃
i | γ0 - γ1 −γ4

ïψA
i | −γ4 γ1 - γ0

ïψB
i | γ3 −γ4 γ0 -

Com isso, conseguimos criar uma forma discretizada da equação de schrodinger para
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a BLG, na forma:



HNÃ×NÃ
HNÃ×NB̃

HNÃ×NA
HNÃ×NB

HNB̃×NÃ
HNB̃×NB̃

HNB̃×NA
HNB̃×NB

HNA×NÃ
HNA×NB̃

HNA×NA
HNA×NB

HNB×NÃ
HNB×NB̃

HNB×NA
HNB×NB







ΨNÃ×1

ΨNB̃×1

ΨNA×1

ΨNB×1




= E




ΨNÃ×1

ΨNB̃×1

ΨNA×1

ΨNB×1




(3.30)

em que HNµ×Nµ ′ consiste na matriz de blocos de tamanho Nµ ×Nµ ′ que representa a

interação da subrede µ com a µ ′, ΨNµ×1 o vetor coluna relativo à subrede µ de tamanho Nµ ×1,

com formato do tipo ΨT
Nµ×1 = (ψ

µ
1 , ψ

µ
2 , ψ

µ
3 , ..., ψ

µ
Nµ
), de acordo com a disposição dos orbitais

na Fig.18 por camada λ .

Com isso, para a evolução temporal de um dado pacote de onda definido em sistema

finito com na Fig.18, a técnica Split-Operator tem como base o cálculo do operador de evolução

temporal fazendo uso da fórmula de Cayley como uma aproximação de primeira ordem para a

exponecial (Chaves et al., 2010b) , resultando em:

exp
[
− i

h̄
H∆t

]
≈
(
I+

i∆t

4h̄
H

)−1(
I− i∆t

4h̄
H

)
+O(∆t2) (3.31)

onde H é a representação discretizada do hamiltoniano na Eq.(3.30), de ordem NÃ+NB̃+NA+NB,

I a matriz identidade da mesma ordem de H. Logo, para uma dada função Ψ(r, t) de onda definida

sobre toda rede em um tempo t, a função de onda em um tempo posterior t +∆t é dada por:

Ψ(r, t +∆t) = exp
[
− i

h̄
H∆t

]
Ψ(r, t)

(
I+

i∆t

4h̄
H

)
Ψ(r, t +∆t) =

(
I− i∆t

4h̄
H

)
Ψ(r, t) (3.32)

A estrutura de Ψ(r, t +∆t) é bem semelhante a forma da Eq.(3.30). Com isso,

seguindo a mesma lógica do modelo de 4 bandas por possuir o orbitais dímeros e não dímeros, a

definição do pacote de onda gaussiano inicial no modelo tight binding é dado por:
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Ψ(r,0) = N




CÃ f (RÃ
1 )

...

CÃ f (RÃ
NÃ
)

CB̃ f (RB̃
1 )

...

CB̃ f (RB̃
NB̃
)

CA f (RA
1 )

...

CA f (RA
NA
)

CB f (RB
1 )

...

CB f (RB
NB
)




(3.33)

onde f (r) = 1
σ
√

π
exp
[
− r2

2σ2 + ik0 · r
]
, de momentum k0, Rµ

i e Cµ a posição e o

pseudospin (respectivamente) do i-ésimo átomo da subrede µ . Por conta da equivalência que

existe com o modelo de 4 bandas, a definição dos pseudospins do orbitais dímeros no modelo

tight binding acaba sendo definido da mesmo em função dos orbitais não dímeros, conforme a

Eq.(2.82) e Eq.(2.80), conforme veremos posteriormente.

A resolução da equação de evolução temporal na Eq.(3.32) combinado com o pacote

gaussiano na Eq.(3.33) dar-se com solução numérica feita através de simulações computacionais,

com a implementação da técnica Split Operator mostrada anteriormente. Simulações computaci-

onais com a implementação da técnica Split Operator é feita também para o caso do modelo

de 2 e 4 bandas, restando apenas o cálculo analítico para o propagadores com função de Green

G(r,r′, t). Nas próximas seções iremos mostrar a comparação entre os resultados dos modelos

apresentados.
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4 EFEITO DE DEFORMAÇÃO TRIGONAL DEVIDO AO ZITTERBEWEGUNG NA

PROPAGAÇÃO DE PACOTES DE ONDAS EM BICAMADA DE GRAFENO

4.1 Introdução

O efeito zitterbewegung foi investigado por Erwin Schrodinger em 1930 (Rusin,

2011) na equação de Dirac. A equação de Dirac consiste num equação de onda relativística para

partículas de spin s= 1
2 . Com isso, tem-se como solução estados com energias positivas e negativa.

Os estados com energias positiva será características de elétrons e negativas, característica de

buracos. o conceito do efeito zitterbewegung consiste na oscilação da trajetórias médias ïxð ou

ïyð, ou ïrð, com consequência da combinação de estados com energia positivas (p) e negativas

(n).

Nesse contexto, investigaremos tal efeito na bicamada de grafeno, sobre a luz do

modelo de duas bandas, com a dispersão Eq.(2.108), com a forma dos 3 cones mostrados na

Fig.14, obtidos à partir do hamiltoniano Eq.(2.104) de duas bandas. Neste trabalho, faremos

γ4 = 0 (portanto F(p) = 0) e U = 0 pois não faremos a consideração da assimetria elétron-buraco,

nem a consideração do GAP, com base na Eq.(2.109).

Com isso, o hamiltoniano de duas bandas que iremos trabalhar tem a forma:

Ĥ2 =


 0 |w̃|e−iθξ (p)

|w̃|eiθξ (p) 0


 (4.1)

com |w̃| =
√

w2
x +w2

y , com wx e wy dados por Eq.(2.103a) e Eq.(2.103b), respectivamente, e

θξ (p) dado por Eq.(2.111). Os auto-estados à ser utilizados, semelhante a Eq.(2.116), é da

forma:

Φ
p
±(r, t) =

1

2h̄π
√

2
exp

[
i
p · r

h̄
− i

E±(p)t
h̄

]
 1

±eiθξ (p)


 (4.2)

já com a dependência temporal, onde E±(p), com base na Eq.(2.108), é dado por:

E±(p) =±
√

ν4
0

γ2
1

p4 +ν2
3 p2 −2ξ

ν2
0 ν3

γ1
p3 cos(3φ) (4.3)

que implica no efeito Trigonal warping mostrado na figura Fig.14.
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4.2 Propagador Gµ,ν(r,r′, t) para a bicamada de grafeno

A evolução temporal de um dado estado inicial Ψ(r,0) em tempos posteriores é dado

pela a aplicação dos propagadores, como demostrado no apêndice . Para este trabalho, tomamos

um pacote de onda gaussiano como estado inicial Ψ(r,0) da forma:

Ψ(r,0) =
1

σ
√

π

1√
|C1|2 + |C2|2

exp

[
− |r− r0|2

2σ2 + ik0 · r
]
C1

C2


 (4.4)

normalizado, onde C1 e C2 são os conhecidos pseudospins, σ o comprimento do pacote de onda,

k0 o momentum1 e r0 a posição inicial do pacote de onda. O pacote de onda em um tempo

posterior Ψ(r, t) pode ser dado por:

Ψ(r, t) =
∫

G(r,r′, t)Ψ(r′,0)d2r′ (4.5)

onde G(r,r′, t) a função de Green, ou propagador, na forma matricial:

G(r,r′, t) =


G1,1 G1,2

G2,1 G2,2


 (4.6)

cujo os termos Gµ,ν(r,r′, t) são dados por (Lavor et al.; Maksimova et al.; Cunha et

al., 2020b, 2008, 2019):

Gµ,ν(r,r′, t) = ∑
s={+,−}

∫
d2pΦ

p
s;µ(r, t)Φ

p;∗
s;ν (r

′,0) (4.7)

Sabendo que Ψ(r, t) pode ser dado em um vetor coluna na forma Ψ(r, t)= [Ψ1(r, t) Ψ2(r, t)]T ,

substituindo Eq.(4.6) e Eq.(4.4) em Eq.(4.5), temos:


Ψ1(r, t)

Ψ2(r, t)


 =

1√
|C1|2 + |C2|2

∫
f (r′)


G1,1 G1,2

G2,1 G2,2




C1

C2


 d2r′

=
1√

|C1|2 + |C2|2
∫

f (r′)


G1,1C1 +G1,2C2

G2,1C1 +G2,2C2


 d2r′

=
1√

|C1|2 + |C2|2


C1

∫
G1,1 f (r′)d2r′+C2

∫
G1,2 f (r′)d2r′

C1
∫

G2,1 f (r′)d2r′+C2
∫

G2,2 f (r′)d2r′


 (4.8)

1Também dado por p0
h̄

.
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onde f (r) = 1
σ
√

π
exp
[
− |r−r0|2

2σ2 + ik0 · r
]
. A Eq.(4.8) pode ser representada por:


Ψ1(r, t)

Ψ2(r, t)


=

1√
|C1|2 + |C2|2


C1Φ1(r, t)+C2Φ3(r, t)

C1Φ2(r, t)+C2Φ4(r, t)


 (4.9)

em que Φ1(r, t), Φ2(r, t), Φ3(r, t) e Φ4(r, t) são dados por:

Φ1(r, t) =
∫

G1,1(r,r
′, t) f (r′)d2r′ (4.10a)

Φ2(r, t) =
∫

G2,1(r,r
′, t) f (r′)d2r′ (4.10b)

Φ3(r, t) =
∫

G1,2(r,r
′, t) f (r′)d2r′ (4.10c)

Φ4(r, t) =
∫

G2,2(r,r
′, t) f (r′)d2r′ (4.10d)

Usando a equação Eq.(4.2), calculamos os termos Eq.(4.7). Calculando, primeiramente, o termo

G1,1(r,r′, t), temos:

G1,1(r,r
′, t) = ∑

s={+,−}

∫
d2pΦ

p
s;1(r, t)Φ

p;∗
s;1 (r

′,0)

=
∫

d2pΦ
p
+;1(r, t)Φ

p;∗
+;1(r

′,0)+
∫

d2pΦ
p
−;1(r, t)Φ

p;∗
−;1(r

′,0)

=
1

8h̄2π2

∫
d2p

(
exp

[
i
p · (r− r′)

h̄
− i

ε(p)t
h̄

]
+ exp

[
i
p · (r− r′)

h̄
+ i

ε(p)t
h̄

])

=
1

(2h̄π)2

∫
d2p exp

[
i
p · (r− r′)

h̄

]
cos
(ε(p)t

h̄

)
(4.11)

onde ε(p) =

√
ν4

0
γ2

1
p4 +ν2

3 p2 −2ξ
ν2

0 ν3
γ1

p3 cos(3φ). Calculando G1,2(r,r′, t), temos:

G1,2(r,r
′, t) = ∑

s={+,−}

∫
d2pΦ

p
s;1(r, t)Φ

p;∗
s;2 (r

′,0)

=
∫

d2pΦ
p
+;1(r, t)Φ

p;∗
+;2(r

′,0)+
∫

d2pΦ
p
−;1(r, t)Φ

p;∗
−;2(r

′,0)

=
1

8h̄2π2

∫
d2pe−iθξ (p)

(
exp

[
i
p · (r− r′)

h̄
− i

ε(p)t
h̄

]

−exp

[
i
p · (r− r′)

h̄
+ i

ε(p)t
h̄

])

= − i

(2h̄π)2

∫
d2pe−iθξ (p) exp

[
i
p · (r− r′)

h̄

]
sin
(ε(p)t

h̄

)
(4.12)

Calculamos, agora, G2,1(r,r′, t).
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G2,1(r,r
′, t) = ∑

s={+,−}

∫
d2pΦ

p
s;2(r, t)Φ

p;∗
s;1 (r

′,0)

=
∫

d2pΦ
p
+;2(r, t)Φ

p;∗
+;1(r

′,0)+
∫

d2pΦ
p
−;2(r, t)Φ

p;∗
−;1(r

′,0)

=
1

8h̄2π2

∫
d2peiθξ (p)

(
exp

[
i
p · (r− r′)

h̄
− i

ε(p)t
h̄

]

−exp

[
i
p · (r− r′)

h̄
+ i

ε(p)t
h̄

])

= − i

(2h̄π)2

∫
d2peiθξ (p) exp

[
i
p · (r− r′)

h̄

]
sin
(ε(p)t

h̄

)
(4.13)

Calculamos, agora, G2,2(r,r′, t).

G2,2(r,r
′, t) = ∑

s={+,−}

∫
d2pΦ

p
s;2(r, t)Φ

p;∗
s;2 (r

′,0)

=
∫

d2pΦ
p
+;2(r, t)Φ

p;∗
+;2(r

′,0)+
∫

d2pΦ
p
−;2(r, t)Φ

p;∗
−;2(r

′,0)

=
1

8h̄2π2

∫
d2p

(
exp

[
i
p · (r− r′)

h̄
− i

ε(p)t
h̄

]
+ exp

[
i
p · (r− r′)

h̄
+ i

ε(p)t
h̄

])

=
1

(2h̄π)2

∫
d2p exp

[
i
p · (r− r′)

h̄

]
cos
(ε(p)t

h̄

)
= G1,1(r,r

′, t) (4.14)

Calculamos, agora, Φ1(r, t), Φ2(r, t), Φ3(r, t) e Φ4(r, t). Primeiramente, calculamos

Φ1(r, t).

Φ1(r, t) =
∫

G1,1(r,r
′, t) f (r′)d2r′

=
1

(2h̄π)2

∫ {∫
d2p exp

[
i
p · (r− r′)

h̄

]
cos
(ε(p)t

h̄

)}
f (r′)d2r′

=
1

(2h̄π)2

∫
e

ip·r
h̄ cos

(ε(p)t
h̄

)[∫
d2r′ ei

p·r′
h̄ f (r′)

]
d2p

=
1

σ
√

π

1
(2h̄π)2

∫
e

ip·r
h̄ cos

(ε(p)t
h̄

)[∫
d2r′ ei

p·r′
h̄ exp

(
− |r′− r0|2

2σ2 + ik0 · r′
)]

d2p

=
1

σ
√

π

eik0·r0

(2h̄π)2

∫
e

ip·(r+r0)
h̄ cos

(ε(p)t
h̄

)[∫
d2uei

p·u
h̄ exp

(
− |u|2

2σ2 + ik0 ·u
)]

d2p

=
σe−

k2
0σ2

2 eik0·r0

2h̄2
√

π3

∫
e

ip·(r+r0)
h̄ cos

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.15)
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Calculamos, agora, a função Φ2(r, t).

Φ2(r, t) =
∫

G2,1(r,r
′, t) f (r′)d2r′

= − i

(2h̄π)2

∫ {∫
d2peiθξ (p) exp

[
i
p · (r− r′)

h̄

]
sin
(ε(p)t

h̄

)}
f (r′)d2r′

= − i

(2h̄π)2

∫
eiθξ (p)e

ip·r
h̄ cos

(ε(p)t
h̄

)[∫
d2r′ ei

p·r′
h̄ f (r′)

]
d2p

= − 1

σ
√

π

i

(2h̄π)2

∫
eiθξ (p)e

ip·r
h̄ sin

(ε(p)t
h̄

)

×
[∫

d2r′ ei
p·r′

h̄ exp
(
− |r′− r0|2

2σ2 + ik0 · r′
)]

d2p

= − 1

σ
√

π

ieik0·r0

(2h̄π)2

∫
eiθξ (p)e

ip·(r+r0)
h̄ sin

(ε(p)t
h̄

)

×
[∫

d2uei
p·u
h̄ exp

(
− |u|2

2σ2 + ik0 ·u
)]

d2p

= − iσe−
k2
0σ2

2 eik0·r0

2h̄2
√

π3

∫
eiθξ (p)e

ip·(r+r0)
h̄ sin

(ε(p)t
h̄

)

×exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.16)

Calculamos, agora, a função Φ3(r, t).

Φ3(r, t) =
∫

G1,2(r,r
′, t) f (r′)d2r′

= − i

(2h̄π)2

∫ {∫
d2pe−iθξ (p) exp

[
i
p · (r− r′)

h̄

]
sin
(ε(p)t

h̄

)}
f (r′)d2r′

= − i

(2h̄π)2

∫
e−iθξ (p)e

ip·r
h̄ cos

(ε(p)t
h̄

)[∫
d2r′ ei

p·r′
h̄ f (r′)

]
d2p

= − 1

σ
√

π

i

(2h̄π)2

∫
e−iθξ (p)e

ip·r
h̄ sin

(ε(p)t
h̄

)

×
[∫

d2r′ ei
p·r′

h̄ exp
(
− |r′− r0|2

2σ2 + ik0 · r′
)]

d2p

= − 1

σ
√

π

ieik0·r0

(2h̄π)2

∫
e−iθξ (p)e

ip·(r+r0)
h̄ sin

(ε(p)t
h̄

)

×
[∫

d2uei
p·u
h̄ exp

(
− |u|2

2σ2 + ik0 ·u
)]

d2p

= − iσe−
k2
0σ2

2 eik0·r0

2h̄2
√

π3

∫
e−iθξ (p)e

ip·(r+r0)
h̄ sin

(ε(p)t
h̄

)

×exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.17)
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Sabendo que G2,2(r,r′, t) = G1,1(r,r′, t) (pela a Eq.(4.14)), temos que Φ4(r, t) = Φ1(r, t).

Φ4(r, t) =
σe−

k2
0σ2

2 eik0·r0

2h̄2
√

π3

∫
e

ip·(r+r0)
h̄ cos

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.18)

Dado as equações Eq.(4.15) à Eq.(4.18), na próxima seção, com os devidos parâme-

tros para o pacote de onda gaussiano Eq.(4.4), investigamos a evolução temporal do ponto vista

analítico, calculando os valores médios de posição com o uso das funções de Green, com o uso

da equação Eq.(4.9), e do ponto de vista numérico, com o uso da técnica Split Operator, descrito

no capítulo 3, sendo tais feitas a partir da ótica que o modelo de 2 bandas pode prover.

4.3 Valores médios de posição ïr(t)ð com o uso dos propagadores Gµ,ν(r,r′, t)

O calculo dos valores médios de trajetórias ïr(t)ð é dado por (Lavor et al.; Maksi-

mova et al., 2020b, 2008):

ïr(t)ð= ih̄
2

∑
i=1

∫
Ψ̃∗

i (p, t)∇pΨ̃i(p, t)d2p (4.19)

onde Ψ̃i(p, t) consiste na transformada de Fourier2. A transformada de Fourier de

Φ1(r, t), Φ2(r, t), Φ3(r, t) e Φ4(r, t) é dado por:

Φ̃1(p, t) =
σe−

k2
0σ2

2 eik0·r0

h̄
√

π
e

ip·r0
h̄ cos

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)
, (4.20a)

Φ̃2(p, t) =− iσe−
k2
0σ2

2 eik0·r0

h̄
√

π
eiθξ (p)e

ip·r0
h̄ sin

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)
, (4.20b)

Φ̃3(p, t) =− iσe−
k2
0σ2

2 eik0·r0

h̄
√

π
e−iθξ (p)e

ip·r0
h̄ sin

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)
, (4.20c)

Φ̃4(p, t) =
σe−

k2
0σ2

2 eik0·r0

h̄
√

π
e

ip·r0
h̄ cos

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)
, (4.20d)

Aproveitando as transformadas de Fourier, calculamos nas próximas seções os

valores de posição para os 3 tipos de pseudospin [1,0]T , [1,1]T e [1, i]T .

2Para esse caso, temos que a transformada de Fourier F (p) = 1
2π h̄

∫
e

ip∗r
h̄ f (r)d2r e inversa f (x) =

1
2π h̄

∫
e−

ip∗r
h̄ F (p)d2p.
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4.3.1 Pseudospin [1,0]T

Para a polarização C1 = 1 e C2 = 0 no pacote de ondas, temos que a equação Eq.(4.9)

fica da forma:

Ψ1(r, t)

Ψ2(r, t)


=


Φ1(r, t)

Φ2(r, t)


 (4.21)

Com foco nas trajetórias médias, calculamos as mesmas a partir de Eq.(4.21).

ïr(t)ð = ih̄
2

∑
i=1

∫
Ψ̃∗

i (p, t)∇pΨ̃i(p, t)d2p

= ih̄

[∫
Φ̃∗

1∇pΦ̃1 d2p+
∫

Φ̃∗
2∇pΦ̃2 d2p

]

= ih̄e−k2
0σ2

(
σ√
π h̄

)2{∫ [
cos
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]

×∇p

[
cos
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p

+
∫ [

e−iθξ (p) sin
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]

×∇p

[
eiθξ (p) sin

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p

}
,

Simplificando, temos:

ïr(t)ð = ih̄e−k2
0σ2

(
σ√
π h̄

)2 ∫ {
i
[
∇pθξ (p)

]
sin2

(ε(p)t
h̄

)
− pσ2

h̄2 +
k0σ2

h̄

}

×exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p,

Sendo θξ (p) dado por Eq.(2.111). Sendo a integral nula

∫ {
− pσ2

h̄2 +
k0σ2

h̄

}
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p = 0, (4.22)

como demostrado no apêndice A, ïr(t)ð é dado por:

ïr(t)ð=−σ2

π h̄
e−k2

0σ2
∫ [

∇pθξ (p)
]

sin2
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p, (4.23)

Sendo as componentes de ∇pθξ (p) calculados nas Eq.(A.50a-A.50b), as médias

ïx(t)ð e ïy(t)ð é dado por:
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ïx(t)ð=−σ2

π h̄
e−k2

0σ2
∫ [2ν2

0 ξ py[ν
2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]+ [2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py](2ν2
0 px − γ1ξ ν3)

[ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]2 +[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]2

]

× sin2
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.24a)

ïy(t)ð=−σ2

π h̄
e−k2

0σ2
∫ [(2ν2

0 ξ px + γ1ν3)[ν
2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]−2ν2

0 ξ py[2ν2
0 ξ px py + γ1ν3 py]

[ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]2 +[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]2

]

× sin2
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.24b)

Para γ3 = 0, ou seja, sem a presença do efeito trigonal warping, temos que θξ (p) =

2ξ φ 3, de acordo com a Eq.(2.111), e ε(p) = p2

2m
, com m = γ1

2ν2
0

, de acordo com a Eq.(4.3). Logo,

a Eq.(4.23) pode ser dada por:

ïr(t)ð=−2ξ σ2

π h̄
e−k2

0σ2
∫

∇pφ sin2
( p2t

2mh̄

)
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p, (4.25)

Usando coordenadas polares, até mesmo o gradiente4. Sabendo que p = h̄k e que k0 =

k0(cosθ ,sinθ), temos:

ïr(t)ð = −2ξ σ2

π h̄
e−k2

0σ2
∫

∇pφ sin2
( p2t

2mh̄

)
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p

= −2ξ σ2

π
e−k2

0σ2
∫ ∞

0
kdk

∫ 2π

0
dφ

φ̂

k
sin2

( h̄k2t

2m

)
exp(−k2σ2 +2k ·k0σ2)

= −2ξ σ2

π
e−a2

∫ ∞

0
dk

∫ 2π

0
dφ φ̂ sin2

( h̄k2t

2m

)
e−k2σ2

e2kk0 cos(φ−θ)σ2

onde a = k0σ . Temos que os valores médios ïx(t)ð e ïy(t)ð pode ser dados por:

ïx(t)ð= 2ξ σ2

π
e−a2

∫ ∞

0
dk

∫ 2π

0
dφ sinφ sin2

( h̄k2t

2m

)
e−k2σ2

e2kk0 cos(φ−θ)σ2
(4.26a)

ïy(t)ð=−2ξ σ2

π
e−a2

∫ ∞

0
dk

∫ 2π

0
dφ cosφ sin2

( h̄k2t

2m

)
e−k2σ2

e2kk0 cos(φ−θ)σ2
(4.26b)

Resolvendo as integrações, como demostrado no apêndice A, temos que ïx(t)ð e ïy(t)ð é dado

por:

3onde φ = arctan
(

py

px

)

4dado por ∇p = p̂ ∂
∂ p

+ φ̂
p

∂
∂φ , onde p̂ = (cosφ ,sinφ) e φ̂ = (−sinφ ,cosφ).



93

ïx(t)ð= σξ sinθ

[
1− e−a2

a
−2e−a2

∫ ∞

0
e−q2

cos(2q2t ′)I1(2qa)dq

]
(4.27a)

ïy(t)ð=−σξ cosθ

[
1− e−a2

a
−2e−a2

∫ ∞

0
e−q2

cos(2q2t ′)I1(2qa)dq

]
(4.27b)

onde q = kσ , t ′ = h̄t
2mσ2 e I1 a função de Bessel modificada de primeira ordem. Analisando as

duas equações acima, podemos que a ausência do efeito trigonal warping influência bastante na

forma final das trajetórias médias. Analisaremos nas próximas seções de forma mais profunda a

influencia do trigonal warping.

4.3.2 Pseudospin [1,1]T

Para a polarização C1 = 1 e C2 = 1 no pacote de ondas, temos que a equação Eq.(4.9)

fica da forma:

Ψ1(r, t)

Ψ2(r, t)


=

1√
2


Φ1(r, t)+Φ3(r, t)

Φ2(r, t)+Φ4(r, t)


 (4.28)

Com foco nas trajetórias médias, calculamos as mesmas a partir de Eq.(4.28).

ïr(t)ð = ih̄
2

∑
i=1

∫
Ψ̃∗

i (p, t)∇pΨ̃i(p, t)d2p

=
ih̄

2

[∫
(Φ̃∗

1 + Φ̃∗
3)∇p(Φ̃1 + Φ̃3)d2p+

∫
(Φ̃∗

2 + Φ̃∗
4)∇p(Φ̃2 + Φ̃4)d2p

]

=
ih̄

2

[∫ (
Φ̃∗

1∇pΦ̃1 + Φ̃∗
1∇pΦ̃3 + Φ̃∗

3∇pΦ̃1 + Φ̃∗
3∇pΦ̃3

)
d2p

+
∫ (

Φ̃∗
2∇pΦ̃2 + Φ̃∗

2∇pΦ̃4 + Φ̃∗
4∇pΦ̃2 + Φ̃∗

4∇pΦ̃4

)
d2p

]
(4.29)

Sabendo que Φ̃1 = Φ̃4, pela a equação Eq.(4.18), e Φ̃3 = −Φ̃∗
2, pela as equações Eq.(4.16) e

Eq.(4.17), temos:
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ïr(t)ð =
ih̄

2

[∫ (
Φ̃∗

1∇pΦ̃1 + Φ̃∗
1∇pΦ̃3 + Φ̃∗

3∇pΦ̃1 + Φ̃∗
3∇pΦ̃3

)
d2p

+
∫ (

Φ̃∗
2∇pΦ̃2 + Φ̃∗

2∇pΦ̃4 + Φ̃∗
4∇pΦ̃2 + Φ̃∗

4∇pΦ̃4

)
d2p

]

=
ih̄

2

[∫
∇p

(
Φ̃∗

1Φ̃1

)
d2p+

∫
∇p

(
Φ̃∗

3Φ̃3

)
d2p+

∫
Φ̃∗

3∇pΦ̃1 d2p+
∫

Φ̃1∇pΦ̃3 d2p

−
∫

Φ̃3∇pΦ̃1 d2p−
∫

Φ̃1∇pΦ̃∗
3 d2p

]

Substituindo as funções, temos

ïr(t)ð =
ih̄

2
e−k2

0σ2

(
σ

h̄
√

π

)2{∫
∇p

[
cos2

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p

+
∫

∇p

[
sin2

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p+ i

∫ [
eiθξ (p) sin

(ε(p)t
h̄

)

×exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
∇p

[
cos
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p

−i

∫ [
cos
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
∇p

[
e−iθξ (p) sin

(ε(p)t
h̄

)

×exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p+ i

∫ [
e−iθξ (p) sin

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2

+
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
∇p

[
cos
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p− i

∫ [
cos
(ε(p)t

h̄

)

×exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
∇p

[
eiθξ (p) sin

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p

}

Simplificando, temos:

ïr(t)ð =
ih̄

2
e−k2

0σ2

(
σ

h̄
√

π

)2 ∫ [
− 2pσ2

h̄2 +
2k0σ2

h̄
− 2it

h̄
∇pε(p)cosθξ (p)

+isinθξ (p)∇pθξ (p)sin
(2ε(p)t

h̄

)]
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.30)

Assim como no caso anterior, como na Eq.(4.22), temos que ïr(t)ð pode ser dado

por:
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ïr(t)ð = e−k2
0σ2 σ2

2π h̄

∫ [
2t

h̄
∇pε(p)cosθξ (p)− sinθξ (p)∇pθξ (p)

×sin
(2ε(p)t

h̄

)]
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.31)

Sendo as componentes de ∇pθξ (p) e ∇pε(p) calculados nas Eq.(A.50a-A.50b) e

Eq.(A.52a-A.52b), temos que ïx(t)ð e ïy(t)ð é dado por:

ïx(t)ð= e−k2
0σ2 σ2

2π h̄

∫ {
2t

h̄

cosθξ (p)

ε(p)

[
ν4

0

γ2
1

p2 px +ν3 px −3ξ
ν2

0 ν3

γ1
p2 cos(2φ)

]

−
[

2ν2
0 ξ py[ν

2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]+ [2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py](2ν2
0 px − γ1ξ ν3)

[ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]2 +[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]2

]
sinθξ (p)

× sin
(2ε(p)t

h̄

)}
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p, (4.32a)

ïy(t)ð= e−k2
0σ2 σ2

2π h̄

∫ {
2t

h̄

cosθξ (p)

ε(p)

[
ν4

0

γ2
1

p2 py +ν3 py −3ξ
ν2

0 ν3

γ1
p2 sin(2φ)

]

−
[
(2ν2

0 ξ px + γ1ν3)[ν
2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]−2ν2

0 ξ py[2ν2
0 ξ px py + γ1ν3 py]

[ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]2 +[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]2

]
sinθξ (p)

× sin
(2ε(p)t

h̄

)}
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p, (4.32b)

Assim como o caso anterior, analisamos a Eq.(4.31) sem a influência do trigonal

warping, ou seja γ3 = 0. Com θξ (p) = 2ξ φ e ε(p) = p2

2m
, temos:

ïr(t)ð = e−k2
0σ2 σ2

2π h̄

∫ [
2t

h̄
∇p

(
p2

2m

)
cos(2φ)−2sin(2φ)∇pφ

×sin
( p2t

mh̄

)]
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.33)

ïr(t)ð= e−k2
0σ2 σ2

2π h̄

∫ [
2t

h̄

p
m

cos(2φ)−2
φ̂

p
sin(2φ)sin

( p2t

mh̄

)]
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p

(4.34)



96

Usando p = h̄k e usando coordenadas polares, temos:

ïr(t)ð = e−k2
0σ2 σ2

2π

∫ ∞

0
dk

∫ 2π

0
dφ

[
2th̄k2

m
k̂cos(2φ)−2φ̂ sin(2φ)sin

( h̄k2t

m

)]

×exp
(
− k2σ2 +2kk0σ2 cos(φ −θ)

)
(4.35)

Sendo a = k0σ , temos:

ïr(t)ð = e−a2 σ2

π

{
th̄

m

∫ ∞

0
dk k2e−k2σ2

[∫ 2π

0
k̂cos(2φ)e2kσacos(φ−θ) dφ

]

−
∫ ∞

0
dk sin

( h̄k2t

m

)
e−k2σ2

[∫ 2π

0
φ̂ sin(2φ)e2kσacos(φ−θ) dφ

]}
(4.36)

as médias ïx(t)ð e ïy(t)ð é dada por:

ïx(t)ð=e−a2 σ2

π

{
th̄

m

∫ ∞

0
dk k2e−k2σ2

[∫ 2π

0
cosφ cos(2φ)e2kσacos(φ−θ) dφ

]

+
∫ ∞

0
dk sin

( h̄k2t

m

)
e−k2σ2

[∫ 2π

0
sinφ sin(2φ)e2kσacos(φ−θ) dφ

]}
(4.37a)

ïy(t)ð=e−a2 σ2

π

{
th̄

m

∫ ∞

0
dk k2e−k2σ2

[∫ 2π

0
sinφ cos(2φ)e2kσacos(φ−θ) dφ

]

−
∫ ∞

0
dk sin

( h̄k2t

m

)
e−k2σ2

[∫ 2π

0
cosφ sin(2φ)e2kσacos(φ−θ) dφ

]}
(4.37b)

Pelo o sofware Mathematica®(Inc., ), temos que as integrais em colchetes assim são

dadas por:

∫ 2π

0
cosφ cos(2φ)e2kσacos(φ−θ) dφ = π cosθ

[
2I3(2qa)cos(2θ)+qa 0F1(3;q2a2)

]
(4.38a)

∫ 2π

0
sinφ sin(2φ)e2kσacos(φ−θ) dφ = qaπ cosθ

[
(2cos(2θ)−1)0F1(3;q2a2)+40F1(2;q2a2)sin2 θ

]

(4.38b)
∫ 2π

0
sinφ cos(2φ)e2kσacos(φ−θ) dφ = qaπ

[
2cos(2θ)sinθ 0F1(2;q2a2)− sin(3θ)0F1(3;q2a2)

]

(4.38c)
∫ 2π

0
cosφ sin(2φ)e2kσacos(φ−θ) dφ = 4πI1(2qa)cosθ sin(2θ)−qaπ sin(3θ)0F1(3;q2a2)

(4.38d)

onde q = kσ , I3 é a função de Bessel modificada de terceira ordem e 0F1(n;z) a função hipergeo-

métrica confluente de ordem n. Temos que as médias ïx(t)ð e ïy(t)ð é dada por:
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ïx(t)ð= σ cosθe−a2

{
2t ′
∫ ∞

0
dqq2e−q2

[
2I3(2qa)cos(2θ)+qa 0F1(3;q2a2)

]

+a

∫ ∞

0
dqqsin(2q2t ′)e−q2

[
(2cos(2θ)−1)0F1(3;q2a2)+40F1(2;q2a2)sin2 θ

]}

(4.39a)

ïy(t)ð= σe−a2

{
2t ′
∫ ∞

0
dqq3e−q2

[
2cos(2θ)sinθ 0F1(2;q2a2)− sin(3θ)0F1(3;q2a2)

]

−
∫ ∞

0
dq sin(2q2t ′)e−q2

[
4I1(2qa)cosθ sin(2θ)−qasin(3θ)0F1(3;q2a2)

]}
(4.39b)

onde t ′ = h̄t
2mσ2 . Para um caso especifico onde θ = π

2 (polarização de mometum no

eixo y), temos que a integral Eq.(4.38c) é dada por (Inc., ):

∫ 2π

0
sinφ cos(2φ)e2kσacos(φ−θ) dφ

∣∣∣∣∣
θ= π

2

=−2π
[
I1(2aq)−

( 1
aq

)
I2(2aq)

]
, (4.40)

Onde I2 é a função de Bessel modificada de segunda ordem. Logo, tendo que

ïx(t)ð= 0, ïy(t)ð pode ser dado por:

ïy(t)ð = −e−a2
σ

{
4t ′
∫ ∞

0
dqe−q2

[
q2I1(2aq)−

(q

a

)
I2(2aq)

]

+a

∫ ∞

0
dqqsin(2q2t ′)e−q2

0F1(3;q2a2)

}
(4.41)

Nas próximas seções abordaremos os resultados para a polarização [1,1]T .

4.3.3 Pseudospin [1, i]T

par Para a polarização C1 = 1 e C2 = i no pacote de ondas, temos que a equação

Eq.(4.9) fica da forma:

Ψ1(r, t)

Ψ2(r, t)


=

1√
2


Φ1(r, t)+ iΦ3(r, t)

Φ2(r, t)+ iΦ4(r, t)


 (4.42)

Com foco nas trajetórias médias, calculamos as mesmas a partir de Eq.(4.42).
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ïr(t)ð = ih̄
2

∑
i=1

∫
Ψ̃∗

i (p, t)∇pΨ̃i(p, t)d2p

=
ih̄

2

[∫
(Φ̃∗

1 − iΦ̃∗
3)∇p(Φ̃1 + iΦ̃3)d2p+

∫
(Φ̃∗

2 − iΦ̃∗
4)∇p(Φ̃2 + iΦ̃4)d2p

]

=
ih̄

2

[∫ (
Φ̃∗

1∇pΦ̃1 + iΦ̃∗
1∇pΦ̃3 − iΦ̃∗

3∇pΦ̃1 + Φ̃∗
3∇pΦ̃3

)
d2p

+
∫ (

Φ̃∗
2∇pΦ̃2 + iΦ̃∗

2∇pΦ̃4 − iΦ̃∗
4∇pΦ̃2 + Φ̃∗

4∇pΦ̃4

)
d2p

]
(4.43)

Da mesma forma que no caso anterior, sabendo que Φ̃1 = Φ̃4, pela a equação Eq.(4.18), e

Φ̃3 =−Φ̃∗
2, pela as equações Eq.(4.16) e Eq.(4.17), temos:

ïr(t)ð =
ih̄

2

[∫
∇p

(
Φ̃∗

1Φ̃1

)
d2p+

∫
∇p

(
Φ̃∗

3Φ̃3

)
d2p− i

∫
Φ̃∗

3∇pΦ̃1 d2p+ i

∫
Φ̃1∇pΦ̃3 d2p

−i

∫
Φ̃3∇pΦ̃1 d2p+ i

∫
Φ̃1∇pΦ̃∗

3 d2p

]

Substituindo as funções, temos

ïr(t)ð =
ih̄

2
e−k2

0σ2

(
σ

h̄
√

π

)2{∫
∇p

[
cos2

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p

+
∫

∇p

[
sin2

(ε(p)t
h̄

)
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p+

∫ [
eiθξ (p) sin

(ε(p)t
h̄

)

×exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
∇p

[
cos
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p

+
∫ [

cos
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
∇p

[
e−iθξ (p) sin

(ε(p)t
h̄

)

×exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p−

∫ [
e−iθξ (p) sin

(ε(p)t
h̄

)

×exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
∇p

[
cos
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p

−
∫ [

cos
(ε(p)t

h̄

)
exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
∇p

[
eiθξ (p) sin

(ε(p)t
h̄

)

×exp
(
− p2σ2

2h̄2 +
(p ·k0)σ

2

h̄

)]
d2p

}

Simplificando, temos:
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ïr(t)ð =
ih̄

2
e−k2

0σ2

(
σ

h̄
√

π

)2 ∫ [
− 2pσ2

h̄2 +
2k0σ2

h̄
− 2it

h̄
∇pε(p)sinθξ (p)

−icosθξ (p)∇pθξ (p)sin
(2ε(p)t

h̄

)]
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.44)

Assim como no caso anterior, como na Eq.(4.22), temos que ïr(t)ð pode ser dado

por:

ïr(t)ð = e−k2
0σ2 σ2

2π h̄

∫ [
2t

h̄
∇pε(p)sinθξ (p)+ cosθξ (p)∇pθξ (p)

×sin
(2ε(p)t

h̄

)]
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.45)

Sendo as componentes de ∇pθξ (p) e ∇pε(p) calculados nas Eq.(A.50a-A.50b) e

Eq.(A.52a-A.52b), temos que ïx(t)ð e ïy(t)ð é dado por:

ïx(t)ð= e−k2
0σ2 σ2

2π h̄

∫ {
2t

h̄

sinθξ (p)

ε(p)

[
ν4

0

γ2
1

p2 px +ν3 px −3ξ
ν2

0 ν3

γ1
p2 cos(2φ)

]

+

[
2ν2

0 ξ py[ν
2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]+ [2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py](2ν2
0 px − γ1ξ ν3)

[ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]2 +[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]2

]
cosθξ (p)

× sin
(2ε(p)t

h̄

)}
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.46a)

ïy(t)ð= e−k2
0σ2 σ2

2π h̄

∫ {
2t

h̄

sinθξ (p)

ε(p)

[
ν4

0

γ2
1

p2 py +ν3 py −3ξ
ν2

0 ν3

γ1
p2 sin(2φ)

]

+

[
(2ν2

0 ξ px + γ1ν3)[ν
2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]−2ν2

0 ξ py[2ν2
0 ξ px py + γ1ν3 py]

[ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]2 +[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]2

]
cosθξ (p)

× sin
(2ε(p)t

h̄

)}
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.46b)

Assim como o caso anterior, analisamos a Eq.(4.45) sem a influência do trigonal

warping, ou seja γ3 = 0. Com θξ (p) = 2ξ φ e ε(p) = p2

2m
, temos:
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ïr(t)ð = e−k2
0σ2 σ2

2π h̄

∫ [
ξ

2t

h̄
∇p

(
p2

2m

)
sin(2φ)+2ξ cos(2φ)∇pφ

×sin
( p2t

mh̄

)]
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p (4.47)

ïr(t)ð= e−k2
0σ2

ξ
σ2

2π h̄

∫ [
2t

h̄

p
m

cos(2φ)+2
φ̂

p
sin(2φ)sin

( p2t

mh̄

)]
exp
(
− p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p

(4.48)

Usando p = h̄k e usando coordenadas polares, temos:

ïr(t)ð = −= e−k2
0σ2 σ2

2π

∫ ∞

0
dk

∫ 2π

0
dφ

[
2th̄k2

m
k̂cos(2φ)+2φ̂ sin(2φ)sin

( h̄k2t

m

)]

×exp
(
− k2σ2 +2kk0σ2 cos(φ −θ)

)
(4.49)

Sendo a = k0σ e q = kσ , temos:

ïr(t)ð = e−a2 ξ

π

{
th̄

mσ

∫ ∞

0
dqq2e−q2

[∫ 2π

0
k̂sin(2φ)e2qacos(φ−θ) dφ

]

+σ

∫ ∞

0
dq sin

( h̄t

mσ2 q2
)

e−q2

[∫ 2π

0
φ̂ cos(2φ)e2qacos(φ−θ) dφ

]}
(4.50)

sendo t ′ = h̄t
2mσ2 , temos que:

ïr(t)ð = e−a2
ξ

σ

π

{
2t ′
∫ ∞

0
dqq2e−q2

[∫ 2π

0
k̂sin(2φ)e2qacos(φ−θ) dφ

]

+
∫ ∞

0
dq sin(2q2t ′)e−q2

[∫ 2π

0
φ̂ cos(2φ)e2qacos(φ−θ) dφ

]}
(4.51)

as médias ïx(t)ð e ïy(t)ð é dada por:

ïx(t)ð=e−a2
ξ

σ

π

{
2t ′
∫ ∞

0
dqq2e−q2

[∫ 2π

0
cosφ sin(2φ)e2qacos(φ−θ) dφ

]

−
∫ ∞

0
dq sin(2q2t ′)e−q2

[∫ 2π

0
sinφ cos(2φ)e2qacos(φ−θ) dφ

]}
(4.52a)

ïy(t)ð=− e−a2
ξ

σ

π

{
2t ′
∫ ∞

0
dqq2e−q2

[∫ 2π

0
sinφ sin(2φ)e2qacos(φ−θ) dφ

]

+
∫ ∞

0
dq sin(2q2t ′)e−q2

[∫ 2π

0
cosφ cos(2φ)e2qacos(φ−θ) dφ

]}
(4.52b)
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Tendo as integrais Eq.(4.38a)-(4.38d) resolvidas na polarização anterior, temos que

ïx(t)ð e ïy(t)ð são dados por:

ïx(t)ð=e−a2
ξ σ

{
2t ′
∫ ∞

0
dqq2e−q2

[
4I1(2qa)cosθ sin(2θ)−qasin(3θ)0F1(3;q2a2)

]

−a

∫ ∞

0
dqqsin(2q2t ′)e−q2

[
2cos(2θ)sinθ 0F1(2;q2a2)− sin(3θ)0F1(3;q2a2)

]}

(4.53a)

ïy(t)ð=e−a2
ξ σ cosθ

{
2at ′

∫ ∞

0
dqq3e−q2

[
(2cos(2θ)−1)0F1(3;q2a2)+40F1(2;q2a2)sin2 θ

]

+
∫ ∞

0
dq sin(2q2t ′)e−q2

[
2I3(2qa)cos(2θ)+qa 0F1(3;q2a2)

]}
(4.53b)

Da mesma forma que no caso anterior, para θ = π
2 , polarizado no eixo y, temos que ïy(t)ð= 0.

Para calcular ïx(t)ð, temos que as integrais Eq.(4.38c) e Eq.(4.38d)5 são dados por:

∫ 2π

0
sinφ cos(2φ)e2qacos(φ−θ) dφ

∣∣∣∣∣
θ= π

2

= 2π

[
− I1(2qa)+

I2(2qa)

qa

]
(4.54a)

∫ 2π

0
cosφ sin(2φ)e2qacos(φ−θ) dφ

∣∣∣∣∣
θ= π

2

= 2π
I2(2qa)

qa
(4.54b)

Temos que ïx(t)ð para esse caso em especifico, é dado por:

ïx(t)ð = e−a2
ξ σ

{
4t ′
∫ ∞

0
dqe−q2

(q

a

)
I2(2qa)

−2
∫ ∞

0
dq sin(2q2t ′)e−q2

[
− I1(2qa)+

I2(2qa)

qa

]}
(4.55)

Nessa seção, vimos uma abordagem analítica à cerca do valores médios utilizando o

modelo de 2 bandas. Percebemos que em todas as trajetórias médias dependem do parâmetro

a. Na próxima seção, abordaremos com mais detalhes a função do parâmetro a, bem como a

comparação do modelo analítico com um abordagem numérica.

5Calculadas pelo o software Mathematica ®(Inc., )
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4.4 Resultados para o Hamiltoniano de 2 bandas

Ultizando o pacote do onda gaussiano inicial dado na equação Eq.(4.4), aplicamos

sobre o mesmo o operador de evolução temporal para o modelo de 2 bandas para a bicamada

de grafeno Û2(t0, t) descritos na equação Eq.(3.16). Fazendo essa análise do ponto de vista do

modelo de 2, primeiramente, lidamos com o efeito trigonal warping de maneira mais direta,

como veremos mais adiante.

Para a abordagem numérica, o momentum do pacote de onda k0 assumirá duas formas:

polarização no eixo x e no eixo y, conforme descrito na tabela 3. Em ambas as polarizações,

investigaremos os 3 casos de pseudospins [C1,C2]
T , como [1,0]T , [1,1]T e [1, i]T , comparando

os valores médios com o cálculo analítico feito com o propagador Gµ,ν(r,r′, t) feito na seção

anterior.

Tabela 3 – Tabela de parâmetro usados na construção do pacote de onda na Eq.(4.4), com a
polarização no eixo x ou y.

Polarização momentum k0 Posição inicial r0 θ (◦)
Eixo x k0 = (k0,0) r0 = (0,0) θ = 0◦

Eixo y k0 = (0,k0) r0 = (0,0) θ = 90◦

4.4.1 Polarização no eixo x

Para efeito de comparação com o caso analítico, obtido anteriormente com o uso

dos propagadores Gµ,ν(r,r′, t), tomamos k0 = (k0,0) nas equações da posição média ïr̂(t)ð,
dada nas equações Eq.(4.23), para o pseudospin [1,0]T , Eq.(4.31), para [1,1]T e Eq.(4.45) para

o pseudospin [1, i]T .

Na seção anterior, vimos casos específicos para a polarização no eixo y, com θ = π
2 ,

para a ausência do efeito trigonal warping. Para a polarização no eixo x (θ = 0◦), temos que

ïx(t)ð = 0 e ïy(t)ð ̸= 0, para o pseudospin [1,0]T , ïx(t)ð ̸= 0 e ïy(t)ð = 0, para o pseudospin

[1,1]T , ïx(t)ð = 0 e ïy(t)ð ̸= 0, para o pseudospin [1, i]T . Os valores médios não nulos são

dados por pelas as equações Eq.(4.56a-4.56c), para os pseudospins [1,0]T , [1,1]T e [1, i]T ,

respectivamente.
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ïy(t)ð=−σξ

[
1− e−a2

a
−2e−a2

∫ ∞

0
e−q2

cos(2q2t ′)I1(2qa)dq

]
(4.56a)

ïx(t)ð= σe−a2
∫ ∞

0
dqe−q2

{
2t ′q2

[
2I3(2qa)+qa 0F1(3;q2a2)

]
−aqsin(2q2t ′)0F1(3;q2a2)

}

(4.56b)

ïy(t)ð= e−a2
ξ σ

∫ ∞

0
dqe−q2

{
−2at ′q3

0F1(3;q2a2)+ sin(2q2t ′)
[
2I3(2qa)+qa 0F1(3;q2a2)

]}

(4.56c)

Além de uma abordagem analítica, tomamos agora a simulação com o da técnica

split operator para o modelo de 2 bandas, conforme exposto na Eq.(3.20). Com isso, através do

algorítimo da técnica mencionada (Fig.17), tomamos a propagação de um dado pacote de onda,

como na Eq.(4.4), com as 3 possibilidade de pseudospins mencionadas.

Na simulação pela a técnica Split operator, analisamos, primeiramente, os valores

médios do pseudospin [1,0]T , ïx(t)ð e ïy(t)ð. Vemos que para γ3 nulo ou não nulo para o eixo

x, o valor médio permanece constante. Isso pode ser visto analisando as equações Eq.(4.56a)

e Eq.(4.24a-4.24b), que resulta ïxð = 0, em conformidade com a simulação na Fig. 19 pela a

técnica Split Operator (explanado no capítulo 3) e pelo o propagador G(r,r′, t). Como podemos

ver na figura, as oscilações dos valores médios ïyð são bastante perceptivas para os 4 valores de

σk0 = a, com um comportamento mais intenso em σk0 = 4, para ambos os casos de γ3 nulo ou

não nulo, sendo perceptível o efeito zitterbewegung no pacote de onda ao longo do tempo.

A análise da densidade de probabilidade na figura Fig.20 para o caso do pseudospin

[1,0]T , vemos que ao considerarmos o hopping γ3, o efeito trigonal warping possui pouca

influência sobre o pacote de onda ao longo do tempo em que o pacote vai evoluindo. Tal

percepção é vista para duas simulações: σk0 = 1 e σk0 = 2. Outro aspecto interessante à se

ressaltar é a tendência do pacote de onde de dividir-se em dos sub-pacotes.

Analisando, agora, o caso do pseudospin [1,1]T , vemos que para γ3 nulo ou não nulo

para o eixo y, o valor médio permanece constante. Isso pode ser visto analisando a equação

Eq.(4.56b) e Eq.(4.32a-4.32b), que resulta ïyð= 0, em conformidade com a simulação na Fig. 19

pela a técnica Split Operator e pelo o propagador G(r,r′, t). As oscilações dos valores médios

ïxð praticamente não existem para os 4 valores de σk0 = a, para ambos os casos de γ3 nulo ou

não nulo, sendo inexistente o efeito zitterbewegung no pacote de onda ao longo de sua evolução

temporal.
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Figura 19 – Polarização em x (θ = 0◦): Utilizando um pacote de ondas gaussiano na forma da
Eq.(4.4), analisamos sua evolução temporal na bicamada de grafeno sob a perspec-
tiva dos propagadores G(r,r′, t) (linhas sólidas) e da técnica Split Operator (linhas
tracejadas). Tomamos σ = 2,nm, k0 = (k0,0),nm−1, onde analisamos quatro pro-
dutos a = σk0 = 1,2,3,4, e r0 = (0,0) para o momento e a posição inicial. O efeito
zitterbewegung é perceptível devido às oscilações nas trajetórias ao longo do tempo
(ïx(t)ð e ïy(t)ð).

Analisando a densidade de probabilidade na figura Fig.20 para o pseudospin [1,1]T ,

vemos que ao considerarmos o hopping γ3, o efeito trigonal warping possui pouca (ou quase

nenhuma) influência sobre o pacote de onda ao longo do tempo em que o pacote vai evoluindo.

A influência ainda é menor quando comparamos com a simulação anterior para o pseudospin

[1,0]T . Tal percepção é vista para duas simulações: a = σk0 = 1 e a = σk0 = 2. Outro aspecto

interessante à se ressaltar é que, diferente da simulação anterior, nesse caso, não temos a tendência

do pacote de onda de dividir-se em dois sub-pacotes.

O caso para o pseudospin [1,0]T , em particular, representa um ótimo caso para a

implementação de dispositivos de transporte devido ao fato de que o fluxo eletrônico ocorre

de maneira harmoniosa e uniforme, sem situação não desejadas decorrentes das oscilações

provocadas pelo o efeito zitterbewegung.

Por ultimo, analisando a figura Fig.19 para o pseudospin [1, i]T , vemos que para



105

Figura 20 – (Polarização em x): Utilizando um pacote de ondas gaussiano na forma da Eq.(4.4),

analisamos sua evolução temporal na bicamada de grafeno, observando os instantes

da densidade de probabilidade |Ψ|2 para as 3 polarizações [C1,C2]
T . Tomamos

σ = 20,nm, momentum k0 = (k0,0),nm−1, onde analisamos dois produtos a =
σk0 = 1,2. A posição inicial é r0 = (0,0).

Min Max

γ3 nulo ou não nulo para o eixo x, o valor médio permanece constante, semelhante aos casos

anteriores para um dos eixos x ou y. Isso pode ser visto analisando a equação Eq.(4.56c) e

Eq.(4.46a-4.46b), onde simplificando, resulta ïxð = 0, em conformidade com a simulação na

Fig. 19 pela a técnica Split operator e pelo o propagador G(r,r′, t). Nos instantes iniciais, vemos

que as oscilações dos valores médios ïyð são perceptíveis para os 4 valores de σk0 = a, para

ambos os casos de γ3 nulo ou não nulo, sendo a incidência do efeito zitterbewegung um fato no

pacote de onda ao longo do tempo.

A análise da densidade de probabilidade na figura Fig.20 para o pseudospin [1, i]T ,

vemos que ao considerarmos o hopping γ3, o efeito trigonal warping possui pouca influência

sobre o pacote de onda ao longo do tempo em que o pacote vai evoluindo, sendo muito forte

nos instantes iniciais como mencionado anteriormente. A influência do efeito zitterbewegung

ainda é menor quando comparamos com a simulação de pseudospin [1,0]T , mas um tanto intensa

quando comparamos com o caso anterior [1,0]T . Tal percepção é vista para duas simulações:

a=σk0 = 1 e a=σk0 = 2. Outro aspecto interessante à se ressaltar é que, diferente da simulação

anterior, nesse caso, nós temos a tendência do pacote de onda dividir-se em dois sub-pacotes,

propagando-se em velocidades opostas no eixo-x.

Nas três simulações vistas até para a polarização no eixo x, vimos em todos os casos
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que o pacote de onda pode ou não dividir em dois sub-pacotes no decorrer do tempo para algumas

polarizações de pseudospins, como nos casos [1,0]T e [1, i]T . A divisão do pacote de onda em

dois sub-pacotes torna-se mais intensa no decorrer do tempo com valores mais altos do produto

a = σk0 maior (como na Fig.20 para [1,0]T e [1, i]T ), que implicaria necessariamente em um

momentum k0 maior, implicando também em energias mais altas para o pacote. Outro aspecto é o

fato de todas as representações de trajetórias do centro do pacote de onda (ïxð ,ïyð) ser retilíneo

(como mostrado na Fig.19). Além da questão de divisão de sub-pacotes e trajetórias retilíneas,

temos que os resultados das simulações para os valores de hoppings γ3 nulo e não nulo são muito

semelhantes. Veremos a explicação dessa semelhança após a realização da mesma simulação,

mas para o eixo y, onde faremos uma comparação.

4.4.2 Polarização no eixo y

Figura 21 – Polarização em y φ = 90◦: Os mesmos parâmetros da polarização em x (Fig.19),

mas agora para a polarização do eixo y do momentum.
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Figura 22 – (Polarização em y): Os mesmos parâmetros da polarização x (Fig.20), mas para a

polarização do eixo y do momentum, com k0 = (0,k0).

Min Max

ïx(t)ð= σξ

[

1− e−a2

a
−2e−a2

∫

∞

0
e−q2

cos(2q2t ′)I1(2qa)dq

]

(4.57a)

ïy(t)ð=−e−a2
σ

∫

∞

0
dq

{

4t ′e−q2
[

q2I1(2aq)−
(q

a

)

I2(2aq)
]

+aqsin(2q2t ′)e−q2

0F1(3;q2a2)

}

(4.57b)

ïx(t)ð= e−a2
ξ σ

∫

∞

0
dq

{

4t ′e−q2
(q

a

)

I2(2qa)−2sin(2q2t ′)e−q2

[

− I1(2qa)+
I2(2qa)

qa

]}

(4.57c)

Assim como na seção anterior, como vimos para a polarização no eixo x (θ = 0◦),

temos as expressões analítica para os valores médios. Para a polarização no eixo y (θ = π
2 ), como

calculado anteriormente com a ausência do efeito trigonal warping pela as equações Eq.(4.57a)

e Eq.(4.41-4.55), temos que ïy(t)ð = 0 e ïy(t)ð ≠ 0, para o pseudospin [1,0]T , ïy(t)ð ≠ 0 e

ïx(t)ð = 0, para o pseudospin [1,1]T , ïy(t)ð = 0 e ïx(t)ð ≠ 0, para o pseudospin [1, i]T . Os

valores médios não nulos são dados por pelas as equações Eq.(4.57a-4.57c), para os pseudospins

[1,0]T , [1,1]T e [1, i]T , respectivamente.

Na seção anterior, vimos as devidas simulações com a dinâmica de pacotes de ondas

com a polarização do momentum k0 polarizado no eixo x. Agora, realizando novamente uma

simulação para o modelo de duas bandas, adotamos os parâmetros do pacote de onda gaussiano

na Eq.(4.4), descritos na tabela 3, com o momentum k0 polarizado no eixo-y, investigando para
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3 casos de pseudospins: [1,0]T , [1,1]T e o caso [1, i]T , semelhante aos caso anteriores para a

polarização no eixo x.

Analisando, primeiramente de forma breve a Fig. 21, para o pseudospin [1,0]T ,

vemos que para γ3 não nulo, temos a oscilação dos valores médios de ïxð e ïyð, fazendo com

as trajetórias tenha aspectos quase circulares. Isso é um evidência da existência do efeito

zitterbewegung. No caso γ3 nulo, temos que ïyð é sempre nulo, evidenciando uma simetria no

pacote de onda ao longo do tempo. Isso pode ser visto analisando as equações Eq.(4.24a-4.24b),

onde simplificando, resulta ïyð= 0 (para γ3 = 0), em conformidade com a simulação na Fig. 21

pela a técnica Split Operator e pelo o propagador G(r,r′, t), mantendo a simetria mencionado.

As oscilações dos valores médios ïyð são bastante perceptivas para os 4 valores de σk0 = a, com

um comportamento mais intenso em a = σk0 = 4, para ambos os casos de γ3 nulo ou não nulo,

sendo perceptível o efeito zitterbewegung no pacote de onda ao longo do tempo.

A análise da densidade de probabilidade para o pseudospin [1,0]T na figura Fig.22,

vemos que ao considerarmos o hopping γ3, levando em conta o efeito trigonal warping, vemos

que a densidade sofre um mudança no seu formato, ao longo do tempo em que o pacote vai

evoluindo. Com γ3 nulo temos uma densidade de probabilidade com simetria em relação ao eixo-

x. Essa simetria é perdida ao considerarmos o efeito trigonal warping (γ3 ̸= 0). Tal percepção

é vista para duas simulações: σk0 = 1 e σk0 = 2. Outro aspecto interessante à se ressaltar é a

tendência do pacote de onde de dividir-se em dos sub-pacotes.

Analisando a figura Fig. 21, agora para o pseudospin [1,1]T , analisando primeira-

mente o caso γ3 ̸= 0, vemos que o papel do efeito trigonal warping é mais evidente um vez que,

diferente do caso γ3 = 0, as trajetórias perdem totalmente a simetria, sendo que no caso γ3 = 0,

apenas ïxð é zero ao longo de toda a trajetória, como mostra a figura Fig. 21, para as simulações

com a técnica Split Operator e o caso analítico com os propagadores G(r,r′, t). Comparando

com o caso anterior, nesse não existe uma presença clara do efeito zitterbewegung, tendo um

comportamento quase linear nas trajetórias ao longo de todo o tempo.

Para densidade de probabilidade na figura Fig.22 no que diz respeito ao pseudospin

[1,1]T , vemos que ao considerarmos o hopping γ3, o efeito trigonal warping tem influência sobre

o pacote de onda ao longo do tempo em que o pacote vai evoluindo. A influência é semelhante ao

caso anterior, onde temos uma perda de simetria, mas agora em relação ao eixo-y. Tal percepção

é vista para duas simulações: a = σk0 = 1 e a = σk0 = 2. Outro aspecto interessante à se

ressaltar é que, diferente da simulação anterior, nesse caso, não temos a tendência do pacote de

onda de dividir-se em dois sub-pacotes.
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Assim como na polarização no eixo x, o caso [1,1]T para a polarização em y, em

particular, também representa um ótimo caso para a implementação de dispositivos de transporte

devido ao fato de que o fluxo eletrônico ocorre de maneira harmoniosa e uniforme, sem situação

não desejadas decorrentes das oscilações provocadas pelo o efeito zitterbewegung.

Por último, analisando de forma breve a Fig. 21, para o pseudospin [1, i]T , vemos

que há uma evidência do efeito zitterbewegung, principalmente nas trajetórias médias de ïxð,

sendo que, para γ3 = 0, temos que ïyð é nulo ao longo de todo o tempo, mostrando uma simetria

no pacote frente ao caso onde o efeito trigonal warping está presente no sistema. Isso pode ser

visto analisando a equação Eq.(4.46a-4.46b), onde simplificando, resulta ïyð= 0 (para γ3 = 0),

em conformidade com a simulação na Fig. 21 pela a técnica Split Operator e pelo o propagador

G(r,r′, t), como todas as simulações tratadas até aqui. As oscilações dos valores médios ïyð são

perceptíveis para os 4 valores de σk0 = a, para ambos os casos de γ3 nulo ou não nulo, sendo a

incidência do efeito zitterbewegung um fato no pacote de onda ao longo do tempo.

Analisando a densidade de probabilidade na figura Fig.22, vemos que ao considerar-

mos o hopping γ3, o efeito trigonal warping possui uma forte influência sobre o pacote de onda

ao longo do tempo em que o pacote vai evoluindo, diferente. A influência ainda é menor quando

comparamos com as simulações anteriores, para o pseudospin [1,0]T e [1,1]T , onde temos uma

perda da simetria do pacote de onda ainda mais intensa, com a consideração do efeito trigonal

warping (γ3 ̸= 0). Tal percepção é vista para duas simulações: a = σk0 = 1 e a = σk0 = 2. Outro

aspecto interessante à se ressaltar é que, diferente da simulação anterior, nesse caso, nós temos

a tendência do pacote de onda dividir-se em dois sub-pacotes, propagando-se em velocidades

opostas no eixo-y.

Para efeito de comparação, analisando os dois gráficos Fig.19 e Fig.21, vemos uma

certa semelhança entre a simulação numérica da técnica Split Operador e o calculo analítico

com o propagadores G(r,r′, t). Vemos que os valores médios da técnica Split Operador exibem

o mesmo perfil dos resultados com o propagadores. Contudo, percebemos que alguns resultado

numéricos não coincidem com aqueles advindos das funções de Green, dependendo do protudo

a = σk0 e da polarização de pseudo spin. Isso se deve pelo o fato da aproximação da segunda

ordem feita sobre o operador de evolução temporal do hamiltoniano de 2 bandas Û2(t, t0) e,

sendo o resultado da função de green mais exato, temos um certo destoamento entre as duas

situações.

Essas foram as simulações para a polarização no eixo y. Um aspecto que diferencia

bastante os casos de polarização no eixo x e y é o fato da direção de propagação do pacote de
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onda poder (ou não) corresponder à da polarização do momentum escolhida. Na figura Fig.23,

temos uma comparação das velocidades de grupo6 em situações onde consideramos o efeito

trigonal warping (γ3 ̸= 0) ou não (γ3 = 0). No caso da ausência do efeito trigonal warping,

vemos que a velocidade de grupo é sempre na mesma direção da polarização de momentum

escolhida. Isso implica em trajetórias na mesma direção do momentum escolhido, como visto

nas trajetórias para o eixo x na figura Fig.19 e para o eixo-y na figura Fig.21, ao vermos o caso

γ3 = 0 em todos.

Figura 23 – Comparação entre as velocidades de grupo sem a presença do efeito trigonal warping

(γ3 = 0) (a) e com a presença do mesmo (γ3 ̸= 0) (b). Vemos que no caso γ3 = 0 (a),
a velocidade de grupo v

p
x é na mesma direção da polarização escolhida no eixo-x

(kp
x ) ou no eixo-y (kp

y ), sendo a velocidade v
p
y . O mesmo não acontece para o caso

γ3 ̸= 0 (b) para o eixo-y, com o efeito trigonal warping, onde a velocidade de grupo
não está na direção de k

p
y e sim na diagonal.

O mesmo não acontece para quando consideramos o efeito trigonal warping (γ3 ̸= 0).

Ao levarmos em conta o efeito, vemos que, em situações quando temos o momentum polarizado

no eixo y, vemos que a velocidade de grupo não está na mesma direção do momentum. Isso faz

6É dado, em função da estrutura de bandas E(k), da forma v = 1
h̄
∇kE(k).
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com que tenhamos trajetória do pacote de onda na diagonal, como mostra as simulações feitas

nas para o eixo y. A incidência do efeito zitterbewegung com o efeito trigonal warping é visto

com a presença de curvas nas trajetórias, como no caso [1,0]T , leves oscilações, como no caso

[1,1]T ou fortes oscilações, como no caso [1, i]T .
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4.5 Resultados para o Hamiltoniano de 4 bandas e Tight Binding

Da mesma forma como no caso do modelo de 2 bandas, tomamos a propagação de

um pacote de onda gaussiano usando o hamiltoniano de 4 bandas e o modelo tight binding. Para

tal simulação numérica, usamos o hamiltoniano de 4 bandas como na forma da Eq.(3.24), escrita

na forma de matrizes de Pauli. Com isso, aplicamos o operador de evolução temporal descrito

para o modelo de 4 bandas (dado na Eq.(3.25)) em um pacote de onda dado da forma:

Ψ(r,0) = N exp

[

−
|r− r0|

2

2σ2 + ik0 · r

]

















CÃ

CB̃

CA

CB

















(4.58)

onde N seria a constante de normalização, k0 o momentum do pacote, r0 a posição

inicial, σ o comprimento do pacote e CÃ(B̃) e CA(B) os conhecidos pseudospins. Para efeito de

comparação com o modelo de 2 bandas, tomamos os obitais dímeros, isto é CB̃ e CA, em função

dos não dímeros, da forma:

CB̃ =−
U

2γ2
1

[(

ν0π −
2γ1ν4

U
π

)

CÃ +

(

2γ1ν0

U
π† −ν4π†

)

CB

]

(4.59a)

CA =
U

2γ2
1

[

−

(

ν4π +
2γ1ν0

U
π

)

CÃ +

(

2γ1ν4

U
π† +ν0π†

)

CB

]

(4.59b)

onde π = ξ px − ipy Para uma situação mais comprável com a situação do modelo

de 2 bandas realizado na seção anterior, tomamos U = 0 e γ4 = 0, refletindo a ausência de uma

diferença de potencial entre as duas camadas e desconsiderando a assimetria elétron-buraco.

Logo, Eq.(4.59a) e Eq.(4.59b) transforma-se em:

CB̃ =−
ν0π†

γ1
CB (4.60a)

CA =−
ν0π

γ1
CÃ (4.60b)

Com isso, fazemos as simulações para as polarizações x e y com os mesmos parâme-

tros de pacotes de onda dado na tabela 3. Analisaremos as posições médias para as 3 polarizações

de pseudospin [CÃ,CB]
T = [1,0]T , [CÃ,CB]

T = [1,1]T e [CÃ,CB]
T = [1, i]T que investigamos

anteriormente para o caso do modelo de 2 bandas.
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Para a dinâmica de pacotes de onda no modelo tight binding, tomamos uma evolução

temporal da forma da equação Eq.(3.32), com o pacote de ondas definido como Eq.(3.33). Na

definição do pacote de onda, temos que, da mesma forma como os orbitais dímeros são escritos

em função dos não dímeros, no modelo tight binding é feito o mesmo, conforme a definição dos

pseudospins Eq.(4.60a) e Eq.(4.60b). No caso do modelo tight binding, a resolução numérica

basea-se na ultilização do pacote computacional Pybinding(Moldovan et al., ), em que é feito

toda a construção do sistema finito com na Fig.18 ultilizando o ferramentário disponível.

4.5.1 Polarização no eixo x

Figura 24 – x polarização φ = 0◦: Usando um pacote de ondas gaussiano na forma da Eq.(4.58)

e Eq.(3.33), analisamos sua evolução temporal no grafeno bicamada no ponto de

vista do hamiltoniano de 4 bandas e hamiltoniano Tight Binding, respectivamente.

Pegamos σ = 2nm, k0 = (k0,0)nm−1, onde analisamos quatro produtos σk0 =
{1,2,3,4} e r0 = (0,0) para o momento inicial e a posição. O efeito zitterbewegung

é perceptível tendo em vista as oscilações nas trajetórias em função do tempo (ïx(t)ð
e ïy(t)ð) e as curvas no trajetória ïrð.

Analisando as trajetórias médias para a polarização de mometum no eixo x (Fig.24),

percebemos que a mesma repete o mesmo perfil do caso para o modelo de 2 bandas do ponto de

vista da velocidade de grupo como mostrado na Fig.23, tanto para ausência do efeito trigonal
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warping (γ3 = 0) quanto considerando sua presença (γ3 ̸= 0).

Primeiramente, para a polarização [CÃ,CB]
T = [1,0]T na Fig.24, percebemos fortes

oscilações para o valor médio ïy(t)ð, enquanto que ïx(t)ð= 0 durante toda a dinâmica do pacote

de onda para o caso onde desconsideramos o efeito trigonal warping, enquanto que, no caso

considerando o efeito, temos oscilações menos intensas, porém ainda evidentes. Tais oscilações

em ïy(t)ð muito grandes quando comparamos o mesmo caso para o modelo de 2 bandas. Essa

oscilações, tanto as fortíssimas quanto as menos intensas, implica em uma clara evidência do

efeito zitterbewegung desse caso para o modelo de 4 bandas.

Para o pseudospin [CÃ,CB]
T = [1,1]T na Fig.24, percebemos um certo comporta-

mento semelhante ao seu caso equivalente para o modelo de 2 bandas. Vemos que ïx(t)ð não é

nulo enquanto que ïy(t)ð é nulo, para ambos os casos γ3 = 0 e γ3 ̸= 0 . Analisando ïx(t)ð possui

o mesmo perfil de comportamento comprado ao modelo de 2 bandas, possui pouca incidência do

efeito zitterbewegung nos instantes iniciais, não sendo perceptíveis as fortes oscilações obser-

vadas anteriormente para o caso [1,0]T . Semelhantemente ao modelo de 2, percebemos que o

caso [1,1]T , pelo o fato da incidência do efeito zitterbewegung ser pequena, temos uma certa

viabilidade na implementação de dispositivos.

Por último, analisando o pseudospin [CÃ,CB]
T = [1, i]T na Fig.24, vemos que ïx(t)ð

é nulo enquanto que ïy(t)ð é não nulo. Analisando o comportamento, vemos uma certa diferença

entre o caso com e a ausência do efeito trigonal warping. Da mesma forma que o caso do

pseudospin [1,0]T , vemos oscilações fortíssimas para o caso da ausência do efeito trigonal

warping, ao contrário da sua presença, onde vemos, também, oscilações leves. Logo, temos que

tantos as oscilações fortíssimas e leves implicam na existência do efeito zitterbewegung, fazendo

uma correspondência direta com o caso do modelo de 2 bandas.

Do ponto de vista do modelo tight binding, analisando a figura Fig.24 para a polari-

zação de mometum no eixo x, vemos que segue um perfil semelhante ao modelo de 4 bandas,

também exibindo a incidência do efeito zitterbewegung para algumas situações. Assim como

no caso do modelo de 2 e 4 bandas, as trajetórias médias no modelo tight binding não revelam

uma assimetria espacial do pacote de onda à medida que o tempo evolui. No pseudospin [1,0]T ,

vemos que existe uma forte coincidência entre os modelo para a ausência de trigonal warping,

sendo que o mesmo não acontece para quando incluímos o efeito, que possui forte influência

sobre o modelo tight binding.

Para o pseudospin [1,1]T , na Fig.24, vemos uma coerência entre o perfil do tight

binding para com o modelo de 4 bandas para o caso sem a presença do efeito trigonal warping,



115

inclusive tendo um comportamento semelhante ao mesmo caso de pseudospin para o modelo de

2 bandas e de propagadores, com exceção do fato de que os valores médios de y, que possui uma

certa oscilação, embora baixíssima, em torno do valor médio relativo ao modelo de 4 bandas.

Com a inclusão do efeito trigonal warping, vemos os mesmos comportamentos, no que diz

respeito ao perfil e comportamento dos valores médio de y.

Por último, para o pseudospin [1, i]T , na Fig.24, também existe uma coerência entre

o perfil do tight binding para com o modelo de 4 bandas para o caso sem a presença do efeito

trigonal warping, inclusive o fato de que, diferente do caso no modelo de 2 bandas, exibe o efeito

zitterbewegung de maneira mais intensa, semelhante ao caso do pseudospin [1,0]T . Vemos que o

influência do efeito trigonal warping nas trajetórias médias é bastante perceptível no modelo

tight warping com oscilações mais intensas quando comparamos com o modelo de 4 bandas.

4.5.2 Polarização no eixo y

Figura 25 – Polarização em y φ = 90◦: Os mesmos parâmetros da polarização em x (Fig.24),
mas agora considerando a polarização no eixo y do momento.

Por último, analisando as trajetórias médias para a polarização de mometum no eixo

y (Fig.25), percebemos que também repete o mesmo perfil do caso para o modelo de 2 bandas do
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ponto de vista da velocidade de grupo como mostrado na Fig.23, tanto para ausência do efeito

trigonal warping (γ3 = 0) quanto considerando sua presença (γ3 ̸= 0). Na figura Fig.23, vemos

que as velocidades de grupo na polarização no eixo y, ao contrário da polarização no eixo x, não

estão na mesma direção do momentum. Isso implica em em valores médios de posição não nulos,

semelhante aos que foram vistos para o modelo de 2 bandas e que veremos para o modelo de 4

bandas à seguir.

Para a polarização de pseudospin [CÃ,CB]
T = [1,0]T na Fig.25, percebemos fortes

oscilações para o valor médio ïy(t)ð e leves (quase amortecidas) para ïx(t)ð durante toda a

dinâmica do pacote de onda para o caso onde consideramos o efeito trigonal warping, enquanto

que, no caso desconsiderando o efeito, temos oscilações intensas para ïx(t)ð, além de ïy(t)ð= 0.

Tais oscilações são muito grandes quando comparamos o mesmo caso para o modelo de 2 bandas.

Essa oscilações, tanto as fortíssimas quanto as menos intensas, implica em uma clara evidência

do efeito zitterbewegung desse caso para o modelo de 4 bandas.

Para o pseudospin [CÃ,CB]
T = [1,1]T na Fig.25, percebemos um certo comporta-

mento semelhante ao seu caso equivalente para o modelo de 2 bandas. Vemos que ïx(t)ð e ïy(t)ð

são não nulos para a caso onde consideramos o efeito trigonal warping. Com a ausência do

efeito trigonal warping, temos que ïx(t)ð é nulo enquanto que ïy(t)ð é não nulo. Analisando

ïx(t)ð possui o mesmo perfil de comportamento comprado ao modelo de 2 bandas, que possui

pouca incidência do efeito zitterbewegung nos instantes iniciais, não sendo perceptíveis as fortes

oscilações observadas anteriormente para o caso [1,0]T . Semelhantemente ao modelo de 2

para a polarização no eixo y, percebemos que o caso [1,1]T , pelo o fato da incidência do efeito

zitterbewegung ser pequena, temos uma certa viabilidade na implementação de dispositivos.

Por último, analisando o pseudospin [CÃ,CB]
T = [1, i]T na Fig.24, Vemos que ïx(t)ð

e ïy(t)ð são não nulos para a caso onde consideramos o efeito trigonal warping. Analisando o

comportamento, vemos uma certa diferença entre o caso com e a ausência do efeito trigonal

warping. Da mesma forma que o caso do pseudospin [1,0]T , vemos oscilações fortíssimas

para o caso da ausência do efeito trigonal warping, ao contrário da sua presença, onde vemos,

também, oscilações leves, além do fato onde temos apenas ïy(t)ð nulo para o caso da ausência

do efeito trigonal warping. Logo, temos que tantos as oscilações fortíssimas e leves implicam na

existência do efeito zitterbewegung, fazendo uma correspondência direta com o caso do modelo

de 2 bandas.

Dessa vez, do ponto de vista do modelo tight binding, analisando a figura Fig.25

para a polarização de momentum no eixo y, vemos que também há uma repetição de perfil para
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o modelo tight binding, também exibindo a incidência do efeito zitterbewegung para algumas

situações. Dessa vez, assim como no caso do modelo de 2 e 4 bandas, as trajetórias médias no

modelo tight binding possuem uma assimetria espacial do pacote de onda à medida que o tempo

evolui, devido o fato de ambos os valores médios de x e y serem não nulos. No pseudospin

[1,0]T , vemos que existe uma forte coincidência entre os modelo para a ausência de trigonal

warping, assim como no caso da polarização em x, sendo que o mesmo não acontece para quando

incluímos o efeito, que possui forte influência sobre o modelo tight binding, além do fato de que

os valores médios x e y serem não nulos.

Para o pseudospin [1,1]T , na Fig.25, também é visto uma coerência entre o perfil

do tight binding para com o modelo de 4 bandas para o caso sem a presença do efeito trigonal

warping. Para esse caso, temos ainda mais um comportamento semelhante ao mesmo caso de

pseudospin para o modelo de 2 bandas e de propagadores, com exceção do fato de que o valor

médio de x para o caso sem a inclusão do efeito trigonal warping, possui um valor não nulo,

embora seja baixo comparado à outras trajetórias. Assim como o caso da polarização [1,0]T ,

também possuem uma assimetria espacial do pacote de onda à medida que o tempo evolui,

devido o fato de ambos os valores médios de x e y serem não nulos.

Por último, para o pseudospin [1, i]T , na Fig.25, também existe uma coerência entre

o perfil do tight binding para com o modelo de 4 bandas para o caso sem a presença do efeito

trigonal warping, inclusive o fato de que, diferente do caso no modelo de 2 bandas, exibe

o efeito zitterbewegung, semelhante ao caso do pseudospin [1,0]T . Da mesma forma que no

caso de [1,1]T , percebemos que os valores médios para y é não nulo, embora baixo, quando o

comparamos com o modelo de 4 bandas. A influência do efeito trigonal warping nas trajetórias

médias é bastante perceptível no modelo tight warping, principalmente sobre o valores médios

de y. Assim como nos casos anteriores, também possuem uma assimetria espacial do pacote de

onda à medida que o tempo evolui, devido o fato de ambos os valores médios de x e y serem não

nulos.

4.6 Equivalência entre os modelos

Analisando de maneira mais minuciosa as simulações para as polarizações x e y para

o modelo de 2 e 4 bandas, percebemos que, dependendo do produto a = k0σ , temos mais ou

menos oscilações nas trajetórias médias ïxð e ïyð, podendo deixar mais evidente (ou praticamente

inexistente) o efeito zitterbewegung. Podemos associar a intensidade das oscilações com o fato



118

Reciprocal space 

Figura 26 – Representação da estrutura de bandas do ponto de vista do modelo contínuo de 4

bandas, destacando as energias ε
(x)
a , para a polarização no eixo x e ε

(y)
a , para o eixo

y, onde a = k0σ . Além disso, temos a representação os intervalos de momentum ∆k
e energia ∆E, calculados na tabela 4.

a = σk0 εa (eV ) ∆E (eV ) k0 (nm−1) ∆k(nm−1)

a = 1
0.256 0.732 (0.5, 0) polarização em x (0.353, 0.353)
0.300 0.784 (0, 0.5) polarização em y (0.353, 0.353)

a = 2
1.108 1.139 (1, 0) polarização em x (0.353, 0.353)
1.19 1.215 (0, 1) polarização em y (0.353, 0.353)

Tabela 4 – Representação de parâmetros de energia do pacote de onda gaussiano Eq.4.58 para o
modelo de 4 bandas, como o momentum inicial k0, a sua energia E0 do ponto de vista
do modelo de 2 bandas, e as distribuições ∆E e ∆k, para a = 1 e a = 2.

que é a principal diferença entre os modelo de 4 e 2 bandas: a quantidade de bandas. A mesma

análise é feita quando comparamos os resultados da teoria dos propagadores com aqueles que

foram obtidos via modelo tight binding.

Na Fig.26, temos uma representação da estrutura de bandas para o modelo contínuo

de 4 bandas, como uma representação de situações de baixas energias, destacando as energias
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εa, onde a = k0σ . Tomando um pacote de onda de momentum k0, como na Eq.(4.58), temos

que da mecânica quântica que, pelo o fato do pacote de onda possuir uma certa distribuição

gaussiana no espaço real ao redor de um posição média r0, o mesmo também possui uma certa

distribuição, também gaussiano, no espaço de momentum(ou recíproco) ao redor do momentum

inicial k0. Tal distribuição no espaço de momentum possui um certo comprimento ∆k7, que está

associado ao um intervalo de energia ∆E. Isso significa que o pacote de onda pode migrar de um

momentum k0 para outro k, fazendo com que o pacote de onda caminhe pela a banda de energia

que, porventura, possui a possibilidade de migrar para outra banda, seja para banda de elétron ou

buracos (Rusin, 2011).

Tendo a possibilidade da transição entre bandas de energia, as oscilações são possí-

veis tendo em vista a energia do pacote de onda pode saltar de um certa banda de energia (baseado

em sua energia inicial εa) para outra banda de energia que consiste em uma possibilidade de

energia (e momentum) baseado no intervalo de energia ∆E e de momentum ∆k, calculado na

tabela 4, e representados na Fig.26. Analisando de maneira conjunta tanto a tabela 4 quanto a

Fig.26 percebemos que, enquanto que o intervalo ∆k é sempre o mesmo para qualquer valor de

a, mantendo o mesmo perfil da dispersão gaussiana, vemos que, quando aumentamos a, além do

aumento de energia inicial do pacote, temos um crescimento colossal do intervalo de energia ∆E,

fazendo com que a dispersão gaussiana abranja tranquilamente as duas bandas de elétrons.

Para a = 1, conforme a Fig.26, por está abrangendo uma certa região da banda

energia (vemerlho) para buracos, vemos que as oscilações são mais intensas conforme mostrado

nas Fig.24 e Fig.25, ao contrário de quando aumentamos o parâmetro a, em que, restando apenas

as duas bandas de elétrons (azul), temos que as mesmas são bastante próximas, fazendo com que

as oscilações sejam menos intensas.

Analisando a Fig.27, percebemos que, para os instantes iniciais, até cerca de 0.3 fs,

o valores são bastante próximos entre os modelo. Isso deve-se ao fato de que entre os modelo

existe uma incerteza associada, proporcional ao tempo. Dentro dos modelos de 2 bandas: o

próprio e a teoria de propagadores, percebemos que a técnica Split Operator aplicada ao operador

de evolução temporal na forma da Eq.(3.16) torna o resultado mais exato quando comparamos

com os advindos da teoria de propagadores, que carrega o erro relativo à integral numérica.

A mesma coisa é vista para os modelos de 4 bandas: o próprio e o modelo tight binding, em

que, embora seja uma abordagem discreta do sistema, possui mais exatidão que a aplicação

7O erro médio quadrático na mecânica quântica de um operador Â é dado por ï∆Âð=

√

ïÂ2ð−ïÂð
2
.
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X POL Y POL

Figura 27 – Comparação de valores médios de x, ïx(t)ð e y, ïy(t)ð, para os instantes iniciais para
o pseudospin [1,0]T com e sem a inclusão do efeito trigonal warping do ponto de
vista da polarização no eixo x e no eixo y.

da técnica Split Operator do modelo contínuo de 4 bandas que, alem de ser uma aproximação

de primeira ordem ao redor dos vales K/K′, também carrega consigo o erro da ordem ∆t3,

conforme a Eq.(3.25), enquanto que no modelo tight binding tem-se apenas o erro da ordem de

∆t2, conforme a Eq.(3.32).



121

5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Desde sua descoberta em 2004, o grafeno tem sido muito estudado, suas proprie-

dade e seu "mistérios" analisados, rendendo vários artigos em muitas revistas de alto impacto

anualmente. Nesse trabalho, nos lidamos com algumas dessas propriedades . Primeiramente,

chegamos em uma equação análoga à Equação relativística de Dirac para a bicamda de grafeno

no empilhamento AB na Eq.(2.104). Isso é graças à uma técnica muito familiarizada na Teoria de

Estado Solido na Física, o modelo Tight-Binding. Com base nisso, percebemos o quão influente

o hopping γ3 pode ser sobre o sistema, como o efeito trigonal warping, com deformidade das

isoenergias e a mudança da velocidade de grupo que nem sempre estará na mesma direção da

polarização do momentum em virtude da anisotropia das bandas de energia. O surgimento de 3

mini-vales como Cones de Dirac representados na Fig.14 é de fato importantíssimo no tratamento

da bicamada de grafeno pois vemos em nossa simulação que a perca da isotropia da energia com

o efeito trigonal warping.

No capitulo 4, para o modelo de 2 bandas, vemos que o efeito zitterbewegung

é perceptivo com o efeito trigonal warping, na bicamada de grafeno quando analisamos as

simulações para caso do eixo-x (polarização em x), em que temos oscilações dos valores médios

ïxð e ïyð em função do tempo, e do eixo-y (polarização em y), bem como a perda da simetria do

pacote de onda ao longo de sua evolução temporal, seja para a simulação com o uso de técnica

Split Operator ou com o uso dos propagadores da função de Green, sendo bastante perceptível a

coincidência de ambas as técnicas, visto que ambas são construídas sobre o ponto de vista do

modelo de 2-bandas, além da incidência do efeito zitterbewegung vista nos modelos de 4 bandas,

como o modelo contínuo e modelo tight binding

Vemos em todas as simulações dos eixos x e y que há um intervalo onde as oscilações

acontece, com um comportamento transiente (ou passageiro). Isso confirma a existência do

efeito zitterbewegung com ou sem a consideração do efeito trigonal warping, entrando em um

grupo seleto de materiais em que tais oscilações já fora observadas, como a própria monocamada

de grafeno (Maksimova et al., 2008), no fosforeno (Cunha et al., 2019) e para multicamadas de

grafeno (Lavor et al., 2020a). Um aspecto importante acerca da polarização escolhida é o fato de,

para uma determinada polarização, temos que a incidência do efeito zitterbewegung é pequena

ou inexistente, como é o caso da polarização [1,1]T para a polarização no eixo x (Fig.19) e no

eixo y (Fig.21). Isso bastante importante para o estudo de propriedades de transporte e filtragem

de vales na bicamada de grafeno com o efeito trigonal warping.
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Outra simulação feita, trata-se da simulação de uma dinâmica de pacotes de ondas

gaussiano mas do ponto de vista dos modelos de 4 bandas (contínuo e tight binding). Da mesma

forma que nos modelos de 2 bandas (contínuo e Propagadores), analisando casos onde temos o

momentum inicial do pacote de onda polarizado no eixo x e y, vemos resultados promissores

do ponto de vista da incidência do efeito zittebewegung. As oscilações de trajetórias médias

são bem mais intensas do que nos modelos de 4 bandas, como podemos nas Fig.24 e Fig.25.

Isso se deve ao fato de que a inclusão de 2 bandas à mais no espectro de energia aumenta as

possibilidades de estados relativo à um dado momentum que o pacote de onda pode assumir.

Logo, oscilações que antes era transientes nos modelos de 2 bandas, perduram por mais tempo

nos modelos de 4 bandas.

Ainda na simulação do modelo de 4 bandas, um parâmetro que se faz bastante

importante é o produto a = k0σ , sendo k0 o momentum do pacote inicial e σ o comprimento

do pacote. O parâmetro a desempenha o mesmo papel do caso do modelo de 2 bandas no que

diz respeito a energia. Pela a Fig.26, percebemos que, quanto maior a, maior energia. Contudo,

vendo as trajetórias médias, percebemos que as oscilações são menos intensas para valores

maiores de a. Tal fato deve-se à questão da proximidade da bandas abrangidas pelo o intervalo de

energia ∆E já discutido na tabela 4, fazendo com que, quanto mais próximas as bandas, menos

intensas as oscilações e vice versa. Além disso, o efeito trigonal warping se faz bastante presente

nas trajetórias médias, repetindo o mesmo perfil de velocidade de grupo do modelo de 2 bandas,

conforme mostrado na Fig.23.

Outro aspecto importante à cerca da propagação de pacotes de onda com o efeito

trigonal warping na bicamada de grafeno, seja no modelo de 2 ou de 4 bandas, é o fato de que,

ao investigarmos uma propagação com uma polarização de momentum no eixo y é o fato da

propagação se dar sempre na diagonal, em um trajetória praticamente retilínea, para a polari-

zação de pseudospin [1,1]T , não sendo na mesma direção do momentum escolhido, conforme

a figura Fig.23. Isso é um fato interessante pois, ainda que existe um efeito zitterbewegung

transiente nos instantes iniciais para ambos os modelos, vemos características únicas causada

pela a consideração do efeito trigonal warping, que é bem distinto quando olhamos as outras

polarizações de pseudospins, onde a incidência do efeito zitterbewegung é bem mais intenso.

Isso faz com que a polarização de pseudospin [1,1]T seja bastante vantajosa para

implementação de dispositivos baseado em transporte eletrônico, visto que a incidência do efeito

zitterbewegung ser baixo, ou praticamente inexistente.

A técnica Split Operator, tanto para o modelo de 4 bandas quanto para o 2 bandass,
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foi de extrema importância para esse trabalho pois nos permitiu fazer uma abordagem numérica

de uma evolução através de sua aproximação de Suzuki-Trotter, como o uso da Transformada

Rápida de Fourier (FFT), cujo o algorítimo foi retirado do livro Numerical Recipes (Press et al.,

1992). Com perspectiva final de todos os trabalhos, temos como objetivo a realização de mais

simulação afim de lapidar nossos resultados, culminando em um publicação para alguma revista.

5.1 Perspectivas

Uma perspectiva futura, baseada princialmente nos resultados obtidos para o pseu-

dospin [1,1]T , por conta da baixa incidência do efeito zitterbewegung, existe uma possibilidade

de aplicação para dispositivos eletrônicos, ainda com a aplicação de filtragem de vales visto que

existe uma certa assimetria entre os vales K e K′ quando analisamos a Fig.15.
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APÊNDICE A – PROVA DE IDENTIDADES

Comutador [A+2B, [A+B]]

Calculando o comutador [A+2B, [A+B]], temos:

[Â+2B̂, [Â+ B̂]] = [Â, [Â+ B̂]]+2[B̂, [Â+ B̂]]

= Â[Â+ B̂]− [Â+ B̂]Â+2B̂[Â+ B̂]−

= [Â+ B̂]B̂

= Â2 + ÂB̂− Â2 − B̂Â+2B̂Â+2B̂2 −

2ÂB̂−2B̂2

= ÂB̂− B̂Â+2B̂Â−2ÂB̂

= B̂Â− ÂB̂

= [B̂, Â], ■ (A.1)

Identidade [Â, B̂n] = nB̂n−1[Â, B̂]

Para n = 1, temos:

[Â, B̂] = [Â, B̂] (A.2)

para n = 2, sendo [A,BD] = [A,B]D+B[A,D], temos:

[Â, B̂2] = [Â, B̂B̂]

= [Â, B̂]B̂+ B̂[Â, B̂]

= [Â, B̂]B̂+ B̂[Â, B̂]+ B̂[Â, B̂]− B̂[Â, B̂]

= [[Â, B̂], B̂]+2B̂[Â, B̂]

≈ 2B̂[Â, B̂] (A.3)

para n = 3, temos:
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[Â, B̂3] = [Â, B̂2B̂]

= [Â, B̂2]B̂+ B̂2[Â, B̂]

= [Â, B̂2]B̂+ B̂2[Â, B̂]+ B̂2[Â, B̂]− B̂2[Â, B̂]

≈ 2B̂[Â, B̂]B̂+2B̂2[Â, B̂]− B̂2[Â, B̂]

≈ 2B̂[Â, B̂]B̂+2B̂2[Â, B̂]− B̂2[Â, B̂]− B̂2[Â, B̂]+ B̂2[Â, B̂]

≈ 2B̂[[Â, B̂], B̂]+3B̂2[Â, B̂]

≈ 3B̂2[Â, B̂]

Logo, por indução, para um n qualquer, temos:

[Â, B̂n] = nB̂n−1[Â, B̂], ■ (A.4)

Identidade [T,V (r)]

Tendo em vista a identidade anterior, temos:

[T,V (r)] = ∇V (r) · [T,r]

=
1

2m
∇V (r) · [p2

i ,r]

= −
1

2m
∇V (r) · [r, p2

i ]

= −
1

2m
∇V (r) · [r, p2

i ]

= −
1
m

∇V (r) · pi[r, pi]

= −
1
m

∇V (r) · piδi jih̄ê j

= −
ih̄

m
∇V (r) ·p, ■ (A.5)

onde [r, pi] = δi jih̄ê j.

Identidade [Â, f (B̂)] = f ′(B̂)[Â, B̂]

Sabendo que f (x)1 pode ser expandido em um série de potências em um ponto x0,

como:

1sendo f (x) uma função continua e infinitamente diferenciável
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f (x) = c0 + c1(x− x0)+ c2(x− x0)
2 + . . . . =

∞

∑
n=0

cn(x− x0)
n, (A.6)

Tomando x0 = 0 e um dado operador B̂, temos:

f (B̂) = c0 + c1B̂+ c2B̂2 + . . . . =
∞

∑
n=0

cnB̂n, (A.7)

temos que [Â, f (B̂)] é dado por:

[Â, f (B̂)] =
∞

∑
n=0

cn[Â, B̂
n] (A.8)

Tendo a identidade na (A.4), temos:

[Â, f (B̂)] =
∞

∑
n=0

cn[Â, B̂
n]

=
∞

∑
n=0

cnnB̂n−1[Â, B̂]

=
∞

∑
n=1

cnnB̂n−1[Â, B̂] (A.9)

Logo, fica provado a identidade.

[Â, f (B̂)] = f ′(B̂)[Â, B̂], ■ (A.10)

Identidade eiσ ·S

Exponenciais como operações usando matrizes Pauli do tipo eiσ ·S, que podem ser

representadas com a identidade (CHAVES et al., 2010b)(??) como:

eiσ ·S = cos(S)I+ i
sin(S)

S
(σ ·S), (A.11)

onde S seria um vetor como p e A e S seu módulo S = |S|, onde σ = (σx,σy,σz). A equação

Eq.(A.11) ainda pode ser escrita como:

eiσ ·S = cos(S)I2 + i
sin(S)

S


 Sz Sx − iSy

Sx + iSy −Sz


 , (A.12)

onde Sx e Sy são componentes de S. Para provar tal identidade, temos que considerar a expansão

de ex = ∑
∞
n=0

xn

n! . Temos que:

eiσ ·S =
∞

∑
n=0

(iσ ·S)n

n!
(A.13)
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Separando em partes pares e ímpares, temos:

eiσ ·S =
∞

∑
n=0

(iσ ·S)n

n!

=
∞

∑
n=0

(iσ ·S)2n

(2n)!
+

∞

∑
n=0

(iσ ·S)2n+1

(2n+1)!
(A.14)

Tendo que:

(iσ ·S)2n = (−1)nS2n
I2, (iσ ·S)2n+1 = i(−1)nS2nσ ·S, (A.15)

onde I2 é a matriz identidade 2×2. Temos que:

eiσ ·S = I2

∞

∑
n=0

(−1)nS2n

(2n)!
+ i

σ ·S
S

∞

∑
n=0

(−1)nS2n+1

(2n+1)!
(A.16)

Sabendo que:

∞

∑
n=0

(−1)nS2n

(2n)!
= cos(S),

∞

∑
n=0

(−1)nS2n+1

(2n+1)!
= sin(S), (A.17)

Fica provado então que:

eiσ ·S = cos(S)I2 + i
sin(S)

S
(σ ·S),

eiσ ·S = cos(S)I2 + i
sin(S)

S


 Sz Sx − iSy

Sx + iSy −Sz


 , ■ (A.18)

Comutação das matrizes em Eq.(3.22)

Tendo as matrizes abaixo:
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1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




= σz ¹ I2,




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0




= I2 ¹σx,




0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0




= I2 ¹σy,




0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0




= Mz,




0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0




= Mx,




0 0 0 −i

0 0 0 0

0 0 0 0

i 0 0 0




= My,




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0




= σx ¹ I2,




0 0 −i 0

0 0 0 −i

i 0 0 0

0 i 0 0




= σy ¹ I2 (A.19)

Sendo σ⃗ = (σx,σy,σz) e ⃗̃σ = (σx,σy), calculamos os comutadores:

[⃗σ ¹ I2,I2 ¹ ⃗̃σ ] = (σ⃗ ¹ I2) · (I2 ¹ ⃗̃σ)− (I2 ¹ ⃗̃σ) · (σ⃗ ¹ I2)

= (σ⃗I2 ¹ I2⃗̃σ)− (I2σ⃗ ¹ ⃗̃σI2)

= (σ⃗ ¹ ⃗̃σ)− (σ⃗ ¹ ⃗̃σ) = 0 COMUTA!
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[I2 ¹ ⃗̃σ ,Mz] = (σ⃗ ¹ I2)Mz −Mz(σ⃗ ¹ I2)

=

[




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



,




0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0




]




0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0




−




0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0




[




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



,




0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0




]

=

[




0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0



,




0 0 −i 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 i 0 0




]

−

[




0 0 0 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 0 0



,




0 0 0 0

0 0 0 −i

i 0 0 0

0 0 0 0




]
̸= 0 NÃO COMUTA!

[I2 ¹ ⃗̃σ ,Mx] = (σ⃗ ¹ I2)Mx −Mx(σ⃗ ¹ I2)

=

[




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



,




0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0




]




0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0




−




0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0




[




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



,




0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0




]
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=

[




0 0 0 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 0 0



,




0 0 0 0

0 0 0 i

−i 0 0 0

0 0 0 0




]

−

[




0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0



,




0 0 i 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 −i 0 0




]
̸= 0 NÃO COMUTA!

[I2 ¹ ⃗̃σ ,My] = (σ⃗ ¹ I2)My −My(σ⃗ ¹ I2)

=

[




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



,




0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0




]




0 0 0 −i

0 0 0 0

0 0 0 0

i 0 0 0




−




0 0 0 −i

0 0 0 0

0 0 0 0

i 0 0 0




[




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



,




0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0




]

=

[




0 0 0 0

0 0 0 −i

i 0 0 0

0 0 0 0



,




0 0 0 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 0 0




]

−

[




0 0 −i 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 i 0 0



,




0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0




]
̸= 0 NÃO COMUTA!

Da mesma forma que I2 ¹ ⃗̃σ , temos que σ⃗ ¹ I2 possui as mesma relações de comuta-

ção com as matrizes Mx, My e Mz. ■
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Cálculo do operadores Eq.(2.52)

Tendo os operadores são dados por:

Ô0 = exp

{
−

i∆t

2h̄
p0 · I2 ¹ ⃗̃σ

}
, Ô3;1 = exp

{
−

i∆t

h̄
p3 ·M

}
, Ô4 = exp

{
−

i∆t

2h̄
p4 · σ⃗ ¹ I2

}

(A.20)

Usando ex = ∑
∞
n=0

xn

n! , calculamos Ô0, primeiramente.

Ô0 = exp

{
−

i∆t

2h̄
p0 · I2 ¹ ⃗̃σ

}

=
∞

∑
n=0

1
n!

[
−

i∆t

2h̄
p0 · I2 ¹ ⃗̃σ

]n

=
∞

∑
n=0

1
n!
(−i)n

(∆t

2h̄

)n

(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)n (A.21)

Separando o somatório em termos pares e ímpares, temos que:

Ô0 =
∞

∑
n=0

1
n!
(−i)n

(∆t

2h̄

)n

(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)n

=
∞

∑
n=0

(−i)2n

(2n)!

(∆t

2h̄

)2n

(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2n +
∞

∑
n=0

(−i)2n+1

(2n+1)!

(∆t

2h̄

)2n+1
(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2n+1

Tendo que (−i)2n = (−1)n e (−i)2n+1 =−i(−1)n, temos:

Ô0 =
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(∆t

2h̄

)2n

(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2n − i
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!

(∆t

2h̄

)2n+1
(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2n+1

(A.22)

Tendo que:

p0 · I2 ¹ ⃗̃σ = ν0




0 ξ px − ipy 0 0

ξ px + ipy 0 0 0

0 0 0 ξ px − ipy

0 0 ξ px + ipy 0




(A.23)

Calculando (p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2, temos:
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(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2 = ν2
0




0 ξ px − ipy 0 0

ξ px + ipy 0 0 0

0 0 0 ξ px − ipy

0 0 ξ px + ipy 0




×




0 ξ px − ipy 0 0

ξ px + ipy 0 0 0

0 0 0 ξ px − ipy

0 0 ξ px + ipy 0




= ν2
0 p2

I4 (A.24)

Com isso, temos que (p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)3 é dado por:

(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)3 = ν2
0 p2(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ) =

1
p

ν3
0 p3(pξ · I2 ¹ ⃗̃σ) (A.25)

Com isso, temos que (p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2n e (p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2n+1 são dados por:

(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2n = ν2n
0 p2n

I4, (p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2n+1 =
1
p

ν2n+1
0 p2n+1(pξ · I2 ¹ ⃗̃σ) (A.26)

Voltando para Eq.(A.22), temos:

Ô0 =
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(∆t

2h̄

)2n

(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2n − i
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!

(∆t

2h̄

)2n+1
(p0 · I2 ¹ ⃗̃σ)2n+1

=
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(∆t

2h̄

)2n

ν2n
0 p2n

I4 −
i

p

∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!

(∆t

2h̄

)2n+1
ν2n+1

0 p2n+1(pξ · I2 ¹ ⃗̃σ)

=
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(
ν0 p∆t

2h̄

)2n

I4 −
i

p

∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!

(
ν0 p∆t

2h̄

)2n+1

(pξ · I2 ¹ ⃗̃σ) (A.27)

Pela a equação Eq.(A.17), temos que Ô0 pode ser finalmente dado por:

Ô0 = cos
(ν0 p∆t

2h̄

)
I4 −

i

p
sin
(ν0 p∆t

2h̄

)
(pξ · I2 ¹ ⃗̃σ), ■ (A.28)

Calculando Ô3;1, temos:
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Ô3;1 = exp

{
−

i∆t

h̄
p3 ·M

}

=
∞

∑
n=0

1
n!

[
−

i∆t

h̄
p3 ·M

]n

=
∞

∑
n=0

1
(2n)!

[
−

i∆t

h̄
p3 ·M

]2n

+
∞

∑
n=0

1
(2n+1)!

[
−

i∆t

h̄
p3 ·M

]2n+1

=
∞

∑
n=0

(−i)2n

(2n)!

[∆t

h̄

]2n

(p3 ·M)2n +
∞

∑
n=0

(−i)2n+1

(2n+1)!

[∆t

h̄

]2n+1
(p3 ·M)2n+1

=
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n)!

[∆t

h̄

]2n

(p3 ·M)2n − i
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!

[∆t

h̄

]2n+1
(p3 ·M)2n+1

(A.29)

separando em termos pares e impares, como no caso anterior. Temos que p3 ·M é dado por:

p3 ·M=




0 0 0 ν3(ξ px + ipy)

0 0 γ1 0

0 γ1 0 0

ν3(ξ px − ipy) 0 0 0




(A.30)

Temos que (p3 ·M)2 e (p3 ·M)3 são dados por:

(p3 ·M)2 =




0 0 0 ν3(ξ px + ipy)

0 0 γ1 0

0 γ1 0 0

ν3(ξ px − ipy) 0 0 0







0 0 0 ν3(ξ px + ipy)

0 0 γ1 0

0 γ1 0 0

ν3(ξ px − ipy) 0 0 0




=




ν2
3 p2 0 0 0

0 γ2
1 0 0

0 0 γ2
1 0

0 0 0 ν2
3 p2




(A.31)
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(p3 ·M)3 = (p3 ·M)2(p3 ·M)

=




ν2
3 p2 0 0 0

0 γ2
1 0 0

0 0 γ2
1 0

0 0 0 ν2
3 p2







0 0 0 ν3(ξ px + ipy)

0 0 γ1 0

0 γ1 0 0

ν3(ξ px − ipy) 0 0 0




=




0 0 0
ν3

3 p3

p
(ξ px + ipy)

0 0 γ3
1 0

0 γ3
1 0 0

ν3
3 p3

p
(ξ px − ipy) 0 0 0




(A.32)

Por indução, temos que (p3 ·M)2n e (p3 ·M)2n+1 são dado por:

(p3 ·M)2n =




ν2n
3 p2n 0 0 0

0 γ2n
1 0 0

0 0 γ2n
1 0

0 0 0 ν2n
3 p2n



, (A.33a)

(p3 ·M)2n+1 =




0 0 0
ν2n+1

3 p2n+1

p
(ξ px + ipy)

0 0 γ2n+1
1 0

0 γ2n+1
1 0 0

ν2n+1
3 p2n+1

p
(ξ px − ipy) 0 0 0



, (A.33b)

Substituindo em Eq.(A.29), temos:
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Ô3;1 =
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n)!

[∆t

h̄

]2n

(p3 ·M)2n − i
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!

[∆t

h̄

]2n+1
(p3 ·M)2n+1

=
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n)!

[∆t

h̄

]2n




ν2n
3 p2n 0 0 0

0 γ2n
1 0 0

0 0 γ2n
1 0

0 0 0 ν2n
3 p2n




−i
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!

[∆t

h̄

]2n+1




0 0 0
ν2n+1

3 p2n+1

p
(ξ px + ipy)

0 0 γ2n+1
1 0

0 γ2n+1
1 0 0

ν2n+1
3 p2n+1

p
(ξ px − ipy) 0 0 0




=




∑
∞
n=0

(−1)n

(2n)!

[
ν3 p∆t

h̄

]2n

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 ∑
∞
n=0

(−1)n

(2n)!

[
ν3 p∆t

h̄

]2n




−i




0 0 0 1
p ∑

∞
n=0

(−1)n

(2n+1)!

[
ν3 p∆t

h̄

]2n+1
(ξ px + ipy)

0 0 0 0

0 0 0 0

1
p ∑

∞
n=0

(−1)n

(2n+1)!

[
ν3 p∆t

h̄

]2n+1
(ξ px − ipy) 0 0 0




+




0 0 0 0

0 ∑
∞
n=0

(−1)n

(2n)!

[
γ1∆t

h̄

]2n

0 0

0 0 ∑
∞
n=0

(−1)n

(2n)!

[
γ1∆t

h̄

]2n

0

0 0 0 0




−i




0 0 0 0

0 0 ∑
∞
n=0

(−1)n

(2n+1)!

[
γ1∆t

h̄

]2n+1
0

0 ∑
∞
n=0

(−1)n

(2n+1)!

[
γ1∆t

h̄

]2n+1
0 0

0 0 0 0




(A.34)
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Da mesmo forma que o caso anterior, pela a Eq.(A.17), temos que:

Ô3;1 =




cos
(

ν3 p∆t
h̄

)
0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 cos
(

ν3 p∆t
h̄

)




−
i

p




0 0 0 sin
(

ν3 p∆t
h̄

)
π̂

0 0 0 0

0 0 0 0

sin
(

ν3 p∆t
h̄

)
π̂† 0 0 0




+




0 0 0 0

0 cos
(

γ1∆t
h̄

)
0 0

0 0 cos
(

γ1∆t
h̄

)
0

0 0 0 0




− i




0 0 0 0

0 0 sin
(

γ1∆t
h̄

)
0

0 sin
(

γ1∆t
h̄

)
0 0

0 0 0 0




onde π = ξ px + ipy. Podemos representar ainda da forma:

Ô3;1 = I
(2)
4 cos

( pν3∆t

h̄

)
−

i

p
sin
( pν3∆t

h̄

)
pξ ·M̃

+I
(4)
2 cos

(γ1∆t

h̄

)
− isin

(γ1∆t

h̄

)
Mz

onde M̃= (Mx,My), I
(2)
4 e I

(4)
2 são dados por:

I
(2)
4 =




1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1



, I

(4)
2 =




0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0




Podemos ainda representar Ô3;1 como:

Ô3;1 = Ô3 + Ô1 (A.35)

chegando em suas representações finais, como:

Ô1 = I
(4)
2 cos

(γ1∆t

h̄

)
− isin

(γ1∆t

h̄

)
Mz (A.36a)

Ô3 = I
(2)
4 cos

( pν3∆t

h̄

)
−

i

p
sin
( pν3∆t

h̄

)
pξ ·M̃, ■ (A.36b)

Calculando Ô4
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Ô4 = exp

{
−

i∆t

2h̄
(p4 · σ⃗ ¹ I2)

}

=
∞

∑
n=0

1
n!

[
−

i∆t

2h̄
(p4 · σ⃗ ¹ I2)

]n

=
∞

∑
n=0

1
n!
(−i)n

(∆t

2h̄

)n

(p4 · σ⃗ ¹ I2)
n

=
∞

∑
n=0

(−i)2n

(2n)!

(∆t

2h̄

)2n

(p4 · σ⃗ ¹ I2)
2n +

∞

∑
n=0

(−i)2n+1

(2n+1)!

(∆t

2h̄

)2n+1
(p4 · σ⃗ ¹ I2)

2n+1

=
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(∆t

2h̄

)2n

(p4 · σ⃗ ¹ I2)
2n − i

∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!

(∆t

2h̄

)2n+1
(p4 · σ⃗ ¹ I2)

2n+1

(A.37)

Tendo que:

p4 · σ⃗ ¹ I2 =




U
2 0 ξ px − ipy 0

0 U
2 0 ξ px − ipy

ξ px + ipy 0 −U
2 0

0 ξ px + ipy 0 −U
2




(A.38)

Temos que (p4 · σ⃗ ¹ I2)
2n e (p4 · σ⃗ ¹ I2)

2n+1 são dados por:

(p4 · σ⃗ ¹ I2)
2n = p2n

4 I4, (p4 · σ⃗ ¹ I2)
2n+1 =

p2n+1
4

p4
(p4 · σ⃗ ¹ I2)

onde p2
4 = ν2

4 p2 + U2

4 . Substituindo em Eq.(A.37), temos:

Ô4 =
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(∆t

2h̄

)2n

(p4 · σ⃗ ¹ I2)
2n − i

∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!

(∆t

2h̄

)2n+1
(p4 · σ⃗ ¹ I2)

2n+1

=
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(∆t

2h̄

)2n

p2n
4 I4 −

i

p

∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!

(∆t

2h̄

)2n+1
p2n+1

4 (p4 · σ⃗ ¹ I2)

=
∞

∑
n=0

(−1)n

(2n)!

( p4∆t

2h̄

)2n

I4 −
i

p4

∞

∑
n=0

(−1)n

(2n+1)!

( p4∆t

2h̄

)2n+1
(p4 · σ⃗ ¹ I2) (A.39)

Pela a Eq.(A.17), temos a respresentação final:

Ô4 = cos
( p4∆t

2h̄

)
I4 −

i

p4
sin
( p4∆t

2h̄

)
(p4 · σ⃗ ¹ I2), ■ (A.40)
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Integral Eq.(4.22)

0 =
∫ {

−
pσ2

h̄2 +
k0σ2

h̄

}
exp
(
−

p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p

=
1
2

∫
∇p exp

(
−

p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
d2p

=
1
2

exp
(
−

p2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)∣∣∣∣∣

+∞

−∞

=
1
2

[
exp
(
−

(+∞)2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)
− exp

(
−

(−∞)2σ2

h̄2 +
2(p ·k0)σ

2

h̄

)]

= 0, ■ (A.41)

Integrais Eq.(4.26a) e Eq.(4.26b)

ïx(t)ð=
2ξ σ2

π
e−a2

∫ ∞

0
dk

∫ 2π

0
dφ sinφ sin2

( h̄k2t

2m

)
e−k2σ2

e2kk0 cos(φ−θ)σ2
(A.42a)

ïy(t)ð=−
2ξ σ2

π
e−a2

∫ ∞

0
dk

∫ 2π

0
dφ cosφ sin2

( h̄k2t

2m

)
e−k2σ2

e2kk0 cos(φ−θ)σ2
(A.42b)

Calculando ïx(t)ð, temos:

ïx(t)ð =
2ξ σ2

π
e−a2

∫ ∞

0
dk

∫ 2π

0
dφ sinφ sin2

( h̄k2t

2m

)
e−k2σ2

e2kk0 cos(φ−θ)σ2

=
2ξ σ2

π
e−a2

∫ ∞

0
dk e−k2σ2

sin2
( h̄k2t

2m

)[∫ 2π

0
sinφ e2kk0 cos(φ−θ)σ2

dφ

]

=
2ξ σ2

π
e−a2

∫ ∞

0
dk e−k2σ2

sin2
( h̄k2t

2m

)[∫ 2π−θ

−θ
sin(η +θ)e2kk0 cosησ2

dη

]
,

Resolvemos a integral entre colchetes.
∫ 2π−θ

−θ
sin(η +θ)e2kk0 cosησ2

dη = cosθ

∫ 2π−θ

−θ
sinη e2kk0 cosησ2

dη

+ sinθ

∫ 2π−θ

−θ
cosη e2kk0 cosησ2

dη (A.43)

Tendo que:

∫ 2π−θ

−θ
sinη e2kk0 cosησ2

dη = 0 (A.44a)

∫ 2π−θ

−θ
cosη e2kk0 cosησ2

dη = 2πI1
(
2kk0σ2) (A.44b)
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onde I1 consiste na função de Bessel modificada de primeira ordem (??). Temos

então que Eq.(A.43) é dado por:

∫ 2π−θ

−θ
sin(η +θ)e2kk0 cosησ2

dη = 2πI1
(
2kk0σ2)sinθ (A.45)

Temos que ïx(t)ð é dado por:

ïx(t)ð = 4ξ sinθ σ2e−a2
∫ ∞

0
dk e−k2σ2

sin2
( h̄k2t

2m

)
I1
(
2kk0σ2)

= 2ξ sinθ σ2e−a2

[∫ ∞

0
dk e−k2σ2

I1
(
2kk0σ2)−

∫ ∞

0
dk e−k2σ2

cos
( h̄k2t

m

)
I1
(
2kk0σ2)

]

Tendo que:

∫ ∞

0
dk e−k2σ2

I1
(
2kk0σ2)= ea2

−1
2k0σ2

Temos:

ïx(t)ð = 2ξ sinθ σ2e−a2

[
ea2

−1
2k0σ2 −

∫ ∞

0
dk e−k2σ2

cos
( h̄k2t

m

)
I1
(
2kk0σ2)

]

= σξ sinθ

[
1− e−a2

a
−2σe−a2

∫ ∞

0
dk e−k2σ2

cos
( h̄k2t

m

)
I1
(
2kk0σ2)

]

onde a = k0σ . Fazendo q = kσ e t ′ = t h̄
2mσ2 , Temos o resultado final para ïx(t)ð.

ïx(t)ð= σξ sinθ

[
1− e−a2

a
−2e−a2

∫ ∞

0
e−q2

cos(2q2t ′)I1(2qa)dq

]
, ■ (A.46)

Para o calculo de ïy(t)ð, temos:

ïy(t)ð = −
2ξ σ2

π
e−a2

∫ ∞

0
dk

∫ 2π

0
dφ cosφ sin2

( h̄k2t

2m

)
e−k2σ2

e2kk0 cos(φ−θ)σ2

= −
2ξ σ2

π
e−a2

∫ ∞

0
dk e−k2σ2

sin2
( h̄k2t

2m

)[∫ 2π

0
cosφ e2kk0 cos(φ−θ)σ2

dφ

]

= −
2ξ σ2

π
e−a2

∫ ∞

0
dk e−k2σ2

sin2
( h̄k2t

2m

)[∫ 2π−θ

−θ
cos(η +θ)e2kk0 cosησ2

dη

]
,

Da forma que o caso anterior, resolvemos a integral entre colchetes:
∫ 2π−θ

−θ
cos(η +θ)e2kk0 cosησ2

dη = cosθ

∫ 2π−θ

−θ
cosη e2kk0 cosησ2

dη

− sinθ

∫ 2π−θ

−θ
sinη e2kk0 cosησ2

dη

= cosθ

∫ 2π−θ

−θ
cosη e2kk0 cosησ2

dη

= 2πI1
(
2kk0σ2)cosθ (A.47)
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Da mesma forma que o caso anterior, temos que:

ïy(t)ð=−σξ cosθ

[
1− e−a2

a
−2e−a2

∫ ∞

0
e−q2

cos(2q2t ′)I1(2qa)dq

]
, ■ (A.48)

Cálculo ∇pθξ (p)

Tendo que θξ (p) é dada pela a Eq.(2.111), temos:

∇pθξ (p) = ∇p arctan

{
2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py

ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px

}

=
[ν2

0 (p2
x − p2

y)− γ1ν3ξ px]
2

[ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]2 +[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]2
∇p

(
2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py

ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px

)

=
[ν2

0 (p2
x − p2

y)− γ1ν3ξ px]∇p[2ν2
0 ξ px py + γ1ν3 py]

[ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]2 +[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]2

−
[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]∇p[ν
2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]

[ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]2 +[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]2
(A.49)

Temos os componentes x e y, temos:

[∇pθξ (p]x =
2ν2

0 ξ py[ν
2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]+ [2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py](2ν2
0 px − γ1ξ ν3)

[ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]2 +[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]2

(A.50a)

[∇pθξ (p]y =
(2ν2

0 ξ px + γ1ν3)[ν
2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]−2ν2

0 ξ py[2ν2
0 ξ px py + γ1ν3 py]

[ν2
0 (p2

x − p2
y)− γ1ν3ξ px]2 +[2ν2

0 ξ px py + γ1ν3 py]2

(A.50b)

■

Cálculo ∇pε(p)

Tendo a energia na Eq.(4.3), temos:
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∇pε(p) = ∇p

√
ν4

0

γ2
1

p4 +ν2
3 p2 −2ξ

ν2
0 ν3

γ1
p3 cos(3φ)

=
1

2

√
ν4

0
γ2

1
p4 +ν2

3 p2 −2ξ
ν2

0 ν3
γ1

p3 cos(3φ)

∇p

[
ν4

0

γ2
1

p4 +ν2
3 p2 −2ξ

ν2
0 ν3

γ1
p3 cos(3φ)

]

=
1

2ε(p)

[
4ν4

0

γ2
1

p3p̂+2ν2
3 pp̂−6ξ

ν2
0 ν3

γ1
p2 cos(3φ)p̂+6ξ

ν2
0 ν3

γ1
p2 sin(3φ)φ̂

]

Temos, então, as componentes de ∇pε(p), dadas por:

[∇pε(p)]x =
1

ε(p)

[
2ν4

0

γ2
1

p3 cosφ +ν2
3 pcosφ −3ξ

ν2
0 ν3

γ1
p2 cos(2φ)

]
(A.51a)

[∇pε(p)]y =
1

ε(p)

[
2ν4

0

γ2
1

p3 sinφ +ν2
3 psinφ −3ξ

ν2
0 ν3

γ1
p2 sin(2φ)

]
(A.51b)

podendo ser escrito ainda como:

[∇pε(p)]x =
1

ε(p)

[
2ν4

0

γ2
1

p2 px +ν2
3 px −3ξ

ν2
0 ν3

γ1
p2 cos(2φ)

]
(A.52a)

[∇pε(p)]y =
1

ε(p)

[
2ν4

0

γ2
1

p2 py +ν2
3 py −3ξ

ν2
0 ν3

γ1
p2 sin(2φ)

]
(A.52b)

■
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APÊNDICE B – FÍSICA DO ESTADO SÓLIDO

Estrutura Cristalina

A Física do Estado solido é uma área da física que estuda a morfologia, propriedades

eletrônicas e geométricas de todos os materiais presentes na natureza, desde um simples cristal de

sal de cozinha (NaCl) até uma complexidade como um diamante encontrado nas proximidades

de um vulcão.

Todo material presente na natureza, no seu interior, possui uma estrutura geométrica

de arranjo dos átomos que cria suas formas e o da estabilidade como pilares que, em um prédio,

não só dão sua forma como também o sustentam. O arranjo de átomos em um cristal, como o sal

de cozinha ou de metais, pode ser visto com a repetição de "tijolos"elementares, formando toda

a estrutura cristalina. Tais "tijolos"são chamados de células unitárias 28-a.

Célula unitária e primitiva

A construção de uma célula unitária em uma estrutura cristalina dar-se pela a seleção

de um conjuntos de pontos (como em 28-a) que se repete em uma estrutura cristalina e por um

conjunto de vetores, chamado de base, que a da direção e o sentido de replicação da célula. Esse

conjuntos de vetores ai, em 2 (d = 2) ou 3 (d = 3) dimensões, quando combinados linearmente

entre si (como em um espaço vetorial visto em álgebra), formam todos os pontos r presentes na

rede (B.1).

r =
d

∑
i=1

niai , (B.1)

Um célula unitária pode ser classificada também como primitiva quando seu volume

v (em 3 dimensões) (B.2) ou área A (B.3) (em 2 dimensões), formada por seus vetores de base ai,

é o menor possível. Isso leva crer que toda célula primitiva de uma rede é também unitária mas

nem toda célula unitária é primitiva. Em uma estrutura cristalina, por causa de uma estrutura

algébrica como um espaço vetorial, podemos adotar vários tipos de bases para representar os

pontos de uma rede, consequentemente, varias células unitárias diferentes mas com área e

volumes nem sempre iguais, muito menos o menor valor.

v = |a1 · (a2 ×a3)|, (B.2)
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Figura 28 – a-) Representações de células unitárias ("tijolos") de materiais, como minérios,
encontrados na natureza como Cloreto de Césio (CsCl), Cloreto de Sódio ou sal
do cozinha (NaCl), Sulfeto de Zinco ou Esfalerita (ZnS), Fluoreto de Cálcio ou
Fluorita (CaF2), Dióxido de Titânio ou Rutilo (TiO2) e o Óxido de Cálcio e Titânio
ou Perovskita (CaTiO3). b-) Os 14 tipos de Redes de Bravais em que são tipos de
redes invariantes a traslações e rotações. Destaque para a rede hexagonal da forma
ao grafeno. Figuras adaptadas de (Castro et al., 2015).

A = |a1 ×a2|, (B.3)

Célula de Wigner-Seitz

A Célula de Wigner-Seitz consiste em um método de se construir uma célula unitária

ou primitiva de uma estrutura cristalina seja ela em duas dimensões ou três.

A construção célula é feita tomando, no caso bidimensional, traçando retas per-

pendicularmente à ligações entre átomos vizinhos e, no final, unem-se a retas para formar o

polígono que representa um célula unitária e primitiva por possuir a menor área A (B.3). No caso

tridimensional, tomamos planos no lugar de retas, colocando-as perpendiculares à ligações entre

átomos vizinhos na qual, quando unidos, formam a célula unitária de menor volume v (B.2) 29.

Redes de Bravais

Um conjunto de pontos em um material, também chamado rede, que é formado pela

simples replicação de uma célula unitária tal que, quando feita operações de simetria como

translação e rotação, a forma elementar da célula não se altera, pode ser classificada como uma

das já catalogadas Redes de Bravais 28-b como as células unitárias em 28-a também pode ser

vista como uma rede de bravais ou composição de redes visto que são invariantes a tais operações

de simetria.

As combinações entre os vetores da base ai deve ser feita tal que a replicação da seja
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Figura 29 – (a) Representação de uma construção de uma célula de Wigner-Seitz bidimensional,
trançando retas perpendiculares à ligações entre átomos. (b) Representação de uma
construção de uma célula de Wigner-Seitz tridimensional para uma rede cúbica de
face centrada. Vemos que, ao invés de traçarmos retas, colocamos planos perpendi-
culares a retas que ligam os átomos. Figura adaptada de (JoaoXP, 2011) e (Ashcroft
N.W. ; Mermin, 2011).

feita de maneira sobreposta. Logo, os fatores ni em (B.1) devem ser inteiros (ni ∈ Z). Com isso,

chegamos em pontos de um rede, preenchendo todo o espaço, formando toda rede cristalina 30.

Podemos resumir a teoria de Rede de Bravais na definição 3.

Definição 3 - Redes de Bravais: Um conjunto infinito de pontos com arranjo e orientação que

parecem exatamente os mesmos quando vistos de qualquer ponto da rede graças as simetrias da

células unitárias. Os pontos de uma rede de Bravais são descritos em função da base de vetores

ai como na equação (B.1).

Figura 30 – a-) Representação da replicação de um célula unitária do tipo BCC (Cúbica de Corpo
Centrado), um dos 14 tipos de Redes de Bravais 28, com seus vetores de base a1,
a2 e a3. b-) Representação da replicação células unitárias bidimensionais (2D), que
também são tipos de Redes de Bravais em duas dimensões, com os vetores de base
a1 e a2. Vemos que não há pontos sobrepostos, nem células, pelo o fato de ni na
equação (B.2) ser inteiro. Figura adaptada de (Castro et al., 2015).
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Redes Real e Recíproca

O conjunto de pontos em uma Rede de Bravais formados pelos os vetores ai em

(B.1), visto na figura 30, é chamado de Rede Real ou, também chamada, rede direta em que o

conjunto de vetores ai é chamada também de base real.

Em uma Rede Real, em 3 dimensões, podemos criar uma família de planos que

englobam muitos pontos como 31 tais que os mesmo funcionam como uma crista de um onda no

espaço. Supondo que a onda tenha um vetor k de onda, escrevemos como uma onda plana eik·r.

Figura 31 – Representação de Família de planos em rede cristalinas tridimensionais. Note que,
em ambos, os planos estão sempre distanciados igualmente, funcionando como
cristas de uma onda. Figura adaptada de (Ashcroft N.W. ; Mermin, 2011)

Pela a replicação da célula unitária para se formar a Rede Real, temos então uma

periodicidade associado à rede devido a teoria de Redes de Bravais. Tal periodicidade implica

em termos um vetor R em que, pela a equação (B.4), não temos alteração na onda plana, fazendo

de R o nosso "período". Para que isso seja verdade, a equação (B.5) deve ser consistente.

eik·(r+R) = eik·r, (B.4)

eik·R = 1 , (B.5)

A consistência de (B.5) implica que o produto escalar k ·R deve possuir valores bem

definidos de maneira discreta (numero de valores finitos). Pela a equação (B.6), tais valores

devem ser múltiplos pares de π (2nπ), com n inteiro, graças a propriedade da exponencial

complexa em (B.7). Isso faz com que (B.6) seja uma equação de uma família de planos na rede

real com o mesmo vetor normal (perpendicular) k, deslocados uns dos outros por valores de n

distintos, como mostrado na figura 31.
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k ·R = 2nπ, (B.6)

ei2nπ = 1 , (B.7)

Tendo que exitem outros tipos de famílias de planos em uma rede (pela a figura

31), implica dizer que exite outros vetores k para representarem tais planos. Temos, então, um

conjunto de vetores k discreto pelo o fato dos pontos em um cristal serem discretos também. O

conjunto de vetores k formam um espaço em que possui um base vetorial (como em um espaço

vetorial) juntamente com um espécie de célula unitária para uma Rede Real.

Com isso, podemos classificar um conjunto de vetores k como uma Rede de Bravais

em que podemos escrever qualquer vetor k como combinação de uma nova base bi, com ki

inteiro e d a dimensão (B.8). À essa nova Rede de Bravais, damos o nome de Rede Reciproca

que tem como definição (5).

A nova base bi possui relação com a base real ai mostrado em (B.9), onde δi j é o

famoso Delta de Kronecker1. Com isso, podemos escrever a base reciproca bi, seja em duas

dimensões ou três dimensões.

k =
d

∑
i=1

kibi , (B.8)

bi ·a j = 2πδi j , (B.9)

Definição 4 - Rede Real: Conjunto de pontos r que representa átomos em uma estrutura

cristalina formado pela a replicação de uma célula unitária, sendo então um tipo de Rede de

Bravais em que os pontos r são escritos como combinação linear dos vetores ai (B.1).

Definição 5 - Rede Reciproca: Conjunto de vetores k que representa vetores de ondas planas

em estruturas cristalina cuja as cristas das ondas são família de planos com o mesmo vetor

normal k (como em 31) em que é dado em função de uma combinação linear bi como uma Rede

de Bravais (B.8), que é formada também por uma replicação de uma célula unitária, chamada

de 1ª zona de Brillouin, dando origem a todos os vetores k.

1Idealizado pelo o matemático alemão Leopold Kronecker (1823-1891), a função de Delta de Kronecker δi j só
possui dois valores possíveis: 1 para i = j e 0 para i ̸= j.
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