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“A prova real de que vocé estd na presenca de
Deus € que vocé ou esquece completamente de
si ou se vé como um objeto pequeno e sujo.”

(Lewis, 1952)



RESUMO

Analisando a estrutura de bandas para baixas energias na bicamada de grafeno com empilhamento
do tipo Bernal (AB), nota-se a presenga de trés mini-cones de Dirac ao redor dos vales K e K’,
cuja razdo fisica estd associada ao conhecido efeito trigonal warping. Este efeito € responsdvel
pela assimetria da estrutura de bandas. Neste contexto, investigamos teoricamente a evolugao
temporal de um pacote de ondas gaussiano propagando-se em uma amostra de bicamada de
grafeno a fim de verificar o papel do trigonal warping na dindmica. Para calcular os valores
esperados da posicdo (x,y) do centro de massa e as densidades de probabilidade totais do pacote
de ondas, € necessario resolver numericamente a equacdo de Schrodinger dependente do tempo.
Esse célculo € realizado por meio de um formalismo numérico baseado na técnica split-operator.
Esse método € usado dentro da abordagem para Hamiltonianos continuos de Dirac, tando para o
modelo 2 bandas quanto para o de 4 bandas, considerando os efeitos mencionados acima devido
aos hoppings intercamadas nao-perpendiculares, no caso da bicamada de grafeno. Além de uma
abordagem numérica, € feita uma abordagem analitica do ponto de vista do propagadores da
mecanica quéntica com o uso das fungdes de Green G(r,r’,7). As oscilagdes espaciais transientes
devidas ao efeito conhecido como zitterbewegung sao discutidas para diferentes polarizacdes

iniciais de pseudospin, larguras, energias e momentos dos pacotes de onda iniciais.

Palavras-chave: Zitterbewegung; bicamada de grafeno; Trigonal warping; técnica Split-

Operator;



ABSTRACT

Analyzing the low-energy band structure in Bernal-stacked graphene bilayers (AB), three Dirac
mini-cones are observed around the K and K’ valleys, whose physical rationale is associated
with the well-known trigonal warping effect. This effect induces the asymmetry in the band
structure. In this context, we theoretically investigate the time evolution of a Gaussian wave
packet propagating through a graphene bilayer sample to examine the role of trigonal warping
in the dynamics. Numerically solving the time-dependent Schrédinger equation is necessary to
calculate the expected values of the position (x,y) of the center of mass and the total probability
densities of the wave packet. This calculation is performed using a numerical formalism based
on the split-operator technique. The method is applied within the framework of continuous Dirac
Hamiltonians, both for the 2-band and 2-band models, taking into account the aforementioned
effects arising from non-perpendicular interlayer hoppings in the case of graphene bilayers. In
addition to a numerical approach, an analytical approach is pursued from the standpoint of quan-
tum mechanics propagators using Green’s functions G(r,r’,¢). Transient spatial oscillations due
to the effect known as zitterbewegung are discussed for different initial pseudospin polarizations,

widths, energies, and momenta of the initial wave packets.

Keywords: Zitterbewegung; Bilayer graphene; Trigonal warping; Split-operator technique;
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1 INTRODUCAO

O século XX foi memoravel no que diz respeito aos avangos da ciéncia, seja nas
ciéncias da natureza, nas ciéncias humanas ou, at€é mesmo, na literatura com seu modernismo
e p6és-modernismo. Um dos aspectos associados aos grandes avangos nas ciéncias da natureza
foi o estudo de semicondutores que proporcionou maiores feitos na eletronica, dentro da fisica
de estado s6lido, com a criacdo de dispositivos como o diodo e o transistor (triodo) através
do estudo das juncdes pn, para diodos, e npn, para transistores, ambos obtidos no dpice dos
estudos envolvendo a fisica do estado sélido e a mecanica quantica na época em questido. A
junc¢do npn surgiu como uma teoria do fisico William Shockley (1910-1989), com a dopagem
de germanio', obtida de forma experimental em 1952 pelo préprio Shockley, o fisico Walter
Brattain (1902-1987), e os quimicos Gordon Teal (1907-2003) e Morgan Sparks (1918-2008)2,
sendo Gordon e Morgan os responsaveis mais diretos pela obtencao experimental no laboratério
Bell Labs®. O transistor de jungio bipolar é uma evolucdo do primeiro transistor obtido em
1947, também obtido por Brattain e pelo fisico John Bardeen (1908-1991), onde foi proposto um
transistor do tipo point-contact(Schockley, 1951)*.

O impacto dos transistores desde a sua implementacgdo até os dias atuais € bastante
perceptivo, tanto pelo fato de ter impulsionado na ciéncia bésica a descoberta de varios outros
novos fendmenos fisicos, como também na tecnologia, pois permitiu a evolugao do processa-
mento de dados com chips com alta capacidade de trabalho e o desenvolvimento de meios de
comunicac¢do, como o radio e wireless. Nos aspectos econdmico e social, permitiu o crescimento
da inddstria no setor tercidrio em decorréncia da producdo de semicondutores, alavancando
o PIB dos paises, e consequentemente influenciando na sociedade e na cultura. Isso foi mais
perceptiveis no inicio dos anos 2000. Atuais pesquisas no setor sdo norteadas pela busca por altas
capacidades de processamento, buscando-se o desenvolvimento de chips compostos por varios
transistores. Uma saida para contornar o problema da efici€ncia e limitagcdo espacial nos chips

seria o desenvolvimento de tecnologias que utilizassem de outros materiais com alta performance

IPrevisto na teoria do préprio Shockley sobre o transistor de juncéo bipolar (Bipolar Junction Transistor - BIT)
(Schockley, 1951)

2Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias das paténtes (Sparks e Teal, 1950) e (Shockley, 1948)

30 laboratério Bell Labs, originalmente conhecido como Bell Telephone Laboratories, é uma empresa de
semicondutores com sede em Nova Jersey, EUA. O laboratério foi o ber¢o de diversas ideias, ndo s6 do transistor
como a criagdo e implementacdo da linguagem de programacgdo C por Dennis Ritchie e Ken Thompson, muito
utilizada hoje no kernel de microcontroladores e sistemas operacionais.

40 transistor do tipo point-contact foi primeiramente pensado para uso de uma camada de germénio com
excesso de elétrons, usado como uma base juntamente com duas pontas: um emissor € o outro coletor.
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quando comparados aos utilizados na industria semicondutora padrdo. Essa demanda fomenta
pesquisas em materiais bidimensionais, investigando suas propriedades eletronicas, de transporte
e Oticas, que se tem intensificado bastante na ultima década. Esta dissertacao se insere neste
contexto da investigacdo das propriedades eletronicas e de transporte de materiais bidimensionais
visando sua utilizacdo para propor futuros dispositivos em aplicagdes tecnoldgicas.

Nas préxima sec¢des, veremos aspectos historicos dos materiais bidimensionais,

desde o seu surgimento até suas propriedades fisicas e aplicagoes.

1.1 Surgimento dos materiais bidimensionais

A natureza abriga diversos formatos para os materiais encontrados nela. Muitos
materiais na natureza possuem um arranjo especifico relacionado a sua dimensionalidade. A
dimensionalidade, juntamente com o arranjo do material, ¢ um atributo muito importante, pois
diz respeito a estabilizacdo do material para sua existéncia. Essa estabilidade dos elementos da
natureza € fundamental e € um aspecto intrinseco aos elementos da tabela periddica. A forma
como os elementos sdo encontrados na natureza consiste em sua forma mais estavel possivel, ou
seja, em seu estado de menor energia (Ashcroft N.W. ; Mermin, 2011). Um exemplo disso € o
enxofre (S) mostrado na Figura 1(a) e o minério fluorita roxo (CafF;) na Figura 1(b), sendo este
ultimo uma combinag¢do de elementos da tabela periddica.

As Figs.1(c)-1(f) mostram a dimensionalidade dos materiais, que pode ser do tipo
dimensao zero (0D), também chamado de ponto artificial, como mostrado na Fig.1(c), ou do tipo
unidimensional (1D), como os fios quanticos apresentados na Fig.1(d), ou do tipo bidimensi-
onal (2D), como as superficies ou planos apresentados na Fig.1(e), ou do tipo tridimensional
(3D), os proprios sdlidos na sua forma bulk, como mostrado na Fig. 1(f). O entendimento
da dimensionalidade € importante no contexto dos materiais bidimensionais, como o grafeno,
pois as caracteristicas intrinsecas a uma determinada dimensionalidade influencia bastante na
propriedades eletronicas e de transporte.

Outro critério que diz respeito a estabilidade dos materiais € a Alotropia, que consiste
em formas diferentes de se encontrar um elemento na natureza. O Carbono, embora nao seja o
elemento mais abundante da natureza, é o elemento mais importante do ponto de vista estrutural
da matéria encontrada na natureza. Os chamados al6tropos do carbono s@o estruturas carbdnicas
que se organizam de acordo com a dimensionalidade, semelhante as figuras Fig.1(c-f). O

Fulereno € um das forma de alotropia do carbono que mimetiza um estrutura OD. Sua descoberta
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Figura 1 — (a) Enxofre obtido na natureza na forma Rémbico, (b) Minério flourita. Do (c)
até o (f) temos a representagdo de materiais do tipo dimensao 0, unidimensional,
bidimensional e tridimensional, respectivamente. Figuras adptadas das Refs. (Leidus,
2021), (Lavinsky, 2010) e (Tiwari et al., 2012).

(@ - © e

(b)

em 1985 e isso possibilitou outras descoberta de alétropos do carbono, como os Nanotubos
em 1991, sendo estrutura do tipo 1D (Singh ez al., 2021). Todos os alétropos do carbono aqui
apresentado, juntamente com o grafite (3D) descendem do grafeno (2D), como mostra a Fig.2.
Além dos materiais mencionados, temos o diamante, que também € um al6tropo do carbono,

cuja a sua estrutura cristalina é do tipo FCC?, uma classificacio comum a fisica do estado sélido.

Figura 2 — (a) Representagdo de alguns alétropos do carbono descendentes do grafeno (2D), com
relacdo ao tipo de dimensionalidade: Fulereno (0D), Nanotubos de carbono (1D) e
Grafite (3D). (b) Representacdo do diamante e sua estrutura cristalina do tipo FCC.
Figuras adaptada das Refs (Geim A.K. ; Novoselov, 2007) e (Ashcroft N.W. ; Mermin,
2011).
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Na década de 30, Landau e Peierls argumentaram que estruturas cristalinas de

baixas dimensionalidades, como cristais bidimensionais, eram termodinamicamente instaveis

SFace Centered Cube ou Cubica de face centrada.
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e, portanto, nido poderiam existir, o que levaria a inexisténcia de materiais como grafeno °.

A instabilidade termodinamica dar-se pelo fato de que redes cristalinas em baixas dimensdes
apresentariam flutuacdes térmicas, fazendo com que dtomos na rede poderiam ter deslocamentos
da ordem da distancia interatobmica. A diminui¢dao da dimensionalidade de uma estrutura
cristalina em aspectos como espessura ou nimero de camadas (como o grafite), estd relacionada
com a diminuic¢do de graus de liberdade no sistema, implicando em temperaturas mais baixas
(do ponto de vista do teorema da Equiparti¢io’), implicando em flutuacdes térmicas no material.
Com isso, os materiais de baixas dimensdes que “poderiam” ser formados, na verdade torna-se
instaveis e fragmentam-se, formando estruturas de maior complexidade (dimensionalidade) com
maior espessura ou camadas.

Embora as previsdes eram de que materiais como o grafeno ndo poderiam existir
por questdes de estabilidade, para a surpresa de muitos, a obten¢cdo do grafeno em 2004 foi
feita, experimentalmente, pelos cientistas Andre Geim juntamente com Konstantin Novoselov
na Universidade de Manchester na Inglaterra (Geim A.K. ; Novoselov, 2007). Os cientistas
conseguiram obter o material usando a técnica chamada de Esfoliacio Mecénica. Tal técnica
consiste em obter as camadas grafeno a partir de uma amostra de grafite usando uma ferramenta
semelhante & uma fita adesiva, onde na mesma estardao localizadas as camadas retiradas. A
técnica € possivel pelo fato de que cada camada € ligada a outra por ligacdes fracas chamada de
ligagdes (ou forcas) de Van der Waals 8, que sdo forcas de interagdio entre moléculas na qual,
no grafeno, é feita pela a formacgdo de dipolos induzidos do orbital p, do carbono hibridizado,
ortogonal ao plano’.

O grafeno foi o primeiro material 2D baseado em carbono. Desde sua obtencao do
mesmo em 2004, os anos subsequentes foram cruciais para as pesquisa em materiais bidimensi-
onais (ou de baixas dimensionalidades). Apds a obtengdo do grafeno, muito outros materiais
de caracteristicas semelhantes, comecaram a ser pesquisados e tiveram uma verificacdo quanto
a sua existéncia de uma maneira estdvel, tornando-se objetos de estudo tanto tedrico quanto

experimental. Muitos materiais semelhantes ao grafeno foram estudados e descobertos, como o

©Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Geim A.K. ; Novoselov, 2007) e (Singh et al., 2021).

"Na fisica Estatistica, o teorema da Equiparti¢iio consiste em que cada grau de liberdade em um sistema com
muitas particulas a uma temperatura 7 contriui com '%T para a Energia cinética, sendo kp a constante de Boltzmann.

8Johannes Diderik van der Waals (1837-1923) foi um fisico neerlandés (nascido nos Paises Baixos) que trabalhou
com gases e liquidos, descrevendo seu comportamento microscépico, chegando a formular equagdes,sendo agraciado
com o Nobel de Fisica de 1910.

9Além do grafeno, a técnica de Esfoliacdo mecénica foi utilizada para a obteng@o de outros materiais, como os

da familia do grafeno e dos TMDs.
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nitreto de boro hexagonal #BN, o grafano, o fluorografeno e o oxido de grafeno '°. Sao materiais
com propriedades semelhantes ao grafeno, no que diz respeito ao arranjo estrutural, do tipo "favo

de mel", mas com caracteristicas eletrOnicas quase isolantes (Singh et al., 2021).

Figura 3 — Representacdo dos materiais da familia do grafeno: (a) grafeno, (b) nitreto de boro,
(c) grafano e o fluorografeno. Figura adaptada de (Pollard e Clifford, 2017)

(a) (b) v

gF gl

® Carbono - (C) @ Nitrogénio - (N) ® Fldor - (F)
~ Boro - (B) ' Hidrogénio - (H)

Posteriormente, o grande interesse no topico de materiais bidimensionais se concen-
trou nos chamados Dicalcogenetos de Metais de Transicao (transition metal dichalcogenides
- TMDs). Os TMDs sdo semelhantes aos materiais da familia do grafeno comentados anteri-
ormente, mas com constituintes diferente. A formacdo de um TMD consiste de uma ligacdo
covalente de um metal de transicdo M com 2 calcogénios X, formando materiais do tipo MX,.
Exemplos de TMDs sdo o dissulfeto de molibdénio MoS;, o dissulfeto de tungsténio WS,
ditelureto de tungsténio WTe; e outro, com M podendo ser Mo, W, e X podendo ser Se, S, Te, e
outros.

Muitos dos TMDs tiveram seu processo de obtencdo utilizando outras técnicas

além da conhecida esfoliacdo mecénica, comentada anteriormente para a obten¢do do grafeno.

10Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Singh et al., 2021) e (Pollard e Clifford, 2017).
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Algumas dessas técnicas consiste no uso do Método quimico imido e método de deposicdo de
vapor. O método quimico imido se baseia na criagdao de um estrutura tipo TMD em uma solucao
com seu constituintes juntamente com o uso de uma corrente elétrica ou calor '!. O método
de deposicao de vapor consiste na deposi¢cdo de particulas constituintes do TMD em um dado
substrato com o controle de espessura. Trata-se de um método mais sofisticado que os outros em
virtude da quantidade de pardmetros de controle 2.
Figura 4 — Representacdo cronoldgica da obtenc¢do de diversos tipos de materiais tipos materiais
bidimensionais, inclusive materiais nitreto de boro (Zhang et al., 2017), com o fésforo
negro (Akhtar et al., 2017) e o borofeno (Wang et al., 2019). (*) O ano de 2015
representado aqui para a sintese do TMDs trata-se de obtengdes posteriores do MoS,,

depositando-o sobre uma camada de ouro Au (Grgnborg et al., 2015), e o WSe;
através do uso da deposicao de vapor quimico organico-metal (Eichfeld ez al., 2015).
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Aspectos eletronicos em materiais bidimensionais, tais a como mobilidade eletronica
e propriedades de transporte, sdo explorados uma vez que, na maioria dos casos, tem-se a
expectativa para a implementa¢do em dispositivos, como, por exemplo, em transistores, que € a
base para todo tipo de processamento de dados comuns em tecnologias modernas. Depois da
obten¢do experimental do grafeno em 2004, muitos outros materiais bidimensionais semelhantes
ao grafeno foram obtidos (como mostra Fig.4), sendo que alguns desse materiais bidimensionais

consiste em um simples “hidrogeniza¢do”, como o grafano, ou, ao invés do hidrogénio, temos a

""Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Singh et al., 2021), (Wan et al., 2017) e (Ren et al.,
2015).
12Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Singh ez al., 2021) e (Giri et al., 2018).
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adicao de flior, formando o fluorgrafeno. Na familia do grafeno, que consiste em uma classe
de materiais bidimensionais com caracteristicas semelhantes ao do grafeno, o préprio grafeno
possui uma mobilidade eletronica alta devido ao fato um material de gap'® nulo (Geim A.K.
; Novoselov, 2007). O nitreto de boro hexagonal - ABN também ndo deixa a desejar na mobilidade
eletronica. Em temperatura ambiente, o BN tem mobilidade de 125000 cm? Vl/ s. Por outro
lado, possui um mobilidade de 275000 cm? V! /s & uma temperatura de 7 = 4,2 K. Ambos os
valores foram obtidos mediante a aplicagdo de um campo magnético de B = 5T (Zomer et al.,
2011). A mobilidade de TMDs do tipo MoX; e WX5;, sendo X os calcogénios S ou Te, pode
> 1000 cm?V'! /5. Ndo é uma mobilidade alta comparadas aos da familia do grafeno, mas ainda
permite ampla aplicacdes com a implementacao de células voltaicas (Rawat et al., 2018).
Além de aspectos estruturais ou geométricos dos materiais bidimensionais, outros
aspectos sdo bastante importantes no estudo de tais materiais, afim de uma melhor compreensao e
aplicacdes em casos reais. As propriedades eletronicas dos materiais dizem respeito a mobilidade
eletrOnica para vdrios tipos de implementacgdes, como a cria¢do de dispositivos como transistores.
Para este trabalho, iremos lidar com a bicamada de grafeno. Nas se¢des futura, iremos tratar de

aspectos relacionados a suas propriedades eletronicas como a estrutura de bandas.

1.2 Efeito Zitterbewegung

O efeito zitterbewegung (ZBW) foi investigado pelo fisico austriaco Erwin Schrodin-
ger em 1930 (Barut A. O. ; Bracken, 1981). Schrodinger, analisando a equagdo de Dirac para
particulas inicialmente localizadas (como um pacote de ondas gaussianas), viu que as trajetdrias
e velocidades médias da equacdo de Dirac tém um comportamento oscilatério em intervalo
transitério de tempo, implicando que operadores como posicao e velocidade ndo constantes de
movimento do ponto de vista da equagdo de Heisenberg. Em 1930, analisando a equacao de
Dirac, Schrodinger percebeu que tal oscilacdo vem do acoplamento entre estados com energias
positivas e negativas, elétrons ou buracos na auséncia de forcas externas '*. Schrodinger publicou
suas andlises em um artigo intitulado Ueber die kraeftefreie Bewegung in der relativistischen
Quantenmechanik". Acreditava-se que a observagdo experimental do efeito era impossivel, pois

confinaria o elétron a uma escala do comprimento de onda Compton 7 /mqc, onde mg é a massa

3A energia de gap de um material é muito importante tendo em vista que trata-se da energia que um dado
elétron no topo da banda de valéncia precisa para ir para o minimo da banda de condugfo. Na sec¢des futuras iremos
falar mais sobre o gap.

14Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Rusin, 2011) e (Lock, 1979).

5Do alemio, “Sobre 0 movimento livre de forca na mecénica quintica relativistica".
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de repouso do elétron 16 No entanto, o efeito ZBW nio é um efeito estritamente relativistico:
pode aparecer mesmo para uma particula nao relativistica movendo-se em um cristal ou para
quasiparticulas regidas pelas equagdes de Bogoliubov—de Gennes em supercondutores (Cserti e
David, 2006).

Muitos trabalhos tem investigado o efeito ZBW tanto em materiais semicondutores
quanto no proprio grafeno, com de técnicas que envolve a dindmica de pacotes de ondas
gaussianos. Alguns mostram, analiticamente e numericamente, que o pacote de onda inicial se
divide em duas partes com diferentes polarizacdes de spin se propagando com velocidades de
grupo diferentes. Além disso, demostram também que a divisao e sobreposi¢do de pacotes de
ondas levam ao amortecimento do efeito zitterbewegung '’ .

Dois dos trabalhos pioneiros que investigam o efeito ZBW em semicondutores de
gap estreito'® sdo os estudos teéricos de Schliemann (Schliemann et al., 2005) e Zawadzki
(Zawadzki, 2005) em 2005, que considerou o acoplamento entre a energia positiva-negativa dos
autoestados de sistemas quanticos usando um modelo de duas bandas de energia. Zawadzki
demonstrou que os elétrons de semicondutores experimentam um efeito ZBW, considerando
a analogia entre a estrutura de bandas de semicondutores tipo fio de gap estreito e a equagao
de Dirac para elétrons relativisticos no vacuo para diferentes valores de momentum k,,, como
mostra a figura Fig.5-(a). Também em 2005, Schliemann e colaboradores estudaram o efeito
ZBW de pacotes de ondas eletronicas em pogos quanticos de semicondutores tipo zinc-blende na
presenca de acoplamento spin-6rbita do tipo Rashba e Dresselhaus, usando o hamiltoniano de
divisdo de spin (o mecanismo de Bychkov-Rashba), que requer assimetria de inversdo espacial do
sistema. De forma mais tedrica, Zawadzki et al.(Rusin, 2011), através de um acoplamento entre
autoestados de energia positiva e negativa, notou que elétrons em semicondutores experimentam
o efeito ZBW gracas a estrutura de banda do material que, para baixas energias, possui dispersao
linear , sendo compativel com uma equacdo andloga a Dirac para elétrons relativisticos. Na
figura Fig.5-b, temos a variagdo do parametro de acoplamento Rashba «, tendo o momentum ko,
fixo, resultando em padrdes diferentes do efeito ZBW, levando em conta fracdes da frequéncia
caracteristica @ do potencial de confinamento do fio. Esses trabalhos despertaram um forte

interesse nas investigacdes tedricas da dinamica do pacote de ondas e oscilagdes ZBW em outros

16Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Lia e al., 2022) e (Cserti e David, 2006).

"Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Maksimova et al., 2008), (Lavor et al., 2020b) e (Cunha
etal., 2019).

8Valor de gap muito pequeno.
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sistemas fisicos, como, por exemplo, cristal fotdnico 2D !°, cristal sénico 2D (Zhang e Liu,

2008), fons presos 2, sistemas de buraco Luttinger 2!, 4tomos ultrafrios 22, isolantes topolégicos

23 ¢ pulsos eletromagnéticos se propagando através de metamateriais apresentando um efeito

analdgico optico ZBW (Wang et al., 2009).

Figura 5 — (a) Oscilacdes ZBW transitorias de elétrons quase livres, representado pela a posi¢ado
média em z, versus tempo, calculado para um pacote de onda muito estreito, com-
parando alguns valores de momentum k;, para o Arsenieto de Galio GaAs. Figura
adptada de (Rusin, 2011). (b) O zitterbewegung de um elétron em um fio quantico
harmonico perpendicular na direc@o do fio no semicondutor zinc-blende. O nimero
de onda ko, para o movimento ao longo do fio ¢ ko_v/"t = 5. A amplitude do zitterbewe-
gung € maximo na ressonancia 2ako, = hi@ (painel do meio). Figura adaptada de
(Schliemann et al., 2005).
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Com o uso da dindmica de pacotes de ondas gaussianas, 0 ZBW foi analisado em
grafeno monocamada por Maksimova et al.(Maksimova et al., 2008), observando as oscilacdes
nas trajetorias médias, através do acoplamento entre estados de energia positivos € negativos.
Na figura Fig.6-(a), € demostrado que a forma do pacote de onda em tempo arbitrério ¢ depende
da correlacdo entre as amplitudes iniciais do elétron Y4 e yp, nas sub-redes A e B correspon-
dentemente, isto &, a polarizacio dos pseudospin [Cy,Cp]T** e, dependendo de qual polarizacio

estd sendo adotada, o pacote de onda pode se dividir em dois sub-pacotes. A mesma depen-

19Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Zhang, 2008) e (Dreisow et al., 2010).

20Majs detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Gerritsma et al., 2010) e (Rusin e Zawadzki, 2010).
21Majs detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Demikhovskii et al., 2010) e (Winkler et al., 2007).
22Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Vaishnav e Clark, 2008) e (Zhang et al., 2013).
23Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Shi et al., 2013) e (Shi et al., 2011)

2Elemento andlogo ao spinor da equagdo de Dirac, contudo, estd relacionado a fatores geométricos da rede,
como iremos ver nas proximas secoes.
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déncia da polarizacao dos pseudospin é perceptivel quando analisamos as trajetérias médias
na Fig.6-(c), para a monocamada, onde para diferentes polarizagdes, vemos a incidéncia (ou
nao) do efeito ZBW. Para a polarizacao de pseudospin transversal, o movimento do centro do
pacote de ondas ocorre na dire¢do perpendicular ao momento médio py = hkq. Esse trabalho
demonstra claramente que a evolu¢do da fun¢do de onda € acompanhada pelo zitterbewegung e
depende fortemente da polarizagdo inicial do pseudospin. Em particular, se a polarizagdo inicial
do pseudospin coincidir com o momento médio inicial, o centro do pacote se move e exibe o
efeito ZBW ao longo da mesma direcao. Em 2009, de forma similar, usando também pacotes de
onda gaussiano, A. Chaves et al.(Chaves et al., 2009) investigou a dindmica temporal de pacotes
de onda em aneis quénticos de semicondutores usando a técnica numérica split operator para o
célculo do operador de evolucdo temporal. Em 2010, também A. Chaves et al.(Chaves et al.,
2010a), se utilizou da mesma técnica numérica para investigar a dindmica de pacotes de onda no
grafeno com a aplicagdo de strain e uma abordagem voltada para a filtragem de vales.

O efeito ZBW também foi investigado na bicamada e tricamada de grafeno (Fig
6-(b)) (Lavor et al., 2020b), levando em conta apenas o hopping perpendicular y, . Foi visto
que o pacote de ondas propagadas, depois de um tempo, se divide em dois para alguns tipos de
polarizagdo, assim como no caso de monocamada. Nestes casos, € perceptivel as oscilagdes das
trajetorias médias baseadas na polarizacao momentum do pacote de ondas considerado, como
podemos ver na figura Fig.6-(d), para a bicamada, e Fig.6-(e), para a tricamada, em ambos
os casos, podemos ver que o efeito ZBW estd presente. Nos trabalhos apresentados, vemos
como a incidéncia do efeito ZBW pode depender do nimero de camadas de grafeno. Nas figura
Fig.6-(c-e), podemos ver que pacotes de onda com a mesma orientagio de pseudospin [Cy,Cp|"
podem exibir perfis diferentes do efeito ZBW em uma monocamada, bicamada e tricamada. Em
alguns casos, dependendo da escolha de pseudospin e momentum, a incidéncia do efeito ZBW
de um dado pacote pode ser minimizado como base na andlise das trajetérias médias.

Outro material onde o efeito ZBW foi investigado € o fosforeno (Cunha et al., 2019),
onde foi analisado a evolugdo temporal de um pacote de ondas tanto para monocamada como
para multicamadas. Considerando as trés diferentes configuracdes de pseudospin usadas nos
trabalhos anteriores, observando na Fig.7, vemos que a distin¢ao entre os movimentos com
diferentes pseudospin vale para o movimento do elétron em fosforeno, exibindo oscilagdes na
posicao média (Fig.7-a) e velocidade (Fig.7-b e Fig.7-c) ao longo da direc@o y, mostrando uma
grande intensidade do efeito ZBW com frequéncia de oscilac¢do e periodo curto, que € claramente

um consequéncia da redu¢ao do valor do momento.
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Figura 6 — (a) Densidade probabilidade || para um pacote de onda de comprimento d = 20 nm
e momentum kg = é no eixo y, para monocamada de grafeno no tempo ¢t = 200 fs e
polarizagdes [1,0]7, [1,1]7 e [1,i]” (Figura adaptada de (Maksimova et al., 2008)). (b)
Representagdo do emplilhamento de camadas de grafeno, ressaltando a monocamada,
bicamada e tricamada, com o hopping ortogonal ¥, entre eles (Figura adptada de
(Lavor et al., 2020b)). Trajetérias médias para as respectivas polarizagdes com
comprimento d = 20 nm e a rela¢do kod = a para cada valor de a, ressaltando o efeito
zitterbewegung em cada uma delas: (c) Monocamada, (d) Bicamanda e (e) Tricamada
(Figura adptada de (Lavor et al., 2020b)).
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Para entender a natureza de tais oscilagdes que, contra-intuitivamente, aparecem
mesmo para o caso com momento inicial nulo, € mostrado nos painéis a direita da Fig.7 a
densidade de probabilidade do elétron (I) em = 390 e (II) em 391 fs perto de um vale e um pico
da curva de velocidade média, correspondente a pontos com velocidades negativas e positivas,
respectivamente, como marcado, implicando na presenga do efeito ZBW. Pode-se observar que a
dispersdo do pacote de ondas esta apenas ao longo da direcdo y, mantendo seu raio ao longo da
direcdo x praticamente inalterado em relacdo a forma circularmente simétrica inicial e, assim, por
tempos mais longos, torna-se distorcido em uma forma eliptica. Alguém pode ver comparando

os painéis (I) e (II) que para pontos positivos e negativos da curva de velocidade média, o pacote
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Figura 7 — (a) Posi¢ao média e [(b) e (c)] valor esperado da velocidade ao longo da dire¢do y em
fungdo do tempo para o caso [C1,C>]T =[1,0]" (preto), [C1,C>]T = [1,1]7 (vermelho)
e [C1,C)T = [1,i]T (azul). (c) Uma ampliag¢io dos resultados em (b) para grandes
intervalos de tempo mostrando o comportamento oscilatorio de vy. (Direita) Graficos
de contorno do médulo ao quadrado da fun¢do de onda em (I) = 390 e (II) 391 fs,
e um zoom enfatizado pelas curvas tracejadas mostrando as isosuperficies nas duas
etapas de tempo. Figura adptada de (Cunha et al., 2019).
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de ondas oscila ao longo de y, de forma que a simetria da densidade de probabilidade em rela¢ao
a esse eixo muda ao longo do tempo, ou seja, [¥(x,y,1)|> = [¥(x, —y,1)|>.

A incidéncia do efeito ZBW ¢ de fato real nos materiais pesquisados atualmente
como o grafeno e o fosforeno. Com um comportamento ligado a equacdo de Dirac, esses
materiais podem exibir tal efeito pelo o fato de possuir uma fisica no que diz respeito ao seu
Hamiltoniano e dipersdo de energias e um isomorfismo algébrico semelhante ao da equacao de
Dirac 2, tornando o efeito ZBW vidvel nesses materiais.

Um dos primeiros trabalhos que aborda a existéncia do efeito zitterbewegung na
bicamada de grafeno foi feito por Rusin e Zawadzki (Rusin, 2011). Eles estudaram a evolug@o do
pacote de ondas no grafeno bilayer e encontraram as expressdes analiticas para os componentes
do pseudospin da func¢do de onda e o operador de posi¢cdo média, bem como resultados analiticos
para as oscilagdes relativos ao efeito zitterbewegung. Eles demonstraram que o carater transitrio
do efeito zitterbewegung na bicamada de grafeno esta relacionado ao aumento da separagao
espacial dos subpacotes correspondentes aos estados de energia positiva e negativa movendo-se
em direcdes opostas, de maneira semelhante a algumas configuracdes de pseudospin no grafeno

monocamada, e nao apenas devido a lenta dispersdo do pacote, que por sua vez € responsavel

Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias (Geim A.K. ; Novoselov, 2007) e (Cunha et al., 2019).
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pela atenuacgdo e decadéncia do efeito zitterbewegung.

Outros trabalhos investigando o efeito zitterbewegung na bicamada de grafeno foram
feitos por Chang-Soo Park em 2012 e Eylee Jung ef al. em 2013 sendo que, em ambos, é abordado
o efeito do trigonal warping sobre a deformacgdo das bandas no energia nas proximidades do vales
K /K’ . Usando o formalismo do modelo continuo de 2-bandas, Chang-Soo Park (Park, 2012)
estudou os efeitos do trigonal warping juntamente com aplica¢do de campo elétrico, investigando
a incidéncia do efeito zitterbewegung para eletron em baixas energia representados por pacotes
de onda gaussiano, tendo a presenca de tunelamento de Klein para um dado potencial aplicado,
além de uma aplicacgao de filtragem de vales, calculando coeficiente de transmicao e reflexao.
Eylee Jung et al. (Jung et al., 2013), fazendo uso também do modelo continuo de 2-bandas,
investiga de maneira mais profunda a existéncia do efeito zitterbewegung com a presenca do
trigonal warping, mas com o calculo analitico mais explicito dos operadores de velocidade,
resultando na percepcio de oscilagdes transientes?® relativas ao efeito zitterbewegung.

O uso do modelo continuo de 2 bandas para a bicamada de grafeno € bastante comum,
principalmente para a investigacdo dos efeitos do trigonal warping seja feita de forma mais
direta (McCann e Koshino, 2013). Sendo assim, o modelo de continuo de 4 bandas, o préprio
modelo tight binding e o propagadores de funcio Green seja ignorado até hoje na literatura para
a investigacao do efeito zitterbewegug na bicamada. A presente dissertacdo tem com objetivo
principal a investigacdo do efeito zitterbewegung em comparacio com o caso do modelo continuo

de 2-bandas sobre a presenca do efeito trigonal warping.

1.3 Escopo do trabalho

No capitulo 2, comegaremos tratando a estrutura da bicamada de grafeno, sobre a
luz do modelo Tight-Binding, que consiste em modelo aproximativo para as estrutura de bandas
do material. Analisamos como os hoppings se comportam no hamiltoniano final do modelo
aproximativo, como base na andlise do orbitais dimeros e ndo-dimeros. Ademais, vamos para
um modelo mais aproximativo com a andlise para baixas energias, com o modelo de 4 bandas.
Encerrando esse capitulo, temos que a apresentacdo do modelo de duas bandas que consiste em
um modelo para baixas energias para os orbitais ndo-dimeros, culminando no efeito trigonal
warping, que da base para a defini¢do do modelo de 2 bandas, que veremos mais adiante.

No capitulo 3, apresentamos a técnica Split Operator que consiste numa abordagem

26tempordrias
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da evolucdo temporal de um estado W(r,). Tal abordagem consiste em uma resolugdo numérica,
ou computacional, para obten¢do do estado em um tempo posterior ¥(r,z + Ar) mediante a
aplicacio do operador de evolugio temporal U (1,%)). A técnica possui um algoritimo que inicia
com a preparacdo de um estado inicial, passa por processos dentro do espaco reciproco, com o uso
da FFT (Fast Fourier Transform - Transformada rdpida de Fourier), e retorno ao espago real com
uma iFFT(Inverse Fast Fourier Transform - Transformada inversa rapida de Fourier), chegando
no estado em um tempo posterior. Esse processo pode ser repetido inimeras vezes, dependendo
da vontade do usudrio. A técnica é muito importante visto consiste em uma abordagem mais
simplificada da evolucdo temporal em sistema, tendo sido usado nos trabalhos apresentados
anteriormente. Neste trabalho, a técnica Split Operator seré utilizado nas abordagens.

No capitulo 4, temos o tratamento do efeito zitterbewegung, que consiste na oscilagdo
da trajetorias médias, ou movimento trémulo das posi¢des médias (x) e (y). Investigamos tal
comportamento sobre a luz do efeito trigonal warping, do ponto de vista do modelo de 2 e 4
bandas, além de uma abordagem com o uso de propagadores G(r,r’,r), verificando se a sua
presenca em relagdo as trajetérias médias influencia no comportamento das mesma. Toda a
dindmica da trajetérias médias € feita a partir da propagacao de um pacote de onda gaussiano
com o uso da técnica Split Operator. Percebemos que o zitterbewegung ocorre com e sem
auséncia do trigonal warping. Um aspecto a ser ressaltado € o fato de que a consideragao do
trigonal warping implica que a densidade probabilidade |¥|? ndo serd simétrico com respeito 2
dado devido a velocidade grupo modificada pela a deformidade das bandas.

No capitulo 5, apresentamos as conclusdes e as perspectivas desse trabalho acerca da
influéncia do efeito trigonal warping sobre a dindmica de pacotes de onda. Analisamos aspectos
como as trajetérias médias e as densidades de probabilidades, vemos que hda um certa perda de
simetria na densidade do pacote de onda |‘I’|2 ao consideramos o efeito trigonal warping. Mais
detalhes acerca do como um pacote de onda deva se comportar na presenca do efeito trigonal

warping, veremos nas proximas secoes.
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2 MODELO TEORICO PARA BICAMADA DE GRAFENO

Muitas das propriedades da bicamada de grafeno s@o similares aquelas apresentadas
pela a monocamada, tais como sendo um excelente condutor elétrico a temperatura ambiente,

com mobilidade eletronica de até 40000 cm?V 15!

, um 6timo condutor térmico a temperatura
ambiente, possuindo também propriedades vibracionais que torna tal feito possivel, assim como
a monocamada (McCann e Koshino, 2013). A bicamada tem grande potencial para aplicacdes
futuras, tais como transistores de alta frequéncia, dispositivos termoelétricos e fotonicos, entre
outras aplicagdes.

Contudo, deve-se ressaltar algumas diferencas entre a bicamada e a monocamada.
Veremos que o espectro para baixas energias para a bicamada ndo possui um comportamento
linear com o momemtum k como apresentado na monocamada. Veremos que os espectro da
bicamada ainda possui os Cones de Dirac mas ndo em relagdo a quasi-particulas sem massa e
sim quasi-particulas quirais (McCann e Koshino, 2013).

O modelo (ou aproximagdo) Tight-Binding, idealizado anteriormente para grafite
(que s@o camadas de grafeno) por P.R. Wallace em 1947 (Wallace, 1947), consiste em um modelo
de aproximacao de energias permitidas (ou bandas) para particulas (no caso elétrons) no material
em que, no grafeno, tomamos um dado atomo fixo em uma sub-rede A, B, A’ ou B’ e seus
vizinhos préximos através de suas ligacdes covalentes. Energeticamente, as ligacdes para com

seus vizinhos pode ser representado pelo os termos de hopping, como mostrado na Fig. 8(a).

2.1 Anatomia da bicamada de Grafeno

2.1.1 Estrutura cristalina

Em termos geométrico, o grafeno pode ser representado como duas redes triangulares
regulares na qual uma tem sua célula unitdria rotacionada de 180° da outra. Com isso, chamamos
as redes triangulares de A, para a rede normal, e B para a rede rotacionada de 180° e fazemos
uma sobreposta a outra, construindo a estrutura geométrica e cristalina do grafeno. Essa analise €
importante pois a estrutura cristalina do grafeno como “favo de mel”, que € como a conhecemos,
ndo € considerada com uma Rede de Bravais, ou seja, tal rede caracterizada por suas simetrias de
translacdo e rotacao.

A obtencdo da bicamada de grafeno (representado na Fig.8), do ponto de vista

experimental, estd associado com o processo de esfoliagdo mecanica, feita por Andre Geim e
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Figura 8 — Representacdo esquemadtica da bicamada de grafeno com empilhamento (a) AB e
(b) AA, mostrando (painéis superiores) em perspectiva e (painéis inferior) visao
superior. O termo de hopping intracamada 7}y e os termos intercamadas ¥, Y3, € 4 sdo
apresentados. Apenas hoppings de primeiros vizinhos sdo mostrados para o caso do
empilhamento AA. Na visdo superior para cada empilhamento destacamos a célula
unitdria (linha preta tracejada), os vetores de bases a; e b», e os vetores de rede &y, &

Konstantin Novoselov para a obten¢ao do grafeno em 2004 (Geim A.K. ; Novoselov, 2007).
A forma de organizagdo da BLG dar-se em funcdo de seu empilhamento, como mostrado em
Fig.8, onde temos o empilhamento AB Fig.8-a) e o empilhamento AA Fig.8-b) em que € visto
o acoplamento entre camadas feitos em dtomo de uma sub-rede da camada de cima com outro
4dtomo de uma sub-rede da camada abaixo, ou seja, 4tomos da sub-rede A e da sub-rede B, para o
empilhamento AB e dtomos da sub-rede A(B) e da sub-rede A(B), para o empilhamento AA.

A construgdo da bicamada como uma rede de Bravais implica nas mesmas configu-
racdo de simetrias para a monocamada, seja com a célula unitdria ou os vetores de base. Como
podemos ver na Fig.8, em ambos os empilhamento, temos a presenga da célula unitdria em que,
juntamente com os vetores de base a; e ap, conseguimos fazer a construcdo de toda a rede, sendo
os vetores de base direta dados por:

| ~ ~
aj :ao\/§<§x—|—\/7§ ) , azzao\/gx, 2.1)

com ag = 0, 142 nm a distancia carbono-carbono convencional de um camada de grafeno. Ainda
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na Fig.8, temos a presenga dos vetores de rede 0;, 0, € 83, resposaveis pela a geometria do tipo
“favo de mel"(honeycomb) do grafeno, devido a hibridizacdo do tipo sp? no carbono. Os vetores

de rede s@o dados por:

81 = apy, (2.22)
& = —%(\/?QJF?), (2.2b)
& = 2 (V3X-9), (2.20)

2.1.2 Rede Reciproca do Grafeno

Para a constru¢do da Rede Reciproca do bicamada de grafeno, usamos a relacio
entre base real e base reciproca a;-b; = 27§;; (como na Eq.(B.9) no apéndice B), sendo b; os
vetores da base reciproca. Com essa relagdo, chegamos em dois sistemas de equacdes 2 x 2 onde

descobrimos as coordenadas de by (b} e byl) eby (e bg).

by =2m

y Bt =0

ao\/§b)2‘ =27

b*
2 it 2
ao\/gb’f =0

{aox/§ 3ap
, 2.3)

{ a0\/§bx 3ag

Com as Eq.(2.3), temos que os vetores da rede reciproca do grafeno é dado por:

4T 27 SN
by =—y: by=—(V3%—7), (2.4)
3a0 361()

sendo possivel a construcdo da rede (ou espago) reciproca.

Construindo a rede reciproca, como mostrado em Fig.9, vemos que a célula unitaria
é semelhante a rede direta (mostrada na Fig.8), mas rotacionada em 90° . Isso implica em
isomorfismos entre espacos no que diz respeito a sua geometria, tendo a semelhanca de um "favo
de mel", tanto na rede direta como na reciproca.

Outra coisa a se analisar diz respeito a primeira zona de Brillouin e seus pontos de
alta simetria , muito importante quando analisamos as propriedades eletrOnicas via estrutura de

bandas, sendo os pontos I" dado por I = (0, 0), M dado por M = ( 27 zﬂ”) e K¢ € dado por

3_a0’ 3agp

Ke = &(522-,0), com & = 1 para o ponto K e & = —1 para K'.

! Assim como na monocamada de grafeno, a construgio da célula unitaria da bicamada também dar pelo método
da célula de Wigner-Seitz(Ashcroft N.W. ; Mermin, 2011).
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Figura 9 — Representagdo da rede reciproca da bicamada de grafeno com o pontos de alta simetria
I, M, K e K’, sendo a drea delimitada pela a linha tracejada corresponde a célula
unitdria, com vetores de base by e b, (dados em Eq.(2.4)), com destaque para o
contorno da primeira zona de Brillouin, em verde, para o vale K e vermelho para o
vale K’. O contorno da primeira zona seré analisado na s3o de estrutura de bandas.

M M
K’ K

2.1.3 Pardametros de Hoppings

No empilhamento AB Fig.8-a), temos a presencgas dos hoppings® Yo, Y1, 73 € Y.
O hopping 7 caracteriza e cldssica energia carbono-carbono da monocamada, 7y, consiste na
energia de acoplamento entre camadas. Vale ressaltar que 7y, entra analise do grafite perfeitamente
orientado que possibilitou a esfoliacdo mecénica para a obten¢do experimental em 2004 (Geim
A.K. ; Novoselov, 2007).0s hoppings Y € 7, se fazem presentes no empilhamento AA Fig.8-b),
sendo os Unicos hoppings constituintes do empilhamento. O valores que os hoppings possui sdo
dados na tabela Tab.1.

Os valores de Yy, 71, 73 € ¥4 sdo obtidos através de processos com calculos ab initio
comno do modelo Slonczewski-Weiss-McClure (SWMcC) e de calculos envolvendo Teoria do
Funcional da Densidade - DFT (Kuzmenko et al., 2009). Tais parametros de hopping pode ser
obtidos experimentalmente (McCann e Koshino, 2013). Voltando para o empilhamento AB, os
hoppings s € 74 sdo bastante importantes na propriedades eletronicas da BLG>. Nas secoes

futuras, iremos fazer discussdes a respeito de suas fungdes.

20s termos de hopping, dentro da teoria da Fisica de estado sélido, caracteriza uma energia de "salto" entre
atomos numa rede cristalina, realizados pelos elétrons localizados em cada dtomo.
3Bilayer graphene - Bicamada de grafeno.
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Tabela 1 — Valores dos hoppings Y, 71, 13 € ¥4 para o empilhamento AB (McCann e Koshino;
Kuzmenko et al., 2013, 2009) e AA (Mohammadi, 2021), obtidos através do modelo
de Slonczewski-Weiss-McClure (SWMcC), que esté relacionado ao hamiltoniano do
grafite (Kuzmenko et al., 2009).

Hopping (eV) | Empilhamento: | AB AA
Yo 3,16 | 2,7
4! 0,381 | 0,2
%) 0,38 | -
Ya 0,14 -

Figura 10 — Distribuicdo dos orbitais p, em cada camada para a BLG, mostrando o caso do
empilhamento AB (a) e AA (b).

2.1.4 Orbitais: dimeros e nao-dimeros

A discussao sobre os orbitais do elétrons na bicamada de grafeno € bastante impor-
tante, tendo em vista que o tratamento energético entre as camadas. Analisando a Fig.10, vemos
que a interag@o entre os orbitais atdmicos do tipo p, de camadas diferentes € especifico para cada
tipo de empilhamento e consideragdo de sub-redes.

Os orbitais na bicamada sao classificados com dimeros e ndo-dimeros, que obedecem

as caracteristicas a seguir:

Definicao 1 Orbitais Dimeros: Orbitais que se ligam a outros, respeitando o principio de

exclusdo de Pauli.
Definicao 2 Orbitais nao-Dimeros: Orbitais livres, que ndo se ligam entre si.

No empilhamento AB, vemos que ha orbitais p, de uma camada que ndo se liga com
outro orbital da outra camada abaixo, mais especificamente os orbitais A e B. Esses sdo orbitais
nao-dimeros, de acordo com a defini¢do 2. Ao analisarmos os orbitais ligantes na Fig.10, para

o empilhamento AB, vemos que os unicos podem ser classificados como dimeros € os orbitais
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os sitios B e A, e para o empilhamento AA, todos os orbitais presentes nas sub-redes podem ser
classificados como dimeros.

A classificacdo como dimero ou ndo-dimero depende muito da geometria. No
empilhamento AB, como mostrado na Fig.8-a), vemos que os dtomos da sub-rede B nio estdo na
mesma linha que os da sub-rede A, inviabilizando a interacao entre os orbitais, classificando-os
como ndo-dimeros. Contudo, os orbitais B e A estio na mesma linha, implicando em orbitais
dimeros e garantindo o acoplamento entre as camadas, visto, também no empilhamento AA. Na
secdo sobre hamiltoniano de duas bandas, iremos tratar da escolha do orbitais em que iremos

trabalhar.

2.2 Modelo tight-binding: Primeira quantizacao

O formalismo da primeira quantizag¢@o consiste na ado¢do de func¢des de onda como
vetores no espacgo de Hilbert H, a forma convencional da Mecénica Quantica, como uma forma
de tratamento de um sistema fisico. Em um dado material, como parte da abordagem voltada ao
teorema de Bloch, tomamos um potencial periédico em os pontos que representam os minimos
de potencial representam os dtomos da rede. As solugdes para fungdes de onda para particulas
como elétrons pode ser dado pela as funcdes de Bloch, que sdo, também periddicas (Ashcroft
N.W. ; Mermin, 2011).

Na bicamada de grafeno, temos 4 4&tomos na sua célula unitéria e, entdo, fazemos o
tratamento com as fun¢des de Bloch. O modelo aproximativo tight-binding para a BLG consiste
interagcdo de primeiros vizinho representados pelas fun¢des de Bloch, que veremos com mais

detalhes no calculos a seguir.
2.2.1 O Cdlculo do Modelo

Para o tratamento do modelo 7ight-Binding em primeira quantizacdo, fazemos o uso

da funcdo de Bloch para cada uma das sub-redes, dadas por:

171

X (r Z¢r RMR | m={A,B.A,B}, (2.5)

\/_

onde ¢ consiste nas fungdes de Wannier que representa os orbitais atdmicos do grafeno, mais

especificamente o orbital p,. Usando a notacao de Dirac, podemos representar Eq.(2.5) como:
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Dk = KR 1p(RT)) (2.6)

- Z e
Um dado estado [P¥) que pode representar um elétron na material, como combinacio

linear das fun¢des de Bloch das sub-redes, pode ser dado por:

[P = wa (k) | @) + ya (K) [ ) + w3 (k) |9F) + vz (k) [,

ou na forma mais reduzida:
[P =Y v (k) D), 2.7)
{m}
Resolvendo a Equagdo de Schrodinger para |¥j) com o Hamiltoniano H, temos:
H|¥Y) = E(k)¥9),
H Y vaMl@h) | = E0)| ¥ (k) [}) | 28)
{m} {m}
Tendo a Eq.(2.8), multiplicamos pelo o bra <<I>'n‘1, |.
@[ Y v @) = E(k) (@l [Z V(1) |05 ]
{m} {m}

Y (k) (@F | H|®K) = Y EK)yn(k) (PF|PK), (2.9)
{m} {m}

Em uma representacdo matricial, podemos escrever a Eq.(2.9) como:

AYX = E(K).S gk, (2.10)

onde 7 € a representacdo matricial do Hamiltoniano H, .¥ € a conhecida matriz
de overlap, y¥ seria a representacio em um vetor das proje¢cdes nas devidas sub-redes, sendo

representado por:
;i (k)
(k)
va (k)
Vi (K)
Os termos de .77 e . podem ser dados por:

w
<

(2.11)

Y

Ho = (||l = | B (mHOY ) dPr,

I = (@418 = [ @)@l @)ar, .12)
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2.2.2 Calculo da Matriz de Overlap

Calculando os termos da matriz de overlap, temos que 744 é:

Fan = (DF|DK)
1 M.

- ZZ””RA (RY)|9(RY)),

Pela ortogonalidade da fun¢des de Wannier, em uma da sub-rede m, temos que:

(0(RY")[9(RT)) = &y, (2.13)
Implicando que .44 é:
1 NalNa A_RA)
ST ZZ*RR o (RY)[9(RY))
_ R ik RA RA
= ZZ
1 Ma
= —VY1
Ni &
= 1, (2.14)

Através da ortogonalidade dada pela Eq.(2.13) e do resultado de .#44 em Eq.(2.14)

temos que, por indugdo, g, -7 1 € 55 constitui a seguinte relagdo com .S44:

yAAZyBBZyMZyBBZI, (2.15)

Na Eq.(2.15), temos os termos da diagonal de .. Agora, iremos calcular os termos
relativo as diagonais secunddrias. Calculando, .4, temos:
a8 = Ipa
k| pk
= (P4 |<I>B>

- \/mxzelkR RRNORD)). (2.16)

Podemos dizer que a relacdo de duas sub-redes de uma mesma camada nas fungdes de Wannier

pode ser dado por:

(O(RH|9(RE)) = (9(R)|9(RE)) = 50 Vi, j 2.17)
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em que so descreve a ndo ortogonalidade de orbitais adjacentes de uma camada (McCann e
Koshino, 2013), uma vez que, em uma mesma camada, ocorre os "saltos" do orbital p, de um

sitio A(A) para o sitio B(B) vizinho . Para sub-redes de camadas diferentes, temos:
(O(R)|9(R)) =51 Vi, j (2.18)

onde s descreve a ndo ortogonalidade de orbitais adjacentes entre as camadas, nesse caso, para
o empilhamento AB, como mostrado na Fig. 8(a). Para as mesma sub-redes mas de camadas

diferentes, temos que :
(ORH|9(RD) = (9(RP)|9(RE)) = (9 (RY)[9(RE)) =0 Vi) (2.19)

No empilhamento AB, temos que a equacdo Eq.(2.19) é verdade pois os orbitais no sitio A(B)

ndo se encontram com os orbitais no sitio A(B). Com isso, a equagio Eq.(2.16) pode ser escrita

como:

I EE k®ERY A B

AR = \/mzze IR0 (RY)[9(RT))
i)

Ni Ng

_ S0 lk-(RBfRA)
= e J i
MM%;; ’

Em uma camada, analisamos um dtomo fixo A e seus 3 primeiros vizinhos B, corroborando com

a aproximacao tight-binding. Entdo temos:

- ik- RB RY)
Tan = mzze

k-(RB_RA
_ Sozelk(RJ R)’
J

Analisando a figura Fig.11, temos que R’f — R” implica nos vetores primitivos da

rede & j, OU seja, temos que:

5 =R{-R' & =RE-R' & =RE-RY,

Sendo o fator de estrutura dado por:

3
_y o, (2.20)
J
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Figura 11 — Organizagdo dos vetores primitivos da rede 5 ; (com o referencial O) dessa vez sendo
relacionado em funcdo dos vetores Rf —RA com j valendo i = 1,2,3. Notamos a
representacdo dos termos de Hopping t;; = Y entre cada um dos pares de dtomos da
sub-rede A(A) e B(B).

ZAp pode ser expressa por:

g = I = s0f (k) (2.21)
Através da equagdo Eq.(2.17) e Eq.(2.21), por indugdo, podemos dizer que .3 é:
Zx5 =gz = sof(K), (2.22)

Calculando .%, 5, temos:

Sap = ygA
= (@}joh)

\/mzzelk RB RA RA)|¢(RB)>

Usando a equagdo Eq.(2.18), assim como caso anterior, analisamos o primeiros vizinhos dos

ponto de vista da aproximacao tight-binding, .7, 5 pode ser dado por:

Tap = i

\/]T]VBZZ ik- RB RA RA)|¢(RB)>

k-(RE_RA
_ Slzezk(RJ RY)
J
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Analisando a Fig. 8(a) no empilhamento AB, vemos que R‘? — R4 é proporcional ao eixo Z para

qualquer j, da forma:

R}J? _RA=13, (2.23)
implicando em:

eik(RffRA) _ kT _ 1,

pois, sendo k = k, X+ k,y, temos que k-z = 0. Logo, .y p é:

Fng = Tpa = 351 =51, (2.24)
Pela a equagdo Eq.(2.19), podemos inferir que:

Sai= =0, Tip=Tp; =0, (2.25)

Logo, como os termos dados em Eq.(2.15), Eq.(2.21), Eq.(2.22), Eq.(2.24) e Eq.(2.25), a matriz

de overlap . é representado por:

1 sof(k) O 0

y _ s()f*(k) 1 S1 0 , (226)
0 51 1 sof(K)
0 0 soff(k) 1

2.2.3 Cdlculo do Hamiltoniano

Calculando os termos on-site como ¢, ,,, primeiramente para .34, temos:
k k
Han = (Py|H|DPy)
1 NadNa

= LI R o)

Temos que o termo (¢ (R}")|H [¢(R’')) implica na conhecida energia on-site, da forma:

ORY)|H[ORY) = | 9" (r=RIVHO(r—R})dr = E,8; @.27)
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O termo on-site E,, pode ser visto como a energia do orbital 2p, na sub-rede m. Temos que %44

pode ser dado por:

Han = oYY MR (o (R 1o (R))

= Ey, (2.28)
Tendo a Eq.(2.27), podemos dizer que, por inducdo, g, 7;; € 55 sao:
Hpp = Ep, Hi;=E;, H55=Eg (2.29)
Agora iremos calcular os termos de Hopping. Iniciando por .74,

Hap = Hpy

= <<1>‘2|H|<I>f§>

- mzz RORTRD (o (RY)| H |0 (RE)),

O termo \/Iﬁ (p(RN|H |¢(RIJ3 )) consiste no termo de Hopping em uma mesma

camada, como visto na Fig. 8(a), dado da forma:

1
NjNp

(0(R})|H[9(RY)) = mwm?)lHIMR?»:—m Vi, j, (2.30)

Assim como nos termos da matriz de overlap, analisamos os primeiros vizinhos do

ponto de vista da aproximagdo 7ight-Binding. Entdo temos:

S = mzz KRIR (0(RY) | H |9(RY))

= R
J
3 B
= —pY *, (2.31)
J
Logo, .7/, com base na Eq.(2.30), é:

Hrp = Hgy = Kz = Kz = —nf(K), (2.32)
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Calculando 7, 5, temos:
IOz = %A’;

= (Pf|H|PF)

~ mZZe’”A D (o (RY HI9(R])),

Temos que o termo \/I\}A—N ((RY)|H|p(R )) que é um dos termos Hopping entre camadas que,

vendo a Fig. 8(a), é dado por:
1 1

s ORIl R]) = — o

Assim como .7} g, analismos os primeiros vizinhos dos ponto de vista da aproximagao tight-

(0(RE)|H|p(RE)) =15 Vi, j (2.33)

binding. Entdo, temos que 7 ; €:

1 ik-(RA_RA
K = mzze” (R H[9(R)))

P A,, A
_ },42611{(1{] RY)
J

> ik-(RA—R*)
= y42e i (2.34)

Analisando a Fig. 8(a), temos que o termo Rf — R pode ser dado por:

A A o
onde A seria a distancia entre as camadas. Logo, temos que Kk - (R? —RY) =k-§ ;. Entdo, 7, ; e
g , analisando a equagdo Eq.(2.33), pode ser dados por:
Hyg = Ay = Ay = Ay = 1 (K) (2.35)
Calculando 75z, temos:
Az = A

= <<I>3§!H\<I>15>

— ik RA

Temos que o termo \/W (p(RE)| H|¢p(R )> que é um segundo termo de Hopping entre cama-

das que, vendo a Fig. 8(a), é dado por:
(R HIORD) = 5 Vi) 2.36)
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Assim como os casos anteriores para os termos do hamiltoniano, analisando os primeiros vizinhos

dos ponto de vista da aproximagdo tight-binding, 7z pode ser dado por:

% - — elk RA RB H ¢

) )H (R

— ppem
J

Analisando a Fig. 8(a), temos que o termo Rj; —R2 pode ser dado por:

A B -
Logo, temos que o termo %3, € dado por:
Hpi = Hzp = —131" (k) (2.37)

Calculando 7, 5, temos:

g = iy

= (Pf|H|Pf)

- mzze‘k” D (oY) H o (RE))
1

Tendo que o termo N (RN H | (R? )) consiste no ultimo termo de hopping entre camadas.

Esse termo € um tanto especial pois diz respeito a energia entre camadas na direcdo ortogonal ao
plano. O termo € dado por:
1 A B .
(RO H[O(R])) =1 Vi, (2.38)
\/NaNg

Assim como os casos anteriores para os termos do hamiltoniano, analisando os primeiros vizinhos

dos ponto de vista da aproximagdo tight-binding, ¢z pode ser dado por:, 7%, 5 é dado por:

Hip WTNBZZ IR (o (RA) | | (RE)
= 7N elk'(RB ~R%)
Analisando a Fig. 8(a), o termo RZ — R4 ¢ dado por:
RP—RY =1z
Logo .7, 5 ¢ dado por:

Hog =5 =n (2.39)
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Logo, tendo os termos em Eq.(2.29), Eq.(2.32), Eq.(2.35), Eq.(2.37) e Eq.(2.39), a matriz do

Hamiltoniano .77 é dada por:

E; -wfk) nfk) —-nrik)
e —nf*(k)  Ej N Yaf (k) (2.40)
vaf* (k) N Ey —Y.f (k)

-nfk) nufk) —wfk o Es

O Hamiltoniano da equacdo Eq.(2.40) representa, de fato, a aproximacao tight-
binding para a BLG. Analisando os passos, partimos de conceitos puramente geométricos para
chegarmos ao Hamiltoniano final, com a representacdo maxima de caracteristicas geométricas
no fator de estrutura f(Kk), um atributo intrinseco a para os sélidos cristalinos, com base na sua
células unitdria e seus vetores de rede.

Essa foi a forma da primeira quantizac¢io, onde consideramos a func¢des dentro do
espaco de Hilbert convencional, como uma representacdo de vetores de um espaco abstrato, com
todas suas propriedades que regem um espago vetorial. Na préxima secao, analisaremos uma
nova forma de encontrar o hamiltoniano Eq.(2.40) através da chamada segunda quantizacao,
em que também consiste em método de escrita de um hamiltoniano para material do ponto de
vista da aproximacao tight-binding, com toda a andlise geométrica envolvida, mas consideracdes

consideragdes sobre func¢do de onda sdo distintas da primeira quantizagao.

2.3 Modelo tight-binding: Segunda quantizacio
2.3.1 O Espaco de Fock

No modelo de segunda quantiza¢do (Bena e Montambaux; Beggi et al., 2009, 2018),
enxergamos o sistema de uma maneira diferente comparado ao caso da primeira quantizagao.
No presente modelo, ndo trabalhamos no espaco de Hilbert convencional, como na primeira
quantizacdo, mas no espaco de Fock*. O espaco de Fock [F, consiste em um espago de Hilbert
H generalizado para sistemas de muitas particulas, sendo a equacdo um representacdo de um

sub-espago do espaco de Fock FY, dado por (Beggi et al., 2018):

N =", §\H=8,(HIHRH®.... ®H),
v = Bt =5 ~- 4 (2.41)

N Termos

“Vladimir Aleksandrovich Fock (1898-1974) foi um fisico soviético que deu grandes contribui¢des para a teoria
de muitos corpos com o método Hartree—Fock.
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para um sistema de N particulas e S, consiste em um operador de simetrizacdo, v = 1 para
Bésons e v = —1 para Férmions. O espago de Fock completo consiste sobre a soma de todos
sub-espagos (Fy, = @y_oFY), respeitando todos os teoremas e axiomas que o espaco de Hilbert
H respeita, a exemplo da caracteristica de um espaco com produto interno (espago métrico),
com a desigualdade de triangular e de cauchy, e do fechamento de um espaco vetorial onde a
combinagdo de um ou mais elementos, via soma, de um espago resultam em um novo elemento
do mesmo espago.

Tendo em vista a forma como € construido o espaco de Fock, damos uma nova
interpretag¢do para a os estados que compde o sistema. Sendo |n;) um estado que pode representar
um sistema com nimero de ocupagdo n; (inteiro) para o i-€simo estado pertencente ao espago de
Hilbert H, um estado que pode representar um sistema de N particulas no sub-espago de Fock

N pode ser dado por (Bruus e Flensberg, 2004):
In1,n2,n3,....,n5) = Sy [n1) ® o) @ [n3) @ ... @ |ny) (2.42)

tal que ) ;n; = N. Pela a Eq.(2.42), podemos aplicar um formalismo semelhante aos operadores
"escada" , usados na mecénica quantica de schrodinger para a resolucdo do problema do oscilador
harmonico, e redefini-los com a fun¢do de operadores de "criacdao" e "destruicdao". Com isso,

podemos representar o estado |ny,ny,n3,....,ny) em funcdo dos operadores de criagdo ﬁ; e

destrui¢do &}, aplicados no estado fundamental |0,0,0, .....,0), da forma:
|ny,na,ns,....,ny) = ﬁ (ﬁbni |0,0,0,..... 0) (2.43)
e i1 Vil T
Considerando a base coordenada do tipo |r,r2,r3,.....,Ty), aplicando na equagio

Eq.(2.42) no seu bra, implica na combinagao:

Y(ry,ry,r3,....,ry) = (r],r2,r3,.....,Iy|ny,n2,n3,....,08)

= Sy (ri|n1) @ (ra]n2) @ (r3|n3) ® ... ® (ry|ny)

= Sy, (T1) W, (2) Wiy (13) oo Wiy (1) (2.44)
onde o temos que o operador de simetrizacdo atua de forma mais direta na func@o de onda do

que em um simples estado de Fock, dado na equacio Eq.(2.42)°. As funcdes de onda Yy, seriam

a representacdo do estados no vetor coordenada para as particulas na posi¢ao r;.

30 operador de simetrizagio atua em um dado estado permutando as posi¢cdes na fungdo de onda na forma da
equacdo (2.44)
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As fungdes de onda, sobre uma perspectiva de mudancgas de varidveis, € enxerga-
das, como operadores. Tomando as fungdes de onda y,, na Eq.(2.44), as fungdes de onda,

denominadas agora por operadores de campo, sdo dadas por:

Z%, r)o; , ¥i(r anl (2.45)

Com isso as observaveis nesse formalismo, como a energia cinética, sdo dados por

(22,27

T = / ¥ () T (r) dPr = Z,: ( / W (0) Te i (1) d2r> o0, (2.46)

onde 7; consiste no operador classico da energia cinética de schrodinger. O célculo do hamiltoni-
ano para a BLG, via segunda quantizacao seré feita usando a Eq.(2.46), com a consideragdes

sobre quais operadores de criagdo e destrui¢do iremos usar.
2.3.2 Aplicagdo do espaco de Fock

O formalismo de segunda quantizacao € bastante intuitivo quando estamos lidando
com sistemas de muitas particulas, sendo cada uma localizada em um dtomo na rede, com uma
analogia as funcdes de Wannier, usadas na primeira quantizagdo. O operador, seja ele de criaciao
ou destrui¢do, estd associado a localizagdo de um dtomo em que na BLG para cada sitio na rede.
A analogia para um sistema de muitas particulas na bicamada dar-se em considerarmos a fungdes
de onda no sitios como representagdo das particulas no sistema.

Para a BLG, os operadores de campo, dado na Eq.(2.45), consiste em uma combina-
¢do sobre todos os operadores das sub-redes, da forma:
i)=Y (wé,(r)d,- + w2 ()b + v (t)ai+ wB (r)b; ) (2.47)

i
em fungio dos operadores de destrui¢do a;(b;) e ai(b j) para a camada superior A(B) e a camada
inferior A(B), respectivamente. Consequentemente, ¥ estard em funcdo dos seus complexos
conjugados a (b ) e ak(bT)

Sendo H; a representacdo do hamiltoniano no formalismo de schrodinger, usando a

Eq.(2.46), o Hamiltoniano em segunda quantizacdo é dado por:
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H = /‘iﬁrHr‘i‘rdzr

-1 / v + i n)5] + yi (0)al + v (0)6] ) He (v (00 + i (0B + v (1)

+ oyl ()b j) dr

=YY ( / l//;‘[“(r)Hrl//#jl(r) d2r> Ny (2.48)
em que i, u’ € {A,B,A,B}, onde {(2i7) e 4/(2'") seria os operadores de criacdo e destruigcio

correspondentes. A integral na Eq.(2.48) corresponde aos termos on-site E,; e os termos de

hoppings Y, 71, 13 € Y4 € da forma:
/ l,l/,fi“(r)Hrw,ﬁ; (r)d*r = E,5; (2.49a)
/ yk (r)Her’(r) d*r =y (2.49b)

A Eq.(2.49b), relativo aos hoppings, € equivalente as equacdes Eq.(2.29), Eq.(2.32),
Eq.(2.35), Eq.(2.37) e Eq.(2.39), tal que:

YAB=VBA=Vig="Vi=—N (2.50a)
TWB="A=N (2.50b)

Vip= VA= 1 (2.50c¢)
Yia=Vi=Vep=Vgp =" (2.504)

fazendo as mesma consideragdes sobre os primeiros vizinhos. Com isso, uma representacao
do hamiltoniano 7# (como a representagdo da energia) de uma bicamada de grafeno, sob a luz

dessa nova abordagem, pode ser dada como na Eq .(2.51).

H = E;Y.alai+EgY bibi+E\Y alai+EpY blb;
i i i i

- % [Z <ajbj -I—b;a,-) -l-Z <671Tl~7] +l~);c~li>]
LJj

)

+ ny (afE,- + E,-*ai) ~BY (dfbi — b,-*ch)
+ [Z (afai+afa;)+ Y (Bbi+ bjia,-)] 2.51)

i
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Podemos tomar os operadores de criagdo e destrui¢do como uma transformada de

fourier da forma:

1 ik-R} i 1 —ik-R¢ §
a = —)y e Tag , a =——) e ia
S Umk SRR
1 B
b, = JUS RB b= ok RE LT
) CUmETh
1 A
d' — elk R‘lAa , dT — e—lk'Ri dT
’ \/zvgz o wv—; k
~ ~ o~ 1 o b~
b = e’k R b= o WRIp 2.52
Substituindo os operadores na equagao Eq.(2.52) no Hamiltoniano Eq.(2.51), temos
P quag q q
que:
1 "N A N pb
H = Z E; N ¢i(k—K)-R} ak,ak—l-EB Z i(k—K) blT(,bk
kK A i
+ < Zek k')-R >ak/ak+EB< Zek K)R ) bk]
—ik-RY oK RE + ik-R —ik/-RY i
- N Z Ze ! /akb/—i—Ze b,ak]
Vv NANB L K k.k'
_ Z Ze—lk RA oK RE Tb -+ Zezk R4 oK RBleak
\/ NANB k,k’ Kk.k/ 1
1 —ikR4 KRB i7 ikR ,—ik RE _
+ }/I—Z Z e e iy by + Z e i by ax
\/NANB" i _k7k’ kK i
_ Z Ze ik-RA oK RP ~er W Zesz —ik-R bk/ak
\/ Ni NB k,k’ kK i
A !/ RA A I RA
+ Z Ze ik-R} lk ‘R i a ak’+ Zesz —ik’-R} al'i dx
\/ NANA k,k’ kK i
. B~ ! PB
+ Z Z efzklR ik’ R bT b + Z elkR —ik'R; b]ifbk
\/ NBNB L kK Y 1
(2.53)
Podemos reescrever a exponencial do tipo e~k agk'b ng forma:
e—ik-aeik/b — e—i(k—k’)ae—ik’-(a—b) (254)
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Os seguintes somatorios representados na equacao Eq.(2.53) pode ser convertidos na forma:

Y —r) (2.55a)
ij ion

L—r) (2.55b)
i jon

Onde o primeiro somatorio diz respeito ao i, j-€simo sitio de uma rede e seu n-ésimo primeiro
vizinho, onde n vai de 1 a 3, em uma mesma camada, de acordo com a Fig. 8(a).

Analisando a equacao Eq.(2.54),vemos que a diferenca a — b pode implicar no
vetores de rede 8, mostrados na figura 11, principalmente para os casos individuais de cada
camada. Para os casos fora de ambas as camadas, com os hoppings Y;,73 € Y4, dado o vetor
que une os sitios em cada camada, tomamos apenas sua projecao no plano xy, uma vez que

k = (ky,ky), de acordo com o empilhamento AB na Fig. 8(a), dado da forma:

. B Ay B Ay ..
% k- (RE-RY)=k-§, ek (RE-R)=k-§, Vi,j (2.56a)
E k- (RE-RY=k-12=0 Vi, j (2.56b)
. B Ay _ A\ .
7 k- (R} —R})=k- (=0, +12) = k-6, Vi, (2.56¢)
E k-(R! —R}) =k- (RE —RP) =k-(§,+A2) =k-§, Vi, j (2.56d)

onde A seria a distancia entre as camadas. Com isso, o Hamiltoniano Eq.(2.53) pode

B Ly et )t iy Ly et g,
Np %
i(k— k’ R i(k— k’ T
(NAZe >ak,ak —I—EB< Ze )bk,bk]
- o—i(k—K) R KOl b+ k=K R oK St 0
NANBg[(; )L (R g

ser dado por:

X

Il
ol
:3| =

i

K

+
;‘3’

i

— ANB Z Ze*l(k*k/)'le Zeik/'a”dli[;k/—i— <Ze (k—K') RA) Ze iK' ”bk/ak]
\V/ n n

kK’ i

+ NN Ze_i(k_k/)'R? akbk/+ (Ze (k—K') R; >b£/ak]
AIVB g

¢ i

. A . : . A ;
Zefz(kfk’)lR[ Zeﬂk’ﬁna«{(bk/ + ( ez(kfk’)R[ > Zelk,ﬁnbl/dk
n i
i

=

ﬁjs

i

. / A . / A 1./
Ze—l(k—k )R Zelk 5"a Ty + ( et(k—k )RS > Ze—zk '6’10L5k
i n i

* 3
v

:
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_|_

(Zei(kk')'R§> Y e Obibg + (Ze"“"‘/)'R’Ij Ze""/"s”bi@l?k]
i n i "

Y4 Z
A/ NB’NB k,k,

(2.57)

Tendo que podemos ter um representacdo da delta de kronecker da forma:

—zk k’ R"
) ={A,B,A,B 2.
NVNV/Z =&k Vv,V ={ } (2.58)

Com isso, podemos simplificar ainda mais o hamiltoniano Eq.(2.57) na forma:

A =Y |E; 5k,k/67135lk + Eésk,k’l;;z/l;k +Ey 5k,k’a;£/ak + EB(sk,k’bLbk

% Z S Zeik/ﬁnal’r{bk/ + S Ze_ikl'éﬂbli’ak
n n

k-8, ~T 71 —ik'-8, 31 ~
_ 7’02 5k’k,zezk Snakbk/+5k7klze ik Snbli/ak
n n

+ ?’12 5k,k’a;§l~7k’+5k7k’l~7£/ak

- YSZ 5k,k’ze ik 5"61:;[91(/4—51( Ze’k 5”bk,ak
n

B /‘ ~_&
+ ?’42 5k,k/Z€lk snakak’+5k,k’ze ik a”ali/ak
n n

+ my, 5kk'Z€’k a”b?bk'+5kk'26 ik 5”1; (2.59)

Logo, aplicando a delta de kronecker, temos que a equacdo Eq.(2.59) resulta em:

>

k

_ YOZ Zeik'é”altbk i Ze—ik’-anb:{ak] _ 702 [Zeikﬁnd;{gk i Ze—ikﬁnl;lw:dk]
k | n n k n n
-9 ; [Ze *-d gl by + Zeik"snblidk]
n n

EAﬁ;flk + EBZ);EEk + EAaliak + EBblT(bk]

+ " Z bk + bkak
k

+ },42 Zeik.&ndlak_FZe ’ké”aTak
k | n n

+ nY | Y e*bibi+Y e ™ oblby (2.60)
k | n n
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Tendo que f(k) =Y, ¢ escrevemos o hamiltoniano Eq.(2.60) como:

>

Egdiflk + Eﬁl;ltgk + EAaliak + EBblT(bk]

k
- wy |f (K)agbx + f *(k>b£ak] —1), [f (K)agbx + f* (k)l;ltdk]
k | k
+ ny, aby +blag| — 73 Y [f *(K)ay bk + f (k)bﬂdk]
kK | k
+ ny|f (K)agax + f*(K)agax | + 1 Y [f ()b b+ f* (k)bltl;k]
kK | k
(2.61)
Podemos representar o Hamiltoniano Eq.(2.61) na forma:
E; —wfk) nfk) —prrEk)) (a
. —10* (k Ej; k b
k vaf* (k) Y Ep —Wf(k) | | ax
-nfk) nfik) —nfk) Ep bk
com sua forma matricial dada da forma:
E; -wfk) nflk) -k
Sy — -nfk)  Ej N Y f (k) (2.63)
Yaf* (k) % Ey —f(k)

-pfk) wfk) -wfk  Ep
A equacdo Eq.(2.63) resume a descri¢do energética e eletrOnica para a bicamada
de grafeno, dentro do espago reciproco para a segunda quantizagdo, assim como no caso da
primeira quantizacdo, demostrando uma equivaléncia entre ambas (Lima et al., 2022). Com isso,
considerando o uma equacdo de auto-valor do tipo det{ 775 — E(k).} = 0 (com a matriz de
overlap), obtemos a energias permitidas que formam a estrutura de bandas do grafeno. Com a
teoria de do espago reciproco para a bicamada, temos que a estrutura de bandas na primeira zona

de Brillouin € dada na figura Fig.12.
2.3.3 Estrutura de Bandas

Analisando a estrutura de bandas, mostrado na Fig.12, no contorno da primeira zono
de Brillouin com os pontos de alta simetria M,K’,T", K e M , percebemos que o hamiltoniano

tight-binding Eq.(2.63) nos retorna 4 bandas de energia, 2 para a valéncia e 2 para condugao
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(McCann e Koshino, 2013). Comparado com a monocamada de grafeno, que tem apenas
2 bandas, a diferenga entre ambas ocorre pelo fato de que a bicamada possui 2 dtomos na
célula unitdria a mais que a monocamada possui, como mostrado na sec¢do sobre a anatomia da

bicamada.

Figura 12 — Estrutura de bandas no contorno da primeira zona de Brillouin, como o auto-valor
E (k) da equagdo det{#75 — E(k).} = 0, onde .77 é dada na Eq.(2.63) e . na
Eq.(2.26), com os parametros E; = Ez = Eo = Ep = 0¢V, para a-) so = s1 =0, b-)

S0 = 0.065 €51 :2S0 CC—) S0 — 81 =0.1.

E(eV) ‘ So=51=0
I

10 (@ ‘
M K’ r K M M K’ r K M M K' r K M

Nos vales K e e K, vemos que hd um par de bandas (condugdo e valéncia) que se
tocam. Isso se deve ao acoplamento fortissimo entre camadas gerado pelo o hopping ortogonal
%1 , presente na teoria de primeira e segunda quantizagdo do tight-binding. Esse acoplamento é
devido ao orbitais dimeros A e B (McCann e Koshino, 2013), vistos anteriormente. Outro aspecto
que podemos ver, analisando o grafico Fig.12, € o fato que quando fazemos um parametros de
overlap so (Eq.(2.17)) e s1 (Eq.(2.18)) nao nulos, dependendo de sua intensidade, temos um
aumento da distancia entre as bandas, com destaque para o ponto I', onde vemos uma acentuagdo
da banda de conducdo ao variarmos os parametro de overlap.

Ao fazermos sg e s; ndo nulos, implica ndo ortogonalidade entre os orbitais AB e AB,
para s e entre AB, para s;. Com um destaque para s1, seu calculo é feito envolvendo os chamados
orbitais dimeros A e B, vistos anteriormente na analise da estrutura da BLG, equanto que os nio
dimeros AB, AA ou BB nio possui nenhuma contribui¢cao. Acontece que, a0 aumentarmos a
projecdo de um orbital dimero sobre outro, estaremos fortalecendo as ligagdes de Van der Waals
entre as camadas, fazendo com as bandas de energia se afastem entre si.

Uma maneira de simplificar o estudo da teoria de bandas na bicamada € utilizando
o modelo continuo, dentro das quatro bandas e de uma forma mais simples, chegando em um

modelo de duas bandas. Veremos com mais detalhes nas proximas secoes.
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2.4 Modelo continuo: Quatro bandas

Esta presente sec¢do e a proxima se dedicard a estudar formas mais aproximativos
para o Hamiltoniano tight-binding dado na Eq.(2.63). Tal aproximacao consiste em tomarmos
o fator de estrutura f(k) até a primeira ordem usando séries de Taylor em uma situagido onde
estamos trabalho com baixas energias.

Sendo o Hamiltoniano .7# dado por:

Ej; -wfk) nfk) —rfik)
S — -wf*(k)  Ejz N Yaf (K) (2.64)
Yaf* (k) % Ey —nf(k)

-ifk)  nfik —wfk) Ep

Com o fator de estrutura f(k), em fung@o dos vetores primitivos 9,, sendo dado da forma:

flk) = Y

kS —hy

I—

. \/§ 1
ap <kxf*kﬁ)
) e 2 Y2

— lkao_i_elyz(lka()z_'_e 1kxao‘2[)

tkva k
— ¢k L= cos ()‘“g‘/@> (2.65)

Tendo em a forma apresentada na Eq.(2.65 ), a aproximacao a ser feita consiste em tomar a regiao

. iao (7
— elkyao +e

dos vales K¢ = £(Kp,0), onde Ko = 3\[ —E_ com & = 1paraovale K e & = —1, para o vale K'.

Logo, a aproximacao pode ser dado por:
F(K) ~ f(Kg)+V f‘ (k—K¢) (2.66)

Com a Eq.(2.66), a aproximag@o para f(k) pode ser dada:

f(k) =~ 1+2cos (HL;/?)

b [ = aoFsin (B3 Tt cos (5K0§0ﬁ)]].<kx—a<o,ky>

Fazendo as devidas simplifica¢des, temos:

)~ 1+ 2c0 (5’%_20ﬁ>_ o~ £ysin (£1250Y)

SKoao V'3 KO“O\E)} (2.67)

+ ikyag [1 —cos ( >
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Substituindo Kj, temos:
f(k) =~ 1+2cos (é 2;) —agV/3 (ke — EKp) sin (5 2%)
+ ikyao |1~ cos (& 2?”)] (2.68)

sendo que cos(Ex) = cos(x) e sin(Ex) = & sin(x), temos:

Q

7(K) 1—1 —éaog(kx—ﬁKo)—i—ikyao[l—ké]

3 3i
—Eay> (ke — EKy) + =
5002(x 50)+2
3ay

-2 &k~ &Ko) —iky} (2.69)

Q

Q

Tomando um vetor q = (gx,qy) = (kx — § Ko, ky) préximo ao vale K¢, temos que f(k) em uma

aproximacao de primeira ordem pode ser dado por:

- (8ax—igy) = -

3ap
—' 2.70
T (2.70)

3a0

fk) ~

onde T = (épx +ipy), &' = (Epx —ipy). Com isso, 0 hamiltoniano Eq.(2.63) pode ser represen-

tado por:
E; vl —wn' wrm
S vt Ej o —wn 270
—Wn Y E4 vorr"
vl —wm von Ep
onde v; = aoy’ . Esse é o chamado hamiltoniano do modelo continuo de 4 bandas para a BLG,

com a caracteristica de ser para baixas energias. Com a aproximacdo de f(k) na Eq.(2.70), a

matriz de overlap pode ser dada por:

1 gt 0
3a0s0
/4 1 s 0
s : (2.72)
pp __3agps
0 51 1 290% gt
0 I A

Com isso, a estrutura de bandas para essa aproximacao, através da equagdo det [ﬁgp —
E(k)&”app} = 0. Fazendo E; = Ez = % e En=Ep = —%, onde U consiste na diferenca de
energia entre as camadas U = [(E i+ Ep) — (Es+Eg)]. As energias da estrutura de bandas

pode ser dados pela a equacao(McCann e Koshino, 2013):

i Vs «
E(k) = :I:\/z +T+< 3+ )PP+ (~1)evT 2.73)



58

paraso=s1 =0, = 1,2e T = 1(y7 —vip*)> +vgp* (17 + U+ vip®) +2& 1135 p? cos(39),
em que p = fi|k| e ¢ o 4ngulo de k. A Eq.(2.73) estd relacionada com a Fig.13 para so = s; =0,
enquanto que so = 0.065 e 51 = 2s¢ € obtida numericamente. Percebe-se que o parametro o
juntamente com + em Eq.(2.73) resulta nas 4 bandas proposto no modelo com o hamiltoniano
em Eq.(2.71).

Figura 13 — Estrutura de bandas nas proximidades dos vales K¢ na BLG, com & =1 para
o vale K e £ = —1 para o vale K’, obtido como o auto-valor E(Kk) da equagdo

det |47~ E(K)-app| = 0. onde ;4" ¢ dada na Eq.2.71) e Sy na Eq.2.72),
com U = 0eV para a-) so = 51 = 0 (Eq.(2.73)), b-) 5o = 0.065 e 51 = 259

\sO= 0.065 s1 = 250'

Ke Ke

Analisando as estruturas de bandas na Fig.13, vemos que os efeitos semelhantes ao
da Fig.12(como as 4 bandas presentes) ao fazermos sq € s1 ndo nulos, implicando no afastamento
das bandas até mesmo para baixas energias. Além disso, percebemos a auséncia de GAP entre as
bandas e temos que as mesmas possuem um comportamento parabdlico para energias ainda mais
baixas. Isso estd, claramente, em consonancia com a Eq.(2.73) em que, ainda que ndo dependa
do parametros de overlap, podemos ver um dependéncia do tipo E (k) o< p?.

Outro aspecto a se analisar consiste assimetria entre os vales K e K’, onde podemos

perceber que um € o "espelho" do outro. Isso serd de extrema importincia quando estivermos
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analisando o efeito Trigonal warping no Modelo de 2 bandas na préxima sec¢ao.

2.5 Modelo continuo: Duas bandas

O Modelo continuo de duas bandas para a BLG consiste em trabalharmos em
uma aproximagdo de primeira ordem de f(k), assim como o modelo de quatro de bandas,
mas apenas considerando os orbitais ndo dimerios AB. Veremos que, através deste método,
teremos simplifica¢des significativas no hamiltoniano final. Tendo o hamiltoniano de 4 bandas

em Eq.(2.71) e seu overlap em Eq.(2.72), escrevemos a equagio 74" y* = E(K).%,,,¥* na

forma:

Y wr' —wnt wn Vi 100 0) [y; Vi
U t i _ _

Vol = —V4TT 01 00
0 ) 4 4 ' Vg — E(K) Vg — E(K) Vg
W N -Y  wr' Va 001 0]]|va Va
V37L'T —W Vot —% VB 0 0 01 VB VB

2.74)

considerando sy = 0 e s; = 0 (ortogonalidade entre os orbitais) e a distin¢do entre energias
localizadas nas duas camadas: E; = E = % eEs=Ep= —%. O lado direito da Eq.(2.74) pode

ser dado por:

Y vor' —wr® ovam ) [y Svi+vor' vz —vam yu + vy
VoT % h —vyr’ Ve | | Vomryi+ %‘VB +71ya — varmyp 2.75)
—wr n =% vor' [|wa —VATYE+ VIV — S WA + Vot W
V377:T —WTT Vot —% Yp V37'L'TVIA — V4T + Vot Y — %I[IB
Igualando a Eq.(2.75) ao lado direito da Eq.(2.74), temos:
Swi+vor yz — varTyy + vy Vi Vi
Vo + S+ viwa — vamr’ 5 0
OTYR+ Vg T NVa—Vam Y | E(K) Ve | _ E(K) (2.76)
VAT + NV — S VA +Vorr v Wa 0

V37'L'TWA —V47IIIIE+V()7T1[/A—%1[/B VB VB



Tendo as seguintes equacgdes obtida de Eq.(2.76):

U .
TVt Vo W — vart wa + Vs = E(K) y;

u i
Vo7ﬂl/g+51l/§+711I/A —wur'yg=0

v t
TVARYE VY — S YA T VT W = 0

U
V3T Wi — Vam W + VoW — SV = E(K)yp

Por Eq.(2.77b) e Eq.(2.77¢), temos que Y5 e Yy € dado por:

2

Vg = ——[ 0TYz+ V1Ya _V47TTV/B]

U

20
Yy = U [Voﬂ Vp+nNvs— VMW’A]

Substituindo Eq.(2.78b) em Eq.(2.78a), temos que yj €:

—— Vot Yz + YA — VM“VB}

2 oL
—— |VotVY; + N+ V()TE'I//B-I-%II/B—VMW/A —V47L'TIIIB
U

2 2’)/12 271V4
U Vot + ”T‘I/B‘i‘vllfé_—

2 [ 2NV 2’)/1V4
— 7 | oy + iy — 0 nw/;—vm“//g]

2 [vmrw/; + Yty — ¥y — m*w]
B U2+4y?

U2
2U 2nvo s 2y

—— = _|vomy; + niyg —

UZtay |OTVAT T T Ve

Yi—Va ' WB]

Tz — i’ WB]
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(2.77a)
(2.77b)
(2.77¢)

(2.77d)

(2.782)

(2.78b)

(2.79)

Assumindo que ¥,y >> |U]|, ou seja, um acoplamento muito forte entre camadas e os dtomos

nas camadas (McCann e Koshino, 2013), temos que yj é:

U

e p——
277

2NV,
S

2N vo
U

- v47rT> IVB]

(2.80)
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Da mesma forma que para Y, substituimos, agora Eq.(2.78a) em Eq.(2.78b) e descobrimos yjy.

2 -
Yy = U _V()TL'T‘I/B"‘YIIVB_VétanA]
27 2 :
Yy = U _von wg—ylﬁ[voﬂpr%WA—VM II/B] —V47T‘VA}
27 271V 27} 2% V4
Yy = U _VOTCTWB_ U EWA—#WAﬂL U ﬂT‘lfB—VM‘I’A]
4y 2710 . 2n1vo 2Nnvy ¢
<1+W>‘VA = glWr ‘I’B—T”‘l’,ﬁ' U " ‘VB_V‘*”‘V}
%[VO?FTW Zwomlf +271 ETII/B—VM‘/’A}
Va = U447}
U2
2U 2nvo 2114 ]
_ typ ) e — . 2.81
7 U2+4y12 [von VB U Ty + U T Yp— V4TtyY; (2.81)

Da mesma forma que em yj Eq.(2.80), fazemos Yy, 71 >> |U|. Logo, yy é:

Y 2nvo 211V
WAmz—ylzl— <V47[—|— U ﬂ)l]/g—i— < U 7[T+V()77,'T> V3

Logo, tomando y; Eq.(2.80) e y4 Eq.(2.82), substituindo nas equacdes Eq.(2.77a)-Eq.(2.77d).

(2.82)

Tendo que Eq.(2.77b) e Eq.(2.77c) sdo nulas, s6 iremos fazer os célculos em Eq.(2.77a) e
Eq.(2.77d). Temos que Eq.(2.77a) pode ser dado por:

U
E(k) Vi = 31///; + V()ﬂ'Tl/Ig — v47rT YA+ V3TYR

U Uv 2y v 271V 4
E(k)l//g = EWA 2)/20 T[(voﬂ,'— ’};1]471')1//44_( 3;1]071"_\’477:T>WB]

2 2
— Z—;?ET —<V4717—|— ??Jvoﬂ>1//,;+< 7;1]‘/47rTnLv()7rT> Vg | +V3TypR
U U V2 UV,

R _ T 0 /)2 4VY0 /__$\2
Ek)y; = EWA 2},2"07r ”WA+_,)/1 T YR — W(”) VB + 27 (") wp
U UvyV, V2

o 4Vo 412 4 (2
+ =3 +—7t ——5 (T ——(7 +w
5 Y12 Try; ” WiT— 7 (") y }’1( ) WB+ V3TYp

(2.83)

Simplificando a Eq.(2.83), sendo que vf << vg e sabendo que y; >> Vop (McCann e Koshino,
2013), temos:

U U VoVa v2 VoVa s
E(k)wwgw;—;vgﬂ*ﬂm " ' WA—%(”T)ZWBﬂLTﬂ'”WﬁFVﬂWB
1

Colecionando os termos, temos que, de forma simplificada, Eq.(2.83) é:

U 2v2 2vyV. Ve
3<1—y—207ﬂ7r> Wi+ ;/)1 47rT7r1//A—7(1)(7rT)21//3+v37ry/B ~ E(k)y; (2.84)
1
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Seguindo 0s mesmo passos, a equacio Eq.(2.77d) pode ser dado por:

U
Ek)yp = V37TT‘I/A—V47TW§+V07“VA—§WB
Uv
E(k)ll/g = V37TTWA+2—’}/247T

1 (V()TL’ B 2’};1]V4 71') v+ (2)21]V0 7'L'T _ V47'L'T> WB]

271V PATRY U
_<V47L'—|— ?;-ljoﬂ)lllg—f—( };}47TT—|—V()7TT>1[/B

Uvyvy 2 Vf 2 Vo V4 F U 2+
E(k = t ,— 4 ARG —
(k) wz V3T Y+ — 5 7 () y; ” (m)*wz + p VBT g Ve
UVaVo,_\n Y U ; iU
T P — v %3 —|——7r7r - — 2.85
o (7) w3 },1( )i+ 27" Vst Vb — 5 Vs (2.85)

Com isso, da mesma forma que Eq.(2.83), sendo v} << vg e sabendo que y; >> vop (McCann
e Koshino, 2013), temos:
2

n v U + U
Yantys — 2 (n) 2y + SVoRT VB — 5 VB
n }’1

EK)yp ~ vam y; +

Colecionando os termos, temos que, de forma simplificada, Eq.(2.85) é:

V2 2VoV. U 2v2
Vs ys = (M) Y+ ;14mTwB+5 1+ |y~ Eovs (2.86)
1

Tomando as equacdes Eq.(2.84) e Eq.(2.86), podemos criar um sistema de equagdes da forma:

<1 B 2\/0 )W + 2V()V4 n-Tn-II/ (n'T> Yp+V3TYp = E<k)ll/A~

V2 2v y 52 (2.87)
vazr*uh——( ) g+ = +7(—1+y—§’ﬂﬂ*)WB=E(k>wB
Podemos representar a Eq.(2.87) em uma forma matricial da forma:
2 )2 i
v 0 T 0 =« 2vovy (' O
) ( ) v, + 0v4
n\(x)> o0 0 n 0 nn'
10 w2 [(n'nr 0 , -
v _2% Vi) Z g [V (2.88)
21\o -1 n\o —znxt Vs Vs

No lado direito da Eq.(2.88), podemos associa-lo 2 um hamiltoniano A, do tipo:

H, = il() + il3 + fAl4 + fAlU (2.89)
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onde os operadores hy, h3, hy e hy sdo dados por:

s v 0 (x7)?

ho= Y0 (2.90a)
n\(x)> 0

A 0 =«

hy =Vv3 (2.90b)

7t 0

. it 0

g = V0V (2.90¢)
N 0 azant

. ulf1 0 w2 ('m0

=5 el (2.90d)

0 —1 " 0 -—nn'

A Eq.(2.89) consiste no Hamiltoniano de duas bandas final. Vemos que tal hamil-
toniano de dimensionalidade 2 x 2, que consiste na consideracdo somente dos orbitais ndo
dimeros AB, que implica no vetor coluna (v; wg)T (McCann e Koshino, 2013). Pelo o fato
de termos uma matriz de ordem 2, quando resolvemos sua equacao de auto-valor na forma
det{H, — E(k)I} = 0 e obtemos apenas dois autovalores possiveis, implicando nas duas bandas.
A escrita do hamiltoniano Eq.(2.89) pode ficar ainda mais simplificada uma vez que podemos
que escreve-lo na forma S- 0, onde o sdo as matrizes de Pauli e S um operador vetorial. Veremos

que essa forma nos permite calcular as duas bandas e investigamos suas propriedades.
2.5.1 Hamiltoniano de duas bandas em termos de matrizes de Pauli (oy, 0y, 0;)

Baseado nas equacdes Eq.(2.90a)-Eq.(2.90d), sabendo que & = & p, + ip,, temos

que os termos ()2, (n7)?, #'w e 7", sabendo que p, comuta com Py, sdo dados por:

(m)* = (Epetipy)(Epe+ipy)
= EXpl+ilpipy+ipypx—pi
= pi—py+2iEppy (2.91)

onde £2 = 1. O termo (77)? é simplesmente o complexo conjugado de (7)? na Eq.(2.91), da

forma:

T 2

(7")? = p} — P — 2iE pupy (2.92)
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O termo 7' 7w pode ser dado por:

t'n = (Epc—ipy)(Epctipy)
= EXpi+iEppy —iEpypx+ Dy
= pr+p;
pr=nn' (2.93)
onde, usando o complexo conjugado, vemos que 7' = 7', onde p = |p|. Com isso, substi-

tuindo os termos obtidos, podemos reescrever os operadores Eq.(2.90a)-Eq.(2.90d), comecando

por hg, na fora:

; v 0 pi—py —2i&ppy

0o = ——
N\ p: —py +2i papy 0
2 .

. vl (o 1 0 —i

hy = -2 (p2—p3)+ 26 papy (2.94)
! 1 0 i 0

em que, usando as matrizes de Pauli, pode ser escrito de forma mais simples como:
2 Voo o
ho = _ﬁ[(px _py>6x+2§pxpy6y] (2.95)

O operador /13 Eq.(2.90b) pode ser escrito na forma:

. 0 i
o= v, Epx+ipy
Epx—ipy 0
01 0 —i
- Ep- Py 290
10 i 0

sendo dado, com o uso das matrizes de Pauli, por:

hs = v3(E pxOx — pyoy) (2.97)

O operador hy Eq.(2.90c) pode ser escrito na forma:

3 2V V4 P2 0

4 =
n 0 pZ

N 2vyV. 10

hy = 20,2 (2.98)
n 01

Sendo dado por:

N 2wy V.

hy =222 2, (2.99)

N
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onde I, seria a matriz identidade 2 x 2. O operador iy Eq.(2.90d) pode ser escrito na forma:

A U
2

P—
=)
[\
O<[\)
S|
-
Q
=)
| I |

ul{t o\ 2v2,(1 0
= 5 —— D
2\o —1) 7 \o -1
ul  2v? 1 0
= 3 1__20pz (2.100)
Y 0 —1
Logo, fLU € dado por:
. U 2v2
hU:E ——20p2]GZ (2.101)
4

Entdo, com a representacdo dos termos em Eq.(2.95), Eq.(2.97), Eq.(2.99) e Eq.(2.101), podemos

escrever o hamiltoniano de duas bandas Eq.(2.89), na forma:

A

B, = ho+h+hs+hy

2 2

Y 2VoVa U Vv
= 2 [(Pyzc - Pi)dx +28 pxpy0y| + V3(E pxOx — pyOy) + pPh+-|1— —31?2 O;

04| 04l 2 "

2 2 2
Y 2V 2V 2V V4
= __O(P)%_Pi)'f’VSépx Ox+ | — Oépxpy_VSPy Ooy+—+|1— 20192 O; +
04! N 2 14

Logo, podemos supor um vetor w(p) e um campo escalar F (p) tal que o hamiltoniano H, seja

dado por:

Hy=w(p)-c+F(p)l (2.102)

sendo ¢ = (0y, 0y,0;), F(p) = 2‘%’4 p? e o vetor w(p) tendo componentes dadas por:
Vo, o o

wy(p) = —%(px—py)+V3é§px (2.103a)
2v3

wy(p) = == L pxpy = V3py (2.103b)

U 2v§
wo(p) =3 |1 - TOPZ] (2.103¢)
i

A forma do hamiltoniano na Eq.(2.102), O vetor w(p) pode ser visto com um
mapeamento do espaco de momentum para um novo espago, através de uma mudanga de

varidveis, com os termos sendo proporcionais a p?, implicando em uma diferenca de espagos

)
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quando comparado ao o Hamiltoniano de monocamada, onde usamos momento proporcional a
p.
Analisando a forma final da representagc@o de Pauli do Hamiltoniano de duas bandas

Eq.(2.102), podemos toma-la em uma forma andloga a equagdo de Dirac, na forma:

(¥*wu +F(p)l2) [w) =0 (2.104)

onde " = {0y,0y,0;}. Na Eq.(2.104), F(p) implica em um termo de massa especial. Na
equacdo de Dirac convencional, o termo de massa refere-se a massa de repouso em que, na
equagdo de Klein-Gordon, advém da energia relativistica. A relacdo de 94 com F(p), bem como

a funcdo de 3 nas propriedades eletronicas serdo vistas nas proximas secoes.
2.5.2 O efeito Trigonal Warping

Usando a equagio de auto-valor A, |y) = E(p) |w), com o hamiltoniano da equacio

Eq.(2.102), temos que o cdlculo do auto-valor de energia E(p) é dado por:

0 = det{H,—E(p)l}

0 — det{ w,+F(p)  wy—iwy _E(p) 1 0 }
wy+iwy, —w,+F(p) 0 1
I R R 1 R
Wy +iwy —w;+F(p)—E(p)
0 = [F(p)— E(p)+wlIF(P) — E(p) —w] — (wy -+ i) (wy — i)
0 = [F(®)—E@) —w!—wi—w]

0 = [E(p)—F())*~Iw(p)]

Logo, a energia E(p) é dado por:

E(p) = F(p) £ |w(p)| (2.105)
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Calculando o médulo |w(p)|, temos:

w(p)| = \/witwi+w?

2
3 2 ro2v > 2w
= - px py)+V3§px] |:__§pxpy VSPy] +T 1— sz
1
4v4
= 2pip% + py) — 2€—px( py)+V3px+7pxpy+4é—pxpy
N
Y S S P 2] )2
3P | tT=P
y 4 ,yl
Vo ) v o ]
— \?(P§+2P%P§+p‘y‘)+v3(p§+py) 2§—px(px 3py)+T 1— sz
1 i
Vo v3vs vl o ]
= | (P24 D)2+ V(P2 +p2) =25 == pu(p2 —3p}) + — |1 — - p?
N N 4 ¥
vy 2 og VaVs (23 )+U2 | 2v¢ ? 2.106)
= | 0ptv2p 260 g (p2—3p2) 4 - 1 02 _
\712 : n Y Y 4 v

Usando coordenadas polares, fazemos p, = pcos¢ e py, = psin¢. Substituindo em Eq.(2.106),

temos:
Vg 4 2 2 U2 i 2V3 2_2
w(p)| = —pttvip? 25 p 3cos ¢(cos? ¢ — 3sin’ (1))4—T 1-—"p
N ] ¥i
v 44 y2p2 25"3"3 3(cos® ¢ — 3sin ¢)+U2 _1 2v3 2_2
= — —2&——=p>(cos’ ¢ —3sin“ @ cos Z|11==0
\ lep 4 " 4 1 _ 712 4

Tendo que cos(3¢) = cos® ¢ — 3sin ¢ cos ¢, temos que |w(p)| é dado por:

4 2

wip)| = opt v z&oy pieos(39)+ -

2
2v0
1— 5 —p? (2.107)
1 Y

1

Logo, a energia E(p) na Eq.(2.105) é dada por:

2 2v§

2
1-— — P ] (2.108)
N

2VoVs 5 vg‘ 5 VeV
E(p)=——p t,| 5p*+vsp>—26—— pcos3q)
(p) ” 7 ” (3¢)+ -

Analisando a Eq.(2.108) (para ¥4 = 0), vemos que resulta em dois tipos de solugdo:
uma com o sinal +, relativo a banda de conducao, e outro com sinal —, relativo a banda de

valéncia. Comparando os casos onde temos 73 = 0 e y3 # 0, mostrada na Fig.14, vemos que,
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em 3 = 0, existe uma certa isotropia quando comparado com o caso ndo nulo, isotropia essa
caracterizada pelo o fato de que a dependéncia de um angulo polar ¢ nao € perceptiva, como
mostrados nas reapresentacdes de curvas de nivel na Fig.14.

No caso 73 # 0, vemos a dependéncia angular mais evidente, com o surgimento
de 3 "mini-vales", sendo que cada um possui um Cone de Dirac. O Cone de Dirac € bastante
caracteristico na monocamada de grafeno (Geim A.K. ; Novoselov, 2007). O cone em si
representa uma dispersdo linear de energia para regides de baixas energias. O surgimento dos
cone de Dirac na bicamada estd condicionado a consideracao do hopping y3, como podemos ver
na Fig.14, analisando tanto as bandas em si quanto a representacao de curvas de nivel.

Figura 14 — Representacdo das bandas de energia, com base na Eq.(2.108), tomando y4 =0 e

U = 0, para os casos a-) 73 = 0 e b-) 13 # 0, como os destaques para a isotropia no
caso y3 = 0 e o efeito Trigonal Warping para y; # 0.

(b)

(a)
E(meV)

60 1

60 |-

0.1

ky (nm')

ke (nm™ ke (nm')

A presenca dos 3 mini-vales A, B e C, mostrados na Fig.14, acompanhado da perca
da isotropia nas bandas de energia, implicando em um formato triangular que é conhecido
como efeito Trigonal Warping - TW. O formato trigonal (ou triangular) nas bandas é devido a

deformacao do niveis de fermi para baixas energias em que, na Eq.(2.108) € caracterizado pelo
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termo proporcional a cos(3¢).

Figura 15 — Comparag@o entre os casos ¥3 = 0 e y3 # 0 para os vales K e K’, mostrando a
assimetria entre vales para 73 # 0 e a equivaléncia para 73 =0

1,=0|Kand K

E(meV)
63

35

0.0

0.1 0 0.1 01 o0 0.1 -0.1 0 0.1

ky (nm’) ky (nm) ky (nm)

Outra consequéncia do efeito TW € a assimetria entre os vales K e K’, mostrados na
Fig.15-b) e Fig.15-c). Como podemos ver, para o caso 3 # 0, os surgimento dos 3 mini-vales é
assimétrico ao considerarmos o vale K (§ = 1) ou o vale K’ (§ = —1), ou seja, 0 comportamento
da bandas de um vale € o espelho do outro, com base na Eq.(2.108). Tal assimetria ndo € vista
para 73 = 0, mostrado em Fig.15-a), pois trata-se do formato relativo as bandas para ambos os
vales devido a isotropia comentado anteriormente.

A assimetria entre vales € outro efeito que o hopping Y3 causa nas bandas quando é
levado em conta. Tal efeito serd analisado com mais detalhes na secdo que ird tratar da filtragem

de corrente de vale, onde iremos fazer toda a consideracao sobre o vale escolhido.
2.5.3 Assimetria elétron-buraco

O papel do 4 esta relacionado como na forma que vimos na Eq.(2.104) para o termo
F(p) no que diz respeito a um termo de massa. Contudo, sua relacdo com a massa em si no
sistema € mais especial.

Ao analisarmos a segunda derivada da Eq.(2.108), agora tomando y; # 0, vemos
que ha valores distintos entre banda de valéncia (—) e banda de conducdo (+) para p << 1.
A segunda derivada da energia no momentum esté relacionada a termos de massa, sendo que
energias positivas rementem a elétrons e negativas, a buracos (anti-particula do elétron). Isso
implica dizer que hd uma assimetria entre massas do elétron e do buraco (McCann e Koshino,

2013).
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2.5.4 Efeito Trigonal Warping com GAP

Anteriormente, definimos as energias on-site em fungdo da energia U. O parametro
U, da forma como definimos, diz respeito a diferenca de energia entre as camadas. U pode ser
escrito em funcdo do hopping y; na forma da Eq.(2.109), onde A diz respeito ao GAP nas bandas

de conducdo e valéncia (McCann e Koshino, 2013).

An

(2.109)
V%A

O GAP A surge nas bandas mediante a aplicagdo de um potencial no bicamada.

U=-—

Tal potencial aplicado induz um quebra da simetria de inversao espacial do sistema, ou seja, o

operador paridade, quando aplicado, ndo implica na inversio do eixos coordenados

Figura 16 — Banda de energia do Hamiltoaniano de duas banda, com a presenca do GAP A.

A=0.06 eV A=0.1eV

2.5.5 Auto-estados do Hamiltoniano de duas bandas

Dado o hamiltoniano em termos de matrizes de pauli dado na Eq.(2.102), escrevemos

na forma:
. wo+F(p) | wle %®

i, = . (2.110)
wle'%® .+ F(p)

onde o || = | /w2 + w3 e 6¢ (p) é dado por:

2vZE py
Gé(P)Zarctan{ VoS PPy + 11 V3Py } @.111)

v (P2 —p3) = nVi&px
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Sabendo que os auto-estados de H; sdo dos da forma |y) = e [C1 C5)7, temos uma equagio

de auto-valor da forma matricial:

F ~1,~i0¢(P) C C
wz+ (p) |W|e 1 :E(p) 1 2.112)

wle®® w1 F(p) ) \C G

sendo [C] C,]” o conhecidos pseudospins® e E(p) dado na Eq.(2.108). Simplicando, temos o

sistema:

{ [w.+ F(p) — E(p) | Ci +[7le %P, =0

2.113)
7% ®)Cy 4 | .+ F(p) —E(p)|C2 =0
Substituindo E(p), temos:
[$ |w| —|—W4C1 +|wle ®Plc, =0
2.114)
et Py 1 [:F Wl —wz} G =0
onde |w| = /w4 w3 +w2. Temos que C; é dado em fungdo de C; na forma:
= "L s, 2.115)
w, £ |w]|
Logo, os autoestado \l//g> sdo dados por:
yP) = Nex {ip'r} : (2.116)
Ve =ep 7 7,0 (p) '
wot|w|

onde N consiste em uma constante de normalizagcdo. Nas se¢Oes seguintes, veremos a aplicagao

do auto-estado.

®A solugdo padrio para o vetor de um dado estado |y) na equagio de Dirac original na relatividade restrita
seria o chamado spinor que consiste em uma combinacio linear dos spin’s up e down, no caso do elétron. Como o
vetor de estado |y), nesse caso, esta relacionado com caracteristicas geométricas no que diz respeito a sub-rede
A(B) e A(B) da Bicamada de grafeno ao invés do spin, nos referindo a |y) como um pseudospinor ou pseudospin.
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3 EVOLUCAO TEMPORAL

Supondo que temos um dado vetor de estado |¥) em uma regido de baixas energias
no grafeno, é necessario que saibamos como |¥(#()) se comporta em tempos posteriores para fg,
ou seja, em um tempo ¢, [¥(7)) e assim podemos entender a evolugdo temporal dos vetores de

estado que podem representar nao apenas elétrons, mas também outras particulas.

3.1 O Operador de Evolucio Temporal U (19, ?)

Tomando a equacdo de Schrodinger dependente do tempo como uma funcdo do

operador hamiltoniano H para o estado |¥(r)), temos:
~ 0
HI¥(1)) = ih5-[¥(1))

Multiplicando ambos os lados pelo bra (r|, que representa um vetor de estado para o

espaco real na coordenada r.
. 9
(x| () = in (x] £ [9(0)), G.)
Como H é Hermitiano, entfio ele atua em (r|. Onde H é dado por:
H=T()+V(r)

onde T (p) = £ & o operador de energia cinética em fungéo do operador momentum p e V(F)
o operador de energia potencial em func¢do do operador de posi¢do r. Como os operadores

momentum e position tém a seguinte relacdo, quando atuam no ket |r), na forma(??, ??):

p|r) =p|r) ,T|r) =rlr), (3.2)

onde p = —ihVy, que pode ser entendido como o autovalor do operador p, bem como r, que é o
autovalor do operador T . Com isso, H agindo sobre (r|, como podemos ver na equagao (3.1),

pode ser dado por:

Wl = (xl (T6)+ V()
= (eI T )+ x|V (F)
= T(p) (x| +V(r)(x]
= (T +v®)r
= H{r|, 3.3)
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onde H seria o autovalor do operador hamiltoniano H. Substituindo (r| H na Eq.(3.1), temos:

H (1) = in 5 (c]%(0)

implicando, entdo, a equacdo de Schrodinger convencional no espacgo real, ou seja, fora do

espago abstrato de Hilbert, onde vetores de estado como |¥(7)) e operadores como H.

HW¥(r,t) = ih%‘l’(r,t), (3.4)

onde (r|¥(t)) = ¥(r,1).
Assim, para calcular o W(r,7) posteriormente, dividimos ambos os lados da equacao
Eq.(3.4) por ¥(r,1?).
1 4 i
—Y¥Y(r,t)=—-H
¥(r,1) dt (rt) h
Integrando no instante ¢y para um instante posterior ¢, temos:

1 4

L
—W(r)di'=— | -Hdf
o Wy ar ) o h

Assumindo que H € dependente do tempo, H = H (), temos:

l‘ t
H(t')dt

Inf¥(r,0)] ~ ()] = — |

In[®(r,1)] = In[¥(r,10)] — é H() !

fo
Chegamos a W(r,t) para mais tarde .

W(r,1) = e o (e 1) = T (10,1) B (x,10)

Y(r,1) = Ul(to,1)¥(r,10), (3.5)
Entdo o Operador de Evolucao do Tempo U (to,1) é:
O (to,1) = e o™ (3.6)

Se H ¢é independente do tempo, temos:

~ i

Ultg,t) = e #11A" (3.7)

onde At =t — .

Temos entdo as duas formas do operador de evolugao no tempo U (to,t) Eq.(3.6) e
Eq.(3.7) onde eles diferem em termos de dependéncia do H hamiltoniano no tempo. Como o
Hamiltoniano que vamos usar é como a equagdo Eq.(2.102), o hamiltoniano de duas bandas, por

ser independente do tempo, usaremos o operador Eq.(3.7).
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3.2 A técnica Split Operator

Tendo primeiro um estado em um determinado momento #y, ¥(r,7y), queremos
conhecé-lo em um dado instante apds ¢ como ¢ =ty + At , entdo ¥(r,r =ty + At), que é sua
evolucdo no tempo usando o operador U (to,1).

A técnica Split Operator é baseada em um método de multiplicar computacional-
mente o operador de evolugdo temporal U (fo,t) em um dado W que representa um elétron no
grafeno e obté-lo posteriormente (dindmica). E importante fazer essa distingdo de uma multi-
plicacdo simples porque estamos trabalhando com operadores, ndo no espaco de Hilbert, mas
operadores normais que podem envolver ndo apenas matrizes, mas também derivadas, como o
operador de energia cinética T(p) Eq.(3.3). Portanto, em muitos casos, estes ndo sdo apenas
produtos comutativos.

Sabendo que H = T'(p) + V(r) como na equagio Eq.(3.3), expandimos uma expo-
(A+B)

nencial do tipo e* , onde A e B sdo operadores, até a 3* ordem de A (Bandrauk e Shen,

1991).

M) o SR BA)+S(A,BA) + 60
onde S e §' sdo:

S(A,B,A) = e34eA B34, (3.82)

1 -~ S ~ 1 o~ A~

— —[B,A]A° 3.8b
S BAN, (3.8b)

demostrado no apéndice A, na Eq.(A.1). Para representar H, como na equagao

Eq.(3.3), fazemos A = V(r) e B = T(p). Com isso, resolvemos a Eq.(A.1), temos:

A~ A~

[B7 ] = [T7V]

A

2 A A P
Tendo que 7(p) = 4. e a inidentidade [4, f(B)] = f'(B)[A, B] 2, temos:

in
[T,V(r)] = ——VV(r)-p (3.9)
com demostragdo no apéndice A. Pelo o operador de evolugio temporal, temos que A = —%At.

Logo, juntamente com a Eq.(A.5), temos que S’ pode ser dado por:

'Lembrando que plz = p?c + p§
2Demostrado no apéndice A, na Eq.(A.4).
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AP
S = 24thVV(r) P (3.10)

Analisando a Eq.(3.10), vemos que S’ é da ordem de Ar?. Como iremos adotar valores da ordem
de Ar = 0,1 fs°, temos que S’ serd praticatimente irrelevante na aproximacio do operador de
A(A+B)

evolucio temporal por decomposicdes espectrais. Entdo, e pode ser aproximado para:

e i (VIOTTRDA  §(T(p), V (1), —%At) +O(A),

A equacgdo Eq.(3.11) consiste na aproximacao de segunda ordem feita por M. Suzuki,
com contribuicdes de Trotter, publicada no inicio dos anos 1990 usando decomposi¢cdes espectrais
de operadores exponenciais (Suzuki, 1990), destinado ao uso em teoria de muitos corpos e
simula¢des usando Monte Carlo. Ignorando o erro &', podemos simplesmente representar o

operador de evolu¢do no tempo como:

-~

U (to,t) = e HHA oy o= BV g TA pm g VAL O(A), (3.12)

A equagdo Eq.(3.12) € a base para a técnica Split Operator, onde seu algoritmo tem

a forma de Fig.17 onde o operador de evolucdo temporal é aplicado N vezes.

W(r,19+NAL) = [U(to,0)]N¥(r, 10)

i i i N
W (r, 10+ NAL) ~ [e*ﬁ“’e*ﬁ”’e*ﬁ“’] W(r, 1), (3.13)

Dado um ¥(r, 1), primeiro multiplicamos pelo termo de energia potencial e TV ¢

formamos a ocupacdo :
a(r,1) = e 5VAW(r, 1)

Entdo fazemos uma Transformada Rapida de Fourier (FFT) em o(r,#) para o espago
reciproco de p.

1

= — [ &% a(r,1)d

Ot(p,l‘())

3 fs = femtosegundo = 10~ 5
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Figura 17 — Algoritmo da técnica Split Operator, com €nfase nos passos que envolvem todas as
operacdes no pacote de ondas. As transformadas FFT e iFFT lidam com algoritmos

além de toda a trajetoria original da técnica Split Operator.
INiclo

_7
Preparacao do
pacote de onda

Multiplicando pelo o primeiro

termo do potencial
Transformada k FFT
Ve - - - -p7t
rapida de Fourier - FFT . Multiplicando pelo o termo
do espaco reciproco

7I(P7t0)
i Multiplicando pelo o
Tfansformada inversa iIFFT segundo termo do potencial
rapida de Fourier - iFFT [n(r, to)] w

INiClO

Técnica
» Split Operator ) L» @ nee

Slm

END

U (r,to + NAt)
)

Tendo entdo a FFT de a(r,y), a(p,t), multiplicamos pelo termo e #TA onde T

estd no espago reciproco T = T(p).

n(p,to) =e" ’%TA[ a(p,to)

Com isso, fazemos a Transformada Inversa de Fourier Répida (iFFT) em n(p,1) e

voltamos ao espago real.

n(r,to) 2/ n(p,to)d’p

LV At

Finalmente, multiplicamos 1 (r, o) pelo dltimo termo do espago real e~ 7VA ¢ temos

obter ¥(r, 1y + At).
W(r,t+At) = e 527 (1, 10)

Repetindo este processo N — 1 mais vezes, como no Loop da Fig.17, chegamos a
W(r, 19+ NAt). O uso de transformadas de Fourier € muito 4til na multiplicagdo pelo termo
cinético e 774! Jjaque T, por estar no espago reciproco, pode representar derivadas o que ndo

seria muito interessante para o calculo, computacionalmente falando.
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3.3 Hamiltoniano de duas bandas na técnica Split Operator

Para uma primeira abordagem acerca da evolucdo temporal, usaremos o modelo de
duas bandas com um potencial V (r) aplicado. Adotaremos o Hamiltoniano H, como na equagio

Eq.(2.102). Tendo o Hamiltoniano abaixo:
Hy =w(p)-6+F(p)h+V(r)l, (3.14)

Entdo fazemos A, composto por uma parte no espago reciproco Hp, € outra parte no espago real

H,, todas mostradas abaixo.

H; = Hy + Hy,
Hp=w(p)-c+F(p)l,, Hy=V(r)l, (3.15)

O operador de evolucio no tempo Eq.(3.7) para o Hamiltoniano de Dirac ficaria

assim:
~ in
Uz(l‘(),l) = e_thAt
_ e—%(HerHr)At
i i i
~ e A A = HeA | (Af3), (3.16)

onde Hp e Hy, dados na Eq.(3.15), referem-se, respectivamente, a espagos reciprocos e reais,

bem como T'(p) e V(r) na equacio Eq.(3.12). Reescrevemos o operador Us (19, 1) como:
Us(10,1) = MMpMy + O(AF),

onde My e My, sio:

M, = e—ﬁHrAt, M, = e—%HpAt

My=e 5VONL, A — o oW R)T T EP), (3.17)
Assim, as matrizes My e M, podem ser escritas como:

My = e 5V OM, (3.18)
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. , / )
si(w w w, —Iw A
My = cos(w)lp +i (/ ) ¢ * 1 le ’hF(P)7 (3.19)
w whitinl  —wl
onde w’ ¢ dado por:
, At = W At| |
w=——w w=|W|=—|w
B RV

Tomando a forma das matrizes My e My Eq.(3.18) e Eq.(3.19), temos que, apds o
operador de evolugdo temporal U (fo, ) sendo redefinido, um dado W(r,7) de cada vez mais tarde

W (r,t + At), pode ser dado por:
W(r, 1+ Ar) ~ MMpMe®(x,1), (3.20)

Nas proximas secdes, veremos a aplicacdo do operador de evolu¢do no tempo,
conforme mostrado na Eq.(3.20), na investigacdo do efeito zitrerbewegung na bicamada de
grafeno. Nessa situac@o, usaremos os mesmos W’s iniciais, com relacdo a sua forma, e veremos
seu comportamento de amplitude de probabilidade e trajetdrias médias na bicamada de grafeno,
ambos os casos tendo sua dinamica de evolugdo temporal realizada pela técnica Split Operator,

cujo algoritmo é mostrado na figura Fig.17.

3.4 Hamiltoniano de quatro bandas na técnica Split Operator

Nesta secdo, abordaremos a técnica Split Operator sob a luz do modelo de 4 bandas.

Tendo o Hamiltoniano Eq.(2.71), fazendo E; = %, Ez= %, Ep = —% e Egp = —%, temos que:

Y wrnt —wnt v

Y T
~ VoTT 5 1 — W4T
A, = 2 YU 3.21)
S 27/ | -5 Vo'
wrt —wr vrm -4

Podemos escrever o hamiltoniano da forma:
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— -~

1 0 O 0100
Ul|loO 1 00O
= 5 +EVopx +Vopy
0 —1 00 01
0 0 -1 0010
0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 00O 0
+th +&Vapx —V3py
0 00 0 00O 0
0 0 0 1 000 i
0010 00 —i O
0 001 00 0 —i
—&vapy +Vapy
0 00 i 0 O
0100 0 i 0 O
Temo que as matrizes pode ser dado por:
0 0 O 0100
1 0 O 1 00O
= GZ®H27 :H2®GX7
0 -1 O 0 001
0 0 -1 0010
—i 0 0 0 00O
0 0 O 0010
= I[z@oy, _MZ7
0 0 —i 0100
0 i O 0 00O
0 001 000 —i
0 00O 000 O
- MX7 :My7
0 00O 000 O
1 00O i 00 O
0010 00 —i O
0 001 0 0 —i
= 0,®]y, =0,®
1 00O i 0 0
0100 0 i 0 O

S O O O

o O

o o o O

79

o o O
]

)

o o O

(3.22)

(3.23)
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Logo, podemos escrever Eq.(3.21) da forma:

N U
Hy = 060+ vo(Epida® 0+ pyla ®6)) + NMz + V3 (EpiMi + pyMy)
—v4(Epro, @1r + PyOy ® I)
U
= bh® VO(gprx +Py6y)] +nM;+ V3(‘§pox +PyMy) + EGZ - V4(§px6x ‘|’py6y)
podendo ser escrito como:
Ay=po- @8 +p3-M+ps 3R], (3.24)

®1

em que po = VoPe, P3 = (VaPg, 1) € P4 = (— V4P§7%>, onde pg = (&px, py)-

Além disso, temos G = (Oy, 0y, 0;) € &= (oy,0y), sendo as matrizes de pauli, e as matrizes
M = (My,My,M;). A forma na equagdo Eq.(3.24) é bem familiar quando a comparamos com
a forma em matrizes de Pauli no modelo de 2 bandas. Sabendo que o, ® 1, e L ® & comutam
entre si (provado no apéndice A), aplicamos o hamiltoniano dado na Eq.(3.24) no operador de

evolugdo temporal dado em Eq.(3.12).

A iﬁ4At
U4(t(),l‘) = e nh
iAt - IAt iAt s
= eXp{—7po~ﬂz®6—7ps-M—7p4-c®Hz}
iAt - IAt iAt
~ ——po-h®6——ps-G®I ——p3-M
eXP{ 2hpo 2® 2hp4 ®2}€XP{ hP3 }
iAt - IAt .
X exp —2—hpo-ﬂz®c—2—hp4-c®ﬂz

podendo ser escrito como:

. At iAt - iAt
Us(to, 1) =~ eXp{—%m-G@Hz}eXp{—ﬁpo-ﬂzébc}eXp{—;pz-M}

iAt - iAt -
X exp —ﬁpo-b@c exp —%p4-6®]12

De uma forma mais compacta, podemos escrever o operador de evolucao temporal

da forma:

U4(t(),t) ~ ﬁ45}0ﬁ3;15}0ﬁ4 (3.25)
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onde os operadores sdo dados por:

. iAt . . iAt . it
ﬁo=exp{—2_hpo-ﬂz®c}, ﬁs;1=exp{—7ps-M}, ﬁ4=eXp{——p4-G®Hz}

2h
(3.26)
Calculados no apéndice A, os operadores na Eq.(3.26), temos que:
A VoAt ] VoAt =
ﬁ’ozcos(pz(; )I[4—1%sin (”2‘;‘1 >p5~(]12®6) (3.27a)
O3 = O3+ O, (3.27b)
A At J At .
Oy = cos (p;h )]I4—pi4sin (‘D;—h>p4-(6®1[2) (3.27¢)
onde p = /p2+p2e ps=\/vip>+ UTZ, e os operadores O3 e €, dados por:
A At At
61 =1 cos (%) —isin (%T)MZ (3.282)
N V3 At ] V3 At ~
O3 = 114(12) cos <&> — isin (p 3 )pg -M (3.28b)
h p h

Onde ]Igd') e Hf) sdo dados no apéndice A e M = (M, M,). Logo, dado uma ¥(r,?),

para obte-la em um tempo posterior ¥(r, + Ar), temos que:

W(r,t+At) = Uyltg,t)¥(r,t)
~ 040003, 000 (x,1) (3.29)

Nos proximos capitulos, investigaremos mais afundo a dinamica de pacotes de onda
através do hamiltoniano de 4 bandas, comparando-o com o modelo de 2 bandas, no que diz

respeito aos orbitais dimeros.

3.5 Hamiltoniano fight binding na técnica Split Operator

Finalmente, abordando o modelo Tight Binding, tomamaos como base o Hamil-
tonaino escrito em segunda quantizacdo na Eq.(2.51). Diferente dos casos anteriores em que
tomavamos uma formulacio para baixas energias relativo a um sistema infinito (ou bulk), nesse
caso, adotaremos uma método que estd diretamento associado ao espectro real de energia para

um sistema finito, conforme retratado na Fig.18.
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Figura 18 — Representacdo da discretizagio da rede real por camada A = {1,2} da BLG.

A A\

1 2
B

Para a constru¢ao do Hamiltoniano do sistema, tomamos os orbitais nos sitios
atdmicos Y ésima subrede e i-ésimo sitio atomi lhante a i do de primei
Y, para [1-ésima subrede e i-€ésimo sitio atdmico, semelhante a interacdo de primeiros
vizinhos feita para o hamiltoniano de segunda quantizac¢do. Sabendo da forma como os hoppings
sdo inseridos no sistema, de acordo com Fig.8, temos que a interagc@o entre os orbitais atdbmicos
!
(y!'|H| wj‘-t ) dentro da célula unitaria podem ser dadas pela a tabela 2, com i, j-ésimos orbitais
atdmicos pertencentes a uma célula unitaria, caracterizando uma interagdo de primeiros vizinhos

conforme o hamiltoniano na Eq.(2.51).

Tabela 2 — Representacao da interacdo entre orbitais atbmicos dentro da célula unitaria. Os tragos
representam a energia onsite relativa a sub-rede.

H o |yd) [v8) |yvh) |vP)

(vl | - | -nl| »
WPl - T —Ya
Wl -wln | -1 »
Wl s |-l w -

Com isso, conseguimos criar uma forma discretizada da equacdo de schrodinger para



&3

a BLG, na forma:

HNAXNA HNAXNE HNAXNA HNAXNB \IINAX] \PNAX]
Hyyxn; Hygxng Hygxn, Hag 'y, ¥y,
A X Np Nzx1 Nzx1
B A B B B B B —E B (330)
Hn,xn; Hyyxvg  Hngxn,  Huyxig Wy, x1 Wy, x1
]HII\IBXI\’A~ HNBXNB HNBXNA HNBXNB lIIJVBXI lIIIVBXI

em que Hy, « Ny consiste na matriz de blocos de tamanho N, X N,/ que representa a
intera¢@o da subrede u com a p’, W, x1 0 vetor coluna relativo a subrede p de tamanho Ny X 1,
com formato do tipo ‘P{,ﬁ = (l//f , l//él , l//g ) eees y/ﬁu ), de acordo com a disposi¢ao dos orbitais
na Fig.18 por camada A.

Com isso, para a evolucgdo temporal de um dado pacote de onda definido em sistema
finito com na Fig.18, a técnica Split-Operator tem como base o cdlculo do operador de evolugao
temporal fazendo uso da férmula de Cayley como uma aproximag¢ao de primeira ordem para a

exponecial (Chaves et al., 2010b) , resultando em:

-1
' iAr iAr
exp [— %HAz} ~ (]I+ ’4—hH> (]1 _ ;—hH> +O(AP) 3.31)

onde [ € a representagdo discretizada do hamiltoniano na Eq.(3.30), de ordem N; + Nz +Ny +Np,
I a matriz identidade da mesma ordem de H. Logo, para uma dada fun¢do W(r,7) de onda definida

sobre toda rede em um tempo ¢, a fun¢do de onda em um tempo posterior ¢ + At é dada por:

Y(r,t+At) = exp [— %HAt} Y(r,1)
iAt iAt
<11+ EH) Y(r,t+At) = (]1 — EH) ¥(r,?) (3.32)

A estrutura de ¥(r,7 + Ar) € bem semelhante a forma da Eq.(3.30). Com isso,
seguindo a mesma légica do modelo de 4 bandas por possuir o orbitais dimeros e ndao dimeros, a

defini¢do do pacote de onda gaussiano inicial no modelo tight binding € dado por:
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Cif(RY,)
Cg f(RF)
Czf(RE)
Caf(RY)

(3.33)

Caf(RY,)
Cs f(RY)

Cs f(RR,)

onde f(r) = #ﬁexp - % +iko - |, de momentum ko, RY e Cy a posigio e o
pseudospin (respectivamente) do i-ésimo dtomo da subrede ut. Por conta da equivaléncia que
existe com o modelo de 4 bandas, a defini¢ao dos pseudospins do orbitais dimeros no modelo
tight binding acaba sendo definido da mesmo em funcao dos orbitais ndo dimeros, conforme a
Eq.(2.82) e Eq.(2.80), conforme veremos posteriormente.

A resolucdo da equacdo de evolugao temporal na Eq.(3.32) combinado com o pacote
gaussiano na Eq.(3.33) dar-se com solu¢@o numérica feita através de simulacdes computacionais,
com a implementagdo da técnica Split Operator mostrada anteriormente. Simulacdes computaci-
onais com a implementacdo da técnica Split Operator € feita também para o caso do modelo
de 2 e 4 bandas, restando apenas o calculo analitico para o propagadores com fun¢ao de Green

G(r,r’,1). Nas proximas se¢des iremos mostrar a comparagdo entre os resultados dos modelos

apresentados.
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4 EFEITO DE DEFORMACAO TRIGONAL DEVIDO AO ZITTERBEWEGUNG NA
PROPAGACAO DE PACOTES DE ONDAS EM BICAMADA DE GRAFENO

4.1 Introducao

O efeito zitterbewegung foi investigado por Erwin Schrodinger em 1930 (Rusin,
2011) na equacio de Dirac. A equagdo de Dirac consiste num equagdo de onda relativistica para
particulas de spin s = % Com isso, tem-se como solucdo estados com energias positivas e negativa.
Os estados com energias positiva serd caracteristicas de elétrons e negativas, caracteristica de
buracos. o conceito do efeito zitterbewegung consiste na oscilagio da trajetérias médias (x) ou
(y), ou (r), com consequéncia da combinag¢do de estados com energia positivas (p) e negativas
(n).

Nesse contexto, investigaremos tal efeito na bicamada de grafeno, sobre a luz do
modelo de duas bandas, com a dispersdo Eq.(2.108), com a forma dos 3 cones mostrados na
Fig.14, obtidos a partir do hamiltoniano Eq.(2.104) de duas bandas. Neste trabalho, faremos
14 = 0 (portanto F (p) = 0) e U = 0 pois néo faremos a consideragio da assimetria elétron-buraco,
nem a consideracdo do GAP, com base na Eq.(2.109).

Com isso, o hamiltoniano de duas bandas que iremos trabalhar tem a forma:

. 0 e "0 (P)

|| e%% P) 0

(4.1)

com |[W| =, /w2 +w§, com wy € wy dados por Eq.(2.103a) e Eq.(2.103b), respectivamente, €
0z (p) dado por Eq.(2.111). Os auto-estados a ser utilizados, semelhante a Eq.(2.116), € da

forma:

1 pr Ei(p) 1
DF (r,1) = exp | —i 4.2
={r) ohava T [ h h 110 (P) @2
ja com a dependéncia temporal, onde E. (p), com base na Eq.(2.108), é dado por:
vy 5 Vivs
Ei(p) ==+ ?P“ +vip? 28 TP3 cos(30) (4.3)
1

que implica no efeito Trigonal warping mostrado na figura Fig.14.
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4.2 Propagador G, v(r,r’,7) para a bicamada de grafeno

A evolugdo temporal de um dado estado inicial ¥(r,0) em tempos posteriores é dado
pela a aplicacdo dos propagadores, como demostrado no apéndice . Para este trabalho, tomamos

um pacote de onda gaussiano como estado inicial ¥(r,0) da forma:

[r—ro?

C
exp | —
IC1>+|Co|? [ 20”

8))

¥(r,0) = — 7 +iko T (4.4)

normalizado, onde C; e C; s@o os conhecidos pseudospins, ¢ o comprimento do pacote de onda,

1

ko o momentum’ e r( a posicao inicial do pacote de onda. O pacote de onda em um tempo

posterior ¥(r, ) pode ser dado por:

/Grr H¥(r',0)d*r’ (4.5)

onde G(r,r’,r) a fungdo de Green, ou propagador, na forma matricial:

G G
G, )= " 7 (4.6)
Gy Gop
Cujo os termos Gu,v(r, r, t) sdo dados por (Lavor et al.; Maksimova ef al.; Cunha et

al., 2020b, 2008, 2019):
Gy.v(r,r,1) / d*p®L, (r,))®Py (r',0) 4.7)
s={+—}
Sabendo que W¥(r,7) pode ser dado em um vetor coluna na forma W(r,z) = [¥; (r,t) ¥ (

substituindo Eq.(4.6) e Eq.(4.4) em Eq.(4.5), temos:

W, (r,1 G, G c
me)) 2 z/f(r’) 11 Gip 2y
¥, (r,1) IC1]* + |G Gy Gap) \Co
1 G1.1C1+ G C
_ 2 z/f(l’/) LG +GaG ) o,
VICi[*+1G| G2,1C1 + G22Co
1 Ci [Grif(x)d*Y +Cy [ Giaf(¥)d*Y

_ 4.8)
VICPHIGP\ € [ Gy f(¥)d?Y +Cy [ Gaaf () d*r

!Também dado por B

r,t)|7,
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onde f(r) = #Eexp [ |r r°| +iko - ] A Eq.(4.8) pode ser representada por:

¥ (r,1) _ 1 C1D;(r,t) + CrP5(r,1) 49)
Ur,t))  VICPHICP \ @, (r,1) + CPa(r 1)
em que @ (r,t), P (r,t), P3(r,1) e Py(r,t) sdo dados por:
— / Gy (r,r. 1) f(r') d*r (4.10a)
r,) = / Ga1 (v, 1) f(¥) d* (4.10b)
r,f) = /Glyz(r, v 1) f(r)d*r (4.10c)
r,t) = /ng(r, v 1) f(r))d*r (4.10d)

Usando a equagdo Eq.(4.2), calculamos os termos Eq.(4.7). Calculando, primeiramente, o termo

G1,1(r,x',1), temos:

Gurr) = Y /d2p<l> )P (1, 0)
s={1-)

_ / Ppa®, 0) + / @ (r,) P (x,0)

p-(r—r) _e(p) p-(r—r) e(p)
_ ghznz/dzl’(e’(p[’p rh r _ls;l) po(r—r +l£p D

h 7
_ ﬁ/u’zpexp [i%_"/)] cos(g(;l))t) @.11)

onde £(p) = \/70 pr+vip é % 3p cos(3¢). Calculando Gy »(r,r’,1), temos:

+exp

G172(I',l‘/,t) = /dzptl) q)p*( 0)
5= {+ -}

_ / Ppa®, 0) + / Ppd® (v, (x,0)

p-(r—r) .e<p>r]

— 8h2n2/d2pei95(p)<exp i

pe %P exp [i—p' (rh_ r )] sin <e(p)t> (4.12)

Calculamos, agora, Gy 1 (r,r',1).



G271(r,r’,t)

G272(l‘, I‘/,l‘)

(O (I‘,l‘).
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- x [t
5= {+ -}

— / d*p@h, (r,1)@% (r',0) + / d*p@® , (r,1)@% (r',0)
. _ e/
— 1 /dzpeleg(p) (exp [lp (r r) . lg(p)t

8h’m2 h h
. _ e/
exp [,-P Ls r>+is<£>r]>
= 0 () aep | 2 F 1) | i (EPV
pe exp [l - sm< P ) (4.13)
Calculamos, agora, G (r, 1, 7).
. /dzpcp o
s={+,—}
= / d*p @Y, (r,1)@% (r',0) + / d*p@P , (r,1)@%,(r',0)
_ > p-(r—r) _e(p)t p-(r—r) .e(p)
= 8h27r2/d p(exp [z 7 I P +exp |i 7 +1 5
_ 2 p-(r—r) e(p)ry _ /
= 2h7r /d pexp[ - cos< 5 )—Gl,l(r,r,t) (4.14)

Calculamos, agora, @ (r,t), P,(r,1), P3(r,7) e P4(r,?). Primeiramente, calculamos

(27/5l17t)2/elph'r oS ;: t) [/dzr’e’ wf(r )] d*p

1 1 ipr e(p)t 2. ik x| 2
e () /<—> "

1 ekoro ip-(r+1p) e ) ,L |11 2 2
v [/" Forp (= ggu tikarn) | 8
k%cz K 2.2 2
Oe 2 eforo ip-(r+rp) e(p)t p°o (p-ko)o 2
- [|e = cos< >ex <— + >d 4.15
2023 Z PUT o2 h PG
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Calculamos, agora, a fungdo ®,(r,1).

Dy (r,t) = /G21 r,r’ 1) f(r)d*r

je'KoTo . ip-(r+rg)
1 e /elegp)e" -+ Sin<8(P)I>

o7 (2772 h
) 2
X [/dzue’pheXP(_gu_’2+lk0 u)] p
Bo?
Lo TN g (elD))
2 /3 h
2h°Vrm
252 2
p*c (p'ko)G) 2
d 4.16
XCXP< 2h2 + h P ( )

Calculamos, agora, a fungdo ®3(r,1).

(I)3(I',t) = /G12 r, r l )er/

_ _(Zhln? /{/dzpe i6: (p )explp (rh—r)] sin(‘g(;_l’)[)}f(r’)d%'
- —ﬁ/e_ieé(p)ei%r cos t [/dz Cas ]dzp

B S / oi0: (D) B
o/ (2h)?

2
L u .
G _"‘(2]262 ikO'rO lp(r+r )
_ _l e e —165() hOSin( p >
2h*\/ 73 h

2.2 k) G2

xexp(— Y p
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Sabendo que Gy »(r,¥',t) = Gy 1 (r,1’,1) (pela a Eq.(4.14)), temos que ®4(r,1) = Py (r,1).

k(2)02 K
— =5 oikoTo ip-(r+rg) e(p)t 262 ko) o2
@4(r,t):% e cos( (p) )ex (—pZ;Z P hO)G )dzp (4.18)

Dado as equacdes Eq.(4.15) a Eq.(4.18), na proxima sec¢do, com os devidos parame-
tros para o pacote de onda gaussiano Eq.(4.4), investigamos a evolu¢do temporal do ponto vista
analitico, calculando os valores médios de posi¢ao com o uso das funcdes de Green, com o uso
da equagdo Eq.(4.9), e do ponto de vista numérico, com o uso da técnica Split Operator, descrito

no capitulo 3, sendo tais feitas a partir da 6tica que o modelo de 2 bandas pode prover.

4.3 Valores médios de posiciio (r(r)) com o uso dos propagadores G, v (r,r’,7)

O calculo dos valores médios de trajetérias (r(¢)) é dado por (Lavor et al.; Maksi-

mova et al., 2020b, 2008):

2
(v(e) =i, [ (p.0)Vpi(p.0)dp @19
i=1

onde ¥;(p,?) consiste na transformada de Fourier’. A transformada de Fourier de

Dy (r,1), Py(r,1), P3(r,1) e Dy(r,t) é dado por:

&, (p,1) = #;;ikme"’ﬁr” cos <g(£)t) exp (— p;zz Lk l;‘” 02), (4.202)
2

Ba(p.1) = ——ice:j/;km % (®) 7" sin (%) exp (7~ 22 ;;2 + l(hO)Gz), (4.20b)
A

d3(p.1) = —m_:z%e‘i% ®)¢ "7 sin <8<;_:)t> exp (— P 22;2 L I;O)GZ>, (4.20c)

dy(p,1) = #\;;ikme"’;" cos (S(p)t) ex (— p;f n (p'l;l°>62)7 (4.20d)

Aproveitando as transformadas de Fourier, calculamos nas préximas secdes 0s

valores de posigdo para os 3 tipos de pseudospin [1,0]7, [1,1]7 e [1,i]”.

ZPara esse caso, temos que a transformada de Fourier Z(p) = 5= [e & f(r)d’r e inversa f(x) =
ipxr

_ pxr
swmle” ™ Z(p)d’p.
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4.3.1 Pseudospin [1,0]T

Para a polarizacdo C; = 1 e C; = 0 no pacote de ondas, temos que a equacio Eq.(4.9)

fica da forma:
_ “4.21)

Com foco nas trajetdrias médias, calculamos as mesmas a partir de Eq.(4.21).

2
v@) = Y, [TV T
i=1

= ih

/ &1V, d d*p+ / O3V, d,rd%p

2
wese( =)

e(p)t p*c®  (p-ko)o?\| ,
xXVp COS(T>CXP(— Y + . ) d°p

cos (S(FI:)I) exp (_ pzzhczz 4 (p-l;o)cz)]

[ () -5 07

212 h

B 2.2 ' 2
XV | €% ®)sin (%) exp(—p o 5 (p-ko)o )] dzp},

Simplificando, temos:

2
(r(t) = ihe—k%&(%) / {i[vpeg(l’)] sinz(g(;_l))t)—p;z—kk(); :

2.2
po°  2(p-ko)o ) 2
d

xexp(—

Sendo 6 (p) dado por Eq.(2.111). Sendo a integral nula

2 2 22 2
k 2(p-k

K2 h K2 h

como demostrado no apéndice A, (r(¢)) é dado por:

(x()) = —;—;e’%"z / (V50 (p) | sin’ (%) exp (-7 ;‘;2 L2 :0) 62) Pp, (423

Sendo as componentes de V},0¢ (p) calculados nas Eq.(A.50a-A.50b), as médias
(x(2)) e (y(t)) é dado por:
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T

() = _G_zek(z)cz/ lzvéépy[v(?(pi — P2) — NV3Epa] + [2V3E papy + 11 V3| 2V — NEV3)
 7h

[V(% (p)zc - p%) —N V3§px]2 + [2V§§pxpy +n V3py]2

¢t 2.2 2 -k 2
xsin2<%> exp(—p h‘; L2 hO)G >d2p (4.242)

) =—-—

mh (V& (P2 — p2) — V3E pil® + [2V3E papy + 11V3py )2

2.2 2o -k 2
xsinz(%) exp(—p hf L2 hO)G >d2p (4.24b)

Para 73 = 0, ou seja, sem a presenga do efeito trigonal warping, temos que 6 (p) =

2E¢3, de acordo com a Eq.(2.111), e e(p) = 7 com m = 1, de acordo com a Eq.(4.3). Logo,

m’ m’
a Eq.(4.23) pode ser dada por:
2662 202 , %t 262 2(p-ko)o?
(r(r)) = —i’—he koo /qu) sin’ (21;1_h) exp (— phz + (p hO) )dzp, (4.25)

Usando coordenadas polares, até mesmo o gradiente*. Sabendo que p = 7k e que ko =

ko(cos 6,sin 0), temos:

(r(r)) = — e 0C /qu)sm <%> exp(— e + 5 )d p
2¢02 e 2§ nk*t
_ 260 ko / kak [ do 2 sin? <—> exp(—k26% + 2k - koo?)
T 0 0 k 2m
_ —2562(“2 /wdk 2”d¢¢;sin2 (@)e—kzczeﬁkocos((p—e)cz
T 0 0 2m

onde a = koo. Temos que os valores médios (x(¢)) e (y(¢)) pode ser dados por:

262 o hk*t
(x(1)) = 5; e /0 dk | dg sing sin’ (%>e*’<202e2’<k0008<¢*9>“2 (4.262)
2662 = hk*t
(1)) = — i" e /O dk | do cos gsin® (%>e*’<202e2"k0005<¢*9>02 (4.26b)

Resolvendo as integra¢des, como demostrado no apéndice A, temos que (x(z)) e (y(¢)) é dado

por:

3onde ¢ = arctan (%)

*dado por Vp, = f)a‘)—p + %%, onde p = (cos ¢, sing) e ¢ = (—sin@,cos ).

o’ i / [(2\’35 Px+1V3) V3 (P2 — P2 — V& px] — 2VEE py[2V3E papy + V1 VP

|
|
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_ —a2 oo
(x(t)) = cEsin@ [ —2¢7 / e~ cos(2¢%")11 (2qa) dq] (4.272)
a 0
_ —a2 o
(¥(t)) =—08& Cos@[ —2¢7 / e~ cos(2¢%1" )11 (2qa) a’q] (4.27b)
0
onde g =ko,t = 3 ni’g > € I1 a fungdo de Bessel modificada de primeira ordem. Analisando as

duas equagdes acima, podemos que a auséncia do efeito trigonal warping influéncia bastante na
forma final das trajetérias médias. Analisaremos nas préximas se¢des de forma mais profunda a

influencia do trigonal warping.
4.3.2 Pseudospin [1,1]T

Para a polarizacdo C; = 1 e C; = 1 no pacote de ondas, temos que a equacdo Eq.(4.9)

fica da forma:

~

lPl (l’,
lPZ(ra

) :L @1(1‘,1‘)4—@3(1‘,1‘) (4.28)

)] V2 \®y(r,1) + ®u(r1)

~

Com foco nas trajetérias médias, calculamos as mesmas a partir de Eq.(4.28).
e i 2
v@) = Y, [TV, T
i=1

= T| @i+ @ valdi+ds)apr [ <&>§+<i>z>vp<&>2+ci>4>d2p]

= 5 /(qBTquBI+&’Tvp‘i‘3+&’§qu~>l+(§§Vp&)3>d2p

+ / (®5Vp®s + B3V Dy + B}V Ps + Vs dzp] (4.29)

Sabendo que ®; = &4, pela a equagio Eq.(4.18), e ®3 = —CTDS, pela as equagdes Eq.(4.16) e
Eq.(4.17), temos:
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ih

/ (®7Vp1 + B Vpbs + iV + B3V, bs) dp

4 / (®37pBs + B3V pba + B} Vs + B}V s ) dp

in
2

/ Vp(®id1)dp + / Vo (®5%3) dp + / &1V,®, d’p + / &,V,®3dp

- / &V, B, d’p / &,V,®;d’p

Substituindo as funcgdes, temos

%e"%"z (%) 2{ /Vp cos’ (%) exp <— po’ + 2<p'k0)62>] d*p

h? h
+/Vp sin’ <%> exp <— ro’ 2<p.k0)62>

+
xexp(—

K2 h

2 T n €08 <£(£)t> xp <_ pzh22 + kO)GZ)] d’p

e(p)t 262 ko)o?
—i/ [cos <—(7I:) >exp<—p2h2 +(p ho) )
e /

72 + 7 P+

on () (7 ) o o ()

p*c’ (P'k0)62> ei@g(p)sin(%> exp(_P262+(P'ko)02>] dzp}

27 L 252 hi

Vp

p*o? (p-ko)Gz)

2.2 ko) o2
Xexp(_pc (p o)G>

+(P‘k0)02>

hi Vi

Vp

xexp(—

Simplificando, temos:

2
ih o2 o 2po?  2koo?  2it
¢ ko ( ) /[_ + - —7Vpg(p)cos(95(p)

hy/7 2
- . 12¢(p)t p*c®  2(p-ko)o’\ ,
+isin B¢ (p)VpOe (p) sin ( 5 )] exp (— v + 7 ) d°p (4.30)

Assim como no caso anterior, como na Eq.(4.22), temos que (r(¢)) pode ser dado
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262 o2 2t .
(@) = 897 [ 21V,(p) cos b (p) — sin s (p) Vs (p)
. 2¢(p)t p*c?  2(p-ko)o?\
><s1n< . )] exp(— 2 + 7 )d p 4.31)

Sendo as componentes de V0 (p) e Vpe(p) calculados nas Eq.(A.50a-A.50b) e
Eq.(A.52a-A.52b), temos que (x(7)) e (y()) é dado por:

2 2¢ cos O vi Vv
() = 8 S {—ﬂ [ﬁpzpﬁ pe-36 0% 2 cos<2¢>]
1

2mh o oe(p)
|28 pslVo (P — py) — Vs +12VoE pepy + V3P (2Vops — 1EVS) | ®)
[vg(p2 — P%) —1V3E a2+ 2v5E pxpy + V1 Vapy)? ¢
2.2 , 2
« sin (28;p)t ) }exp (— p h‘; L2 :0)6 ) 4p, (4.32a)

2 4 2
@22 O 2tcosO:(p) | vy VoVi o .
= R - 2 | = _ M - 2
b)) =e ™" o {h ep) |t TV 367y P sin(20)

| @vgEpc+nv3) Vs (pz — p3) — nva€ps] —2vgEpy 2V E pxpy + VP sin 8: (p)
[vg(p2 — P%) —1V3E a2+ 2V5E pxpy + V1 Vapy)? :
2 2 <2 2(p -k 2
« sin ( gép)t) }exp (— ph‘; 2P hO)G ) 4, (4.32b)

Assim como o caso anterior, analisamos a Eq.(4.31) sem a influéncia do trigonal

warping, ou seja ;3 = 0. Com 6 (p) =28 ¢ e £(p) = 571, temos:

2 2 02 2 2 .
r(r)) = e *° 26% [%Vp (5—’%) cos(2¢) —2sin(2¢)Vyo
2 22 2
. (Dt p-o- 2(p-ko)o
X sin <%>] exp (— = + ho ) d*p (4.33)

122 2 2t P (5 . ) pzl‘ p262 2(p . k())GZ
_ koo 2 “ P 4 B )
(r())=e 2h [ P— cos(2¢) 2p sin(2¢) sin (_mh)] exp ( - 4+ - ) d*p

(4.34)
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Usando p = 7ik e usando coordenadas polares, temos:

x(t)) = e—’%czg_n/ dk/znd(p [2 hkzkcos(2¢) 2¢sm(2¢)sm<h:jt>]

X exp (- 126 + 2kko o> cos(¢ — 9)) (4.35)

Sendo a = kypo, temos:

2 i 21
<I‘(l‘)> = eazc_{ﬁ/ dkkzeszoz [/ RCOS(ZQ))eZkGaCOS(qﬁf@) d(b]
T m Jo 0

2
/ dk sin (h”; [ / ¢ sin(2¢)?koacos(0-0) d¢]} (4.36)

as médias (x(r)) e (y(¢)) é dada por:

2 o0 27
(x(1)) = 2 {ﬁ/ dkk*e Ko [/ cos¢cos(2¢)62k°“C°S(¢G)dgb]
n | mJo 0

oo 2 21
+/ dk sin (@>ek2"2 [/ sin ¢ sin(2¢)62k"“cos(‘7’9)d¢] } (4.37a)
0 0

m

2 o 2r
(y(t)> :e‘azc_{%/ dkk2e—k2c;2 [/ Sin¢COS(2¢)€2kGaCOS(¢_0)d(z)]
T m Jo 0

oo 2 21
—/ dk sin (@>e_k2°2 [/ cos ¢ sin(2¢) e acos(0=0) d¢] } (4.37b)
0 m 0

Pelo o sofware Mathematica®(Inc., ), temos que as integrais em colchetes assim sdo

dadas por:

2
/ c0s  cos(29)e2k0ac39=0) 4§ — 10050 [213(2qa) cos(26) —|—qaoF1(3;q2a2)} (4.382)
0
21
/ sin ¢ sin(2¢))e?*°%3(9=9) 4o — gamcos O [(2005(29) —1)oF1 (3;¢%a%) + 40 F1 (2;¢a?) sin® 9}
0
(4.38b)
2
/ sin ¢ cos(2¢))e*4<50=0) 4o — gan [2 cos(20) sin O F; (2;¢%a*) —sin(30)oF; (3;q2a2)}
0
(4.38¢)
2n
/ cos ¢ sin(2¢)e2*04c0=0) go — axl| (24a) cos O sin(260) — gamsin(360)oFy (3:¢°a?)
0
(4.38d)

onde g = ko, I é a funcdo de Bessel modificada de terceira ordem e oF (n;z) a fungio hipergeo-

métrica confluente de ordem n. Temos que as médias (x()) e (y(¢)) é dada por:
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(x(¢)) = ocos e {ZI’/ a’qqz(fq2 [2]3 (2ga)cos(26) +qgaoFy (3;q2a2)}
0
+a/ dqqsin(2q2t’)e*‘12 [(2(:03(29) — 1)oF(3;¢%a?) + 40 Fy (2;¢*a?) sin? 9} }
0
(4.39a)

(1)) = Ge_az{Zt/ / dgge ™ [2cos(2e)sineoFl(2;q2a2)—sm(3e)oFl(3;q2a2)]
0

- / dq sin(2¢*")e " [411(2qa)cosesin(29)—qasin(39)oF1(3;q2a2)}} (4.39b)
0

ht

r_
onde t' = o2

Para um caso especifico onde 6 = 7 (polarizagdo de mometum no

eixo y), temos que a integral Eq.(4.38¢) € dada por (Inc., ):

21
/ sin ¢ cos(29))e2k040s9-6) g
0

_ _on [11 (2aq) — <aiq>12(2aq)} , (4.40)
0=

B

Onde I, é a funcdo de Bessel modificada de segunda ordem. Logo, tendo que

(x(r)) =0, (y(¢)) pode ser dado por:

o) = —e—aza{m’ /O “dge " [11(2aq) - (4)r(2aq)]
ta /0 B dqqsin(Zqzt/)e_qzoFl(3;q2a2)} (4.41)
Nas préximas se¢des abordaremos os resultados para a polarizagio [1,1]7.
4.3.3 Pseudospin [1,i]T

par Para a polarizacdo C; = 1 e C; =i no pacote de ondas, temos que a equacgao

Eq.(4.9) fica da forma:

‘Pl(r,t) :L ¢1(r,t)+id>3(r,t) (4.42)
Bo(r,r)) V2 \@y(r,1) +idby(r,1) '

Com foco nas trajetorias médias, calculamos as mesmas a partir de Eq.(4.42).



98

/ ¥ (p,1)Vp¥i(p,1)d’p

—

=]

~~

-~

SN—

=

I

S
N aglS
~

- = /(@T—ici%)vp(cbl+ici>3)d2p+/(ci>§—icbz)vp(cinz+icia4)d2p]

_ / (B Vb1 +i®]Vyds — iB3V,b + B3Vybs ) dp

4 / (®37pBs + 5V bs — i} Vb + B} Vs dzp] (4.43)

Da mesma forma que no caso anterior, sabendo que ®; = @y, pela a equagio Eq.(4.18), e

D3 = —@;, pela as equagdes Eq.(4.16) e Eq.(4.17), temos:

@) = 2 /Vp<<I>Td>1>d2p—|—/Vp<<ID§CD3)dzp—i/<1>§VpCI>1d2p—|—i/<I)1VpCI>3d2p

—i / O3V d°p +i / o, V, &5 d°p

Substituindo as fungdes, temos
-h 2
Ll /V
t 2 <2 2(p-k 2

+/Vp sin’ <—€(7I:) )exp<—ph(2j + (p hO)G )
X exp (— P Y

—i (p) ( >
+/ e sin 5

22 . 2] ,

Xexp(_p o”  (p-ko)o ) dzp_/ [e—leg(p)sin<8(g)r>

21 h
cos (@) exp ( _po’ + (p'kO)Gz)] &’p

COS2

f)exp<_p;32+2<l°;o>62)]dzp

d2p+/

h
COS(E(p)t>eXp<_p26 pko ]dzp

#9%(P) gin <£ (p)t

+

\V
2h2 h P

p262 (p'ko)Gz)

Vp

2.2 2
o ‘ko)o
( P (p O) )

e(p)t
cos( o )e e >

p262 N (p-ko)Gz)
2h2 h

X exp ( — Vp u 2 P

- o ()£ k%Y

22 2
p°o (P'kO)G) 2
— d
xexp( 2 + 7 P

Simplificando, temos:

Vp ¢%(P) gin (%p)t)
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2
_ih _pef o 2po* | 2koo®  2it .
(r(r)) = S (hﬁ> /[ 2 Th 5 Vpe(p)sin B (p)

2.~2 . 2
—icos 0 (p)VpOe (p) sin (28;p)t)] exp (— phg + 2(p-ko)o ) d*p (4.44)

h

Assim como no caso anterior, como na Eq.(4.22), temos que (r(¢)) pode ser dado

por:

() = 499 [ |20, e(p)sings(p) + cos 6 ()0 (p)
2nn) | n P . SN TR
. (2e(p)t p*c*  2(p-ko)o*\
X sin <T)] exp (— Ps) + . ) d°p (4.45)

Sendo as componentes de V0 (p) € Vpe(p) calculados nas Eq.(A.50a-A.50b) e
Eq.(A.52a-A.52b), temos que (x(¢)) e (y(¢)) é dado por:

2 2¢sin O vy viv
(x(t)) = e 8" {—ﬂ [y—gpzme Vspx— 35‘;—13;72 cos(29)
1

2ni) | 'h e(p)
2v5Epy [V (PF = Py) — vaE pad + 2V5E papy + vy (V5 pr — & Vi) 05 0 (p)
Vg (P2 = p3) — n1v3&pl? + 2V papy + 1ivapy | -
2 2.2 2(p -k 2
X sin ( E;p)t> }exp (— ph(; + (p hO)G ) d*p (4.46a)

2 i@ (p) [ v v2y
_ K2 07 [)2smnGeP) 1V 5 _ Y03 2in
D)) =e % o {h ep) |t TV STy Psin(20)

2V px+11va) V3 (P — P3) — 11 vaE pa] — 2V5E py 2V E papy + 11VaDy)] 0
2022 2 1 2V2E 2 cos 6 (p)
Vs (P% — P3) — Va8 pal* + [2v5E ppy + 11 V3 Py
2e(p)t 262 2(p-kg)o?
xsin( 8;") )}exp<—p h‘; L2 hO)G )dzp (4.46b)

Assim como o caso anterior, analisamos a Eq.(4.45) sem a influéncia do trigonal

warping, ou seja 3 = 0. Com 6 (p) =28 ¢ e £(p) = %, temos:



100

g2 O 2t LA
() = R [ |62V, (§—m> sin(29) + 2& cos(29) Vo
2 2.2 2
pt p-o-  2(p-ko)o’\ »
><s1n<mh>]exp<— P )d p (4.47)
e 2p $ Pt 0% 2pko)o?y o
(r(r)) = é27rh/ [ cos(2¢)+2 sm(2¢)sm< h)] exp( = + > >d p
(4.48)
Usando p = 7ik e usando coordenadas polares, temos:
27 2
() = ——eko 20_/ dk/ do [ kcos(2¢)+2q3 sin(2¢)sin (%)]
X exp (— K26 + 2kko o> cos(¢ — 9)) (4.49)
Sendo a = kgo e g = ko, temos:
25 2 R 2qacos(9—0)
(r(r)) = / dqq‘e ¢ / ksin(2¢)e?99¢0s(9=6) g4
0
= : i 2\ —¢? 2gacos(¢—0)
+o /O dq sm(mczq )e [ [ feos(29)e do (4.50)
sendo ¢ = ZI’Z
oo 2
() = 6“25%{2/ / dgqie [ / ﬁsin(2¢)ezq“°05(¢9)d¢]
0 0
* . 2.1\ —q> 2 2gacos(¢—0)
—|—/ dq sin(2q°t')e 4 ¢ cos(2¢)e? do 4.51)
0 0
as médias (x(¢)) e (y(¢)) é dada por:
oo 2
(x(1)) :e—azaj%{zz’ / dggte™ [ / cosq)sin(2¢)ezq"cos(¢_9)d¢]
0 0
oo N
— / dg sin(2¢°t")e 4 / sin ¢ cos(2¢))e219<°5(9=9) g ¢ (4.52a)
0 0

(¥(1) =— e_azg % {21/ /0°° dqqze—qZ [/OM sin¢ sin(2(p)ezq“°°s(¢_9) d(})]

o 21
+ / dg sin(2¢%)e 7 [ / cos ¢ cos(2¢)e?*0s(9=0) drp] } (4.52b)
0 0
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Tendo as integrais Eq.(4.38a)-(4.38d) resolvidas na polarizacdo anterior, temos que
x(t)) e (y(t)) sdo dados por:
(x(1)) e (¥(1)) p
(x(1)) :e—azgo{zt’ / dge ™ [411(2qa)cose $in(20) — ga sin(36)0F1(3;q2a2)}
0

—a / dqqsin(2¢*)e=" [2 c0s(26) sin OoF (2;¢%a®) — sin(36)0F1(3;q2a2)} }
0
(4.532)

(y(1)) :e*“Z\ﬁGcos 0 {2at’/0 a,’qcfe*q2 [(2(:05(26) — 1)oF(3;¢%a?) + 4o F (2;¢%a?) sin? 9}

n / dq sin(2¢*")e " [213(2qa) c0s(26) + gaoF; (3;q2a2)} } (4.53b)
0

Da mesma forma que no caso anterior, para 8 = 7, polarizado no eixo y, temos que (y(r)) = 0.

Para calcular (x(t)), temos que as integrais Eq.(4.38¢) e Eq.(4.38d)° sdo dados por:

21
/ sin ¢ cos(29)e24acs0-0) go|  —2g [— I (2qa) + 2249) ] (4.54a)
0 o1 qa
o . 2gacos(¢p—0) 12(2(161)
/ cos ¢ sin(29)eX ap| =2n= (4.54b)
0
-

Temos que (x()) para esse caso em especifico, é dado por:
—a? I —¢2 (4
(x(t)) = e 56{4t / dge™1 (—)IZ(Qqa)
0 a
* L(2
—2/ dq sin(2qzt/)e*‘12 [— I (2qa) + M] } (4.55)
0 qa
Nessa secdo, vimos uma abordagem analitica a cerca do valores médios utilizando o
modelo de 2 bandas. Percebemos que em todas as trajetérias médias dependem do parametro

a. Na préxima se¢do, abordaremos com mais detalhes a fun¢do do parametro a, bem como a

comparacao do modelo analitico com um abordagem numérica.

SCalculadas pelo o software Mathematica ®(Inc., )
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4.4 Resultados para o Hamiltoniano de 2 bandas

Ultizando o pacote do onda gaussiano inicial dado na equacdo Eq.(4.4), aplicamos
sobre o0 mesmo o operador de evolucao temporal para o0 modelo de 2 bandas para a bicamada
de grafeno ﬁz(to, t) descritos na equacdo Eq.(3.16). Fazendo essa andlise do ponto de vista do
modelo de 2, primeiramente, lidamos com o efeito trigonal warping de maneira mais direta,
como veremos mais adiante.

Para a abordagem numérica, o momentum do pacote de onda k( assumira duas formas:
polarizag¢do no eixo x e no eixo y, conforme descrito na tabela 3. Em ambas as polarizagdes,
investigaremos os 3 casos de pseudospins [C1,C3]", como [1,0], [1,1]7 e [1,i]”, comparando
os valores médios com o cdlculo analitico feito com o propagador Gy v (r,r’,) feito na segdo
anterior.

Tabela 3 — Tabela de parametro usados na constru¢do do pacote de onda na Eq.(4.4), com a
polarizacdo no eixo x ou y.
Polariza¢do | momentum ko | Posi¢o inicialrg | 6 (°)

Eixo x k() = (ko,()) ro = (0,0) 0=0°
Eixo y ko = (0,k) ro = (0,0) 6 =90°

4.4.1 Polarizacdo no eixo x

Para efeito de comparacdo com o caso analitico, obtido anteriormente com o uso
dos propagadores G v(r,r’,t), tomamos ko = (ko,0) nas equacdes da posicdo média (£(r)),
dada nas equacdes Eq.(4.23), para o pseudospin [1,0]”, Eq.(4.31), para [1,1]” e Eq.(4.45) para
o pseudospin [1,i]T.

Na se¢do anterior, vimos casos especificos para a polarizagdo no eixo y, com 6 = 7,
para a auséncia do efeito trigonal warping. Para a polariza¢ao no eixo x (6 = (0°), temos que
(x(t)) =0e {y(t)) # 0, para o pseudospin [1,0]7, (x(t)) # 0 e (y(t)) = 0, para o pseudospin
(1,107, (x()) =0 e (y(t)) # 0, para o pseudospin [1,i]T. Os valores médios ndo nulos sdo
dados por pelas as equacdes Eq.(4.56a-4.56¢), para os pseudospins [1,0]7, [1,1]7 e [1,i]7,

respectivamente.
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(1)) = —o& [i 2 / "7 cos(24%) 11 (2ga) dq] (4.56a)
a 0
(x(r)) = ce /Ooo dq/e*q2 {2/(]2 [2]3 (2qa) + qaoFy (3;q2a2)} —agsin(2¢%t)oFy (3;q2a2)}

(4.56b)

(1) =eEo /O ) dqe‘qz{ —2a'q*0Fi(3;q°a”) +sin(2¢71") [213(2qa) +qaoF, (3;612612)] }
(4.56¢)

Além de uma abordagem analitica, tomamos agora a simulacdo com o da técnica
split operator para o modelo de 2 bandas, conforme exposto na Eq.(3.20). Com isso, através do
algoritimo da técnica mencionada (Fig.17), tomamos a propagacdo de um dado pacote de onda,
como na Eq.(4.4), com as 3 possibilidade de pseudospins mencionadas.

Na simulacao pela a técnica Split operator, analisamos, primeiramente, os valores
médios do pseudospin [1,0]7, (x(¢)) e (y(t)). Vemos que para 3 nulo ou nio nulo para o eixo
x, o valor médio permanece constante. Isso pode ser visto analisando as equacdes Eq.(4.56a)
e Eq.(4.24a-4.24b), que resulta (x) = 0, em conformidade com a simulac¢@o na Fig. 19 pela a
técnica Split Operator (explanado no capitulo 3) e pelo o propagador G(r,r',¢). Como podemos
ver na figura, as oscilagdes dos valores médios (y) sdo bastante perceptivas para os 4 valores de
okoy = a, com um comportamento mais intenso em ko = 4, para ambos os casos de 3 nulo ou
ndo nulo, sendo perceptivel o efeito zitterbewegung no pacote de onda ao longo do tempo.

A andlise da densidade de probabilidade na figura Fig.20 para o caso do pseudospin
[1,0]”, vemos que ao considerarmos o hopping s, o efeito trigonal warping possui pouca
influéncia sobre o pacote de onda ao longo do tempo em que o pacote vai evoluindo. Tal
percepcao € vista para duas simulacdes: ckg = 1 e cky = 2. Outro aspecto interessante a se
ressaltar € a tendéncia do pacote de onde de dividir-se em dos sub-pacotes.

Analisando, agora, o caso do pseudospin [1,1]7, vemos que para 3 nulo ou ndo nulo
para o eixo y, o valor médio permanece constante. Isso pode ser visto analisando a equagao
Eq.(4.56b) e Eq.(4.32a-4.32b), que resulta (y) = 0, em conformidade com a simulacéo na Fig. 19
pela a técnica Split Operator e pelo o propagador G(r,r’,1). As oscilagdes dos valores médios
(x) praticamente ndo existem para os 4 valores de ko = a, para ambos os casos de 3 nulo ou
ndo nulo, sendo inexistente o efeito zitterbewegung no pacote de onda ao longo de sua evolugao

temporal.
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Figura 19 — Polarizaciao em x (60 = 0°): Utilizando um pacote de ondas gaussiano na forma da
Eq.(4.4), analisamos sua evolu¢do temporal na bicamada de grafeno sob a perspec-
tiva dos propagadores G(r,r’,1) (linhas sélidas) e da técnica Splir Operator (linhas
tracejadas). Tomamos ¢ = 2,nm, kg = (ko,0),nm~!, onde analisamos quatro pro-
dutos a = cko = 1,2,3,4, e rop = (0,0) para o momento e a posi¢do inicial. O efeito
zitterbewegung € perceptivel devido as oscilacdes nas trajetorias ao longo do tempo
((x(2)) e (¥(1))).
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Analisando a densidade de probabilidade na figura Fig.20 para o pseudospin [1,1]7,
vemos que ao considerarmos o hopping V3, o efeito trigonal warping possui pouca (ou quase
nenhuma) influéncia sobre o pacote de onda ao longo do tempo em que o pacote vai evoluindo.
A influéncia ainda € menor quando comparamos com a simulacado anterior para o pseudospin
[1,0]”. Tal percepgio é vista para duas simulagdes: a = oky = 1 e a = 6ko = 2. Outro aspecto
interessante a se ressaltar € que, diferente da simulagdo anterior, nesse caso, ndo temos a tendéncia
do pacote de onda de dividir-se em dois sub-pacotes.

O caso para o pseudospin [1,0]”, em particular, representa um 6timo caso para a
implementagdo de dispositivos de transporte devido ao fato de que o fluxo eletronico ocorre
de maneira harmoniosa e uniforme, sem situacdo niao desejadas decorrentes das oscilagdes

provocadas pelo o efeito zitterbewegung.

Por ultimo, analisando a figura Fig.19 para o pseudospin [1,i]”, vemos que para
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Figura 20 — (Polarizacao em x): Utilizando um pacote de ondas gaussiano na forma da Eq.(4.4),
analisamos sua evolugdo temporal na bicamada de grafeno, observando os instantes
da densidade de probabilidade |¥|* para as 3 polarizacdes [C1,C>]”. Tomamos
o = 20,nm, momentum Ko = (ko,0),nm~!, onde analisamos dois produtos a =
oky = 1,2. A posi¢do inicial é ro = (0,0).

. |w[?
Min

Max

[1,0]"

y (nm)

y (nm)

y (nm)

y (nm)

x (nm) x (nm)

¥ nulo ou ndo nulo para o eixo x, o valor médio permanece constante, semelhante aos casos
anteriores para um dos eixos x ou y. Isso pode ser visto analisando a equagao Eq.(4.56c) e
Eq.(4.46a-4.46b), onde simplificando, resulta (x) = 0, em conformidade com a simulagio na
Fig. 19 pela a técnica Split operator e pelo o propagador G(r,r’,1). Nos instantes iniciais, vemos
que as oscilagdes dos valores médios (y) sdo perceptiveis para os 4 valores de cky = a, para
ambos os casos de 3 nulo ou ndo nulo, sendo a incidéncia do efeito zitterbewegung um fato no
pacote de onda ao longo do tempo.

A andlise da densidade de probabilidade na figura Fig.20 para o pseudospin [1,i]7,
vemos que ao considerarmos o hopping V3, o efeito trigonal warping possui pouca influéncia
sobre o pacote de onda ao longo do tempo em que o pacote vai evoluindo, sendo muito forte
nos instantes iniciais como mencionado anteriormente. A influéncia do efeito zitterbewegung
ainda é menor quando comparamos com a simulagio de pseudospin [1,0]”, mas um tanto intensa
quando comparamos com o caso anterior [1,0]7. Tal percepcdo é vista para duas simulacdes:
a=oky=1ea= oky=2. Outro aspecto interessante a se ressaltar é que, diferente da simulac¢ao
anterior, nesse caso, nds temos a tendéncia do pacote de onda dividir-se em dois sub-pacotes,

propagando-se em velocidades opostas no eixo-x.

Nas trés simulagdes vistas até para a polarizagdo no eixo x, vimos em todos os casos
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que o pacote de onda pode ou ndo dividir em dois sub-pacotes no decorrer do tempo para algumas
polarizacdes de pseudospins, como nos casos [1,0]” e [1,i]”. A divisdo do pacote de onda em
dois sub-pacotes torna-se mais intensa no decorrer do tempo com valores mais altos do produto
a = oko maior (como na Fig.20 para [1,0]” e [1,i]”), que implicaria necessariamente em um
momentum kg maior, implicando também em energias mais altas para o pacote. Outro aspecto € o
fato de todas as representagdes de trajetdrias do centro do pacote de onda ((x), (y)) ser retilineo
(como mostrado na Fig.19). Além da questdo de divisdo de sub-pacotes e trajetdrias retilineas,
temos que os resultados das simula¢des para os valores de hoppings 3 nulo e ndo nulo sdo muito
semelhantes. Veremos a explicacdo dessa semelhanca ap6s a realizagdo da mesma simulacao,

mas para o eixo y, onde faremos uma comparacao.

4.4.2 Polarizacdo no eixo'y

Figura 21 — Polarizacio em y ¢ = 90°: Os mesmos parametros da polarizacdo em x (Fig.19),
mas agora para a polariza¢ao do eixo y do momentum.
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Figura 22 — (Polarizacao em y): Os mesmos parametros da polarizacao x (Fig.20), mas para a
polarizacdo do eixo y do momentum, com ko = (0, k).

. |o}?
Min

Max

. y(nm)

y(nm)

y (nm)

y (nm)

(1)) = o€ [1 _:_a e /O " cos(2%)) (2qa) dg (4.57a)

(y(t)) = —eaZG/OM dq {4t'e‘12 [qzll (2aq) — <g)12(2aq)} +aq sin(2q2t')e*q20Fl (3;q2a2)}

(4.57b)
() =< %o [ da {4 (%) n(2q0) ~ 25in(2g?t e [‘a (2q0) + ’foa)] }
(4.57¢)

Assim como na sec@o anterior, como vimos para a polariza¢ao no eixo x (6 = 0°),
temos as expressoes analitica para os valores médios. Para a polarizagio no eixoy (6 = %), como
calculado anteriormente com a auséncia do efeito trigonal warping pela as equagdes Eq.(4.57a)
e Eq.(4.41-4.55), temos que (y(t)) =0 e (y(t)) # 0, para o pseudospin [1,0]7, (y(t)) #0 e
(x(t)) = 0, para o pseudospin [1,1]T, (y(t)) = 0 e (x(¢)) # 0, para o pseudospin [1,i]T. Os
valores médios ndo nulos sao dados por pelas as equacdes Eq.(4.57a-4.57c¢), para os pseudospins
(1,017, [1,1] e [1,4)T, respectivamente.

Na secdo anterior, vimos as devidas simula¢des com a dindmica de pacotes de ondas
com a polarizacao do momentum Kq polarizado no eixo x. Agora, realizando novamente uma
simulacdo para o modelo de duas bandas, adotamos os parametros do pacote de onda gaussiano

na Eq.(4.4), descritos na tabela 3, com o momentum K polarizado no eixo-y, investigando para
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3 casos de pseudospins: [1,0]7, [1,1]7 e o caso [1,i]7, semelhante aos caso anteriores para a
polarizacdo no eixo x.

Analisando, primeiramente de forma breve a Fig. 21, para o pseudospin [1,O]T,
vemos que para 3 ndo nulo, temos a oscila¢ao dos valores médios de (x) e (y), fazendo com
as trajetdrias tenha aspectos quase circulares. Isso é um evidéncia da existéncia do efeito
zitterbewegung. No caso 3 nulo, temos que (y) é sempre nulo, evidenciando uma simetria no
pacote de onda ao longo do tempo. Isso pode ser visto analisando as equagdes Eq.(4.24a-4.24b),
onde simplificando, resulta (y) = 0 (para y3 = 0), em conformidade com a simulagdo na Fig. 21
pela a técnica Split Operator e pelo o propagador G(r,r’,t), mantendo a simetria mencionado.
As oscilagdes dos valores médios (y) sdo bastante perceptivas para os 4 valores de cko = a, com
um comportamento mais intenso em a = ok = 4, para ambos os casos de 3 nulo ou ndo nulo,
sendo perceptivel o efeito zitterbewegung no pacote de onda ao longo do tempo.

A andlise da densidade de probabilidade para o pseudospin [1,0]” na figura Fig.22,
vemos que ao considerarmos o hopping 3, levando em conta o efeito trigonal warping, vemos
que a densidade sofre um mudancga no seu formato, ao longo do tempo em que o pacote vai
evoluindo. Com 73 nulo temos uma densidade de probabilidade com simetria em relacdo ao eixo-
x. Essa simetria € perdida ao considerarmos o efeito trigonal warping (73 # 0). Tal percep¢ao
¢ vista para duas simulagdes: cky = 1 e oky = 2. Outro aspecto interessante a se ressaltar € a
tendéncia do pacote de onde de dividir-se em dos sub-pacotes.

Analisando a figura Fig. 21, agora para o pseudospin [1,1]7, analisando primeira-
mente o caso 3 # 0, vemos que o papel do efeito trigonal warping é mais evidente um vez que,
diferente do caso 3 = 0, as trajetdrias perdem totalmente a simetria, sendo que no caso y3 = 0,
apenas (x) é zero ao longo de toda a trajetdria, como mostra a figura Fig. 21, para as simulac¢des
com a técnica Split Operator e o caso analitico com os propagadores G(r,r’,1). Comparando
com o caso anterior, nesse ndo existe uma presenca clara do efeito zitterbewegung, tendo um
comportamento quase linear nas trajetérias ao longo de todo o tempo.

Para densidade de probabilidade na figura Fig.22 no que diz respeito ao pseudospin
[1,1]7, vemos que ao considerarmos o hopping Y3, o efeito trigonal warping tem influéncia sobre
o pacote de onda ao longo do tempo em que o pacote vai evoluindo. A influéncia é semelhante ao
caso anterior, onde temos uma perda de simetria, mas agora em relacio ao eixo-y. Tal percep¢ao
€ vista para duas simulacdes: a = ckg = 1 e a = okg = 2. Outro aspecto interessante a se
ressaltar € que, diferente da simulacdo anterior, nesse caso, ndao temos a tendéncia do pacote de

onda de dividir-se em dois sub-pacotes.
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Assim como na polarizagfio no eixo x, o caso [1,1]7 para a polarizagdo em y, em
particular, também representa um G6timo caso para a implementacgdo de dispositivos de transporte
devido ao fato de que o fluxo eletronico ocorre de maneira harmoniosa e uniforme, sem situacao
nao desejadas decorrentes das oscilagdes provocadas pelo o efeito zitterbewegung.

Por tltimo, analisando de forma breve a Fig. 21, para o pseudospin [1,i]T, vemos
que hd uma evidéncia do efeito zitterbewegung, principalmente nas trajetérias médias de (x),
sendo que, para y3 = 0, temos que (y) é nulo ao longo de todo o tempo, mostrando uma simetria
no pacote frente ao caso onde o efeito trigonal warping esta presente no sistema. Isso pode ser
visto analisando a equagdo Eq.(4.46a-4.46b), onde simplificando, resulta (y) = 0 (para y3 = 0),
em conformidade com a simulag@o na Fig. 21 pela a técnica Split Operator e pelo o propagador
G(r,r’,r), como todas as simulagdes tratadas até aqui. As oscilagdes dos valores médios (y) sdo
perceptiveis para os 4 valores de oky = a, para ambos os casos de 3 nulo ou ndo nulo, sendo a
incidéncia do efeito zitterbewegung um fato no pacote de onda ao longo do tempo.

Analisando a densidade de probabilidade na figura Fig.22, vemos que ao considerar-
mos o hopping V3, o efeito trigonal warping possui uma forte influéncia sobre o pacote de onda
ao longo do tempo em que o pacote vai evoluindo, diferente. A influéncia ainda € menor quando
comparamos com as simulagdes anteriores, para o pseudospin [1,0]” e [1,1]7, onde temos uma
perda da simetria do pacote de onda ainda mais intensa, com a consideracao do efeito trigonal
warping (73 # 0). Tal percepgao € vista para duas simulagdes: a = cky = 1 e a = oky = 2. Outro
aspecto interessante a se ressaltar € que, diferente da simulagcdo anterior, nesse caso, nds temos
a tendéncia do pacote de onda dividir-se em dois sub-pacotes, propagando-se em velocidades
opostas no eixo-y.

Para efeito de comparagao, analisando os dois graficos Fig.19 e Fig.21, vemos uma
certa semelhanca entre a simulagdo numérica da técnica Split Operador e o calculo analitico
com o propagadores G(r,r’,t). Vemos que os valores médios da técnica Split Operador exibem
o mesmo perfil dos resultados com o propagadores. Contudo, percebemos que alguns resultado
numéricos ndo coincidem com aqueles advindos das fun¢des de Green, dependendo do protudo
a = oky e da polarizacao de pseudo spin. Isso se deve pelo o fato da aproximacdo da segunda
ordem feita sobre o operador de evolugio temporal do hamiltoniano de 2 bandas U,(t,1) e,
sendo o resultado da fung¢do de green mais exato, temos um certo destoamento entre as duas
situagdes.

Essas foram as simulacdes para a polariza¢do no eixo y. Um aspecto que diferencia

bastante os casos de polarizacdo no eixo x e y € o fato da dire¢do de propagacgao do pacote de
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onda poder (ou nao) corresponder a da polarizacdo do momentum escolhida. Na figura Fig.23,
temos uma comparagio das velocidades de grupo® em situacdes onde consideramos o efeito
trigonal warping (3 # 0) ou ndo (3 = 0). No caso da auséncia do efeito trigonal warping,
vemos que a velocidade de grupo € sempre na mesma dire¢do da polarizacdo de momentum
escolhida. Isso implica em trajetorias na mesma direcao do momentum escolhido, como visto
nas trajetdrias para o eixo x na figura Fig.19 e para o eixo-y na figura Fig.21, ao vermos o caso

¥ = 0 em todos.

Figura 23 — Comparacdo entre as velocidades de grupo sem a presenca do efeito trigonal warping
(73 =0) (a) e com a presenga do mesmo (3 # 0) (b). Vemos que no caso 3 = 0 (a),
a velocidade de grupo v{ é na mesma direcdo da polarizacdo escolhida no eixo-x
(k%) ou no eixo-y (/’c§7 ), sendo a velocidade v§’ . O mesmo ndo acontece para o caso
13 # 0 (b) para o eixo-y, com o efeito trigonal warping, onde a velocidade de grupo
ndo estd na dire¢do de k% e sim na diagonal.
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O mesmo ndo acontece para quando consideramos o efeito trigonal warping (773 # 0).
Ao levarmos em conta o efeito, vemos que, em situa¢des quando temos o momentum polarizado

no eixo y, vemos que a velocidade de grupo ndo estd na mesma direcdo do momentum. Isso faz

SE dado, em fungdo da estrutura de bandas E (k), da forma v = 1 V¢E (k).
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com que tenhamos trajetéria do pacote de onda na diagonal, como mostra as simulagdes feitas
nas para o eixo y. A incidéncia do efeito zitterbewegung com o efeito trigonal warping é visto
com a presenga de curvas nas trajetérias, como no caso [1, O]T , leves oscilagdes, como no caso

[1,1]7 ou fortes oscilagdes, como no caso [1,i]7.
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4.5 Resultados para o Hamiltoniano de 4 bandas e Tight Binding

Da mesma forma como no caso do modelo de 2 bandas, tomamos a propagagdo de
um pacote de onda gaussiano usando o hamiltoniano de 4 bandas e o modelo tight binding. Para
tal simulagdo numérica, usamos o hamiltoniano de 4 bandas como na forma da Eq.(3.24), escrita
na forma de matrizes de Pauli. Com isso, aplicamos o operador de evolucao temporal descrito

para o modelo de 4 bandas (dado na Eq.(3.25)) em um pacote de onda dado da forma:

Ci
Y C-
W(r,0) = Nexp | - F r2°| tiko-r| | B (4.58)
20 CA
Cs

onde N seria a constante de normalizacdo, kg o momentum do pacote, ry a posi¢ao
inicial, 0 o comprimento do pacote e C A(B) © Ca(p) 0s conhecidos pseudospins. Para efeito de
comparagdo com o modelo de 2 bandas, tomamos os obitais dimeros, isto € Cjz € C4, em fungio

dos ndo dimeros, da forma:

U 2Y1Vs 2nvo_+ n ]
Co=—— || vwr— n|Ci+ | —n"'—wrn' |C 4.59
27 (o T ) i ( T 4 B_ (4.59a)
U 2n1vo 2NVy 4 ; ]
Chr=—|— | wm+ 7w |Ci+ ' +wvyr' |C 4.59b
A 27 (4 U ) i ( U 0 B_ ( )

onde & = & p, — ip, Para uma situagdo mais compréavel com a situagdo do modelo
de 2 bandas realizado na se¢do anterior, tomamos U = 0 e 4 = 0, refletindo a auséncia de uma
diferenca de potencial entre as duas camadas e desconsiderando a assimetria elétron-buraco.

Logo, Eq.(4.59a) e Eq.(4.59b) transforma-se em:

T
Cr= 2% o (4.60a)
N
Ch=—c, (4.60b)
N

Com isso, fazemos as simulagdes para as polarizagdes x € y com 0s mesmos parame-
tros de pacotes de onda dado na tabela 3. Analisaremos as posi¢oes médias para as 3 polarizagdes
de pseudospin [C;,Cp|T = [1,0]7, [C;,CB]T = [1,1]T e [C;,C]T = [1,i]T que investigamos

anteriormente para o caso do modelo de 2 bandas.
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Para a dinamica de pacotes de onda no modelo tight binding, tomamos uma evolugdo
temporal da forma da equacao Eq.(3.32), com o pacote de ondas definido como Eq.(3.33). Na
defini¢do do pacote de onda, temos que, da mesma forma como os orbitais dimeros sdo escritos
em fun¢do dos ndo dimeros, no modelo tight binding é feito o mesmo, conforme a defini¢do dos
pseudospins Eq.(4.60a) e Eq.(4.60b). No caso do modelo tight binding, a resolu¢ao numérica
basea-se na ultilizacdo do pacote computacional Pybinding(Moldovan et al., ), em que € feito

toda a constru¢do do sistema finito com na Fig.18 ultilizando o ferramentario disponivel.

4.5.1 Polarizacdo no eixo x
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Figura 24 — x polarizacao ¢ = 0°: Usando um pacote de ondas gaussiano na forma da Eq.(4.58)
e Eq.(3.33), analisamos sua evolucao temporal no grafeno bicamada no ponto de
vista do hamiltoniano de 4 bandas e hamiltoniano 7ight Binding, respectivamente.
Pegamos ¢ = 2nm, kg = (ko,0)nm ™!, onde analisamos quatro produtos cky =
{1,2,3,4} erp = (0,0) para o momento inicial e a posi¢do. O efeito zitterbewegung
é perceptivel tendo em vista as oscilagdes nas trajetdrias em fungdo do tempo ({x(¢))
e (y(¢))) e as curvas no trajetdria (r).

Analisando as trajetorias médias para a polarizagdo de mometum no eixo x (Fig.24),
percebemos que a mesma repete 0 mesmo perfil do caso para o modelo de 2 bandas do ponto de

vista da velocidade de grupo como mostrado na Fig.23, tanto para auséncia do efeito trigonal
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warping (73 = 0) quanto considerando sua presencga (Y3 # 0).

Primeiramente, para a polarizagio [C;,Cs]” = [1,0]” na Fig.24, percebemos fortes
oscilagdes para o valor médio (y(t)), enquanto que (x(z)) = 0 durante toda a dindmica do pacote
de onda para o caso onde desconsideramos o efeito trigonal warping, enquanto que, no caso
considerando o efeito, temos oscila¢gdes menos intensas, porém ainda evidentes. Tais oscilacdes
em (y()) muito grandes quando comparamos 0 mesmo caso para o modelo de 2 bandas. Essa
oscilacoes, tanto as fortissimas quanto as menos intensas, implica em uma clara evidéncia do
efeito zitterbewegung desse caso para o modelo de 4 bandas.

Para o pseudospin [C;,Cp]" = [1,1]T na Fig.24, percebemos um certo comporta-
mento semelhante ao seu caso equivalente para o modelo de 2 bandas. Vemos que (x(z)) ndo é
nulo enquanto que (y(¢)) é nulo, para ambos os casos 73 =0 e 3 # 0 . Analisando (x(¢)) possui
o mesmo perfil de comportamento comprado ao modelo de 2 bandas, possui pouca incidéncia do
efeito zitterbewegung nos instantes iniciais, nao sendo perceptiveis as fortes oscilagdes obser-
vadas anteriormente para o caso [1,0]”. Semelhantemente ao modelo de 2, percebemos que o
caso [1,1]7, pelo o fato da incidéncia do efeito zitterbewegung ser pequena, temos uma certa
viabilidade na implementacao de dispositivos.

Por dltimo, analisando o pseudospin [C;,Cp]" = [1,i] na Fig.24, vemos que (x())
¢ nulo enquanto que (y(¢)) é ndo nulo. Analisando o comportamento, vemos uma certa diferenga
entre o caso com e a auséncia do efeito trigonal warping. Da mesma forma que o caso do
pseudospin [1,0]”, vemos oscilacdes fortissimas para o caso da auséncia do efeito trigonal
warping, ao contrario da sua presenga, onde vemos, também, oscilagdes leves. Logo, temos que
tantos as oscilacdes fortissimas e leves implicam na existéncia do efeito zitterbewegung, fazendo
uma correspondéncia direta com o caso do modelo de 2 bandas.

Do ponto de vista do modelo tight binding, analisando a figura Fig.24 para a polari-
zagdo de mometum no eixo x, vemos que segue um perfil semelhante ao modelo de 4 bandas,
também exibindo a incidéncia do efeito zitterbewegung para algumas situagdes. Assim como
no caso do modelo de 2 e 4 bandas, as trajetérias médias no modelo tight binding nao revelam
uma assimetria espacial do pacote de onda 4 medida que o tempo evolui. No pseudospin [1,0]7,
vemos que existe uma forte coincidéncia entre os modelo para a auséncia de trigonal warping,
sendo que o mesmo nao acontece para quando incluimos o efeito, que possui forte influéncia
sobre o modelo tight binding.

Para o pseudospin [1,1]7, na Fig.24, vemos uma coeréncia entre o perfil do tight

binding para com o modelo de 4 bandas para o caso sem a presenca do efeito trigonal warping,
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inclusive tendo um comportamento semelhante a0 mesmo caso de pseudospin para o modelo de
2 bandas e de propagadores, com exce¢do do fato de que os valores médios de y, que possui uma
certa oscilagdo, embora baixissima, em torno do valor médio relativo ao modelo de 4 bandas.
Com a inclusdo do efeito trigonal warping, vemos 0s mesmos comportamentos, no que diz
respeito ao perfil e comportamento dos valores médio de y.

Por tltimo, para o pseudospin [1,i]T, na Fig.24, também existe uma coeréncia entre
o perfil do tight binding para com o modelo de 4 bandas para o caso sem a presenga do efeito
trigonal warping, inclusive o fato de que, diferente do caso no modelo de 2 bandas, exibe o efeito
zitterbewegung de maneira mais intensa, semelhante ao caso do pseudospin [1,0]”. Vemos que o
influéncia do efeito trigonal warping nas trajetorias médias € bastante perceptivel no modelo

tight warping com oscilagdes mais intensas quando comparamos com o modelo de 4 bandas.

4.5.2 Polarizacdo no eixo'y
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oky =1 oky =2 oko =3 oky =4

— 4 Bands Model
- - Tight Binding Model

Figura 25 — Polarizacao em y ¢ = 90°: Os mesmos parametros da polarizacdo em x (Fig.24),
mas agora considerando a polariza¢c@o no eixo y do momento.

Por dltimo, analisando as trajetérias médias para a polarizacdo de mometum no eixo

y (Fig.25), percebemos que também repete o mesmo perfil do caso para o modelo de 2 bandas do
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ponto de vista da velocidade de grupo como mostrado na Fig.23, tanto para auséncia do efeito
trigonal warping (3 = 0) quanto considerando sua presenca (3 # 0). Na figura Fig.23, vemos
que as velocidades de grupo na polarizagc@o no eixo y, ao contrario da polariza¢do no eixo x, nao
estdo na mesma direcao do momentum. Isso implica em em valores médios de posi¢cao nio nulos,
semelhante aos que foram vistos para o modelo de 2 bandas e que veremos para o modelo de 4
bandas a seguir.

Para a polarizagdo de pseudospin [C;,Cg]" = [1,0]” na Fig.25, percebemos fortes
oscilagdes para o valor médio (y(r)) e leves (quase amortecidas) para (x(z)) durante toda a
dinamica do pacote de onda para o caso onde consideramos o efeito trigonal warping, enquanto
que, no caso desconsiderando o efeito, temos oscilagdes intensas para (x(z)), além de (y(¢)) = 0.
Tais oscila¢des sdo muito grandes quando comparamos 0 mesmo caso para o modelo de 2 bandas.
Essa oscilacdes, tanto as fortissimas quanto as menos intensas, implica em uma clara evidéncia
do efeito zitterbewegung desse caso para o modelo de 4 bandas.

Para o pseudospin [C;,Cp]" = [1,1]T na Fig.25, percebemos um certo comporta-
mento semelhante ao seu caso equivalente para o modelo de 2 bandas. Vemos que (x(7)) e (y(¢))
sao nado nulos para a caso onde consideramos o efeito trigonal warping. Com a auséncia do
efeito trigonal warping, temos que (x(7)) é nulo enquanto que (y(¢)) é ndo nulo. Analisando
(x()) possui 0 mesmo perfil de comportamento comprado ao modelo de 2 bandas, que possui
pouca incidéncia do efeito zitterbewegung nos instantes iniciais, nao sendo perceptiveis as fortes
oscilagdes observadas anteriormente para o caso [1,0]7. Semelhantemente ao modelo de 2
para a polarizacdo no eixo y, percebemos que o caso [1, 1], pelo o fato da incidéncia do efeito
zitterbewegung ser pequena, temos uma certa viabilidade na implementacdo de dispositivos.

Por dltimo, analisando o pseudospin [C;,Cp]T = [1,i]" na Fig.24, Vemos que (x(t))
e (y(¢)) sdo ndo nulos para a caso onde consideramos o efeito trigonal warping. Analisando o
comportamento, vemos uma certa diferenca entre o caso com e a auséncia do efeito trigonal
warping. Da mesma forma que o caso do pseudospin [1,0]”, vemos oscilagdes fortissimas
para o caso da auséncia do efeito trigonal warping, ao contrario da sua presenca, onde vemos,
também, oscilagdes leves, além do fato onde temos apenas (y(¢)) nulo para o caso da auséncia
do efeito trigonal warping. Logo, temos que tantos as oscilacdes fortissimas e leves implicam na
existéncia do efeito zitterbewegung, fazendo uma correspondéncia direta com o caso do modelo
de 2 bandas.

Dessa vez, do ponto de vista do modelo tight binding, analisando a figura Fig.25

para a polarizacao de momentum no eixo y, vemos que também hd uma repeticdo de perfil para
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o modelo tight binding, também exibindo a incidéncia do efeito zitterbewegung para algumas
situagdes. Dessa vez, assim como no caso do modelo de 2 e 4 bandas, as trajetorias médias no
modelo tight binding possuem uma assimetria espacial do pacote de onda a medida que o tempo
evolui, devido o fato de ambos os valores médios de x e y serem nao nulos. No pseudospin
[1,0]7, vemos que existe uma forte coincidéncia entre os modelo para a auséncia de trigonal
warping, assim como no caso da polariza¢do em x, sendo que 0 mesmo ndo acontece para quando
incluimos o efeito, que possui forte influéncia sobre o modelo tight binding, além do fato de que
os valores médios x e y serem nao nulos.

Para o pseudospin [1,1]7, na Fig.25, também & visto uma coeréncia entre o perfil
do tight binding para com o modelo de 4 bandas para o caso sem a presenga do efeito trigonal
warping. Para esse caso, temos ainda mais um comportamento semelhante a0 mesmo caso de
pseudospin para o modelo de 2 bandas e de propagadores, com exce¢do do fato de que o valor
médio de x para o caso sem a inclusdo do efeito trigonal warping, possui um valor ndo nulo,
embora seja baixo comparado 2 outras trajetérias. Assim como o caso da polarizacio [1,0]7,
também possuem uma assimetria espacial do pacote de onda a medida que o tempo evolui,
devido o fato de ambos os valores médios de x e y serem nao nulos.

Por dltimo, para o pseudospin |1, i]T, na Fig.25, também existe uma coeréncia entre
o perfil do tight binding para com o modelo de 4 bandas para o caso sem a presenca do efeito
trigonal warping, inclusive o fato de que, diferente do caso no modelo de 2 bandas, exibe
o efeito zitterbewegung, semelhante ao caso do pseudospin [1,0]7. Da mesma forma que no
caso de [1,1]7, percebemos que os valores médios para y é nio nulo, embora baixo, quando o
comparamos com o modelo de 4 bandas. A influéncia do efeito trigonal warping nas trajetorias
médias € bastante perceptivel no modelo tight warping, principalmente sobre o valores médios
de y. Assim como nos casos anteriores, também possuem uma assimetria espacial do pacote de
onda a medida que o tempo evolui, devido o fato de ambos os valores médios de x e y serem nao

nulos.

4.6 Equivaléncia entre os modelos

Analisando de maneira mais minuciosa as simula¢des para as polarizacdes X e y para
o modelo de 2 e 4 bandas, percebemos que, dependendo do produto a = koo, temos mais ou
menos oscilagdes nas trajetérias médias (x) e (y), podendo deixar mais evidente (ou praticamente

inexistente) o efeito zitterbewegung. Podemos associar a intensidade das oscilacdes com o fato
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Figura 26 — Representacdo da estrutura de bandas do ponto de vista do modelo continuo de 4
bandas, destacando as energias eg(tx), para a polarizagdo no eixo x e ECEY), para o eixo
y, onde a = kpo. Além disso, temos a representacdo os intervalos de momentum Ak

e energia AE, calculados na tabela 4.

a = oky g, (eV) AE (eV) Ko (nm~ 1) Ak (nm~1)
a1 0.256 0.732 (0.5, 0) polarizagdo em x  (0.353,0.353)
0.300 0.784 (0,0.5) polarizaggoem y  (0.353,0.353)
R 1.108 1.139 (1,0) polarizagdo em x  (0.353,0.353)
1.19 1.215 (0, 1) polarizagioemy  (0.353,0.353)

Tabela 4 — Representagdo de parametros de energia do pacote de onda gaussiano Eq.4.58 para o
modelo de 4 bandas, como o momentum inicial ko, a sua energia Ey do ponto de vista
do modelo de 2 bandas, e as distribuicdes AE e Ak, paraa=1ea = 2.

que € a principal diferenca entre os modelo de 4 e 2 bandas: a quantidade de bandas. A mesma
andlise ¢ feita quando comparamos os resultados da teoria dos propagadores com aqueles que
foram obtidos via modelo tight binding.

Na Fig.26, temos uma representacao da estrutura de bandas para o modelo continuo

de 4 bandas, como uma representacao de situacdes de baixas energias, destacando as energias
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€,, onde a = kgo. Tomando um pacote de onda de momentum kg, como na Eq.(4.58), temos
que da mecanica quantica que, pelo o fato do pacote de onda possuir uma certa distribuicao
gaussiana no espaco real ao redor de um posi¢do média ry, 0 mesmo também possui uma certa
distribui¢do, também gaussiano, no espaco de momentum(ou reciproco) ao redor do momentum
inicial ko. Tal distribui¢io no espaco de momentum possui um certo comprimento Ak’, que estd
associado ao um intervalo de energia AE. Isso significa que o pacote de onda pode migrar de um
momentum Ko para outro k, fazendo com que o pacote de onda caminhe pela a banda de energia
que, porventura, possui a possibilidade de migrar para outra banda, seja para banda de elétron ou
buracos (Rusin, 2011).

Tendo a possibilidade da transicao entre bandas de energia, as oscilagdes sao possi-
veis tendo em vista a energia do pacote de onda pode saltar de um certa banda de energia (baseado
em sua energia inicial &,) para outra banda de energia que consiste em uma possibilidade de
energia (e momentum) baseado no intervalo de energia AE e de momentum AK, calculado na
tabela 4, e representados na Fig.26. Analisando de maneira conjunta tanto a tabela 4 quanto a
Fig.26 percebemos que, enquanto que o intervalo Ak é sempre o mesmo para qualquer valor de
a, mantendo o mesmo perfil da dispersao gaussiana, vemos que, quando aumentamos a, além do
aumento de energia inicial do pacote, temos um crescimento colossal do intervalo de energia AE,
fazendo com que a dispersdo gaussiana abranja tranquilamente as duas bandas de elétrons.

Para a = 1, conforme a Fig.26, por estd abrangendo uma certa regido da banda
energia (vemerlho) para buracos, vemos que as oscilacdes sdo mais intensas conforme mostrado
nas Fig.24 e Fig.25, ao contrario de quando aumentamos o parametro a, em que, restando apenas
as duas bandas de elétrons (azul), temos que as mesmas sdo bastante préximas, fazendo com que
as oscilagdes sejam menos intensas.

Analisando a Fig.27, percebemos que, para os instantes iniciais, até cerca de 0.3 fs,
o valores sdo bastante préximos entre os modelo. Isso deve-se ao fato de que entre os modelo
existe uma incerteza associada, proporcional ao tempo. Dentro dos modelos de 2 bandas: o
proprio e a teoria de propagadores, percebemos que a técnica Split Operator aplicada ao operador
de evolucdo temporal na forma da Eq.(3.16) torna o resultado mais exato quando comparamos
com os advindos da teoria de propagadores, que carrega o erro relativo a integral numérica.
A mesma coisa € vista para os modelos de 4 bandas: o préprio e o modelo tight binding, em

que, embora seja uma abordagem discreta do sistema, possui mais exatiddo que a aplicacdo

70 erro médio quadratico na mecanica quantica de um operador A é dado por (AA) = 1/ (A2) — (A)".
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Figura 27 — Comparagao de valores médios de x, (x(7)) ey, (y(¢)), para os instantes iniciais para
o pseudospin [1,0]T com e sem a inclusdo do efeito trigonal warping do ponto de
vista da polarizac@o no €ixo x € no eixo y.

da técnica Split Operator do modelo continuo de 4 bandas que, alem de ser uma aproximagao
de primeira ordem ao redor dos vales K/K’, também carrega consigo o erro da ordem A,
conforme a Eq.(3.25), enquanto que no modelo tight binding tem-se apenas o erro da ordem de

A%, conforme a Eq.(3.32).
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Desde sua descoberta em 2004, o grafeno tem sido muito estudado, suas proprie-
dade e seu "mistérios" analisados, rendendo vérios artigos em muitas revistas de alto impacto
anualmente. Nesse trabalho, nos lidamos com algumas dessas propriedades . Primeiramente,
chegamos em uma equagdo analoga a Equacao relativistica de Dirac para a bicamda de grafeno
no empilhamento AB na Eq.(2.104). Isso € gracas a uma técnica muito familiarizada na Teoria de
Estado Solido na Fisica, o modelo Tight-Binding. Com base nisso, percebemos o qudo influente
0 hopping 3 pode ser sobre o sistema, como o efeito trigonal warping, com deformidade das
isoenergias e a mudanca da velocidade de grupo que nem sempre estard na mesma dire¢io da
polarizacdo do momentum em virtude da anisotropia das bandas de energia. O surgimento de 3
mini-vales como Cones de Dirac representados na Fig.14 € de fato importantissimo no tratamento
da bicamada de grafeno pois vemos em nossa simulagao que a perca da isotropia da energia com
o efeito trigonal warping.

No capitulo 4, para o modelo de 2 bandas, vemos que o efeito zitterbewegung
é perceptivo com o efeito trigonal warping, na bicamada de grafeno quando analisamos as
simulagdes para caso do eixo-x (polariza¢do em Xx), em que temos oscilagdes dos valores médios
(x) e (y) em fungdo do tempo, e do eixo-y (polarizagdo em y), bem como a perda da simetria do
pacote de onda ao longo de sua evolugdo temporal, seja para a simulagdo com o uso de técnica
Split Operator ou com o uso dos propagadores da funcao de Green, sendo bastante perceptivel a
coincidéncia de ambas as técnicas, visto que ambas sio construidas sobre o ponto de vista do
modelo de 2-bandas, além da incidéncia do efeito zitterbewegung vista nos modelos de 4 bandas,
como o modelo continuo e modelo tight binding

Vemos em todas as simulagdes dos eixos X e y que hd um intervalo onde as oscilacdes
acontece, com um comportamento transiente (ou passageiro). Isso confirma a existéncia do
efeito zitterbewegung com ou sem a consideracio do efeito trigonal warping, entrando em um
grupo seleto de materiais em que tais oscilacdes ja fora observadas, como a prépria monocamada
de grafeno (Maksimova et al., 2008), no fosforeno (Cunha et al., 2019) e para multicamadas de
grafeno (Lavor et al., 2020a). Um aspecto importante acerca da polarizac¢do escolhida € o fato de,
para uma determinada polarizacdo, temos que a incidéncia do efeito zitterbewegung é pequena
ou inexistente, como & o caso da polarizagio [1,1]” para a polarizacio no eixo x (Fig.19) e no
eixo y (Fig.21). Isso bastante importante para o estudo de propriedades de transporte e filtragem

de vales na bicamada de grafeno com o efeito trigonal warping.
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Outra simulacdo feita, trata-se da simulacdo de uma dindmica de pacotes de ondas
gaussiano mas do ponto de vista dos modelos de 4 bandas (continuo e tight binding). Da mesma
forma que nos modelos de 2 bandas (continuo e Propagadores), analisando casos onde temos o
momentum inicial do pacote de onda polarizado no eixo X e y, vemos resultados promissores
do ponto de vista da incidéncia do efeito zittebewegung. As oscilagdes de trajetorias médias
sdo bem mais intensas do que nos modelos de 4 bandas, como podemos nas Fig.24 e Fig.25.
Isso se deve ao fato de que a inclusdo de 2 bandas a mais no espectro de energia aumenta as
possibilidades de estados relativo a um dado momentum que o pacote de onda pode assumir.
Logo, oscilagcdes que antes era transientes nos modelos de 2 bandas, perduram por mais tempo
nos modelos de 4 bandas.

Ainda na simulacdo do modelo de 4 bandas, um parametro que se faz bastante
importante € o produto a = koo, sendo kg o momentum do pacote inicial € 6 0 comprimento
do pacote. O parametro a desempenha o mesmo papel do caso do modelo de 2 bandas no que
diz respeito a energia. Pela a Fig.26, percebemos que, quanto maior a, maior energia. Contudo,
vendo as trajetorias médias, percebemos que as oscilacdes sdo menos intensas para valores
maiores de a. Tal fato deve-se a questdo da proximidade da bandas abrangidas pelo o intervalo de
energia AE ja discutido na tabela 4, fazendo com que, quanto mais proximas as bandas, menos
intensas as oscilacdes e vice versa. Além disso, o efeito trigonal warping se faz bastante presente
nas trajetérias médias, repetindo o mesmo perfil de velocidade de grupo do modelo de 2 bandas,
conforme mostrado na Fig.23.

Outro aspecto importante a cerca da propagacao de pacotes de onda com o efeito
trigonal warping na bicamada de grafeno, seja no modelo de 2 ou de 4 bandas, € o fato de que,
ao investigarmos uma propagac¢ao com uma polarizacdo de momentum no eixo y é o fato da
propagacdo se dar sempre na diagonal, em um trajetdria praticamente retilinea, para a polari-
zagdo de pseudospin |1, I]T, nao sendo na mesma dire¢do do momentum escolhido, conforme
a figura Fig.23. Isso é um fato interessante pois, ainda que existe um efeito zitrerbewegung
transiente nos instantes iniciais para ambos os modelos, vemos caracteristicas Unicas causada
pela a consideracgdo do efeito trigonal warping, que € bem distinto quando olhamos as outras
polarizacdes de pseudospins, onde a incidéncia do efeito zitterbewegung é bem mais intenso.

Isso faz com que a polarizagio de pseudospin [1,1]T seja bastante vantajosa para
implementac¢do de dispositivos baseado em transporte eletronico, visto que a incidéncia do efeito
zitterbewegung ser baixo, ou praticamente inexistente.

A técnica Split Operator, tanto para o modelo de 4 bandas quanto para o 2 bandass,
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foi de extrema importancia para esse trabalho pois nos permitiu fazer uma abordagem numérica
de uma evolugdo através de sua aproximacgao de Suzuki-Trotter, como o uso da Transformada
Répida de Fourier (FFT), cujo o algoritimo foi retirado do livro Numerical Recipes (Press et al.,
1992). Com perspectiva final de todos os trabalhos, temos como objetivo a realizacdo de mais

simulacdo afim de lapidar nossos resultados, culminando em um publicacdo para alguma revista.

5.1 Perspectivas

Uma perspectiva futura, baseada princialmente nos resultados obtidos para o pseu-
dospin [1,1]T, por conta da baixa incidéncia do efeito zitterbewegung, existe uma possibilidade
de aplicacdo para dispositivos eletronicos, ainda com a aplicacdo de filtragem de vales visto que

existe uma certa assimetria entre os vales K e K’ quando analisamos a Fig.15.
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APENDICE A - PROVA DE IDENTIDADES
Comutador [A + 2B, [A+ B]]

Calculando o comutador [A + 2B, [A + B]], temos:

~ ~ A~ A~ ~ A~ A~

[A+2B,[A+B]] =

= [B,A, N (A.1)
Identidade [A,B"] = nB""'[A, B]

Paran =1, temos:

[A,B] =[A,B] (A.2)

~ 2B[A,B) (A.3)

para n = 3, temos:
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= [A,B*)B+B’[A,B]

= [A,B%|B+B*|A,B]+ B*|A,B] — B*A, B]

~ 2B[A B|B+2B*A,B)—B*A,B

~ 2B[A,BB+2B%A,B] - B*A, B - B*[A,B] + B*A, B]

2
[\
=
=
=
+
(98]
Y
S
=
=

2
98]
>
-
o

Logo, por indug¢do, para um n qualquer, temos:

A A~

A, B =nB""YA,B], W (A.4)

Identidade [T,V (r)]

Tendo em vista a identidade anterior, temos:

[T,V(r)] = VV(r)-[T,r]
GRS
_ _ﬁvv(r%[r,p?]
_ _ﬁvv(r)-[r,p?]
_ _%Vv(r)-pi[l‘ypi]
—Lov e
_ —%Vv(r)l), u )

onde [l‘, pi] = 5,‘jihéj.

A

Identidade [A, f(B)] = f'(B)[A, B]

Sabendo que f(x)! pode ser expandido em um série de poténcias em um ponto xo,

como.:

Isendo f(x) uma fungio continua e infinitamente diferencidvel
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fx)=cot+eci(x—x0)+ca(x—x0)> +.... = Y cn(x—xo)", (A.6)

Tomando xo = 0 e um dado operador B, temos:

f(l?):co+clé+c2§2+.... :icnén, (A7)
n=0

temos que [A, f(B)] é dado por:

A, f(B)] =) calA, B (A8)

Tendo a identidade na (A.4), temos:

Af(B) = 20 calAL B

= Z canB" VA, B)
n=0

= Z c,nB" ! [A,é] (A.9)

n=1

Logo, fica provado a identidade.

A~ A

[A,f(B)]=f'(B)]A,B], m (A.10)

Identidade ¢°S

Exponenciais como operagdes usando matrizes Pauli do tipo /%S

representadas com a identidade (CHAVES et al., 2010b)(??) como:

, que podem ser

€98 = cos(S)I+i o (0°8), (A.11)

onde S seria um vetor como p e A e S seu médulo S = [S|, onde 6 = (0, 0y,0;). A equagio

Eq.(A.11) ainda pode ser escrita como:

. in(S S Sy —1iS
¢S = cos(8)I, + ism( ) : O,
S o\sc+is, s,

(A.12)

onde Sy e S, sdo componentes de S. Para provar tal identidade, temos que considerar a expansdo

X _yoo x! .
dee* =Y, Temos que:

eioS _ i (iG-S)”

|
=0 n:

(A.13)



Separando em partes pares e impares, temos:

2n oo (iG-S)2”+1
n:O (2n+1)!

- £

n

P08 — i i - S

Tendo que:

(ic-8)* = (—1)"$*", (ic-S)**™ =i(—-1)"s*"c 8,

onde I, € a matriz identidade 2 x 2. Temos que:

nSZn G S = (_1)nS2n+l

eiO‘-S — H Z 5 Z

= (2n+1)!

Sabendo que:

= (_1)n§2n i 1)ng2n+1

Z % = cos(S), (=1 '

= (2n)! “ (2n+1)
Fica provado entdo que:

; S

¢S = cos(S)I, +zsm< >(G-S),

S

€98 = cos(S)Ip +i

Comutacio das matrizes em Eq.(3.22)

Tendo as matrizes abaixo:

sin(S) Sz Sy—iSy
S o\s,+is, —s.
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(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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(A.19)
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[HZ ® 87Mz] = (5 ® ]IZ)MZ - Mz(a ® ]12)

0100\ (0o -i0o0) {0000
C[lrooo|l]i oo of][oo1o
_[0001’ 00—110100

0010 o i o/ \oooo

0000

0010
_0100[

0000/ \oo10/ \oo io

0010 0 —i 0
[loooo 0 0 0
_[0000’ ooo]

0100 i 0 0

0000\ (000 0

—[0001,000_ ];AONAOCOMUTA!

toool|lioo o

0000/ \oo0oo0 0

l,®6,M] = (6@L)M—M(S®I,)

0100\ {0 -i0 0\ (0001
C[lrooo|l]|iooo0|]loooo
_[ooo1 00—1']0000

0010 0 i 0 1000
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0000\ [0 000
[looo1]]|o 0o
_[1000’—10001
0000/ \ooo0o
0010\ (00 io0
—[ 0000 , 0.0 00 ];AONAOCOMUTA!
0000|0000
0100/ \o oo
L®6,M] = (6@L)M,—M/(521,)

0100\ [0 -0 0 000 —i
C[lrtooo||i oo o0 000 0
_[0001’000—110000

o010/ \oo io i 00 0

000 —\ {0100\ [0 -0 0

000 0 100 i 00 0
_0000[0001’000—1']

i 00 0 o010/ \oo io

000 0\ (0000
[looo —i| |ooo
_[iooo’looo]

000 0) \oooo

00 -0\ (0010
—[ 00 00 , 0000 ]#ONAOCOMUTA!

000 offoooo

0i 00/ \o100

Da mesma forma que I, ® &, temos que G ® I, possui as mesma relacdes de comuta-

¢do com as matrizes My, Mye M,. W
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Calculo do operadores Eq.(2.52)

Tendo os operadores sdo dados por:

~ IAt - ~ IAY A IAt .
ﬁozexp{ —ﬁPO'b@G}, 031 ZGXP{ —7p3'M}, ﬁ4=exp{ —ﬁm'ﬁ@ﬂz}

(A.20)
Usandoe* =Y " )% calculamos 5’0, primeiramente.
~ At -
Oy = eXp{—lz—hpo~H2®6}
n
w1 iAt Loé
T L 2™
e LA 25
= X0 (57) (o 228) (A21)
Separando o somatdrio em termos pares € impares, temos que:
A | VAL -
6y = ¥ (=0"(5:) (o @d)
0 nzo”!( i) o (Po-,®0)
S AP e L
n;)(zn)! o) (Por®0) +,;)(2n+1)! o) (Porl®0)
Tendo que (—i)?* = (—1)" e (—i)*"*! = —i(—1)", temos:
A o (—1)" (A2 2on v (2D A2t 2\ 20t
6o = (Y e d i 5 U (A gy g3
0 n;)(zn)! o) (Porl2©0) ln;)(2n+1)! o) (Porl®0)
(A.22)
Tendo que:
0 Epx—ipy 0 0
bl =vy | TP | (A23)
0 0 0 Epc—ipy
0 0 Epx+ipy 0

Calculando (pg - I, ® )2, temos:
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(po-L®6) = v§ SPrtipy ’ ! ’
0 0 0 Epx—ipy

0 0 Epetipy 0

0 Ep—ipy O 0

Epx+ipy 0 0 0
0 0 0 Epx—ipy

0 0 Epx+ipy 0

= vip’ly (A.24)

Com isso, temos que (po - I, ® &)3 é dado por:

= = 1 =
(Po-12©6)° = V5p*(po- L ® &) = ;V3P3(Pg 1 ®6) (A.25)

Com isso, temos que (pg -1, ® )*" e (po - I ® &)¥"*+! sdo dados por:

— — 1 —
(o L2 ®6)" =v§"p™"Ls, (po-L®8&)™ ! = —vi" ' pH(ps I, ® &) (A.26)
p

Voltando para Eq.(A.22), temos:

A~ ©0 (_1)n AL\ 2n . . oo (_1>n AfN 2041 -
Oy = — -1 n_ N - I n+
" Zo(2n)! (3) (poBod) lngo(znﬂ)!(zh) (po- 12 ®5)
oo (_1)” At n i & (_l)n AN 2n+1 ] 2 ]
= - Iy— — - n+ n-+
n;o(Zn)! <2h> o p,E)(Zn—I—l)!(%) Yo
= (1) (vopar )" o (vopar )
- op op =
B -3 1 A27
r;)(zn)!< 2n ) Z 2n—|—1 ( 2h ) (pe - 12©6) (A.27)

Pela a equagdo Eq.(A.17), temos que O pode ser finalmente dado por:

B

—

(Pe L ®6)

-~ VopAt\_ i . (VopAt 2
ﬁo—cos< - )]14 psm< - )(pg Los), W (A.28)

Calculando ﬁAg; 1, temos:
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) iAt
031 = eXP{—7P3 M}
= 1 [ A !
IAT
= Zoa[—?w]
2n+1
S O X I e
T Lo P cont )| n P
= i<_i)2n [girn(p 2n_’_i( )2n+1 |:Ati|2n+1 )2n+1
Z o)t L P 2n—|—1) n
>° (_1)” [At}Zn >° ” At 72n+1 2t
= — M _ |: ] M n+
’;)(Zn)‘ A ’Z 2n+1 7 )

(A.29)

separando em termos pares e impares, como no caso anterior. Temos que p3 - M é dado por:

0 0 0 v3(Epxtipy)
0 0 0
ps-M = n (A.30)
0 7 0 0
v3(Epx—ipy) 0 0 0
Temos que (p3 - M)? e (p3 - M)? sio dados por:
0 0 0 vs3(Spxtipy) 0 0 0 vs3(Spxtipy)
0 0 7 0 0 0 0
(p3-M)* =
0 7 0 0 0 7 0 0
vs(Epx—ipy) 0 0 0 v3(Epx—ipy) 0 0 0
vip 0 0 0
0 ¥ 0 0
= " (A31)
0 0 ¥ 0
0 0 0 vip?
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(p3-M)’ = (p3-M)*(ps-M)

vip> 0 0 0 0 0 0 vi(Epetipy)
B 0O 7 0 0 0 0 7 0
0 0 ¥ 0 0 n 0 0
0 0 0 vip?] \vs(épi—ipy) O O 0
v3p3 )
0 0 0 “Z(Ep.+ipy)
0 0 0
= W (A.32)
0 v o0 0
3.3
B (Epe—ipy) 0 0 0

Por inducdo, temos que (p3 - M)?* e (p3 - M)?"*! sdo dado por:

vi'p? 0 0 0

0 2 () 0
(p3-M)* = h , , (A.33)
0 0 %" 0

0 0 0 vi"p™

v32n+1 2n+1

0 0 0 L —(Epa+ipy)
0 0 ),2n+1 0
v 2etl 1
(p3-M) " , (A.33b)
0 % 0 0
2n+1 2n+1
W (Epe—ipy) O 0 0

Substituindo em Eq.(A.29), temos:
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- (_1)n [Ati|2n 2 Ar12n+1 ol
- LSBT e e
r;) (2n)! LA (p3 - M) r;)(2”+1)! 7 (p3-M)
v32np2n 0 0 0
_ i(—l)"[gr" 0O ¥* 0 0
=0 2n)! L h 0 0 len 0
0 0 0 v32np2n
2n+1 2n+1
0 0 0 LT —(&p+ipy)
(=) [AI]ZVH-I 0 0 ! 0
—i N2
n:0(2n+1)' h 0 YIZI’hLI 0 0
v32n+1p2n+l )
P px—ipy) 0 0 0
_1) 2n
Z::O%[ng] 0 0 0
_ 0 00 0
0 00 0
o —1)" 2n
0 00 ¥, (<2n))! [VLZAt]
_1\n 2n+1 .
0 0 0 Ixyod 28] Entiny)
. 0 0 0 0
—1
0 0 0 0
o -1 2n+1 )
%ano (§n+)1)![V3§At} (Epx—ipy) 0 0 0
oo 1 2n
i 0 Lo ((Zn))! [YITN] 0 0
0 0 ye 1 [%_Afr” 0
n=0"2n)T | A
0 0 0 0
0 0 0
O O Zoo (—l)” |:71_A[:|2n+1
—i n=0 2n+1)! | 7 (A34)

0

—1)"

0

o A

]2n+1

0
0

o o o O




Da mesmo forma que o caso anterior, pela a Eq.(A.17), temos que:

cos (W) 0 0 0 0 0 0 sin(
0O 00 0 i 0 0 0
;’1 prm— _——
0 00 0 P 0 00
0 00 cos(2pY) sin (222) 27 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 cos ”Tm> 0 0 0 0 sm(%) 0
—+ —1
0 0 cos(Z¥) 0 0 sin(Z¥) 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

onde 7 = & p, + ipy. Podemos representar ainda da forma:

2 pV3At i . (pViAt ~
1 = I COS<T>—;SID( . )pg-M

+Hg4) cos (%At) —isin (%TAI)MZ

onde M = (M, M,), ng) e ]Ig4) sdo dados por:

O\

Z

1 000 0 00O
0 00O 0100
_ , IV =
0 00O 0010
0 0 01 00O0O
Podemos ainda representar 5’3;1 como:
1 =05+ 0,
chegando em suas representacoes finais, como:
At At
= ]I§4) cos (%) —isin (%T)MZ
V3At ] V3At ~
:]Igz)cos<%>—;—?sin(p;l )pg-M, ]

Calculando 5)4

V3 pAt
n

0
0
0
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)#

(A.35)

(A.36a)

(A.36b)
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3
I
o

~\2n A 20 . > (_j 2n+1 A 2n+1 .
() e samr e X U (0 smy
n=0 .

[}

Ar2n P 2n . (_1)}1 A 2ntl = 2n+1
<E> (ps- 0@ 12) _’,g(zn+1)z<ﬁ> (ps-02D)

Il
gk
—~I| =
||
: -~

3
Il
o

I
gk

i
=)
—
)
=
~—

(A.37)

Tendo que:

=S

NS O
o

ps- ORI, = (A.38)

Epe+ipy 0 -g 0
0 Epx+ipy 0 -y

Temos que (ps- 6 ®1,)*" e (ps- 6 ®1)*"! sdo dados por:

2n+1
y2ntl = Py

)2n = Pinh, (p4-0®1 7([’4 0®1)

(ps-0®1

onde pi = vf PP+ UTz. Substituindo em Eq.(A.37), temos:

(o)

6y = Y

= )
=0
e (=1 / paAry2n i & (=1 paAr\2n+l B
a ;) (2n)! (7) H“_,T%;O(znﬂ),( 2h> (ps-G®1) (A.39)

Pela a Eq.(A.17), temos a respresentacao final:

—1)" fAr\2n . o (=D A\ 2] .
2n)! (55) (e-Bem—i Y 2n+1)! (35) (e-gom?
' n=0 :

3
=)

(
( h
(1" (AN S (D) AN
(2n)! (ﬁ) P4 H4_]_?n§()(2n+l)!<ﬁ> Py (pa-o®h)

S

A At ] At .
ﬁ4:cos<p; )1[4—isin <p4—>(p4-6®112), m (A.40)
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Integral Eq.(4.22)

Integrais Eq.(4.26a) e Eq.(4.26b)

2802 hk>t
(x(2)) = é’; e_“z/o dk a’d) sin @ sin <2m> —k20? 2kkocos(¢—6)o? (A.42a)
2662 o hk*
(y(t)) = — if e“z/o dk d¢ cos ¢ sin’ (2mt> ¢ K'0% Qkkocos(9—6)o? (A.42b)

Calculando (x(¢)), temos:

2 oo 2 2
(x(t)) = 250 €a2/ dk ndg{) sin ¢ sin’ <h2k t)g*kzazeZkkOCOSW*@)Gz
m

T

hk?t 2n
= / dke —k*o 2 : ( ) /0 Sin¢e2kkocos(¢—9)62d¢]

266 262 . k>t
= / dke sin (2m>

2n—06 2
/_9 sin(n + ) ¢?kocosno™ gy |

Resolvemos a integral entre colchetes.

2n—6 ok ) 2r—6 ok 2
/9 sin(n + 0) 70N g = cosG/e sin1) e 0N g

2r—06 )
+ sin@/e cos 17 e2Kkocosno” g (A.43)
Tendo que:
2r—06 )
/ sinn ¢k0cosno” gy — (A.44a)
-6

2n—06
/ cos 20N gy — 27 (2kkoo?) (A.44b)
-0



145

onde I; consiste na funcdo de Bessel modificada de primeira ordem (??). Temos

entdo que Eq.(A.43) é dado por:
2n—0 2
[ sin(n +6)e40319" an — 2z (2kkoo?) sin (A45)
-6
Temos que (x(¢)) é dado por:

oo th
(1)) = 4Esinfole / dke ™% sin? (2—t>11 (2kkoG?)
0 m

- 2§sin9626_a2[ / dke 0% Iy (2kkoo?) — / dke™ cos (22 1y (2kk062)]
0 0 m
Tendo que:
a1
dke 1, (2kk < -1
/ e FOI (2khoo”) = s

Temos:

2
ac th
(1)) = 2Esinfole [e / dke™* zcos(—t>ll (2kkoo2)]

2k0 o2 m

2
1—e @ = hk*t
— o&sind [ _26e / dke % cos (= )1 (2kk002)]
a 0 m
onde a = koo. Fazendo g =ko et =15 2, Temos o resultado final para (x(7)).
l—e® 2 [ 2
(x(t)) = 6&sinb [ —2¢7¢ / e 7 cos(2¢°t) 11 (2qa)dq|, W (A.46)
a 0
Para o calculo de (y(z)), temos:
2 o0 2 2
() = —256 e_az/ dk nd(p cos ¢ sin (hk >e‘k262e2kk0°05(¢_9)62
T 0 2m
— 25 62 eaz/ dke*kzﬁz Sin2 <ﬁ> /anOS(Z)eZkkOCOS((PG)Gz d¢
T 0 2m 0

2 k2 | 2o
_ 5" / dke %9 sin? (2 ) / cos(n+9)62kkocosn"2dn],
m -0

Da forma que o caso anterior, resolvemos a integral entre colchetes:
270 2kk 2 270 2kk 2
/ cos(n + 0) e 0N g = cosG/ cos 1 e 0N g
-0 -0
2n—06 Kk 2
— s1n9/ sinn e 0cosN9" g
-0

2n—0 ok )
= cos@/ cos 1 e 0N g
-0

= 27l (2kkoo?) cos @ (A.47)
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Da mesma forma que o caso anterior, temos que:

P

(y(t)) = —0& 0059[1_; —2e /0 e cos(2¢% )1 (2qa)dg|, (A.48)

Calculo V,6¢ (p)

Tendo que 6¢ (p) € dada pela a Eq.(2.111), temos:

2v3 v
Vpb:(p) = Vparctan{ — ofpx];ynL Y1V3Dpy
Vo Pz = p§) = Nv3Epy

B Vo (px — p3) — 11v3E pa)? 2V3E pepy+ 11VaDy
VS p2) = nvsEpa? + [2V5E papy + 1ivapy]? b (Vg(l’% —p3)— }’1V3<§Px>
Vo (P — Py) — N1 V3E Pl Vp2VGE papy + V1V Py
Vg (P2 = p2) = 1va& pal® + [2V5E papy + 11 vapy 2
2V3E pxpy + 11 V3py) Vi VE (P2 — Pg) —1v3épi]

. (A.49)
[v(% (p3— P%) —Nnvi&pa)? + [zvgépxpy +1vapy?
Temos os componentes x € y, temos:
Vo0 (ol = 2v5Epy [V (P% = Py) — nvaEpal + 2V5E papy + 11 vapy| (25 p — 11 & v3)
pre ik [V(%(P% - P%) —nv3Ep* + [ZV(%&pxpy +1vipy)?
(A.50a)
V2 6: (pl, = (2V3Epx+ 1 V3)[VE (P2 — P2) — 1 v3Epx] — 2V3E Py [2VEE papy + 11 V3D
preiEl [V(%(P% - P%) —nv3Ep* + [zvgépxpy +1vipy)?
(A.50b)
[ |
Calculo V,£(p)

Tendo a energia na Eq.(4.3), temos:



vi Vv,
Vpe(p) = Vp\/y—gp4+v§p2—2§(;/—1p3cos(3¢)
1

1
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4 2
Y V2V,
— Vp —gp4+v32p2—2§(;/—1p3cos(3¢)]

4

1 4v61 3 . VavVs . VeV, . .
= —p P+ 2v5pp — 66 ——p~cos(3¢9)p + 6 ——p~sin(3¢)¢
2¢(p) [ 7 ’ 7 (3¢) 7 (3¢)

Temos, entdo, as componentes de Vpe(p), dadas por:

2
Toelpll = 5 o | eong - vipeoso -3¢0 cos<2<z>>]
LN
[Vpe(p)] L 2v0 3sing + vipsing — 35 ik %sin(2¢)
|y p y S(p) i ,}/1 p 3P Y p

podendo ser escrito ainda como:

B
[Vps(p)]x:$ ;;OpszJrVapx—% 0V 2p COS(M)]
N
1 [ovd .
Voe®)l = 5 y—lz‘)p Py+Vipy— 35%p2sm<2¢>]

(A.51a)

(A.51b)

(A.52a)

(A.52b)
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APENDICE B - FISICA DO ESTADO SOLIDO
Estrutura Cristalina

A Fisica do Estado solido € uma drea da fisica que estuda a morfologia, propriedades
eletronicas e geométricas de todos os materiais presentes na natureza, desde um simples cristal de
sal de cozinha (NaCl) até uma complexidade como um diamante encontrado nas proximidades
de um vulcao.

Todo material presente na natureza, no seu interior, possui uma estrutura geométrica
de arranjo dos 4tomos que cria suas formas e o da estabilidade como pilares que, em um prédio,
ndo s6 dao sua forma como também o sustentam. O arranjo de 4tomos em um cristal, como o sal
de cozinha ou de metais, pode ser visto com a repeticdao de "tijolos"elementares, formando toda

a estrutura cristalina. Tais "tijolos"sdo chamados de células unitédrias 28-a.
Célula unitdria e primitiva

A constru¢@o de uma cé€lula unitdria em uma estrutura cristalina dar-se pela a selecdo
de um conjuntos de pontos (como em 28-a) que se repete em uma estrutura cristalina e por um
conjunto de vetores, chamado de base, que a da direcdo e o sentido de replica¢do da célula. Esse
conjuntos de vetores a;, em 2 (d = 2) ou 3 (d = 3) dimensdes, quando combinados linearmente
entre si (como em um espago vetorial visto em dlgebra), formam todos os pontos r presentes na

rede (B.1).

d
r:Zniai, (Bl)
i=1

Um célula unitdria pode ser classificada também como primitiva quando seu volume
v (em 3 dimensdes) (B.2) ou drea A (B.3) (em 2 dimensdes), formada por seus vetores de base a;,
€ o menor possivel. Isso leva crer que toda célula primitiva de uma rede é também unitdria mas
nem toda célula unitéria é primitiva. Em uma estrutura cristalina, por causa de uma estrutura
algébrica como um espaco vetorial, podemos adotar vérios tipos de bases para representar os
pontos de uma rede, consequentemente, varias células unitdrias diferentes mas com darea e

volumes nem sempre iguais, muito menos o menor valor.

v=la;- (a2 xa3)|, (B.2)
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/" AS 14 REDES DE BRAVAIS
CUBICA(P, F.T) L.

Zi* s i s/
i end

ORTORROMBICA (P, I, F, C) TRIGONAL /

TRICLIN.
N TRIGONAL

OSSN

Figura 28 — a-) RepresentacOes de células unitdrias ("tijolos") de materiais, como minérios,
encontrados na natureza como Cloreto de Césio (CsCl), Cloreto de Sddio ou sal
do cozinha (NaCl), Sulfeto de Zinco ou Esfalerita (ZnS), Fluoreto de Calcio ou
Fluorita (CaF>), Diéxido de Titanio ou Rutilo (Ti0;) e o Oxido de Calcio e Titanio
ou Perovskita (CaTiO3). b-) Os 14 tipos de Redes de Bravais em que sdo tipos de
redes invariantes a traslacoes e rotagdes. Destaque para a rede hexagonal da forma
ao grafeno. Figuras adaptadas de (Castro et al., 2015).

A= |a; xay|, (B.3)

Célula de Wigner-Seitz

A Célula de Wigner-Seitz consiste em um método de se construir uma célula unitaria
ou primitiva de uma estrutura cristalina seja ela em duas dimensoes ou trés.

A construcdo célula € feita tomando, no caso bidimensional, tragcando retas per-
pendicularmente a ligagdes entre dtomos vizinhos e, no final, unem-se a retas para formar o
poligono que representa um célula unitaria e primitiva por possuir a menor area A (B.3). No caso
tridimensional, tomamos planos no lugar de retas, colocando-as perpendiculares a ligacdes entre

atomos vizinhos na qual, quando unidos, formam a célula unitdria de menor volume v (B.2) 29.

Redes de Bravais

Um conjunto de pontos em um material, também chamado rede, que é formado pela
simples replicacdo de uma célula unitéria tal que, quando feita operacdes de simetria como
translacdo e rotacdo, a forma elementar da célula ndo se altera, pode ser classificada como uma
das j4 catalogadas Redes de Bravais 28-b como as células unitdrias em 28-a também pode ser
vista como uma rede de bravais ou composicao de redes visto que sdo invariantes a tais operagdes
de simetria.

As combinagdes entre os vetores da base a; deve ser feita tal que a replicacdo da seja
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Figura 29 — (a) Representa¢do de uma constru¢io de uma célula de Wigner-Seitz bidimensional,
trancando retas perpendiculares a ligagOes entre dtomos. (b) Representacido de uma
construcao de uma célula de Wigner-Seitz tridimensional para uma rede cubica de
face centrada. Vemos que, ao invés de tracarmos retas, colocamos planos perpendi-
culares a retas que ligam os dtomos. Figura adaptada de (JoaoXP, 2011) e (Ashcroft
N.W. ; Mermin, 2011).

feita de maneira sobreposta. Logo, os fatores n; em (B.1) devem ser inteiros (n; € Z). Com isso,
chegamos em pontos de um rede, preenchendo todo o espago, formando toda rede cristalina 30.

Podemos resumir a teoria de Rede de Bravais na defini¢do 3.

Definicao 3 - Redes de Bravais: Um conjunto infinito de pontos com arranjo e orientacdo que
parecem exatamente os mesmos quando vistos de qualquer ponto da rede gragas as simetrias da
células unitdrias. Os pontos de uma rede de Bravais sdo descritos em fungdo da base de vetores

a; como na equagdo (B.1).

a-) b-)
z 0000 0000 © O ©
(#] )
£ P> S o0 9 00 -0 O
. -~ = 8 ’/ sl E O
3 B “© 0 0 i@ oo G?&’@ o
T 1 ) laj# [a} @ #90° layl # b} @ =90° la|#la} @ #90°
L\ Fg’ ‘ a ZG . | Obliqua Retangular Retangular centrada
L © h/,s‘\ . §—>y 0n0 © © 0 O
’ : & o ’ © O
X e ® ' =i} = 120° fo = I 9= 90°
& ® o Hexagoual Quadrada

Figura 30 — a-) Representacdo da replicagdao de um célula unitaria do tipo BCC (Cubica de Corpo
Centrado), um dos 14 tipos de Redes de Bravais 28, com seus vetores de base ay,
a, e a3. b-) Representagdo da replicag@o células unitarias bidimensionais (2D), que
também sdo tipos de Redes de Bravais em duas dimensdes, com os vetores de base
a; e a. Vemos que ndo ha pontos sobrepostos, nem células, pelo o fato de n; na
equagao (B.2) ser inteiro. Figura adaptada de (Castro et al., 2015).
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Redes Real e Reciproca

O conjunto de pontos em uma Rede de Bravais formados pelos os vetores a; em
(B.1), visto na figura 30, é chamado de Rede Real ou, também chamada, rede direta em que o
conjunto de vetores a; ¢ chamada também de base real.

Em uma Rede Real, em 3 dimensdes, podemos criar uma familia de planos que
englobam muitos pontos como 31 tais que os mesmo funcionam como uma crista de um onda no

espaco. Supondo que a onda tenha um vetor k de onda, escrevemos como uma onda plana e’*T.

y ‘ R .
e ,\/\’\? P . T\\ | \TQ\‘;.
& I N . ‘\\ \ S %\ ‘ h | \

Figura 31 — Representagdo de Familia de planos em rede cristalinas tridimensionais. Note que,
em ambos, os planos estdo sempre distanciados igualmente, funcionando como
cristas de uma onda. Figura adaptada de (Ashcroft N.W. ; Mermin, 2011)

Pela a replicacdo da célula unitaria para se formar a Rede Real, temos entdo uma
periodicidade associado a rede devido a teoria de Redes de Bravais. Tal periodicidade implica
em termos um vetor R em que, pela a equacao (B.4), ndo temos alteracdo na onda plana, fazendo

de R o nosso "periodo". Para que isso seja verdade, a equacgao (B.5) deve ser consistente.

oK (rR) _ ikt (B.4)

eik-R -1 : (B.5)

A consisténcia de (B.5) implica que o produto escalar k - R deve possuir valores bem
definidos de maneira discreta (numero de valores finitos). Pela a equagdo (B.6), tais valores
devem ser multiplos pares de 7 (2n7), com #n inteiro, gragas a propriedade da exponencial
complexa em (B.7). Isso faz com que (B.6) seja uma equagdo de uma familia de planos na rede
real com o mesmo vetor normal (perpendicular) Kk, deslocados uns dos outros por valores de n

distintos, como mostrado na figura 31.
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k- R =2nn, (B.6)

PR (B.7)

Tendo que exitem outros tipos de familias de planos em uma rede (pela a figura
31), implica dizer que exite outros vetores K para representarem tais planos. Temos, entao, um
conjunto de vetores k discreto pelo o fato dos pontos em um cristal serem discretos também. O
conjunto de vetores k formam um espaco em que possui um base vetorial (como em um espago
vetorial) juntamente com um espécie de célula unitdria para uma Rede Real.

Com isso, podemos classificar um conjunto de vetores k como uma Rede de Bravais
em que podemos escrever qualquer vetor k como combinacdo de uma nova base b;, com k;
inteiro e d a dimensao (B.8). A essa nova Rede de Bravais, damos o nome de Rede Reciproca
que tem como defini¢do (5).

A nova base b; possui relagdo com a base real a; mostrado em (B.9), onde §;; é o
famoso Delta de Kronecker!. Com isso, podemos escrever a base reciproca b;, seja em duas

dimensdes ou trés dimensoes.

d
k=Y kb;, (B.8)

b,--aj:27r5,-j, (B.9)

Definicao 4 - Rede Real: Conjunto de pontos r que representa dtomos em uma estrutura
cristalina formado pela a replicacdo de uma célula unitdria, sendo entdo um tipo de Rede de

Bravais em que os pontos r sdo escritos como combinagdo linear dos vetores a; (B.1).

Definicao S - Rede Reciproca: Conjunto de vetores K que representa vetores de ondas planas
em estruturas cristalina cuja as cristas das ondas sdo familia de planos com o mesmo vetor
normal K (como em 31) em que é dado em fun¢do de uma combinagdo linear b; como uma Rede
de Bravais (B.8), que é formada também por uma replicacdo de uma célula unitdria, chamada

de 1°zona de Brillouin, dando origem a todos os vetores k.

Tdealizado pelo o matemdtico alemdo Leopold Kronecker (1823-1891), a funcio de Delta de Kronecker &; ;86
possui dois valores possiveis: 1 parai= je 0 parai # j.
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