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RESUMO

Esta dissertacdo dedicou-se ao estudo de um sistema fermidnico tipo majorana unidimensional
no regime de massa dependente da posicao e sujeito a condi¢cdes de energia de uma cadeia linear
de particulas. O intuito dessa andlise € verificar como o tratamento de particulas relativisticas
usando aproximacdes usuais de semicondutores como a teoria de massa efetiva e o modelo tight-
binding afeta o espectro energético e as propriedades termodinamicas das mesmas. Para isso,
foram revisados aspectos centrais da Mecanica Quéntica Relativistica, especialmente conceitos
ligados a equacdo de Dirac, a representacdo de Majorana e suas aplicacdes no contexto da fisica
do estado sélido. Posteriormente, discutiu-se a teoria de massa efetiva em heteroestruturas
que foi combinada a descricao de excitons para formular uma equagao geral para férmions de
Majorana com interacdes excitonicas. Finalmente, foi demonstrada a presencga de estados ligados

e construido um ensemble candnico para andlise estatistica do sistema.

Palavras-chave: Férmions de Majorana; Excitons; Massa dependente da posicao.



ABSTRACT

This master’s thesis was dedicated to the study of a one-dimensional Majorana fermionic system
in the position-dependent mass regime and subject to the energy conditions of a linear chain
of particles. The purpose of this analysis is to investigate how the treatment of relativistic
particles using common semiconductor approximations such, as effective mass theory and the
tight-binding model affects the energy spectrum and thermodynamic properties of the system.
To this end, central aspects of Relativistic Quantum Mechanics were reviewed, especially
concepts related to the Dirac equation, the Majorana representation, and their applications in the
context of solid state physics. Subsequently, the theory of effective mass in heterostructures was
discussed, which was combined with the description of excitons to formulate a general equation
for Majorana fermions with excitonic interactions. Finally, the presence of bound states was

demonstrated and a canonical ensemble was constructed for the statistical analysis of the system.

Keywords: Majorana fermions; Excitons; Position-dependent mass.
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1 INTRODUCAO

Durante a década de 1920, o fisico britanico Paul A. M. Dirac foi autor de contri-
bui¢des fundamentais para a recém surgida teoria quantica (Atkins, 1991). Conhecido por seu
brilhantismo e excentricidade, Dirac desenvolve em 1925 uma formulacdo mais profunda e
geral da Mecanica Quantica, estabelecendo relacdes entre a Mecanica Matricial de Heisenberg e
os parénteses de Poisson na Mecanica Classica (Farmelo et al., 2009). Sua contribui¢do mais
notdria, a formulacdo de uma equacao relativistica do elétron que levou seu nome, € o ponto de
partida do presente trabalho.

Antes dos resultados de Dirac, outra equacao relativistica ja havia sido proposta em
1926, a chamada equacao de Klein-Gordon (Klein, 1926), (Gordon, 1926). Tal relacao contém
certas limitagcdes (conforme veremos adiante), como a obtencao de probabilidades negativas,
um fator que motivou a busca por uma relacao alternativa (Greiner et al., 2000). Os resultados
insatisfatdrios gerados por essa equacao aliados a visdo de Dirac sobre a beleza e simetria nas
teorias fisicas o guiaram a formulac¢io de uma equagao que descreve com €xito 0 comportamento
dos elétrons, incorporando a propriedade de spin das particulas e prevendo a existéncia de estados
de energia positiva e negativas para elétrons.

A discussdo sobre a antimatéria surge a partir da interpretacdo dada por Dirac dos
estados de energia negativos provenientes de sua equagdo. Ele notou que esses estados poderiam
representar particulas com propriedades equivalentes as do elétron, porém com carga oposta.
Posteriormente, essas particulas foram encontradas experimentalmente e nomeadas de anti-
elétrons ou poésitrons. Alguns anos apds a publicacio da equagdo de Dirac, o fisico italiano Ettore
Majorana se dedicou a estudar a simetria entre particula e anti-particula, explorando solug¢des
puramente reais da equagdo de Dirac. Ao considerar a possibilidade de uma particula de spin 1/2
ser sua propria antiparticula, Majorana desenvolveu uma equacio que descreveria tais férmions.

Apesar da recepcao fria na época de sua publicacdo, os resultados de Majorana
atualmente tem repercussdo em dominios da fisica que vao muito além das areas de altas energias
e mecanica quantica (Stanescu et al., 2013; Lutchyn et al., 2010; Wu et al., 2013; Harle et al.,
2023). As potencialidades dessa espécie fermidnica hipotética foram exploradas nas ultimas
décadas em cendrios diversos, como na cosmologia (Hojman et al., 2015), na fisica de neutrinos
(Agostini et al., 2019), em computagdo quantica (Tutschku er al., 2020), e na aplicagdo mais
relevante para o contexto desta dissertagdo: os sistemas de estado s6lido e matéria condensada.

Nesta ultima, os férmions deixam seu cardter de particulas elementares e tornam-se excitacdes
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ou quasiparticulas, objetos ativos de estudo em materiais condutores (Lutchyn et al., 2018a;
Antipov et al., 2018).

A estrutura eletronica dos semicondutores é modelada através de abordagens diversas,
como a teoria de bandas, a teoria do funcional de densidade ou modelos tipo Tight-Binding
(TB) e massa efetiva. A compreensdo do movimento dos portadores de carga nesse contexto
usualmente requer o emprego da equacao de Schrodinger combinada a teorias de perturbacao
ou aproximacodes que levam em conta propriedades da estrutura, como a sua periodicidade.
Em virios casos, mais de uma abordagem € necessdria para uma descri¢cdo mais completa da
estrutura, o que nos leva a combinacdo dos métodos de massa efetiva e TB.

No caso da aproximacdo de massa efetiva, os elétrons ou buracos sdo tratados
matematicamente como particulas livres que possuem uma massa distinta que depende de uma
série de fatores, dentre os quais, a posicao (Burt, 1992). O modelo TB por sua vez, considera
que os elétrons estdo fortemente localizados nos orbitais atdbmicos. Desse modo, a juncado de
ambas as técnicas permitem derivar, por exemplo, a energia de dispersdo da estrutura de bandas
de energia em torno de pontos de interesse (pontos de mdximo ou minimo) (Paxton et al., 2009).

Neste trabalho, trataremos especificamente de Massas Dependentes da Posi¢ao
(MDP), um tipo usual em semicondutores de composi¢ao quimica varidvel ou em heteroestruturas.
Nesses materiais, o Hamiltoniano do sistema apresenta uma massa que varia em fungdo de
coordenadas espaciais (von Roos, 1983). A inclusdo desses termos de massa, entretanto, altera
a teoria trazendo problemas na defini¢cdo do operador de energia cinética que discutiremos ao
longo desta dissertacdo. Uma possibilidade de contornar essas dificuldades € partir de uma
relacdo relativistica em vez da equagdo de Schrédinger, o que nos leva a equagdo de Dirac e a
representacdo de Majorana. Aqui chegamos ao cerne deste trabalho: a andlise da dindmica de
férmions de Majorana com uma condi¢do de Massa Dependente da Posi¢ao (MDP).

Aliado ao formalismo de MDP, utilizaremos o modelo TB aplicdvel em excitons,
quasiparticulas tipicas de semicondutores, para determinar o perfil de energia e massa que sera
imposto ao sistema. Com esse intuito, esta dissertacdo estd estruturada da seguinte forma: nos
Capitulos 2 e 3 trataremos da descri¢do de particulas em mecanica quantica partindo da equacao
de Dirac, considerando suas solugdes, interpretagdes e simetrias. Em seguida, abordaremos a
equacdo de Majorana, investigando as representacdes matriciais, o formalismo de operadores
quanticos e as aplicagdes atreladas a mesma.

Aprofundada a discussdo acerca da hipétese de Majorana em fisica do estado sélido
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chegamos ao Capitulo 4, no qual apresentaremos conceitos relevantes, como alguns principios
bésicos da teoria de bandas, o tensor de massa efetiva e o teorema de massa efetiva, topicos
necessarios para construir o fundamento tedrico do uso de MDP em semicondutores. No
Capitulo 3, verificaremos a compatibilidade da representacdo de Majorana com a teoria de massa
efetiva, através do limite nao-relativistico do Hamiltoniano. Introduziremos também o modelo
TB, exemplificando sua utilizacdo em uma cadeia de 4tomos unidimensionais.

Com isso, construiremos a equacgao geral das particulas de Majorana com acopla-
mento tipo exciton, que serd resolvida no Capitulo 6, no qual discutiremos as solucdes da
fun¢do de onda, a energia e a presenca de estados ligados, além da andlise termo-estatistica do
sistema. Finalmente, no Capitulo 7 apresentamos as conclusoes acerca dos resultados obtidos e

as perspectivas futuras de continuidade deste projeto.
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2  MECANICA QUANTICA RELATIVISTICA

A necessidade da criagdo de uma mecanica quantica relativistica tornou-se evidente
no inicio do século XX, quando duas teorias fisicas fundamentais surgiram: a relatividade
especial e a mecanica quantica. Essas teorias desenvolveram-se de modo independente, com
cada uma abordando diferentes aspectos do mundo fisico. A relatividade de Einstein se propunha
a investigar o espago e o tempo, além do movimento de objetos em altas velocidades, enquanto a
mecanica quantica dedicava-se a descricdo microscOpica da natureza a nivel atdmico.

Para descrever particulas em altas energias, apenas os formalismos quanticos de Hei-
senberg e Schrodinger nio eram satisfatorios, era preciso incorporar os principios da relatividade
especial a teoria, e consequentemente, criar uma nova formulagdo para a mecanica quantica.

Com esse intuito surgiram as equacoes relativisticas que serdo apresentadas nesse capitulo.

2.1 A equacao de Dirac

No contexto da Mecénica Quantica, a descricio do comportamento de sistemas

fisicos € dada através de fungdes de onda, como a equagdo de Schrodinger

oy
i =HY, 2.1)

na qual H é o hamiltoniano e y é a funcdo de onda do sistema. Essa relagdo, contudo, ndo se
aplica a particulas sujeitas aos efeitos da relatividade especial !. Com intuito de solucionar esse

problema, a primeira equacdo de onda relativistica surgiu, a chamada equagdo de Klein-Gordon

82 2 2
(55— V2 +md)y =0, 2.2)

onde m € a massa da particula. Essa equacdo pode ser obtida considerando que o hamiltoniano

obedece a relagdo relativistica entre a energia € 0 momento
E’=H?=p*+m?, (2.3)

na qual E corresponde a energia e p o momento da particula. Esperava-se que essa equacao
descrevesse propriedades quanticas das particulas relativisticas, o que ndo ocorreu. Entre os

problemas da expressdo (2.2) estd o fato de que ela nos conduz a uma densidade de probabilidade

' A equagiio de Schrodinger no incorpora principios fundamentais da teoria da relatividade, como a invariancia

de Lorentz.
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que ndo € positivamente definida (Ryder, 1996), além de prever solu¢des de energia negativas,
que nao foram esclarecidas até o surgimento da equacao de Dirac.

Apesar das discrepancias e problemas conceituais, verificou-se posteriormente que
a equacao de Klein-Gordon estd associada as particulas de spin nulo. Dirac prosseguiu na
formulag@o de uma teoria relativistica do elétron, buscando uma equacao diferencial de primeira
ordem, como a equacao de Schrodinger (2.1). Tal equacdo tem, em unidades naturais (A =c = 1),

a forma

i—-=[a -p+Bmly, (2.4)

com o hamiltoniano de Dirac correspondendo a
H=0a- p+pm. (2.5)

Tal hamiltoniano deve obedecer a relacdo (2.3), portanto, podemos dizer que:

p*+m? = (0 p+pm)?, (2.6)

considerando que & = (o, 00, 3), ¢ p = (p1, p2, p3), desenvolveremos o lado direito da equagéo

acima
(& p+Bm)(6-p+Bm) = o p? + (o0 + ajoy) pipj + (B + Boy)mp; + B>m?,  (2.7)

o qual iremos comparar com o lado esquerdo de (2.6) para obtermos as condicdes:

((X,‘OC]‘ + ajocl-) = 25,‘j (2.8)
(0B +Bai) =0 (2.9)
o =p>=1. (2.10)

Para que as equagOes acima sejam satisfeitas, as quantidades ¢; e f ndao podem
ser simples nimeros, jd que ambos ndo comutam entre si. A unica possibilidade é que tais
quantidades sejam matrizes, que obedecerao as relacdes de anti-comutacao da dlgebra de Clifford

(Neto, 2017). Consequentemente, ¥ nao pode ser um escalar, mas também uma matriz, na forma

Wl(xvt)

WN(x7t)
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E necessério que o hamiltoniano escolhido na equacdo (2.5) seja hermitiano, pois a
hermiticidade? de um operador determina se os seus autovalores de energia sio reais e se seus
autovetores constituem uma base completa e ortogonal. Para garantir a hermiticidade de H, o; e
B também deverdo ser Hermitianos (e, portanto, diagonalizdveis) com autovalores +1. Além
disso, podemos demonstrar que essas matrizes terdo traco nulo. Multiplicando a relacdo 2.9 por

B, teremos

B2o; = —Bou, (2.12)

onde podemos considerar que 3% = 1 e aplicar o traco em ambos os lados da equagdo (2.12),

chegando a

Tr oy :—Tr(ﬁaiﬁ)

=—Tr (i) =0. (2.13)

O mesmo procedimento pode ser feito para demonstrar que o trago de 8 é nulo. O
traco de uma matriz corresponde a soma de seus autovalores, que correspondem a diagonal
principal (para uma matriz diagonal). Isso nos permite concluir que as matrizes ; ¢ 3 devem ter
dimensao par. A menor dimensdo par, N = 2 ¢ excluida, porque existem apenas 3 matrizes que

anticomutam, as chamadas matrizes de Pauli, definidas como

0 1 0 —i 1 0
o] = , Op= , O3= . (2.14)
1 0 i 0 0 —1

A menor dimensao para qual a regra da anticomutacdo € satisfeita € N = 4. Entre as

representacOes possiveis para as matrizes o; e § adotaremos a seguinte, em fungio das matrizes

de Pauli

1 0 0 o
0 -1 o, 0

Utilizando essa representacdo, é conveniente usarmos a notacao covariante para
reescrever a equacao (2.4). A covariancia € uma propriedade fundamental dentro de teorias

relativisticas, pois ela assegura que equacdes sejam validas em qualquer sistema inercial. Para

isso, definiremos as matrizes Y, que se relacionam com as matrizes o e 3 pelas relagdes

Y=B e 7=B0, (2.16)

Um operador hermitiano A é hermitiano se satisfaz a relagio A” = A, onde o simbolo ¥ representa o adjunto da
matriz, ou seu transposto conjugado.

2
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isto é:
= , Y= : (2.17)
0 —1 —o0; 0
uma notacao nos permite escrever as equagdes 2.8, 2.9 e 2.10 através da expressdo tnica

My + vy = {y Y =2, (2.18)

onde N*Y é a métrica do espaco de Minkowski, definida pela matriz

1 0 0 0
0 -1 0 0

ntv = : (2.19)
0 0 —1 0
00 0 -1

Mais propriedades das matrizes Y podem ser encontradas em (Weinberg, 1995) e

(Messiah, 2014). A partir dessas defini¢des, a equagdo de Dirac assume a forma

(iY* 9y —m)y = 0. (2.20)

E interessante analisar como se comporta a densidade de corrente, afim de verificar se a inter-
pretacdo probabilistica dessa equacdo ndo recai em problemas semelhantes aos encontrados na

equagao de Klein-Gordon. Para isso, comecaremos por considerar que

Vi

1'%}
3

Yy

e definimos o adjunto de y, ¥ como

=y, v =y7. (2.22)
Tomando o conjugado Hermitiano da equagdo (2.4), temos

— "yt —my’ =0, (2.23)
na qual as matrizes ¥ possuem como propriedade: ¥, = Py, Logo

i P 9wt —my’ =0, (2.24)
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Multiplicar a equagdo acima por y° pela direita e relembrar a defini¢io de W, resulta em

— "Iy —my =0, (2.25)

ou seja, a equacao de Dirac adjunta. Agora multiplicaremos essa equacao por Y pela direita, o

que resulta em

—idy Pyt —myy = 0. (2.26)

Se multiplicarmos a equagdo (2.4) por ¥ pela esquerda, teremos
Wyt oy y — ymy = 0. (2.27)
Subtraindo (2.27) de (2.26), temos
Pyt oy + it yyty =ik (gyy). (2.28)
Definimos entdo a densidade de corrente J* como
JH =gy =(PJ), (2.29)
onde P ¢ a densidade de probabilidade, dada pela coordenada temporal de J*. Perceba que
I =9y =yly >0, (2.30)

portanto, a densidade de probabilidade € positivamente definida, e por isso, € possivel fazer uma

interpretacdo probabilistica semelhante a feita para a equacao de Schrodinger.
2.1.1 Solucado da equagdo de Dirac

Apesar do éxito de uma densidade de probabilidade positiva, ainda havia um con-
ceito problematico a ser interpretado pela equacdo de Dirac: as solugdes de energia negativas.
Conforme vimos, para obedecer a relacdo relativistica (2.3), a equagdo de Dirac deve permitir que
energias negativas existam. Em vez de descartar essas solugdes, Dirac forneceu um significado

fisico para elas, como veremos adiante. Comecaremos escrevendo a equacao na forma

d
ia—‘f —(a-p+Bm)y. 2.31)
Partiremos do seguinte ansatz para a solu¢ao da fung¢ao de onda plana

w(x,1) = u(p,s)e EPY), (2.32)



20

onde u(p,s) € um spinor de quatro componentes associado a0 momento p e a diregéo do spin s,

definido como

u(p,s) = : (2.33)

Na equacdo acima, @ e x sdo spinores de Pauli de 2 componentes, dependentes de

(P,s). Colocando o ansatz de 2.32 em 2.31, temos
[&- P+ Bm]u(p,s) =Eu(p,s), (2.34)
e substituindo u(p,s) de (2.33) na equagdo acima, chegamos na expressdo

E—m) —&-p
(E=m) —a-p) (0] _, (2.35)
—a-p (E+m) X

A multiplicacdo dessas matrizes vai nos retornar o seguinte sistema de equagdes:

(E—m)¢—(a-p)x =0,

(2.36)
(E+m)x —(a-p)¢ =0.
Sabendo que E = /p? +m? = £E),, vamos analisar a solugio positiva (E = +E,),
isolando y da segunda equacio em (2.36),
(@ - p)
= —70. 2.37
X E, +m¢ (2.37)
Isso nos leva ao spinor de energia positiva u (p,s), definido como
o o(s)
uy(p,s) =v(p,s)=N (a'ﬁ)gb( )| (2.38)
—0(s
E,+m

onde N € uma constante de normalizacdo que serd determinada posteriormente. De modo

semelhante, isolamos ¢ da primeira equacao em 2.36,

(a-p)
E,+m

o=- X (2.39)

para encontrar o spinor de energia negativa u_(p,s):

u_(p,s)=w(—p,s)=N| Eptm . (2.40)
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Para determinar os spinores ¢ e ), podemos definir uma dire¢do para o spin (up ou
down) em seu referencial de repouso. Se escolheremos quantizar o spin no eixo z e colocarmos

a condic@o de que v(p = 0,s) e w(p = 0,s) sejam autovetores do operador de spin S, definido

como
~ h
S=-6 2.41
56, (2.41)
1 .
com autovalores s = j:E. Teremos entao
1
S = 0,5) = 5v( = 0,5) = 50:0(s) = 59.s), (242)
! : ! 0 2.43
1
Sw(p=0,5)=sw(p=0,5s) = 50X (s) =sx(s), (2.44)
! = ! 1— 0 2.45
x+§—0,x(—§)—l~ (2.45)

E necessario determinar o valor do fator N. Para isso, assumiremos a condi¢ao de

normalizacio: ¢ (s')¢(s) = 8. Isso resulta em

E
N =22t (2.46)
2m

Finalmente, as fun¢des de onda 2.32 sdo normalizadas num volume V de acordo com a relacao

/ v D w(x,)d®x =1, (2.47)
\%

e agora podemos escrever as solugdes finais da equagdo (2.31):

— Solugdo de energia positiva

WI(:;)(XJ) = <

EP
BN =T ORLC 2:43)
V(p,S) - m ((7 p) )
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— Solucdo de energia negativa

W,(,;)(x,r) = (L) ﬂw<_ﬁ7S)e_i(Epl—ﬁ-f)7

v)VE,
(6-P) 2.49
RGN Pend .
’ 2m
0(s)

Conforme veremos na se¢do seguinte, a solucio de energia positiva estd associada a

particula e a energia negativa, por sua vez, a uma antiparticula.
2.1.2 Interpretacdo das solucdes para a particula livre

Uma explicacdo para os estados andmalos de energia negativas previstas por sua
equagdo foi formulada por Dirac em 1930. Partindo do principio da exclusdo de Pauli (que
postula que dois elétrons num dtomo ndo podem compartilhar o mesmo estado de energia), Dirac
teorizou que o que entendemos por vacuo seria equivalente a uma configuracdo na qual todos os
estados de energia negativa estao preenchidos e os de energia positiva estdo vazios (Gaumé et al.,
2005). Se quisessemos introduzir um elétron nessa configuragdo, ele deveria obrigatoriamente
ocupar um estado positivo, e ainda que essa particula perdesse energia pela emissao de fotons,
ela ndo poderia assumir uma energia abaixo de zero. O vécuo seria portanto, um mar de energia
negativas, que foi nomeado de mar de Dirac.

Posteriormente, Dirac supds uma situagdo onde todos os estados de energia negativa
estdo ocupados, exceto um (Dirac, 1930). Isso criaria um buraco no mar, que iria interagir
com campos elétricos como se fosse uma particula positiva, conforme a Figura 1. Inicialmente,
pensou-se que essa particula era um préton. J.R. Oppenheimer apontou que esse buraco € um
elétron iriam aniquilar-se mutuamente liberando energia na forma de fétons, de modo que nao
haveria 4tomos estdveis caso os buracos fossem prétons (Dirac, 1931). Hermann Weyl também
notou que o buraco teria a mesma massa do elétron, enquanto um préton € cerca de 2000 vezes
mais pesado (Obertelli er al., 2021). E nesse contexto que temos o surgimento da ideia de
antimatéria. Dirac, apesar de inicialmente relutante, concluiu que o buraco seria na realidade
uma particula exatamente como o elétron, porém de carga positiva.

Essa nova particula, a primeira anti-particula foi encontrada experimentalmente em
1932, confirmando a previsdo de Dirac (Anderson, 1933). Apesar da genialidade da teoria do

mar de Dirac, essa ideia ndo foi a palavra final na solucdo do problema da energia negativa. Esse



23

Figura 1 — Representacdo do mar de Dirac - Considerando que elétrons relativisticos poderiam
emitir energia na forma de fétons continuamente e alcancar niveis de energia cada vez
mais baixos, Dirac propds que existe, abaixo do nivel zero de energia, um "mar" de
elétrons ocupando todos os estados negativos. Assim, a exclusdo de Pauli garante que
nenhum estado negativo adicional possa ser ocupado por elétrons de energia positiva.
Se existir um estado negativo nao ocupado no mar, esse buraco se comportaria como

um elétron de carga positiva, ou um positron.
A Energia

Particula

Foéton

Fonte: (Gaumé et al., 2005, Adaptada)

modelo ndo leva em consideragdo particulas como os bésons, que ndo obedecem ao principio
de exclusdo de Pauli e poderiam, portanto, ocupar estados de energia ja preenchidos. Com o
desenvolvimento da Teoria Quantica de Campos a partir de 1930, foi possivel reformular o
entendimento dos resultados da equagdo de Dirac, e passou-se a compreender que a antimatéria
€ constituida de particulas reais em vez de buracos e o vicuo como um estado no qual nenhuma

particula existe, em vez de um mar infinito de particulas.

2.2 Limite nao-relativistico da equacao de Dirac

Analisar o limite ndo-relativistico (NR) de uma teoria nos permite verificar se a
mesma € consistente com as previsdes para situacdes nas quais as velocidades envolvidas sdao
baixas, o que é fundamental para garantir que a teoria seja aplicidvel em um amplo espectro
de sistemas fisicos. Considerando que a maioria dos objetos do nosso cotidiano se move

em velocidades muito inferiores a da luz, o limite NR auxilia na simplificacdo de célculos,



24

na compreensdo e na aplicacdo de resultados de equagdes cldssicas e quanticas em diversos
contextos (Manfredi, 2013),(Kutzelnigg, 1989).

Portanto, estudaremos o comportamento de equagdes relativisticas no contexto
de baixas velocidades (v < ¢), ou seja, quando efeitos relativisticos tornam-se despreziveis.

Comecaremos escrevendo a equacdo de Dirac na presenga de potenciais eletromagnéticos

d L (. e )
ZEW—[ca-(p—zA)—l—er—i—ﬁmoc v, (2.50)

onde A € o quadrivetor potencial eletromagnético, definido como
A* ={Ap(x),A(x)}. (2.51)
Para manter a invariancia de gauge da teoria, consideraremos o acoplamento minimo
[y SA“ = T+, (2.52)
onde IT* ¢ o momento cinético e M é 0o momento candnico 3. Escrevendo o spinor y na forma

Vi

Y= ; (2.53)
V2
a relacdo 2.50 se torna
P 0 &-1I T 0
2V = . +eAog+my i (2.54)
ot \ y, - 0 0 I v

Se considerarmos que o spinor em 2.53 pode ser separado na forma

Vi) _ () eimr (2.55)
Y2 X
a equagao 2.54 se torna
d G-I 0
ia— ¢ =1_ . x + eAg ¢ —2my . (2.56)
\x ¢-II ¢ X X

A equagdo 2.56 por sua vez, se torna um sistema de equagdes para ¢ e ¥. Analisando a segunda

1—=

ot

equacdo do sistema, em Y, e considerando que <L |moy| e |eAox| < |mox| (ou seja, que a

3 O momento canénico, definido como p; = —— & utilizado na formulagdo hamiltoniana da mecénica para

dgi

sistemas com coordenadas generalizadas.
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energia cinética e potencial sdo muito pequenas comparadas a energia de repouso), podemos
isolar uma equagao para ¥,
=1y (2.57)
2my
A relacdo acima indica que ) representa as componentes menores do spinor Y.
Consequentemente, a componente significativa estd na variavel ¢, e portanto, as componentes

de energia positiva sdo mantidas enquanto as componentes de energia negativa sao desprezadas.

Tendo em vista isso, obtemos a seguinte equagdo para ¢

20 _ (515 0)

— = Ap. 2.58
Yot 2my ¢ +edod 2.58)
Reorganizando a relagdo acima, teremos
d (G- [ )2
—¢ = |————+¢cA 2.59
T 2my Tedol 9, (2.59)

expressdo que corresponde a equacdo de Pauli, uma relacdo obtida a partir da equacdo de
Schrodinger que leva em considerag@o particulas de spin 1/2 com baixas velocidades (v < ¢) na
presenca de um campo eletromagnético. Contudo, podemos analisar o limite ndo-relativistico de
outra forma, a partir da representacdo conhecida como Foldy-Wouthuysen. Tal representacdo
nos permite descrever uma funcio de onda em termos de duas componentes, generalizando
essa propriedade para particulas sujeitas a altas velocidades (Greiner et al., 2000). Buscaremos
entdo uma transformacao unitaria ¢ que mudard a representacdo de Dirac para a representagcdo
que queremos encontrar, através de uma modificagdo no operador hamiltoniano. Para isso,

comegaremos por considerar
9 =0y =Sy, (2.60)

onde S € um operador Hermitiano que iremos determinar. Podemos perceber que a transformacao
é unitaria 4, isto é: (UTU = e "¢’ = 1). A partir da equacio de Dirac, podemos definir que o

hamiltoniano na nova representagdo Hy obedece a expressao

A ¢
Hy¢p =i— 2.61
09 =150 (2.61)
e portanto,
I o dS N ZA VAN N s ¢
iSy,, . _ iS . 1S _ is . is
Hye®y = —e l//—at +ie o e"Hy _8te V. (2.62)

4 Em Mecénica Quéntica, essas matrizes representam operadores unitirios que descrevem evolugdes temporais
em sistemas preservando a norma dos vetores de estado, ou seja, a sua probabilidade total.
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Multiplicando a expressao do lado direito da equagdo acima por e~ , obtemos ﬂ¢
na forma
Hy=e"He ™ — = (2.63)

Consideraremos que o operador S gera uma transformacio independente do tempo, ou seja,

8§/8t = 0. Assumindo o ansatz para S,

S:(_)ﬁ(x w(p), (2.64)
2m my

no qual a func¢do @(p/myg) serd determinada posteriormente. Percebe-se que por tal defini¢do o

operador S é de fato Hermitiano. Retornando a equagdo 2.63, temos

A A

Hy = S(&-p+Pmo)e ™ = SBeSB(a- p+m), (2.65)

e sabendo que S comuta com fp - &, podemos usar a relagdo

B(Ba-p)"=(-1)"(Ba-p)"B, (2.66)
para escrever
—lS ! ﬁ&p)n n__ iS¢
ﬁZ <2m0> 0" =S, (2.67)

Na equacio acima, e~ foi expandido numa série de poténcias, e a expressio 2.65

se torna

Ay = e*S(6- p+ Bmy). (2.68)
De modo semelhante, expandiremos e2i8
Ba Ba ? 0?2 Ba } 0
A1 4 PPy L R L I (2.69)
my mo 2! mo 3!
observando que ( 3& . p)2 = —p?. Na equacio acima, pode-se reconhecer também as expansoes

em série de sin (p@/myg) e cos (pw/my), 0 que nos permite escrever

Hy = {cos (Zﬁ) +l§ﬂsin (ﬁ)} [0 p+ Bmg), (2.70)

. A 0] ) &-p o o
Hy = B {mocos (p ) + psin (p_) + =P {pcos <p_) — mpsin (p—ﬂ .
mo 0 4 0 mo
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Agora escolheremos um valor para @ de modo a eliminarmos o termo com &, ja que
este termo conecta as componentes maiores € menores do spinor, logo,
mo
W = — arctan (£> , 2.71)
p mo

e o termo restante do hamiltoniano €

ﬂ¢ = B [mo cos <arctan <£)) + psin <arctan <£>)] . 2.72)
my mo

A expressao acima pode ser simplificada para
Ay = Br/p? +m = BE,, (2.73)

onde o hamiltoniano encontrado corresponde a energia da particula no limite nao-relativistico.
Utilizaremos novamente a transformacdo FW para encontrar um hamiltoniano na representagao

de Majorana no Capitulo 5.

2.3 Simetrias na equacio de Dirac

No contexto da fisica de altas energias, falamos de simetria quando uma determinada
propriedade ou caracteristica de um sistema se mantém inalterada sob efeito de uma determinada
transformac@o. A importancia desse conceito reside no fato de que as simetrias garantem a
coesdo de teorias e orientam verificacdes experimentais, além de explicarem alguns fendmenos
fisicos (Neto, 2017). Tendo isso em mente, analisaremos o comportamento da equagdo de Dirac
em relac@o a 3 simetrias discretas, denominadas simetrias Carga, Paridade e Tempo (CPT) e em
seguida a simetria continua de Lorentz.

Como consequéncia da introdu¢do do conceito de antimatéria por Dirac surge a
simetria de conjugacdo de carga, na qual temos uma transformac@o que promove a troca de
particula por sua respectiva anti-particula (Al-Hashimi et al., 2017). Tendo isso em vista,

partiremos da equacgdo de Dirac na presenca de potenciais eletromagnéticos

(7" (idy — eAy) —m] y =0, (2.74)

para a qual tomaremos o seu complexo conjugado

[—i(V*") O — e(¥*")Ap —m]y™ = 0. (2.75)
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Podemos realizar uma operacdo de conjugagdo através de uma matriz unitaria C, que satisfaz a

relacdo
C(y")'ct = -y~ (2.76)
Aplicando a matriz acima na relagcdo 2.75, teremos
C (") (—idy —eAy) —m] C~'Cy* =0, (2.77)
ou seja,
Y (idy +eAy —m)Cy* =0. (2.78)

Observe que Cy* satisfaz a equacdo de Dirac para o pésitron (isto é, quando trocamos
a carga e por —e). Observando as propriedades das matrizes Y, temos que apenas 7 tem

componentes imaginarias, de modo que 7** = —¥?. Se definirmos
C=iy=C"", (2.79)

entdo o operador C satisfaz a equacdo 2.76 e transforma o spinor de uma particula no spinor de

sua antiparticula. Portanto, a fun¢do de onda conjugada é

Ve =Cy =iyy" (2.80)

Analisaremos agora a transformacao de paridade, na qual inverte-se o sinal de uma
coordenada espacial, ou seja: P(x,y,z) — P(—x,—y,—z). Aplicando essa transformagio na

equagdo de Dirac, alterariamos a posi¢do 7 o momento p de modo que

PPl =7 (2.81)

PpP'=—p (2.82)

Como consequéncia, o0 Hamiltoniano H seria modificado. Para evitar essa alteragdo e preservar a

simetria, adicionaremos um operador unitario U, de modo que
P=U,P, ¢ PAP=H. (2.83)
Se considerarmos o hamiltoniano de Dirac na forma

H=0- p+pm+V(r), (2.84)
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as seguintes condi¢des devem ser satisfeitas:

Up(@)U, ' =—a&, e Uy(B)U," =B. (2.85)

Disso concluimos que operador U, deve anticomutar com ¢t e comutar com f3. Nesse
caso, podemos escolher U, = B, de modo que as condigdes sdo satisfeitas. Portanto, definimos o

operador paridade como
P=pP, (2.86)
e sua acao sobre um spinor obedece a

Py(7) = By(-7). (2.87)

Por fim, temos a simetria temporal, que é analisada a partir da transformacao:

Ty (7,t) = y(# —t). O operador temporal T tem a forma

A

T =UK, (2.88)

onde K € um operador que atua conjugando coeficientes. Escrevendo a equagdo de Dirac de

forma mais conveniente,

iy (7,1) = (—i’F-V + ¥ m)w(7.1), (2.89)
e aplicando a transformacgao temporal no lado esquerdo de 2.89, temos

T(i0) T ' Ty(#,t) = UR(id,) KU, U Ry (7,1)
- ia_,Utl}l*(?,l‘),

onde o termo U, y*(¥,t) deve obedecer a equagdo de Dirac revertida no tempo. Aplicaremos

agora a transformacgdo temporal no lado direito da expressdo 2.89, o que nos leva as condi¢des:

T’NT~"' =iv'’y (2.91)
TYPT1 =9 (2.92)

Podemos escrever a equagdo 2.92 como

P = KU YUK, (2.93)
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e ao multiplicarmos a expressdo acima por K pela esquerda, teremos

Ie'}/o - Ut_l'}/OUl‘Ie

| (2.94)
(YO)* = Uz_ YOUI7
s€ 0 mesmo processo para a equagdo 2.91, chegamos a
- ="M (2.95)

Na representacao escolhida, temos as seguintes condi¢des para as matrizes Y:

(") =7 =U"YU; (2.96)
—(V) =7 =U"YUs (2.97)
—(7)
—=(r)

M =y =Uu YU (2.98)

P =7 =U 1P, (2.99)

As equacdes acima nos mostram que U; comuta com 9” e 7 e anticomuta com ! e

y3. A escolha que satisfaz essas condigoes é
U =79, (2.100)

e finalmente, temos que a operagao

A

Ty(7,t) =7y PRy(F1) =y Yy (F.1), (2.101)

satisfaz a equagio de Dirac. E importante salientar que além das simetrias discretas, que envolvem
transformacodes que podem ser aplicadas apenas em etapas bem definidas (com um conjunto
finito de parametros discretos), temos também as simetrias continuas, que estdo relacionadas a
transformagdes que podem ser aplicadas continuamente, com um nimero infinito de parametros.
Uma forma mais simples de visualizar a diferenca entre os dois tipos seria imaginar as simetrias
discretas como a invariancia perante a troca de um estado por outro, enquanto simetrias continuas
envolveriam o conceito de movimento.

As simetrias continuas associam-se ao teorema de Noether, resultado fundamental
em teoria quantica de campos. Em resumo, o teorema anuncia que um sistema fisico que
apresenta uma certa simetria continua tem necessariamente uma quantidade fisica vinculada a
ele que se conserva (Gross, 1999). Se tomarmos como exemplo a simetria de transformacao
global de fase obedecida pela equacao de Dirac, esta implica na conservagdo da corrente de

probabilidade J*.
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Outros exemplos de simetrias continuas incluem as simetrias de translacdo e rotacao
espaciais, de Lorentz e de calibre. Para a constru¢ao de uma teoria relativistica, a simetria de
Lorentz tem destaque especial, pois seu uso permite que leis fisicas se mantenham invariantes
quando mudamos de um referencial para outro no espaco de Minkowski. Para isso, usaremos as
chamadas transformacoes de Lorentz (TL). Consideraremos que tais transformacdes seguem a

forma
i
=P = Al (2.102)
com a métrica

A (8uv) Ay = gmn, (2.103)

na qual A5 é uma matriz de elementos reais. Se aplicarmos essa transformagio na equacio de

Dirac

(iY"9y —m)w(x) =0, (2.104)

. A . . o
para que tenhamos uma invariincia sob as TL, o spinor transformado y (x ) deve obedecer a

(i, —m)y (x') = 0. (2.105)

Agora buscaremos encontrar uma relacdo entre o spinores antes e depois da transfor-

macao, que é obtida a partir de uma representagio S,,(A) para as TL dada por

! !

W, (x ) = Sap(A) wp(x), (2.106)

onde os indices a,b = 1,2,3 dizem respeito as componentes do spinor. Se multiplicarmos 2.104

por um § pela esquerda obteremos
(iSY*S™ 1) du[Sy (x)] — mSy(x) = 0. (2.107)

Aplicando 2.106 na relagdo acima, teremos

!

(SS9, —m)y (x) =0, (2.108)

onde usamos S9,S~! = (9‘;. Da relagdo 2.102 podemos escrever dy, = A} 8‘/, e consequentemente,

8\/, =A} dy. Para recuperarmos o resultado 2.105 devemos ter

S(A)P*STHA) =AM (2.109)
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Podemos ainda multiplicar a equagdo acima por S~! pela esquerda, por S pela direita

e por A,l‘,/t pela esquerda novamente, temos
STHAS(A) = AVYY, (2.110)

expressao que nos permite concluir que y* se transforma como um vetor de Lorentz, além de
possibilitar uma condi¢do para a constru¢do da matriz S que representa as TL. Iremos encontrar

a forma desta matriz, partindo das transformacdes infinitesimais de Lorentz’
A =38 + &b, (2.111)
na qual €,y = €&y € infinitesimal. Em primeira ordem, S tem a forma
S(A)=1- és“vcuv, (2.112)
onde

i i
G,uvzE(VAVV—YVVM):E[VH>VV]~ (2.113)

Tal resultado é demonstrado com mais detalhes em (Neto, 2010). Assim, encontra-
mos a representacdo S(A) que torna a equagdo de Dirac invariante sob as TL. As simetrias das
transformacoes de Lorentz associam-se, pelo teorema de Noether, a conservacao da energia e
do momento de um sistema. A simetria de calibre ou de gauge, por sua vez, estd relacionada a
propriedade de uma teoria de gauge © na qual as leis da fisica permanecem inalteradas quando os
campos de gauge sao transformados localmente por um grupo de simetria. As teorias de calibre
descrevem a natureza quantica do eletromagnetismo, e das forcas fraca e forte, unificando-as na
teoria do modelo padrao (O’Raifeartaigh et al., 2000).

O primeiro exemplo de simetria de calibre descoberto foi o eletromagnetismo cldssico
(Perkins, 2000), o que nos diz que as leis fisicas que regem eletricidade e magnetismo (as
equacdes de Maxwell) sdo invariantes sob transformacdes de calibre. Nesse sentido, a descri¢dao
de férmions na presenca de um campo eletromagnético requer que a equacao de Dirac seja

compativel com a invariincia de calibre da teoria eletromagnética.

> Tal transformacdo descreve a mudanca nas coordenadas espaco-temporais de eventos e as componentes de

vetores e tensores entre dois sistemas de referéncia que estdo em movimento relativo em uma vizinhanga muito
préxima do ponto de interesse.

Em teorias de campos, uma mudancga na configuracdo de um campo para outra é chamada de transformacao de
gauge. Caso essa mudanga ndo afete quantidades mensurdveis, temos uma invariancia de gauge. A invariancia
sob uma transformacio de campo constitui uma simetria, chamada de simetria de gauge ou de calibre.
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Para verificar essa compatibilidade, partimos da equacdo

730 +igAu (2] (x) — my (x) = 0, (2.114)

e consideraremos que todos os potenciais vetores A, que diferem entre si por uma transformagao

. ~ . o
de calibre sdo equivalentes e portanto, podemos escrever para um novo potencial A,
Ay (x) = Ap(x) + Jux (x), (2.115)

onde y (x) é uma funcdo real suave arbitrria que se anula rapidamente quando x tende ao infinito.

Reescrevendo a equacao de Dirac 2.114 para esse novo potencial, teremos
YO +igA L ()] (x) —my (x) = 0, (2.116)
Onde ¥/ (x) é o spinor que representa a solu¢do dessa nova equagio, definido como
v (x) = e Xy (x). (2.117)

Substituir a definicdo do spinor transformado acima em 2.116 retorna a equacao

1Y [0 + igAy, (x)]y (x) — my(x) = 0. (2.118)

A expressdo acima € equivalente a equagdo 2.114, e portanto, podemos dizer que a equagdo de
Dirac € de fato invariante de gauge. Continuaremos a discutir a relevancia de simetrias fisicas no

capitulo seguinte, estendendo esses conceitos para a equacido de Majorana.
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3 A REPRESENTA(;AO DE MAJORANA

Ap6s a publicagdo e o €xito dos trabalhos de Dirac, muitos fisicos dedicaram-se ao
estudo do comportamento das particulas no contexto de sua equagdo, explorando possiveis repre-
sentacdes distintas. Dentre estes, o italiano Ettore Majorana, que considerou uma modificacao
na equacao de Dirac que conduziria a solu¢des puramente reais. Tal ideia nos levou a hipdtese
de uma particula equivalente a sua propria anti-particula, nomeada de férmion de Majorana
(Majorana, 1937).

Figura 2 — Ettore Majorana (1906 - ca. 1938): Reconhecido como um prodigio por seu mentor
Enrico Fermi, Majorana foi autor de trabalhos promissores em sua breve e signficativa
carreira cientifica. Antes de desaparecer misteriosamente em 1938, ele publicou

seu ultimo artigo, "Teoria simmetrica del’eletrone e del positrone", no qual foram
introduzidas as particulas de Majorana (Wilczek, 2009).

Fonte: (Gandolfi, 2023)

Para entender como Majorana formulou sua hipétese, partiremos da formulagao

covariante da equacao de Dirac,

(iy" 9y —m)y =0 3.1)

Na qual, conforme vimos no capitulo anterior, o spinor ¥ € complexo. Ao considerar principios
de simetria nas equagdes relativisticas, Majorana percebeu que, alterando a representacio, seria
possivel encontrar um spinor puramente real, isto é, um spinor que obedeceria a relacdo y* = y.
Para isso, um novo conjunto foi escolhido para as matrizes y*, preservando a relagio da dlgebra

de Clifford,

{r,r"y=2n"". (3.2)
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Semelhante a representacao de Dirac, as matrizes foram escritas em termos das matrizes de Pauli,
porém, tornaram-se puramente imaginarias. Na nova representacdo, podemos ter a seguinte

escolha:

0 ic? 0 0 -—o? —ic® 0
/}/0 = b }/1 = ) ’yz = b /}/3 =

2 0 0 io? —-c2 0 0 -—io?
3.3)

A equagdo de Majorana é, portanto, escrita nessa base, com Yy, correspondendo ao spinor de

Majorana,

(iY" 9 —m)yy = 0. (3.4)

Outra forma de descrever a equacao de Majorana independente da base ¢ utilizando a conjugacgao
de carga. Conforme visto no capitulo anterior, podemos definir uma operagdo de conjugacgdo tal
que: y¢ = Cy que também satisfaz a equacao de Dirac (porém, a particula descrita tem carga

oposta). Para isso, temos as condi¢des a seguir:

() =7 e (N)'=-7 (3.5)

Relembrando a condi¢do de que o spinor seja real, concluimos que
ve=y. (3.6)
E como consequéncia da relagdo acima, temos um spinor que descreve particulas equivalentes a

suas antiparticulas e de carga elétrica neutra.

3.1 A equacdo de Majorana em (1+1) dimensoes

Ao longo deste trabalho, optamos por analisar as propriedades das particulas de
majorana no contexto de duas dimensdes, sendo uma espacial e a outra temporal. Faremos nessa
secdo uma breve descri¢do das simetrias na representacao de majorana. Partiremos da equacao

de Dirac em (1+1) dimensdes,

0y (x,1) = (—iY"y' o+ V'm)w(x,1), (3.7)

onde as matrizes Y escolhidas sdo

Y = , 7= : (3.8)
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A métrica satisfeita é g,y = diag(+, —). Definimos também as matrizes imagindrias para a base

de Majorana,

7= , 7= |- (3.9)
As bases de Dirac e Majorana relacionam-se entre si através da transformagao unitdria
=00, (3.10)

U=— : 3.11
NAVEE @G.11)

Os spinores em cada representagdo possuem componentes Y, Y, e obedecem a relacdo
y(x,t) =UW(x,1). (3.12)
Aplicando ¥* = ¥ na equagdo acima,

v(x,1) =00 y(x, 1), (3.13)

v (x,1) 1 (1 —i 1 i vy (x,1)

== . (3.14)
wr)) 2\ —1) \=i -1) \yx0)
Efetuando o produto entre as matrizes da relacdo 3.14, iremos obter
v (x,0) =iy; (x,1),  ya(x,t) =iyy(x,1). (3.15)

Aqui introduziremos o spinor W(x,t) = yi(x,t) que nos permite escrever a relagio 3.7 como

W(x,t W(x,t
io; (5,1) = (—iy’y' 9+ 7°m) (1) , (3.16)
P (x,1) P (x,1)
e obter a expressao
i0,F(x,t) = V" (x,1) + m¥(x,1), (3.17)

que corresponde a equacao de Majorana de uma componente. Pode-se perceber que, partindo
da equacdo de Dirac e impondo a condi¢do de um spinor real, chegamos em uma equacdo
que envolve tanto ¥ como W*. Enquanto o spinor de Dirac tem dois graus de liberdade (um
correspondente a descri¢ao da particula e o outro da antiparticula), o spinor de Majorana tem

apenas metade, ja que ndo ha distin¢do entre particula e antiparticula.
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3.1.1 Simetrias discretas na equagcdo de Majorana (1+1)

Analisaremos agora como se aplicam as simetrias de paridade, tempo e carga para
férmions de Majorana em uma dimensao espacial. Comecando pela paridade, essa transformacio

em um férmion de Dirac tem a forma:
Py(x,t) = Py(—x,1), (3.18)

Pyi(x,1) = yi(—x,1), Py =—yp(—x,1). (3.19)
Perceba que a equagdo 3.19 € incompativel com a condic¢io do spinor de Majorana encontrada

na relacdo 3.15. Todavia, podemos combinar a paridade com uma multiplicacdo por um fator de

fase i, teremos uma transformacgdo de paridade

PW(-x?t) = il[/(—x,t), (320)
que ao ser aplicada em 3.17, nos retorna
i0,[P¥(x,1)] = =¥ (—x,t) = O [i¥(—x,1)]" + im¥(—x,1)
(3.21)
= 0 PY* (x,1) + mP¥(x,t),
expressao que nos mostra a invariancia na equagao de majorana sob a transformacgdo P. Do
mesmo modo, podemos definir uma transformacao de reversao temporal
T (x,t) =¥(x,—1)%, (3.22)
que aplicaremos em 3.17,
i0,T¥(x,t) =id,¥(x,—1)" = —id_¥(x,—1)",
= o ¥(x,—t) + m¥(x,—1)", (3.23)
= o TY(x,t)" + mTy(x,t),
e novamente, a equacdo de Majorana se mantém invariante sob essa transformacao. Por fim,

consideraremos a conjugacao de carga, cuja transformacgdo para um férmion de Dirac tem a

forma
0 i
CI//(xJ) = l}/(x,l‘)*, (3.24)
i 0
0 que nos retorna duas equacoes:
CI//l(x,t) :illlz(x,t)*, Cl;/z(x,t):il//l(x,t)*. (3.25)

As relagdes acima correspondem a condi¢do de Majorana encontrada em 3.15, e, portanto, temos

uma invariancia ante a conjugacio de carga.
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3.1.2 A representagdo de Weyl

Podemos obter spinores de Majorana utilizando uma notag¢do alternativa das matrizes

gama desenvolvida por Hermann Weyl, na qual

0 I . 0 o
Y = . Y= . (3.26)
I o0 —-o' 0
Aplicando essa representacdo na equagao de Dirac (2.4), obtemos

—m idy—o0-
O V) 2, (3.27)
i0y+0-p —m YR
Na qual as 4 componentes do spinor de Dirac sdo separadas em pela sua quiralidade em
componentes esquerdas (Left) e direitas (Right)1 (Aguado, 2017). Se a condicdo y = \//C for

utilizada nesse spinor, teremos

0 io
Vi) _ i) (3.28)
VR —ic? 0 Vi
VL _ i62 Yr
VR 7
A equagdo 3.27 retorna o sistema de equagdes
(i0, — - p)yg —my =0, (3.29)
(id+0-p)yr —myg =0,
que pode ser desacoplado usando a segunda relagdo de 3.28:
(id; + 0 - p)y +imc?y} =0, (3.30)

(id, — 6 - p)yg — imc>yj; = 0.

Aqui podemos ver a semelhanca da estrutura das equagdes acima com a equagao encontrada em

(3.17). Definimos, portanto, dois spinores de majorana em termos das componentes quirais,

+ D0k
YL 107V,

ve=| | w= ®l. (3.31)
—io°y; VR

Iy e yg correspondem a férmions canhotos e destros de Weyl, respectivamente. A quiralidade esta associada a

assimetria entre a mao esquerda e direita que surge quando uma particula gira em torno de seu eixo, conforme
veremos na secao seguinte.
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O termo de massa nas equagdes 3.30 retine particulas e antiparticula de maneira que a conservagao
da carga ndo é obedecida, dada a igualdade entre ambas. A propriedade de carga das particulas de
Majorana estd associada a simetria de calibre discutida no capitulo anterior, em que a invariancia
da equacio de Dirac sob uma transformacao de calibre ¢ mostrada. Ao analisar as transformagdes
de Poincaré 2 para spinor de Dirac e de seu conjugado de carga, Majorana propde uma alteracio

na equagdo de Dirac 2.114 através da inclusdo do termo my y,(x):

iyH [0y + iqAyu (X)) y(x) — my(x) — mpye(x) =0, (3.32)

Na qual o spinor conjugado de carga € definido como

e (x) = iy (x). (3.33)

Se aplicarmos uma transformacao de calibre A;i na expressao acima, teremos

iV 0 + iqA ()] (x) —my'(x) — my ;. (x) =0, (3.34)

onde o spinor se transforma de acordo com

v (x) = e Wy (x), (3.35)

e seu conjugado de carga,

L (x) = ey, (x). (3.36)

Substituindo os spinores definidos acima em 3.34, os termos exponenciais nao sdo cancelados,
de modo que a equag@o ndo mantém a forma de 3.32 e consequentemente a invariancia de calibre
¢é perdida devido a inclusdo do termo adicional. O tnico modo de preservar essa invariancia
é tornar ¢ = 0, ou seja, € necessario tornar a carga elétrica da particula nula, o que resulta na

equagdo

(iy" Oy — m)y(x) —mpy,(x) = 0. (3.37)

Para além da carga, a mudanca proposta por Majorana tem implica¢des profundas
na estrutura da teoria. O principio de superposi¢cdo € quebrado parcialmente, ja que a equacdo

de Dirac original admite para y solucdes complexas e suas combinagdes lineares, enquanto a

2 As transformacdes de Poincaré constituem um conjunto de simetrias fundamentais que descrevem o compor-

tamento de leis fisicas em diferentes sistemas de referéncia inerciais. Elas combinam as transformacdes de
Lorentz, e as transformagdes de translagdo no espaco e no tempo.
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proposta por Majorana permite apenas solugdes reais (devido a presenca do spinor conjugado
Y.). Os termos de massa da equacdo acima podem ser combinados num termo tnico m e 0s
spinores Y, Y, podem ser escritos em termo de um spinor tnico, em um processo detalhado em
(Arodz, 2020). Ao fazer isso, iremos obter a equacdo de Majorana na forma equivalente a de

Dirac mostrada em 3.4.

3.2 Formalismo de operadores

E interessante tratar de relacdes relativisticas através do formalismo da segunda
quantiza¢do, uma abordagem da mecénica quantica que lida com sistemas de muitas particulas
interagentes. Em vez de tratarmos particulas individuais por meio de fun¢des de onda da primeira
quantizacdo, utilizaremos operadores que criam e destroem particulas em determinados estados
quanticos. Nesse sentido, definimos o operador de criagio de férmions a' e de aniquilacio a,

que obedecem as relacdes de anticomutagao:

{a,-,aj} = il +dla; = &, (3.38)

{ava;} = {al.a}} =0. (3.39)

Podemos entdo definir um operador responsével pela criagdo de férmions de Majorana 7y, que

por sua vez, obedece as relagdes ligadas a dlgebra de Clifford:

Y=v, =1 (3.40)

{7} =26 (3.41)

Os operadores a' e a podem ento ser escritos em termos do operador 7, na forma

. 1 1
a' = Fntin), a= - (3.42)

As relagdes acima nos dizem que, para a criagdo de um férmion tnico, € preciso haver uma super-
posicdo de dois operadores de Majorana que seguem a relacio de anticomutacio. A linguagem
de operadores da segunda quantizacao € o formalismo mais utilizado para definir Hamiltonianos
de particulas ou quasiparticulas em estruturas de semicondutores e supercondutores, conforme

veremos nha secao seguinte (Alicea, 2010).
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3.3 Aplicacoes e perspectivas dos férmions de Majorana

Os resultados de Majorana, publicados ha 85 anos, permaneceram inexplorados por
algumas décadas, até que a relevancia destes se fez presente em dreas diversas da fisica, com
aplicacdes tedricas e experimentais que discutiremos ao longo dessa se¢ao.

— Fisica de Neutrinos: Uma das primeiras possibilidades de utilizacdo desses férmions,
apresentada pelo proprio Majorana (Majorana, 1937), foi o estudo de neutrinos, uma
categoria de férmions que interagem apenas via interacao eletrofraca e gravitacional. No
fim da década de 1930, tais particulas eram ainda uma mera hipétese formulada por Pauli
para explicar o decaimento beta, e sua verificacdo experimental se deu apenas em 1956
(Cowan et al., 1956).

Dada a neutralidade de carga elétrica dos neutrinos, especulou-se que eles poderiam ser
particulas de Majorana, uma ideia que perdeu forca quando surgiram evidéncias experimen-
tais da distin¢do entre o neutrino e o antineutrino (Wilczek, 2009). Mais especificamente,
essa disting¢ao estd associada com a lei de conservacao do nimero leptdnico, principio de
conservagdo que assegura que o nimero de léptons®(n;) e antiléptons (n;) em uma reagdo
de particulas deve ser constante, ou seja: L = n; — n;. Naturalmente, se neutrinos diferem
de anti-neutrinos, eles ndo podem ser categorizados como férmions de Majorana.
Entre o fim da década de 1990 e comeco dos anos 2000, experimentos indicaram um
fendmeno interessante: neutrinos podem mudar de um tipo (ou de sabor) para outro a
medida que viajam no espaco (Bahcall ez al., 1998). Tal condicdo foi chamada de oscilacio
de neutrinos e ocorre quando, por exemplo, um neutrino do elétron emitido pelo Sol se
converte em um neutrino do muion ao chegar a Terra. Tal descoberta abriu espago para
questionar se a diferenca entre neutrinos e suas antiparticulas é, de fato, verdadeira.
Analisando o decaimento de mésons 7, 4 podem ser gerados neutrinos V, e antineutrinos
V. segundo as reacdes (Fazzini et al., 1958):

at —et+v,

(3.43)

T —e +V,.

Nesse caso, uma justificativa apontada para v, = V, estd na suposicao de que o neutrino

e seu antineutrino seriam distinguidos apenas por um estado de movimento, devido a

Léptons sdo uma classe de particulas subatdmicas a qual pertencem elétrons (e), neutrinos (v), mions (i) e
tdons (7)

Os pions ou mésons pi sdo sub-particulas associadas a interagdo nuclear forte, sendo compostas por quarks e
antiquarks. Elas dividem-se em trés tipos: .t en .
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propriedade fisica denominada quiralidade, explicada na Figura 3. Consequentemente,
poderiamos ter uma particula com duas possiveis quiralidades, porém equivalente a sua
antiparticula. Ainda nao sabemos que tipo de férmions os neutrinos sdo de fato, porém,
caso sejam férmions de Majorana, poderiamos explicar caracteristicas ainda obscuras dos
neutrinos, como o fato de sua massa ser muito pequena em comparacao a outras particulas.
Também teriamos como implicacdo a permissdo de processos que violam a conservagao

do numero leptonico, como o duplo decaimento beta. (Brofferio et al., 2019)

Figura 3 — A quiralidade se associa ao spin S (em vermelho) de uma particula. Se as particulas
giram em sentido indicado pela mao direita, diz-se que ela tem helicidade positiva ou
simplesmente destra, e se o giro ocorre de acordo com a mao esquerda, sua helicidade
€ negativa ou canhota. A quiralidade é determinada observando se a particula se
transforma numa representacdo de mao esquerda ou de mao direita.

Particula destra Particula canhota

L

Fonte: da Motta (2020, Adaptada).

— Supersimetria: Para além dos neutrinos, uma outra aplicabilidade pode ser discutida no
contexto de altas energias. A supersimetria € uma teoria fisica que estende o modelo padrao
de particulas ao propor a existéncia de uma simetria entre particulas de spin inteiro e de
spin semi-inteiro. Sua formulagdo tem o intuito de esclarecer certas limitagdes do modelo
padrdo, como o problema da hierarquia entre as for¢as e a instabilidade da massa do béson
de Higgs, além de ser uma proposta de unificagdo das quatro interagdes fundamentais
(Martin, 2010).

Se a supersimetria for valida, entdo terifamos para cada béson um férmion correspondente,
também chamado de superparceiro, e vice-versa. Como exemplo, um elétron dentro desta
teoria teria um superparceiro, um béson denominado seléctron. Nesse cendrio, podemos ter
uma simetria perfeita quando as particulas tem as mesmas propriedades (massa e nimeros
quanticos), excetuando o spin, ou pode haver uma quebra na simetria que permite que as

particulas parceiras possuam massas distintas.
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Quando consideramos o f6ton, béson mediador da forca eletromagnética com carga e
massa nula, seu parceiro supersimétrico, denominado fotino, deve ser equivalente a sua
propria anti-particula para espelhar as propriedades do béson. Pelas mesmas razdes, outras
particulas hipotéticas, dentro da supersimetria (como o neutralino, gauginos neutros e
higgsinos) poderiam ser classificadas como férmions de Majorana (Feng, 2010). Tais
particulas, em especial o neutralino, mostram relevancia especial na cosmologia, ja que
estas sdo possiveis candidatas a constituirem a matéria escura do universo.

Matéria Condensada A hipdtese de Majorana ganhou relevancia nas ultimas décadas
em uma area totalmente distinta de sua origem: a fisica do estado sélido. Divergindo da
abordagem em altas energias, em sistemas do estado s6lido os férmions de Majorana nio
seriam particulas fundamentais propriamente ditas, e sim o que denominamos de quasipar-
ticula, conceito que trata das interagdes coletivas entre particulas que se comportam como
entidades independentes, simplificando a descri¢do de fendmenos em materiais complexos
(Zhang et al., 2018).

Em semicondutores, quando os elétrons do material recebem energia e deixam a banda
de valéncia para a banda de conducao, temos o surgimento de um buraco positivamente
carregado que forma um estado ligado com este elétron por meio da for¢a de Coulomb
(Scholes et al., 2006). Tal configuracdo caracteriza a quasiparticula nomeada exciton,
esquematizada na Figura 4. O par elétron-buraco seria nesse caso um andlogo a intera-
¢do matéria-antimatéria, o que nos permitiria explorar a possibilidade de quasiparticulas
comportarem-se como férmions de Majorana. Apesar dos excitons terem carga elétrica
total nula e serem constituidos por particulas fermionicas, eles podem assumir configura-
coes de energia que violam o principio da exclusdo de Pauli, o qual férmions por definicao
obedecem. Desse modo, essas quasiparticulas estdo associadas a bosons e ndo poderiam
ser excitacdes de Majorana propriamente ditas (Wilczek, 2009). Todavia, o acoplamento
elétron-buraco configura o que chamaremos de ligacdo tipo exciton, conceito que pode
ser aplicado a sistemas fermidnicos com a condi¢do de Majorana e serd abordado nos
capitulos posteriores.

Além das possibilidades em semicondutores, o estudo da supercondutividade em matéria
condensada traz perspectivas otimistas para a deteccao das particulas de Majorana. Nos
materiais supercondutores em baixas temperaturas, temos a formacdo dos chamados

pares de Cooper, uma ligacdo entre elétrons mediada por fonons (Kadin, 2007). Estes
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Figura 4 — Formacao de Excitons em um semicondutor - Ao deixar a banda de valéncia, o elétron
excitado liga-se a lacuna deixada por ele, criando um par de cargas opostas que se
comporta como particula. A energia de ligacdo é menor que a energia necessdria
para separar completamente o elétron da banda de conducdo e o buraco da banda de
valéncia, "aprisionando" o par.

A

Banda de Conducao Exciton

e e e

Intervalo 771& T

Banda de Valen<:1a

@)

eeeeeeQ

Energia

C

Fonte: Elaborada pela autora.

pares se condensam num estado quantico tnico, formando um condensado que origina as
propriedades caracteristicas do estado de supercondutividade. Nesse condensado, pares
podem ser adicionados ou retirados sem alteragdo em suas propriedades, de modo que
nao ha conservacdo do nimero de elétrons e nem da carga. Quando os pares de Cooper
interagem entre si, sdo geradas excitagdes de baixa energia denominadas quasiparticulas
de Bogoliubov (Aguado, 2017). Para obter a descri¢cdo dindmica dessas excitagoes,
comecamos com um Hamiltoniano genérico que considera o emparelhamento em um

supercondutor

H= / [Holc e+l jeny) + (A(r)eh el )+ hue (3.44)

no qual ¢! e ¢, sdo operadores de criagdo e aniquilagio de elétrons com spin up e spin down,
Hy é a matriz que representa o hamiltoniano de um elétron (energia cinética e potencial),
A(r) é o potencial do par supercondutor e &.c representa o hermitiano conjugado.

A fungio de onda ¥ desse sistema é dada em termos dos operadores ¢ e c,, através do
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spinor 4 x 1 de Nambu °:

Cr,T
wo= | = YO (3.45)
—cl icYy*(r)
T
c’?i

O uso dessa representacdo nos permite escrever o hamiltoniano 3.44 de forma mais

compacta,
1 S
H= / W (1) Hga (r) ¥ (r)dr. (3.46)
O termo Hp,g corresponde ao Hamiltoniano de Bogoliubov-de Gennes, dado pela matriz

Hpyc = Holr) A . (3.47)
A*(r) —o”Hy(r)o”

Dada a defini¢do do hamiltoniano, chegamos na relacao de Bogoliubov-de Gennes, que

apresenta a mesma forma da equagdo de Schrodinger
HBdG(r)(Pn(r) :En¢n(r): (3.48)
na qual
Pn(r) = [”M(”)»”ni(”)?"nT(r)?Vni(”)]T- (3.49)
O hamiltoniano &, portanto, diagonalizdvel e se torna
1 i
H= 3 ;Enanan, (3.50)
onde a, sdo operadores que originam quasiparticulas BdG, na forma:
ay = /¢;(r)‘1’(r)dr = / [ty +Crp Uy Cry — V;TCL + vz’icZT]dr. (3.51)

A dimensao do Hamiltoniano pode ser reduzida através de uma restri¢ao na simetria nos

autoestados, aplicando-se a operacdo P

PI‘]Bdg(r‘)PT = —HBdc;(r), (352)

> O spinor de Nambu é uma representacio criada por Yoichiro Nambu para descrever a condensagio de pares de

Cooper em supercondutores (Lutchyn et al., 2011).
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na qual P = CK, com C representando o operador conjuga¢do de carga e K o operador de
conjugagdo complexa, estd associada a simetria do par elétron-buraco. Isso nos diz que, se
houver uma solucdo ¢, com energia positiva E,, também teremos uma solu¢ao ¢,, com

energia E,, = —E,, que obedecem a

O (r) = Pou(r). (3.53)

Temos também que a = a,,, ou seja, criar uma quasiparticula de Bogoliubov de energia
E ¢é equivalente a destruir uma outra de energia -E. Temos aqui uma conexao com as
propriedades da equacao de Majorana, de modo que o spinor de Nambu definido em 3.45 é

de fato uma versdo do spinor de Majorana escrito em operadores, satisfazendo a condi¢do,
Y(r) =P¥(r) = C¥*(r). (3.54)

Observe que a representacio do spinor de Nambu ndo satisfaz a condicao de realidade de
Majorana propriamente dita, mas sim uma pseudo-realidade mostrada na relagdo acima.
Contudo, a equagdo 3.54 pode ser convertida em uma condig¢do de realidade através de uma
transformacdo unitdria que € discutida nas referéncias (Aguado, 2017) e (Jackiw, 2011),
tornando essa representacao equivalente a de Majorana. As quasiparticulas descritas por
esse formalismo podem se ligar a um defeito topolégico em um estado de energia zero,
criando assim os estados ligados de Majorana ou os Modos Zero de Majorana (MZM),
topico que vem sendo amplamente discutido na teoria da matéria condensada (Lutchyn et
al., 2018b).

Os MZMs associam-se a supercondutividade topoldgica, um estado especial dos super-
condutores no qual os pares de Cooper possuem propriedades topoldgicas distintas que os
tornam materiais resistentes a perturbagdes, variagdes na temperatura e desordens locais.
Nesses materiais podem surgir defeitos topolégicos (como vortices quanticos ou desconti-
nuidades em sua estrutura cristalina) que permitem a formacao de estados de energia nula
e de carga neutra que sdo proprios dos MZMs. Um modelo tedrico proposto por Alexei
Kitaev permite detectar e analisar o comportamento dos MZMs em um supercondutor
topoldgico unidimensional e sem spin , por meio de uma cadeia de N sitios fermidnicos
que podem ser descritos por operadores de Majorana (Kitaev, 2001). Outra possibilidade

de detec¢ao foram exploradas no trabalho de (Fu et al., 2008), no qual a interface entre

6 O termo sem spin refere-se ao emparelhamento de pares de Cooper com apenas um grau de liberdade para o

spin, em vez dos dois graus usuais.
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supercondutores e isolantes topoldgicos apresentaria vortices que permitem a formacgao de
estados ligados de Majorana.
Outro aspecto fomenta o interesse pelos MZMs: a estatistica ndo-abeliana a qual eles
obedecem. Diferente de férmions, estamos tratando nesse caso de anions nao-abelianos,
para os quais estados podem ser trocados entre si, alterando a energia do sistema numa
configuracio que depende apenas da ordem de troca ’. Essa estatistica pode ser usada na
criacdo de qubits topologicamente protegidos, resistentes a erros locais e a decoeréncia
(perda de informagdo quantica devido a interacdes externas), além de capacitar opera-
¢Oes quanticas nao triviais, fatores que tornam os MZMs candidatos promissores para a
realizacdo de uma computagdo quantica topoldgica (Sarma et al., 2015).
Discutida a relevancia das aplicagdes, abordaremos no capitulo seguinte um outro conceito
atrelado a fisica do estado s6lido e matéria condensada: a massa efetiva dependente da posicao,

uma ideia que seréd utilizada neste trabalho para analisar a dindmica de particulas de Majorana.

7 Anions ndo-abelianos sdo quasiparticulas que nio comutam sobre operacdes de troca.
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4 SISTEMAS COM MASSA DEPENDENTE DA POSICAO

Quando descrevemos fendmenos fisicos por meio de equagdes, sejam elas cldssicas
ou quanticas, a massa de corpos ou particulas é geralmente tomada como uma grandeza constante,
ou invariante. Porém, em certos sistemas fisicos surge o conceito de uma massa que altera-se
com o tempo, em funcdo de uma distancia, gerando uma Massa Dependente da Posicao (MDP).
A relevancia desse conceito € explorada em multiplos contextos fisicos, como, por exemplo no
estudo de osciladores de massa varidavel (Flores; Solovey; Gil, 2003), na evolucao de sistemas
bindrios (Hadjidemetriou, 1967), em efeitos de perda de massa galactica (Richstone et al., 1982),
na oscilacdo da massa de neutrinos (Bethe, 1986) e especialmente na teoria de semicondutores
(Young, 1989).

Sistemas com MDP podem ser tratados dentro de um conceito mais amplo deno-
minado de massa efetiva, uma simplificacao utilizada em matéria condensada para descrever o
comportamento de portadores de carga em um soélido cristalino que nos ajuda a compreender o
transporte eletrdnico em materiais. Em semicondutores podemos ter variacdes da massa efetiva
de elétrons e buracos devido a estrutura cristalina, composi¢ao quimica e a intera¢cdo com outras
particulas e a rede atdmica, ou seja, particulas ou excitacoes de regides diferentes podem se
comportar como se tivessem massas distintas. Nos deteremos a analisar neste trabalho casos
em que essa variacdo se dd em funcdo de uma posicdo, e para explorar sistemas como esse
iniciaremos com uma revisao sobre a aproximagao de massa efetiva e sua aplica¢do em estado

sOlido, principalmente em semicondutores.

4.1 O tensor de massa efetiva

Os portadores de carga em cristais estdo arranjados no que chamamos de bandas
de energia, estruturas compostas por uma banda de valéncia e de conducdo que se encontram
separadas por um intervalo, nomeado de lacuna ou gap, na qual a existéncia de orbitais eletrd-
nicos nao € permitida. Os semicondutores se caracterizam por possuir uma banda de valéncia
preenchida e uma banda de condug¢do vazia em T = 0K, espacadas por um gap de energia em
torno de E, =~ 2¢V, 0 que resulta em uma condutividade elétrica intermedidria entre a dos metais
e a de isolantes (Rezende, 2004).

A andlise dessas estruturas nos leva a teoria de bandas, que nos diz que o movimento

de elétrons em um potencial periddico para distancias maiores que o espacamento da rede pode
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diferir do movimento do mesmo no vicuo. A ideia de massa efetiva é usada para simplificar
a estrutura de bandas, assumindo que os elétrons comportam-se como particulas livres que
possuem uma massa distinta m* de sua massa usual m, (Grundmann, 2010).

A massa efetiva associa-se diretamente a uma energia E (%), também chamada de
dispersao, que depende do vetor de onda k e pode ser determinada em regides distintas do espagco
reciproco. Se considerarmos uma particula livre, a relacdo entre energia € momento para 0s

casos cldssico e quantico tem a forma

2 212
=P _TE @.1)

2m  2m
ou seja, temos uma curva de dispersao em fungao do momento com comportamento de pardbola.
Na maioria dos semicondutores as estruturas de bandas também apresentam dispersdes aproxi-
madamente parabdlicas, conforme apresentado na figura 5. Para pontos de maximo e minimo da
dispersao, isto €, para elétrons com valores de energia mais altos na banda de valéncia e mais

baixos na banda de conducao, a energia aproximada tem a forma

12 (k — ko)?
N (k—ko)

E~Eo 2m*

4.2)

onde Ej e ko correspondem a energia e o vetor de onda definidos nos extremos da banda. Assim,
podemos dizer que os elétrons respondem as forcas geradas por interacdes com campos elétricos
e magnéticos da mesma forma como o fariam no viacuo, embora com a distin¢do na massa. A
aproximacdo utilizada em 4.2 trata a estrutura de bandas como isotrépica ! e parabélica, o que
nao € valido para a descricao de materiais mais complexos, como cristais com impurezas ou
defeitos topoldgicos. Nesses casos, a massa m* deve ser precisamente definida, o que € feito
através do tensor inercial de massa efetiva.

Para obter esse tensor, considere que a velocidade da particula livre, também chamada
de velocidade de grupo v,, corresponde a velocidade de fase do pacote de onda e se relaciona a

energia e o momento de acordo com

_dE _1dE

_dab_tdb 4.
"¢ T up T hdk (4.3)

Se uma forca externa F' age sobre o pacote de onda, teremos um trabalho exercido

pela mesma que pode ser escrito como

dE =F -dx = Fvdt, “4.4)

I Assumir que as bandas de energia sio isotrépicas significa considerar que as propriedades eletronicas do material

sdo uniformes em todas as direcdes.
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Figura 5 — Bandas de energia para o Silicio (Si) e o Arseneto de Gélio (GaAs), ambos mate-
riais semicondutores - A relacdo de dispersdo tem comportamento parabdlico nas
proximidades dos pontos extremos.

4 Banda de Banda de

Si Conducao GaAs Conducao

Energia (eV)

Banda de Banda de
Valéncia Valéncia
-2
[111] 0 [101] ke [111] 0 [101]

Momento do Cristal &

Fonte: Elaboracdo propria.

de modo que

1 dE
F=——. 4.5
Ve dt .5

Utilizando 4.3 na equagdo acima, a for¢a se torna

dk
F=h— 4.6
e (4.6)

uma relacdo importante que determina a for¢a externa exercida sobre o elétron em um cristal.
Podemos utilizar essas defini¢cdes para descrever 0 movimento de ambos os tipos de portadores
de carga nas estruturas de banda, isto é, elétrons e buracos. Para o caso de buracos, entretanto,
obteriamos as mesmas expressdes para a energia e vetor de onda com a distingdo de sinais

opostos (Kittel, 2005). Se derivarmos a expressao da velocidade em 4.3 em relagcdo ao tempo,
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iremos obter uma acelera¢io na forma

dve 1d (dE
=D _C (R 4.7
T ar hdt(dk) @7

Considerando que a energia também pode ser escrita em termos da velocidade angular da onda

o(k), através da expressdo E (k) = hw(k), reescrevemos o lado direito da equagdo acima como

1d (dE d d
—— (== )==V =V;— 4.
e aplicamos a regra da cadeia para obter a expressdo para a aceleracao
dk

Recordando a defini¢ao de forca de 4.6 e substituindo w(k) pela energia E (k) na

equacao acima, teremos
1
a= ?Vk[F -V E(k)]. (4.10)

Supondo a forca F uniforme, podemos dizer que VF = 0, de modo que nos resta

apenas

1

a = ViViE (k)] F, (4.11)

expressdo que pode ser comparada a segunda lei de Newton, na qual a massa inercial

m = a~'F nesse caso torna-se uma quantidade tensorial definida como

1

m! = ﬁvk[VkE(k)]. (4.12)

Na equagio acima, o termo V[VE (k)] corresponde a matriz hessiana 2 da energia

no espaco reciproco. As componentes do tensor sdo dadas por

o 1 E
m;; = 5 Vi[ViE(k)]ij = h? okiok;’

ij %5 4.13)

Nesse caso, a forca e a acelera¢do nio sdo colineares, de modo que a relagdo F' = m*a
(o simbolo * € utilizado usualmente para especificar que tratamos de uma massa efetiva) se torna
uma equagao tensorial. Para um elétron em um cristal em 3 dimensdes, por exemplo, teremos

uma massa efetiva na forma

-1 -1 -1
1 XX nﬂy XZ
— = —1 —1 i 4.14
- My, My, my, ( )
-1 —1 -1
o Mgy My

2 A matriz hessiana é uma matriz quadrada que contém as derivadas parciais de segunda ordem de fungdes ou
campos escalares, descrevendo a sua curvatura local.
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Na eq. 4.13 podemos perceber que o termo m;;-1 € dependente da curvatura da
energia, de modo que, quanto maior a curva de dispersdo, menor serd a massa efetiva do portador
de carga. E vilido ressaltar que existem pontos singulares para a massa, nos quais ela pode
tender a zero ou ao infinito. No caso do grafeno, por exemplo, a relacdo de dispersdo € linear e
a estrutura de bandas € modelada via uma equacao tipo Dirac para elétrons cuja massa efetiva
é nula. A explicacdo para a auséncia da massa ou a divergéncia para um valor infinito pode
ser compreendida através dos conceitos de massa efetiva transversal e longitudinal, ligadas a
variacdo do momento perpendicular ou paralela em relacao a direcio da forca. Mais detalhes
sobre essa classificagdo podem ser encontrados no artigo de (Ullal et al., 2019). O tensor de
massa efetiva, portanto, desempenha um papel importante na descri¢do dindmica de elétrons e

buracos, gerando equagdes semelhantes as relacdes para particulas livres que sdo precisamente

aplicaveis a semicondutores (Ashcroft et al., 2022).

4.2 O teorema da massa efetiva

Outro conceito associado ao tensor da se¢do anterior € o teorema de massa efetiva, um
resultado fundamental para o estudo de propriedades eletronicas e dpticas de materiais. Ele nos
permite descrever o comportamento de elétrons em sélidos cristalinos diante de forcas externas e
perturbacdes que afetam a massa dos mesmos (Dresselhaus et al., 2018). Demonstraremos o
teorema para um caso mais simples, no qual a banda de energia do sélido é nao-degenerada e a
interagdo com a rede pode ser negligenciada. Comecgaremos por considerar que o movimento de
elétrons numa estrutura cristalina é descrito através de funcdes ou estados de Bloch 3 que tem a

forma

Wi (F) = X Tu (7). (4.15)

na qual o vetor de onda k é o momento e u(7) € uma fun¢do com a mesma periodicidade do
cristal. Temos entdo pacotes de onda compostos por autoestados que sdo solugdes de equacdo de

Schrodinger

HOIV(?J) = ial‘W(?J)v (416)

onde a parte independente do tempo do hamiltoniano Hy corresponde a

P2
Hy=—+V(?
O 2 + (r)7

Tais funcdes satisfazem o teorema de Bloch, enunciado que define solug¢des para a equacdo de Schrodinger em
potenciais peridédicos na forma de ondas planas moduladas por fun¢des periddicas.

3
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com V (¥) = V(F+R,,) correspondendo a um potencial periédico. Podemos escrever y,(7,7) em

termos dos estados de Bloch . (¥)
Yn (?7 t) = ZAn,k(t) Wnk(?) = /An,k(t) Wnk(?)dSk 4.17)
k

O somatdrio se converte em uma integral em todo o espago da zona de Brillouin 4, ja que os
valores permitidos de k para um sélido estdo espacados por distancias muito pequenas e portanto,
podem ser tratados como um continuo. Para um hamiltoniano Hy independente do tempo, a

funcdo A, x tem a forma
Ani(t) = Ay ge— &), (4.18)

As equagdes acima aplicam-se para cristais perfeitos ou sistemas nao-perturbados externamente.
Por razdes préticas, consideramos que estruturas cristalinas estdo presentes em meios com
perturbacdes (causadas por fatores como impurezas superficiais, defeitos de rede ou aplica-
¢oes de campos externos) que podem ser tratadas através de aproximacdes de massa efetiva.

Considerando agora um sistema perturbado, a relacdo 4.16 se torna
(Ho+H" )y (7,1) = io,w, (7,1), (4.19)

na qual H' corresponde ao hamiltoniano associado a perturbagdo. Colocando o pacote de onda

definido em 4.17,
v (7,1) = / Ank(t)ef'?unk(F)d% (4.20)

na equacgao de Schrodinger e utilizando a solugdo de Bloch

<1

Hoe® i (F) = En(R)e™ u,(7), (4.21)
vamos obter

(Ho+ H')y(7,1) = / Ep(K) + H'Ap (£) e g (r)d3k = i / A () T uy (k. (4.22)

—

Pelo teorema de Bloch, E, (k) é uma fungio periddica e pode ser expandida em uma série de

Fourier

Eq(k) =Y Eye* R, (4.23)
R;

4 A zona de Brillouin é uma regio do espaco reciproco ou espago k que representa o menor dominio repetitivo da
estrutura de bandas em um sélido. A estrutura de bandas eletronicas descreve como os niveis de energia dos
elétrons em um cristal variam com o seu momento.
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onde R; sdo vetores da rede cristalina. Trocando k pelo momento —iV, teremos

W(—iV) ZEnleRl (4.24)

En(—ﬁ) pode ser considerada uma fung¢@o arbitrdria f(¥). Se fizermos uma expansio de Taylor

do termo exponencial, obteremos
KV =[1+R-V+(1/2)(R- V)R- V) +-|f(F) = fF+R). (429
Portanto, o efeito de E,,(—i%) em um estado de Bloch retornara

Eu(~iV)Yu(7) = Y Eu W (F+ R)) (4.26)
R,

= Y Ene®Rie® 1, (7) = En () yi (7),

considerando que
Y (P R)) = R [Ty (7). 4.27)
Substituindo a relacio 4.26 em 4.22:
/ [En(—iV) + H' A (£) % e (F)dk = [En(—iV) + H'| / A  u (PP (4.28)
ou seja,
[En(—iV) +H' Ty, (7,1) = i, yu(7,1) (4.29)

O resultado acima é chamado de teorema da massa efetiva. Aqui ndo temos mais o hamiltoniano
Hj mas sim um hamiltoniano efetivo proveniente da solucdo E (k) para uma estrutura cristalina

ndo-perturbada. Se considerarmos o caso de um elétron livre, isto é, V(7¥) =0,

- thZ

Quando aplicamos esse teorema, assumimos que o valor de E (—i%) ¢ conhecido
através de célculos tedricos ou de observacdes experimentais, de modo que, conhecido esse valor,
podemos tratar as vérias perturbacdes em uma estrutura cristalina ideal em termos de solucdes de
suas solucdes de niveis de energia. Isso permite estudar sistemas sem recorrer ao hamiltoniano
total, tornando a soluc¢do de massa efetiva um procedimento mais facil do que aplicar a equagao

de Schrodinger original.
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4.3 Massa dependente da posicao em semicondutores de composicao nao-uniforme

Conforme as se¢Oes anteriores, o uso de aproximagdes de massa efetiva permite
simplificar o tratamento de elétrons em sélidos, o que torna essa abordagem interessante para a
estudo da estrutura de bandas de energia e transporte eletronico em alguns tipos de semiconduto-
res. A depender das propriedades apresentadas temos classificacdes distintas, como a pureza
do material definindo se o semicondutor € intrinseco ou extrinseco, ou ainda a uniformidade
do material ao longo de sua estrutura cristalina distinguindo semicondutores homogéneos e
nao-homogéneos (Yakout, 2020).

Nos tipos ndo-homogéneos temos a jun¢do de materiais constituidos de partes com
propriedades diferentes. Essa distin¢do nas caracteristicas pode resultar de variagdes na com-
posicdo quimica, na estrutura cristalina, na dopagem ou no processamento do préprio material.
Entre os pertencentes a essa categoria estdo semicondutores amorfos, gradualmente dopados
e as heteroestruturas, que sdo compostas por camadas alternadas de materiais intrinsecamente
diferentes. Neste ultimo, especialmente relevante para este trabalho, a descri¢do dos portadores
de carga requer o uso de Hamiltonianos com massas efetivas dependentes da posi¢ao (von Roos,
1983) que discutiremos a seguir.

Neste contexto abordaremos o teorema de Wannier-Slater, enunciado que estabelece
uma relacdo entre as funcdes de onda dos elétrons em um sélido cristalino e as funcdes de
onda em atomos individuais. Este resultado é valido para semicondutores homogéneos e de
composi¢do quimica uniforme, mas pode ser estendido a materiais nao uniformes. O teorema

demonstra que elétrons na banda de conducao obedecerdo a equacio de Schrodinger na forma

[Ec(—iV) 4+ UR)F.(7,1) = ihdFo(7,1), 4.31)

—

expressdo equivalente ao teorema de massa efetiva encontrado em 4.29, na qual E.(k) é a
energia da banda de condugio do cristal, U (7) é uma perturbag@o gerada externamente e F,(7,t)
corresponde a uma funcdo envelope, que pode ser melhor compreendida retornando a expressao
4.15. Iremos modificar esta relacdo especificando uma regido na zona de Brillouin, isto &,

localizando as fungdes de onda do espago reciproco em k = ko de modo que

Yk (F) = €* e (7) == * g, (7) (4.32)

= elk=ko) Py (7).
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Observe que u,(7) >~ unk, (7) depende apenas de k. Utilizando a definicdao do pacote de onda

v, (7,t) de 4.17, temos
Vn7.0) = [ A0y Bk = F (7.0 i () 433
logo, a fungdo F(7,t), também chamada de fungdo amplitude, é dada por
maﬂ:/kwwé@%ﬁfk (4.34)

Definida a funcdo envelope, retornaremos agora a relacdo 4.31. Considerando essa expressao

para o caso mais simples da aproximagdo de massa efetiva (k = 0), teremos

B -
[Zm(?) V2+E.(0)+ U(?)} F(7,t) =ihd,F(7,1). (4.35)

Aqui, a energia da banda de condug@o se torna E(0) + U(¥). Como estamos interessados na
ideia de uma massa efetiva em fungio da posi¢ao m(¥), analisaremos apenas o termo cinético da
expressao acima. Conforme (Gora et al., 1967; von Roos, 1983), pode-se definir um operador

energia cinética 7 como:

2

o
2m(7)

Fo_ (4.36)

Observe que 7' ndo é hermitiano. Isso representa um problema, pois a hermiticidade de um
operador garante que ele representa de fato um observdvel fisico na mecéanica quantica, com
autovalores reais e autofuncdes que constituem um conjunto completo . Posteriormente, a
equacdo de Schrodinger para a funcao envelope foi modificada e uma nova expressao para o
operador T foi derivada (Gora et al., 1969):

Rl 1 2, =, 1

T==2n@ m(r) |

(4.37)

que é, de fato, hermitiana. Outra possibilidade foi encontrada por (Zhu et al., 1983) considerando

modelos de Tight-Binding (TB), ou ligacdo forte, © nos quais a func¢io de onda de um elétron é

expressa como combinacdo linear das fungdes de orbitais atdmicos. Nesse modelo, temos um

operador T

”oroo, 1
V2

2 m® ()

A hermiticidade ¢ uma condicéo imposta ao operador Hamiltonianos para garantir que o seu espectro de energia
seja real e a evolucdo temporal seja unitdria (preservacdo da probabilidade). Contudo, em outra formulac¢do da
Mecanica Quantica, essas mesmas condi¢des podem ser atingidas se a simetria paridade-tempo for satisfeita,
conforme demostrado por (Bender, 2007)

O modelo TB é uma aproximacio usada para o calculo da estrutura de banda, descrevendo elétrons fortemente
ligados interagindo com os estados e os potenciais dos dtomos circundantes do sélido.

T = (4.38)

5
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derivado a partir do movimento de um elétron entre os 4tomos da rede cristalina. A defini¢dao
acima torna a aplicacdo do operador 7" mais precisa em sistemas de massa efetiva dependente da
posic¢do. Entretanto, (von Roos, 1983) trouxe a hip6tese de que o uso de MDP para esse operador

¢ conflitante com o teorema de Bargmann, que serd discutida na secdo seguinte.

4.4 Teorema de Bargmann e sistemas com MDP

De acordo com as sec¢des anteriores, vimos que aproximagdes de massa efetiva
permitem que a dinamica de elétrons de Bloch sujeitos a perturbagdes seja descrita com menos
complexidade, devido ao potencial periédico da rede. A aplicacdao dessa aproximacdo foi
inicialmente utilizada tanto em cristais homogéneos quanto em materiais nao-homogéneos com
distor¢des, estrutura ou composi¢des espacialmente varidveis, até a questao ser analisada através
do teorema de Bargmann. Sob a perspectiva deste teorema, para sistemas quanticos com uma
determinada energia total, existe um subconjunto de estados que se comportam da mesma forma
que estados classicos. Como consequéncia desse principio, o espectro da massa estaria restrito,
tornando a equacao de Schrodinger aplicdvel apenas para particulas de massa constante.

Para compreender essa restricdo, comegaremos por considerar que a equagao de
Schrodinger e a equacdo de massa efetiva 4.29 apresentam a mesma forma, mas possuem
significados fisicos distintos, conforme veremos ao longo dessa secio. Seguiremos a abordagem
de (Kawamura et al., 1988), tratando a equacdo de Schrodinger nao-relativistica para um estado

quantico |y)
T |y) = iho,y), (4.39)

onde T é o operador energia cinética definido em 4.36. A correspondéncia entre as descricoes
classica e quantica implicam que as representagdes das coordenadas de T e |y) sdo equivalentes
em qualquer referencial inercial. Considere um referencial cartesiano F' no qual uma particula
tem coordenadas 7 = (x,y, z) e um outro referencial F' no qual a mesma particula tem coordenadas

r = (¥,y,7). Arelagio entre F e F' é dada por

r=F—Vt+a, (4.40)

com o = (0, @y, 0;) sendo um vetor constante. O estado |y) pode ser descrito em termos de

suas projecdes em ambos os referenciais

yr(70) = (nFly), v (Ft)=(nF'|y). (4.41)
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Essa equivaléncia entre as duas descricdes exige que

A

Typ(7,1) = ihd, yr(7,1) (4.42)

Ty (7 1) = ihdwe (7, 1), (4.43)

e consequentemente, que as duas fungdes de onda sejam interpretadas fisicamente do mesmo

modo. A densidade de probabilidade P deve ser a mesma, representada por
P = |y (71)] = |y (F— Vi + @))%, (4.44)
de modo que, podemos relacionar Yr € Yy na forma
vr(7,1) = AUy (F— ¥ +a,t) (4.45)

na qual a fungdo A € real e deve ser independente do estado y. Substituindo 4.45 em 4.42, a

forma da equagdo de Schrodinger se mantém somente se

A7 1) = %(v- F— V%), (4.46)

Tal resultado s6 € possivel se tivermos uma massa independente da posi¢do. Se solugdes

e Ent/T existirem para as relacdes 4.42, nas quais o

estaciondrias na forma y, (¥,7) = ¢,(7)
parametro m, assumisse valores de acordo com estado de excitagcdo n, a superposi¢cdo de tais
estados exibiria efeitos de interferéncia a depender do sistema de coordenadas escolhido. Isso
nos diz que, caso o operador hamiltoniano da equacao de Schrodinger possua um termo de massa
dependente da posi¢cao, 0 mesmo ndo serd invariante sob as transformacodes de Galileu.
Sabendo que o teorema de Bargmann exige que a relacdo de Schrodinger seja valida
independente do referencial usado para especificar as coordenadas de uma particula, von Roos
estendeu essa conclusdo para a definicdo obtida em 4.31. Porém, (Kawamura et al., 1988)
analisaram as transformacdes de Galileu no contexto de massa efetiva, comparando a equacao
de massa efetiva em referenciais distintos e concluiram que a invariancia de forma nao ocorre e
portanto, o teorema de Bargmann ndo pode ser aplicado nesse contexto. Diante disso, as solu¢des

de pacote de onda para os operadores de energia cinética com MDP definidos em 4.37 e 4.38

possuem significado fisico e sdo, de fato, justificaveis.
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4.5 Ordenamento de von Roos para aproximacoes MDP

Solucionada a inconsisténcia de Bargmann, a discussd@o retornou ao termo de energia

cinética do operador hamiltoniano efetivo

A

H,=T#+V(7). (4.47)

De acordo com as defini¢des (4.36, 4.37, 4.38), o operador T é escrito em fungzo de 1 //m(7) e
do operador momento p, dois termos que ndo comutam entre si. Devido a essa particularidade,

T pode ser escrito de 6 formas distintas, dadas as permutacdes possiveis (Li ez al., 1993)

1,1 .11 1

T'==p Ty = =p—~/m(7)p 4.48
1 2p m(}—;) ) 2 2p7 m(r) m(?)a ( )
PO DU PSS BCR

PSS DU PN N e

Dentre os operadores acima, apenas 73 e T4 sdo hermitianos. Avaliando as escolhas feitas para
T na literatura, temos que a definicio 4.37 utilizada por (Gora et al., 1969) é obtida através da

média de 77 e T4, gerando um hamiltoniano de massa efetiva na forma

1 1 1
Hew = — | p? 52| V(7). 4.49

Também temos que a expressao 4.38 encontrada por (Zhu et al., 1983) corresponde a permutagdo
T4, retornando um hamiltoniano

1 1 , 1
S )

A permutagio T3 é utilizada por (BenDaniel ez al., 1966), com o hamiltoniano efetivo

Hyzk (7). (4.50)

1

m(r)

Hgpp = =P p+V(7). 4.51)

| =

Dadas essas possibilidades, ndo hd um consenso sobre o operador cinético na literatura. Porém,
buscou-se uma generalizacao para essa escolha, que foi encontrada por von Roos e tem como
fundamento a teoria de semicondutores,

T =@ pomP @) pomt )+ () pomb @) pom® @), @52
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na qual «, 3 e ¥ sdo constantes nomeadas parimetros de ordenamento ou de ambiguidade de
von Roos, utilizados para garantir a hermiticidade do operador Hamiltoniano. Tais parametros

satisfazem
a+p+y=—1. (4.53)

A proposicdo de von Roos nos leva a um problema no ordenamento do operador energia cinética
e consequentemente, na defini¢do do hamiltoniano. Aqui nos deparamos com uma ambiguidade
na defini¢io de 7', j& que ndo ha um primeiro principio que justifique fixar um operador tinico
(Renan et al., 2000). Na literatura, a condi¢ao de hermiticidade de H, a conservacao da densidade
de corrente e a comparacgdo entre resultados tedricos e experimentais ndao foram capazes de
indicar uma forma tinica para o operador 7', ou seja, determinar precisamente os valores de o, B
ey.

Foi sugerido (Cavalcante et al., 1997) que todas as possiveis formas de 7' seriam
equivalentes caso a variacdo espacial da massa efetiva no semicondutor ocorresse de forma
suave, porém, a indefinicdo do operador permanece como um problema em aberto. Feitas essas
consideragdes, tomaremos como referéncia para os parametros de ordenamento os conjuntos mais
utilizados na literatura acerca de sistemas MDP, os quais foram verificados experimentalmente e

cujos valores sdo mostrados na Tabela 1.

Tabela 1 — Ordenamentos conhecidos para o operador energia cinética

Autores Pardmetros

Li & Khun (1993) B=y=-1/2,00=0
Gora & Williams (1969) B=7y=0,a=-1

Zhu & Kroemer (1983) oa=y=-1/2,=0
BenDaniel & Duke (1966) oa=y=0,B=-1
Mustafa & Mazharimousavi (2007) | a =y=—1/4,=-1/2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tal ambiguidade indica que a equacdo de Schrodinger ndo € rigorosamente adequada
para aproximagdes de massa efetiva dependente da posi¢do, o que torna vélida a busca por
outra relacdo que descreva a mesma situagdo fisica para tratar do conceito de MDP. Nesse
contexto saimos da teoria quantica e partimos para a quantica-relativistica, tomando o resultado
de (Cavalcante et al., 1997) no qual a equacdo de Dirac em seu limite ndo-relativistico € utilizada

para tratar um sistema quantico com MDP, retornando o operador cinético

.1 1 1 1 1
==

O AN

(4.54)
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para o qual o termo de massa ndo € acoplado ao operador momento, resultando num operador
livre do problema do ordenamento ou da ambiguidade. Esse procedimento se justifica se
considerarmos que a equacgdo de Dirac € de fato a relagdo mais geral para descrever elétrons e
mais completa por incluir efeitos relativisticos, de modo que tomar o limite da mesma em baixas
velocidades gera uma descricao equivalente a fornecida pela equacao de Schrodinger (Ajaib,
2015).

Podemos perceber também que o operador obtido relativisticamente possui parame-
tros que coincidem com o ordenamento obtido por (Li et al., 1993), em um artigo que aborda
uma heterojungio do semicondutor GaAs-(AlGa)As 7, ilustrando a dependéncia da razio de
deslocamento de banda de um pogo quantico deste material em um hamiltoniano hermitiano
com MDP. A defini¢do dos pardmetros encontrados no artigo € apresentada na Tabela 1.

Esse resultado indica que modelar heteroestruturas ® a partir de uma equacio re-
lativistica no limite ndo relativistico combinada a teoria de massa efetiva € um modo mais
preciso de compreender as propriedades de transmissdo de elétrons nestes materiais. Nessa
perspectiva podemos partir da equacdo de Dirac e associé-la a representacdes alternativas como
a de Majorana para analisar a dindmica de particulas no ambiente de semicondutores, conforme

faremos no capitulo seguinte.

7 Uma heterojungdo semicondutora GaAs-(AlGa)As é uma interface entre duas camadas de materiais semicondu-

tores diferentes: arseneto de galio (GaAs) e uma liga de aluminio, gélio e arsénio (AlGaAs). A estrutura de
banda dessa heterojunc¢ado pode ser projetada para ter uma diferenca de energia entre a banda de condugdo e a
banda de valéncia, o que é conhecido como deslocamento da banda.

Aqui estabelecemos uma distin¢do entre heteroestrutura e heterojuncio: a primeira trata-se da juncio de materiais
semicondutores distintos, enquanto a segunda se refere a interface entre duas regides da heteroestrutura onde
ocorre a mudanga nas propriedades do material.

8
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5 A REPRESENTACAO DE MAJORANA COM MDP

Para além do éxito das teorias de massa efetiva em estruturas de semicondutores
apresentadas no Capitulo 4, o formalismo de MDP mostra-se promissor em mecanica quantica,
sendo utilizado, por exemplo, para o estudo de osciladores harmdnicos (Quesne, 2022), de efeitos
quanticos gravitacionais (Lawson, 2022), na andlise de entropias de informac¢ao (Lima, 2022)
e especialmente na solucdo das equagdes de Schrodinger (Ruzhansky et al., 2023), (de Souza
Dutra et al., 2000) e Dirac (Roy, 2006).

Dentre as representagdes fermionicas que podem ser modeladas com MDP, as
escolhas mais usuais seriam a de Dirac, de Weyl, ou de Majorana. Optamos entdo por escolher
esta ultima tendo em vista ndo apenas as suas multiplas possibilidades de aplicacdes em matéria
condensada abordadas no Capitulo 3, mas também pela analogia que pode ser estabelecida entre
algumas propriedades dos férmions de Majorana com as quasiparticulas encontradas em meios
supercondutores e semicondutores (Yazdani et al., 2023; Sanches et al., 2023).

Neste capitulo construiremos uma equacao relativistica com MDP na representacao
de Majorana, para a qual faremos andlise do hamiltoniano no seu limite ndo relativistico, com o
intuito de verificar se obtemos de fato um operador cinético livre de problemas de ambiguidade.
Em seguida, aplicaremos condi¢des de energia e massa vinculadas ao tratamento de excitons em

semicondutores para obter a equacao geral que descreve o sistema.

5.1 Equacoes relativisticas com MDP

Tomaremos como ponto de partida a equacao de Dirac unidimensional com massa

efetiva, considerando as interagdes eletromagnéticas no sistema

[ (pu — eAy) —m(x)]w(x,1) =0, (5.1)

onde m(x) é uma massa dependente da posi¢do e A, = [V (x) ,A(x)] é o potencial eletromagnético,
com V (x) correspondendo ao potencial elétrico e A(x) é o vetor potencial magnético. Aqui
assumiremos que A, = [V (x),0], isto é, apenas as interagoes elétricas sdo consideradas neste
sistema !. Definindo a métrica do sistema g,y = (+,—), € 0 momento p, = (po, px), com

u = 0,1, podemos escrever

[?’OPO +7' pe— YOV(x) —m(x)]y(x,t) =0. (5.2)

I A escolha de A(x) = 0 é feita considerando que a interacio magnética nio é bem definida em apenas uma
dimensao, ja que o campo magnético € descrito propriamente em 3 dimensdes.
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Utilizando a representacdo de Majorana
] i
P =o? = Ly =icd= 7 (5.3)

temos que (¥°)? = I. Logo, se a relaciio 5.2 for multiplicada por °, obteremos
iy (x,t) = [—iY’Y' O+ PPm(x) + V (x) ]y (x,1). (5.4)
Aqui temos um operador hamiltoniano na forma
H = ap,+ Bm(x)+V(x), (5.5)

coma =Yy e =

A multiplicacdo das matrizes retorna

i, —V(x 0 0 —idy +im(x
V() + s+ im(x) w(x,t) = 0. (5.6)
0 id,—V(x) —idy + im(x) 0
Para a expressdo 5.4 podemos assumir uma solug@o da funcio de onda na forma y(x,t) =

e ¢ (x). Isso nos permite utilizar a separacio de varidveis

v(x,t) = o) e iEl (5.7)
X (x)
e escrever a equagdo 5.6 na forma
o . . —iEt
id,—V(x) idx + im(x) o(x)e ) <o 5.8)
—idy—im(x) id,—V(x) x(x)e E
A equagdo acima gera o sistema de equacdes acopladas
d
155 = m(o)x(0)] = (E= V)9 (), (59)
d
52+ m(x)0 (0] = (B V) (). (5.10)

As expressdes acima podem ser desacopladas isolando a varidvel } da segunda equagdo e
substituindo-a na primeira, o que retorna uma equagio em funcéo apenas de ¢ (x). Esse mesmo

processo pode ser feito para ¢, em um processo que retorna as equagoes

—9"(x) + [ (¥) = 2EV (x) + V2(x)] 6(x) = [E2 — P ()] (). (5.11)
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x"(x)— [—m'(x) —2EV(x) +V2(x)] x(x) = [E2 —mz(x)]x(x). (5.12)

Neste sistema, ndo hd diferenca entre resolver a equagdo para ¢(x) ou x(x), (considerando
a defini¢ao do spinor em 5.7, a primeira componente diz respeito a solu¢ao de particula e a
segunda de antiparticula) dada a equivaléncia entre ambas as solu¢gdes que € propria da condi¢do
de Majorana. Para 5.11 e 5.12 adotamos a notag¢do do indice () para representar as derivadas
em x. Escolhemos resolver a equacio para ¢ (x) e definimos o potencial 2 V (x) = 0, para indicar
que tratamos de um sistema sem impurezas. A expressao 5.11 se torna entdo uma equacao tipo

Schrodinger:
—¢" (x) + [m? (x) —m (x)]¢ (x) = E*¢ (x) (5.13)

E interessante observar que, mesmo na auséncia de interagdes externas, o sistema experimenta
um potencial efetivo que se deve apenas a distribuicao de massa das particulas. Esse potencial é

definido como
Vey =m*(x) —m'(x), (5.14)

no qual a massa m(x) deve ser uma fungio real e positivamente definida. Estabelecida a equagdo
do sistema e a forma de seu potencial, retornaremos ao hamiltoniano definido em 5.5 no limite

de baixas velocidades.

5.2 Limite nao-relativistico

Relembrando a definicdo do operador cinético encontrado a partir do Hamiltoniano
de Dirac apresentada em 4.54, foi demonstrado que os parametros de ordenamento obtidos
correspondem aos valores da primeira linha da Tabela 1. Verificaremos agora se o Hamiltoniano
de Majorana retorna um operador cinético com algum dos parametros ja conhecidos da literatura.

Para isso, comegaremos por considerar que o hamiltoniano
H = oap,+ Bm(x) +V(x), (5.15)

no limite ndo-relativistico (¢ — o) se torna apenas H — Bm(x). Analisaremos esse limite através

da transformacdo FW, desenvolvida por (Foldy et al., 1950), aplicada no spinor ¢ (x)

0(x) = 59 (x), (5.16)

2 Na auséncia de V (x) e do potencial magnético, o termo de interagdo eletromagnética some, cancelando o termo

de carga. Essa € uma escolha coerente com as condi¢cdes de majorana, ja que ndo temos um acoplamento com o
campo eletromagnético para a manutencdo da invaridncia de calibre.
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com S correspondendo a um operador hermitiano na forma

A i1 1
EEENCENTE)

Na expressao acima os termos de massa € momento ndo comutam entre si. O hamiltoniano

(5.17)

também sera transformado de acordo com
A =e5Ae S, (5.18)

Para determinar o hamiltoniano H' utilizaremos o lema de Baker-Campbell-Hausdorff, um
resultado matemaético proveniente da teoria de grupos que descreve a exponenciacao de elementos

de uma dlgebra de Lie:

Lema 5.2.1 Sejam os elementos A e B pertencentes a uma dlgebra de Lie. O produto das

exponenciais destes termos pode ser escrito por uma vnica exponencial de C, na forma:

eB =ef,
onde C ¢ dado por:
1 1
C=A+B+ E[A’B] + E<[A’ [A,B]| — [B,[B,A]]...).

Seguindo a defini¢do acima, H’ pode ser escrito como

H’:Fl+i[S,ﬁ]—%[S, S, A+ ... (5.19)

O operador § da equacio 5.17, aplicado em uma fungio qualquer £, é encontrado substituindo as

matrizes o e 3 na representacdo de Majorana

1 i+ m' (x)
A ] 2
Sf=2 mx)dx - 2mix) o | (5.20)

o

)

O comutador [§ H |, por sua vez, é

S,A]f = (SH—HS)f, (5.21)
1 d  m(x)
_ i ~m(x)dx * 2m?(x) 0 / 0 —im(x)f
2 0 1 4 _ mx) im(x) f 0
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4w ;
i 0 —im(x) f m(x)dx  2m?(x)
A /
2\im(x)f 0 0 L d  m)
m(x)dx 2m?(x)
A expressdo acima se torna
A A 0
1S, H] = —i P2Y _iap.. (5.22)
pe 0

Do mesmo modo, obtemos o termo

5o 2 d*> 2m'(x)d 1m'(x)
[S,[S,H]]—E [_MWJF 2 (x) dx EmZ(x)}ﬁ’ (5.23)
que pode ser reescrito na forma
l.aa 1 1 1 1 1
=58, [S,H]] = —~ ( Px Px+ Dx Px )Ba (5.24)
2 A\ Vm(x) " y/m(x) Vm(x)"/m(x)

com o lado direito correspondendo a defini¢cdo do operador energia cinética encontrado em 4.54.

Podemos finalmente escrever H’ definido na equacio 5.19

1 1 1 1
) Ty )

}LAI’:Otpx%—,Bm(x)—OCpx——;1 ( )ﬁ, (5.25)

N 1 1 1 1 1
S ) s : , 5.26
" [ Wy <¢m<x>” )P ey mm)ﬁl (320

Comparando a expressdo acima com 4.52, concluimos que @ =0 e 8 =y = —1/2, ou seja,
temos um ordenamento de Li e Khun equivalente ao encontrado por (Cavalcante et al., 1997) e
(Lima et al., 2023). A correspondéncia entre os resultados nos permite ver que representacoes
fermidnicas distintas (Dirac ou Majorana) em sistemas com dimensdes distintas nos conduzem
a um mesmo operador energia cinética. Ressalta-se aqui a relevancia do perfil do operador
cinético apresentado, considerando que fendmenos de transmissao de elétrons em heteroestruturas

semicondutoras sdo afetados diretamente pelos parametros de ordenamento.

5.3 O modelo Tight-Binding

Obtido um operador cinético bem definido para a representacao de Majorana, retor-
namos ao potencial definido em 5.14, para o qual definiremos uma massa m(x). Se relembrarmos

a definicdo de massa efetiva, retornamos ao tensor demonstrado em 4.13

1 1 90%E

mij = S ViVER)ij = —5 =
1=

= (5.27)
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no qual a determinacao dessa quantidade requer que seja especificada uma energia de dispersao
E (k). Adotaremos entdo uma energia proveniente do modelo de Tight-Binding (TB) ou de
ligacao forte, uma aproximacgao que consiste em escrever a funcdo de onda de um elétron como
uma combinagdo linear de orbitais atdmicos levando em consideracdo os vdrios sitios de um
determinado cristal. Nessa secdo, iremos revisar alguns aspectos principais desse modelo e
derivar a energia para o caso mais simples de uma estrutura cristalina na forma de uma cadeia
linear. Partiremos inicialmente das seguintes premissas (Dresselhaus et al., 2018):
1. Os autovalores e autofun¢des de energia sao conhecidos para um elétron em um atomo
isolado;
2. Os atomos do material permanecem espacados o suficiente para que cada elétron seja
atribuido a um sitio atdbmico especifico;
3. O potencial periddico da rede pode ser aproximado por uma superposi¢do de potenciais
atomicos através das funcdes de Bloch e a teoria de perturbacio pode ser usada para tratar

a diferenca entre os potenciais atdmico e o efetivo.
5.3.1 A combinacao linear dos orbitais atomicos

Assumindo que, nas proximidades de cada sitio da rede, o Hamiltoniano total H
pode ser aproximado pelo Hamiltoniano dos dtomos localizados H, e que os niveis ligados do

Hamiltoniano ¢ (r) estdo bem localizados, podemos escrever

Ha9i(r) = €;9,(r), (5.28)

onde €; corresponde aos autovalores de energia e ¢;(r) pode ser desprezado quando |r| alcangar
uma distancia da ordem do parametro de rede. Essa aproximagdo se torna mais precisa se

considerarmos um termo adicional AU (r) no Hamiltoniano dos dtomos localizados, isto é,
H=H,+AU(r). (5.29)

Assim, para um dtomo localizado na origem, ¢;(r) ¢ uma boa aproximagao da fungdo de onda
estaciondria para o Hamiltoniano total. Da mesma forma, as fun¢des de onda ¢ (r — R) serdo

boas aproximagdes para os sitios correspondentes R da rede de Bravais >. Logo, se ¢ i(r) satisfaz

3 A rede de Bravais, estrutura fundamental que descreve a disposi¢io periédica dos dtomos num cristal, é

caracterizada por trés vetores de base (aj,az,a3) que descrevem as dire¢des e magnitudes dos vetores de
deslocamento necessarios para alcangar cada sitio da rede a partir de um ponto de referéncia. Esses vetores
definem as células unitdrias da rede que se repetem para formar toda a estrutura cristalina.
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a equacgdo de Schrodinger para os dtomos localizados 5.28, ela também deve satisfazer a equagdo
de Schrodinger para o Hamiltoniano total 5.29 sempre que AU (r) =0e ¢;(r) # 0.

Desse modo, cada nivel de dtomos ¢;(r) localizados dd origem a N niveis periodicos
com fungdes de onda ¢;(r — R) *. Portanto, ¢ preciso encontrar as N combinagdes lineares desses
estados que representam a funcdo de Bloch ¢;(r, k) associada aos elétrons do cristal. Partindo da

terceira premissa, definimos a fun¢ao de Bloch em termos dos orbitais atdbmicos

¢;(rk) = kRo.(r—R), j=1,2,...n, (5.30)

\/— Ye
onde n € o nimero de funcdes de onda dos d&tomos na célula unitaria, de modo que temos n

fungdes de Bloch para cada vetor de onda k. A fungdo de onda para um elétron y;(r, k) pode

entdo ser escrita como
Z 110 (rk), (5.31)

com C; sendo coeficientes complexos a serem determinados. As duas dltimas equagdes acima

demonstram que, de fato, a func@o de onda pode ser escrita em termos de orbitais atdmicos

9;(r—R)>
5.3.2 A equacgdo secular

Para encontrar os autovalores de energia, consideraremos a relacao
AL

(wil i)
na qual substituiremos o spinor 5.31 para obter

gy S H”’Cj?c"f’, (5.33)
L SiiCiiCiy

) (5.32)

onde H;; e S s@o integrais sobre os orbitais de Bloch, também chamadas de matrizes de

transferéncia e sobreposi¢ao, definidas como

Hjp=(9iH|9;), Sij=(9j|¢;), (5.34)

para j,j/ =1,2,...n. Substituindo a fun¢do de Bloch definida em 5.30, podemos escrever

Ze KRR (5.35)
RR’

4 Aqui, N é o nimero de células unitdrias.
> Detalhes da aplicacio do teorema de Bloch podem ser encontrados na referéncia (Lima et al., 2022).
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onde definimos o parametro de salto ¢:
tip = (9(r—R)|H |9y (r—R')), (5.36)

relacionado a energia que um elétron demanda para saltar de um sitio na posi¢do R’ para outro na
posicdo R. Esse parametro usualmente tem valor negativo e € reduzido na medida que a distancia
entre os sitios aumentam (Marder, 2010). Do mesmo modo definimos
S =LY ek R-RIT (5.37)
Y & RR :

com s correspondendo ao parametro de sobreposi¢ao

Sfe’R =(9;(r—R)[¢y(r—R)), (5.38)

que representa a sobreposi¢do entre os orbitais atdbmicos dos sitios R e R’. Usualmente na
aproximagdo TB podemos adotar um modelo ortonormal, no qual os orbitais R e R’ = R possuem
s{e{ ;e/ = Og g0 7 € amatriz S;y corresponde a matriz identidade. As aplica¢des mais gerais levam
em conta na determinagao dos parametros de salto e de sobreposi¢ao apenas as contribui¢des
dos sitios vizinhos mais proximos (Lima et al., 2022).

Determinados H;y e S;, retornamos a equagdo 5.33, na qual os coeficientes C;‘j

podem ser obtidos através da minimizacio dos autovalores de energia ®, um processo que retorna

a relagcdo
Ci
ZHJ'J"CU’ = EiZSjj’Cij’a Ci= N (5.39)
J J
Ciy
A expressao 5.39 pode ser reescrita na forma
[H—E1]C; =0, (5.40)

onde consideramos a matriz S correspondente a identidade. Percebe-se que, se a inversa da matriz
definida pelo termo entre colchetes existir, teremos apenas solucio trivial para essa equacao, isto

z

€, C; = 0. Consideraremos entdo que essa matriz € singular, e portanto,
det[H — E1] = 0. (5.41)

A expressdo acima é denominada equacao secular, um importante resultado no modelo 7B que

permite determinar as auto-energias do sistema.

OE;
Isto é, considerando =0.
9C;

6
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5.3.3 Exemplo de uma cadeia linear

Um dos exemplos mais simples que pode ser modelado por 7B € a estrutura cristalina
em uma dimensao, na forma de uma cadeia linear contendo apenas um sitio por célula unitaria,
conforme a figura 6. Nesse caso, podemos definir o vetor primitivo da rede de Bravais como
a) = (a,0,0). Definiremos também o vetor primitivo b) que define a estrutura do espaco
reciproco e se relaciona com o vetor de base a; pela relagdo
6?2 X 6?3

by =21 (5.42)

@@ xa
Logo, podemos definir o vetor by = (21 /a,0,0). Os autovalores da energia do Hamiltoniano
total sdo fun¢des periddicas no espago reciproco que podem ser bem descritas dentro da primeira
zona de Brillouin 7, especificada no intervalo —7/a < k < m/a. Nesse caso, a fungio de Bloch

tem a forma

;(r Z kRe.(r—R), (5.43)
R

3\

e a matriz de transferéncia, dada as defini¢des 5.35 € 5.36, é
1 2 e
H=—|Negt Nty ekdn | 5.44
v | Néo ng,l (5.44)
com d, correspondendo aos sitios mais préximos d; = (a,0) e dy = (—a,0). Logo, H também

pode ser escrito como
H = gy + 2tcos(ka). (5.45)

Partindo do pressuposto que ndo hd sobreposicado entre orbitais distintos, podemos
considerar que a matriz de sobreposicao € equivalente a matriz identidade e usar a relagdo 5.41

para encontrar uma energia na forma
E(k) = &y + 2t cos(ka). (5.46)

Relagdes de dispersd@o como essa descrevem a energia de portadores de carga em fungdo do vetor
de onda k, com a funcio cosseno representando a periodicidade da estrutura cristalina em a. As
mesmas sdo aplicadas em vdrios modelos de semicondutores em baixas dimensdes, como as
heteroestruturas em materiais da familia de dicalcogenetos de metais de transi¢ao (Bieniek et al.,
2022), nas quais os éxcitons em estados ligados podem ser modelados através dos conceitos de

TB, permitindo compreender melhor a estrutura eletronica e respostas Opticas desses materiais.
7

A primeira zona de Brillouin € a célula de Wigner-Seitz para um ponto especial da rede reciproca, ou seja, € a
menor célula que abrange todo o espaco reciproco em torno do ponto, sem sobreposi¢cdes com outras células.
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Figura 6 — Representacdo de uma cadeia linear com
um sitio por célula unitaria.

aj
ILN ] 9 P see
A a

Fonte: (Lima et al., 2022) - adaptada

5.4 Formalismo de excitons unidimensionais

A abordagem de 7B apresentado na secdo anterior € apenas um dos meios utiliza-
dos para descrever portadores de carga e excitagdes e pode ser combinado a outros métodos
como a teoria de massa efetiva para descrever quasiparticulas tipo exciton. E valido ressaltar,
entretanto, que para tratar de excitons propriamente € necessdrio levar em consideracao um
termo de interacao coulombiana no Hamiltoniano. Diante disso, discutiremos ao longo secao
algumas caracteristicas importantes vinculadas a essas excitagdes e em seguida aplicaremos suas
propriedades na equagdo 5.13.

Dada a presenca de dois férmions (elétron e buraco) em sua constituicdo, excitons
possuem spin total inteiro, o que os caracteriza como um bdsons. O comportamento bosdnico
pode ser verificado nas previsdes de que, em certas condigdes, essas estruturas formam conden-
sados em um semicondutor (Byrnes et al., 2014; Jiang et al., 2022). Na auséncia de fatores
externos como vibragdes da rede ou impurezas os excitons s@o encontrados em seu estado livre,
podendo interagir com fonons e passar pelo processo de recombinacio 8. Nessa configuragio
a baixa energia de ligacdo desse arranjo torna a vida util dessas excitagcdes muito curta, o que
dificulta o tratamento dessas estruturas (Xiao et al., 2017). Por outro lado, a presenca de estados
ligados pode criar niveis de energia que aprisionariam os excitons, diminuindo o processo de
recombinacao e tornando 0os mesmos mais estiveis.

Nesse sentido, apesar da natureza bosonica do exciton, podemos aplicar proprie-
dades vinculadas a ele, em especifico a sua massa efetiva e energia de dispersao no estudo de
sistemas fermiOnicos, nos quais obtém-se usualmente a presenca de estados ligados. Com isso,
queremos investigar se férmions de Majorana unidimensionais com MDP, para um acoplamento
tipo exciton podem, de fato, apresentar estados ligados. Para isso, comecaremos por derivar a

energia de dispersdo em uma dimensao, utilizando o formalismo discutido na se¢ao 5.3. Consi-

8 Em cristais semicondutores tipicos como o silicio a grande blindagem dielétrica e a massa efetiva pequena das

quasiparticulas resultam em energias de ligacao entre 1 e 10meV, de modo que o comportamento ligado do
exciton ¢ insignificante comparado as flutuagdes térmicas, a menos que seja resfriado a baixas temperaturas.
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deraremos aqui que o termo de intera¢do coulombiana do Hamiltoniano que caracteriza excitons
propriamente € nulo, ja que os férmions de Majorana ndo possuem carga. Tomando o exemplo
da cadeia linear, assumiremos um elemento com um atomo por célula unitaria e que cada &tomo

possui apenas um orbital ¢ (r). Temos entdo uma fun¢do de onda
P(r) =N"12Y X Rng(r—R,,), (5.47)
m
e podemos encontrar o valor esperado do Hamiltoniano pela expressao
(k|H k) = N~} Y o) (o, H g,), (5.48)
m n

com ¢, = ¢(r — R,;). Faremos consideragdes para o valor de (¢,,| H |¢,) assumindo que n,m

estdo no mesmo sitio atdbmico ou em sitios vizinhos mais proximos, de modo que
(9n| H |$n) = —a,

(Om| H |$n) = —7, (5.49)

se n e m sdo vizinhos mais préximos. Aqui, &, ¥ correspondem aos termos &y e ¢t definidos em
5.46. o representa a energia de um elétron sem a interaco com sitios vizinhos, e ¥ € o parametro
de salto, associado a probabilidade do elétron mover-se para um sitio vizinho.

Ambas essas quantidades podem ser negativas, caso haja uma diminuicao liquida na
energia associada ao movimento dos elétrons entre os sitios na rede cristalina. Essa diminuigdo é
caracteristica da formacao de estados ligados, que possuem energias menores que as de elétrons
em estado livre no vacuo. Fora dos casos da equagdo 5.49, teremos (@,,| H |¢,) = 0. Portanto, a

relacdo 5.48 se torna apenas
Ey = (k|H|k) = —a—y) R, (5.50)
n
que, em uma dimensdo, pode ser escrita como
Ey = —a —2y-cos(ka). (5.51)

A relac@o acima ¢ energia de dispersao que serd adotada para o sistema fermidnico
deste trabalho, que pode ser visualizada na Figura 7. Aqui adotamos para o parametro de salto
os valores possiveis ¥ = 0.45,7 = 0.55,7 = 0.65 e Yy = 0.75, uma escolha que se justifica pela
natureza de probabilidade vinculada a esse parametro que nos permite adotar valores no intervalo

0 < y < 1. Partindo de 5.51 derivaremos a massa efetiva, usando a defini¢do 5.27 para encontrar
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Figura 7 — Comportamento parabdlico da dispersao de energia em
fun¢do do vetor de onda k do espago reciproco para
diferentes valores do parametro 7.

E(k)

Fonte: Elaborado pela autora.

hZ

m’" (k)

=2y sec(ka). (5.52)

Observe que tanto a energia como a massa encontradas estdo no espago reciproco k,
o que € uma escolha usual ja que a periodicidade da rede e as simetrias de estruturas de banda
tornam as andlises tedricas mais faceis neste espaco. Queremos, entretanto, obter uma massa
efetiva associada a posicdo, o que pode ser feito através da transformada de Fourier. Para isso,
integramos a massa efetiva obtida no intervalo correspondente a primeira zona de Brillouin °
(—m/a<k<m/a),istoé,

/a1 sec(ka) _j
= ————"¢ "™dk. 5.53
mix) = [ e < (5.53)

A integral 5.53 pode ser resolvida com auxilio do teorema dos residuos '°, gerando

a massa efetiva

m@:—f?m%§) (5.54)

onde o espacamento entre os dtomos da rede foi escolhido @ = 1A. Para termos uma m(x)
bem definida e positiva referente a primeira zona de Brillouin, x € [—1,0]. Podemos analisar o
comportamento da massa efetiva em relagdo ao vetor de onda do espago k e também a posi¢ao

por meio dos gréificos da Figura 8 e Figura 9.

9 O fato de integrarmos na primeira zona de Brillouin se deve ao fato de que nesse intervalo estdo contidas as
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Figura 8 — Comportamento da razdo entre a massa efetiva m* e a massa do elétron em
repouso m, no espago reciproco para valores distintos do parametro de salto y e
um espacamento a = 1A.

— y=0.45

y=0.55
— y=0.65
— y=0.75
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Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 9 — Comportamento da razdo entre a massa efetiva m* e a massa do elétron em
repouso m, no espago das posi¢des para valores distintos do parametro de salto
Y € um espacamento a = 1A.

10{ — v=0.45

y=0.55
— y=0.65
|l —— y=0.75

—n —3n/4 —n2 —n/4 0 /4 R 3n/4 7
Fonte: Elaborado pela autora.
Definida a massa dependente da posi¢ao no espago real, obtemos o perfil do potencial

efetivo em 5.14, que tem a forma

2w . X Y X
Ver = mz(x) —m'(x) = ? [sm2 (7> + ) 27 cos <7>} ) (5.55)
O comportamento do potencial acima em relagdo a posi¢do € apresentado na Figura 10. Pode-se
observar nos graficos mostrados uma tendéncia decrescente na massa e no potencial conforme o

parametro Y aumenta.

informagdes sobre a energia e 0 momento de um cristal.
10O teorema dos residuos é um método de célculo de integrais usado em funcdes analiticas ao longo de caminhos
fechados que generaliza a férmula de Cauchy.
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Figura 10 — Potencial efetivo da equagdo
5.55 em termos da posi¢cao
para valores distintos de 7.

o y=0.45
y=0.55
y=0.65

o y=0.75

57\ | | | |
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X

Fonte: Elaborado pela autora.

Definimos entdo a relagdo central do trabalho, a equacdo que descreve particulas de

majorana em uma dimensao com uma distribui¢ao de massa tipo exciton

2 x\ V2w Tx

" -2 2

— — sin” | — cos | — =F . 5.56

o)+ | g sint () + 5, eos () [ 900 =0 () (5.56)
O Capitulo 6 sera dedicado a resolucdo dessa equacgdo, isto é, a obtengdo das

solucdes para o spinor de Majorana ¢ (x) e a andlise do espectro da energia e seus autovalores.

Determinado o comportamento da energia, serd construido um ensemble destas particulas que

por sua vez permite o estudo de potenciais e outras grandezas termodinamicas.
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6 RESULTADOS OBTIDOS

A andlise da Equacao 5.56 indica que, para dentro do intervalo da zona de Brillouin
adotado x € [—1,0], ndo é admitida uma solucéo analitica !. Podemos, contudo, empregar um
método alternativo e buscar uma solu¢do numérica para o problema. Para isso escolhemos a
abordagem denominada Método de Elementos Finitos (MEF), uma técnica utilizada na resolugdo
de equacdes diferenciais cuja combinagio com as condi¢des de contorno de Dirichlet > fornece

as solucdes da fun¢do de onda e energia do sistema que estamos tratando.

6.1 Solucoes numéricas e energia

A técnica do MEF consiste em dividir o dominio em que a equacdo se encontra em
partes menores € mais simples que se denominam elementos finitos. Para cada segmento, a
equacao diferencial € aproximada por uma equacao algébrica, utilizando fun¢des de interpolacao
que podem ser de vérios tipos e sdo escolhidas de modo a satisfazerem as condicdes de contorno
do problema (Logan, 2011). Obtidas as equagdes aproximadas para cada elemento, € montado
um sistema de equagdes lineares globais, que € resolvido numericamente para obter uma solucio
geral dentro do intervalo dado e de suas condi¢des de contorno.

Aplicamos entdo o método citado através da subdivisdo ou discretiza¢ao do intervalo
x € [—1,0] em 100 partes que serdo individualmente aproximadas por fun¢des de interpolacdo
polinomiais. Obtidas as equagdes de cada elemento, obtém-se uma solucdo geral na qual aplica-
se as condi¢des de Dirichlet, considerando o comportamento da funcdo de onda nos limites
do intervalo, ou seja, nos pontos equivalentes a x = —1 e x = 0. Esse procedimento retorna
as solucdes para a fungdo de onda apresentadas na Figura 11(a), Figura 11(b), Figura 11(c) e
Figura 11(d). Nelas temos o comportamento de ¢ (x) para os primeiros autoestados de energia
de acordo com a variacdo do parametro de salto ¥ para o qual assumimos os mesmos valores
apresentados no fim da se¢do 5.4.

O comportamento das fun¢des de onda demonstra que estamos tratando de particulas
cujo movimento € confinado a uma regiao limitada do espaco, de modo que temos estados

ligados devido ao potencial efetivo do sistema. As energias sdo discretas ou quantizaveis e

' E importante mencionar que fora deste intervalo, a relacdo obtida possui solucdo analitica, podendo ser

transformada numa equagdo de Heun.

A condicdo de Dirichlet especifica os valores que uma func¢io deve assumir em uma parte especifica da fronteira
no dominio em que a equacdo diferencial estd sendo resolvida. Em outras palavras, ela descreverd a condi¢@o da
funcdo na fronteira.

2
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esse comportamento pode ser percebido nos graficos da Figura 12a), Figura 12b), Figura 12¢) e
Figura 12d) que mostram a quantiza¢ao dos 100 primeiros autovalores de E,,.

A presenca de estados ligados € um resultado interessante sob a perspectiva de que
toda a interagdo produzida na teoria relativistica deve-se a distribuicdo de massa prépria do
sistema. Assim, pode-se concluir que particulas de Majorana com MDP tipo exciton produzem
uma auto-interacao que, por sua vez, gera auto-estados quantizaveis.

Figura 11 — Solucdo numéricas das autofungdes de onda dos trés primeiros auto-estados obtidas

pelo método dos elementos finitos. (a) Solu¢do quando y = 0,45. (b) Solugdo
quando Y = 0,55. (c) Solu¢do quando y = 0,65. (a) Solu¢do quando y = 0,75.
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-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
X X
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-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
X X
© (d)

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 12 — Solu¢des numéricas da energia em termos do nimero quantico n para os 100 pri-
meiros autoestados . (a) Solu¢do quando y = 0,45. (b) Solugdes para y = 0,55. (¢)
Solugdes para Y = 0,65. (d) Solugdes para y = 0,75.
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Fonte: Elaborado pela autora.

6.2 Propriedades Termodinamicas

Classicamente, a termodindmica € incompardvel em termos de aplicacoes e rele-
vancia na vida cotidiana, possibilitando a descricdo de sistemas complexos compostos por
muitas particulas em termos de poucas quantidades macroscépicas, como trabalho, energia,
e entropia. A medida em que os sistemas descritos por ela tornam-se menores, as flutuagdes
nessas quantidades passam a ser cada vez mais significativas, o que nos leva ao desenvolvimento

de uma termodinamica estocastica. Em regimes quanticos, essas flutuacdes sdo causadas por
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caracteristicas como a quantizacio, a superposi¢cdo de estados e emanharamento vinculadas a
estes tipos de sistemas. (Vinjanampathy et al., 2016)

O estudo da termodindmica em regimes quanticos nos leva a possibilidades inte-
ressantes, como o desenvolvimento de teorias de entropia e informagdo quantica (Millen ez
al., 2016), a otimizagao de circuitos eletronicos (Pekola, 2015) e o estudo dos fendmenos de
transporte em semicondutores (Donfack et al., 2022; Estreicher et al., 2004). Especificamente em
sistemas fermidnicos tipo Majorana, a assinatura termodinamica é apontada como a chave para a

detecgio dos estados ligados de Majorana >

em supercondutores (Smirnov, 2021) e nas fases
liquidas de spin quantico # (Tanaka et al., 2022). Além disso, uma anélise termodinimica e da
entropia de Shannon atrelada a férmions de majorana lineares pode ser encontrada na referéncia
(Lima et al., 2021).

Diante disso, analisaremos algumas quantidades termodinadmicas e estatisticas do
modelo apresentado neste trabalho. Obtido o comportamento da energia numericamente, pode-
mos prever como um conjunto ou ensemble de particulas de majorana com MDP tipo exciton

se comportard, construindo primeiramente a sua funcdo de particdo total Z para N férmions

indistinguiveis
z=Y e P (6.1)
n=0

com 3 = 1/KpT, em que Kp é a constante de Boltzmann e T € a temperatura do banho térmico.
Aqui assumimos um ensemble candnico, para o qual é permitido a troca de energia com o

ambiente. A partir da fung@o de particao podemos definir as quantidades

1 0 . 2 0F B )
F = —EanN, U= —manN, S= kBﬁ %, and Cv = _kBB -5 - (62)

Com F correspondendo a energia livre de Helmholtz, U a energia interna média, S a entropia e
C, o calor especifico a volume constante. Ressaltamos que a funcdo de parti¢do e as grandezas
associadas a ela serdo obtidas via abordagem numérica, tomando os autovalores de E,, e aplicando
o mesmo método descrito de interpolagao em 100 subdivisdes descrito na se¢do anterior. Esse

processo retorna os resultados mostrados na Figura 13.

3 Os estados ligados de Majorana sdo estados quanticos especiais que surgem em sistemas como cadeias de

spins ou interfaces de supercondutores topoldgicos. Estes propiciam a formacao de excitagcdes de baixa energia
andlogas aos férmions de majorana.

Fases da matéria formada por intera¢des ndo usuais de spins em certos tipos de materiais magnéticos. Em 1987
foi proposto que tais fases de spin desordenados poderiam descrever a supercondutividade em altas temperaturas
(Anderson, 1987).
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A andlise das curvas das fun¢des termodinamicas apresentadas, a comecar pela ener-
gia livre de Helmholtz, nos diz que o sistema possui capacidade maxima de realizar trabalho til
em 7 = 0 e o valor de F tende a ser minimizado na medida em que o sistema atinge o equilibrio,
0 que é um comportamento esperado para um sistema fechado e mantido a temperatura cons-
tante. Em contrapartida, a energia interna média U aumenta continuamente com a temperatura
até alcancar o estado de equilibrio. Ja a entropia tem um comportamento monotonicamente
crescente com a temperatura, aumentando até atingir um valor méximo no equilibrio. Por fim, o
calor especifico a volume constante aumenta rapidamente com a temperatura, assumindo um
comportamento assintético para um valor constante no equilibrio. Esse resultado € coerente com
a lei de Dulong-Petit, uma vez que, para o aumento de 7 temos C,,/N ~ Kp.

Os resultados obtidos estao vinculados ao parametro de salto, cuja variagido tem
implicacdes na amplitude e na forma da fun¢do de onda, na energia e na termodindmica do
sistema. Conforme visto anteriormente, valores mais altos para essa quantidade indicam maior
probabilidade de transi¢c@o de elétrons entre os sitios, € consequentemente, maior a sobreposicao
entre os orbitais. Uma sobreposi¢cao mais significativa resulta em uma facilitacdo no transito
de elétrons entre as bandas, isto €, ocorre uma diminui¢do do gap de energia que, por sua vez,
otimiza a propriedade de conduténcia elétrica.

Para as funcdes de ondas da Figura 11, os menores valores de ¥ indicam que as
regides de maior probabilidade de encontrar as particulas estdao préximas aos limites da primeira
zona de Brillouin. Contudo, na medida em que Y cresce nota-se que as fungdes de onda tornam-se
mais simétricas em relacdo ao centro do intervalo. Para a energia, a influéncia do parametro
na estrutura de bandas é percebida pelo fato de que tanto a relagdo de dispersdo E (k) como os
autovalores E, sdo ligeiramente deslocados para valores menores com o aumento de 7.

Em relacdo as func¢des termodinamicas, a queda nos valores de E, conforme o
parametro de salto cresce tende a aumentar os valores da fun¢do de particdo Z associada as
grandezas definidas em 6.2. Pode-se observar que o aumento de ¥ (e consequentemente do
acoplamento entre as particulas) estd ligado a diminui¢cdo da energia livre de Helmholtz, a
energia interna, a entropia e ao aumento do calor especifico. Fisicamente, podemos atribuir a
diminui¢do da energia interna média do sistema a tendéncia dos elétrons em ocupar estados

5

menos energéticos °, assim como a entropia decairia em virtude da diminuicao do nimero de

microestados acessiveis para os elétrons do sistema na medida em que os mesmos tornam-se

> Essa ocupagcio decorre do principio de Aufbau.
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localizados nos sitios mais préximos. A queda na energia livre de Helmholtz € coerente com
a diminui¢do dos valores de U e S, indicando a diminui¢do da energia disponivel para realizar
trabalho no sistema. O aumento no calor especifico, por sua vez, pode ser explicado considerando
que uma maior delocaliza¢do ou uma maior mobilidade de particulas se relaciona a uma maior

capacidade de absorver e distribuir energia.

Figura 13 — Propriedades termodinamicas dos férmions de Majorana com massa efetiva do tipo
exciton para valores distintos de Y. (a) Comportamento da energia livre Helmholtz
sobre o0 nimero de particulas .% /N em fung¢io da temperatura 7. (b) Energia interna
U /N em funcédo de T'. (c) Entropia S/N em fungdo de 7. (d) Calor especifico C,/N
em funcdo de T.
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7 CONCLUSAO

Esta dissertacdo dedicou-se ao estudo de um sistema quantico-relativistico unidimen-
sional de particulas de Majorana com uma distribuicdo de massa tipo exciton, cuja obtencao
se deu a partir da juncdo dos formalismos da equagdo de Dirac, da teoria de massa efetiva
dependente da posicao usualmente aplicada a heteroestruturas semicondutoras, € do modelo TB
linear. Assumindo a auséncia de impurezas, isto €, V (x) = 0, foi possivel estudar as solugdes e
os autoestados de energia do sistema.

A aplicacdo de MDP em uma equagdo de Dirac (1+ 1)— dimensional com a re-
presentacdo de Majorana retorna um potencial efetivo na forma Vs = m?(x) — m’(x), gerado
unicamente pela distribuicdo de massa adotada para as particulas, uma vez que as interagdes
eletromagnéticas sdo desconsideradas. A defini¢do do perfil da massa m(x) surge da energia de
dispersao derivada a partir da abordagem TB da estrutura eletronica. A forma do potencial final,
aplicado no intervalo da primeira zona de Brillouin, produziu uma auto-interacdo que confinou
as particulas, tornando suas energias quantizadas. Em outras palavras, os férmions de Majorana
possuem estados ligados para uma massa tipo exciton, mesmo para 0 caso em que 0S mesmos
estdo livres. Mais uma vez reiteramos que a presenca de estados ligados para particulas/arranjos
de carga neutra é o que denominamos de comportamento excitonico do sistema.

A relevancia desse resultado estd no fato de que o confinamento torna o arranjo
elétron-buraco mais estavel, evitando a separacdo do par. A andlise da funcdo de onda e da
energia vinculadas a 5.56 mostrou estados ligados caracteristicos de excitons, o que indica que as
propriedades desse tipo de quasiparticula também podem ser modeladas através da descri¢do de
férmions. As solugdes obtidas numericamente também estdo relacionadas ao parametro de salto
7. uma quantidade relacionada a ocupagdo dos elétrons nos sitios de uma estrutura cristalina. De
fato, o aumento de ¥ desloca as regides de maior probabilidade de encontrar as particulas ao
longo do intervalo e causa uma ligeira diminuicdo nos autovalores de energia E,,.

Determinada a energia, foi construido um ensemble canonico para as particulas que
permitiu analisar suas caracteristicas termodinamicas. O comportamento das fungdes como a
energia livre de Helmholtz, energia interna e entropia € coerente com as leis da termodinamica,
seguindo as tendéncias esperadas para um sistema fechado com temperatura constante. Na
medida em que evolui até o equilibrio, a entropia é sempre crescente até atingir um valor
méximo, a energia interna aumenta, enquanto a energia livre de Helmholtz é minimizada e o

calor especifico obedece a conhecida relagao de Dulong-Petit.



&3

O parametro da estrutura y apresenta uma tendéncia de diminuir as quantidades
termodindmicas F, U, S, e de aumentar C, na medida em que seu valor aumenta, de modo que,
para uma maior probabilidade de transito dos elétrons nos sitios mais proximos foi observado um
declinio na energia disponivel. De modo geral, as grandezas macroscdpicas observadas fornecem
uma indicagdo de que o sistema proposto neste trabalho pode ser realmente interpretado como

uma teoria fisica termodinamicamente valida.

7.1 Perspectivas futuras

Diante dos resultados obtidos pode-se discutir diversas possibilidades de expansao
deste projeto, o que pode ser feito através da andlise de algumas propriedades especificas. Entre
elas estd o estudo de um tipo de entropia distinta vinculada a teoria de informacao, conhecida
como entropia de Shannon, um conceito que tem sido aplicado em sistemas quanticos diversos
(Dehesa et al., 2011; Perinotti et al., 2023; Moreira et al., 2024), permitindo a interpretacao
de incertezas associadas a propriedades como posi¢cdo e momento de particulas. Trabalhos
envolvendo medi¢des dessa entropia ja foram conduzidos em férmions de Majorana lineares
(Lima et al., 2021), em sistemas descritos pela equacio de Schrodinger com MDP (Guo-Hua et
al., 2015) e na investigagdo do fendmeno de decoeréncia de excitons em materiais tipo TMDs !
(Kenfack-Sadem et al., 2021).

Poderiamos, portanto, utilizar a entropia de informac¢ao no ensemble fermidnico
de Majorana tipo exciton para entender como o potencial efetivo gerado pela distribuicao de
massa afeta as incertezas ligadas as probabilidades, o que nos permitiria compreender melhor
a transmissdo de informacdo entre as particulas e a interacdo das mesmas com o meio. Outra
perspectiva é continuar o estudo de excitons confinados em heteroestruturas utilizando MDP, uma
ideia que tem sido explorada em pogos quanticos de materiais como GaAs e AlGaAs (Miranda
etal.,2012; Lopes et al., 2013).

De fato, a modelagem de excitons com a condi¢do de MDP causa alteragcdes sig-
nificativas em suas propriedades. No artigo de (Rojas-Briseiio et al., 2017) foi verificado um
crescimento na energia de ligagdo dos excitons em comparagdo com o mesmo sistema sem o
tratamento de massa efetiva. Além disso, observou-se que nos condensados de exciton-polariton

2 presentes em microcavidades épticas semicondutoras a inclusdo de MDP age modificando o

TMD correspondem aos dicalcogenetos de metais de transicio.
Esse tipo de quasiparticula é formada pela interag@o entre os excitons e os fonons de polarizagdo da estrutura de
um material semicondutor.

2
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potencial de confinamento efetivo das particulas (Voronova et al., 2018). Ambas as alteracdes
mencionadas motivam o uso de MDP, tendo em vista que variagdes na energia e no potencial
estdo vinculadas a estabilidade das excitagdes do sistema. Os artigos também destacam a impor-
tancia de compreender excitons com esse tipo de massa efetiva e manipuld-los para aplicacdes
Opticas dos materiais.

Diante disso, as etapas seguintes seriam focadas no estudo de excitons seguindo o
modelo TB apresentado nessa dissertacao, com a distincdo de que iremos partir da equacao de
Schrodinger em vez da equagdo de Dirac, isto €, tomaremos o regime nao-relativistico. Apesar
da relac@o de Dirac ter um carater mais geral, utiliza-se geralmente a equacao de Schrodinger
pela maior facilidade na manipulacdo matematica e numérica dos resultados, o que justifica
essa escolha. Para isso, definirfamos o operador Hamiltoniano considerando um ordenamento
j& conhecido na literatura (Li-Kuhn ou Zhu-Kroemer, por exemplo), o qual serd aplicado na

equacdo de Schrodinger para andlise das solugdes e autoenergias.
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