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RESUMO

Neste trabalho dissertativo, investigamos a desiguadade de Harnack para funcoes G-

harmonicas, isto é, fungoes que sao solugoes fracas da seguinte equacao diferencial parcial

Vu

Agu = div (g(|Vu|)W) =0
Aqui, a fungao ¢ : [0,00) — R ¢é a derivada de uma N-fungao apropriada. O operador
A, pode ser visto como uma generalizacao natural do operador laplaciano e do seu ana-
logo néo-linear chamado p-laplaciano, a saber, Ayu = div (|Vu[P~?Vu). Em particular,
A, = A, quando g(t) = t*~'. Assumimos que a fungao g satisfaz condigoes de regulari-
dade introduzidas em LIEBERMAN (1991) e usamos o método de iteracao de J.Moser
(Moser iteration technique) para concluir que tais fungoes (solugoes fracas) sao localmente

a-Holder continuas.

Palavras-chave: desigualdade de Harnack; fung¢oes G-harmonicas; espacos de Orlicz.



ABSTRACT

In this dissertation, we investigate Harnack’s inequality for G-harmonic functions, that is

functions that are weak solutions of the following partial differential equation

Vu

Agu = div (g(|Vu|)W) =0
Here, the function g : [0,00) — R is the derivative of a suitable N-function. The A, ope-
rator can be seen as a natural generalization of the Laplacian operator and its nonlinear
analog called p-Laplacian namely, Ayu = div (|Vu[P~?Vu). In particular, A, = A, when
g(t) = tP~1. We assume that the ¢ function satisfies regularity conditions introduced in
LIEBERMAN (1991) and we use the Moser iteration technique to conclude that such

functions (weak solutions) are locally a-Holder continuous.

Keywords: Harnack inequality; G-harmonic functions; Orlicz Spaces.
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1 INTRODUCAO

Dentre os interesses no estudo de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP), um
dos mais importantes diz respeito a investigacao da regularidade de solu¢oes de uma EDP.

Modestamente afirmo que esse trabalho tem esse objetivo. Aqui lidamos com o operador

Agu = div <g(|Vu|)v—Z) (1)

e buscamos como regularidade alvo a a-Holder continuidade de solugoes fracas. Nossa
estratégia ¢ obter tal regularidade a partir da desigualdade de Harnack para solugoes
fracas de Aju = 0. A saber, mostraremos que se u : Bg — R é uma solucao fraca

nao-negativa de Aju = 0, entao

sup u < C' inf u,

Br/a Bry2
onde a constante C' > 1 depende essencialmente de g. O conceito de solucao fraca sera
apresentado no Capitulo 4. O caminho que iremos percorrer para provar a desigualdade
de Harnack serda baseado no método de iteracao de J. Moser. Primeiro, provamos o
Principio do Méaximo Local para subsolugoes de (1) e depois, provamos a Desigualdade de
Harnack Fraca para supersolugoes de (1). A combinagao destes dois resultados rendem a
desiguadade de Harnack.

Claramente para chegarmos onde desejamos temos um longo percurso a se-
guir. Nas proximas linhas pontuamos brevemente o planejamento que seguimos em cada
Capitulo deste trabalho para alcancarmos nosso objetivo.

No Capitulo 2 estabelecemos os principais resultados de Analise Real que ire-
mos precisar ao longo do texto. Neste capitulo lidamos com teoremas de Anélise bastante
interessantes e sofisticados como o Teorema de Decomposicao de Calderéon-Zygmund e o
Teorema de John-Niremberg para fungoes BMO.

No Capitulo 3 definimos o conceito de N-fungao e estabelecemos uma série
de propriedades sobre tais fungoes. Ainda neste capitulo falamos sobre os espacos de
Orlicz e de Orlicz-Sobolev, este ultmo sendo uma generalizacao dos tao famosos espagos
de Sobolev. Tratamos de assuntos como completude, separabilidade e reflexividade, além
de alguns resultados sobre a densidade do conjunto C* nesses espacos. Para os resulta-
dos deste capitulo seguimos as seguintes referéncias KRASNOSEL’S; RUTICKII (1961),
ADAMS (2003), DONALDSON (1971) e RIBEIRO (2006).

O Capitulo 4 deste trabalho destina-se a existéncia de solugoes fracas de (1).

Consideramos a integral de Dirichlet

To(u) = / G(|Vu]) dr,
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onde G' = g e g satisfaz as condi¢oes de Lieberman, a saber,

g€ CH0,00)NC%0,00) e 0<d<

Veremos que minimos do funcional acima em um determinado espaco de funcoes sao solu-
coes fracas de Ayju = 0. O espago natural no qual estao tais funcoes é o chamado espago
de Orlicz-Sobolev, espaco este que sera estudado no capitulo anterior. Aqui seguimos de
perto as ideias desenvolvidas em MARTINEZ (2008).

No quinto e ultimo capitulo desta dissertacao investigamos a a-Ho6lder continu-
dade local de solugoes fracas e limitadas do operador Aju = 0. Como mencionamos previ-
amente, nas estimativas obtidas, fazemos uso do chamado método da iteracao de J.Moser.
Mostramos assim que tais func¢oes satisfazem a desigualdade de Harnack. Usando a desi-
gualdade de Harnack para M —u e u —m, onde M = supg_ u e m = infp, u, chegamos

a conclusao de que u é localmente a-Holder continua, para algum « € (0, 1) universal.



12
2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste Capitulo estabeleceremos todos os resultados que entendemos como pré-
requisito para os capitulos seguintes. Comecamos com uma série de teoremas classicos da
Anaélise, os quais, apresentaremos apenas os seus enunciados, indicando em seguida uma
referéncia adequada para a prova. Depois disto, demostramos o Teorema de Decomposicao
de Calderén-Zygmund. Tal ferramenta sera extremamente 1til para provarmos o Teorema

de John—Niremberg para fun¢oes de oscilagao média limitada(BMO).

2.1 Resultados Classicos da Analise Real

Comegamos esta segao relembrando os espagos de Lebesgue LP(2). Estes es-
pacos sao constituidos por todas as fung¢oes mensuraveis que sao integraveis para alguma
poténcia p € [1,00] sobre um dado conjunto mensurével 2 C R"™. Esses espagos sao de
fundamental importancia em varias linhas de pesquisa em analise, aqui vamos enunciar

apenas os resultados sobre esses espacos que sao utilizados ao longo deste trabalho.

Definigao 2.1. Seja 2 um conjunto mensurdvel em R™ e seja p € [1,00]. Denotamos por

LP(Q2) o espago de Lebesgue (ou classe de equivaléncia) de todas as fung¢oes mensurdveis

1/p
171l = ( / |f|pdx) < 0.

Antes de seguir mostrando resultados importantes que serao usados sobre os

f:Q— R tais que

espacos de Lebesgue L? relembramos alguns resultados sobre convergéncia que sao validos
em medidas gerais, suas demonstragoes podem ser encontrados em (SHAKARCHI, 2009,

capitulo 2).

Lema 2.1 (Fatou). Seja (f,)nen € uma sequéncia de fungoes nao-negativas, mensurdveis

em R", entao

/lim inf f,, de < lim inf/fn dz.

n—oo n—0o0

Teorema 2.1 (Convergéncia Monétonona). Se (f,)nen € uma sequéncia de fungoes nao-

negativas, mensurdveis em R" tais que f, < f,11 Vn € N entao

/ lim f,dr = lim | f,dz.

n—oo n—o0

Teorema 2.2 (Convergéncia Dominada). Suponha que (f,)nen € uma sequéncia de fun-

¢oes mensurdveis tais que f,(x) — f(z) q.t.p quando n — oo. Se |f.(z)| < g(z), onde
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g € L' entao
lim /|fn—f|da::0.
n—oo

1

loe(R™), entdo para quase todo xo € R™

Teorema 2.3 (Diferenciagao de Lebesgue). Seja L

temos

lim |f(z) = f(z0)| dz = 0,

r—0 BT‘ (IO)
e em particular

lim f(z)de = f(zo).

r—0 B, (wo)

Demonstracao. Vide (SHAKARCHI, 2009, capitulo 3) ]

Como um beneficio adicional, esse limite de médias infinitesimais sobre bolas
pode ser empregado para escolher um representante canonico nos espacos de Lebesgue.
Teorema 2.4 (Fubinni). Seja f € L'(R" x R™) entao

/m ( Rnf(:c,y)eh:) dy:/n( Rmf(:c,y)dy) dq::/RHmf(Z)dz_

Demonstragao. Consultar (SHAKARCHI, 2009, capitulo 2) O

Em seguida definimos os espacos de Sobolev W*? para k € N e p € [1,00].

Definigao 2.2. Seja Q C R™ um aberto, p € [1,00] e seja  um multi-indice. Dizemos
que uma funcao f € L},.(Q) tem uma derivada fraca(ou distribucional) parcial em L ()

se existe uma fungio gg(denotada por DPf) em LF (Q) tal que para toda fungdo teste
¢ € C3°(Q) temos

/f-DB¢dx:(—1)|5/gg-¢dx.
Q Q

Definigao 2.3. Seja Q um aberto em R,k € N e p € [1,00]. Denotamos por W5?(Q)
o espaco de Sobolev das funcos f € LP(Q) tais que as derivadas DP f existem em LP(2)

para todos multi-indices B € N™ com 0 < || < k. Munimos esse espago com a norma

1/p
(Zog\mgk HDBsz) sel <p<oo
Y o<igi<k [P fllow  sep =00

[l =

As demonstragoes dos resultados a seguir sobre os espagos de Sobolev podem
ser encontradas em (EVANS, 2022, capitulo 5).

Definicao 2.4. Sejam X e Y espagos de Banach, X C Y. Dizemos X estd imerso com-
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pactamente em Y, escrevemos

X CcCcyY

quando para todo v € X existe uma constante C' > 0 tais que
1. llully < Cllullx
2. toda sequéncia limitada em X € pré-compacta em Y.
Mais precisamente a condigao 2 significa que se (u,)nen € uma sequéncia em X limitada,

entio alguma subsequéncia de (up)nen converge em Y para algum limite u;

lim ||u,, —ully =0.
k—o0

Teorema 2.5 (Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov). Seja U um conjunto

aberto limitado em R"™ de modo que OU é C*. Suponha que 1 < p < n, entdo

Whe(U) cc LY(U)

para cada q € [1, 2.

' n—p

Notagao: (u),, = fB(m o udy.

Teorema 2.6 (Desigualdade de Poincaré para bolas). Seja 1 < p < oo. Entdo existe uma

constante C' > 0 dependendo somente de n e p de modo que

| — () 2|l r(B@ry) < COT||Dul|ir(B@r)

para cada bola B(x,r) C R™ e u € WHP(B(z,r)).
Apresentaremos a definigao de standard mollifier e algumas de suas proprie-

dades que vao nos ajudar no decorrer deste trabalho.
Standard Mollifier: Seja ¢ € C°(R"™) definida por

cexp (W%J , se |z <1

0, se |z| > 1,

¢(x) =
onde ¢ é positivo e escolhido de modo que

o(z)dr = 1.
Rn

E para todo € > 0, defina ¢.(z) = % (z) , a fungao ¢, é chamada de standard mollifier.

en €
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Observagao: Note que ¢, > 0, supp(¢.) C B(0,€) e

delwyde = = [ o= [ owedy = [ o) =
Rn € Jrn € €" Jpn R

para todo € > 0. Além disso, se Q C R" ¢ aberto limitado tal que 9Q # (), nds escreveremos
Q. = {x € Q;dist(x,00) > €}, € > 0.

Se f € L. .(), nés obtemos o standard convolution mollification f. : Q. — [—o0, o],

que é dado por

fi@) = (F* 6 (@ /f ol — 9)

Observe que para cada x € €},

= /Qf(y)cbe(ﬂf —y)dy = /B( J@)odz —y)dy

Pela mudanga de variavel z = x — y teremos

/Q F(9)6c(x — y)dy = / f(z = 2)6d(2)dz

Propriedades dos Mollifiers

1. fee C>=(Q).

2. fe— f q.t.p quando ¢ — 0.

3. Se f € C(), entdao fo — f uniformemente para todo V' € €2, (A notagao V & )
significa que V' é aberto, V é compacto e V C €2). Este resultado também continua
véalido para qualquer subconjunto compacto de €).

4. Se f e L} (), ou seja, se f € LP(K) para todo K compacto contido em §2, com
1 <p< oo, entdo fo — f em LP(V) para todo V & (.

Demonstragao. Consultar EVANS (2022). O

Agora vamos demonstrar um resultado técnico que serd usado para construir
funcoes testes apropriadas no capitulo 5.
Lema 2.2. Sejam B, CC Bgr C ). Existe uma func¢ao n € C3°(Bg) tal que
1. 0<n<1,
2. n(z) =1 em B,,
3. 1|9l < 200,

R—r

Demonstragao. Considere n = ¢, * x(+, B(0,ar)) onde ¢, ¢ um molifier(ver preliminares).
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Vamos escolher a e € apropriados. Sendo

n(z) = /B L SN =y BO.ar) dy

temos

2| <ar—e= |z —y| <|z|+ |y <ar—e+e=ar

x| >ar+e= |z —y|>|z|—|y| >ar+e—e=ar

logo, n(z) = x(x, B(0,ar)) = 1 em B(0,ar —¢) e n(z) = 0, V|z| > ar+e€. Assim queremos
a e € que satisfagam
ar—e=r

ar +e¢ = R.

Somando as duas equagoes temos

R—+r
2r

2ar =R4+r=a=

substituindo isso na segunda equagao obtemos

(R+T)T+6:R:>€:R—R+TZR_T.

2r 2 2

Portanto
(@) = (¢r-rj2 * X(-, B0, (R +71)/2))(x),

Diny = DiB(r-ry) * X( BO, (R+7)/2)) = 2 (Did)ano = x( BO, (R+7)/2)

2
= |D;n| < —||(D; _r .
Dl € 2 (D)l

Teorema 2.7 (The layer cake representation). Para todo p > 0 temos

[upas=p [~
Q 0

onde Ay = {z € Q;|f(x)| > s}.

Demonstragao. Se x a, denota a fungao caracteristica do conjunto A; entao pelo teorema
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de Fubinni temos que

|f ()l
/|f|pdx— (/ tp_ldt> dx
(/ ptP A, dt) dx
:p/ tp_l </ |XAt|d:E) dt
0 Q

:p/ tp_1|At|dt

2.2 O Teorema de Decomposicao de Calder6n-Zygmund

Teorema 2.8 (Calderon—Zygmund). Seja @ um cubo em R™ e f uma fungao nao-negativa

em LY(Q). Fize um numero real t > 0 de modo que

][Qf(x) dr < t.

Entao existe uma familia enumerdvel {Q;}icr de cubos na decomposi¢ao didtica de Q) tais
que

i) t < fQ x)dr < 2"t;

ii) f(z) <t quase todo x € Q \ Ui Q;.

Demonstracao. Bissectando os lados do cubo () nos o subdividimo em 2" subcubos con-

gruentes. Para esses cubos Q! temos duas possibilidades;

flz)dr <t (2)
Ql

f(z)dx > t, (3)
Ql

Se (2) acontece entao como |Q'| = 2"|Q],

< f < g [ o= g [ S <2 f g

Tomamos os cubos Q' que satisfazem (2) para fazer parte da familia que satisfaz i). Do

contrario se (1) acontece noés o subdividimos como foi feito no inicio da demonstragao até
aparecerem subcubos que satisfagam (2), repetindo infinitamente (ou finitamente se em
algum passo nao existe tal cubo) esse processo obtemos um familia enumeravel de cubos

{Q;}ier que satisfazem 1i).
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Se x € Q \ UjerQ; e ndo pertence a fronteira de algum @);, entdo esse ponto
pertence a infinitos cubos na familia {Q;} na sucessiva subdivisao com |@;| — 0 Portanto

o teorema da diferenciaciacao de Lebesgue implica que

f(z) = lim fly)dy <t quase todoz.
1Q:1=0 /g,

Isso prova ii). O

2.3 Funcoes de Oscilagao Média Limitada e o Teorema de John-Niremberg

Nesta se¢ao temos como objetivo demonstrar um teorema devido a F.John e L.Niremberg
os quais foram os primeiros a estudar o conceito de fungoes de oscilagao média limitada.
Este conceito tem-se mostrado relevante em diferente ramos da analise e foi usado na

obtencao da desigualdade de Harnack que veremos nas proximas seg¢oes por J.Moser.

Definicao 2.5. Seja Qg um cubo n-dimensional em R™. Dizemos que uma fun¢ao u €

LY(Qo) pertence ao espago das fungoes que tem oscilagao média limitada BMO(Qy) se
lul, := sup][ lu(z) — ug| dr < oo,
Q

onde o supremo € tomado sobre todos os cubos Q) C Qo cujo o0s lados sao paralelos aos

lados do cubo Qo e ug := fQ udx.

Teorema 2.9 (John-Niremberg). Existem constantes positivas 1, co dependendo somente

da dimensao n, tais que

Hz € Q;lu(x) —ug| >t} < crexp (_CQ| R )\Q|

para todos os cubos Q C Qo C R™ com lados paralelos aos de Qy, toda func¢io u €
BMO(Qy) e todo t > 0.

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos supor que @ = Qg pois u € BMO(Qo)
implica que u € BMO(Q) e o supremo na Defini¢ao2.1 apenas decresce se considerarmos
o cubo @ em vez de o, além disso vamos supor que |u|, # 0 pois |ul, = 0 se e somente
se a funcao u é constante e o teorema é evidentemente verdadeiro no caso das funcoes
constantes. Observe que sera entao suficiente demonstrarmos o teorema para o caso em

que |ul, = 1, pois definindo v(z) := % temos que |v|, = 1 pois

lu —ug|de =1
|uls QCQO][ N
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entao,
1= sup][|i—< u) | dx
QcQoJq |uls |uls Q
= sup ][ v — vg|dx = |v|.

QCQo JQ

Dai,
{z € Qo;[v —wvq| > 1}| < crexp (—cat) |Qol,

logo,

{z € Qo; [u = ugl > tlul.}| < e exp(—cat) [Qol,

fazendo s = t|ul.

S
(& € Qoi Ju—uq| > s}| < 1 exp (—c2 ) Q.

Juls

Fixe a > 1 = |u], > fQo |u — ug,| dr usando o teorema de Calderon-Zygmund
com f = |u — ug,| e parametro «, encontramos uma familia enumeravel {Q} }ren, de

cubos tais que,

a<][ lu —ugldr < 2", (4)
Qi
lu(r) — ug| < a quase todo = € Qg \ Upen, @4, (5)

Entao por (3) temos que

gt~ = | f (u—nq) de| < 27 ()
k

1 1 1
< = — d<—/ — dr < —|Q]. 7
Sz Y [ wealir ][ woalirs ol @)

keN; keNy

Como |ul, = 1, Yk € N; temos le lu—uqi|dz <1 < a demodo que podemos
k
aplicar novamente o teorema de Calderén-Zygmund com Q}, f = |u — uQi‘ e « para

encontramos uma familia enumeravel de cubos {Q}, j}je J(k) contidos no cubo @} tais que

a < ][ [u(z) —ugi|de < 2"a, (8)
Q

1 .
k,j

para todo j € J(k) e

u(z) — ugi| < a quase todo = € Q;, \ UjesmQp; )
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Fazendo uma renomecao de indices podemos escrever a familia enumeravel {Q} j} keN: jeJ (k)

como sendo {Q?}ren,. Afirmamos que,
u(z) — ugy| < 2-2"a quase todox € Qo \ Useny 02 (10)

Com efeito temos,

Qo \ Uren, @7 = (Qo \ Ukem, Qllc) U (UkENl Qi \ Uren, Qi)

Em quase todo x € Qo \ Ugen, @} temos por (4), |u(z) — ug,| < a < 22"«
enquanto que por (3) e (5) temos para quase todo Uren, Q1 \ Uren, @7

Jue) — gy | < |ulz) — ugy| + lugy — ugy| < a+2%a <2-2% (11)

onde k € N; é o unico indice tal que z € @} o que prova a afirmagao feita em (9).

Argumentando de forma analoga ao que foi feito para obtermos (6) temos

S 10k < 7 | el < ok

jeJ(k

Entao

Z |Qk| - Z Z |Qk,]| < = Z |Qk| < _|Q0|

kEN> keN, jEJ kJENl

Repetindo esse procedimento indutivamente Vk € N, para cada [ € N podemos

encontrar uma familia enumeravel de cubos {Q! }ren, tais que

lu(x) —ug,| < 12" quase todo = € Qg \ UkeNlQi (12)
l 1
Rk < J|Qo\ (13)
keN;

De fato (11) segue procedendo como anteriormente. Para obter (12) consideremos,

Qo \ UkeNngg = (Qo \ UkeNle) (UkENl 1Q;€ \ UkENZQgg) .
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Entdo para z € Ugen, Q4" \ Upren, Q% temos,

u(z) —uqo| < |u(@) —ugis | +lugry —uge [+ +lugL, —ug
<« +2"a+ ...+ 2"
< [2".

Ina
2na?

Agora vamos demosntrar a desigualdade da tese. Tome ¢t > 0 e dfina ¢; := «a, ¢y :=
Dai se
t<2"a=0<c2"a—-t)=1< e2(Zra—t) — o g2t

e entao
{z € Qo; |u(x) — ug,| >t} < |Qo| < cre™|Qo.

Se t > 2"« entao escolhemos [ € N de modo que 12"« < t < (I+1)2"«, e entao finalmente

{z € Qo; [u(z) —ug,| >t} < {z € Qo; [u(z) = ug,| > 12"a}|

1
< Z Q4] < J|Q0|

keN;

< cre” Qo]
pois,
n L t B | l
t<(+1a2"= —<l+1l=—-1<l=ae '<a
a2n a?2n

1 L )lnoc

1 1ot ( =t
= a <a 2" =g = qea2n

e onde usamos que |u(z) — ug,| < 12"« quase todo z € Qg \ Upen, QL.

Teorema 2.10. Sao equivalentes;
1. u € BMO(Qy).

2. Existem constantes positivas ¢y e ¢y tais que para todo (QQ C Qg et >0

{z € Qslu(x) — ugl >t} < c1e™|@Q).

3. Existem constantes c3 e ¢4 tais que para todo Q C Qg et >0

][ (ec‘*'“’“Q' — 1) dr < c3.
Q
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4. Existem constantes cs e cg tais que para todo QQ C Qg et >0

onde ¢y, c3, c; dependem somente de n e co, ¢y, cg Sao da forma %

Demonstracao.
c2

(1 = 2) é o teorema de John-Niremberg com a constante ¢, sendo tomada como Tl

(2 = 3). Tomando ¢; = % e usando o Teorema2.1 com a mudanca de variaveis e“' = s

/ |€c4|u—uQ| _ 1| dr = / |{£B c Q;604|u—UQ\ > s+ 1}|d3 = / |{l‘ c Q;€c4|u—uQ| > 8}|d8
Q 0 !
— / cue{x € Q; Ju(x) —ug| > t}| dt
1

oo
gcl\Q]/ cpele 4t dt
0

OOC —cot
—alol [ e dt=alql
0

(3 = 4)Temos,

ceUQ
(][ ecet dx) <][ e 6t dm> = ec u (][ e dl‘) (][ e c6H dx)
Q Q et \Jaq Q
() ()
Q Q
2
< <][ ecslu—uql _ 1 41 dl')
Q

< (C3 + 1)2 = Cj.

(4 = 1) Fazendo w = In e*" temos,

o (fra) (o) () (o)
(forou) () o
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Por outro lado temos pela desigualdade de Jensen

][ e=wQ) dp > exp][ (w—wg)dr =1,
Q Q

][ e~ (0mwQ) gy > exp][ —(w —wgq) dx = 1.
Q Q

Portanto concluimos que ambas integrais em (14) sdo menores ou iguais que cs. Final-

mente como,

][ exp |w — wg| dr < ][ exp(w — wg) dx +][ exp —(w — wg) dr < 2cs,
Q Q Q

e usando a desigualdade de Jensen mais uma vez obtemos,
eXp][ lw — wg|dr < ][ exp |w — wo| dr < 2cs.
Q Q

Tomando o supremo sobre todos os cubos ) C () concluimos que u € BMO(Qy).
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3 ESPACOS DE ORLICZ E ORLICZ-SOBOLEV

Nesta secao apresentaremos alguns resultados classicos envolvendo os espacos de Orlicz e
Orlicz-Sobolev.

3.1 N-funcgoes

Definigao 3.1. Dizemos que G : R — R é uma N-func¢do(ou fung¢ao de Young) se

G(t) = /0|tg(s) ds ,teR

onde a fungao g : [0,4+00) — [0, +00) tem as sequintes propriedades:
(i) 9(0) =
(i) g(s) > s para s > 0.
(iii) g € continua a direita para qualquer s > 0, isto €, se s > 0 entdo lim; 4+ g(t) = g(s).
(iv) g € nao decrescente.
(v) im0 g(s) = 00.
Nesse caso diremos que G é a N-fun¢ao representada por g. Seque da mono-

tonicidade de g e continuidade de G que a funcio G € conveza.

A proposicao a seguir nos permite encontrar exemplos de N-fungoes de forma
mais facil, a sua demonstragao encontra-se em KRASNOSEL’S; RUTICKII (1961).

Proposicao 3.1. Uma fungao conveza e continua G : R — R é N-func¢ao se, somente se,
satisfaz as sequintes propriedades:

(a) G ¢ par.

(b) G ¢ estritamente crescente em [0, +00).

(c) limy o (t) =

(d) limyyo = ﬁ = 400

Se G € uma fungao conveza satisfazendo as condigoes (a) — (d), entao sua representante

integral € g : [0,4+00) — [0, +00), onde g € a derivada & direita de G.

Exemplo: As fungées a seguir sao exemplos de N-fungoes:

1. G() P < p < +o0.

: (t):e — 1.

3. G(t) (L4 [t])in (1 + |t]) — |¢].
4. G(t) = eltl — ¢| - 1.

3.1.1 N-fun¢cao Complementar

Dada uma funcéo g : [0, +00) — R satisfazendo as condigoes (i) — (v) da Defini¢ao 3.1,

podemos associar a g uma funcao que tem as mesmas caracteristicas, definindo a funcao
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g :[0,+00) = R por,
g(s) = sup{t > 0;g(t) < s}.

Mostraremos adiante que g satisfaz as condigoes (i) — (v) da Defini¢ao 3.1. Primeiramente
observemos que,
L. g(g(t)) > t, Vt € R,
prova: Claramente t € {r;g(r) < g(t)}. Portanto

g(g(t)) = sup{r;g(r) < g(t)} > t.

2. g(g(s)) > s, Vs € RT.
prova: Sejat, = g(s)+ % Assim g(t,) > s, Vn € Net, \(sup, >t = g(s). Uma
vez que g ¢ continua a direita temos que, g(g(s)) = limy, \ 5(5) 9(tn) > 5.

3. glg(t) —€) <t, Ve >0eVteR".
prova: Ora se u € {r;g(r) < g(t) — €} entao g(u) < g(t) —e < g(t). Mas g ¢é
nao-decrescente logo u < t. Portanto, t é cota superior para o conjunto acima.
Assim,

g(g(t) —e) =sup{r;g(r) < g(t) — e} <t

4. g(g(s) —€) <sVe>0eVseR"
prova: Dado € > 0 entao pela definigdo de supremo existe um ¢y € {t; g(t) < s} tal
que g(s)—e <ty < g(s). Mas g é nao-decrescente e portanto g(g(s) —e) < g(to) < s.

Observacgao: Estas quatro propriedades da funcao g refletem um resultado interessante
de que podemos recuperar a funcao g a partir da funcao g da mesma forma em que g foi

definida. Em outras palavras mostremos que ¢ é dada por

g(t) = sup{s; g(s) < t}.

Demonstragao. Com efeito, mostremos primeiramente que g(t) é cota superior para o
conjunto {s; g(s) < t}. Tomando s neste conjunto, temos g(s) < t, g € nao-decrescente e
portanto, g(g(s)) < g(t). Mas a propriedade 2 acima nos diz que ¢g(g(s)) > s. Assim, s <
g(t) e portanto, g(t) é cota superior para o conjunto. Agora para qualquer € > 0, g(t) — €
pertence ao mesmo, pois §(g(t) — €) < t, pela propriedade 3 da fungao g. Portanto g(t) é

de fato o supremo concluindo o resultado. O
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Lema 3.1. Seja g : [0,+00) — [0,+00) dada por §(s) = {t;g(t) < s}, entao g satisfaz
(i) — (v) da Defini¢ao 3.1.

Demonstracao. (i) Claramente, como g(0) =0 e g(t) > 0, V& > 0 entao {0} = {t;g(t) <
0}, assim g(0) = sup{t; g(t) <0} =0

(ii) Tomemos s > 0 e ty > 0 tal que g(ty) < s, tal t; existe pois caso ocorresse g(t) >
s, Vt > 0, entdo dada uma sequéncia de nimeros positivos (t,),en tais que , N\, 0,
pela continuidade & direita de g teriamos 0 < s < limy \o¢g(t,) = ¢g(0) = 0 que é
um absurdo. Portanto devemos ter g(s) = sup,<st > to > 0.

(iii) Tomemos em R* uma sequéncia tal que s, N\, s. Devemos provar que g(s,) — g(s).
Suponha por contradi¢ao que lim,, o §(s,) # g(s). Como § é nao-decrescente e
Sp > s, Yn € N, temos g(s,) > g(s). Assim podemos encontrar ¢ > 0 tal que
G(sn) > g(s) +2¢, Vn € Nisto é g(s,) — € > g(s) + €, § é nao-decrescente logo
Sn > g(g(sn) —€) > g(g(s) + €), fazendo n — +oo temos g(g(s) + €) < s que é um
absurdo.

(iv) Tomando s; < s em RY vemos que {t;g(t) < s1} C {t;9(t) < s3} assim §(s1) =
sup{t; g(t) < s1} < sup{t;g(t) < s2} = g(s2).

(v) Queremos mostrar que para qualquer sequéncia s, — oo, temos §(s,) — oo. Come-
cemos tomando uma sequéncia t,, — oo entao g(t,) — oo. Sendo assim §(g(t,)) >
t, — 0o. Determinamos portanto a existéncia de uma sequéncia A, := g(t,) — oo
tal que g(A,) — 00. Seja agora uma sequéncia (s, ) arbitraria tal que s,, — co. Uma
vez que §(s,) — 00, dado C' > 0 existe n; € N tal que g(\,,) > C. Porém tomando
este \,,,, uma vez que s,, — oo podemos encontrar ny € N tal que s,, > \,,, Vn > nyg.
Uma vez que § é ndo-decrescente temos entao g(s,) > g(A,,) > C, ¥n > ny. Por-
tanto g(s,) — oo.

[

A partir do lema anterior podemos construir a seguinte N-funcao.

Definicao 3.2. Considere G a N-funcao representada por g. Dizemos que a N-func¢ao
G:R — R dada por

5 [t]
G(t) = / G(s)ds, onde §(s) = sup{t: g(t) < s}

¢ a N-func¢ao complementar a G.

Assim a observagao feita acima nos diz que se G é N-funcao complementar a
G entao, reciprocamente GG é complementar a G donde iremos nos referir a tal par de

fungoes por N-fungoes complementares.

Exemplos:



27

a) Gt)==g@t) =t 1<p<oq,
9(s) = Sng(t)<St = SUDp-15t = Splj = é(s) = %7 zlv + % =1
b) Gt) = el — 1] — 1.t > 0= g(t) = (G(1), = ¢ 1

= g(s) =supy_t=In(s+1),poise' —1<set<In(s+1)e

- |s]
Gi(s) :/ In(t+ 1) dt = (1+ |sl)in (|s| + 1) — |s]

Ora para quaisquer ¢, s € R* temos a conhecida desigualdade de Young

(A
st < —+ —
p q
com % + % = 1. E possivel obter uma generalizacdo dessa desigualdade para um par

qualquer de N-fung¢oes complementares.

Lema 3.2 (Desigualdade de Young). Dado um par de N-funcoes complementares G e G,

temos para quaisquert,s € R

ts < G(t) + G(s),

além disso valem as sequintes igualdades:

tlg([t]) = G(t) + Glg(It]), (16)
[slg(Isl) = G(g(Is]) + G(s). (17)
Demonstragao. Vide KRASNOSEL’S; RUTICKII (1961). O

Por fim queremos observar que se tivermos uma funcao g crescente satisfazendo
as condicoes da Defini¢do 3.1 entdao g = g+
3.1.2 Algumas propriedades das N-funcoes

Nosso objetivo agora sera apresentar algumas propriedades relevantes das N-fung¢oes que

serao utilizados ao longo deste trabalho.

Lema 3.3. Se G é N-funcao e g € tal que G(u fo t)dt entao G(u) < ug(u), Yu > 0.

Demonstragao. Claramente, se u > 0 entao G(u fo t)dt < ug(u) pois g é nao-
decrescente. Agora suponha que upg(ug) = G(u ), vamos mostrar que ug = 0. Com

efeito, temos que

/0 " gluo)dt = uog(us) = Glug) = / ity dt = / " (gluo) — g(t)) dt = 0



Uma vez que g(t) < g(ug) se 0 <t < ug, entdo ou teremos uy = 0 ou g(t) = g(up), Vt €
(0,up). Sendo g continua a direita temos que g(ug) = lim;_,o+ g(t) = g(0) = 0 = ug =
0. [l

Lema 3.4. Se G é N-funcao, entao G(Ku) > KG(u), Yu#0 e K > 1.

Demonstragao. Pelo Lemad.3 temos

G(Ku):/OKug(t) dt:/oug(t) dt+/uKug(t) dt

> G(u) + (Ku—u)g(u) = G(u) + (K — 1)ug(u)
> G(u) + (K —1)G(u) = KG(u).

[]

Note que sendo G e G N-fungoes complementares segue que sao fungoes cres-

centes e continuas, entao elas tem inversa, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.2. Sejam G e G N-fungoes complementares. Entao,
t< G t).G7H(t) <2t, Vt>0.

Demonstracao. A segunda desigualdade é obtida a partir da desigualdade de Young to-
mando t = G~Y(a), s = G~'(a). Para a primeira desigualdade, provemos primeiro que
G(€9) < G(a), Ya > 0. De fato tomando s = @ em (16), temos

(e -em(em) o)

Portanto,
G (Gf;z)) _ Gia)g (Gia)) |
uma vez que 2% < g(a)(pelo Lema3.3), tomemos € > 0 tal que &% = g(a) — ¢, dai
G (G((La)) - Gga)g (Gga)) ~ G((Ia)g(g(a) o< Gia)a G

Para concluir, se t > 0 tomemos entao a > 0 tal que G(a) = t, logo

G (GLl(t)) <t

donde t < G~1(t).G71(t). O
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A seguir vamos definir duas propriedades que de terminadas N-func¢oes satis-
fazem, sao elas as condi¢oes Ag e Va. Tais propriedades serao importantes no estudo e

classificacao dos Espacos de Orlicz.

Definicao 3.3. Dizemos que uma N-fung¢ao satisfaz a condigao Ay se existem constantes
k>0 ety >0 tais que
G(2t) < kEG(t), Vt>t.

Escrevemos G €Ay quando G satisfaz tal condigao.

Lema 3.5. Uma N-funcao G satisfaz a condicao Ay se e somente se existe uma constante
to > 0 tal que
G(It) < kG(t), Vt>1ty, eVl > 1.

Demonstragao. (=) Com efeito, suponha que G €A, e seja | > 1. Tomamos n € N tal
que 2" > [. Se t >ty entdo G(It) < G(2"t) < k™G(t) e portanto k; = k™.

(<) Tomamos n € N tal que 2 < [", entdo segue que para t > t,
G(2t) < G(I"t) < k'G(t)
, donde k = £} O

Lema 3.6. Sejam G uma N-fugao e g sua representante. Sao equivalentes;
1. G €,

2. Existem a > 1 e ty > 0 tais que Gét; < a, Vt>t.

Demonstragdao. (2 = 1)Se t > to, temos que In (%%f ) f2t g(t) dt < « f2 & —
Portanto G(2t) < 2°G(t), Vt >ty = G €Ay .
(1 = 2) Tomemos k > 0 ety > 0 tal que G(2t) < kG(t) se t > ty. Assim temos

kG(t) > G(2t) = / ) g(t)dt > / ) g(t)dt > tg(t).

Portanto 2% < k, Vt > t,, pelo Lema 3.4 temos k > 1. O

G(t

Observacao:
1. Se G €4 entao segue do Lemad.6 que existem constantes positivas C' e « tais que

G(t) < Ct*. Com efeito, supondo sem perda de generalidade que ¢y > 1,

o (G0) - [t [ 2w [ (1)

2. Se a representante g da N-fungao G satisfaz a condigao A, isto é g(2t) < kg(t) para
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todo t > tgy, entao G €A5. Com efeito,

G2t) = /0 o) dr + /2 "y dr < /0 Y drt / ' 4(22) 242

¢ t
2to ’ t to ’ 2to t

< / g(r)dr + k:/ g(z)2dz = / g(r)dr+ / g(r)dr + Zk/ g(z)dz
0 to 0 to to

< 2k /tg(z) dz + /Qto g(r)ydr < (2k+1) /tg(z) dz = 2k + 1)G(t), Vt > to.

to 0

Exemplos: Satisfazem A,
o Gl(t)zg, 1 <p< oo, faga k = 2P.
o Gh(t) = (1 + [t])in(1 + |t]) — |t], pois como vimos sua representante ¢ dada por
g2(t) =In(1+1t) eln(1+2t) <In2(1+1t)) =In2)in(l+t), Vt>1=t,.
Nao satisfazem A,,em virtude da observacgao feita acima,
o Gy(t)=e” —1,
o Gy(t) = el — |t| — 1, nesse caso observe que sua N-funcdo complementar G, =

GQ €No.

Definicao 3.4. Dizemos que uma N-funcao G satisfaz a condi¢ao Vo se existem constan-
tesl > 1 e sy > 0 tais que
1
G(s) < gG(lS), Vs > s,

e escrevemos G € V.

Os proximos dois lemas serao utilizados para determinar uma relacao existente

entre as condigoes Vs e As.

Lema 3.7. Sejam G, e Gy duas N-fungoes complementares a Gl e ég respectivamente

com gi, g2, §1, g2 suas respectivas representantes. Suponha que existe to > 0 tal que
Gl(t) < Gg(t), Vit > ty,

entio Gy(s) < Gi(s), Vs > so = ga(to).

Demonstracao. Tomando s > sg temos que

92(8) = G2(s0) = Ga(g2(to)) > to (18)

Agora por (16), temos Ja(s)s = Ga(Ga(s)) + Ga(s), além disso pela desigualdade de
Young, ga(s)s < G1(Ga(s)) + Gi(s). Assim,

Ga(92(s)) + Gals) < Gi(ga(s)) + Gals). (19)
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Agora, se s > s entdo por (17) e (18) temos

Ga(s) < G1(ga2(s)) — Ga(G2(s)) + Gi(s)
< Gy(s)

O

Lema 3.8. Sejam G e G um par de N-funcées complementares, com g e § suas respectivas
representantes. Considere G(t) := aG(bt) com a,b > 0. Entao G| é N-fung¢dao e sua N-

fungio complementar é dada por G1(s) = aG (%) )

Demonstragiao. Como aG(bt) = afobtg(r) dr, segue que Gi(t) = fg abg(r) dr. Portanto
g1(t) =a-b- g(bt), consequentemente g;(s) = sup{t; g1(t) < s} ou seja

1 (5) 1 ; 1. ( S )
S) = — Ssu = - —
91 bg(t)gpib bg ab

logo,

[]

Proposicio 3.3. Seja G e G par de N-funcées complementares. Entdo G €Ay se e

somente se G € V.

Demonstragao. (<) Tomemos [ € R de acordo com a Defini¢ao 3.4 e definimos

Gi(s) == Zé(ls)

Pelo Lema 3.8 com a = 5 ¢ b = 2 temos que G1(t) = 5,G(2t). A condi¢do V, pode ser
escrita sob a forma G(s) < G4(s), Vs > to. Segue do Lema 3.7 que existe t, > 0 tal que

Gi(t) < G(t), Vt >ty isto é G(2t) <21G(t) se t > ty. Portanto G €A, .

(=) Existem constantes ty > 0 e k > 0 tais que G(2t) < kG(t), YVt > t;. Tomando
a = 1,b = 2 e definindo Gy(t) := aG(bt), temos pelo Lema 3.8 que Gi(s) = %é (%).
Além disso pelo Lema 3.7 se so = g(to) entdo G(s) < %CNJ (%), Vs > sp. Ora pelo Lema
3.4 segue que k > 2 e portanto tomando [ = g temos o resultado.

]

Definicao 3.5. Dizemos que uma N-fung¢ao G é A-reqular se G € Ay NVs.

Exemplo: G(t) = %, 1 < p < oo, é A-regular.

O resultado abaixo é consequéncia direta da Proposicao 3.3.
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Corolario 3.1. Sejam G e G par de N-fungoes complementares. G € A-reqular se e
somente se G €Ay € G ENy.

3.2 Classes de Orlicz

No que se segue 2 C R" é um dominio limitado com fronteira suave onde estamos consi-

derando a medida de Lebesgue.
Definigao 3.6. Seja G uma N-fungao. A classe de Orlicz da fun¢ao G € definida por

Lo(Q) = {u : 0 = R mensurdvel / G(lu(z)]) dz < oo} :
0

Para simplificacao utilizaremos ao longo do texto a seguinte notacao:

pl,G) = [ Gua)) .

Quando nao houver perigo de confusao utilizaremos o simbolo L5 ao se referir a classe
L;(92). Como exemplo vemos que se G(t) = % com 1 < p < oo entdao L(§2) = LP(Q), o

conhecido espaco de Lebesgue.

Lema 3.9. Seja (an)neny uma sequéncia de nimeros nao-negativos tal que a serie Y ay,
converge. Entao existe uma sequéncia (b,)nen nao-decrescente ilimitada tal que a serie

> anby, converge.

Demonstra¢ao. Como a serie »_ a, converge podemos obter uma sequéncia de indices

0o . 00 1 . N .
()72 tais que ny <ng < ... <y <..,e) 7 a; < . Definimos a sequéncia

L1<i<m

kyng <j<ngp, k=23, ..

Assim temos que (bj);en € nao-decrescente e ilimitada, além disso dado N € N tal que

n < N temos,

N ni—1 no—1 N
Zajbj = Z ajbj ‘I— Z ajbj + —f‘ Z ajbj
Jj=1 Jj=1 Jj=n1 J=nk

ni—1 1 k
< ;bj+2+...+2k
ni—1
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como a serie ) g converge, segue por comparagao que a serie )  a,b, converge. O

Teorema 3.1. Seja L'(2) o espago de Lebesque das fungdes integrdveis. Entao
L) =JLe®)
G

uniao tomada sobre todas as N-funcaoes.

Demonstragao. Tomemos u € L'(Q), considere os conjuntos Q, = {z € Q;n —1 <

|u(x)| < n}. Assim,

/Q|u<x>r I = Z/Q (@) dr <3 (n - D) < 3l - [0
n=1 n n=1 n=1
Portanto,
> nlo,| §/|u($)|dx+|9|<oo.
n=1 Q

Tomamos agora uma sequéncia (a,)nen como no Lema 3.9 ndo-decrescente e ilimitada de

modo que

o0
Znan|§2n| < 00.
n=1

Lembrando que do Lema 3.9 temos a; = 1, definimos ¢ : [0, +00) — R da seguinte forma:

t;0<t<1
g(t) =
ap;n<t<n—+1

Logo g é nao-decrescente, continua a direita, g(0) = 0 e lim;_, g(t) = oco. Tomemos

portanto a N-funcao GG dada por

, uma vez que

segue que

/QG(\u(x)\) do — Z/Q Glu() dr < 3 G2 < 3 nan|0u] < .

n=1

Isso mostra que u € Lg.
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Reciprocamente, seja u € L para alguma N-fungao G. Podemos supor que u
nao é a fungao identicamente nula, sendo g a representante de G' sabemos que ¢(t) — oo
quando t — co. Assim tomemos C' > 0 de modo que g (I“(I)‘> > 1 sempre que |u(x)| > C.
Defina Q¢ = {z € Q; |u(z)| < C}, logo este conjunto ¢ mensuravel pois u é mensuravel,

entao

oo>2/G dx_g//w dtdx>2//h?::c)l ) dt do
2o o (M) M0l - [ (1) |u<x>|dxz/mcg('“(;’)') u(a)] d.
Agora,
/Q]u(x)|dx:/ﬂ\ﬂc |u(x)|dx+/gc ]u(m)|dx§/mgc u(z)| de + C| Q0|
<[ (M) -+ el < o

]

O proximo resultado estabelece uma maneira de comparar duas classes de
Orlicz.
Proposigao 3.4. Sejam G; e Gy N-fungoes. Assim L, C La,, se e somenle se existem

constantes tg e a tais que

Demonstracao. (<) Seja u € Lg,, consideremos o conjunto K = {x € Q;|u(z)| < to}.

Assim,

o, Ga) = /Q\K Golu(a)) dz + /KGQ(U(I)) dz < a/ Gr(u(x)) dz + Galto)| K] < .

Q

donde u € Lg,.

(=) Por contradigao suponha que (19) nao é satisfeito. Assim existe uma sequéncia ilimi-
tada e crescente de nameros (t,),en com t; > 0 tal que Gy(t,) > 2"G1(t,). Dividimos o

dominio 2 em subdominios €2,, tais que

o, = Gi)l9)
" 2nGy(t,)
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Definimos agora a funcao mensuravel u : {2 — R dada por

tpix €,
0;¢ UnENQn

A fungao u pertence a Lg,, pois

p(u, Gy) = /)G1 dx_E:Gl )]

= Gi(t, Gl tl |Q| 1

No entanto u ¢ Lg,,pois

p@@:Z/Gﬂ m_Z@ )|

>me\m

o 2"Ga(ta)Ga ()€
B Z 2nG (t,)

n=1
= Gi(t1)|9] = o0
n=1
U]

Corolario 3.2. Sejam G e Go N-fungoes. Entao Lo, = Lg, se e somente se, existem

constantes a,b e ty tais que

O teorema a seguir nos mostra que em geral uma classe de Orlicz nao é um

espaco vetorial.

Teorema 3.2. A classe de Orlicz Lo € um espacgo vetorial se, e somente se a N-fun¢ao
G en,.

Demonstracao. (<) Suponha que G €A, . Assim dado [ > 1 existem constantes k; e
tais que G(It) < k,G(t), Yt > to. Portanto tomando S = {z € Q; |u(x)| < ¢y}, temos

p(lu,G) = /Q\S G(|lu(x)|) dz + /SG(]lu(x)])d:U < kl/QG(]u(x)])dx—i— G(lto)]S| < 0.
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Agora se 0 <1 <1, entdo G(l|u(z)|) < G(Ju(x)|) pois G é crescente, logo lu € L.
Caso [ < 0 é analogo pois G é uma fun¢ao par. Portanto VI € R temos lu € Lg.

Se uy,us € L, entao como G é convexa temos

1
plua +2.6) = [ Gllur+ uahyde < [ 6 (Se2hl+2lua) ) d
Q Q

1 1
< —/ G(2|uy]) dx + —/G(2|uQ\)dx < 00
2 Jq 2 Jq
logo u; + us € L. Portanto L4 é um espaco vetorial.

(=) Se L € espago vetorial entao em particular temos que 2u € L, Yu € L. Considere
a N-funcao G; : R — R dada por Gi(t) := G(2t). Seja Lg, a classe de Orlicz associada a
essa funcao. Logo temos Lg C L¢,. Entao pela Proposicao 3.4 existem constantes a e 1
tais que

G(2t) = Gy (1) < aG(t), ¥t > t,.

Concluindo que G €A, . m

3.3 Espacgos de Orlicz

Dada uma N-funcao G, denotaremos por LY(£2) o menor espaco vetorial que contém

L5(2). Em outras palavras, L%(Q) é o espaco vetorial gerado por L5(€2), ou seja
LE(Q) = (La(9))-

Pelo Teorema 3.2, LE(Q2) coincide com Lg(9) se, somente se, G €A .

Obsevacgao: Sejam u € L e v € L, segue da desigualdade de Young ,

[ teta)lde < [ Gllu@de+ | Glota)de < o

Logo se w € LY(Q), entdo existem \; € R e u; € L&(Q),j = 1,2,..., k tais que w(z) =
Z?Zl Aju;(x), segue que Vv € L

/|w |d37<)\1/|ulvldx+ +)\k/|ukv\dx
i (/ ))der/QG( (x))dx)<oo.
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Lema 3.10. Seja u € LE(Q), entdo

Sup{/|u ) da: p(v, G)<1}

Demonstragao. Com efeito segue da observacao feita acima que Vv € L5 com p(v, é) <1

/|u |dxgzi: </Gu] )d:c—i—1><oo

onde u(z) = Z?Zl Ajuj(x). O

temos

Este lema nos permite introduzir uma norma no espaco L%(Q) definida da

lulle = sup{ | [ atoe

que é denominada norma de Orlicz.

seguinte forma,

dr; p(v,G) < 1}

Lema 3.11. Considere G a N-funcio representada por g. Suponha que u € LY(Q) e
|lul|lg < 1. Bntio a fungio vo(x) := g(|u(z)|) pertence a Le e p(vg, G) < 1.

Demonstracao. Primeiramente provaremos que para toda funcao v € L5 temos

[ utareteyaef = {1710 e = 21)
Q ullap(v, G),se p(v,G) > 1

A primeira inequagao em (20) segue diretamente da defini¢do da norma ||.||¢. Para obter

a segunda inequagao, note que pela convexidade de G temos

- v(x) 1 - ol
“ (p(vaé)) : p(v,@)G( )

Ik (pf@ c):)> = P(vl,é’) Gty =1

Sendo assim, p <L~, G) <1, o que implica em

p(v,G)
v(z)
/Q u(z) . C) dx

desse modo obtemos a inequagao desejada.

donde

< fulle




38

Suponha que ||u||¢ <1 e considere a seguinte sequéncia:

u () = 4 @ se u@)] <

0, se |u(z)| > n.

Logo temos que as funcoes u,, sao limitadas. Suponha por contradi¢ao que a afirmagao

do lema nao seja verdadeira, entao p(v, é) > 1. Pela continuidade de G temos que

G(g(lua(@)])) — Glg(lu(2)]), = €.

Alem disso, G(g(|un(2)])) < G(g(Junsi(2)])), Vo € N. Portanto segue do teorema da

convergéncia monoétonona

lim G( (Jun(z d:c—/G (lu(z)])) dx > 1,

n—o0

e assim existe ny € N tal que [ G(g(|ttny (z)])) dz > 1. Por outro lado, usando a desi-

gualdade de Young em (15)

G(g(Jun (2)1)) < Glluo(2)]) + Gg(Jny (2)])) = luo(@)lg(Juo(@)])-

Como a fungao w(z) = g(|un, (x)])sgnu(x) pertence a classe L pois p(w, G) = p(g(|tn,|), G),

integrando a desigualdade acima e usando (20) obtemos,

| Glatun@)ds < [y @isgrata)g(lin, () dz
_ \ [t somutara(iun, () do
Q
< Yltmo I / Gt (2)])

e isto contradiz a inequagao ||u.,|le < |Julle < 1. ]

Lema 3.12. Suponha que u € LE(Q) e que ||u||¢ < 1. Entdo u € L(Q) e
p(u, G) < |lullc-

Demonstracao. Seja vo(x) = g(|u(z)|)sgnu(z), entdo pelo Lema 3.11 temos que

p(U07 G) S 17

e pela identidade

u(x)vo(x) = Glu(x)) + Gluo(x)),
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obtemos

/Q Glu(x)) dz < /Q Glu(x)) de + /Q Gi(vo()) da

—/u(x)vo(x) dr < ||ul|q.
Q

]

A seguir definiremos uma norma equivalente a norma ||.||g em LY (), que é

expressa somente em termos da N-fungao G.

Proposicao 3.5. A expressao

e ::inf{)\>0; /QG(@) d;zzgl},

define uma norma em LY(Y), chamada norma de Luzemburgo.

Demonstragdo. Considerando 0 # u € LE(Q2), pelo Lema 3.12

[lulle

e assim |u|g < 00. Se u = 0, entdo |u|g = 0. Portanto |.|¢ esta bem definido.

e Se u =0 entao |u|g = 0, pois nesse caso
p(%,G) — 0, YA > 0.

Por outro lado, se |u|g = 0 ent@o existe uma sequéncia de nimeros positivos {\,}

tal que

An — ]u|Gep<)\i,G) <1, VneN.

. . A .
Fixando ny € N, para n suficientemente grande temos que % > 1, assim segue do

Lema 3.4 que
o(52) (52 e (5 o3

A, U U
ol — < — <1
o (5m6) <o (16) <1

para todo n suficientemente grande. Fazendo n — oo obtemos

Portanto

+oo = lim p (i,G) <1,

n—00 )‘no
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exceto se p (/\L, G) =0 q.t.p em . Nesse caso u(z) =0 q.t.p em €.
ng

IN

|cu|e = inf{\ > 0; p (|c|u G) 1}
G) <1}
— |c|inf{a > 0; p (57 G) <1} = |e|ule.

= inf{|cla > 0;p

:QI‘:y

e Tomando u e v em L%(Q), se u ou v é zero entdo a desigualdade triangular segue

trivialmente. Se ambos forem nao identicamente nulos, entao

) (&G) <, (MG)
lulg + |v|a lulg + |v]a
:p( lulg  ul N vle vl ,G)
lulg + |v]a !U\G lulg + vl |v]a

lulg + |v]a |U\G lulg + |vle” \|vla

assim |u + v|¢ < |ulg + |v]g-

Proposigao 3.6. |u|¢ = min{\ > 0;p (¥,G) < 1}.

Demonstragdo. Considere 0 # u € LE(Q) e seja {)\,} uma sequéncia minimizante de |u|q,
isto ¢, {\,} € uma sequéncia de ntumeros positivos convergindo para |u|g. Sendo assim,
paratodoxEQtemosG( >—>G< ) ComoG(" )>0 Vx € (Q, pelo lema de

Fatou segue que
/G (@) dr < lim inf/ G (U(I)> de < sup{/ G (u(x)) dx} <1
Q ul n—r00 Q An n Q An

Proposigao 3.7. Se K > 0 € tal que [,G <—> dr =1, entdo |u|g = K.

Demonstracao. Com efeito pela Proposicao 3.6 basta observar que para todo € > 0 satis-

fazendo K — € > 0, tem-se

LG(E@E) dxz/ﬂa(’;;(f)i) dx>/QG(’u§?)’) dx:/QG($> dr = 1.

[]

Como aplicacao desta tltima proposicao, calculemos a norma de Luxemburgo

da funcdo caracteristica x(:, A) de um subconjunto A mensuréavel de 2. Uma vez que
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Proposigao 3.8. Para cada u € LY (),
|ule < [Julle < 2|ule-
Demonstragao. Se u = 0,nao hé o que fazer. Suponha entao que u # 0. Neste caso, pelo

Lema 3.12
p(u(m) ,G) <1,
|ulle

portanto |u|g < ||u||g. Por outro lado, segue da Proposigao 3.6 que p <— G) < 1, assim

le?
usando a desigualdade de Young temos

L = sup / (L’ G) + 1 S 27
lule g p(v,G)<1 |“|G |ula
portanto ||u||¢ < 2|ulg. O

Definigao 3.7. O espaco vetorial normado (L(2),|.|¢) € chamado espago de Orlicz com

respeito a N-funcao G.
Teorema 3.3. L(Q)) — LY(Q) continuamente.

Demonstragdo. Primeiramente como Lo C L', entdo LY = (Lg) C L'. Considere G a

N-funcéo complementar a G e uma constante C' > 0 tal que G(C) = ﬁ eu € LYQ).
Como [, G(C)dx = 1, temos
/|u |dx——/C’u x)sgnu(x) dx
& s | [ @@y da| = Glulle < Slule
C p(v,&)

Observagao: Usaremos na demonstragao do teorema a seguir o seguinte fato,

lulg < 0o = u € LY.
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que é verdade pois

Uu
u = |U,|G W s

como [, G <M> dx <1, segue que - € Lg e portanto u € (Lg) = LC.

[ula

Teorema 3.4. Todo espaco de Orlicz é completo.

Demonstragao. Seja {u, }ney uma sequéncia de Cauchy em L%(Q), entdo pelo Teorema
3.3 {tn }nen ¢ uma sequéncia de Cauchy em L'(Q), como esse espago ¢ completo segue
que existe ug € L'(Q) tal que u,, — ug em L'(2), e existe uma subsequéncia {u,, } tal
que

Un,, () = uo(z), q.t.p em Q.

Como {u,, } é ainda uma sequéncia de Cauchy em L%((2), entdo tomando ¢ > 0 arbitrario,

podemos encontrar k(e) > 0, tal que para todo k, k + p > k(e) tenhamos

/ |Uny,, — Uny ||[V] dT <€,
Q

para todo v € L5 com p(v, é) < 1. Entao pelo Lema de Fatou, fazendo p — oo segue que

/Q |ug — un, ||v| dz <€, (22)

para todo v € Lz com p(v,G) < 1 ek > k(e). Por (21) temos ug — u,, € L%(€2). Como
Uy, € LE(Q) entdao uy € LY (). Além disso ainda por (20)

lluo — un, |l < €, Yk > k(e).

Assim {u,, } converge em L%(Q) para ug e portanto {u,} converge para ug em LY(Q),
pois {u,} é uma sequéncia de Cauchy que admite uma subsequéncia convergindo para
Uug- ]

Teorema 3.5 (Desigualdade de Holder). Se G e G sio N-fungéoes complementares, entio
w-veL(Q)e

< lullellv]lg-

/Q w(@)o(z) da

/Q u(z)v(z) do

< 2[ulg|v|a-

Demonstracao. Dado v € Lé, pelo Lema 3.12

p( Y ,G)Sl.
o]l
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Portanto para cada v € L, a definicdo da norma de Orlicz nos garante que

(Au@ﬁU@)dx

lvlle

< ulle-

Para a segunda desigualdade, usando a desigualdade de Young temos

ML gy (16 1 (L 6) <2

o lule |vlg ule’ vlg’

O

Definicao 3.8. Sejam G, e Gy N-fungoes. Dizemos que Gy cresce mais lento que Gy se

existem constantes positivas k e to tais que
Go(t) < Gy(kt), Vt > 1y,

e escrevemos Gy < G.

Exemplo: G; < G, onde G1(t) = [t|P e Go(t) = |t]?, com 1 < p < q.

Teorema 3.6. Se Gy < G4, entiao LY — L% continuamente.

Demonstracao. Tomemos constantes positivas \ e ty tais que

Gay(t) < Gi(AL), Vit > t. (23)

e consideremos t; = G5! (ﬁ) e A = max{l, gf((/\tfl))}.
Afirmagao: Para t > t;, tem-se Ga(t) < AG1(\t).

De fato, se t; > to, entdo a desigualdade desejada segue diretamente de (22)
e do fato que A > 1. Se t; < ty e t > ty também nao ha o que ser feito. Se t; < ty e
t; <t <ty entdo G1(At;) < G1(At) e Go(t) < Ga(tp). Nesse caso

Gy (M)

Go(t) < GQ(tO)Gl()\tl)

< AGL (M),

0 que prova a afirmacao feita.
Tomando u € L% (Q) e definindo

lu(z)|
K — O L) B
{xe M ule, S
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temos,

J o (e ) o

lu(z)| ) / ( lu(z)| )
Gy [ L) e Gy [ g
z;QQMMa T ok 2\ 2M e, )
A /\IU(x)I)
< Go(ty) dr + — G ( dx
A A T AP
1
= Gg(t1>d$+—/ Gl (|U(-T)|) dx
K 2 Jok ulc,
1
< Go(t1)]0) +—/ el (‘“("3)‘) dz
2 Q\K |u|G’1

assim |u|g, < 2AMulg,.
Além disso por (22)

4%Ggg%%meWﬂg<m

=% e Lg, = u€ (Lg,) = L. Portanto LY C L. O

Agora vamos desenvolver ferramentas para discussao de separabilidade e refle-
xividade dos espagos de Orlicz. Comegamos por definir uma nogao de convergéncia que
sera util adiante para a separabilidade destes espacos.

Definicao 3.9. Dizemos que uma sequéncia {u,} € L%(Q) converge em média para u €

LY(Q) quando
lim p(u, —u) = lim | G(u, —u)dx =0

n—oo n—oo QO

Sabemos pelo Lema 3.12 e Proposicao 3.8 que se u € L e ||u|lg < 1, entdo
p(u, G) < 2|u|g. Assim se u, — u em LY, entdo segue que u, converge em média para
u. O préximo resultado nos d4 uma condicao para que esses dois tipos de convergéncia

sejam equivalentes.

Teorema 3.7. Seja G uma N-func¢ao que satisfaz a condi¢ao NAy. Se

lim [ G(u,)dz =0,

n—oo Q

entdo u, — 0, em LE(Q).

Demonstra¢ao. Como G €A, entao para cada € € (0, 1) existem constantes positivas k. e

t. satisfazendo

€

G <f> < kG(t), Vi >t
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/QG (“?") dr < /{umé}G (%) dz + k. /{unptE}G(u”) dz.

Desde que u, converge para zero em média, entdo ke |, (lu G(u,)dx — 0, quando

n|>te}
n — oo.

Afirmacgao: f{|un|<t ne (“2) dz — 0 quando n — oo.

Como [, G(u,)dx — 0 segue que existe uma subsequéncia {u,, } tal que G(u,,(x)) = 0

q.t.p em Q, entdo u,, (r) — 0 q.t.p em Q. Assim,

o <“nk_($)) Nt 1203 () = 0, q.t.p em ©, (24)

€

onde X({ju,, |<t.}(z) ¢ a fungdo caracteristica do conjunto {x € ;[u,, ()| < t.}. Observe

ainda que

6 (24 g < 6 (%) € @) )

Por (23) e (24), segue do teorema da convergencia dominiada temos que

Up, (T
/G( k( ))X{unklﬁte}(‘r)dm%o’
Q

€

logo,
/QG (%) dr <1

e portanto |u,, |¢ < €, para todo nj suficientemente grande. Esse argumento nos mostra
que toda subsequéncia de {u, } admite subsequéncia convergindo para zero, portanto {u,, }

converge para zero. 0

Definigao 3.10. Definimos E()) como sendo o fecho em L%(Q) do espaco das fungoes

essencialmente limitadas L>°(Q2), isto €
B(Q) =T

e esse € um espago normado com a norma induzida de LY(€2).
Teorema 3.8. Seja G uma N-fungdo. Entio E€(Q)) = LY(Q)) se, e somente se, G €Ay .

Demonstragdo. Seja u € E9(Q), entdo existe ug € L>®() tal que |u — uo|e < i. Desse

modo, pelo Lema 3.4

o /Q G2u(z) — 2up(x)) da < /

2|u — wola Q



46

donde
/ G(2u(z) — 2uo(x)) dx < 2[u — ugle < 1
Q

e portanto 2u — 2ug € L. Como ug € L™= C Lg, G é convexa e par temos que
1 1
u= 5(2u — 2up) + 5(2u0) € L ().

Portanto EY C Lg. Logo se E¢(Q) = LY(Q) entdo devemos ter G €Ay, caso contrario

pelo Teorema 3.2
ES(9) € La(Q) € LE(Q).
Reciprocamente, suponha que G €A, dai pelo Teorema 3.2 temos L = L%. Considere

u € LY(Q) e uma sequéncia de funcdes formada por trucamentos da funcao w,

oy [ @ @)l <

0, se|u(x)| > n.

Como G(Ju(z) — u,(z)]) < G(|u(zx)|) € L}(), entdo pelo teorema da convergéncia domi-

nada temos

/ G(Ju(x) — uy(z)])dx — 0
Q
e entdo segue do Teorema 3.7 que u,, — u em L%(Q), portanto u € EY(Q). O

Teorema 3.9. O espagco E%(Q) ¢ separdvel.

Demonstracao. Seja v € L>*(2), dai pelo teorema de Luzin de anélise real existe uma

sequéncia de fungoes continuas {u,} tais que |u,(z)] < ||ulloo qt.p T € Qe
1
Q0] = Hz € Qyu(z) # un(2)} < -

Desse modo

lu=tallo = sup | [ (unla) = ula)e(e) da
pv,G)<1 1V Q
< 2f|ullos  sup / v(2)] dz = 2[|ulls|Ix0.llo-
p(v,G)<1 Y Qp
Pelo comentario que segue a Proposi¢ao 3.7 temos ainda que |xq,|c = ﬁ Portanto
1nl

IXa,|¢ = oo quando n — oo, e entao
lu = ualle < 2|ul|llxq, |l = 0.

Provamos que o conjunto das fungoes continuas ¢ denso em EY(€2). Por outro lado, para
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cada funcao continua u podemos encontrar uma sequéncia de polindmios com coeficientes
racionais que convergem uniformemente para u. Vamos mostrar que convergéncia uniforme
implica em convergéncia na norma de Orlicz || - ||¢.

Dado € > 0 existe ng € N tal que |u,(z) —u(z)| <€, VYn>mngex €.

tn —ulle < sup /|un —u(@)||o(a)| de

UG<1

<€ sup /]v )| dx
UG<1

Young
< e(/G(l)dm+1>,
Q

portanto ||u,, — u||¢ — 0. Logo o conjunto enumerével formado pelos polinomios que tem
coeficientes racionais ¢ denso em EY((). O
Corolério 3.3. Se G €Ay entio LY(Q2) € separdvel.

Demonstragio. Se G €A, entdo pelo Teorema 3.8 temos E%(2) = LE(Q) e portanto pelo

teorema anterior segue que LY ((2) é separavel. O

Observacgao: A reciproca do Corolario 3.3 ¢ verdadeira. Em RIBEIRO (2006) prova-se

que se G €Ay, entdao LY(Q) pode nao ser separavel.

O espaco vetorial de todos os funcionais lineares 7' : LY — R continuos é
chamado de espaco dual de LY e denotado por (L%)*. Podemos munir esse espaco com as

seguintes normas
Tl = sup{|T(uw)]; [Julle < 1}

TG = sup{|T(u)[; [ule < 1}.

Como |- |¢ <] |lad < 2| | segue que ||T||5 < |T|E. Agora

lulg <1=2ulg <2=ullg <2=—=<1.

[lulle
2
Logo

7[5, = sup{[T(w):ule < 1} < sup{[T(w)]: 140 < 1)

= sup{|T'(2u)]; [[v/|lc < 1} = sup{2T'()[; ||| < 1} = 2[|T|¢;

Para cada v € Lé, podemos definir um funcional 7, : LY — R dado por

Tv(u):/gu(m)v(m) dx. (26)
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Assim a desigualdade de Hélder garante que este funcional linear é continuo pois,

< [Jullellvllq

uumv{lﬁuqux

e portanto T, € (LY)* e

!ﬂ%—wm{ ;mms1}—nw@

/Qu(x)'u(x) dx

Logo a funcao

¢ :L¢ — (LE)*

vi— T

define uma imersao isométrica, isto ¢ uma funcao linear que preserva a norma, entre estes
dois espacos.
E natural questionar se todo funcional linear em (L%)* é da forma (26). O

resultado a seguir mostra que nem sempre isso ocorre.

Proposigao 3.9. Se G €A, entdo ¢ nao € sobrejetiva.

Demonstragdo. Podemos por hipotese tomar uy € LY\ E. Defina um funcional linear
continuo T € (E% ug) tal que T'(u) = 0 se u € EY e T(ug) = 1. Estendemos 7" a um
funcional linear continuo em L%, pelo teorema de Hahn-Banach. Suponha que 7' ¢ dado

por (26) para alguma fungao v € LY. Considere a sequéncia de trucamentos

vn(z) = v(x),se |v(z)] <n
0, se [v(z)|>n.

Logo, cada v, é limitada e portanto pertence a E“. Porém temos para a sequéncia de

fungoes nao-negativas, v, (z)v(z) — v*(x) q.t.p. Assim pelo Lema de Fatou-Lebesgue,

0 = sup T(v,) = sup /Q on(2)0(z) do > / o2 (z) da

n n Q

donde concluimos que v = 0, que é um absurdo pois T'(ug) = 1. O]

Considerando ao invés do espaco (L%)* o dual do espaco E“ munido da norma

de Luxemburgo, denotado por (E“)* temos o seguinte resultado.
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Teorema 3.10. A imersao

¢ :L¢ — (BEC)*

vie— T,

¢ sobrejetiva.

Demonstragdao. Seja T € (EY)*. Considere ¥ = {U C Q;U & mensuravel}, definimos em

> a funcao

FYX—R
Ur— F(U)=T(x(-U))

assim
IT|e; w10

ar(m)

donde pelo teorema de Radon-Nikodyn podemos encontrar uma fungao v mensuravel tal

[F(U)] = [T UD < [Tlelx(, Ule =

que

portanto se w ¢ uma fun¢do mensuravel simples w(z) = > a;x(x, U;), vemos que

T(w) =T (3 ax(50)) = 3 aT(x( U) = > sl (1)
= Zai /Uv(a:) dx = /Qw(x)v(x) dx

entretanto o conjunto das funcoes simples é denso em E¢, consequentemente
T(w) = / w(z)v(r)de Yw € E%(Q).
Q

Para concluir resta mostrar que v € LG(Q). Considerando u € LY e a sequéncia

formada por trucamentos da fungao u dada por

Un () = u(z), selu(x)] <n
0, selu(z)| >mn,

temos que ||u,|lg < ||Julle e lim, o [un(z)v(2)| = |u(z)v(x)| q.t.p z € Q. Dai pelo Lema
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de Fatou
/u(:c)v(a:) dr| < sup{/ \unvld:c} = sup |T'(|u,|sgnov)|)
Q n Q n
< [Tl sup |[unlle < [[T]G[lulle < oo,
onde acima usamos que |T'(u)| = ‘T ( |T‘J|HC;“>‘ = ||ulle )T ( \UHG)) <|Jul|e||T||%;- Portanto
v e LYQ). O

Finalmente a Proposicao 3.9 e o Teorema 3.10 nos dizem que

(LG = LC & G ens
(LY = LY & G en, .

Coroléario 3.4. L¢ ¢ um espaco reflexivo se, e somente se G é A —reqular.

Demonstragao. Segue imediatamente da Proposicao 3.9, do Teorema 3.10 e do Corolério
3.1. m
3.4 Espacos de Orlicz-Sobolev

Nesta secao estudaremos os espacgos de Orlicz-Sobolev, estes sao obtidos a partir dos
espacos de Orlicz da mesma maneira em que obtemos os espacos de Sobolev a partir dos

espagos de Lebesgue.

Definigao 3.11. Dada G uma N-fungio, definimos o espago de Orlicz-Sobolev W% (Q)

como sendo o espago vetorial

dx

WhE(Q) = {u € LYQ);3f1, ..., fo € LY(Q) satisfazendo/ u§¢

o o0x;

_ _/figbdx, Vo€ C(Q), Vi=1,...n}.
Q

Se u € WH9(Q), entdo pelo lema de Du Bois Raymond tais fungbes f; sao

Gnicas e sao chamadas derivadas fracas de u. Denotaremos f; = 8— evVu = (8‘9—96“1, e 6‘%”) :

Podemos identificar o espaco W% como um subespaco de um produto cartesiano de
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LY n+1 vezes: a saber

p: W — L9 x L9 x - x L9 =[] L¢
n+1

u— (u, Vu).

Definimos entdo duas normas em W'¢ imediatamente através da definicdo

natural de norma em [] ., LY. Se u € W% sejam

n+1

allwre = max { flulle, || 2
ullwre = max  [[ulle; ozl
ou

)

e < [fullwro < 2lulye,

‘u’wl,c = 112%}7(1 {|’LL‘G, axl

Logo segue da Proposicao 3.8 que

Teorema 3.11. W19 (Q) ¢ um espago de Banach.

Demonstragao. Uma vez que ¢ define uma imersao isométrica e [[, 41 L% é um espaco

de Banach, é suficiente mostrar que a imagem de tal imersao é fechada. Sendo assim,
tomemos

(ug, Vug) = (U, uq, ..., Up),

quando k — oo. Nosso objetivo é mostrar que u; = % para cada ¢ = 1,...,n. Como
K3

(ug, Vuy) converge em [], ., LY para (u,uy, ..., u,), entao uy — u e g%’: — u; em LY, para

n+1
cada 1.

Agora, fixado ¢ € C§°, logo ¢, 5 8¢ € LG onde G ¢ a N-funcao complementar a

G. Portanto
V> / z)dr ewv r—>/ dx
8:(:1

definem funcionais lineares continuos em L¢. Logo

[t ) (a) do | @ D)o (@) dr e QZZIZ @o()de = [ w()ola) da

Assim, como

concluimos que
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para ¢ = 1,...,n. Portanto, como ¢ é arbitrario temos por definicao que u; = g;‘, para
cada 1. O

Definimos o espaco W'E®, de maneira analoga a Definicao 3.11, dessa forma
muitas das propriedades estudadas nos espacos L% e E¢ serao facilmente verificadas para

os espacos W& e W EY respectivamente.

Teorema 3.12.
1. WYEC ¢ separdvel.
2. WHe = WIEC ¢ separdvel se G €A, .
3. Para cada T € (WES)* existem v; € Lé,i =0,1,...,n tais que

T(u) = L (”)‘m+§:/a% (z) d.

4. WHE ¢ reflexivo se e somente se G € A —regular.

Demonstragao.

—_

. Segue do Teorema 3.9.
Segue do Corolério 3.3 e do Teorema 3.8.

Segue do Teorema 3.10.

Ll

Segue imediatamente do Corolario 3.4
O

Dado um inteiro positivo k, vamos agora definir um espaco de fungoes cujo os
elementos tem derivadas fracas de ordem maior do que 1 e pertencem ao espago L%((2).
Se a = (ay, ..., ) € um multi-indice de ordem |a| = ay + ... + ay, = k entdo usamos a
seguinte notacao para uma funcao u que tenha derivadas até ordem k,

o g

D% = U
ox{*  Oxon

Definicao 3.12. O espaco de Orlicz-Sobolev
Wk,G(Q)

consiste de todas as fungoes u € LE(Q) tal que para cada multi-indice o com |a| < k, D%u
existe no sentido das distribui¢oes e pertence a L(S). Definimos o espago W*ES(Q) de

forma andloga.

Lema 3.13. Sejan € C5°(R™) tal quen > 0 e [,, ndx = 1. Considere o standard mollifier

ne(x) = Elnn @) :

€
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Seja G uma N-funcio e f € EY entdo f+n. € EY e |n.x f — fla — 0 quando € — 0.

Demonstragao. Seja G a N-funcio complementar a G e v € LY com |v|s < 1. Entao

=\ [ ([ o= wmas - 1)) ot do
= /(/f(w—y)m(y) dy—/f(x)m(y) dy) v(z) dx
-|[{[ - ronwatnw dy]

</ ] [t =0 - s

Holder

< 2lg /R |fy = flalne(y)| dy

[ (e £)@) = f@)ola) da

ne(y)| dy

onde f, := f(z — y). Portanto

ne* f— fla < 2/ |fy = flane(y) dy = 2 . | fey — flan(y) dy.

Dado & > 0, como as func¢des continuas sao densas em E“ podemos encontrar uma funcéo
continua f tal que |f — flo < %. Logo |fey — fey|G < % e para ¢ suficientemente pequeno

como f & continua |f., — fla < 8 Vly| < 1. Assim

‘fey_f‘GS‘fey_féy|G+‘fey_ﬂG+’f_f|G

o 0
< 3= =-—.
-6 2
Portanto 5
s f-flo<2 [ Saty)ydy=s
lyl<1
para ¢ suficientemente pequeno. O

Teorema 3.13. C°(R") € denso em W™ES(R™).

Demonstragio. Seja u € WmEY(R") isto ¢ D*u € E%(R") para 0 < |a| < m. Afirmamos
que podemos supor sem perda de generalidade que a fungao u tem suporte compacto,
pois caso contrario tomamos 7 € C§°(R") satisfazendo;

e n(x)=1selz| <1,

e n(z) =0se|z| > 2,

o [D(x)| <M, Ve eR"e0 < |af <m.
Para e > 0, seja 7¢(x) = n(ex). Entao n.(z) = 1 para |z| < 1, além disso

[Dne(x)| < Me*l < M
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sempre que € < 1. Se u € W™EY(R") entdo u, = nou € WmEY(R") e tem suporte

compacto. Para 0 < e <1e|a] <m,

X ()P

Ba

| Due(x)| =

ofsugs (o

B<a

logo
D%, D%u,
/G D7)l dxg/g(w> dr <1,
M35, (5)1DPulg | Ducl e

dai

Dl < MY < )\Dﬁu\g, (27)

B<a

e portanto
|U - u5|WmEG(]R”) = ‘U - Ue|WmEG(Rn\B(0,efl)) < ’u|WmEG(R"\B(O,5*1)) + ’ue|WmEG(R”\B(O,e*1))'

Usando (27) segue que

|U - Us|meG(Rn) < C|U|WWEG(R"\B(O,6*1))7

onde C' > 0 é uma constante que depende de M e m.
Resta mostrarmos que |u|ympe@n po,e-1y) — 0 quando € — 0. Com efeito,
como u € B¢ C Lo = VA >0, %EEGCEG Dai como

DOC
G (%) x(z,R™\ B(0,¢ ")) = 0 quando € — 0,

segue do teorema da convergéncia monoténa que

. D*u(z)]

G( )dx:O, VA > 0.
€0 Jrn\B(0,e-1) A

Logo dado ¢ > 0 existe um e > 0 suficientemente pequeno tal que

DOL
/ G (M) dr <1 = [D%|gmrm B0,-1)) < 6,
R"\B(0,e~1) 0

e entao

o e—0
|u|WmEG(Rn\B(O 1)) = max{|D U|G} <0 = ]u|WmEG(Rn\B(0 1)) i> 0.

Assumimos agora que u € W™E%(R") tem suporte compacto. Seja 7. o standard mollifier
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definido como no Lema 3.13, tomamos

wla) = (wen)(a) = [ ulme oy

dai segue

supp(u * 1) C supp(u) + supp(ne) (28)

entdo como D € E¢ en. € C°, 0 < |al < m,

D°u.(x) = D* ( / ultyn e — 1) dt) - / u(t) D — ) dt

= Du(t)n(x —t)dt = (D%u * n.)(x).

Rn

Dai segue de (27) que u. € C{°(R"), Ve > 0. Além disso usando o Lema 3.13 temos para
0<laf <m,

|D%ue — D%u|g = [(D%u xn.) — D%|g — 0, quando ¢ — 0.

Portanto

|te — ulw1perny — 0, quando € — 0.

[
Teorema 3.14. Seja ) C R™ um aberto limitado. Entio C*(2) é denso em W™E(Q).
Demonstragao. Consideremos o aberto €2 definido por
, 1
Q= {x € lz| <k e dist(x,00) > E}’
para k = 1,2, ... . Podemos também definir )y e {2_; para serem conjuntos vazios. Entao
0= {Uk, Upg = Qg1 N (Qk_l)c, k=1,2, },

¢ uma colegdo de subconjuntos de €2 abertos que cobrem (2. Seja >, 1, = 1 uma particao
da unidade C* para Q subordinada a O. Assim temos supp(vr) C Qg1 \ Qi_1. Seja
ne(z) = L1 (%), onde 7 é o standard mollifier, como foi visto na se¢do de preliminares
temos que 7. € C, [0, ne(x) dx =1, e supp(n.) C B(0, ).

Afirmacao 1:Se € € (0, m), entao supp [ * (Yru)] C Qo \ Qo
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prova da afirmagao 1: Com efeito, supp(n.) C B(0,¢€) e supp(vru) C Qgr1 \ Qx_1, logo

supp [ne * (V)] C suppne + supp(Pru) C B0, €) + Qg N (—1)”.

Vamos entao mostrar que B(0,€) + Q1 N (2k—1)¢ C Qgga \ Qp—a.
Seja z € B(0,€) + Qg1 N (Qp_1)¢ entao existem sequéncias {x, }, {y,} tais que z,,+y, — =
com T, € Qi1 N (1) ey, € B(0,€), entao |z, + yn| < |xn] + |yn] <k +1+¢

1
= <k+1+ < k+2.
G &+ Dk +2)

Agora vamos supor que z, € (£2;_1)¢ pois caso contrario tomamos uma sequéncia em
(Q_1)°convergindo para x, e repetimos o mesmo argumento que mostraremos a seguir

trocando z,, pelos elementos dessa sequéncia obtida. Dado que x, € (€_1)¢ temos duas

possibilidades.
1. Caso |z,| >k — 1.
%0+ yn| > 20| = lyul =k =1 = Gy > F — 2

(k1) (k+2)
2. Caso dist(x,,00) < 5.

Seja w € 0f2, entao

1
(k+1)(k+2)

|Tn + Yo — w| < |2y — w| + |yn] < |xn —w| +€ < |z, —W|+

Dai sendo dist(x,, + yn, 0Q2) = inf{|x, + y, — w|; w € 9N}, segue que

1 _ 1 1 1
Gt D)E+2) k-1 htD)E+2) k=2

dist(xp, + Yn, 002) < dist(x,,0) +

1

3 logo z € (Q_2)".

Fazendo n — oo segue de 1 e 2 que , |z| > k — 2 ou dist(z,09) <
Por fim para todo w € 02

1
(k+1)(k+2)

|xn+yn _w| > |mn_w| - |yn| > |x'n| -

entao

1 1 1 1

| o - - |
dist(in + yn, 02) 2 dist(n, Y = G > T T G DG 1) k2

Portanto dist(z,0Q) > 5 e entao z € Qpyo. O(Afirmagao 1)

Agora para cada k € N tomamos ¢, € (0, m) e obtemos uma familia

formada por standard convolution mollification(ver a segdo de preliminares) 7., € C§°
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tais que

supp(ne,) C {1’ € R [z| < 0T 1)1(k+2)}- (29)

Além disso Vk € N, yu € WmEY(R"), daf segue da demonstracio do Teorema 3.13 que

para todo multi-indice o com 0 < |a| < m e Ve >0

€
e * D% (wu) = D*(dwu)le < o (30)
A afirmacao 1 nos diz que
supp(ne, * D*(Yru)) C Qpya \ Qo (31)

Afirmacao 2: A série v =) ;7| 7, * Ypu converge ¢ define uma funcao v € C*°(Q).

Prova da afirmacao 2: Com efeito é suficiente mostrarmos que para todo
Q cc Q somente uma quantidade finita dos termos da soma pode ser nio nulo. Assim
em vista de (30) vamos mostrar que a familia {Vi; Vi = Qpio \ Qe_o, bk = 1,2, ...} que é
uma cobertura localmente finita de (2.
Seja p € € entao p € ,, para algum ny € N. Logo existe uma vizinhanga W, C ,, que
contém p. Logo W,NV, 12 = @ e como ), C Qy4q, Yk € Nsegue que W, C €, Vj > nyg,
entao W, NV; = @, Vj > ng + 2. Portanto

no+1
W, C U Vi\ U V. O(afirmagcao?2)

Jj=no+2

Seja k € N, entdo por (29), a convexidade de G e o fato de que se z € () entdo

ZkH Y;(x)u(z) = u(x), segue que para todo multi-indice a com 0 < |a| < m,

o, _ N« k+1 j
/Qk G (—D ! - b u) dr = /Qk G (;(nek * D (Ypu) — Da(lbku))jj ) dx
ARy 9
<X 5 [ 6 (0 D) - D)2 ) ar <1
Q €

Portanto fazendo k£ — oo segue do teorema da convergéncia mondtonona que

/G(D v—2D u) dr <1,
O €

logo [v — ulympe gy = max, |[D* — D%l < e. Isso mostra que dada u € W™E(Q) e

€ > 0 existe uma fungao v € C*(Q) tal que |[v — ulympe) < € O
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4 UM PROBLEMA DE MINIMO EM ESPACOS DE ORLICZ

Nosso objetivo para o restante do trabalho é estudarmos a existéncia e posteriormente a

Holder continuidade de fungoes u : €2 — R™ que minimizam o funcional

0 = [ G(veta) ds
no conjunto
K = {v c WH(Q); /QG(lVU(Z‘)DdI <00 ev=()em GQ} :
Aqui, 2 C R™ é um dominio limitado suave e ¢y uma func¢ao limitada com

/QG(|V¢O(J:)|) dr < 00,

onde estamos considerando derivadas fracas, e G : [0,00) — [0,00) é uma N-funcao
satisfazendo condicoes apropriadas introduzidas por G.Lieberman no estudo da teoria de

regularidade interior para equacoes elipticas da forma

Agu = div (g(|Vu|)ﬂ) = B(z,u, Vu).

|Vl
Mais precisamente G satisfaz as seguintes condigoes
(i) G/() = g(t), onde g € CO([0,+50)) N C}((0, +50)),

(i) 0<o< ti—g) < go, Vt > 0 para certas constantes J e go.

Neste capitulo veremos que as condigoes assumidas por Lieberman garantem
que
w € minimo de J(v) sobre K = Aju = 0.

Salientamos ainda que as condig¢oes acima para GG e g garantem que a EDP acima é uma
equacao uniformemente eliptica(da forma nao-divergente) com constantes elipticas depen-

dendo apenas de 9, gy em subconjuntos de €2 tal que Vu # 0.

Com respeito a quantidade de N-fungbes que satisfazem as condigoes (7) e (i)
observemos que este namero é expressivo. Considere fungoes G’ = ¢ tais que g(t) = t?
com § = go = p, g(t) = at? + bt? com a,b,p,q > 0 e § = min{p,q} e go = max{p,q} e
g(t) = tPlog(at + b) com p,a,b > 0 onde neste caso d =pe gy =p+ 1.

Além disso podemos verificar que qualquer combinacao linear com coeficiente positivos de
fungoes que satisfazem as condigoes (i) e (ii) também satisfazem essas condigoes. Com
efeito considerando as fungoes g1, g» com as constantes 03, g5 € 02, g2 respectivamente entao

g = c1g1 + 29 satisfaz (i), (i) com & = min{dy, 02} e go = max{gl, g2 }. Veja também
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que o produto de fungoes que satisfazem as condigoes (i) e (i7) também satisfaz essas
condicoes , pois se g = g1g2 entao
tg'(t) _ tgi()g(t)e +tar(t)gs(t) _ tgi(t)

_ _ 0
g(t) 91(t)g2(t) gi(t)  ga(t)

basta tomar § = 03 + 02 e go = gy + gi- Por fim se g(t) = g1(g2(t)) entao como

tg'(t) _ tgi(g2(t)ga(t) _ g2(t)gi(ga(t))tgs(t)
g(t) 91(g2(t)) 91(92(t))ga(t)

segue que g satisfaz as condigoes (i) e (ii) com § = 0302 e go = gig2. Tudo isso deixa evi-

dente que a quantidade de fungoes que satisfazem as condigbes (i) e (i) é bem expressiva.

Lema 4.1. Seja G uma N-fungao satisfazendo as condigoes (i) e (ii). Entao
(g1) min{s? s°}g(t) < g(st) < max{s’,s%}g(t), Vt,s >0

(92) 24 < G(t) <tg(t), ¥t >0,

(G1) min{s’*t 890+1}% < G(st) < (14 go) max{s®tt s9H1YG(t), Vs, t > 0.

(G2) G(a+b) <29(1+ go)(G(a) + G(D)), Ya,b> 0.

Demonstracao.

(g1) Para s > 1 é suficiente mostrar que
sPg(t) < g(st) < s%g(t), Vt > 0.
Considere a fungao h(t) =t 9%¢(t), por (ii) temos
W (t) = —got™ g (t) +17%4'(t) <0,

logo h é uma fungao ndo-crescente e portanto h(st) < h(t), e isso implica que

g(st) < 59¢(t). Da mesma forma se definirmos ho(t) = t~°g(t) e por (ii) temos
hy(t) = =6t~ g(t) + 79 (t) > 0
logo hy é uma fungao crescente, entao ho(st) > ho(t) e isso implica que
s*g(t) < g(st).
Para s € (0, s) temos que mostrar que

sg(t) < g(st) < s°g(t), Vt > 0.



Sendo h uma fungao nao-crescente temos h(st) > h(t) isso implica que

g(st) = s79(1).

Como hg é crescente segue que h(st) < h(t), isso implica que g(st) < s%g(t).

(g2) Com efeito, Vt > 0,

e por (i7)

90 Jo 90

logo % < G(t).

Se s € (0,1) entao s%g(t) < g(st) < s°g(t) entdo integrando em s temos
ggo+l G(St) g0+t
t) < t
o= = 5qe)

Se s > 1 entdo s°g(t) < g(st) < s%g(t), logo

" ( S ) LG GO _ ( so0t1 1 ) |

+1 6+1 t t o+l g+l
dai
0+1 o+t
o) s (5
o+1 g+l t t got 1 g0+l
€como " Gt tg(t
90 [ G 5 gy » 10
1+ go t 1+ 90
¢ G(t
#_g(t)gO@G(t)Stg(t%

isso implica usando (go) que

§0t1 G(st) _ s9t!

< <
1+go t go+1

g(t) (90 +1)g(t).

Assim usando (31), (32) e (g2) segue que

Ol g0l G(t) < G(st) < (14 go) max{s®™ s91G(1).

IT+g0

min{s

60

(33)
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(G2) Usando a propriedade (G1) e a convexidade de G temos

Gla+b) < 5(Gla) +G0) < %290“(90 +1)(G(a) + G(b))

= 2%(g0 +1)(G(a) + G(b)).

1
2

]

Como g é estritamente crescente sua inversa fica bem definida. Agora vamos

mostrar que g~ satisfaz uma condigao similar a (7).

Lema 4.2. A funcdo g~' satisfaz as sequintes desigualdades

-1y
1M )W 1y,

Além disso se G ¢ tal que G'(t) = g~ (t) (isto € ,G € a N-fungdo complementar a G )temos

g1) min{s'/? s/} g1 (t) < g7 '(st) < max{s'/?, s/0}g7 (1)
§2) M0 < G(t) < tg7M (1), vt > 0.
Gr) YD min{s™+1/0 s1H/01G(t) < G(st) <

5 0 max{s!*1/9, 1+1/9°}G’( ).

(
(
(
(
(

1 Tr
J3) ab< €G(a) + C(e)G(b), Ya,b>0 e e> 0.

g1) G(g(t)) < goG(1).

Demonstragao. Fazendo s = g~'(t) temos g(s) =t e (¢7')(t) = g,%s). Dai

< 9(s) <

(g1) Segue diretamente da propriedade (g1) aplicada a fungao g~ *.

(g2) Com efeito, G(t) = [, g~ (s)ds < tg~'(t), além disso

@ﬂzéé%y%ﬁwzéés@*ﬂ@%=@¢%w—éwm

~ A Stg—1(t)
) entdao G(t) > =5~
(G1) Segue de (§1) e (g2) usando um argumento similar ao que foi feito para demonstrar
a propriedade (G7) no lema anterior.

G3) Pela desigualdade de Young temos ab < G(a) + G(b) e entdo para 0 < ¢ < 1 tal que
(g3)
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= (1 + go)¢''*°, entao

e’aé, < G(a)+ G (g) < (1+ goymaz{e"*, "} G(a) + C()G (D)

€

= ¢G(a) + C(e)G(b).

(§4) Pela desigualdade de Young (15) temos G(g(t))+G(t) = tg(t), pela propriedade (g2)

obtemos

G(g(t) = tg(t) — G(t) < goG(1).

Lema 4.3. Eziste uma constante C' = C(go, ) tal que

lule < C'max { (/Q G(lu]) da:) I/M, (/Q G(lu]) d:c) l/gOH} .

Demonstragao. Se [, G(|u|)dx = 0 entdao u = 0 q.t.p e o resultado segue imediatamente.
Se [, G(|u|]) dz # 0 entdo tomando

k= max{<2(1 —|—g0)/QG(|u])dx> WH, <2(1 —|—go)/QG(\u|)dx) UW},

usando a propriedade (G7) temos

|ul 1
/Q (kz dr < (1+ go) max k:5+17k90+1 G|u| Ydx <1,

portanto |u|g < k. O

Teorema 4.1. LY(Q) ¢ o dual do espago LE(Q). Além disso LE(Q) e WL (Q) sdo refle-

TIVO0S.

Demonstragao. Como G satisfaz (G1) temos G(2t) < 2179 (1 + go)G(t), V¢t > 1, e como
G satisfaz (G1) temos G(2t) < 1252110 G (). Logo G €y e G €A, . Pelo Corolario 3.1
G é A —regular. Entdo segue do Corolario 3.4 e Teorema 3.12 que LY(Q) e W1Y(Q) sdo
reﬂexwos Como G €A, segue do Teorema 3.8 que E¢ = L% e pelo Teorema 3.10 temos
LG ~ (E9)* = (L9)*. O

Teorema 4.2. LE(Q) — L'*%(Q) e WLG(Q) s WHH(Q) continuamente.

_ \tl

Demonstragao. Como a N-fungao G1(t) = S5 " en, segue que Lg, = LY = L'*°(Q)(espago
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de Lebesgue). Pelo Teorema 3.6, temos que mostrar que existem constantes k, to tais que

Para ¢t > 1 temos por (G)

entao tomando uma constante C' = C'(G(1), 6, go) > 0 suficientemente grande dependendo

de G(1),4d e go de modo que

tito (1+g0) C

146 — Gu)1+5G@’

temos pelo Lema 3.4

¢+ (I1+g) C
<G —t Vt>1=t,.
146~ (G(l) 1+5>’ = ’

A imersao continua W1 (Q) — WH1+9(Q) segue de LE(Q) — L'*°(Q) e da definicao da

norma dos espagos de Orlicz-Sobolev. [

Lema 4.4. Seja u € Wol’l(Q) NWYE(Q) entdo existe uma constante C' > 0 dependendo
do diam(S?) tal que

/ G(|lu]) dx < / G(C|Vul) dx
Q Q
Demonstragao. Considere a aplicagao projecao m; : R™ — R dada por m;(x1, ..., 4, ..., T,) =

z; e seja d; = diam(m;(§2)). Primeiro suponha que u € C§°(£2) entao usando a desigual-

dade de Jensen temos

Gu(zy,...,zy)) =G (/% gs (1,0, &,y ) df)

1 [T ou
>~ dz . G (dzaml (xla 757 7xn)) df?

usando Fubini-Toneli integramos ambos os lados das desigualdades acima em cada variavel

obtendo,
Gu(z))de < | G| d; 8u‘ (x) | dx.
Q Q axz

Agora suponha que u € VVO1 G(Q) e tem suporte compacto em (2, considere u, = u * ¢,

entdo pelo que foi feito na secao de preliminares temos u, € C§°(2) e ue — u q.t.p

quando € — 0. Tomando para cada n € N, ¢, = %, obtemos uma sequéncia de fungoes
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nao-negativas {G(u,,)} tais que
G(un(x)) = G(un(x)) q.t.p quando n — oc.

Dai pelo lema de Fatou temos

/QG(u(;v)) dr < lim inf/QG(un(x)) dx (34)

n—o0

alem disso como u. € C§°(€2) segue que

/Q Glud(z)) dr < /Q G (di <g;i)e(x)) dz. (35)

Escrevendo v = di% temos

/Gve dm—/G( / o(z — )gbe()dy)d:c
<—//n ( )}m(%)) dyda
<L // oY) dy ds

- /Q an Gv(r —y))oe(y) dy dz.

Portanto
/ G(ve(z)) dx < / G(v)(x) dz. (36)
Q Q
Se fQ v)dr = 0o entao a tese segue trivialmente para u.
Suponha que f o G(v) dz < 0o entao segue das propriedades dos molifiers(ver preliminares)

G(v)e — G(v) em Ll(Q) quando € — 0. Logo para €, = = obtemos G(v),, — G(v) em
LY(Q) quando n — co. Dai por (34), (35) e (36) temos

/G )) d </G (dig;i(:c)) dz.

Suponha agora que u € VVO1 G(Q) seja arbitraria e consideremos um aberto Q2 D 2 com

diam(m;()) < 2d;. Entéo a funcio @ obtida extendendo u para ser nula fora de Q pertence

a W, ‘4(Q)) e tem suporte compacto em ) de modo que

/QG(ﬁ(x))dx < /QG (Qd g;’i) dz.
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Como G(z) =0 e z=0¢ea(z) =0, Vz € Q\ Q, segue que

/G dm</G(2d gxl( )) dz.

]

Proposicao 4.1. Sejam A(p) = g(|p|)|7]%| onde g satisfaz (ii) e a;; = g’;? entao V¢ € R"
com&#0e& = (&,....&) tem-se

p
6P < aytiy < maxton, 12 P,

wingi 1) s
|

Pl
onde acima estamos omitindo o somatorio nos indices 1, J.

Demonstracao. Observe que

aA pj pz ( )
Qi = P
T o A |)\pl p| Tollp Dé’pa P

<|p|>p“’2+g<|p|>, -~ g3

9(t)

Por (i) segue que @5 < g'(t) < go%*, assim temos

2
>ty =o' (o) Ei = S - SR <
2Y)

2
> dg(ll) R e - SR < p
2
(151 i)

Sed —1 >0 entao

1> S = O e ningy, ).

Se 6 — 1 < 0 entao usando que

’ < p7 5 > |2 o 2 o

= ht -1 > - )
temos

> %') (626 — 1) + ¢P)

= 20 g = S e ming1, )



66

Agora vamos mostrar que vale o lado direito da desigualdade.
<p &> p
S ayt = o (o) =2 EZ T I 9B e
= Pl Pl Pl

g(lpl) | <p, &> |2 g(Ipl) .o 9(pl) | <p, &> |7
. €]° — 2
p| p| p| p| p|

= IL

Se go — 1 < 0 entao

2 max{1
< |p‘ ’p| = |¢|" max{1, go}.

Se go — 1 > 0 entao
1< (g — >jﬁWa2 jﬁma2
)

9(lp| 9(lpl)
p]

P

€7 = €17 max{1, go}.

Definicao 4.1. Dizemos que uma fungao v € uma solugao fraca de Ayju =0 se
/ (|w|)| |v¢dx — 0 Yo € C0(Q),
Q

O teorema a seguir seréd a ferramenta que usaremos para mostrar que minimi-

zantes do funcional J sa@o solucoes fracas da equacao Aju = 0 em €.

Teorema 4.3. Seja u € WhY(Q), B, CC Q e v uma solugdo fraca de
Law=0 em B,, v—ucWy%B,),

entao

/13.<G(|VU|> - G(|vv|)de > C ( ; G(|vu — VU|)d:U+/A F(|vul])|vu — Vv|2dx) ,

Ay ={x € B,;|Vu — Vv| <2|Vul|} e Ay = {x € B,;|Vu — Vv| > 2|Vul|}.

Demonstragao. Seja u® = su+ (1 — s)v, usando o teorema valor médio na forma integral
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e que v é solugao fraca temos

z-_/( (19u)) — G(|70]) dx—// \w| | V(u —v) dz ds

:/0 g//0 aig (Ve + (1= £)(o — Tu)) (s, — vy, )(u, — v, )dt da ds.

Usando a Proposigao 4.1 temos que o lado direito é maior ou igual a

C’/1 é/ /1 F(|vu® + (1 —t)(vo — vu®)|)|[Vo — vub|* dt dx ds,
0 - J0
onde C'= C(6) > 0. Agora consideramos os subconjuntos de B,
S1=A{z € B,;|vu® — vu| <2|vu’|}, Sy ={z € B,;|Vu’ — Vou| > 2|vu’|}.
Assim temos S; U Sy, = B, e

1
57w < [vut + (1= #)(Yv = V)| < 3[vu’| em S parat >

v-bloo
—~
w
\]
~—

1 1
Z|VuS —vu| < |vu' + (1 —t)(Vv — vu®)| < 3|Vu® — Vol em Sy parat < — (38)

=

Em S para t > 3 temos usando (37) e (¢1) que

g(Ivu + (1= (Vo - va))) _ gGIve]) 1

F(|Vu’+(1—t)(Vo—vu®)|) = F(|vu?]).
(Ve A== = e =)o —ve)] = 3lvae] = 2wz 17D
Em S, para t < § temos usando (gs) e por (38) que
G(|vu® + (1 —t)(Vo — Vu?®|)
F(|vu® + (1 —t)(Vo — vu°)|)|vu® — Vol > vu® — vul?
(v + (L= )70 = v )Dlvw = vof? > TR R v — vl
( |Vu - U|) 2
Vu® —V
9|Vus — Vu? | vl
G(|vu® — vul)

— 449091+ go)

onde na ultima desigualdade usamos (G).

Portanto temos

! "1
Z>C (/ —/ F(|vu®|)| Vo — Vu5|2d$ds+/ —/ G(|vu® — Vv|)d:vds).
0 S S1 0 S Sa



68
Agora consideremos os conjuntos
Ay ={x € B,;|Vu — Vu| <2|Vu|} e Ay = {x € B,;|Vu — Vu| > 2|Vul},

logo B, = A; U As e

1 3
Q\Vu] < |vu®| < 3|Vu| em A; para s > 7 (39)
1 . 1
1|V — Vol <[vu| <3[Vu— Vol em 4, para s < . (40)

Entao,

1/41 1 1
120(/ —/ F(]Vu3|)\W—Vus\2dxds+/ —/ F(|vu))| v — vus |2 d ds
0 S S1NAg 3/4 S S1NA;

1/4 1 1
+/ —/ G(|VUS—VU|)dxds+/ —/ G(|vu® — vvl|) dx ds)
0 S SoNAs 3/4 S SoNAq

= I4-1I4-11141V.

Vamos estimar esses quatro termos.

Em S; N A, para s < 1 temos usando (g;) e (40) que

s 1
F(|vu®]) > MF(WU — Vvl).

Entao

1/4
I> C'/ —/ F(|vu — vv|)|vv — vu®|* dz ds
0 S S1NAs

1/4
0
/ / G(|Vu — Vv|) dx ds
S1NAsg

onde na ultima desigualdade usamos (gs).
Em S; N Ay para s > 2 temos por (39) e (g1) que

»

/ F(|Vu — vo])|Vu — Vo|* dz ds
S1NA

) 1
F(|ve’]) = 5o F(|vul).

Entao,

1 1
> c/ 3/ F(|vul)|vu — Vo2 dz ds > 03/4/ / F(|vul)|vu — vof? dz ds.
3/4 S1NA1 3/4JS1NAy
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Em Sy N Ay, para s < i temos pela definigdo de S, por (40) e (G;) que

G(|vu® — vol) G(|vu — vvl),

> —
— 2900%(go + 1)

entao

1/4 1/4
IIIZC’/ —/ G(|Vu—Vv|)dxdsZC’/ 3/ G(|Vu — vo|) dz ds.
0 S JSanA, 0 SaNAs
Em S; N A; temos por (39) e pela definigdo do conjunto Sy
|Vu® — vo| > 2|vu’| > |Vul. (41)
Usando (g2) e (40) temos pela definigdo do conjunto A;

G(|vu® — Vo)) >

1
g(|vu® — vo|)|vu® — vo| > g(|vVu|)|vu® — vo|
90

+1 +1

1
= ——F(|Vul|)s|Vu — Vu||Vu| >

—  _F(|lvu])|vu — vol?.
go+1 2(go +1) (17l |

Entao,

1
IVZC’/ / F(|vu|)|vu — vo|* dx ds.
3/4 SoNAq

Somando I+III obtemos

1/4
1+1112/ Cs (/ G(Wu—w\)dmder/ G(|Vu—Vv|)da:ds>
0 S1NAs SoNAs
1/4
:C/ s/ G(\Vu—vm)dxds:C/ G(|vVu — vo|) dz.
0 As Ao

Somando IT4+1IV obtemos

1

1141V > C/

3/4

= C’/ F(|vul)|vu — vo|* dr.
Aq

(/ F(\Vu])Wu—Vv\de—i-/ F(\Vu])]Vu—Vv\zdx) ds
S1NAq SoNAy

Portanto,

IZC’( G(|Vu—VU|)dx+/ F(|Vu])Wu—Vv|2dx) ,
A2 Al

onde C' = C(go,d) > 0. O
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Teorema 4.4. Se J(po) < 0o entdo existe um minimizante do funcional J no conjunto
K= {v e Wh(Q): /QG(WU(:U)WI <00 ev =gy em an} |
Ademaus,

|[uol| L) < sup |@ol-
o9

Demonstrag¢ao. Considere uma sequéncia minimizante {u, } € K, logo temos que a sequén-

cia de numeros [, G(|Vu,|) dx é limiatada, entdo pelo Lema 4.3 temos

1/1+6 1/1+6
|Vun—Vg00|G§Cmax{(/ G(|Vun—V<po|)) , (/ G(Wun—WpoD) }
Q Q

como G(|Vu, — Vo|) < C(go)(G(|Vun|) +G(|Veol|)) segue que a sequéncia |Vu, — Vol
¢ limitada. Além disso como para todo n € N u,, — g € WOLI(Q) o Lema 4.4 juntamente
com o Lema 4.3 implica que a sequéncia |u, — po|c € limitada, sendo |u, — polprc =
max{|u, — vola, |Vu, — Veola} temos que a sequéncia |u, — ¢o|y1.c € limitada, e como

o € L>() concluimos que a sequéncia |u,|y1.¢ ¢ limitada.

Sendo W14 (Q) reflexivo existe uma subsequéncia de {u,} que denotamos da
mesma forma e uma funcio uy € WH%(Q) tais que u,, — ug em Wh%(Q). Pelo Teorema
4.2 temos u, — uy em WHH9(Q). Agora como as imersdes WLiH9(Q) — L1*(Q) e
W+ (Q) — L*°(9€) sdo compactas existe uma subsequéncia que ainda denotaremos
por {u,} tal que

Uy, — Uug q.t.p em €2,

ug = o em 0f2.

Afirmacgao: Para todo n € N temos

/QG(Wun])dxz/QG(|Vuo|)da:+/ (|vu0|)|vzo|(Vun—Vuo)dx

Prova da afirmacao: Seja uf, = su,, + (1 — s)up, usando o teorema valor médio na forma

integral escrevemos

/Q(G(WunD G(|Vuol)) dﬂc—// |Vun| |(Vun—Vu0)dxds
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logo,
1 S
Vu Vug
g(|vuy ) —=(Vu, — Vuo)dxds—/g(WuoD—(Vun — Vug) dz
/o /Q |V, Q |V
1 s
Vu Vg
= g(|vul ) —= — g(|Vue|) )(Vun— Vug) dz ds
/o Q( |Vus | | Vo)
[ [ (o072 — gm0~ v
= - g(|vu? = = g(|Vuol) = u) — Vug) dz ds
o SJo Ja |Vus | |V

1 1
— Z/ ;/ / ai;(Vuy, + (1 = 0)(Vuo — Vup)) (U, — vox, ) (Upe, — Uos; )dt dz ds
0 0 Jo

pois pela Proposicao 4.1 temos

aij(Vuy, + (1= 1)(Vuo = Vuy)) (g, — ttor,) (Ung, — to, )

S 4 (1 — t)(Vup — Vs
0’2 g(|vun + ( )(VUO vun)l > 0. D(aﬁrmagéo)
[Vuy, + (1= 1)(Vug — Vuy)

> min{d, 1}|Vu, — Vu

Vuo
|Vu0\

Note também que g(|Vug|) € LY, pois usando as propriedades (Gy) e (j4) temos

4]
+9

6 (alvul)ime ) < 56tV < ;

O| goG(IVUOD

Isso implica que o funcional 7} : LY — R dado por

Ti(v) = /Qg(WUol)uO”(x) (z) du,

v
|VU,O|
é continuo. Daf como Vu, — Vugy em LY segue que

Vu
Jmmg%nw%yi/ﬁw%waﬁw%—v%y+a

Portanto passando o limite na desigualdade da afirmacao obtemos

liminf/G(|Vun|)dx2/G(|Vu0|)dx,
Q

n—oo O

isso implica que ug € K e

J (uo) < liminf J(u,) = 1£If( J(v),

n—oo

entao ug ¢ um minimizante de J em K.
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Provemos agora que ug é limitada. De fato, definimos

ue(z) = up(z) + e(ug(x) —m)~, €€ (0,1), iarle ©o-

Note que u, € K. Por minimalidade de uy em K,

| Gvu < [ G- 9vu) < @+ ma-0" [ G(Vul)

Qi

onde . = {u < m}. Mas precisamente para e suficientemente proximo de 1,

/Q GV —m) )= [ G(Tus]) <0.

Qm

Isto implica que v > m q.t.p em (). Similarmente prova-se que u < supyqg po em (2,
concluindo portanto a prova do teorema.
O

Teorema 4.5. Seja u um minimizante do funcional J entdo u € solugao fraca da equagao
Aygw=0 em €.
Demonstracao. Considere uma fungao v tal que

Aguv=0 em Q

v=u em Jf2,
entao segue dos Teoremas 4.3 e 4.4
OZ/G(|VU|)da7—/G(|VU|)dw
Q Q
> C( G(|Vu — Vvl)dx—i—/ F(|vu))|vu — vol? dx) .
A2 Al

Entao
/ F(|vu|)|Vu — vo]* dz = 0,
Ay

isso implica que F(|Vu|)|Vu — Vo|? = 0 em Aj, pela definigao do conjunto A; concluimos

que |Vu — Vo| = 0 nesse conjunto.

Por outro lado também temos

/ G(|Vu —vv|)dx =0
Az
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de modo que temos |Vu — Vu| = 0 em 2. Portanto como u = v em 92 obtemos pela
desigualdade do tipo Poincaré (Lema 4.4) que u = v em 2, de modo que Aju =0 em ).
O
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5 DESIGUALDADE DE HARNACK E A CONTINUIDADE HOLDER LO-
CAL PARA FUNCOES G-HARMONICAS

Nessa secao estudaremos a teoria de regularidade interior para a equagao
Agyu = 0. Mais especificamente vamos usar o método da iteracao de Moser para mostrar
que uma solucao fraca dessa equacao satisfaz uma desigualdade do tipo Harnack, e em
seguida vamos mostrar que tal solugao tem regularidade Cloo’s‘.
Definicao 5.1. Dizemos que uma fung¢ao v € W'llof(Q) € solugao fraca para a equ¢ao

Ayv =0 em Q se para toda § € CF°(Q) tivermos

Vv

9(|Vv|)=—=V&dx = 0.
/Q [Vl

Dizemos ainda que v € VVlf)cG(Q) ¢ uma subsolugao fraca para a equgao Agv =0 em ) se

para toda 0 < & € C§(Q2) tivermos

Vv
g(|Vo|)——V&dx < 0.
| s

Dizemos ainda que v € VV;CG(Q) ¢ uma supersolugao fraca para a equ¢ao Ayzu =0 em €

se para toda 0 < & € CF°(Q) tivermos

Vo
g(|Vv|)=——VEdz > 0.
| s

Observagao: Como vimos na demonstragao do Teorem 4.4 se u € WH%(Q) entdo o fun-

cional T} : LY — R dado por

7 - g(vu) = (2 d,

|Vl
é continuo. Logo, por densidade as desigualdades na definicao continuam sendo validas

para funcdes testes 0 < & € W, % (Q).

Proposicao 5.1. Se u € VV;S(Q) ¢ uma subsolugao fraca de Agv = 0 entao a fungao

uy (z) = max{u(z),0} também € uma subsolug¢ao.

Demonstragao. Segue da definicao da funcao wu,

Du(x), em {u >0} NQ

Du, (x) =
0, em {u <0}NQ
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Definimos a sequéncia de fungoes vi(r) = max{min{ku(z),1},0}, Vk € N, logo

vg(x) = x(x,{u > 0}) quando k — oo (42)
e
0, em {u>:}NQ
Dug(z) = { kDu(z), em {0 <u <} NQ
0, em {u <0}NQ

Seja 0 < & € CF° definindo ¥y, = &vy, temos que 1), tem suporte compacto e pelo Teorema
3.14 temos que 9, € Wy'%(Q) logo

Dai,

Vu YVu
0> / o1l (€ + €7 d = / e / 9|Vl €| V| d

logo

YVu
> [ tvu) T v e de V€N
O_/Qg(] ) Ve dr, k&

Fazendo k — oo usando (42) com o teorema da convergéncia dominada temos

02/9 o7 v
O]

Teorema 5.1 (Principio do Maximo Local). Seja u : Q@ — R uma subsolugio fraca e
limitada da equacao
Agw =0 em .

Entao para qualquer B C 2, s >0 e 0 < o < 1, existe uma constante C' > 0 dependendo

apenas de n,d, gg € s tal que

C 1/s
supuy < ————— (][ (u )sdx) .
Bon  (1—0)" % \Up,

Demonstracao. Fixamos constantes ¢, € R a serem determinadas tais que g > |r| + 1,
e Consideramos a funcao n obtida do Lema 2.2 ou seja, 0 < n < 1, n =1em B,y e
|Dn| < —=%. Vamos escrever u para simplificar. Comegamos construindo uma funcao

teste aproprlada. Seja Tyn = n + E a constante r obtida serd negativa logo temos
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(Tyn)" < k'™ e definimos as funcdes

=G (%)M (Tun)"u

vamos mostrar que ¢ € Wh9(Q). Como a funcio u é limitada e G & crescente segue que
or € L®(Q) entao o € LY (). Além disso

nu nu\ [ Dnu+ nDu
D= (0= ()" o () (FHF) @
po=-1DG(5) 9(px 7 (Tem)"u
-1 —
+6(B)" @y Dge+ 6 ()" (L) Du,
R R
sendo g nao-decrescente, u limitada e |Dn| < —) segue que
como pelo Lema 4.1 (G3) temos

G(|Dex]) < Clgo)(G(Clu, k,n,q)) + G(ClDul))

segue que Dy, € LY(Bg) e entao ¢, € WH9(Q). Além disso ¢, tem suporte compacto

em Bp dai segue do Teorema 3.14 que ¢ € VVO1 ’G(Q), sendo u subsolucao temos

[, (a0 ()"0 () mar o ()" 1<Tk">7") Dulip ||)D“ a
o[ (a=0a(F)" o () fmonrus 6 ()" rimaytu) oy
Dat,

[ (1006 (%) (%) Bt +6 (%) @ ) apub)ul de
s/(@-mc:(ﬁ)“%(ﬁ) =(Tm)yu+G (1) _1r(Tkn)"—1u) |Dylg(|Dul) dz

como (Tyn)" /1" podemos usar o teorema da convergencia monotona para obter

[, (e (R o () o we ()™ o) atpuiui
< [, (=06 (5)" 0 () foros 6 ()" ) il on

Dud < 0.




7
Usando (g2) do Lema 4.1 temos

-6 ()" () B = v ()

e

00 ()"0 () e () e o () e ()

assim obtemos

/B (Ir] + )G (Tg)q—l n"g(|Dul)|Du| dz < q(](go)/B e (%)q—l u(gl(LD:)|l)Q

(@)
Agora vamos usar a desigualdade ag(b) < ag(a) + bg(b), para obter

N ¢ u
= [ () e as

dx.

J/

-1 q—1
< [ (1 ¢ u ¢ u / i
_/77 G<R) nC(go)l_ng C(g0) dr + nG<

— Dul)|D .
- =) 9(lDul)|Dul da

Sendo a fungao h(t) = t79%g(t) decrescente(ver a demonstragao do Lema 4.1) e

Clgo)g u o u
1—0onR ~ 1R
temos que
q u Clgo)a\" [ u
C — ) < —
g( (90)1—077}%)—(1—0) 9\ ,r)
entao

<ns(%%§)%H/m*GG%Y1%9Q%)dm+/waG%Y1MWMWMMx

e portanto

nu\9-1 C(90)q QOH/ L muNaT U U
G ()" g(puhDulde < (22 G () S (g ) de
[ (%) stoubloul e < (S22) T i () fa () o
Escrevendo 6 = 2 + 2gq e usando que a funcao h é decrescente temos

oy (U971 C(go)g "™ g~ (UL U nu
. D D < - — -
I BR”G<R> g(| Dul) u|dm_(1—a BR" G<R> Rg(R>dx

< 777 G = .
(1—0)0/2 /BR77 (R> dx. (T)
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Agora denotando v = & temos
[DG()| < L Dulg(v) + [Dnl g (v)
=R g n Rg )
como |Dulg(v) < |Dulg(|Du|) + vg(v) obtemos
IDGW)| < S Dulg(|Dul) + Lvg(v) + [Dnl = g(v)
R R R ’
assim,
/qn G(v)" ' |DG(v)] dv < /qn’”G( )" 1n!DU|g(|DUD /qn’"G(v)q‘l%vg(v) dix

+ [ a6 | Dalze(o) do.

Portanto usando (I) obtemos a estimativa

/qn G()" ' DG(v)|dx < R(lcﬁgg))am QT: /nT_GG(v)q dz.

Vamos usar a desigualdade de Sobolev

1/k
(/h’%l:c) gC(n)/\Dmdx ondek:nﬁl.

Fazendo h = 1"G(v)? temos

Dh =" ' DnG(v)? 4+ n"qG(v)* ' DG (v)

([ o) <o 0 i gt gy | e ]

C(TL, gO) qgo+2 r—0
< R(1— o) |r| /77 G(v)!da.

Tomamos r de modo que kr = r — 0, isso implica que r = (n — 1)0, entao

1/kq C(n, go) 1/q
—nb kq d < » o 90+2/ —nb a4 ]
R C e



Vamos iterar essa desigualdade fixando go > |r| + 1 e fazendo q = kqy = kq = k*qo

X 1/k2qo C(n 1/q
( / G () d:v) < <—R(1(_’g§2/2qg°“ / n‘"eG(v)qdﬂﬂ)
. C(n7g0) 1/kq0k 9]8;(-)2 —nGG kqo H/hao
= R(l——a)e/? 4o n (v)
O(njg ) 0 1/q0+1/kq0 90+2 — N 0 1/q0
<(ma o) w8 (o)

de modo geral para m € N e ¢ = k™ !¢, temos

1/k™qo C(n PRI e S
—nb k™ 790) go+2 | © k s
G q < | —=L kb aok
(/B L ) - (R(l — )2 ) L (
1=0

Observe que fazendo m — co temos

MS

1 —
— n,
ki

I
o

7

e o produtoério do lado direito converge pois

m— 1
j20t2 Z (90 + 2) log (k")
log <H k ot > qokl ?

assim como 1 = 1 em B,y seque que

C(n,
sup G(U) S <R(1< 909/2 go+2>

Bsr

Sk
m /_\
\
3
>
Q
\—/
—
~
[}
(=)

— Clogn. ) (1= o) / e )%T/qg

Como sup G(v) > ¢(go)(supv)(sup g(v)) e G(v) < vg(v) segue que

qo0 1/q0
supv < C {(1 — U)GZR"/ 00 ( g9(v) ) dx]
Bor Br sup g(v)
n l/qO
S C |:(1 — O')_92R_n/ n_nQUQO d$:| ) (II)
Br

Fazendo gy = nf lembrando que v = & e = 1 em B,y concluimos que

1/6n
supu < C(1 — o)~ 1/? {][ uen} :
Br

Bsr

provamos o teorema no caso s = On.

79
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Agora vamos mostrar que o teorema é valido para o caso s > #n. Suponha que

s = a+ 0n onde o > 0, fazendo gy = s em (II) temos

s\ 1/s
< (C(1 = —g—eR—ﬁ —nb n@—l—au_
supv < C(1—0) > R™> n"n
Br

Bo‘R RS

1/s
<C(l—o) =R *R" (/ ude> ,
Br

1/s
supu < C(1 — 0)_’2%Z (][ us) :
BUR BR

Finalmente vamos tratar do caso em que s € (0,n0), fixe 0 € (0,1). Sejam

portanto

o < o0; <0y <1 temos que

1/n0
sup u < Cy(og — 01)*1/2 R”/ u™
BolR B0'2R

1/né
= Cl (02 — Ul)ne/an/ unefsus dx
BUQR
nf—s
<Cy | (09 — 01)_”9/2}%_”/ u® | sup u
BJQR Bo‘gR
nf—s

1/n6 o
=C1 | (09 — 01)_"9/2}%_”/ u’ sup u .
BUQR BO’QR

N A J/

1/né

a b
: aP b4 _ nb _ _nb
Agora vamos usar desigualdade de Young ab < S+ 5 comp =" eq = 5= para

obtermos

1/s
nb/s 0 —
sup u < %C’l 6/ (09 — 01)”9/21%”/ u’ + <n 7 S) sup u.
BUIR n BO’QR n B‘72R

Definimos a fungao ¢ : [o,1) — R dada por ¢(t) = supp,, u, e escrevendo Cy = %C’ILG/S

segue do que foi feito acima

1/s
nd — s
SUpBglRUJ S Cg ((02 — 01)—n9/2R—n/ US> + ( ne ) 90(0—2)
BazR

n nb — s
< Cy(og — 01)_73A+ ( 0 ) (0o9),
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onde

1/s
A= (R_"/ us) )
Bpgr

Para concluir a demonstracgao é suficiente provar a seguinte afirmacao.

Afirmagao: Existe uma constante C3 = C3(n, 0, s) > 0 tal que

_nb

0(0) < Cy(1— o) H A,

prova da afirmagao: Tomamos um A € (0, 1) a ser determinado e definimos a sequéncia

de ntmeros
oj=0+(1-XN)1-0),7j=0,1,2,..

Assim como 0; — ;1 = (1 = MM "Y1 —0), e 0 = 0y temos

<SG ((L-N(1—0)"5 At

nf — s

= Cy (1= M) (1—0)) % A+ (

n

Escrevendo v = ™=2 ¢ que foi feito acima implica que
no

0(0) < Co (1= N)(1— ) % A1+ oA~ 5) + 020 (o)
< Co (1= N1 —0)) 3 A +vA"5) £ 02(Co((1 — NA2(1 — 0)) "5 A + vp(ay))

= Oy (1= N)(1—0)) 5 A[L+ oA 5 1022\ | 1 o3p(ay),

prosseguindo indutivamente dessa forma temos para cada [ € N

-1
P(0) < G (L= N)(1—0)) % AY (A EY + vlp(o0)

Jj=0
Como ¢ ¢ uma fungao limitada e queremos que a serie acima obtida fazendo m — oo
. _no . : :
convirga tomamos A de modo que vA™ 25 < 1. Mais precisamente tomamos A no intervalo

2s L, L, . .
(vne, 1), logo esse numero depende também de s e fazendo m — oo na desigualdade acima

obtemos

1

p(0) < Cy (1= N1 —0)) B A
1 —vA 2
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Isso implica que

A . " 1/
supu < an - (1— A)’Tg(l — a)’Tg <R"/ u’ d:c) :
Br

BoR A2s — U
Ca2 38 ng . . 5
tomando C3 = <23==(1 — X\)~2s provamos a afirmagao e concluimos a demonstra¢ao com
A2s —v
o caso em que s € (0,n0). O

Nosso objetivo agora é provar que solucoes da equagao Ajv = 0 satisfazem a
conhecida desigualdade de Harnack que é satisfeita para fun¢oes harmonicas, mas antes

vamos precisar dos resultados a seguir.

Lema 5.1. Suponha que u € WHY(Q) € uma supersolucdo fraca nao-negativa e limitada

da equagao Ayv = 0. Entao para todo Br C ), € >0 e s > 0 temos

—1/s

u(x) +€> C(s) ][ (u+e€) *dx , Vo € Br.
B 2

2
3R

Demonstracdo. Dado € > 0 definimos a fungao v, = (u + €)~* note que v, € WH4(Q) e
afirmamos que v, ¢ uma subsolugao fraca de L,w = 0. Com efeito considere uma fungao
0 < e C§P(N) temos

VU,
/g(|Vv€|)WV<pdx = —/9(

Vu
(u+e)?

pdx

Vu |u+ €
\%
|Vu| u+e

onde &(s) = min{s’, s9}.

Agora usando o Teorema 5.1 para v, temos Vs > 0

"o 1/s
1\ "2
sup v, < C (—) ][ vl dx ,
BR/2 6 B2 R
3
portanto Va € Bg

—1/s

u(z) +e > (sup(u+e€) 1)t > C(s) fB R(u +¢e) *dx

3
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O

Teorema 5.2 (Desigualdade de Harnack Fraca). Suponha u : Q2 — R é uma supersolugdao
fraca limitada e nao-negativa da equacao

A =0 em €.

Entao para toda bola B mr C €2 exvistem constantes positivas p, C' dependendo somente de
n,o e go tais que

1/p

][ uP dx < C'inf u.
By R

Bpr
Pl

Demonstragao. Dado € > 0 seja & = u + ¢, vamos considerar uma bola B, C B, zp € uma

p n
funcdo teste ¢ = G(7) nta € Wy ©(Q) onde n € C°(B,) ¢ uma fungio obtida do
Lema 2.2 satisfazendo n = 1 em B,», 0 < n < 1e||Dn||r~ < 2. Entao

(o) o E) e E) 2 oo 2

p | Dl

~ —1
Dii
+/ G (9) i(go + 1)n% Dng(| Dii])—— dz > 0.
B, P | D

dx

Como .
Glt) = salt)ly~ | so/(s)ds < tg(t) - 5G1),
0
entao G(t) < t159(t) daf temos
a\ a . (a3 > i i\ ?
S oo e
p)p \p p p
segue que

J{o(3) v ()a(5) ) oo
—i—/G(%)_lfb(Qo—i—l) ‘%Dng(|Du|)|D~| Lo

isso implica que

~N\ —1 ~ ~\ —1 ~
U Du u Du

0G| — 99 Daig(| D —dx</ G(—) (g + 1)n% Dng(|Da el )
[oa(5) vl g < [ 6 (5) it v a0



84

Assim,

o\ -1 AN
2
[ o6 (1) wragoanipi < [ 6 (%) at+ nerggoa)
B, P By P P

~ —1 ~
U u 2 )
= G| - 9 (go)—=¢g(|Da|) = dx
/Bp <p) P Cl) 5P

agora usando a desigualdade ab < ag(a) + bg(b) com a = C’(go)%g e b= |Du| temos

u 2 U 2 u 2
u ——g | C(g0)—= | +|Dulg(|Du
220 (Clan 222 + il i)

e como g (C(gg)i%> < (%C’(go))go g <%> (pois h(t) =t79°g(t) é decrescente) segue que

5§ (a\" 2\ ! a\ ! i\ ad
36 (5) s = (w2} [6(2) " o(2) L
[56 (%) wapaiva ()2 5) g (L)

Como g ( ) <n g < ) (pois h(t) = t79°g(t) é decrescente) temos que

~\ —1 ~N\ —1 ~ ~
L/ G(E) %+IUDMMDde<(?/ G(?) g(ﬁ)ﬁdx
B, P B, P P/ P

<c / (1+ go) dz = C(6, go)p"
B

P

Assim como 7 =1 em By

-1
u ~ ~ n
/ G (;) g(|Dal|)|Daldx < C(8,90)p",
B

L
2

o =

usando isso obtemos as seguintes estimativas

/ |Dlogﬂ|dm-/ M
o

1Dl g(Dil) 1 [ /o9 (
ilp gg (5) * ./ u/gg(

/IDU\g |Dal) /Z;ZQE

< Cp™”

< =

o I

)
)
)
)

o I

D I

I
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Portanto tomando v = logu temos VB, C B 5 usando a desigualdade de Poincaré

n—1

][ v —vp,|dx < pC’(n)][ |Dv|dx < C’(n,é,go)p
Bp

1
Bo p"
2

isso nos diz que v € BMO(B /) (ver preliminares) entao pelo Teorema de Jonh-Niremberg
usando que BgR(wo) C x9 + (—%R, %R)” C B mr(70), existem constantes p,C' > 0 tais

que
/ exp(pv) dz / exp(—pv)dz | < CR*™,

isso implica que

1/p —-1/p

/ P da < (CR*™)'/» / P da :
B%R BoR

3
e portanto usando o Lema 5.2 temos que

1/p

][ u? dx < C(u(x) +€), Vo € Bgys.
B3R
3

Fazendo ¢ — 0% concluimos que

1/p

][ u? dx < Cu(z), Yz € Bgs.
By R

]

Corolario 5.1 (Desigualdade de Harnack). Suponha u : Q@ — R é uma solugio fraca

limitada e nao-negativa da equagao
Agp=0 em Q.

Entao para toda bola Br C €) existe uma constante C' > 0 dependendo somente de n,d e

go tal que
supu < C'inf u
Br Br
5 2
Demonstracao. Segue diretamente pela combinacao dos Teoremas 5.1 e 5.2 O

Como aplicacao da desigualdade de Harncack vamos mostrar a seguir que so-

lugoes dessa equacgao sao localmente Holder continuas.
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Teorema 5.3. Seja u € WHY(Q) solugdo fraca limitada da equagdo

Ago=0 em (.

Entao para cada Br(zg) C S temos
1. Ezistem constantes C = C(n,d,g0) >0 e 0 < o < 1 tais que para B,(xy) C Br(xo)

temos

08CB, (zo)tb < C (%) 0SCBp(z0) U-

2. Existe uma constante C = C(R,n,6,||ul|r~), g0) > 0 que limita a seminorma

Holder e u, mais precisamente tem-se
[U]Q,BRm(ﬂfO) < O’

onde

Y

[u(r) — u(y)|
(U], By p(w0) = SUP ————
Rr/2(%0) o |:E—y|°‘

oscp,u = supu — inf u = sup |u(z) — u(y)|.
Br Br Br
Demonstragao. Sejam M(R) = supg, u, m(R) = infp, u e para abreviar a notagao vamos
escrever

M = M(R),M' = M(R/2),m = m(R),m" = m(R/2).

As fungdes M — u(x) e u(x) — m sdo também solugoes fracas limitadas ndo-negativas da

equagao Ayv = 0, assim temos usando a notacao acima

sup(M —u) =M — inf u=M —m/

BR/2 BR/2
inf (M —u) =M —supu=M— M’
Br/2 Brys

sup(u —m) =supu—m=M —m
Brj2 Br/2

inf (u—m) = inf u—m=m"—m.
Bpr/a Bry2

Quando aplicamos a Desigualdade de Harnack as fungoes M — u e u — m obtemos

sup(M —u) < C inf (M — u),

Bprya Bry2

sup(u —m) < C inf (u —m),

Br2 Bry2
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isso significa que

Somando as desigualdades acima obtemos

(M —m'y+ (M —m)<CM —CM +Cm' —Cm
M(1+C)—m'(C+1)<M(C—-1)—m(C—-1)

C-1
I /< - = .
M m_(0+1)(M m)

M (g) m (%) < (g—;) (M(R) — m(R)).

Fazendo iteragoes na tltima desigualdade acima obtemos ¢ = 1,2, ...

M (25) - (;3) < (g—;) (M(R) — m(R)).

Denotando § = ($77) e w(R) = M(R) — m(R) podemos escrever a desigualdade acima

como sendo

g_;}
w (25) < 0'w(R). (43)

Para qualquer p € (0, R) existe i € N tal que 555 < p < £, assim temos w(p) < w(2) daf

i
por (42) temos w(p) < O'w(R). Mas

R .
1 Sp:>i+1210g2—:>01§01°g2%_1
2 p

1
010g2 % _ <910g9 %) logg 2

I
VR
> | =
N——

)
&

I
/N
al RS
N——

o}

—1

onde o = oz, 2"

logo

isso prova a primeira afirmacao.

Quanto a segunda parte observe que como o ponto xgy € €) é arbitrario segue

que o mesmo argumento que foi usado acima mostra que para todo y € Bg/s(xo) temos

«a R
oscp,u < C (%) OSCB () Us Vp < 5

Sejam x,y € Bpj2(x) temos dois casos a considerar;



caso 1: Se |z —y| < R/2 entao denotando r = |z — y| temos

T — e
lu(z) —u(y)| < oscp, yu < C (| y|> 0SCRy . (y)U
@)~ @)l _ ol
|z — y|~ R~

. R 5
caso2: Se |r —y| > 5 entao

lu(z) —u(y)| _ |Ju(z) —u(y)] _ 2[|u||z=
P (L

Portanto Va,y € Br/s(zo) com x # y temos

ju@) ~uly)| _ max{2||“”L°° o 2lullz } |

[ =yl ()" A

88
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6 CONCLUSAO

Como foi dito no inicio deste trabalho, o objetivo é estudar a a-Holder regu-

laridade de solugoes fracas da equagao

Vu
Agu = div Vul)— | =0
yu=div (((vul) 2%
Com esse intuito pedimos que a fungao g satisfaca algumas condi¢oes as quais, através da
teoria dos espacos de Orlicz nos permitiram provar a existéncia de solugoes e, usando o
método da iteracao de Moser mostramos que tais solucoes satisfazem a desigualdade de
Harnack

supu < C'inf u.
Br Br

Como conseqiiéncia deste fato segue que u tem a regularidade desejada.
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