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RESUMO

No contexto da Mecânica Quântica não-relativística existem operadores de translação espacial

e de evolução temporal que indicam o estado final do sistema a partir da aplicação desses

operadores em um estado inicial. O presente trabalho visa definir as propriedades de um operador

de translação para a Mecânica Quântica Relativística no espaço-tempo de Minkowski. Deste

modo, foi possível obter a forma do quadri-operador momento na representação de posição e

propor uma solução para o operador de translação a partir da equação diferencial encontrada.

Aplicando o quadri-operador momento contraído com ele mesmo obtemos uma equação do tipo

Klein-Gordon para o operador de translação. Inserindo então a solução previamente proposta em

tal equação calculamos a relação energia-momento da partícula em estudo. Em seguida, com

uso das matrizes gamma de Pauli, encontramos uma equação do tipo Dirac para o operador de

translação e, a partir do acoplamento mínimo, fomos capazes de encontrar a energia de um elétron

na presença de um campo eletromagnético externo na qual verificamos o termo de acoplamento

spin-órbita e o fator giromagnético correto de tal partícula. Posteriormente construímos um

operador de translação dependente da posição para o espaço-tempo de Minkowski. Calculamos os

novos termos da métrica e o quadri-operador momento modificado. Ao propor uma mudança de

variável foi possível analisar a solução da equação do tipo Klein-Gordon modificada encontrada

para obter a relação energia-momento da partícula que agora é válida apenas em um domínio

definido a partir das características impostas aos elementos da métrica dependente da posição.

Por meio do limite não-relativístico e retornando ao conceito do tempo como parâmetro e

não mais como coordenada, provamos que a equação de Klein-Gordon modificada se reduz à

equação de Schrödinger modificada obtida por Costa Filho et al. Em seguida, obtemos uma

equação de Dirac modificada e suas soluções livres. Para entender a interpretação das funções de

onda modificadas obtidas, calculamos uma equação de continuidade e analisamos as grandezas

relacionadas às possíveis densidade e corrente de probabilidade. Por fim, resolvemos o problema

do poço de potencial infinito utilizando a equação de Dirac modificada. Ao impor que o fluxo de

probabilidade nas paredes do poço seja nula, obtemos uma equação transcendental cuja solução

está relacionada com o comprimento de onda Compton e nos fornece a relação-energia momento.

Tomando esta mesma equação no limite não-relativístico, obtemos os mesmos níveis de energia

discretos calculados por Costa Filho et al utilizando a equação de Schrödinger modificada.

Palavras-chave: operador; translação; dependente; posição; espaço-tempo.



ABSTRACT

In the context of non-relativistic Quantum Mechanics, there are spatial translation and time

evolution operators that indicate the final state of the system through the application of these

operators in an initial state. The present work aims to define the properties of a translation

operator to be used in Relativistic Quantum Mechanics in Minkowski’s spacetime. Thus, it was

possible to obtain the 4-moment operator’s form in the position representation and propose a

solution for the translation operator through the differential equation that has been found. By

applying the 4-moment operator contracted in itself, we obtained a Klein-Gordon equation for

the translation operator. Inserting, thus, the previously proposed solution into the aforementioned

equation, we calculated the energy-momentum relation of the particle under study. Afterwards,

using Pauli’s gamma matrices, we found a Dirac-type equation for the translation operator and,

through minimal coupling, we were able to find the energy of an electron in the presence of

an external electromagnetic field, in which we verified the spin-orbit coupling term and the

correct gyromagnetic factor of the aforementioned particle. Subsequently, we constructed a

position-dependent translation operator for Minkowski’s spacetime. The new terms of the metric

and the modified 4-moment operator were calculated. By proposing a variable change, it was

possible to analyze the solution of the modified Klein-Gordon equation found in order to obtain

the energy-momentum relation of the particle. This particle is now valid only in a domain

defined from the characteristics imposed on the position-dependent metric elements. Through

the non-relativistic limit, and returning to the concept of time as a parameter and no longer as

a coordinate, we prove that the modified Klein-Gordon equation reduces itself to the modified

Schrödinger equation obtained earlier by Costa Filho et al. Thereafter, we obtained a modified

Dirac equation and its free solutions. In order to understand the interpretation of the modified

wave function obtained, we calculated the continuity equation and analyzed the quantities related

to the possible density and probability current. Finally, the infinity potential well problem was

resolved by means of a modified Dirac equation. By imposing that the flux of probability in

the well’s walls was null, we obtained a transcendental equation whose solution is related to

the Compton wavelength and that supplies the energy-momentum relation. Taking this same

equation in the non-relativistic limit, we obtain the same discrete energy levels calculated by

Costa Filho et al using the modified Schrödinger equation.

Keywords: operator; translation; dependent; position; spacetime.
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1 INTRODUÇÃO

No início do século XX a Física experimentava uma verdadeira revolução. As novas

ideias provenientes dos trabalhos de Einstein, Minkowski e Lorentz, dentre outros, explicavam

como as coordenadas entre referenciais inerciais com velocidades relativas próximas à da luz

se relacionavam, como a velocidade da luz no vácuo era invariante entre esses referenciais

e, principalmente, como o espaço e o tempo agora seriam estudados sob a ótica dos futuros

cientistas do século. Dessa forma, originava-se a Teoria da Relatividade Restrita na qual os

conceitos de espaço e tempo absolutos descritos por Galileu e por Newton nos séculos XVI e

XVII seriam reformulados, dando lugar à estrutura do espaço-tempo de Minkowski.

Alguns anos depois, os primeiros fundamentos da Mecânica Quântica eram publi-

cados por Schrödinger, Heisenberg e Pauli, dentre outros, explicando os fenômenos físicos na

escala atômica ou subatômica. Diversas evidências científicas validavam os novos conceitos

apresentados, como por exemplo o experimento de Stern-Gerlach que comprovou a existência

de um momento angular intrínseco (spin), a dualidade onda-partícula da luz, a hipótese da

quantização da energia de um feixe de fótons proposta por Planck, o comprimento de onda de De

Broglie e o modelo de Bohr para o átomo de hidrogênio.

Recentemente, diversos trabalhos de sistemas quânticos com massa dependente da

posição (Aguiar et al., 2020) e (Costa Filho et al., 2021) foram publicados inspirados nas ideias

inicialmente propostas por Costa Filho et al para operadores de translação dependentes da posição

(do inglês Position Dependent Translation Operator ou, abreviadamente, PDTO). Neste tipo

de formalismo temos, para a equação de Schrödinger, uma métrica modificada que depende da

posição atual do estado do sistema. A atuação do operador de translação unidimensional é tal

que (Costa Filho et al., 2011):

TΥ(dx) |xð =
∣
∣x+ g(x)−1/2 dx

〉
, (1.1)

onde o parâmetro Υ indicado no operador em (1.1) vem do fato de que podemos expandir a

função g(x)−1/2 em série de potências até primeira ordem (Costa Filho et al., 2016):

g(x)−1/2 =
∞∑

0

anx
n ≈ 1 + Υx, (1.2)

e, por conseguinte, o operador de translação dependente da posição atua tal que:

TΥ(dx) |xð = |x+ (1 + Υx)dxð . (1.3)
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Observe que, para Υ = 0, retornamos às translações espaciais comuns ao espaço

de Hilbert (Tannoudji et al., 2019). No espaço modificado, o operador momento é descrito por

(Costa Filho et al., 2016):

P̂Υ = −iℏ(1 + Υx)
∂

∂x
, (1.4)

e, portanto, a equação de Schrödinger dependente do tempo, assume a forma:

{

− ℏ
2

2m
(1 + Υx)

∂

∂x

[

(1 + Υx)
∂

∂x

]

+ V (x)

}

È(x, t) = iℏ
∂

∂t
È(x, t). (1.5)

Essa forma pode ser um tanto quanto trabalhosa a depender do potencial escolhido,

dificultando os cálculos matemáticos necessários. Uma mudança de variável sugerida é:

¸ =
ln(1 + Υx)

Υ
, (1.6)

tal que a mesma equação (1.5) agora pode ser reescrita e obtemos a mesma forma da equação de

Schrödinger dependente do tempo já conhecida:

[

− ℏ
2

2m

∂2

∂¸2
+ V (¸)

]

È(¸, t) = iℏ
∂

∂t
È(¸, t). (1.7)

Nossa proposta surge então da necessidade de estender o formalismo do PDTO para

o espaço-tempo, analogamente às ideias de unificação da Teoria da Relatividade Restrita com a

Mecânica Quântica no início do século XX (Klein, 1926),(Gordon, 1926) e (Dirac, 1982), devido

ao sucesso científico de ambas as teorias. Nesse novo formalismo, propomos um operador de

translação dependente da posição para o espaço-tempo, ou PDTO-ST, no qual o tensor de métrica

terá dependência nas coordenadas xµ. Conheceremos a forma dos operadores hamiltoniano e

momento nessa nova métrica, os quais serão utilizados para obter as equações de Klein-Gordon e

de Dirac modificadas, bem como suas equações de continuidade.

Para atingir este objetivo, faremos uma revisão sobre os princípios básicos da

Relatividade Restrita no capítulo 2 e da Mecânica Quântica Não-Relativística no capítulo 3.

Em seguida, estudaremos as equações de Klein-Gordon e de Dirac e suas implicações físicas

no capítulo 4. Proporemos, no capítulo 5, o formalismo do operador de translação para o

espaço-tempo de Minkowski, tanto na métrica usual quanto na métrica dependente da posição.

Por fim, no capítulo 6, resolveremos o problema do poço de potencial infinito à partir da equação

de Dirac modificada e discutiremos os níveis de energia obtidos.
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2 PRINCÍPIOS DA RELATIVIDADE RESTRITA

Neste capítulo apresentaremos os principais fundamentos da Relatividade Restrita.

Definiremos as características do espaço-tempo de Minkowski e os conceitos de componentes

covariantes e contravariantes a partir do tensor de métrica encontrado. Apresentaremos o

operador diferencial e a forma das integrações em tal espaço. Introduziremos os conceitos de

quadri-vetores e, por fim, indicaremos como obter a famosa relação energia-momento.

2.1 Relatividade Galileana

Na mecânica desenvolvida por Galileu e por Newton o conceito de tempo era absoluto.

Por exemplo, consideremos dois observadores: um está fixo ao solo (S) e o outro está fixo ao

vagão de um trem (S ′) que viaja a uma velocidade constante V em relação ao primeiro observador

e na direção positiva do eixo x . As origens dos dois referenciais coincidem no instante de tempo

t = 0 = t′.

Figura 1 – Coordenadas do evento medidas nos dois referenciais.

Fonte: Taylor (2004).

Ao estudar referenciais inerciais (aqueles nos quais a velocidade relativa entre ambos é

constante) as coordenadas espaciais x e x′ de um evento P que ocorre dentro do trem (identificado

pelo asterisco na Figura 1) medidas pelos dois observadores estarão relacionadas da seguinte

forma:

x′ = x− V t, (2.1)

na qual o produto V t é a distância percorrida pela origem do referencial S ′ mensurada em relação

ao referencial S após decorrer um certo intervalo de tempo t. Visto que a concepção de tempo

era absoluta nos limites da Mecânica Clássica, para ambos os observadores o tempo decorrido é

o mesmo, ou seja:

t = t′. (2.2)
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Essas relações entre as coordenadas de referenciais inerciais são conhecidas como

transformações Galileanas. Se derivarmos a equação (2.1) em relação ao tempo, obtemos a

lei de adição de velocidades u′ = u − V . Se derivarmos novamente com relação ao tempo,

obtemos que as acelerações percebidas entre esses dois referenciais são iguais, isto é, a′ = a.

Portanto, uma vez que as medidas da massa entre esses referenciais são as mesmas (m′ = m), as

transformações de Galileu garantem a invariância das Leis de Newton entre referenciais inerciais.

Contudo, com o advento das equações de Maxwell, foi descoberto que a luz se

comportava como uma onda cuja velocidade de propagação c no vácuo é, aproximadamente

c = 3 × 108 m/s (Griffiths, 2017). De acordo então com a lei de adição de velocidades, a

velocidade de propagação da luz seria diferente para cada referencial inercial. Isso nos conduz

a uma contradição entre a Mecânica Clássica e o Eletromagnetismo, pois significaria que as

equações de Maxwell eram válidas somente para um referencial inercial específico.

Diante desse impasse, era necessário portanto um novo conjunto de transformações

que relacionassem as coordenadas de referenciais inerciais e que estivesse em conformidade com

as Equações de Maxwell e o limite clássico da Mecânica desenvolvida por Newton e por Galileu.

2.2 Transformações de Lorentz

Dessa forma, surgem os postulados básicos da Relatividade Restrita: todos os

referenciais inerciais são válidos para a realização de todos os experimentos físicos e que a

velocidade de propagação da luz no vácuo é a mesma independente do referencial inercial

considerado. Buscando então uma relação entre as coordenadas temporais e as coordenadas

espaciais (abolindo o conceito de espaço e de tempo absolutos), se estabelecem as transformações

de Lorentz (para um movimento relativo entre os referenciais apenas na direção x):

dx′ = Γ(dx− V dt), (2.3)

dy′ = dy, (2.4)

dz′ = dz, (2.5)

dt′ = Γ

(

dt− V

c2
dx

)

. (2.6)

Observamos agora a dependência das coordenadas espaciais em relação às coordena-

das temporais e vice-versa. Se desejarmos as transformações inversas, basta trocar mutualmente

as coordenadas com linha pelas sem linha e tomar V → −V . O fator gamma Γ é uma função da
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velocidade definido positivo e maior que 1, tal que:

Γ(V ) =
1

√

1− V 2

c2

g 1. (2.7)

No limite de baixas velocidades, isto é, dentro do contexto da Mecânica Clássica,

observamos que V/c ≈ 0 então Γ→ 1. Aplicando esses limites em (2.3) e em (2.6) retornamos

às transformações Galileanas descritas em (2.1) e em (2.2), respectivamente.

Visto que a velocidade da luz é igual para todos os observadores entre os referenciais

inercias, definimos então o deslocamento quadrado entre dois eventos:

ds2 = c2 dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = c2 dt′2 − dx′2 − dy′2 − dz′2, (2.8)

no qual as transformações de Lorentz garantem que essa quantidade seja um invariante. A forma

quadrática acima pode ser reescrita, tal que:

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.9)

onde utilizamos a notação de Einstein para símbolos contraídos indicando soma e as letras gregas

indicando as coordenadas do espaço-tempo de Minkowski (µ = 0 para a coordenada temporal

ct e µ = 1, 2, 3 para as coordenadas espaciais x, y, z, respectivamente). Para garantirmos a

invariância de ds2, o termo gµν deve ser um tensor de rank 2 (Rindler, 2006). Este é chamado de

tensor de métrica e, ao compararmos as expressões (2.8) e (2.9), vemos que, para o espaço-tempo

de Minkowski:

gµν = diag(+1,−1,−1,−1) = gµν , (2.10)

na qual fazemos agora a distinção entre o tensor covariante (índice em baixo) e o tensor

contravariante (índice em cima). Seja então ¶µσ a delta de Kronecker, o tensor de métrica deve

satisfazer:

gµνgνσ = ¶µσ =







1, se µ = Ã,

0, se µ ̸= Ã.

(2.11)

2.3 Quadri-Vetores

Uma vez que as transformações de Lorentz são utilizadas para relacionar as coorde-

nadas entre os referenciais inerciais em estudo, chamamos as quantidades que se comportam
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tensorialmente sob essas transformações de tensores de Lorentz ou quadri-tensores. Para definir-

mos a posição de um evento no espaço-tempo de Minkowski precisamos informar as coordenadas

espaciais e temporais que o caracterizam. Introduzimos então o chamado quadri-vetor (ou

quadri-tensor de rank 1) posição, onde convencionalmente é definido contravariante, tal que:

xµ = (ct, x, y, z) = (x0,x). (2.12)

A fim de compararmos as componentes covariantes e contravariantes dos quadri-

tensores, utilizamos uma operação tensorial básica na qual o tensor de métrica é aplicado da

forma:

xµ = gµνxν , (2.13)

xµ = gµνx
ν . (2.14)

De acordo com a assinatura de métrica indicada em (2.10) e as operações presentes

em (2.13) e em (2.14), a componente temporal do quadri-vetor posição se transforma como

x0 = x0 enquanto as componentes espaciais se transformam tal que xi = −xi, com i = 1, 2, 3

referentes às coordenadas x, y, z, respectivamente. Essa convenção do sinal também será aplicada

para todos os quadri-tensores ao longo do presente trabalho.

Inicialmente devemos estabelecer como serão realizadas operações básicas do cálculo

como derivação e integração no espaço-tempo de Minkowski. Nesse espaço, um paralelepípedo

de quadri-volume infinitesimal dV é chamado de hiperparalelepípedo. Este é construído a partir

do produto misto dos vetores de base que geram tal espaço (Gourgoulhon, 2013). Assumindo

um sistema dextrógiro, ou seja, aquele que obedece a regra da mão direita, e coordenadas como

indicado em (2.12), o quadri-volume infinitesimal pode ser escrito da forma:

dV =
√−g dx0dx1dx2dx3 = √−g d4x, (2.15)

no qual g é o determinante da métrica (2.10). Se desejamos calcular um quadri-volume V
bem delimitado no espaço-tempo de Minkowski, basta integramos (2.15) sobre o espaço que

desejamos:

V =

∫

V

dV =

∫

V

√−g dx0dx1dx2dx3 =
∫

V

√−g d4x. (2.16)

Agora estamos aptos a definir as derivadas em relação às coordenadas contravariantes

xµ e covariantes xµ. Aplicando a regra da cadeia, vemos inicialmente que :

∂

∂xµ
=
∂xν

∂xµ
∂

∂xν
, (2.17)
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onde observamos que a diferenciação com respeito à coordenadas contravariantes se comportam

como transformações de componentes de um operador vetorial covariante (Jackson, 1999).

Sejam então ∂0 a derivada em relação à coordenada ct e ∇ o operador diferencial usual em

relação às coordenadas x, y, z, podemos utilizar a métrica para relacionar as componentes do

quadri-operador diferencial ∂µ, tal que:

∂

∂xµ
=

(
∂

∂(ct)
,∇

)

≡ ∂µ, (2.18)

∂

∂xµ
=

(
∂

∂(ct)
,−∇

)

≡ ∂µ. (2.19)

Definiremos a seguir alguns conceitos primordiais para a cinemática relativística. O

intervalo diferencial ds é um escalar importante ao longo da linha de mundo de uma partícula

em movimento. O tempo próprio pode ser obtido a partir da inversa da equação (2.6). Para isso,

trocamos as coordenadas com linha para sem linha (e vice-versa) e tomamos V → −V . Em

seguida, basta considerarmos dois relógios: um está parado em relação ao referencial S e o outro

está parado em relação ao referencial S ′. Dessa forma, temos que dx′ = 0 e o intervalo de tempo

dt′, para esse caso, será o intervalo de tempo próprio dÄ . Uma vez que Γ g 1 então dt g dÄ .

Esse fenômeno é conhecido como dilatação temporal (pois o relógio do referencial S ′ está mais a

um passo mais lento comparado com o relógio do referencial S) e pode ser representado então

por:

dt = Γ

(

dt′ +
V

c
dx′

)

⇒ dt = Γ dÄ, (2.20)

e, em muitos casos é conveniente trabalhar com o intervalo de tempo próprio dÄ correspondende

à trajetória que essa partícula percorre:

ds2 = c2 dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = c2 dt2
(

1− V2

c2

)

= c2
dt2

Γ2
= c2 dÄ 2. (2.21)

A velocidade V definida no espaço euclidiano usual é a derivada com relação ao

tempo t das coordenadas espaciais x, y, z. Contudo, buscamos um quadri-vetor cuja lei de

transformação seja invariante sob transformações de Lorentz. Como obtido em (2.21), o tempo

próprio Ä garante essa invariância. Portanto, definimos a quadri-velocidade V µ tal que:

V µ =
dxµ

dÄ
. (2.22)

Logo, considerando a expressão (2.20) e aplicando a regra da cadeia, podemos

reescrever a equação (2.22) da forma:

V µ =
d

dÄ
(ct, x, y, z) =

dt

dÄ

d

dt
(ct, x, y, z) = Γ(c,V). (2.23)
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Observe que, utilizando a regra de contração a partir da relação entre componentes

covariantes e contravariantes, temos, ao contrair a quadri-velocidade com ela mesma:

VµV
µ = Γ2(c2 −V2) =

1

1− V2

c2

(c2 −V2) = c2, (2.24)

ou, do ponto de vista das equações (2.9), (2.21) e (2.22), obtemos o mesmo resultado:

VµV
µ =

dxµ
dÄ

dxµ

dÄ
=
ds2

dÄ 2
= c2. (2.25)

Desejamos agora definir o quadri-momento P µ. Analogamente à forma clássica

onde temos o produto da massa pela velocidade da partícula, mas que seja invariante sob

transformações de Lorentz assim como a quadri-velocidade V µ. Seja então m0 a massa de

repouso da partícula:

P µ = m0V
µ = m0Γ(c,V) = m(c,V) = (mc,p). (2.26)

A expressão m = Γm0 é comumente chamada de massa inercial relativística e,

devido ao fator Γ, aumenta a medida que a velocidade da partícula também cresce. O termo

p = Γm0V é conhecido como momento relativístico e observe que, para baixas velocidades, se

reduz ao momento linear da Mecânica Clássica.

2.4 Relação Energia-Momento

Para obter a famosa relação E = mc2 de Einstein, expandimos em série a massa

inercial relativística até termos de ordem 1/c2 e em seguida multiplicarmos ambos os lados por

c2:

m = m0

(

1− V2

c2

)− 1

2

≈ m0 +
1

c2

(
1

2
m0V

2

)

+ ...⇒ mc2 = m0c
2 +

1

2
m0V

2, (2.27)

o qual nos informa que a energia total E = mc2 é a soma da energia de repouso E0 = m0c
2 com

a energia cinética T da partícula. Uma vez que agora sabemos a equivalência massa-energia,

estamos aptos a reescrever o quadri-momento (2.26) como:

P µ =

(
E

c
,p

)

. (2.28)

Vamos utilizar as expressões (2.26) e (2.28) para contrair o quadri-momento com ele

mesmo, da forma:

PµP
µ = m2

0VµV
µ = m2

0c
2 =

E2

c2
− p2. (2.29)
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Comparando ambos os lados da última igualdade acima obtemos a relação energia-

momento da Relatividade Restrita:

E2 = p2c2 +m2
0c

4. (2.30)

Este é um importante resultado de grande impacto para a Física do século XX. Em

1900, Planck postulou que radiação de frequência ¿ só poderia ser emitida em quantidades finitas

conhecida como quanta de energia E = h¿, na qual h é a conhecida constante de Planck. Alguns

anos depois, Einstein publica seu trabalho sobre o efeito fotoelétrico onde ele sugere que a

radiação não só poderia ser emitida como também se propaga e é absorvida na forma dos quanta,

o que posteriormente viria a ser conhecido como fótons (Rindler, 2006).

Inspirado na dualidade onda-partícula apresentada pela luz e na quantização obtida

por Bohr para as órbitas dos elétrons no átomo de Hidrogênio, De Broglie propôs que à todas as

partículas estariam associados comprimentos de onda ¼ = h/p que se propagavam na mesma

direção de movimento da partícula (Nussenzveig, 2014).

Classicamente, a definição de momento linear p = m0v depende da massa do corpo.

Mas como poderia o fóton, que se propaga na velocidade da luz e cuja massa é nula, possuir

momento? A resposta está na relação energia-momento em (2.30): a energia para uma partícula

de massa igual a zero é E = pc. Igualando essa expressão com o quanta de energia proposto por

Planck, obtemos o comprimento de onda apresentado por De Broglie.
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3 FUNDAMENTOS DA MECÂNICA QUÂNTICA

Neste capítulo estudaremos inicialmente a interpretação probabilística da função de

onda na equação de Schrödinger e descreveremos como são as expressões para a densidade e a

corrente de probabilidade. Depois, apresentaremos as principais propriedades dos operadores de

translação espacial e de evolução temporal, trabalhando os conceitos de execução ativa e passiva.

Por fim, encontraremos o operador momento na representação de posição e a relação do operador

hamiltoniano com a derivada temporal da função de onda.

3.1 Interpretação Probabilística da Função de Onda

Na Mecânica Clássica o objetivo ao estudar sistemas macroscópicos e de baixas

energias é resolver a segunda lei de Newton F = m0a, na qual F é a força resultante, m0 é

a massa do corpo e a sua aceleração (Nussenzveig, 2013). A partir disso, podemos integrar

a aceleração para obter a velocidade (e por consequência seu momento linear p = m0v) e,

integrando novamente, obtemos sua posição x. Contudo, na Mecânica Quântica estamos falando

de sistemas microscópicos e o objetivo agora é encontrar a função de onda ϕ(x, t) a partir da

solução obtida ao resolver a equação de Schrödinger (Griffiths, 2018):

iℏ
∂ϕ

∂t
= − ℏ

2

2m0

∇
2ϕ+ V ϕ. (3.1)

A interpretação probabilística da função de onda nos diz que a probabilidade

de encontrar a partícula no instante de tempo t no volume infinitesimal d3x = dx dy dz

nas imediações do ponto x é igual a |ϕ(x, t)|2d3x. O módulo quadrado da função de onda

|ϕ(x, t)|2 = ϕϕ∗, definido então positivo, representa a densidade de probabilidade Ä. Uma vez

que a probabilidade de encontrar a partícula sobre todo o espaço deve ser 1, então (Tannoudji et

al., 2019):
∫ +∞

−∞

|ϕ(x, t)|2d3x = 1. (3.2)

Garantindo a hermiticidade da energia potencial (V  = V ), ou seja, autovalores

reais associados a tal operador (Sakurai; Napolitano, 2020), tomamos o complexo conjugado da

equação de Schrödinger em (3.1):

−iℏ∂ϕ
∗

∂t
= − ℏ

2

2m0

∇
2ϕ∗ + V ϕ∗. (3.3)
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Multiplicando (3.1) por ϕ∗ e (3.3) por ϕ, ambos à esquerda, subtraímos então as duas

equações:

iℏ

(

ϕ∗∂ϕ

∂t
+ ϕ

∂ϕ∗

∂t

)

= − ℏ
2

2m0

(
ϕ∗
∇

2ϕ− ϕ∇2ϕ∗
)
. (3.4)

Observe que, de acordo com a regra do produto das derivadas, podemos reescrever a

expressão (3.4) e obtemos uma equação da continuidade:

∂

∂t
(ϕ∗ϕ) +

ℏ

2m0i
∇ · (ϕ∗

∇ϕ− ϕ∇ϕ∗) = 0⇒ ∂Ä

∂t
+∇ · J = 0, (3.5)

na qual identificamos a densidade de probabilidade Ä conforme verificado anteriormente na

equação (3.2) e a corrente de probabilidade J para a equação de Schrödinger, tal que:

ÄS = ϕ∗ϕ = |ϕ(x, t)|2, (3.6)

JS =
ℏ

2m0i
(ϕ∗

∇ϕ− ϕ∇ϕ∗). (3.7)

Uma boa analogia para entender o fluxo de probabilidade está na interpretação do

Eletromagnetismo para a equação da continuidade. Em um sistema isolado, a carga pode estar

distribuída de forma aleatória dentro do volume que delimita o sistema. Entretanto, a carga total

(ou seja, a integral da densidade de carga sobre todo o espaço) é uma quantidade conservada

no tempo. Porém, dentro do sistema, a distribuição das cargas podem variar no tempo, o que

significa a existência de correntes elétricas.

A conservação global da carga está então atrelada à conservação local. Se a carga

contida em um determinado volume varia com o tempo, então quer dizer que há um fluxo de

corrente sobre a superfície fechada que delimita este volume. Para a interpretação probabilística

da função de onda isto significa que, se a probabilidade Ä de encontrar a partícula no volume

infinitesimal d3x variar no tempo, então há um fluxo de corrente de probabilidade J ao longo da

superfície que envolve esse volume considerado (Tannoudji et al., 2019).

3.2 Operadores de Translação Espacial e de Evolução Temporal

Seja A um operador hermitiano, isto é, autovalores reais tal que A = A. Considera-

mos então que os autokets normalizados |a′ð de tal operador formam um conjunto ortonormal

completo e que um ket arbitrário |³ð pode ser expandido em termos dos autokets do operador A

(Sakurai; Napolitano, 2020). Sejam então as relações de ortonormalidade e de completeza para
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uma base discreta, respectivamente:

ïa′′|a′ð = ¶a′′,a′ , (3.8)
∑

a′

|a′ð ïa′| = I, (3.9)

nas quais ¶a′′,a′ é a delta de Kronecker semelhante à definição em (2.11) e I o operador identidade.

Analogamente, podemos definir essas mesmas relações em uma base contínua. Sejam então À

um operador no espectro contínuo e |À′ð seus autokets, logo:

ïÀ′′|À′ð = ¶(À′′ − À′), (3.10)
∫

dÀ′ |À′ð ïÀ′| = I, (3.11)

onde ¶(À′′ − À′) é a função delta de Dirac, definida tal que (Butkov, 1978):
∫ +∞

−∞

dÀ′¶(À′′ − À′)f(À′) = f(À′′). (3.12)

A partir desses conceitos apresentados podemos estudar como os operadores agem

sobre um estado do sistema. Sejam então os operadores de posição X, Y, Z aplicados no estado

|x′ð = |x′, y′, z′ð. Os autoestados desses operadores devem satisfazer:

X |x′ð = x′ |x′ð , (3.13)

Y |x′ð = y′ |x′ð , (3.14)

Z |x′ð = z′ |x′ð , (3.15)

onde x′, y′, z′ são autovalores dos respectivos operadores de posição. Observe que |x′ð é autoket

simultâneo dos observáveis em questão. Dessa forma, é possível realizar medições simultâneas

das três componentes de posição. Isso significa que os operadores de posição possuem uma base

ortonormal comum formada por seus autokets (C.S.C.O, do inglês Complete Set of Commuting

Observables) e, portanto, tais operadores comutam entre si (Tannoudji et al., 2019). Sejam então

i, j = 1, 2, 3 referentes os operadores X, Y, Z, respectivamente, temos:

[Xi, Xj] = 0. (3.16)

Inicialmente, vamos considerar um estado bem localizado em x′. Definiremos então

um operador de translação espacial infinitesimal T (dx′) que agirá deslocando o estado até uma

nova posição bem localizada em x′ + dx′, da forma:

T (dx′) |x′ð = |x′ + dx′ð . (3.17)
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Observe na Figura 2 que a função de onda È′
α em r = r′ + ρ possui o mesmo valor

que a função de onda Èα em r = r′. Ou seja, È′
α(r

′ + ρ) = Èα(r
′). Em termos da função de

onda, o operador de translação atuará mudando esta de posição e mantendo fixo o sistema de

coordenadas x, y, z. Esse é um exemplo de execução ativa.

Figura 2 –Exemplo visual da execução ativa para a função de onda.

Fonte: Greiner; Müller (2001).

Assim, para nosso operador de translação infinitesimal, temos que:

È′(x′) = T (dx′)È(x′) = È(x′ − dx′). (3.18)

Estebeleceremos então algumas propriedades de tal operador T (dx′). Primeiramente,

desejamos que este seja unitário, isto é, queremos que a probabilidade seja conservada:

T  (dx′)T (dx′) = I⇒ ï³|³ð = ï³|T  (dx′)T (dx′) |³ð . (3.19)

Em seguida, gostaríamos que esse operador satisfizesse a propriedade da composição.

Em outras palavras, que ao aplicar sucessivas translações infinitesimais estas sejam equivalentes

a aplicar uma única translação da resultante entre elas:

T (dx′)T (dx′′) = T (dx′ + dx′′). (3.20)

Como consequência, uma translação em dx′ seguida por uma translação em −dx′ o

ket deve voltar ao seu estado inicial. Dessa forma, uma translação na direção oposta é equivalente

ao inverso da translação original na direção escolhida:

T (−dx′) = T−1(dx′). (3.21)
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Por fim, quando tomarmos o limite dx′ → 0, o operador de translação deve se reduzir

ao operador identidade, uma vez que quando não há translações o estado deve permanecer

inalterado:

lim
dx′→0

T (dx′) = I. (3.22)

Portanto, uma vez que o momento linear é o gerador de translações espaciais

(Goldstein et al., 2001), definiremos o operador P cujas componentes são hermitianas (Pi = P  
i

de forma que seus autovalores sejam reais, pois estamos tratando de um observável), tal que o

operador de translação espacial tenha a forma:

T (dx′) = I− i

ℏ
P · dx′. (3.23)

Observe então que este operador obedece as propriedades listadas acima, como a

unitariedade:

T  (dx′)T (dx′) =

(

I+
i

ℏ
P · dx′

)(

I− i

ℏ
P · dx′

)

= I− i

ℏ
(P−P ) · dx′ +O(dx′2)

≈ I, (3.24)

e a composição:

T (dx′)T (dx′′) =

(

I− i

ℏ
P · dx′

)(

I− i

ℏ
P · dx′′

)

= I− i

ℏ
P · (dx′ + dx′′) +O(dx′2)

≈ I− i

ℏ
P · (dx′ + dx′′)

= T (dx′ + dx′′). (3.25)

Consequentemente, se tomarmos dx′′ = −dx′ em (3.25) obtemos a propriedade do

inverso da translação. Por fim, se fizermos dx′ → 0 em (3.23) o operador se reduz à unidade

e o estado do sistema não é alterado. Observe que podemos calcular também o comutador do

operador posição X com o operador de translação infinitesimal T (dx′):

[X, T (dx′)] |x′ð = XT (dx′) |x′ð − T (dx′)X |x′ð

= X |x′ + dx′ð − x′ T (dx′) |x′ð

= (x′ + dx′) |x′ + dx′ð − x′ |x′ + dx′ð

= dx′ |x′ + dx′ð

≈ dx′ |x′ð , (3.26)
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no qual consideramos apenas os termos até a primeira ordem de dx′. Escolhendo dx′ na direção

de x̂j e aplicando o produto escalar com x̂i, segue de (3.26) que:

− i
ℏ
X(P · dx′) +

i

ℏ
(P · dx′)X = dx′

− i
ℏ
(X · x̂i)Pj +

i

ℏ
Pj(X · x̂i) = x̂j · x̂i

− i
ℏ
(XiPj − PjXi) = ¶ij

[Xi, Pj] = iℏ¶ij, (3.27)

onde ¶ij é a delta de Kronecker. Vemos então que, para uma mesma coordenada (isto é, i = j),

os operadores de posição e de momento não comutam, logo não é possível encontrar uma base

comum de autokets simultâneos para esses dois operadores. Na prática isso significa que não

podemos realizar medições desses dois observáveis ao mesmo tempo. Portanto, nossa função de

onda deverá ser escrita ou na representação de posição ou na representação de momento.

Usualmente, e ao longo desse trabalho, utilizaremos a representação de posição.

Dessa forma, vamos aplicar o operador de translação T (∆x′) em um ket |³ð qualquer. Utilizando

a relação de completeza (3.11) e a expansão em série de Taylor (Butkov, 1978) até primeira

ordem, temos:
(

I− i

ℏ
P ·∆x′

)

|³ð =

∫

dx′T (∆x′) |x′ð ïx′|³ð

=

∫

dx′ |x′ +∆x′ð ïx′|³ð

=

∫

dx′ |x′ð ïx′ −∆x′|³ð

=

∫

dx′ |x′ð (ïx′|³ð −∆x′
∇

′ ïx′|³ð) , (3.28)

e com a relação de ortonormalidade (3.10), comparando ambos os lados ficamos com:

ïx|P |³ð = (−iℏ)
∫

dx′ ïx|x′ð (∇′ ïx′|³ð)

= (−iℏ)
∫

dx′¶(x− x′) (∇′ ïx′|³ð)

= (−iℏ)∇ ïx|³ð , (3.29)

onde então o operador de momento linear P na representação de posição é:

P = −iℏ∇, (3.30)

e as relações de comutação das componentes do operador momento são da forma:

[Pi, Pj] = 0. (3.31)
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Por fim, podemos estudar como o estado do sistema evolui no tempo. Devemos

salientar inicialmente que o tempo na Mecânica Quântica não-relativística é um parâmetro.

Diferente dos operadores de posição estudados acima, não podemos tomar o tempo como um

operador, ou seja, não é um observável propriamente dito (Sakurai; Napolitano, 2020). Sejam

|È(t)ð o estado no instante inicial t e |È(t+ dt)ð o estado no instante final t + dt. Definimos

então o operador de evolução temporal infinitesimal U(dt), tal que:

|È(t+ dt)ð = U(dt) |È(t)ð . (3.32)

Analogamente ao que fizemos para o operador de translação espacial, vamos

estabelecer as propriedades do operador de evolução temporal. Para garantir a conservação da

probabilidade o operador deve ser unitário:

U  (dt)U(dt) = I⇒ ïÈ(t+ dt)|È(t+ dt)ð = ïÈ(t)|U  (dt)U(dt) |È(t)ð , (3.33)

ao aplicar sucessivas evoluções é o mesmo que aplicar uma evolução resultante da soma dos

intervalos considerados:

U(dt′ + dt′′) = U(dt′)U(dt′′), (3.34)

e, por fim, que ao tomarmos dt→ 0 o operador não deve alterar o estado, ou seja, é identicamente

à unidade:

lim
dt→0

U(dt) = I. (3.35)

Observe que só faz sentido considerarmos dt > 0 pois senão estaríamos validando

evoluções temporais de estados contrárias à direção do tempo. Dessa forma, ao aplicar o operador

U(dt) em uma função de onda é o mesmo que mantermos a função de onda fixa e deslocar a

"origem do eixo"para a esquerda em −dt. Esse é um exemplo de execução passiva (Greiner;

Muller, 2001):

È(x, t+ dt) = U(dt)È(x, t). (3.36)

Visto que o hamiltoniano é o gerador de deslocamento temporal do sistema (Goldstein

et al., 2001), vamos definir o operador H hermitiano (H = H , pois queremos realizar medidas

reais de tal observável), de forma que o operador de evolução temporal seja:

U(dt) = I− i

ℏ
H dt, (3.37)
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satisfazendo a unitariedade:

U  (dt)U(dt) =

(

I+
i

ℏ
H dt

)(

I− i

ℏ
H dt

)

= I− i

ℏ
(H −H )dt+O(dt2)

≈ I, (3.38)

e a composição, tal que:

U(dt′)U(dt′′) =

(

I− i

ℏ
H dt′

)(

I− i

ℏ
H dt′′

)

= I− i

ℏ
H (dt′ + dt′′) +O(dt2)

≈ I− i

ℏ
H (dt′ + dt′′)

= U(dt′ + dt′′), (3.39)

e finalmente, se fizermos dt→ 0 em (3.37), o operador se reduz à unidade, satisfazendo então

à todas as propriedades estabelecidas. Para a propriedade da composição em (3.34) vamos

considerar o estado do sistema evoluindo na seguinte ordem t0 → t→ t+ dt:

U(t+ dt, t0) = U(t+ dt, t)U(t, t0) =

(

I− i

ℏ
H dt

)

U(t, t0), (3.40)

tal que:

U(t+ dt, t0)− U(t, t0) = −
i

ℏ
H dt U(t, t0), (3.41)

e tomando o limite dt→ 0 ficamos com:

iℏ
∂

∂t
U(t, t0) = H U(t, t0). (3.42)

Obtemos por fim a equação de Schrödinger para o operador de evolução temporal,

de maneira que o operador hamiltoniano H é aplicado da forma:

H = iℏ
∂

∂t
. (3.43)

Dispondo então dos operadores que relacionam o momento (3.30) e a energia da

partícula (3.43), podemos finalmente estudar os principais conceitos aplicados para tentar unificar

a Mecânica Quântica e a Relatividade Restrita no início do século XX. Para altas energias a

equação de Schrödinger não é uma boa escolha para analisar o estado do sistema, uma vez que

esta não é invariante sob transformações de Lorentz (Fai, 2022). Portanto, era necessário um

novo formalismo que garantisse essa invariância e que pudesse descrever de forma satisfatória a

equação de onda para um sistema de uma partícula livre relativística.
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4 MECÂNICA QUÂNTICA RELATIVÍSTICA

Neste capítulo desenvolveremos os conceitos que nos guiam às equações de Klein-

Gordon e de Dirac por meio dos operadores momento e hamiltoniano a partir da relação

energia-momento. Encontraremos as soluções de energia positiva e de energia negativa que

levaram à expeculação e posteriormente à verificação experimental da existência de antipartículas.

Por fim, examinaremos as interpretações probabilísticas da função de onda em cada caso e o

conceito de spin da partícula a qual cada equação está relacionada.

4.1 Equação de Klein-Gordon

Em meados de 1926, de forma independente, os físicos Oskar Klein (Klein, 1926) e

Walter Gordon (Gordon, 1926) tentaram unir a teoria quântica com a teoria relativística. A ideia

era obter, a partir da aplicação dos operadores de energia e de momento, uma equação e uma

função de onda invariantes sob transformações de Lorentz. Para isso, eles consideraram uma

partícula livre cuja energia poderia ser obtida tomando a relação energia-momento conforme

equação (2.30). Observe que, devido ao quadrado da energia, é possível considerar duas soluções:

E = ±
√

p2c2 +m2
0c

4. (4.1)

Como a ideia original era trabalhar com partículas livres, não fazia muito sentido

admitir que estas possuem energia negativa. Na realidade, essa solução negativa de energia

para a equação de Klein-Gordon está relacionada com a existência de antipartículas, verificadas

experimentalmente por Carl Anderson com a descoberta do pósitron, antipartícula do elétron

(Anderson, 1933). Ao aplicar o operador hamiltoniano na função de onda, devemos ter:

HÈ(x, t) = ±
(√

p2c2 +m2
0c

4

)

È(x, t). (4.2)

De forma a incorporar ambas as soluções positiva e negativa aplicaremos novamente

o operador hamiltoniano na equação (4.2), tal que (Guendelman; Owen, 2022):

H2È(x, t) =
(
p2c2 +m2

0c
4
)
È(x, t). (4.3)
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Utilizando os operadores de momento (3.30) e de energia (3.43) obtidos na Mecânica

Quântica não-relativística, ficamos com:

(
−H2 + p2c2 +m2

0c
4
)
È(x, t) = 0

[

−(iℏ)2 ∂
2

∂t2
+ (−iℏ)2c2∇2 +m2

0c
4

]

È(x, t) = 0

(
1

c2
∂2

∂t2
−∇

2 +
m2

0c
2

ℏ2

)

È(x, t) = 0. (4.4)

Essa é a famosa equação de Klein-Gordon para partículas livres. Observe que, ao

utilizar a notação dos quadri-operadores diferenciais em (2.18) e (2.19) e reescrevendo a função

de onda como uma função das coordenadas xµ no espaço-tempo de Minkowski, podemos verificar

a invariância da equação de Klein-Gordon sob transformações de Lorentz:
(

∂µ∂
µ +

m2
0c

2

ℏ2

)

È(xµ) = 0, (4.5)

uma vez que a função de onda é um escalar invariante de Lorentz tal que È(xµ) = È(xµ
′

). A

contração dos índices dos quadri-operadores diferenciais covariante e contravariante também é

invariante e o operador resultante desse produto é chamado de D’Alambertiano, de forma que:

∂µ′∂µ
′

= ∂µ∂
µ ≡ 1

c2
∂2

∂t2
−∇

2. (4.6)

Reconhecemos então (4.5) como uma equação de onda, cujas soluções livres são

(Greiner, 2000):

È(xµ) = exp

[

− i
ℏ
Pµx

µ

]

= exp

[

− i
ℏ
(Et− p · x)

]

, (4.7)

na qual utilizamos a contração dos quadri-vetores posição (2.12) e momento (2.28). Uma vez

que a equação de Klein-Gordon foi obtida a partir da equação de Schrödinger considerando

um hamiltoniano relativístico é natural pensarmos que ao fazer o limite não-relativístico (isto

é, tomando c → ∞) recuperemos as expressões já conhecidas da Mecânica Quântica não-

relativística. Para isso, separemos a função de onda (4.7) em uma parte correspondente à função

de onda de Schrödinger ϕ(x, t) juntamente com um termo vindo da energia de repouso da

partícula:

È(x, t) = ϕ(x, t) exp

(

− i
ℏ
m0c

2t

)

. (4.8)

A energia total E poder ser vista como a soma da energia não-relativística E ′ da

partícula mais a energia de repouso, ou seja, E = E ′ +m0c
2. Como essa energia de repouso é
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proporcional à velocidade da luz ao quadrado podemos assumir que:
∣
∣
∣
∣
iℏ
∂ϕ

∂t

∣
∣
∣
∣
≈ E ′ϕj m0c

2ϕ, (4.9)

então derivamos parcialmente no tempo a função de onda em (4.8) para obter:

∂È

∂t
=

(
∂ϕ

∂t
− im0c

2

ℏ
ϕ

)

exp

(

− i
ℏ
m0c

2t

)

, (4.10)

e, como a equação de Klein-Gordon é uma equação de segunda ordem no tempo, derivamos

novamente a função de onda È(x, t) e também a relação (4.9), ambas no tempo, tal que:

∂2È

∂t2
=

∂

∂t

[(
∂ϕ

∂t
− im0c

2

ℏ
ϕ

)

exp

(

− i
ℏ
m0c

2t

)]

=

[
∂2ϕ

∂t2
− im0c

2

ℏ

∂ϕ

∂t
− im0c

2

ℏ

∂ϕ

∂t
− m2

0c
4

ℏ2
ϕ

]

exp

(

− i
ℏ
m0c

2t

)

≈ −
[

2i
m0c

2

ℏ

∂ϕ

∂t
+
m2

0c
4

ℏ2
ϕ

]

exp

(

− i
ℏ
m0c

2t

)

. (4.11)

Por fim, inserimos o resultado acima em (4.5) e retornamos à equação de Schrödinger

para a função de onda ϕ(x, t) que está relacionada com a energia não-relativística da partícula:

− 1

c2

[

2i
m0c

2

ℏ

∂ϕ

∂t
+
m2

0c
4

ℏ2
ϕ

]

=

(

∇
2 − m0c

2

ℏ2

)

ϕ⇒ iℏ
∂ϕ

∂t
= − ℏ

2

2m0

∇
2ϕ. (4.12)

O último ponto que devemos comentar sobre a equação de Klein-Gordon é o que diz

respeito à interpretação probabilística da função de onda. Analogamente ao que fizemos para a

equação de Schrödinger, vamos tomar o complexo conjugado tal que:
(

∂µ∂
µ +

m2
0c

2

ℏ2

)

È∗ = 0. (4.13)

Multiplicaremos (4.5) por È∗ e (4.13) por È, ambas à esquerda. Subtrairemos as

equações resultantes e, utilizando a regra do produto das derivadas, ficamos com:

È∗

(

∂µ∂
µ +

m2
0c

2

ℏ2

)

È − È
(

∂µ∂
µ +

m2
0c

2

ℏ2

)

È∗ = 0

È∗∂µ(∂
µÈ)− È∂µ(∂µÈ∗) = 0

∂µ(È
∗∂µÈ − È∂µÈ∗) = 0, (4.14)

onde introduzimos a quadri-corrente de probabilidade Jµ, tal que:

Jµ = N(È∗∂µÈ − È∂µÈ∗) = (cÄ,J), (4.15)

na qual N é uma constante de proporcionalidade que será determinada mais à frente. Observe

então que a expressão final em (4.14) se reduz à uma equação da continuidade:

∂µJ
µ =

∂Ä

∂t
+∇ · J = 0. (4.16)
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Finalmente, basta então determinarmos Ä e J para o formalismo de Klein-Gordon.

Da mesma forma que consideramos anteriormente ao tomarmos o limite não-relativístico, essas

grandezas devem retornar às expressões da densidade de probabilidade (3.6) e da corrente de

probabilidade (3.7) para a equação de Schrödinger. Observando a expressão (4.8), já calculamos

sua derivada temporal em (4.10). Calculamos então seu gradiente:

∇È = ∇ϕ exp

(

− i
ℏ
m0c

2t

)

. (4.17)

Note que ao utilizar a expressão (4.17) na equação da continuidade (4.16), as

exponenciais não inteferem, pois estamos igualando a equação inteira a zero. Logo, não há

dependência da velocidade da luz tal que as componentes de J para o caso de Schrödinger e

de Klein-Gordon são proporcionais e, sendo assim, ao comparar as expressões (3.7) e (4.15)

percebemos que a constante de proporcionalidade N deve ser:

N =
iℏ

2m0

. (4.18)

Agora, para calcular Ä, basta tomarmos µ = 0 na expressão (4.15). Portanto, as

grandezas Ä e J para a equação de Klein-Gordon são:

ÄKG =
iℏ

2m0c2

(

È∗∂È

∂t
− È∂È

∗

∂t

)

, (4.19)

JKG = − iℏ

2m0

(È∗
∇È − È∇È∗). (4.20)

Utilizando a derivada temporal da função de onda em (4.10) e substituindo em Ä

indicado em (4.19), temos que:

Ä =
iℏ

2m0c2

[

ϕ∗

(
∂ϕ

∂t
− im0c

2

ℏ
ϕ

)

− ϕ
(
∂ϕ∗

∂t
+
im0c

2

ℏ
ϕ∗

)]

= ϕϕ∗ +
iℏ

2m0c2

(

ϕ∗∂ϕ

∂t
− ϕ∂ϕ

∗

∂t

)

, (4.21)

e observamos que, ao tomar o limite não-relativístico (c→∞) na expressão acima, retornamos

à densidade de probabilidade para a equação de Schrödinger como em (3.6).

Entretanto, devido aos possíveis valores que a função de onda È e sua derivada

∂È/∂t podem assumir em um determinado instante de tempo t, a grandeza indicada em (4.19)

não é definida positiva e, portanto, não pode ser uma densidade de probabilidade. Isso se deve

ao fato da equação de Klein-Gordon ser de segunda ordem no tempo e, devido à isso, esta

foi por muito tempo considerada fisicamente sem sentido (Greiner, 2000) pois não havia uma

interpretação probabilística da função de onda, contrário ao que havia para Schrödinger.
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Em consequência da forma como escrevemos o hamiltoniano em (4.3) acabamos

incorporando ambas as soluções de autovalores positivo e negativo da energia. Dessa forma,

a solução da função de onda para a equação de Klein-Gordon em (4.7) possui imbutidos os

comportamentos das funções de onda para uma partícula com energia positiva e para outra

partícula de comportamento idêntico mas com energia negativa (Sakurai; Napolitano, 2020).

Ao tomar o limite não-relativístico a equação de Klein-Gordon se reduz à equação

de Schrödinger para uma partícula sem spin cuja função de onda obtida é um campo escalar.

Conforme discutido por Pauli e Weisskopf, uma teoria relativística escalar possibilita a existência

de partículas de cargas opostas e sem spin, obedecendo à estatística de Bose-Einstein (Pauli;

Weisskopf, 1934). Dessa forma, a falta de um grau de liberdade de spin para as partículas bem

descritas pela equação de Klein-Gordon levou à resultados imprecisos na descrição de outras

partículas com spin como por exemplo o estudo do elétron na estrutura fina do Hidrogênio

(Sakurai; Napolitano, 2020). Contudo, a equação de Klein-Gordon se adequa perfeitamente aos

cálculos relacionados a fenômenos físicos envolvendo mésons Ã (Greiner, 2000).

4.2 Equação de Dirac

Para que fosse possível estabelecer uma densidade de probabilidade definida positiva

e dependente apenas da função de onda (e não mais de sua derivada primeira), Paul Dirac propôs

em 1928 uma unificação da Mecânica Quântica com a Relatividade Restrita visando uma equação

de primeira ordem no tempo e no espaço e que fosse possível interpretar as soluções de energia

negativa obtidas anteriormente por Klein-Gordon. Para isso, Dirac sugeriu a seguinte forma para

este operador agora sem a raiz quadrada que tanto causou problema para Klein-Gordon:

H = c α ·P+ ´m0c
2 = −iℏc

(
³1∂1 + ³2∂2 + ³3∂3

)
+ ´m0c

2, (4.22)

na qual P é o operador momento e as grandezas ³i (com i = 1, 2, 3) e ´ devem ser determinadas

ao relacionar o quadrado do operador hamiltoniano de Dirac (4.22):

H2 = − ℏ
2c2[(³1)2∂21 + (³2)2∂22 + (³3)2∂23 + ³1³2∂1∂2 + ³1³3∂1∂3 + ³2³3∂2∂3 +

+ ³2³1∂2∂1 + ³3³1∂3∂1 + ³3³2∂3∂2]− iℏm0c
3[³1∂1 + ³2∂2 + ³3∂3]´ +

− iℏm0c
3´[³1∂1 + ³2∂2 + ³3∂3] + ´2m2

0c
4

= −ℏ2c2
∑

j,k

³j³k + ³k³j

2
∂j∂k − iℏm0c

3
∑

j

(³j´ + ´³j)∂j + ´2m2
0c

4, (4.23)
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com a relação energia-momento (2.30), tal que, de acordo com a expressão obtida acima, devemos

ter:

³j³k + ³k³j = 2¶jkI, (4.24)

³j´ + ´³j = 0, (4.25)

´2 = I, (4.26)

(³j)2 = I. (4.27)

Visto que as componentes de α e ´ anticomutam então não podem ser valores

numéricos. De fato, são matrizes. Utilizando a propriedade do traço do produto, isto é,

Tr(AB) = Tr(BA), vemos também que essas matrizes possuem traço nulo:

³j´ = −´³j ⇒ ³j´2 = −´³j´ ⇒ ³j = −´³j´

Tr(³j) = −Tr(´³j´) = −Tr(´2³j) = −Tr(³j)⇒ Tr(³j) = 0, (4.28)

³j´ = −´³j ⇒ (³j)2´ = −³j´³j ⇒ ´ = −³j´³j

Tr(´) = −Tr(³j´³j) = −Tr((³j)2´) = −Tr(´)⇒ Tr(´) = 0. (4.29)

Uma vez que ´2 = I = (³j)2, seus autovalores são ±1. Como o traço de ambas é

nulo, sua dimensão D deve ser par (Barcelos Neto, 2010). O caso D = 2 é descartado pois nele

apenas as três matrizes de Pauli anticomutam e são necessárias quatro. Logo, a dimensão das

matrizes deve ser D = 4. Uma escolha usual é:

³j =




0 Ãj

Ãj 0



 , (4.30)

´ =




I 0

0 −I



 , (4.31)

nas quais I é a matriz identidade 2x2 e Ãj são as matrizes de Pauli:

Ã1 =




0 1

1 0



 , (4.32)

Ã2 =




0 −i
i 0



 , (4.33)

Ã3 =




1 0

0 −1



 , (4.34)
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e que, dado ϵlmn o tensor de Levi-Civita (Barcelos Neto, 2010), satisfazem a seguinte regra de

comutação:
[
Ãl, Ãm

]
= 2iϵlmnÃn. (4.35)

Aplicando então o operador hamiltoniano de Dirac (4.22) à uma função de onda

Ψ(xµ) e utilizando a forma conhecida para este operador na Mecânica Quântica não-relativística

(3.43), vemos que:

iℏ
∂

∂t
Ψ =

[
−iℏc

(
³1∂1 + ³2∂2 + ³3∂3

)
+ ´m0c

2
]
Ψ, (4.36)

onde, rearranjando os termos, multiplicando por ´ à esquerda e reescrevendo o produto das

matrizes α com os operadores diferenciais na forma de contração de índices:

(

iℏ
∂

∂t
+ iℏc³i∂i − ´m0c

2

)

Ψ = 0

(

iℏ´
∂

∂t
+ iℏc´³i∂i − ´2m0c

2

)

Ψ = 0

(

iℏ´
∂

∂(ct)
+ iℏ´³i∂i −m0c

)

Ψ = 0

(iℏµµ∂µ −m0c)Ψ = 0. (4.37)

Obtemos então a famosa equação de Dirac. Observe que esta é invariante de Lorentz

(como demandado inicialmente) devido à contração dos índices do quadri-operador diferencial

∂µ com as chamadas matrizes gamma µµ:

µ0 = ´, (4.38)

µi = ´³i , com i = 1, 2, 3. (4.39)

Ao elevar a equação (4.37) ao quadrado (tomando seu complexo conjugado), temos:

(iℏµµ∂µ −m0c)(−iℏµν∂ν −m0c)Ψ = 0

(ℏ2µµµν∂µ∂ν − iℏm0cµ
µ∂µ + iℏm0cµ

ν∂ν +m2
0c

2)Ψ = 0

(ℏ2µµµν∂µ∂ν +m2
0c

2)Ψ = 0, (4.40)

onde a relação de anticomutação das matrizes µµ é dada por (Greiner, 2000):

{µµ, µν} = µµµν + µνµµ = 2gµν , (4.41)
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na qual gµν é a métrica indicada em (2.10). Podemos então trabalhar os índices do primeiro

termo à esquerda na equação (4.40) da forma:

µµµν∂µ∂ν = (2gµν − µνµµ)∂µ∂ν = 2gµν∂µ∂ν − µνµµ∂µ∂ν . (4.42)

Como os índices estão contraídos indicando soma, fazemos µ ←→ ¿ no último

termo acima. Além disso, como as derivadas comutam, então:

µµµν∂µ∂ν = 2gµν∂µ∂ν − µµµν∂ν∂µ = 2gµν∂µ∂ν − µµµν∂µ∂ν , (4.43)

e, rearranjando os termos:

2µµµν∂µ∂ν = 2gµν∂µ∂ν ⇒ µµµν∂µ∂ν = ∂µ∂
µ. (4.44)

Portanto, substituindo os resultados acima na equação (4.40) retornamos à equação

de tipo Klein-Gordon:

(ℏ2µµµν∂µ∂ν +m2
0c

2)Ψ = (ℏ2∂µ∂
µ +m2

0c
2)Ψ = 0⇒

[

∂µ∂
µ +

m2
0c

2

ℏ2

]

Ψ = 0. (4.45)

Entretanto, a interpretação da função de onda agora é outra. Uma vez que as matrizes

gamma de Dirac são D = 4, então a função de onda Ψ(xµ) agora deve ser uma matriz coluna de

quatro componentes chamada de bi-spinor. A explicação correta para a expressão (4.45) é que ao

elevarmos ao quadrado a equação de Dirac retornamos à uma equação do tipo Klein-Gordon

para cada uma das componentes de Ψ (Stepanow, 2010).

Visto que as matrizes de Pauli são utilizadas para construir as matrizes de momento

angular j = 1/2 (Tannoudji et al., 2019) e que empregamos estas para construir as matrizes

gamma então é natural pensarmos que a equação de Dirac pode ser perfeitamente aplicada para

analisar um sistema de uma partícula de spin 1/2. Como o bi-spinor possui quatro componentes,

duas são para a solução de energia positiva e as outras duas para a solução de energia negativa

(como estamos trabalhando com spin devemos considerar suas projeções up e down para cada

autovalor de energia positivo e negativo).

Sejam então P 0 = +
√

p2 +m2
0c

2 e Ç(±) dois spinores linearmente independentes de

duas componentes cada, as soluções da equação de Dirac livre (sem termo de energia potencial)

respectivamente para as componentes de energia positivia e de energia negativa são da forma
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(Wolschin, 2015):

Ψ(+)(xµ) = exp

[

− i
ℏ
(P 0ct− p · x)

]



Ç(+)

σ·p

m0c+P 0Ç
(+)



 , (4.46)

Ψ(−)(xµ) = exp

[
i

ℏ
(P 0ct− p · x)

]




σ·p

m0c+P 0Ç
(−)

Ç(−)



 . (4.47)

Podemos visualizar também a validade da equação de Dirac para partículas de spin

1/2 ao calcular o comutador do hamiltoniano (4.22) com o momento angular total J do sistema

que deverá ser a soma do momento angular orbital L com um termo adicional que também deve

ter a dimensão de momento angular.

J = L+ »Σ, (4.48)

onde » é uma constante de proporcionalidade que será calculada posteriormente. Para isso,

introduzimos o seguinte operador:

Σ =




σ 0

0 σ



 , (4.49)

e, ao aplicar o comutador com o hamiltoniano de Dirac, ficamos com:

[H,J] = c [α ·P,L] + c» [α ·P,Σ] +m0c
2 [´,L]
︸ ︷︷ ︸

=0

+m0c
2» [´,Σ]

︸ ︷︷ ︸

=0

= c
[
³iP i, Lj

]
+ c»

[
³iP i,Σj

]
. (4.50)

Vamos calcular cada um dos comutadores acima separadamente aplicando as

propriedades de comutação dos operadores posição e momento indicadas em (3.16), (3.27) e

(3.31). Começando com o primeiro:

[
³iP i, Lj

]
=

[
³iP i, ϵjmnXmP n

]

= ϵjmn³i
[
P i, XmP n

]

= ϵjmn³i




[
P i, Xm

]
P n +Xm

[
P i, P n

]

︸ ︷︷ ︸

=0





= ϵjmn³i
(
−iℏ ¶imP n

)

= −iℏ ϵjmn³mP n

= −iℏ α×P, (4.51)
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e em seguida o segundo termo, utilizando as definições (4.30) e (4.49), além da relação em (4.35):

[
³iP i,Σj

]
=

[
³i,Σj

]
P i + ³i

[
P i,Σj

]

︸ ︷︷ ︸

=0

= 2i ϵijk³kP i

= 2i α×P. (4.52)

Juntando então os resultados obtidos em (4.51) e (4.52) na expressão (4.50) e tomando

que o comutador do hamiltoniano com o momento angular total deve ser nulo para que possamos

escrever uma base comum de tais operadores, então:

−iℏc α×P+ 2i c» α×P = 0⇒ » =
ℏ

2
. (4.53)

Logo, o momento angular total J deve ser a soma do momento angular orbital L

com um momento angular intríseco ℏ/2 Σ. Foi possível verificar então que, de acordo com o

hamiltoniano proposto por Dirac, a partícula em estudo deve possuir spin 1/2.

Por fim, nos resta entender a interpretação probabilística da função de onda de Dirac.

Para isso, consideramos a equação de Dirac (4.37) e seu complexo transposto e conjugado, na

forma:

iℏ´
∂

∂ct
Ψ = −iℏµi ∂

∂xi
Ψ+m0cΨ⇒ iℏ

∂

∂t
Ψ = −iℏc ³i ∂

∂xi
Ψ+m0c

2´Ψ, (4.54)

−iℏ´ ∂

∂ct
Ψ = iℏµi

∂

∂xi
Ψ +m0cΨ

 ⇒ −iℏ ∂
∂t

Ψ = iℏc ³i ∂

∂xi
Ψ +m0c

2´Ψ . (4.55)

Multiplicamos (4.54) por Ψ e (4.55) por Ψ, ambos à esquerda. Em seguida,

subtraímos as equações resultantes:

iℏ

(

Ψ ∂

∂t
Ψ+Ψ

∂

∂t
Ψ 

)

= −iℏc
(

Ψ ³i ∂

∂xi
Ψ+Ψ³i ∂

∂xi
Ψ 

)

iℏ
∂

∂t

(
Ψ Ψ

)
= −iℏc ∂

∂xi
(
Ψ ³iΨ

)
, (4.56)

e obtemos por fim uma equação da continuidade, tal que:

∂

∂t

(
Ψ Ψ

)
+

∂

∂xi
(
Ψ c ³iΨ

)
= 0, (4.57)

na qual identificamos a densidade de probabilidade Ä e as componentes da corrente de probabili-

dade J para a equação de Dirac como:

ÄD = Ψ Ψ, (4.58)

JD = Ψ c αΨ. (4.59)
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Ao contrário da equação de Klein-Gordon, observe que Ä agora é definida positiva

para a equação de Dirac e, portanto, podemos assumir a interpretação dessa grandeza como uma

densidade de probabilidade:

Ä = Ψ Ψ =
∑

Ψ∗
iΨi > 0. (4.60)

Os resultados obtidos por Dirac levou a comunidade científica a crer que esse

formalismo era a direção correta a ser tomadada pela Mecânica Quântica Relativística (Sakurai;

Napolitano, 2020). De fato, as soluções para partículas livres de spin 1/2 no formalismo

proposto por Dirac levaram à melhores interpretações dos autovalores de energia negativa e,

posteriormente, à descoberta do pósitron (a antipartícula do elétron). A invariância de (4.37) sob

transformações de Lorentz também validaram a equação de Dirac como uma equação de onda

relativisticamente aceita (Greiner, 2000).

Para explicar as soluções de energia negativa, Dirac considerou todo o espectro de

energias acessíveis. Ele supôs que um elétron que estivesse no "mar de energias negativas" não

poderia ocupar um espaço no "mar de energias positivas" devido ao princípio da exclusão de

Pauli. Contudo, seria possível um fóton altamente enérgico excitar o elétron do mar negativo até

as regiões do mar positivo onde a partícula poderia ser observada. O elétron excitado deixaria

então um buraco no mar negativo. Esse buraco também poderia ser observado com propriedades

similares às do elétron mas com carga positiva: essa antipartícula foi denominada pósitron. No

experimento realizado (Anderson, 1933), foi possível detectá-la devido a diferença na curvatura

realizada por tal antipartícula ao perder energia.

Figura 3 – Esquema proposto por Dirac para explicar as energias negativas e
a validação experimental de Anderson para o pósitron.

Fonte: Sakurai; Napolitano (2020).
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5 OPERADOR DE TRANSLAÇÃO NO ESPAÇO-TEMPO DE MINKOWSKI

Neste capítulo introduziremos uma forma para o operador de translação no espaço-

tempo utilizando a métrica de Minkowski usual. Deduziremos a equação de Klein-Gordon para

tal operador e, a partir da solução da equação diferencial encontrada, calcularemos a energia da

partícula livre que deverá estar associada à relação energia-momento da Relatividade Especial.

Em seguida, desenvolveremos a equação de Dirac para tal operador na qual também utilizaremos

a solução obtida para calcular a energia de um elétron na presença de um campo eletromagnético

externo e verificaremos no termo de energia referente ao acoplamento spin-órbita o valor correto

da razão giromagnética do elétron. Posteriormente, trabalharemos com a métrica proposta para o

operador de translação dependente da posição, definiremos a atuação de tal operador no ket de

estado do sistema, calcularemos o quadri-operador de momento nesse novo espaço-tempo o qual

será utilizado para encontrar uma equação do tipo Klein-Gordon modificada. Utilizaremos uma

mudança de variável para resolver tal equação e a partir de sua solução verificaremos a relação

energia-momento. Em seguida, tomaremos o limite não-relativístico na equação de Klein-Gordon

modificada e considerando novamente o tempo como parâmetro retornaremos à equação de

Schrödinger modificada. Por fim, calcularemos a equação da continuidade e verificaremos as

expressões obtidas para a suposta densidade de probabilidade e para a corrente de probabilidade

nesse espaço-tempo modificado.

5.1 STTO na Métrica de Minkowski Usual

Inspirados nos operadores de translação espacial (3.17) e de evolução temporal (3.32),

desejamos estudar um operador de translação no espaço-tempo de Minkowski que leve um estado

da posição inicial xµ(0) até uma posição final xµ. Para isso, devemos considerar tanto translações

espaciais quanto temporais (ou melhor dizendo, uma translação do sistema de coordenadas ct).

Na Mecânica Quântica não-relativística vimos que existem dois tipos de execuções:

ativas (3.18) e passivas (3.36). Para as transformações de Lorentz a execução passiva é mais

adequada pois nela o mesmo sistema físico é observado de diferentes referenciais inerciais

(Greiner; Muller, 2001). Dessa forma, definimos o operador Ä(dxµ) de translação infinitesimal

no espaço-tempo de Minkowski (Spacetime Translation Operator ou STTO) e sua ação na função

de onda È(xµ) tal que:

Ä(dxµ) È(xµ) = È(xµ + dxµ), (5.1)
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e, ao aplicar o operador no ket na representação de posição, temos:

Ä(dxµ) |xµð = |xµ + dxµð . (5.2)

Análogo ao procedimento adotado anteriormente, vamos utilizar os operadores

hamiltoniano e momento para serem os geradores de deslocamento temporal e espacial, respec-

tivamente. Como estamos utilizando um tratamento relativístico, o ideal seria associar ambos

esses operadores em um único ente matemático. Para isso, empregaremos um análogo à (2.28)

mas agora com os operadores hamiltoniano e momento respectivos aos autovalores encontrados

no quadri-momento. Dessa forma, observe que o quadri-operador momento P µ é hermitiano,

pois suas componentes são os operadores também hermitianos H e P, ou seja, P µ = (P µ) .

Introduzimos então o operador de translação infinitesimal no espaço-tempo de Minkowski:

Ä(xµ + dxµ, xµ) ≡ Ä(dxµ) = I− i

ℏ
Pµdx

µ. (5.3)

Também desejamos que esse operador satisfaça algumas propriedades básicas assim

como os operadores de translação espacial e de evolução temporal na Mecânica Quântica

não-relativística. Por exemplo, podemos verificar a unitariedade:

Ä  (dxµ)Ä(dxµ) =

[

I+
i

ℏ
(Pµ)

 dxµ
] [

I− i

ℏ
Pµ dx

µ

]

= I− i

ℏ

[
Pµ − (Pµ)

 
]
dxµ +O[(dxµ)2]

≈ I, (5.4)

e a composição utilizando (5.2):

Ä(dxµ)Ä(dxν) |xαð = Ä(dxµ) |xα + dxνð

= |xα + dxν + dxµð

= Ä(dxµ + dxν) |xαð . (5.5)

Por fim, note que ao tomarmos dxµ → 0 em (5.3) o operador se reduz à unidade e

não altera o estado do sistema. Devido à propriedade da composição, no caminho dos pontos

0→ 1→ 2 podemos escrever:

Ä(xµ(2), x
µ
(0)) = Ä(xµ(2), x

µ
(1))Ä(x

µ
(1), x

µ
(0)), (5.6)
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no qual, tomando xµ(2) = xµ + dxµ e xµ(1) = xµ, temos:

Ä(xµ + dxµ, xµ(0)) = Ä(xµ + dxµ, xµ)Ä(xµ, xµ(0))

=

[

1− i

ℏ
Pµdx

µ

]

Ä(xµ, xµ(0))

= Ä(xµ, xµ(0))−
i

ℏ
Pµdx

µÄ(xµ, xµ(0)), (5.7)

e, enfim, vemos que:

Ä(xµ + dxµ, xµ(0))− Ä(xµ, x
µ
(0)) = −

i

ℏ
Pµdx

µÄ(xµ, xµ(0)), (5.8)

onde, ao tomar o limite quando dxµ → 0, ficamos com:

∂

∂xµ
Ä(xµ, xµ(0)) = −

i

ℏ
PµÄ(x

µ, xµ(0))⇒ iℏ∂µÄ(x
µ, xµ(0)) = PµÄ(x

µ, xµ(0)). (5.9)

Propomos então uma solução para a equação diferencial acima, do tipo:

Ä(xµ, xµ(0)) = exp

[

− i
ℏ
Pµ(x

µ − xµ(0))
]

= exp

[

− i
ℏ
[E(t− t0)− p · (x− x0)]

]

. (5.10)

Comparando ambos os lados da expressão final na equação (5.9) vemos que o

quadri-operador momento P µ se reduz às expressões já conhecidas dos operadores momento

(3.30) e hamiltoniano (3.43):

P µ ≡ iℏ∂µ = iℏ

(
∂

∂(ct)
,−∇

)

=

(
H

c
,P

)

. (5.11)

Também podemos verificar essa expressão do quadri-operador momento de forma

análoga ao que fizemos para calcular o operador momento tridimensional da Mecânica Quântica

não-relativística. Para isso, vamos definir a relação de ortonormalidade e de completeza,

respectivamente, para uma base na representação de posição do espectro contínuo no espaço-

tempo de Minkowski. Seja então g o determinante do tensor de métrica conforme indicado no

quadri-volume infinitesimal (2.15):

ïxµ|xνð =
1√−g ¶(x

µ − xν), (5.12)
∫

d4x
√−g |xµð ïxµ| = I. (5.13)
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Aplicamos então o operador de translação em um ket |Èð qualquer e, lembrando

que estamos trabalhando com execuções passivas como em (5.1), inserimos uma relação de

completeza (5.13) e expandimos a função de onda até primeira ordem em série de Taylor, tal que:
(

I− i

ℏ
Pµ∆x

µ

)

|Èð =

∫

d4x
√−g Ä(∆xν) |xνð ïxν |Èð

=

∫

d4x
√−g |xν +∆xνð ïxν |Èð

=

∫

d4x
√−g |xνð ïxν +∆xν |Èð

=

∫

d4x
√−g |xνð

(

ïxν |Èð+∆xν
∂

∂xν
ïxν |Èð

)

,

onde, ao aplicar ïxµ| pela esquerda na expressão acima e utilizando a relação de ortonormalidade

(5.12), ficamos com:
(

I− i

ℏ
Pµ∆x

µ

)

ïxµ|Èð =

∫

d4x
√−g ïxµ|xνð

(

ïxν |Èð+∆xν
∂

∂xν
ïxν |Èð

)

=

∫

d4x ¶(xµ − xν)
(

ïxν |Èð+∆xν
∂

∂xν
ïxν |Èð

)

,

na qual, utilizando a propriedade da função delta (3.12), obtemos:
(

I− i

ℏ
Pµ∆x

µ

)

ïxµ|Èð = ïxµ|Èð+∆xµ
∂

∂xµ
ïxµ|Èð , (5.14)

e, ao comparar ambos os lados da expressão acima, obtemos a mesma expressão para o quadri-

operador momento em termos do quadri-operador diferencial, tal que Pµ = iℏ∂µ como em (5.11),

mas dessa vez com as componentes covariantes de tal operador.

5.1.1 Equação de Klein-Gordon para o STTO

Agora faremos um procedimento análogo ao desenvolvimento da equação de Klein-

Gordon para a função de onda mas para o operador de translação no espaço-tempo de Minkowski.

Anteriormente, em (4.3), aplicavamos o operador hamiltoniano duas vezes consecutivas na

função de onda e obtínhamos a equação de Klein-Gordon. Nesse caso, como estamos trabalhando

com o quadri-operador momento P µ que contém ambos os operadores hamiltoniano e momento,

vamos aplicá-lo em ambos os lados da equação (5.9):

P µ∂µÄ(x
µ, xµ(0)) = −

i

ℏ
P µPµÄ(x

µ, xµ(0)). (5.15)

Aqui iremos empregar as definições do quadri-momento encontradas ao longo

deste trabalho. Para o lado direito, uma vez que o quadri-momento é definido a partir da
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quadri-velocidade realizaremos a contração de índices como em (2.29). Para o lado esquerdo,

utilizaremos a definição do quadri-operador momento (5.11). Daí temos que, substituindo ambas

as definições do lado direito e esquerdo, respectivamente, na equação (5.15):

iℏ∂µ∂
µÄ(xµ, xµ(0)) = − i

ℏ
m2

0c
2Ä(xµ, xµ(0))

ℏ
2∂µ∂

µÄ(xµ, xµ(0)) = −m2
0c

2Ä(xµ, xµ(0))
[

∂µ∂
µ +

m2
0c

2

ℏ2

]

Ä(xµ, xµ(0)) = 0, (5.16)

e obtemos uma equação do tipo Klein-Gordon para o operador de translação no espaço-tempo

de Minkowski. Seja então ∂µ∂µ o operador D’Alembertiano (4.6), aplicamos as derivadas na

solução proposta para o operador em (5.10):

[(
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
− ∂2

∂z2

)

+
m2

0c
2

ℏ2

]

exp

[

− i
ℏ
[E(t− t0)− p · (x− x0)]

]

= 0, (5.17)

e recuperamos por fim a relação energia-momento conhecida na Relatividade Restrita como em

(2.30):

− 1

c2ℏ2
E2 +

1

ℏ2
(p2x + p2y + p2z) +

m2
0c

2

ℏ2
= 0⇒ E2 = p2c2 +m2

0c
4. (5.18)

5.1.2 Equação de Dirac para o STTO

Agora vamos desenvolver o análogo ao formalismo de Dirac para o operador de

translação no espaço-tempo de Minkowski. O hamiltoniano proposto por Dirac (4.22) relaciona

a energia da partícula com seu momento linear a partir das matrizes ³j e ´ e podemos escrevê-lo

da forma:

H = c α ·P+ ´m0c
2 ⇒ H

c
− α ·P = ´m0c, (5.19)

no qual multiplicando ambos os lados por ´ à esquerda e utilizando as definições das matrizes

gamma em (4.38) e (4.39) e do quadri-operador momento em (5.11), temos:

´
H

c
− γ ·P = ´2m0c⇒ µµPµ = m0c. (5.20)

Uma vez que o hamiltoniano de Dirac nos leva à uma formulação covariante da

Mecânica Quântica Relativística e extendendo sua validade ao formalismo do operador de

translação no espaço-tempo de Minkowski, podemos multiplicar a equação (5.9) por µµ à
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esquerda e, utilizando o resultado em (5.20), ficamos com:

iℏµµ∂µÄ(x
µ, xµ(0)) = µµPµÄ(x

µ, xµ(0))

(iℏµµ∂µ − µµPµ)Ä(x
µ, xµ(0)) = 0

(iℏµµ∂µ −m0c)Ä(x
µ, xµ(0)) = 0. (5.21)

Obtemos então uma equação do tipo Dirac para o operador de translação no espaço-

tempo de Minkowski e iremos resolvê-la considerando um elétron (spin 1/2 e autovalor de

energia positiva) na presença de um campo eletromagnético externo. Para isso, utilizaremos o

acoplamento mínimo tal que o quadri-operador momento se torne:

P µ → P µ − e

c
Aµ, (5.22)

onde Aµ é o quadri-potencial cujas componentes se relacionam com o potencial escalar ϕ e o

potencial vetor A do eletromagnetismo:

Aµ = (ϕ,A) . (5.23)

Vamos escrever as componentes do operador de translação tal que Äsup e Äinf sejam as

componentes superiores e inferiores, respectivamente, do bi-spinor relacionado ao operador de

translação em (5.21):

Ä(xµ, xµ(0)) =




Äsup

Äinf



 . (5.24)

Reescrevendo a equação do tipo Dirac (5.21) com o acoplamento mínimo indicado

em (5.22):

[

µµ(Pµ −
e

c
Aµ)−m0c

]




Äsup

Äinf



 = 0

[

µµPµ −
e

c
µµAµ −m0c

]




Äsup

Äinf



 = 0

[

´
H

c
− γ ·P− e

c
´ϕ+

e

c
γ ·A−m0c

]



Äsup

Äinf



 = 0

[
´H − c γ ·P− eϕ´ + e γ ·A−m0c

2
]




Äsup

Äinf



 = 0

[

´H − eϕ´ − c γ ·
(

P− e

c
A
)

−m0c
2
]




Äsup

Äinf



 = 0. (5.25)
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Sejam Π e P o momento cinético e momento canônico, respectivamente, tal que

(Goldstein et al., 2001):

Π = P− e

c
A, (5.26)

e escrevendo explicitamente a expressão (5.25) na forma matricial, temos:







I 0

0 −I



H − eϕ




I 0

0 −I



− c




0 σ

−σ 0



 ·Π−m0c
2




I 0

0 I












Äsup

Äinf



 = 0, (5.27)

na qual operando as multiplicações matriciais e rearranjando os termos obtemos o seguinte

sistema:






HÄsup = eϕÄsup + c σ ·ΠÄinf +m0c
2Äsup,

HÄinf = eϕÄinf + c σ ·ΠÄsup −m0c
2Äinf.

(5.28)

Estamos interessados somente nos autovalores do operador H de energia positiva (a

partícula em estudo é o elétron, as energias negativas estão relacionadas com sua antipartícula, o

pósitron). A partir daqui, vamos considerar o limite não-relativístico, isto é, a energia referente à

massa de repouso é muito maior que as outras energias envolvidas.

Voltamos nossa atenção à segunda equação do sistema (5.28). Nela temos, aproxima-

damente:

HÄinf ≈ m0c
2Äinf = eϕÄinf + c σ ·ΠÄsup −m0c

2Äinf

⇒ (2m0c
2 − eϕ)Äinf = c σ ·ΠÄsup

≈ 2m0c
2Äinf = c σ ·ΠÄsup

⇒ Äinf =
σ ·Π
2m0c

Äsup. (5.29)

Portanto, uma possível solução para o operador de translação com autovalores de

energia positiva é da forma:

Ä(xµ, xµ(0)) = exp

[

− i
ℏ
[E(t− t0)− p · (x− x0)]

]



1

σ·Π
2m0c



 = f(xµ)




1

σ·Π
2m0c



 , (5.30)

na qual reescrevemos a exponencial como f(xµ) para melhor visualização. Substituímos então

a solução encontrada acima na primeira equação do sistema (5.28), aplicando o operador

hamiltoniano e as relações entre as componentes como em (5.29):

HÄsup = iℏ
∂

∂t
exp

[

− i
ℏ
[E(t− t0)− p · (x− x0)]

]

= E f(xµ), (5.31)

eϕÄsup + c σ ·ΠÄinf +m0c
2Äsup =

[

eϕ+
(σ ·Π)2

2m0

+m0c
2

]

f(xµ), (5.32)
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e obtemos que:

E f(xµ) =

[

eϕ+
(σ ·Π)2

2m0

+m0c
2

]

f(xµ), (5.33)

onde podemos trabalhar o termo ao quadrado dentro dos parênteses utilizando a seguinte relação

(Barcelos Neto, 2010):

(σ ·Π)2 = (σ ·Π)(σ ·Π)

= Π ·Π+ iσ · (Π×Π)

=
(

P− e

c
A
)2

+ iσ ·
[(

P− e

c
A
)

×
(

P− e

c
A
)]

=
(

P− e

c
A
)2

+ iσ ·
[

P×P− e

c
(P×A+A×P) +

e2

c2
A2

]

. (5.34)

O último termo do parênteses acima, por ser da ordem 1/c2, é muito pequeno e

portanto será negligenciado. O primeiro termo dos parênteses, ao aplicá-lo na expressão indicada

em (5.33), é nulo devido às propriedades vetoriais do rotacional do gradiente (Butkov, 1978):

P× [P f(xµ)] = −ℏ2∇× [∇f(xµ)] = 0. (5.35)

Agora vamos calcular o restante dos termos de (5.34) dentros dos parênteses.

Considerando um campo magnético B homogêneo e fraco temos (Jackson, 1999):

B = ∇×A, (5.36)

A =
1

2
B×X, (5.37)

além de levar em conta o gauge de Coulomb tal que (Jackson, 1999):

∇ ·A = 0, (5.38)

e, portanto, utilizando o operador momento (3.30), aplicando a regra da cadeia e utilizando a

definição do campo magnético a partir do potencial vetor como indicado em (5.36) temos:

(P×A+A×P) f(xµ) = −iℏ∇× [f(xµ)A]− iℏA× [∇f(xµ)]

= −iℏ
{

f(xµ)(∇×A) + [∇f(xµ)]×A+A× [∇f(xµ)]

}

= −iℏ f(xµ)(∇×A)

= −iℏ f(xµ)B, (5.39)

onde vemos que os dois últimos termos entre as chaves acima se anularam devido às propriedades

do produto vetorial. Por fim, calculamos o termo restante em (5.34), novamente negligenciando
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os termos de ordem 1/c2:

(

P− e

c
A
)2

f(xµ) =

[

P2 − e

c
(A ·P+P ·A) +

e2

c2
A2

]

f(xµ)

≈
[

P2 − e

c
(A ·P+P ·A)

]

f(xµ). (5.40)

Tomando apenas o segundo termo da chave acima, temos então, sabendo que o

operador momento angular L = X×P (Tannoudji et al., 2019):

(A ·P+P ·A)f(xµ) = −iℏ
{

A · [∇f(xµ)] +∇ · [Af(xµ)]
}

= −iℏ
{

A · [∇f(xµ)] + (∇ ·A)f(xµ) +A · [∇f(xµ)]

}

, (5.41)

na qual, utilizando a definição do potencial vetor em termos do campo magnético e do operador

posição como indicado em (5.37) e o gauge estabelecido em (5.38), vemos que:

(A ·P+P ·A)f(xµ) = −2iℏA · [∇f(xµ)]

= 2(A ·P)f(xµ)

= 2

[
1

2
(B×X) ·P

]

f(xµ)

= [B · (X×P)] f(xµ)

= (B · L)f(xµ). (5.42)

As matrizes de spin 1/2 podem ser escritas em termos das matrizes de Pauli (4.32),

(4.33) e (4.34), tal que (Griffiths, 2018):

S =
ℏ

2
σ, (5.43)

e, finalmente, unindo os resultados encontrados em (5.35), (5.39) e (5.42) na equação (5.33) e

sabendo que o autovalor de energia E é igual à energia da massa de repouso mais um termo ϵ,

temos, após aplicar os operadores corretamente:

E f(xµ) =

{

eϕ+
1

2m0

[

P2 − e

c
(B · L)− ie

c
(−iℏ)σ ·B

]

+m0c
2

}

f(xµ)

(m0c
2 + ϵ) f(xµ) =

{

eϕ+
P2

2m0

− e

2m0c
(B · L)− e

m0c

(
ℏ

2
σ

)

·B+m0c
2

}

f(xµ)

=

{

eϕ+
P2

2m0

− e

2m0c
(L+ 2S) ·B+m0c

2

}

f(xµ). (5.44)

Ao comparar ambos os lados da expressão acima obtemos uma equação do tipo Pauli

(Berestetskii et al., 1971) tal que:

ϵ =
P2

2m0

+ eϕ− e

2m0c
(L+ 2S) ·B, (5.45)
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na qual identificamos os termos devido à energia cinética, à energia potencial e à energia de

acoplamento spin-órbita onde é possível verificar o valor correto da razão giromagnética do

elétron e o fator de Landè g = 2 devido à interação do seu momento magnético com o campo

eletromagnético externo (Gross, 1993).

5.2 Operador de Translação Dependente da Posição para o Espaço-Tempo

Introduziremos nesta secção o Operador de Translação Dependente da Posição

para o Espaço-Tempo (do inglês Space-Time Position Dependent Translation Operator ou,

abreviadamente, PDTO-ST). Desejamos que o tensor de métrica seja dependente da posição

xµ, isto é, gαβ = gαβ(x
µ). Como no espaço-tempo de Minkowski usual a métrica é diagonal,

conservaremos esta propriedade do tensor de métrica, logo gαβ ̸= 0 se ³ = ´ e gαβ = 0 se

³ ̸= ´. O operador de translação infinitesimal ÄΥ(dxµ) atuará em um ket de posição tal que:

ÄΥ(dx
µ) |xµð =

∣
∣xµ + |gµµ(xµ)|−1/2 dxµ

〉
, (5.46)

no qual, neste caso, os índices repetidos não indicam soma implícita e sim apenas que a métrica

é diagonal e como serão afetadas as coordenadas ct, x, y, z ao realizar a translação. Desta

forma, as componentes do tensor de métrica dependerão apenas da coordenada relativa à elas

(g00 = g00(ct), g11 = g11(x) e assim em diante). Analogamente ao que foi calculado em (1.2),

iremos expandir a função |gµµ(xµ)|−1/2 em série até termos de primeira ordem:

|gµµ(xµ)|−1/2 ≈ 1 + Υµxµ, (5.47)

onde os índices repetidos não indicam soma e sim a qual variável estamos nos referindo. Devido

ao termo da raiz quadrada ser definido positivo (pois estamos interessados em translações entre

coordenadas reais), vemos que:

1 + Υµxµ > 0⇒ xµ > − 1

Υµ
. (5.48)

Ou seja, nesse espaço-tempo, a coordenadaxµ está restrita ao intervalo (−1/Υµ,+∞).

Veja que, ao tomarmos o limite Υµ → 0 pela direita (isto é, valores não-negativos de Υµ)

retornamos ao domínio da métrica de Minkowski usual (−∞,+∞). Deste modo, a atuação do

operador de translação em questão (5.46) em um ket de posição do sistema agora seja:

ÄΥ(dx
µ) |xµð = |xµ + (1 + Υµxµ) dxµð , (5.49)
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e, analogamente ao argumento utilizado para operador de translação na métrica de Minkowski

usual, iremos considerar execuções passivas, tal que:

ÄΥ(dx
µ)È(xµ) = È(xµ + (1 + Υµxµ) dxµ). (5.50)

Seja então (PΥ)µ o quadri-operador momento modificado. Tal qual (5.3), introduzi-

mos o operador de translação infinitesimal no espaço-tempo tempo de Minkowski modificado:

ÄΥ(dx
µ) = I− i

ℏ
(PΥ)µdx

µ, (5.51)

onde observe que, ao tomar o limite dxµ → 0, o operador de reduz à unidade inalterando o

sistema. Todavia, contrário aos outros operadores de translação ou evolução apresentados neste

trabalho, o operador de translação agora apresentado não é mais aditivo. A partir de (5.47) é

possível estabelecer o módulo das componentes do tensor de métrica, tal que:

|gµµ(xµ)| =
1

(1 + Υµxµ)2
, (5.52)

e, uma vez que ao tomar o limite Υµ → 0 devemos retornar à métrica usual de Minkowski e para

que o tensor de métrica continue a obedecer a propriedade indicada em (2.11), devemos ter:

g00(ct) =
1

(1 + Υ0ct)2
⇒ g00(ct) = (1 + Υ0ct)2, (5.53)

g11(x) = − 1

(1 + Υ1x)2
⇒ g11(x) = −(1 + Υ1x)2, (5.54)

g22(y) = − 1

(1 + Υ2y)2
⇒ g22(y) = −(1 + Υ2y)2, (5.55)

g33(z) = − 1

(1 + Υ3z)2
⇒ g33(z) = −(1 + Υ3z)2, (5.56)

tal que o deslocamento quadrado conforme (2.9) nesse espaço-tempo é da forma:

ds2 =
1

(1 + Υ0ct)2
c2 dt2 − 1

(1 + Υ1x)2
dx2 − 1

(1 + Υ2y)2
dy2 − 1

(1 + Υ3z)2
dz2. (5.57)

Além disso, o termo
√−g, onde g é o determinante do tensor de métrica, que será

muito importante para calcular as derivadas e integrais presentes neste formalismo e pode ser

escrito como:

√−g = √−g00 g11 g22 g33. (5.58)

Agora vamos calcular a forma do quadri-operador momento modificado (PΥ)µ na

representação de posição. De modo análogo ao que fizemos para obter (5.14) considerando
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execuções passivas, começamos aplicando o operador na forma (5.51) em um estado arbitrário e

utilizamos as relações de completeza (5.12) e de ortogonalidade (5.13):
[

I− i

ℏ
(PΥ)µ∆x

µ

]

|Èð =

∫

d4x
√−g ÄΥ(∆xν) |xνð ïxν |Èð

=

∫

d4x
√−g |xν + (1 + Υνxν)∆xνð ïxν |Èð

=

∫

d4x
√−g |xνð ïxν + (1 + Υνxν)∆xν |Èð

=

∫

d4x
√−g |xνð

[

ïxν |Èð+ (1 + Υνxν)∆xν
∂

∂xν
ïxν |Èð

]

, (5.59)

onde, ao aplicarmos ïxµ| pela esquerda na expressão acima, ficamos com:
(

I− i

ℏ
(PΥ)µ∆x

µ

)

ïxµ|Èð =

∫

d4x
√−g ïxµ|xνð

[

ïxν |Èð+ (1 + Υνxν)∆xν
∂

∂xν
ïxν |Èð

]

=

∫

d4x ¶(xµ − xν)
[

ïxν |Èð+ (1 + Υνxν)∆xν
∂

∂xν
ïxν |Èð

]

,(5.60)

e, finalmente, de acordo com a função delta de Dirac em (3.12), temos que:
(

I− i

ℏ
(PΥ)µ∆x

µ

)

ïxµ|Èð = ïxµ|Èð+ (1 + Υµxµ)∆xµ
∂

∂xµ
ïxµ|Èð . (5.61)

Logo, comparando os lados da expressão obtida em (5.61) obtemos que o quadri-

operador momento modificado na representação de posição na métrica do PDTO para o

espaço-tempo de Minkowski deve ser:

(PΥ)µ ≡ iℏ(1 + Υµxµ)
∂

∂xµ
= iℏ(1 + Υµxµ)∂µ, (5.62)

onde, novamente, os índices repetidos não indicam soma mas apenas a que coordenada estamos

trabalhando. Observe que, ao tomar Υµ → 0 retornamos à forma já conhecida do quadri-operador

momento obtida anteriormente em (5.11). Para melhor visualização, vamos definir o seguinte

operador diferencial Dµ, tal que o quadri-operador momento modificado possa ser escrito como:

Dµ ≡ (1 + Υµxµ)∂µ ⇒ (PΥ)µ = iℏDµ. (5.63)

De modo a simplificar os cálculos, utilizaremos a partir daqui apenas a coordenada

temporal ct e uma coordenada espacial (por exemplo, escolhemos apenas x). Dessa forma,

utilizando a expressão covariante obtida em (5.62), os operadores hamiltoniano e momento

modificados serão:

HΥ

c
= iℏ(1 + Υ0ct)

∂

∂ct
, (5.64)

PΥ = −iℏ(1 + Υ1x)
∂

∂x
. (5.65)
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5.3 Equação de Klein-Gordon Modificada

O principal interesse deste estudo é obter a solução da equação de Klein-Gordon

para a métrica modificada escolhida e, portanto, vamos determinar a forma dessa equação com

os operadores modificados indicados em (5.63). Aplicamos então o quadri-operador momento

contraído com ele mesmo em ambos os lados de uma função de onda arbitrária È(xµ). Uma

vez que, com a definição do quadri-momento a partir da quadri-velocidade, a contração dessas

grandezas já foi indicada em (2.29), então:

(PΥ)µ(PΥ)
µ È(xµ) = m2

0c
2 È(xµ)

(iℏ)2DµD
µ È(xµ) = m2

0c
2 È(xµ)

(

DµD
µ +

m2
0c

2

ℏ2

)

È(xµ) = 0, (5.66)

e obtemos a equação de Klein-Gordon modificada desejada. Agora precisamos calcular como

será o operador resultante da contração de Dµ com ele mesmo. Logo, temos:

DµD
µ = D0D

0 +D1D
1

= |g00|−1/2 ∂0 (|g00|−1/2 ∂0) + |g11|−1/2 ∂1 (|g11|−1/2 ∂1)

= |g00|−1/2 |g11|−1/2 ∂0 (|g00|−1/2 |g11|1/2 ∂0) + |g11|−1/2 |g00|−1/2∂1 (|g11|−1/2 |g00|1/2 ∂1)

=
1√−g

[
∂0 (|g00|−1/2 |g11|1/2 g00 ∂0) + ∂1 (|g11|−1/2 |g00|1/2 g11 ∂1)

]

=
1√−g

[
∂0 (|g00|1/2 |g11|1/2 g00 ∂0) + ∂1 (|g11|1/2 |g00|1/2 g11 ∂1)

]

=
1√−g

[
∂0 (
√−g g00 ∂0) + ∂1 (

√−g g11 ∂1)
]
, (5.67)

no qual este é o conhecido operador de Laplace-Beltrami (Gneiting et al., 2013). Substituíndo as

expressões em (5.53), (5.54) e (5.58) apenas com as coordenadas ct e x ficamos com:

DµD
µ = (1 + Υ0ct)(1 + Υ1x)

[
1

c2
∂

∂t

(
1 + Υ0ct

1 + Υ1x

∂

∂t

)

− ∂

∂x

(
1 + Υ1x

1 + Υ0ct

∂

∂x

)]

=
1

c2
(1 + Υ0ct)

∂

∂t

[

(1 + Υ0ct)
∂

∂t

]

− (1 + Υ1x)
∂

∂x

[

(1 + Υ1x)
∂

∂x

]

, (5.68)

e note que, ao tomarmos Υµ → 0 (e se tivessemos considerado também as coordenadas y e z),

recuperamos o operador D’Alambertiano como indicado em (4.6). Substituindo então o operador

encontrado em (5.68) na equação de Klein-Gordon modificada obtida em (5.66) obtemos que:

{
1

c2
(1+Υ0ct)

∂

∂t

[

(1 + Υ0ct)
∂

∂t

]

−(1+Υ1x)
∂

∂x

[

(1 + Υ1x)
∂

∂x

]

+
m2

0c
2

ℏ2

}

È(xµ) = 0. (5.69)
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Note que, ao tomarmos Υµ → 0 na expressão acima, retornamos à equação de

Klein-Gordon (4.5) na métrica de Minkowski usual. Contudo, a equação diferencial (5.69) é

arduamente difícil de ser resolvida da forma como está apresentada. Para facilitar, propomos

então uma mudança de variável tal que (Costa Filho et al., 2013):

¸µ(xµ) ≡
∫

|gµµ(xµ)|1/2dxµ =

∫
1

1 + Υµxµ
dxµ ⇒ ¸µ(xµ) =

ln(1 + Υµxµ)

Υµ
, (5.70)

na qual os índices repetidos não indicam soma mas sim a qual variável (ct, x, y ou z) estamos

nos referindo. Dessa forma obtemos:

¸0(ct) =
ln(1 + Υ0ct)

Υ0
⇒ d¸0 =

1

(1 + Υ0ct)
c dt, (5.71)

¸1(x) =
ln(1 + Υ1x)

Υ1
⇒ d¸1 =

1

(1 + Υ1x)
dx, (5.72)

onde, utilizando a regra da cadeira e as expressões obtidas em (5.71) e em (5.72), vemos que:

∂

∂ct
=

∂¸0

∂ct

∂

∂¸0
=

1

(1 + Υ0ct)

∂

∂¸0
, (5.73)

∂

∂x
=

∂¸1

∂x

∂

∂¸1
=

1

(1 + Υ1x)

∂

∂¸1
, (5.74)

e, finalmente, substituindo os resultados acima em (5.69) obtemos uma equação de Klein-Gordon

usual conforme (4.5) mas agora em termos da variável ¸µ:
[

∂2

∂(¸0)2
− ∂2

∂(¸1)2
+
m2

0c
2

ℏ2

]

È(¸µ) = 0, (5.75)

tal que o operador diferencial Dµ (apenas para µ = 0 e µ = 1) possa ser escrito da forma:

Dµ =

(
∂

∂¸0
,− ∂

∂¸1

)

. (5.76)

Observe também que, ao inserir os resultados de (5.71) e (5.72) no deslocamento

quadrado modificado obtido em (5.57), retornamos à uma métrica usual do espaço-tempo de

Minkowski na variável ¸µ (considerando apenas as coordenadas previamente escolhidas ct e x):

ds2 = (d¸0)2 − (d¸1)2. (5.77)

Os operadores modificados hamiltoniano (5.64) e momento (5.65) também podem

ser reescritos empregando as expressões em (5.73), (5.74) e (5.70), respectivamente, da forma:

HΥ

c
= iℏ(1 + Υ0ct)

∂¸0

∂ct

∂

∂¸0
= iℏ

∂

∂¸0
, (5.78)

PΥ = −iℏ(1 + Υ1x)
∂¸1

∂x

∂

∂¸1
= −iℏ ∂

∂¸1
. (5.79)
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Agora buscamos uma solução para a equação de Klein-Gordon encontrada em (5.75).

Baseada na solução (4.7) previamente obtida para o espaço-tempo de Minkowski com métrica

usual, propomos uma solução em função das variáveis ¸µ tal que:

È(¸µ) = exp

[

− i
ℏ
Pµ¸

µ

]

= exp

[

− i
ℏ

(
E

c
¸0 − p ¸1

)]

, (5.80)

na qual note que, ao aplicarmos os operadores hamiltoniano (5.78) e momento (5.79) modificados

na função de onda (5.80) obtemos os autovalores de energia e momento:

HΥ

c
È(¸µ) = iℏ

∂

∂¸0
exp

[

− i
ℏ

(
E

c
¸0 − p ¸1

)]

=
E

c
È(¸µ), (5.81)

PΥ È(¸
µ) = −iℏ ∂

∂¸1
exp

[

− i
ℏ

(
E

c
¸0 − p ¸1

)]

= p È(¸µ). (5.82)

Podemos também reescrever a função de onda (5.80) agora em termos das variáveis

xµ utilizando a transformação indicada em (5.70). Ficamos então com:

È(xµ) = exp

[

− i
ℏ

(
E

c

ln(1 + Υ0ct)

Υ0
− p ln(1 + Υ1x)

Υ1

)]

, (5.83)

e, aplicando os operadores hamiltoniano (5.64) e momento (5.65) modificados (agora explicita-

mente com a dependência do fator Υµ e as derivadas em relação às variáveis ct e x), obtemos a

mesma relação dos autovalores:

iℏ(1 + Υ0ct)
∂

∂ct
exp

[

− i
ℏ

(
E

c

ln(1 + Υ0ct)

Υ0
− p ln(1 + Υ1x)

Υ1

)]

=
E

c
È(xµ), (5.84)

−iℏ(1 + Υ1x)
∂

∂x
exp

[

− i
ℏ

(
E

c

ln(1 + Υ0ct)

Υ0
− p ln(1 + Υ1x)

Υ1

)]

= p È(xµ). (5.85)

De posse então da função de onda (5.83) e da equação diferencial parcial obtida em

(5.69) para o espaço-tempo em estudo, vamos desenvolver as derivadas separadamente tal que:

1

c2
(1 + Υ0ct)

∂

∂t

[

(1 + Υ0ct)
∂

∂t

]

È(xµ) =

(

− E2

c2ℏ2

)

È(xµ), (5.86)

(1 + Υ1x)
∂

∂x

[

(1 + Υ1x)
∂

∂x

]

È(xµ) =

(

−p
2

ℏ2

)

È(xµ). (5.87)

Juntando os resultados obtidos em (5.86) e em (5.87) na equação de Klein-Gordon

modificada (5.69) temos enfim que:

{(

− E2

c2ℏ2

)

+

(
p2

ℏ2

)

+
m2

0c
2

ℏ2

}

exp

[

− i
ℏ

(
E

c

ln(1 + Υ0ct)

Υ0
− p ln(1 + Υ1x)

Υ1

)]

= 0, (5.88)

e, uma vez que a exponencial não se anula, devemos ter então que os termos entre as chaves

acima sejam iguais a zero e obtemos por fim que a relação energia-momento (agora somente
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com o autovalor de momento p referente à única coordenada espacial inicialmente escolhida) é

inalterada tal que E2 = p2c2 +m2
0c

4. Esta relação apenas é válida no domínio (−1/Υµ,+∞)

inicialmente especificado para as coordenadas xµ. Em termos da variável ¸µ, todavia, sua

validade é extendida a todo o espaço-tempo (−∞,+∞).

5.3.1 Limite Não-Relativístico

Vamos analisar o limite não-relativístico da equação de Klein-Gordon modificada

(5.75). Para isso, trabalharemos na variável ¸µ por facilidade. A função de onda (5.80) pode ser

quebrada em duas partes. Vamos impor que a energia E possa ser separada em termos de uma

energia E ′ e da energia de repouso m0c
2, tal que:

È(¸µ) = exp

[

− i
ℏ

(
E

c
¸0 − p ¸1

)]

= exp

[

− i
ℏ

(
E ′ +m0c

2

c
¸0 − p ¸1

)]

= exp

[

− i
ℏ

(
E ′

c
¸0 − p ¸1

)]

exp

(

− i
ℏ
m0c ¸

0

)

= ϕ(¸µ) exp

(

− i
ℏ
m0c ¸

0

)

. (5.89)

No limite não-relativístico a energia de repouso é muito maior que qualquer outro

termo de energia considerado, de forma que:

∣
∣
∣
∣
iℏ
∂ϕ

∂¸0

∣
∣
∣
∣
≈ E ′

c
ϕj m0c

2ϕ. (5.90)

Para inserir a aproximação não-relativística na equação de Klein-Gordon modificada

devemos derivar (5.89) em relação à variável ¸0 e ficamos com:

∂È

∂¸0
=

(
∂ϕ

∂¸0
− i

ℏ
m0c ϕ

)

exp

(

− i
ℏ
m0c ¸

0

)

, (5.91)

na qual derivando novamente a expressão acima em relação a ¸0 e utilizando a aproximação

indicada em (5.90) temos que:

∂2È

∂(¸0)2
=

[
∂2ϕ

∂(¸0)2
− 2i

ℏ
m0c

∂ϕ

∂¸0
− m2

0c
2

ℏ2
ϕ

]

exp

(

− i
ℏ
m0c ¸

0

)

≈
[

−2i

ℏ
m0c

∂ϕ

∂¸0
− m2

0c
2

ℏ2
ϕ

]

exp

(

− i
ℏ
m0c ¸

0

)

. (5.92)
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Inserindo o resultado (5.92) na equação de Klein-Gordon modificada (5.75) temos:
[

∂2

∂(¸0)2
− ∂2

∂(¸1)2
+
m2

0c
2

ℏ2

]

È = 0

[

−2i

ℏ
m0c

∂ϕ

∂¸0
− m2

0c
2

ℏ2
ϕ− ∂2ϕ

∂(¸1)2
+
m2

0c
2

ℏ2
ϕ

]

exp

(

− i
ℏ
m0c ¸

0

)

= 0

[

−2i

ℏ
m0c

∂ϕ

∂¸0
− ∂2ϕ

∂(¸1)2

]

exp

(

− i
ℏ
m0c ¸

0

)

= 0, (5.93)

e, uma vez que a exponencial não se anula, temos que o termo entre parânteses deve ser igual a

zero e obtemos uma equação do tipo Schrödinger:

−2i

ℏ
m0c

∂ϕ

∂¸0
− ∂2ϕ

∂(¸1)2
= 0⇒ iℏ

∂ϕ

∂¸0
= − ℏ

2

2m0c

∂2ϕ

∂(¸1)2
. (5.94)

na qual, transformando os operadores diferenciais em (5.94) da variável ¸µ para a variável xµ

utilizando (5.73) e (5.74):

iℏ(1 + Υ0ct)
∂ϕ

∂ct
= − ℏ

2

2m0c
(1 + Υ1x)

∂

∂x

[

(1 + Υ1x)
∂

∂x

]

ϕ. (5.95)

Contudo, lembrando que para o formalismo de Schrödinger o tempo não é uma

coordenada e sim um parâmetro, tal que a mudança de variável indicada em (5.70) não faz mais

sentido para µ = 0. Dessa forma, tomando Υ0 → 0 recuperamos a equação de Schrödinger

modificada (Costa Filho et al., 2013):

iℏ
∂ϕ

∂t
= − ℏ

2

2m0

(1 + Υ1x)
∂

∂x

[

(1 + Υ1x)
∂

∂x

]

ϕ. (5.96)

5.3.2 Densidade e Corrente de Probabilidade para a Equação de Klein-Gordon Modificada

Por fim, iremos calcular a forma da equação da continuidade para a equação de

Klein-Gordon modificada. Para tal, tomaremos seu complexo conjugado:
(

DµD
µ +

m2
0c

2

ℏ2

)

È∗ = 0, (5.97)

e multiplicaremos (5.66) por È∗ e (5.97) por È, ambas à esquerda, e subtraímos as equações

resultantes, tal que:

È∗DµD
µÈ − ÈDµD

µÈ∗ = Dµ(È
∗DµÈ − ÈDµÈ∗) = 0, (5.98)

e, visto que estamos trabalhando com a variável ¸µ apenas com as coordenadas temporal e uma

espacial e de acordo com (5.76), ficamos com:

∂

∂¸0

(

È∗ ∂

∂¸0
È − È ∂

∂¸0
È∗

)

+
∂

∂¸1

(

È
∂

∂¸1
È∗ − È∗ ∂

∂¸1
È

)

= 0, (5.99)
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onde, transformando tudo em termos da variável xµ utilizando (5.73) e (5.74), obtemos:

1

c2
(1 + Υ0ct)

∂

∂t

[

È∗(1 + Υ0ct)
∂

∂t
È − È(1 + Υ0ct)

∂

∂t
È∗

]

+

+(1 + Υ1x)
∂

∂x

[

È(1 + Υ1x)
∂

∂x
È∗ − È∗(1 + Υ1x)

∂

∂x
È

]

= 0. (5.100)

Uma vez que a equação da continuidade deverá retornar à forma já obtida em (4.16)

para a equação de Klein-Gordon com métrica de Minkowski usual quando Υµ → 0, então

multiplicaremos (5.100) por iℏ/2m0 e dividiremos esta mesma equação por (1+Υ0ct)(1+Υ1x),

tal que:

∂

∂t

{
iℏ

2m0c2(1 + Υ1x)

[

È∗(1 + Υ0ct)
∂

∂t
È − È(1 + Υ0ct)

∂

∂t
È∗

]}

+

+
∂

∂x

{
iℏ

2m0(1 + Υ0ct)

[

È(1 + Υ1x)
∂

∂x
È∗ − È∗(1 + Υ1x)

∂

∂x
È

]}

= 0, (5.101)

na qual finalmente obtemos as grandezas Ä e J (esta última é apenas a componente relativa à

variável x) para a equação de Klein-Gordon modificada:

ÄKGM =
iℏ

2m0c2
1 + Υ0ct

1 + Υ1x

[

È∗ ∂

∂t
È − È ∂

∂t
È∗

]

, (5.102)

JKGM = − iℏ

2m0

1 + Υ1x

1 + Υ0ct

[

È∗ ∂

∂x
È − È ∂

∂x
È∗

]

, (5.103)

e percebemos que, ao tomar Υµ → 0, retornamos às mesmas grandezas calculadas anteriormente

para a métrica de Minkowski usual em (4.19) e em (4.20). Contudo, da mesma forma que antes,

a equação de Klein-Gordon modificada (5.66) continua sendo uma equação de segunda ordem

no tempo e, devido aos possíveis valores da função de onda e de sua derivada temporal em um

instante t qualquer, não podemos interpretar (5.102) como uma densidade de probabilidade, pois

esta também não é definida positiva.

5.4 Equação de Dirac Modificada

Dando continuidade ao estudo das equações presentes na Mecânica Quântica Relati-

vística, é natural que busquemos obter a equação de Dirac para a métrica modificada escolhida.

Conforme vimos anteriormente, a forma da relação energia-momento é mantida para o espaço-

tempo de Minkowski em estudo, válida no intervalo (−1/Υµ,+∞) se estivermos trabalhando

com as coordenadas xµ. Dessa forma, o hamiltoniano (4.22) proposto por Dirac, bem como as

matrizes ³i (4.30) e ´ (4.31), continuam adequados para este formalismo em desenvolvimento.
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Inserimos então os operadores hamiltoniano (5.64) e momento (5.65) modificados

na expressão indicada por Dirac aplicada à função de onda, tal que:

{
HΥ

c
−α ·PΥ − ´m0c

}

Ψ(xµ) = 0

{

iℏ

[

(1 + Υ0ct)
∂

∂ct
+ (1 + Υixi)³i ∂

∂xi

]

− ´m0c

}

Ψ(xµ) = 0, (5.104)

na qual, multiplicando por ´ pela esquerda, temos que:

{

iℏ

[

(1 + Υ0ct)´
∂

∂ct
+ (1 + Υixi)µi

∂

∂xi

]

−m0c

}

Ψ(xµ) = 0

{

iℏ(1 + Υµxµ)µµ∂µ −m0c

}

Ψ(xµ) = 0, (5.105)

e obtemos a equação de Dirac modificada desejada. Observe que, ao tomarmos Υµ → 0,

retornamos à equação de Dirac na métrica de Minkowski usual (4.37). Aqui, contudo, requeremos

uma atenção na notação. A contração dos índices para indicar somatório implícito está

acontecendo no termo µµ∂µ onde temos presentes as matrizes gamma de Dirac e a derivada

parcial em relação a coordenada xµ. O termo (1+Υµxµ) acompanha essa contração, mas apenas

para indicar a qual coordenada estaremos nos referindo após realizar o somatório. Em outras

palavras, a equação de Dirac modificada aberta explicitamente (apenas para as coordenadas ct e

x) pode ser vista como:

{

iℏ

[

(1 + Υ0ct)´
∂

∂ct
+ (1 + Υ1x)µ1

∂

∂x

]

−m0c

}

Ψ(xµ) = 0. (5.106)

Note ainda que, se fizermos uso do operador diferencial modificado (5.63) na

expressão obtida em (5.105), retornamos à forma original da equação de Dirac mas agora em

termos das coordenadas ¸µ:

(iℏµµDµ −m0c)Ψ(¸µ) = 0. (5.107)

Da mesma forma que calculamos para a métrica de Minkowski usual, elevaremos ao

quadrado a equação de Dirac modificada (5.106), tomando o complexo conjugado, tal que:

{

iℏ(1 + Υµxµ)µµ∂µ −m0c

}{

− iℏ(1 + Υνxν)µν∂ν −m0c

}

Ψ = 0

{

ℏ
2µµµν(1 + Υµxµ)∂µ [(1 + Υνxν)∂ν ] +m2

0c
2

}

Ψ = 0, (5.108)

onde cancelamos os termos do tipo ± iℏm0c (1 + Υµxµ) µµ∂µ devido ao somatório implícito.

Além disso, foi possível agrupar o termo µµµν entre as chaves acima pois se tratam de matrizes
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com componentes numéricas. Dividiremos a equação (5.108) por ℏ2 e, em seguida, podemos

utilizar o operador diferencial modificado (5.63), obtendo então:
{

µµµν(1 + Υµxµ)∂µ [(1 + Υνxν)∂ν ] +
m2

0c
2

ℏ2

}

Ψ =

(

µµµνDµDν +
m2

0c
2

ℏ2

)

Ψ = 0. (5.109)

Por fim, basta tomar o procedimento análogo à (4.44), onde relacionamos a antico-

mutação das matrizes gamma de Dirac com os componentes do tensor de métrica, de forma

que:
(

µµµνDµDν +
m2

0c
2

ℏ2

)

Ψ =

(

gµνDµDν +
m2

0c
2

ℏ2

)

Ψ =

(

DµD
µ +

m2
0c

2

ℏ2

)

Ψ = 0, (5.110)

e obtemos uma equação do tipo Klein-Gordon similar à expressão encontrada anteriormente em

(5.66). Aqui, entretanto, a função de onda Ψ é novamente um bi-spinor, ou seja, uma matriz de

uma única coluna e quatro linhas, onde a equação de Klein-Gordon (5.110) está sendo aplicada a

cada uma dessas componentes.

Analogamente ao que fizemos para a equação de Klein-Gordon modificada, aponta-

remos a solução da equação de Dirac modificada nas coordenadas ¸µ pois esta possui a mesma

forma da equação de Dirac na métrica usual de Minkowski e, utilizando as relações (5.71)

e (5.72), encontraremos a solução em termos das coordenadas xµ. Uma vez que a relação

energia-momento continua válida nos basearemos nas soluções (4.46) e (4.47) previamente

encontradas. Sejam então P 0 = +
√

p2 +m2
0c

2 e Ç(±) dois spinores linearmente independentes

de duas componentes cada, as soluções da equação de Dirac modificada (5.107) nas coordenadas

xµ é da forma:

Ψ(+)(xµ) = exp

{

− i

ℏ

[

P 0 ln(1 + Υ0ct)

Υ0
− p ln(1 + Υ1x)

Υ1

]}



Ç(+)

p
m0c+P 0 Ã

1 Ç(+)



 , (5.111)

Ψ(−)(xµ) = exp

{
i

ℏ

[

P 0 ln(1 + Υ0ct)

Υ0
− p ln(1 + Υ1x)

Υ1

]}




p
m0c+P 0 Ã

1 Ç(−)

Ç(−)



 , (5.112)

nas quais, de forma similar ao que acontencia para a métrica de Minkowski usual, essas soluções

se referem, respectivamente, às componentes de energia positiva (5.111) e de energia negativa

(5.112), considerando tanto as projeções up e down para partículas de spin 1/2.

5.4.1 Densidade e Corrente de Probabilidade para a Equação de Dirac Modificada

Por fim, nos resta entender a interpretação probabilística da função de onda para

a equação de Dirac modificada. Para isso, tomemos a expressão (5.107) e o seu complexo
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transposto e conjugado, considerando apenas as coordenadas ¸0 e ¸1, tal que:

(

iℏ ´
∂

∂¸0
+ iℏ µ1

∂

∂¸1
−m0c

)

Ψ = 0, (5.113)
(

−iℏ ´ ∂

∂¸0
− iℏ µ1 ∂

∂¸1
−m0c

)

Ψ = 0. (5.114)

Multiplicamos então ambas as expressões acima por ´ e, em seguida, multiplicamos

(5.113) por Ψ e (5.114) por Ψ, ambas à esquerda. Obtemos então:

iℏ Ψ ∂Ψ

∂¸0
+ iℏ Ψ ³1 ∂Ψ

∂¸1
= m0c Ψ

 Ψ, (5.115)

−iℏ Ψ
∂Ψ 

∂¸0
− iℏ Ψ³1∂Ψ

 

∂¸1
= m0c ΨΨ , (5.116)

onde, subtraindo as expressões encontradas, ficamos com:

(

Ψ ∂Ψ

∂¸0
+Ψ

∂Ψ 

∂¸0

)

+

(

Ψ ³1 ∂Ψ

∂¸1
+Ψ³1∂Ψ

 

∂¸1

)

=
∂

∂¸0
(Ψ Ψ) +

∂

∂¸1
(Ψ ³1Ψ) = 0.(5.117)

Transformando em termos da variável xµ utilizando (5.73) e (5.74), temos que:

(1 + Υ0ct)
∂

∂ct
(Ψ Ψ) + (1 + Υ1x)

∂

∂x
(Ψ ³1Ψ) = 0, (5.118)

no qual dividimos a expressão acima por (1 + Υ0ct)(1 + Υ1x) e obtemos uma equação da

continuidade:

∂

∂t

[
Ψ Ψ

(1 + Υ1x)

]

+
∂

∂x

[
Ψ c ³1Ψ

(1 + Υ0ct)

]

= 0. (5.119)

Reconhecemos então a densidade e a corrente (esta apenas para a componente relativa

à coordenada x) de probabilidade para a equação de Dirac modificada:

ÄDM =
Ψ Ψ

(1 + Υ1x)
, (5.120)

JDM =
Ψ c ³1Ψ

(1 + Υ0ct)
. (5.121)

Note que, se fizermos Υµ → 0 nas expressões acima, retornamos à densidade (4.58)

e corrente (4.59) de probabilidade calculadas anteriormente para a métrica de Minkowski usual.

Observe também que a grandeza obtida em (5.120) é definida positiva pois tanto o produto Ψ Ψ

como o termo 1 + Υµxµ são positivos, conforme nossas considerações iniciais do formalismo

(5.48). Portanto, essa grandeza pode ser interpretada corretamente como uma densidade de

probabilidade. Além disso, vemos a dependência da coordenada de posição na densidade e da

coordenada temporal na corrente.
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6 PARTÍCULA DE SPIN 1/2 EM UMA CAIXA UNIDIMENSIONAL

Neste capítulo resolveremos o problema de um elétron confinado em um poço de

potencial infinito sob a ótica da equação de Dirac modificada. Seremos capazes de relacionar

as componentes superiores e inferiores do bi-spinor solução. Posteriormente, iremos supor

que o fluxo de probabilidade nas paredes do poço é nulo, o que nos garantirá uma condição

de contorno apropriada. A partir disso, encontraremos uma equação transcendental que estará

relacionada com o comprimento de onda Compton e que nos retornará a já conhecida relação

energia-momento para a partícula relativística. Em seguida, tomando o limite não-relativístico,

calcularemos os níveis de energia discretos da partícula dentro do poço, os quais dependerão do

parâmetro Υ1, uma vez que estamos considerando apenas o eixo de coordenadas x.

6.1 Solução do Problema Proposto

Inicialmente, temos um elétron confinado dentro de uma caixa unidimensional de

comprimento a, limitada por uma barreira de potencial infinito em x = 0 e x = a, de forma que

o potencial em função da coordenada x é tal que:

Figura 4 –Poço de potencial infinito com um elétron
confinado em seu interior.

Fonte: Griffiths (2018).

V (x) =







∞, se x < 0,

0, se 0 < x < a,

∞, se x > a.

(6.1)
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Por se tratar de uma partícula de spin 1/2 e o espaço-tempo em estudo possuir

métrica dependente da posição como em (5.47), utilizaremos a equação de Dirac modificada

(5.106) apenas para a coordenada temporal ct e a coordenada espacial x:

{

µ0
E

c
+ µ1

[

iℏ(1 + Υ1x)
d

dx

]

−m0cI

}

Ψ = 0. (6.2)

Tomando então a forma das matrizes gamma de Dirac como indicado em (4.38) e

(4.39), o sistema de equações que devemos resolver para as componentes superior e inferior do

bi-spinor Ψ é dado por:







(E −m0c
2)Ψsup + iℏc(1 + Υ1x)

d

dx
Ψinf = 0, (6.3a)

−iℏc(1 + Υ1x)
d

dx
Ψsup − (E +m0c

2)Ψinf = 0, (6.3b)

no qual, a partir de (6.3b), é possível escrever a componente inferior como:

Ψinf = − iℏc(1 + Υ1x)

E +m0c2
d

dx
Ψsup, (6.4)

e, substituindo a expressão acima em (6.3a), obtemos a seguinte equação diferencial para a

componente superior:

(E −m0c
2)Ψsup + iℏc(1 + Υ1x)

d

dx

[

− iℏc(1 + Υ1x)

E +m0c2
d

dx
Ψsup

]

= 0,

d2

dx2
Ψsup +

Υ1

(1 + Υ1x)

d

dx
Ψsup +

k2

(1 + Υ1x)2
Ψsup = 0, (6.5)

na qual identificamos k2 = (E −mc2)(E +mc2)/(ℏ2c2) e cuja solução é do tipo:

Ψsup(x) =

{

A exp

[

ik
ln(1 + Υ1x)

Υ1

]

+B exp

[

−ik ln(1 + Υ1x)

Υ1

]}

Ç, (6.6)

onde A e B são, respectivamente, as amplitudes da função de onda viajando no sentido positivo

e negativo do eixo x e Ç é um spinor tal que ÇÇ = 1. Seja então P 2 = (E −mc2)/(E +mc2),

substituímos (6.6) em (6.4) para obter a expressão da componente inferior:

Ψinf (x) = P

{

A exp

[

ik
ln(1 + Υ1x)

Υ1

]

− B exp

[

−ik ln(1 + Υ1x)

Υ1

]}

Ç. (6.7)

Agora, devemos aplicar uma condição de contorno adequada em processo análogo ao

caso da Mecânica Quântica não-relativística onde tomamos a função de onda identicamente nula

nas bordas do poço. Entretanto, devido a própria natureza da equação de Dirac com suas quatro

componentes do bi-spinor, esta não é uma condição de contorno apropriada pois, ao assumir

que a função de onda se anule nos extremos no poço, a única solução ao montar o sistema de
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equações que relacione essas componentes é a solução trivial. Ou seja, se tomarmos Ψ = 0 em

x = 0 e x = a isso implicaria que toda a função de onda também seria nula em qualquer ponto

dentro do poço (Alonso et al., 1997).

Dessa forma, faz-se necessária outra condição de contorno que relacione de forma

consistente o confinamento do elétron dentro do poço de potencial infinito. A partir da variação

da ação para campos fermiônicos, é possível estabelecer uma condição análoga a tomar o fluxo

de probabilidade nas bordas como nulo, isto é, garantindo que a partícula esteja limitada apenas

ao espaço dentro do poço (Chodos et al., 1974). Escreveremos esta nova condição em termos das

coordenadas ¸µ, pois nelas recuperamos a forma usual de um espaço-tempo de Minkowski, tal

que:

± i´³1Ψ = Ψ, (6.8)

na qual os sinais positivo e negativo correspondem, respectivamente, à normal nas paredes do

poço em x = 0 e x = a. Utilizando então a definição (4.39) para as matrizes gamma de Dirac,

obtemos, para a componente superior (autoestados de energia positiva), em x = 0:

iµ1Ψ(¸(0)) = Ψ(¸(0))⇒ iP (A− B) = A+B ⇒ B = A
iP − 1

iP + 1
, (6.9)

e, em x = a, substituindo a relação entre as amplitudes A e B encontradas acima, encontramos a

chamada equação transcendental:

−iµ1Ψ(¸(a)) = Ψ(¸(a)),

−iPA exp[ik¸(a)] + iPB exp[−ik¸(a)] = A exp[ik¸(a)] + B exp[−ik¸(a)],

tan [k ¸(a)] =
2P

P 2 − 1
= − kℏ

m0c
, (6.10)

na qual identificamos Lc = ℏ/m0c como sendo o comprimento de onda Compton dividido por

2Ã. Para melhor visualização, renomearemos o termo entre chaves da equação acima, tal que

kl = k ¸(a), obtendo então:

tan(kl) = −kl
Lc

¸(a)
, (6.11)

onde observamos então que o tamanho do poço tem papel fundamental para determinar o

comportamento relativístico das soluções da equação transcendental (Alberto et al., 2011).

Quanto maior for o comprimento do poço em relação ao comprimento de onda Compton, mais

próxima a solução de (6.11) estará do caso não-relativístico. O gráfico indicado na Figura 5

ilustra esse comportamento: a inclinação da reta tende à zero a medida que o poço aumenta e as

soluções serão do tipo tan(kl) ≈ 0.
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Figura 5 – Plots de tan(kl) e −klLc/¸(a). As soluções
da equação transcendental são os pontos de intersseção
dessas curvas.

Fonte: Adaptado de Alberto et al. (1996).

Comparando o lado direto da equação (6.10), recuperamos a solução positiva da

relação energia-momento:

E =
√

(kℏ)2c2 +m2
0c

4. (6.12)

Este resultado já era esperado, pois trata-se de uma partícula em regime relativístico

sem a ação de qualquer potencial. Para o caso não-relativístico, isto é, kℏ << m0c, vimos que

as soluções podem ser aproximadas tal que:

tan[k ¸(a)] ≈ 0⇒ k ¸(a) = nÃ, (6.13)

e, ao substituir o valor de k, obtemos:

E2
n = m2

0c
4 +

n2Ã2
ℏ
2c2

[¸(a)]2
. (6.14)

Como estamos interessamos somente no autovalor de energia positiva, reescreveremos

a expressão acima de forma que:

En = m0c
2

[

1 +
n2Ã2

ℏ
2

m2
0c

2[¸(a)]2

]1/2

. (6.15)
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Observamos que o segundo termo do parênteses acima é da ordem de 1/c2 e, portanto,

foi possível realizar uma expansão binomial do tipo:

(1 + x)a ≈ 1 + ax, com x << 1, (6.16)

tal que obtemos a expressão final:

En ≈ m0c
2

[

1 +
n2Ã2

ℏ
2

2m2
0c

2[¸(a)]2

]

. (6.17)

Ao considerarmos a energia total como sendo um termo vindo da massa de repouso

mais um termo proveniente dos autoestados da partícula confinada no poço, isto é,En = m0c
2+εn,

obtemos então que as autoenergias do caso não-relativístico devem ser da forma:

εn =
n2Ã2

ℏ
2

2m0[¸(a)]2
=
n2Ã2

ℏ
2

2m0

[
Υ1

ln(1 + Υ1a)

]2

, n = 1, 2, 3, ... (6.18)

Este resultado condiz com os resultados obtidos anteriormente para a partícula no

poço de potencial infinito utilizando a equação de Schrödinger modificada (Costa Filho et al.,

2011). Observe também que, ao tomar o limite Υ1 → 0, recuperamos os níveis de energia usuais

para o poço de potencial infinito (Tannoudji et al., 2019) comumente resolvido nos cursos de

Mecânica Quântica.
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7 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta dissertação o objetivo primordial foi entender as ideias básicas da Relatividade

Restrita e da Mecânica Quântica não-relativística para que fosse possível uma maior compreensão

dos conceitos da Mecânica Quântica Relativística. Para tal, estudamos o desenvolvimento

da relação energia-momento e as interpretações da função de onda. Esses princípios foram

utilizados para deduzir as equações de Klein-Gordon e de Dirac e para entender suas limitações,

principalmente no que diz respeito ao spin da partícula em estudo e a interpretação de energias

negativas.

A partir dos operadores de translação espacial e de evolução temporal propomos uma

forma para o operador de translação no espaço-tempo de Minkowski (STTO). Nesse contexto, foi

possível estabelecer uma expressão para o operador quadri-momento na representação de posição

e, com isso, solucionamos a equação do tipo Klein-Gordon para obter a relação energia-momento.

Posteriormente, deduzimos uma equação do tipo Dirac e, utilizando o acoplamento mínimo,

obtemos a energia do elétron na presença de um campo eletromagnético externo, incluindo a

energia de interação spin-órbita e seu fator giromagnético correto g = 2.

Posteriormente, com uso da nova métrica estabelecida, extendemos o operador de

translação dependente da posição para a estrutura do espaço-tempo (PDTO-ST) e calculamos

o operador quadri-momento modificado. A partir de uma mudança de variável fomos capazes

de deduzir uma equação de Klein-Gordon modificada e verificar sua solução com a aplicação

dos operadores hamiltoniano e momento nesse novo sistema de coordenadas. Dessa forma,

obtemos a relação de energia-momento mas agora com uma limitação no domínio de sua validade

(−1/Υµ,+∞) referente a cada coordenada xµ do espaço-tempo.

Em seguida, utilizamos uma aproximação não-relativísitica para mostrar que a equa-

ção de Klein-Gordon modificada se reduz a uma equação do tipo Schrödinger. Se interpretarmos

o tempo não mais como uma coordenada mas sim como parâmetro, retornamos à equação

de Schrödinger obtida inicialmente por Costa Filho et al. Deduzimos também a equação de

continuidade para a equação de Klein-Gordon modificada e, análogo ao resultado já consolidado

para a métrica de Minkowski usual, não foi possível interpretar uma densidade positiva de

probabilidade devido ao caráter de segunda ordem nas derivadas temporais de tal equação.

A seguir, deduzimos a equação de Dirac modificada à métrica dependente da posição,

onde foi possível indicar suas soluções livres e calcular sua equação de continuidade. Verificamos

que sua interpretação probabilística satisfaz as condições inicialmente impostas, principalmente
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no que diz respeito a densidade de probabilidade ser definida positiva e, portanto, ser interpretada

corretamente como tal grandeza. Checamos também que, ao tomar o limite Υµ → 0 recuperamos

as grandezas calculadas inicialmente para a equação de Dirac usual.

Por fim, resolvemos o problema proposto do poço de potencial infinito para verificar

a validade da equação de Dirac modificada. Nele, conseguimos relacionar corretamente as

componentes superiores e inferiores do bi-spinor, além de aplicarmos corretamente a condição

de contorno onde o fluxo de probabilidade nas paredes do poço sejam nulos, garantindo que

o elétron esteja realmente confinado em seu interior. Obtemos a equação transcendental e, ao

resolvê-la, foi possível calcular a relação energia-momento para o caso relativístico e, no caso

não-relativístico, obtemos os mesmos níveis de energia calculados por Costa Filho et al utilizando

a equação de Schrödinger modificada. Dessa forma, consideramos que os resultados obtidos

foram extremamente satisfatórios.

Como futuras perspectivas, esperamos que a equação de Dirac modificada, assim

como todo o estudo do operador de translação dependente da posição para o espaço-tempo,

possam ser utilizados em outros problemas quânticos de interesse como sistemas de massa efetiva

dependente da posição, semicondutores com gradiente de dopagem, materiais com estruturas

cristalinas mais complexas, isolantes topológicos e folhas de grafeno. O estudo aqui presente

possui potencial para aplicações em áreas como Matéria Condensada e Teoria de Campos,

podendo trazer novas descobertas para a pesquisa em Física e aprofundando nosso entendimento

tanto da Mecânica Quântica quanto da Relatividade.
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