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RESUMO

No contexto da Mecanica Quantica ndo-relativistica existem operadores de translacio espacial
e de evolugdo temporal que indicam o estado final do sistema a partir da aplicacdo desses
operadores em um estado inicial. O presente trabalho visa definir as propriedades de um operador
de translacdo para a Mecanica Quantica Relativistica no espago-tempo de Minkowski. Deste
modo, foi possivel obter a forma do quadri-operador momento na representacao de posicao e
propor uma solucao para o operador de translacdo a partir da equacao diferencial encontrada.
Aplicando o quadri-operador momento contraido com ele mesmo obtemos uma equacao do tipo
Klein-Gordon para o operador de translacdo. Inserindo entdo a solu¢ao previamente proposta em
tal equacao calculamos a relagdo energia-momento da particula em estudo. Em seguida, com
uso das matrizes gamma de Pauli, encontramos uma equacao do tipo Dirac para o operador de
translacdo e, a partir do acoplamento minimo, fomos capazes de encontrar a energia de um elétron
na presenca de um campo eletromagnético externo na qual verificamos o termo de acoplamento
spin-Orbita e o fator giromagnético correto de tal particula. Posteriormente construimos um
operador de translacdo dependente da posicao para o espaco-tempo de Minkowski. Calculamos os
novos termos da métrica e o quadri-operador momento modificado. Ao propor uma mudanca de
varidvel foi possivel analisar a solu¢dao da equacao do tipo Klein-Gordon modificada encontrada
para obter a relacdo energia-momento da particula que agora € valida apenas em um dominio
definido a partir das caracteristicas impostas aos elementos da métrica dependente da posic¢ao.
Por meio do limite nao-relativistico e retornando ao conceito do tempo como parametro e
ndo mais como coordenada, provamos que a equacgdo de Klein-Gordon modificada se reduz a
equacao de Schrodinger modificada obtida por Costa Filho et al. Em seguida, obtemos uma
equacao de Dirac modificada e suas solugdes livres. Para entender a interpretacao das fungdes de
onda modificadas obtidas, calculamos uma equacao de continuidade e analisamos as grandezas
relacionadas as possiveis densidade e corrente de probabilidade. Por fim, resolvemos o problema
do poco de potencial infinito utilizando a equagdo de Dirac modificada. Ao impor que o fluxo de
probabilidade nas paredes do pogo seja nula, obtemos uma equacao transcendental cuja solu¢ao
estd relacionada com o comprimento de onda Compton e nos fornece a relagdo-energia momento.
Tomando esta mesma equagdo no limite ndo-relativistico, obtemos os mesmos niveis de energia

discretos calculados por Costa Filho et al utilizando a equagao de Schrodinger modificada.

Palavras-chave: operador; translacio; dependente; posicao; espaco-tempo.



ABSTRACT

In the context of non-relativistic Quantum Mechanics, there are spatial translation and time
evolution operators that indicate the final state of the system through the application of these
operators in an initial state. The present work aims to define the properties of a translation
operator to be used in Relativistic Quantum Mechanics in Minkowski’s spacetime. Thus, it was
possible to obtain the 4-moment operator’s form in the position representation and propose a
solution for the translation operator through the differential equation that has been found. By
applying the 4-moment operator contracted in itself, we obtained a Klein-Gordon equation for
the translation operator. Inserting, thus, the previously proposed solution into the aforementioned
equation, we calculated the energy-momentum relation of the particle under study. Afterwards,
using Pauli’s gamma matrices, we found a Dirac-type equation for the translation operator and,
through minimal coupling, we were able to find the energy of an electron in the presence of
an external electromagnetic field, in which we verified the spin-orbit coupling term and the
correct gyromagnetic factor of the aforementioned particle. Subsequently, we constructed a
position-dependent translation operator for Minkowski’s spacetime. The new terms of the metric
and the modified 4-moment operator were calculated. By proposing a variable change, it was
possible to analyze the solution of the modified Klein-Gordon equation found in order to obtain
the energy-momentum relation of the particle. This particle is now valid only in a domain
defined from the characteristics imposed on the position-dependent metric elements. Through
the non-relativistic limit, and returning to the concept of time as a parameter and no longer as
a coordinate, we prove that the modified Klein-Gordon equation reduces itself to the modified
Schrodinger equation obtained earlier by Costa Filho ef al. Thereafter, we obtained a modified
Dirac equation and its free solutions. In order to understand the interpretation of the modified
wave function obtained, we calculated the continuity equation and analyzed the quantities related
to the possible density and probability current. Finally, the infinity potential well problem was
resolved by means of a modified Dirac equation. By imposing that the flux of probability in
the well’s walls was null, we obtained a transcendental equation whose solution is related to
the Compton wavelength and that supplies the energy-momentum relation. Taking this same
equation in the non-relativistic limit, we obtain the same discrete energy levels calculated by

Costa Filho et al using the modified Schrodinger equation.

Keywords: operator; translation; dependent; position; spacetime.
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11
1 INTRODUCAO

No inicio do século XX a Fisica experimentava uma verdadeira revolucdo. As novas
ideias provenientes dos trabalhos de Einstein, Minkowski e Lorentz, dentre outros, explicavam
como as coordenadas entre referenciais inerciais com velocidades relativas proximas a da luz
se relacionavam, como a velocidade da luz no vacuo era invariante entre esses referenciais
e, principalmente, como o espaco € o tempo agora seriam estudados sob a 6tica dos futuros
cientistas do século. Dessa forma, originava-se a Teoria da Relatividade Restrita na qual os
conceitos de espaco e tempo absolutos descritos por Galileu e por Newton nos séculos XVI e
XVII seriam reformulados, dando lugar a estrutura do espaco-tempo de Minkowski.

Alguns anos depois, os primeiros fundamentos da Mecanica Quantica eram publi-
cados por Schrodinger, Heisenberg e Pauli, dentre outros, explicando os fendmenos fisicos na
escala atdmica ou subatdomica. Diversas evidéncias cientificas validavam os novos conceitos
apresentados, como por exemplo o experimento de Stern-Gerlach que comprovou a existéncia
de um momento angular intrinseco (spin), a dualidade onda-particula da luz, a hipétese da
quantizagdo da energia de um feixe de fétons proposta por Planck, o comprimento de onda de De
Broglie e o modelo de Bohr para o dtomo de hidrogénio.

Recentemente, diversos trabalhos de sistemas quanticos com massa dependente da
posicdo (Aguiar et al., 2020) e (Costa Filho et al., 2021) foram publicados inspirados nas ideias
inicialmente propostas por Costa Filho et al para operadores de translacdo dependentes da posi¢ao
(do inglés Position Dependent Translation Operator ou, abreviadamente, PDTO). Neste tipo
de formalismo temos, para a equacao de Schrodinger, uma métrica modificada que depende da
posi¢do atual do estado do sistema. A atuagcdo do operador de translagdo unidimensional € tal

que (Costa Filho er al., 2011):
Ty(dz)|z) = |z + g(z)™* dz), (1.1)

onde o parametro T indicado no operador em (1.1) vem do fato de que podemos expandir a

funcio g(z)~/?

em série de poténcias até primeira ordem (Costa Filho et al., 2016):
g(x)™? = apa" ~ 14 Ya, (1.2)
0

e, por conseguinte, o operador de translacdo dependente da posicao atua tal que:

Ty(dx) |x) = |z + (1 + Ta)dz) . (1.3)
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Observe que, para T = (, retornamos as translagdes espaciais comuns ao espago
de Hilbert (Tannoudji et al., 2019). No espaco modificado, o operador momento € descrito por
(Costa Filho et al., 2016):

A 0
Pr = —ih(1 + Ta)—, 1.4
T 7 ( + I) Oz ( )

e, portanto, a equagao de Schrodinger dependente do tempo, assume a forma:

{ _ ;_m(l + Tx)% [(1 + Tx)g%} + V(m)}w(x,t) = ih%¢(l’,t>. (1.5)

Essa forma pode ser um tanto quanto trabalhosa a depender do potencial escolhido,

dificultando os célculos matemdticos necessarios. Uma mudanga de varidvel sugerida é:

In(1+ Yx)

b S A 1.6
77 T ) ( )
tal que a mesma equacgao (1.5) agora pode ser reescrita e obtemos a mesma forma da equacgao de

Schrodinger dependente do tempo ja conhecida:

h? o2 L, 0

Nossa proposta surge entdo da necessidade de estender o formalismo do PDTO para
0 espago-tempo, analogamente as ideias de unificacdo da Teoria da Relatividade Restrita com a
Mecanica Quantica no inicio do século XX (Klein, 1926),(Gordon, 1926) e (Dirac, 1982), devido
ao sucesso cientifico de ambas as teorias. Nesse novo formalismo, propomos um operador de
translacdo dependente da posicao para o espaco-tempo, ou PDTO-ST, no qual o tensor de métrica
terd dependéncia nas coordenadas z*. Conheceremos a forma dos operadores hamiltoniano e
momento nessa nova métrica, os quais serdo utilizados para obter as equacdes de Klein-Gordon e
de Dirac modificadas, bem como suas equagdes de continuidade.

Para atingir este objetivo, faremos uma revisao sobre os principios bdsicos da
Relatividade Restrita no capitulo 2 e da Mecanica Quantica Nao-Relativistica no capitulo 3.
Em seguida, estudaremos as equagdes de Klein-Gordon e de Dirac e suas implicac¢des fisicas
no capitulo 4. Proporemos, no capitulo 5, o formalismo do operador de translagdo para o
espacgo-tempo de Minkowski, tanto na métrica usual quanto na métrica dependente da posi¢ao.
Por fim, no capitulo 6, resolveremos o problema do poco de potencial infinito a partir da equacao

de Dirac modificada e discutiremos os niveis de energia obtidos.
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2 PRINCIPIOS DA RELATIVIDADE RESTRITA

Neste capitulo apresentaremos os principais fundamentos da Relatividade Restrita.
Definiremos as caracteristicas do espaco-tempo de Minkowski e os conceitos de componentes
covariantes e contravariantes a partir do tensor de métrica encontrado. Apresentaremos 0
operador diferencial e a forma das integracdes em tal espaco. Introduziremos os conceitos de

quadri-vetores e, por fim, indicaremos como obter a famosa relacdo energia-momento.

2.1 Relatividade Galileana

Na mecénica desenvolvida por Galileu e por Newton o conceito de tempo era absoluto.
Por exemplo, consideremos dois observadores: um estd fixo ao solo (S) e o outro estd fixo ao
vagdo de um trem (S”) que viaja a uma velocidade constante 1 em relagdo ao primeiro observador
e na diregdo positiva do eixo x . As origens dos dois referenciais coincidem no instante de tempo

t=0="1.

Figura 1 — Coordenadas do evento medidas nos dois referenciais.

X g pr v
. Vi # X » -
’(r') \ / 0\
\/ <\ =
medido em 8 medido em §°

Fonte: Taylor (2004).

Ao estudar referenciais inerciais (aqueles nos quais a velocidade relativa entre ambos é
constante) as coordenadas espaciais x e =’ de um evento P que ocorre dentro do trem (identificado
pelo asterisco na Figura 1) medidas pelos dois observadores estardo relacionadas da seguinte
forma:

¥ =x-Vt, (2.1)

na qual o produto V't € a distancia percorrida pela origem do referencial S’ mensurada em relagdo
ao referencial S apés decorrer um certo intervalo de tempo ¢. Visto que a concepgao de tempo
era absoluta nos limites da Mecanica Cldssica, para ambos os observadores o tempo decorrido é
0 mesmo, ou seja:

t=1t" (2.2)
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Essas relacOes entre as coordenadas de referenciais inerciais sdo conhecidas como
transformacoes Galileanas. Se derivarmos a equacao (2.1) em relagdo ao tempo, obtemos a
lei de adi¢do de velocidades ' = u — V. Se derivarmos novamente com relagdo ao tempo,
obtemos que as aceleragdes percebidas entre esses dois referenciais sdo iguais, isto é, a’ = a.
Portanto, uma vez que as medidas da massa entre esses referenciais sdo as mesmas (m’ = m), as
transformacoes de Galileu garantem a invariancia das Leis de Newton entre referenciais inerciais.

Contudo, com o advento das equacOes de Maxwell, foi descoberto que a luz se
comportava como uma onda cuja velocidade de propagacao ¢ no vicuo €, aproximadamente
c=3x 108 m/s (Griffiths, 2017). De acordo entdo com a lei de adi¢do de velocidades, a
velocidade de propagacdo da luz seria diferente para cada referencial inercial. Isso nos conduz
a uma contradi¢cdo entre a Mecanica Cléssica e o Eletromagnetismo, pois significaria que as
equacgoes de Maxwell eram vdlidas somente para um referencial inercial especifico.

Diante desse impasse, era necessario portanto um novo conjunto de transformagdes
que relacionassem as coordenadas de referenciais inerciais e que estivesse em conformidade com

as Equacdes de Maxwell e o limite cldssico da Mecénica desenvolvida por Newton e por Galileu.

2.2 Transformacoes de Lorentz

Dessa forma, surgem os postulados basicos da Relatividade Restrita: todos os
referenciais inerciais sdo vélidos para a realizacdo de todos os experimentos fisicos e que a
velocidade de propagacdo da luz no vicuo € a mesma independente do referencial inercial
considerado. Buscando entdo uma relagdo entre as coordenadas temporais e as coordenadas
espaciais (abolindo o conceito de espago e de tempo absolutos), se estabelecem as transformagdes

de Lorentz (para um movimento relativo entre os referenciais apenas na direcao x):

d' = T(de—Vdt), 2.3)

dy = dy, (2.4)

dZ = dz, (2.5)
, \%4

d = T (dt—Zdv). (2.6)
c

Observamos agora a dependéncia das coordenadas espaciais em relacao as coordena-
das temporais e vice-versa. Se desejarmos as transformacdes inversas, basta trocar mutualmente

as coordenadas com linha pelas sem linha e tomar V' — —V'. O fator gamma I' € uma funcdo da
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velocidade definido positivo e maior que 1, tal que:

(V)= ——— > 1. 2.7)

No limite de baixas velocidades, isto €, dentro do contexto da Mecanica Classica,
observamos que V/c ~ 0 entdo I' — 1. Aplicando esses limites em (2.3) e em (2.6) retornamos
as transformacoes Galileanas descritas em (2.1) e em (2.2), respectivamente.

Visto que a velocidade da luz € igual para todos os observadores entre os referenciais

inercias, definimos entdo o deslocamento quadrado entre dois eventos:
ds®> = & dt* — da® — dy? — d2* = & dt’?* — da? — dy”* — d2?, (2.8)

no qual as transformagdes de Lorentz garantem que essa quantidade seja um invariante. A forma

quadratica acima pode ser reescrita, tal que:
ds® = g dztdz”, (2.9)

onde utilizamos a nota¢@o de Einstein para simbolos contraidos indicando soma e as letras gregas
indicando as coordenadas do espaco-tempo de Minkowski (i = 0 para a coordenada temporal
ct e u = 1,2,3 para as coordenadas espaciais x, ¥y, z, respectivamente). Para garantirmos a
invariancia de ds?, o termo 9w deve ser um tensor de rank 2 (Rindler, 2006). Este € chamado de
tensor de métrica e, ao compararmos as expressoes (2.8) e (2.9), vemos que, para o espagco-tempo
de Minkowski:

G = diag(+1, -1, -1, —1) = g", (2.10)

na qual fazemos agora a distin¢cdo entre o tensor covariante (indice em baixo) e o tensor
contravariante (indice em cima). Seja entdo 0* a delta de Kronecker, o tensor de métrica deve

satisfazer:

l,se up=o,
gw/gl/a = 5Ng = (211)

0,se pu # o.
2.3 Quadri-Vetores

Uma vez que as transformacdes de Lorentz sdo utilizadas para relacionar as coorde-

nadas entre os referenciais inerciais em estudo, chamamos as quantidades que se comportam
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tensorialmente sob essas transformacgdes de tensores de Lorentz ou quadri-tensores. Para definir-
mos a posicao de um evento no espaco-tempo de Minkowski precisamos informar as coordenadas
espaciais e temporais que o caracterizam. Introduzimos entdo o chamado quadri-vetor (ou

quadri-tensor de rank 1) posi¢do, onde convencionalmente € definido contravariante, tal que:
ot = (ct,x,y,2) = (2°,%). (2.12)

A fim de compararmos as componentes covariantes e contravariantes dos quadri-
tensores, utilizamos uma operacao tensorial basica na qual o tensor de métrica € aplicado da

forma:

o = g, (2.13)

T, = Guwr’. (2.14)

De acordo com a assinatura de métrica indicada em (2.10) e as operacdes presentes
em (2.13) e em (2.14), a componente temporal do quadri-vetor posi¢ao se transforma como
2% = x enquanto as componentes espaciais se transformam tal que z° = —x;, comi = 1,2, 3
referentes as coordenadas x, y, 2, respectivamente. Essa convenc¢do do sinal também serd aplicada
para todos os quadri-tensores ao longo do presente trabalho.

Inicialmente devemos estabelecer como serdo realizadas operagdes bdsicas do cédlculo
como derivagdo e integracao no espaco-tempo de Minkowski. Nesse espaco, um paralelepipedo
de quadri-volume infinitesimal dV' é chamado de hiperparalelepipedo. Este € construido a partir
do produto misto dos vetores de base que geram tal espaco (Gourgoulhon, 2013). Assumindo

um sistema dextrdgiro, ou seja, aquele que obedece a regra da mao direita, e coordenadas como

indicado em (2.12), o quadri-volume infinitesimal pode ser escrito da forma:

dV = /=g dz%datdx’da® = /—g d*z, (2.15)

no qual g € o determinante da métrica (2.10). Se desejamos calcular um quadri-volume
bem delimitado no espaco-tempo de Minkowski, basta integramos (2.15) sobre o espaco que

desejamos:

V:/dV:/\/—g da'dat da?da? :/\/_—g d*z. (2.16)
% 1% %

Agora estamos aptos a definir as derivadas em relagcdo as coordenadas contravariantes
x# e covariantes x,. Aplicando a regra da cadeia, vemos inicialmente que :

0 or¥ 0
ort Ozt dv’ 2.17)
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onde observamos que a diferenciacdo com respeito a coordenadas contravariantes se comportam
como transformagdes de componentes de um operador vetorial covariante (Jackson, 1999).
Sejam entdo 0, a derivada em relacdo a coordenada ct e V o operador diferencial usual em
relacdo as coordenadas z, y, z, podemos utilizar a métrica para relacionar as componentes do

quadri-operador diferencial 0, tal que:

o) 0 _
Fr (WV) = =19
9] 0 _
Ox,, - (@’_v> = 1

Definiremos a seguir alguns conceitos primordiais para a cinematica relativistica. O
intervalo diferencial ds € um escalar importante ao longo da linha de mundo de uma particula
em movimento. O tempo préprio pode ser obtido a partir da inversa da equagao (2.6). Para isso,
trocamos as coordenadas com linha para sem linha (e vice-versa) e tomamos V' — —V. Em
seguida, basta considerarmos dois relégios: um estd parado em relagdo ao referencial .S e o outro
estd parado em relagdo ao referencial S’. Dessa forma, temos que dz’ = 0 e o intervalo de tempo
dt’, para esse caso, serd o intervalo de tempo préprio d7. Uma vez que I' > 1 entdo dt > dr.
Esse fendmeno é conhecido como dilatagdo temporal (pois o relogio do referencial S’ estd mais a
um passo mais lento comparado com o relégio do referencial S) e pode ser representado entao
por:

dt =T <dt/ + del) = dt =1"dr, (2.20)
c

e, em muitos casos € conveniente trabalhar com o intervalo de tempo préprio d7 correspondende

a trajetdria que essa particula percorre:

\'%& dt?
ds? = dt* — da® — dy* — d2* = ¢ dt? <1 — —) == =Adrt 2.21)

c? 2
A velocidade V definida no espacgo euclidiano usual € a derivada com relacao ao
tempo ¢ das coordenadas espaciais z,vy, z. Contudo, buscamos um quadri-vetor cuja lei de
transformacao seja invariante sob transformacdes de Lorentz. Como obtido em (2.21), o tempo

préprio 7 garante essa invariancia. Portanto, definimos a quadri-velocidade V* tal que:

B dx*

p= 222
Vi =— (2.22)

Logo, considerando a expressao (2.20) e aplicando a regra da cadeia, podemos

reescrever a equacao (2.22) da forma:

d dt d
o= - =T . 2.2
4 o (ct,x,y,2) T (ct,z,y,2) =T(c, V) (2.23)
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Observe que, utilizando a regra de contracdo a partir da relacdo entre componentes

covariantes e contravariantes, temos, ao contrair a quadri-velocidade com ela mesma:

1

Vi =T - V?) = (2= V) =2, (2.24)

ou, do ponto de vista das equacdes (2.9), (2.21) e (2.22), obtemos 0 mesmo resultado:

dx,, dz" ds? 9

VvV, V¥ = —_— = —— =" 2.25
K dr dr dr? ¢ ( )

Desejamos agora definir o quadri-momento P*. Analogamente a forma classica
onde temos o produto da massa pela velocidade da particula, mas que seja invariante sob
transformacdes de Lorentz assim como a quadri-velocidade V#. Seja entdo m, a massa de

repouso da particula:
Pt =moV* =mel'(c, V) =m(c, V) = (me, p). (2.26)

A expressdao m = I'my € comumente chamada de massa inercial relativistica e,
devido ao fator I', aumenta a medida que a velocidade da particula também cresce. O termo
p = I'myV € conhecido como momento relativistico e observe que, para baixas velocidades, se

reduz ao momento linear da Mecénica Classica.

2.4 Relacao Energia-Momento

Para obter a famosa relacdo £/ = mc? de Einstein, expandimos em série a massa

inercial relativistica até termos de ordem 1/c? e em seguida multiplicarmos ambos os lados por

1
V2\ 2 1 /1 9 9 5 1 9
m=mg|1l—— ~mo+ — §mOV + ... = mc” = myc +§m0V, (2.27)
c

o qual nos informa que a energia total £ = mc? é a soma da energia de repouso £, = moc? com
a energia cinética 7' da particula. Uma vez que agora sabemos a equivaléncia massa-energia,
estamos aptos a reescrever o quadri-momento (2.26) como:

pr = (E,p) : (2.28)

C

Vamos utilizar as expressoes (2.26) e (2.28) para contrair o quadri-momento com ele

mesmo, da forma:

E2
PMP# — mgVHV“ — mgcz = 0—2 — p2. (229)
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Comparando ambos os lados da dltima igualdade acima obtemos a relacdo energia-

momento da Relatividade Restrita:
E? = p*c® + mjct. (2.30)

Este ¢ um importante resultado de grande impacto para a Fisica do século XX. Em
1900, Planck postulou que radiacdo de frequéncia v s6 poderia ser emitida em quantidades finitas
conhecida como guanta de energia £ = hv, na qual h € a conhecida constante de Planck. Alguns
anos depois, Einstein publica seu trabalho sobre o efeito fotoelétrico onde ele sugere que a
radiagc@o ndo sé poderia ser emitida como também se propaga e € absorvida na forma dos quanta,
0 que posteriormente viria a ser conhecido como f6tons (Rindler, 2006).

Inspirado na dualidade onda-particula apresentada pela luz e na quantizacdo obtida
por Bohr para as 6rbitas dos elétrons no 4tomo de Hidrogénio, De Broglie prop0s que a todas as
particulas estariam associados comprimentos de onda A\ = h/p que se propagavam na mesma
direcdo de movimento da particula (Nussenzveig, 2014).

Classicamente, a definicdo de momento linear p = myv depende da massa do corpo.
Mas como poderia o féton, que se propaga na velocidade da luz e cuja massa € nula, possuir
momento? A resposta estd na relacdo energia-momento em (2.30): a energia para uma particula
de massa igual a zero é E = pc. Igualando essa expressdo com o guanta de energia proposto por

Planck, obtemos o comprimento de onda apresentado por De Broglie.
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3 FUNDAMENTOS DA MECANICA QUANTICA

Neste capitulo estudaremos inicialmente a interpretacao probabilistica da fungdo de
onda na equacdo de Schrodinger e descreveremos como sdo as expressoes para a densidade e a
corrente de probabilidade. Depois, apresentaremos as principais propriedades dos operadores de
translacdo espacial e de evolucdo temporal, trabalhando os conceitos de execucao ativa e passiva.
Por fim, encontraremos o operador momento na representagdo de posicao e a relagdo do operador

hamiltoniano com a derivada temporal da func¢io de onda.

3.1 Interpretacdo Probabilistica da Funciao de Onda

Na Mecanica Cldssica o objetivo ao estudar sistemas macroscéopicos e de baixas
energias € resolver a segunda lei de Newton F' = mya, na qual F' € a for¢a resultante, mg €
a massa do corpo e a sua aceleracao (Nussenzveig, 2013). A partir disso, podemos integrar
a aceleracdo para obter a velocidade (e por consequéncia seu momento linear p = mgv) e,
integrando novamente, obtemos sua posicao x. Contudo, na Mecanica Quantica estamos falando
de sistemas microscépicos e o objetivo agora é encontrar a fungdo de onda ¢(x,t) a partir da

solucdo obtida ao resolver a equacdo de Schrodinger (Griffiths, 2018):

06 R,

A interpretacdo probabilistica da funcdo de onda nos diz que a probabilidade
de encontrar a particula no instante de tempo ¢ no volume infinitesimal d®>z = dx dy dz
nas imediagdes do ponto x € igual a |p(x, t)|?d>x. O médulo quadrado da fungio de onda
|p(x,t)|* = ¢¢*, definido entdo positivo, representa a densidade de probabilidade p. Uma vez
que a probabilidade de encontrar a particula sobre todo o espaco deve ser 1, entdo (Tannoudji et
al., 2019):

+o0o
‘/ lp(x,t)]Pd*x = 1. (3.2)
—00

Garantindo a hermiticidade da energia potencial (VT = V), ou seja, autovalores

reais associados a tal operador (Sakurai; Napolitano, 2020), tomamos o complexo conjugado da

equacgao de Schrodinger em (3.1):

. 8925*_ h2 2 x *
—matf—5%V¢44w. (3.3)
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Multiplicando (3.1) por ¢* e (3.3) por ¢, ambos a esquerda, subtraimos entdo as duas

equacoes:

0
ih (qb*a—f + ¢

8 ¢* h2

= —— (¢"V?¢p — ¢V?¢") . 34
at) el A A (3.4)
Observe que, de acordo com a regra do produto das derivadas, podemos reescrever a

expressao (3.4) e obtemos uma equacao da continuidade:

509+ 5V (V6 -9V =0 F+ VT =0, (3.5)

na qual identificamos a densidade de probabilidade p conforme verificado anteriormente na

equacdo (3.2) e a corrente de probabilidade J para a equacdo de Schrodinger, tal que:

Is = 5 ('Y 6V (3.7)
mot

Uma boa analogia para entender o fluxo de probabilidade estd na interpretacao do
Eletromagnetismo para a equacao da continuidade. Em um sistema isolado, a carga pode estar
distribuida de forma aleatéria dentro do volume que delimita o sistema. Entretanto, a carga total
(ou seja, a integral da densidade de carga sobre todo o espago) € uma quantidade conservada
no tempo. Porém, dentro do sistema, a distribuicdo das cargas podem variar no tempo, o que
significa a existéncia de correntes elétricas.

A conservacdo global da carga estd entdo atrelada a conservacao local. Se a carga
contida em um determinado volume varia com o tempo, entdo quer dizer que hd um fluxo de
corrente sobre a superficie fechada que delimita este volume. Para a interpretacdo probabilistica
da func¢do de onda isto significa que, se a probabilidade p de encontrar a particula no volume
infinitesimal d®z variar no tempo, entdo ha um fluxo de corrente de probabilidade J ao longo da

superficie que envolve esse volume considerado (Tannoud;ji et al., 2019).

3.2 Operadores de Translacao Espacial e de Evolucao Temporal

Seja A um operador hermitiano, isto é, autovalores reais tal que AT = A. Considera-
mos entdo que os autokets normalizados |a’) de tal operador formam um conjunto ortonormal
completo e que um ket arbitrdrio |«) pode ser expandido em termos dos autokets do operador A

(Sakurai; Napolitano, 2020). Sejam entdo as relacdes de ortonormalidade e de completeza para
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uma base discreta, respectivamente:

(@"|a) = dura, (3.8)
) d] = 1, 3.9)
nas quais d, o € a delta de Kronecker semelhante a definicdo em (2.11) e I o operador identidade.

Analogamente, podemos definir essas mesmas relagdes em uma base continua. Sejam entao &

um operador no espectro continuo e |£’) seus autokets, logo:

€'g) = a¢" -¢), (3.10)
[aere -t G.11)
onde §(&" — &’) é a fungdo delta de Dirac, definida tal que (Butkov, 1978):
+oo
| s -ore) = e (.12

A partir desses conceitos apresentados podemos estudar como os operadores agem
sobre um estado do sistema. Sejam entdo os operadores de posi¢cdo X, Y, Z aplicados no estado

Ix') = |2/, ¢/, 2’). Os autoestados desses operadores devem satisfazer:

Xx) = 2 X, (3.13)
Yix) = y'ix), (3.14)
Z|x') = ZX), (3.15)

onde ', 3/, 2’ sdo autovalores dos respectivos operadores de posicdo. Observe que |x’) é autoket
simultaneo dos observdveis em questdo. Dessa forma, é possivel realizar medi¢des simultaneas
das trés componentes de posi¢do. Isso significa que os operadores de posi¢ao possuem uma base
ortonormal comum formada por seus autokets (C.S.C.0O, do inglés Complete Set of Commuting
Observables) e, portanto, tais operadores comutam entre si (Tannoudji et al., 2019). Sejam entao

1,7 = 1,2, 3 referentes os operadores X, Y, Z, respectivamente, temos:
(X, X;] = 0. (3.16)

Inicialmente, vamos considerar um estado bem localizado em x’. Definiremos entao
um operador de translac@o espacial infinitesimal 7'(dx") que agird deslocando o estado até uma

nova posi¢ao bem localizada em x’ + dx’, da forma:

T(dx') |x") = |x" + dx'). (3.17)
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Observe na Figura 2 que a fungdo de onda ¢/, em r = r’ 4+ p possui o0 mesmo valor
que a fungdo de onda ¥, em r = r’. Ou seja, ¥, (r' + p) = ¥, (r'). Em termos da fungdo de
onda, o operador de translacio atuard mudando esta de posi¢do e mantendo fixo o sistema de

coordenadas z, y, z. Esse € um exemplo de execucdo ativa.

Figura 2 —Exemplo visual da execugao ativa para a fun¢do de onda.

A

b Y
~
b

“ TN Yalrat)
|

Fonte: Greiner; Miiller (2001).

Assim, para nosso operador de translacao infinitesimal, temos que:
(X)) = T(dx")(x') = (x" — dx'). (3.18)

Estebeleceremos entdo algumas propriedades de tal operador 7'(dx’). Primeiramente,

desejamos que este seja unitdrio, isto €, queremos que a probabilidade seja conservada:
TT(dx")T(dx") =1 = (a|a) = (o] TT(dx)T(dx') |a) . (3.19)

Em seguida, gostariamos que esse operador satisfizesse a propriedade da composi¢ao.
Em outras palavras, que ao aplicar sucessivas translagdes infinitesimais estas sejam equivalentes

a aplicar uma unica translagcdo da resultante entre elas:
T(dx)T(dx") = T(dx' + dx"). (3.20)

Como consequéncia, uma translagdo em dx’ seguida por uma translacdo em —dx’ o
ket deve voltar ao seu estado inicial. Dessa forma, uma translagdo na dire¢do oposta € equivalente

ao inverso da translagdo original na direcao escolhida:

T(—dx') = T~ *(dx'). (3.21)
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Por fim, quando tomarmos o limite dx’ — 0, o operador de transla¢do deve se reduzir
ao operador identidade, uma vez que quando nao hé translacdes o estado deve permanecer
inalterado:

lim T'(dx') =1. (3.22)

dx’—0

Portanto, uma vez que o momento linear € o gerador de translacdes espaciais
(Goldstein et al., 2001), definiremos o operador P cujas componentes sdo hermitianas (F; = Pj
de forma que seus autovalores sejam reais, pois estamos tratando de um observavel), tal que o

operador de translagcdo espacial tenha a forma:

T(dx') =1 — %P . dx. (3.23)

Observe entdo que este operador obedece as propriedades listadas acima, como a

unitariedade:
THax)T(dx') = (11+ %PT-dx’) (]I— %P-dx’)

= I- %(P — Ph) - dx' + O(dx)

~ 1, (3.24)
€ a composicao:
T(dxT(dx") = (]I - %P : dx’) <]I — %P : dx”)
= I— %P - (dx' + dx") + O(dx"?)
~ - %P - (dx" 4 dx")
= T(dx +dx"). (3.25)
Consequentemente, se tomarmos dx” = —dx’ em (3.25) obtemos a propriedade do

inverso da translacdo. Por fim, se fizermos dx’ — 0 em (3.23) o operador se reduz a unidade
e o estado do sistema nao € alterado. Observe que podemos calcular também o comutador do

operador posi¢do X com o operador de translagdo infinitesimal 7'(dx’):
(X, T(dx"]|xy = XT(dx)|x") —T(dx")X|x")
= X[ +dx') —x' T(dx') |x')
= (X' 4dxX) |x' 4+ dx') — X' |x' + dX')
= dx'|x' + dx)
dx' |x'), (3.26)

Q
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no qual consideramos apenas os termos até a primeira ordem de dx’. Escolhendo dx’ na diregio

de x; e aplicando o produto escalar com X;, segue de (3.26) que:
—%X(P LX)+ %(P X)X = dx
i . { . SN
—ﬁ(X - X;) Py + ;LPJ‘(X X)) = XX
—%(X,-Pj - PXi) = 0y
(X, P;] = ihdy, (3.27)

onde 0;; € a delta de Kronecker. Vemos entdo que, para uma mesma coordenada (isto €, ¢ = j),
os operadores de posicao e de momento ndo comutam, logo ndo € possivel encontrar uma base
comum de autokets simultaneos para esses dois operadores. Na pratica isso significa que ndo
podemos realizar medi¢des desses dois observaveis ao mesmo tempo. Portanto, nossa funcdo de
onda deverd ser escrita ou na representacao de posicao ou na representagdo de momento.
Usualmente, e ao longo desse trabalho, utilizaremos a representacido de posicao.
Dessa forma, vamos aplicar o operador de translagdo 7'(Ax’) em um ket |«v) qualquer. Utilizando
a relacdo de completeza (3.11) e a expansao em série de Taylor (Butkov, 1978) até primeira

ordem, temos:
(1= 3Peax) i) = [ axT(ax) i) <o)
_ / dx' [x + Ax') (x'|a)
— [ xix) i - Axla)
=[x () - AV ). G28)
e com a relacao de ortonormalidade (3.10), comparando ambos os lados ficamos com:
(x| Pla) = (=ih) /dX’ (x[x') (V' {x'|a))

— (i) / ix'5(x — %) (V' (x|a)
= (—ih)V (x]a), (3.29)

onde entdo o operador de momento linear P na representacdo de posicao é:
P = —ihV, (3.30)
e as relacdes de comutacdo das componentes do operador momento sdo da forma:

[P, P} =0. (3.31)
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Por fim, podemos estudar como o estado do sistema evolui no tempo. Devemos
salientar inicialmente que o tempo na Mecanica Quantica ndo-relativistica € um parametro.
Diferente dos operadores de posi¢cdo estudados acima, nao podemos tomar o tempo como um
operador, ou seja, ndo € um observavel propriamente dito (Sakurai; Napolitano, 2020). Sejam
|4(t)) o estado no instante inicial ¢ e [¢)(¢ + dt)) o estado no instante final ¢ 4+ dt. Definimos

entdo o operador de evolugdo temporal infinitesimal U (dt), tal que:

[t +dt)) = U(dt) [¢(t)) - (3.32)

Analogamente ao que fizemos para o operador de translagdo espacial, vamos
estabelecer as propriedades do operador de evolugdo temporal. Para garantir a conservacao da

probabilidade o operador deve ser unitério:
UN(dt)U(dt) =T = ((t +dt)[(t + db)) = (¥ ()| UT(d)U(de) [i (L)) . (3.33)

ao aplicar sucessivas evolugdes € o mesmo que aplicar uma evolugdo resultante da soma dos
intervalos considerados:

U(dt' + dt") = U(dt)U(dt"), (3.34)

e, por fim, que ao tomarmos dt — 0 o operador ndo deve alterar o estado, ou seja, € identicamente
a unidade:
lim U(dt) =L 3.35
lim U(dt) (3.35)
Observe que s6 faz sentido considerarmos dt > 0 pois sendo estariamos validando
evolucdes temporais de estados contrérias a direcdo do tempo. Dessa forma, ao aplicar o operador
U(dt) em uma funggo de onda é o mesmo que mantermos a fung¢do de onda fixa e deslocar a
"origem do eixo"para a esquerda em —dt. Esse € um exemplo de execucgao passiva (Greiner;
Muller, 2001):
Y(x,t+dt) = U(dt)y(x,t). (3.36)

Visto que o hamiltoniano € o gerador de deslocamento temporal do sistema (Goldstein
et al., 2001), vamos definir o operador H hermitiano (H = H t pois queremos realizar medidas

reais de tal observavel), de forma que o operador de evolucao temporal seja:

U(dt) =1— %H dt, (3.37)
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satisfazendo a unitariedade:
Ul(d)U(dt) = (]1+ %HT dt) (11 - %H dt>
_1- %(H — HY)dt + O(d?)
~ I (3.38)
e a composicao, tal que:

UdtU(dt") = <]1 - %H dt’) (]1 - %H dt”)

- I- %H (dt' + dt") + O(dt?)

Q

I— %H (dt’' + dt")
= U(dt' +dt"), (3.39)
e finalmente, se fizermos dt — 0 em (3.37), o operador se reduz a unidade, satisfazendo entao

a todas as propriedades estabelecidas. Para a propriedade da composicao em (3.34) vamos

considerar o estado do sistema evoluindo na seguinte ordem ¢ty — t — ¢ + dt:

U(t+ dt, to) = U(t + dt, U (L, ty) = (11 - %H dt) Ut t), (3.40)
tal que:
U(t + dt, to) — Ut o) = —%H dt U(t, 1), (3.41)

e tomando o limite dt — 0 ficamos com:

z’h%U(t, to) = H U(t, ty). (3.42)

Obtemos por fim a equacao de Schrodinger para o operador de evolugdo temporal,

de maneira que o operador hamiltoniano H € aplicado da forma:

.0
H = zha. (3.43)

Dispondo entdo dos operadores que relacionam o momento (3.30) e a energia da
particula (3.43), podemos finalmente estudar os principais conceitos aplicados para tentar unificar
a Mecanica Quantica e a Relatividade Restrita no inicio do século XX. Para altas energias a
equacao de Schrodinger ndo € uma boa escolha para analisar o estado do sistema, uma vez que
esta ndo € invariante sob transformacoes de Lorentz (Fai, 2022). Portanto, era necessdrio um
novo formalismo que garantisse essa invariincia e que pudesse descrever de forma satisfatdria a

equacgdo de onda para um sistema de uma particula livre relativistica.
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4 MECANICA QUANTICA RELATIVISTICA

Neste capitulo desenvolveremos os conceitos que nos guiam as equagoes de Klein-
Gordon e de Dirac por meio dos operadores momento € hamiltoniano a partir da relagao
energia-momento. Encontraremos as solucdes de energia positiva e de energia negativa que
levaram a expeculacdo e posteriormente a verificacdo experimental da existéncia de antiparticulas.
Por fim, examinaremos as interpretacoes probabilisticas da fun¢do de onda em cada caso e o

conceito de spin da particula a qual cada equacao estd relacionada.

4.1 Equacao de Klein-Gordon

Em meados de 1926, de forma independente, os fisicos Oskar Klein (Klein, 1926) e
Walter Gordon (Gordon, 1926) tentaram unir a teoria quintica com a teoria relativistica. A ideia
era obter, a partir da aplicacdo dos operadores de energia € de momento, uma equagdo € uma
funcdo de onda invariantes sob transformac¢des de Lorentz. Para isso, eles consideraram uma
particula livre cuja energia poderia ser obtida tomando a relagdo energia-momento conforme

equacgdo (2.30). Observe que, devido ao quadrado da energia, € possivel considerar duas solugdes:

E = +4/p%c® + mict. 4.1)

Como a ideia original era trabalhar com particulas livres, ndo fazia muito sentido
admitir que estas possuem energia negativa. Na realidade, essa solu¢do negativa de energia
para a equacdo de Klein-Gordon estd relacionada com a existéncia de antiparticulas, verificadas
experimentalmente por Carl Anderson com a descoberta do pdsitron, antiparticula do elétron

(Anderson, 1933). Ao aplicar o operador hamiltoniano na fun¢do de onda, devemos ter:

Hiy(x,t) =+ <\/p202 + m§c4> W(x,t). 4.2)

De forma a incorporar ambas as solugdes positiva e negativa aplicaremos novamente

o operador hamiltoniano na equacao (4.2), tal que (Guendelman; Owen, 2022):

H*Y(x,t) = (p°c® + mict) ¥(x, t). (4.3)
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Utilizando os operadores de momento (3.30) e de energia (3.43) obtidos na Mecanica

Quantica nao-relativistica, ficamos com:

(—H? +p° +mjc*) ¥(x,t) = 0

2
[—(ih)Q% + (—ih)**V? + mgc‘*} Y(x,t) = 0
1 02 mac?
Qﬁﬁ—v2 %)¢@ﬂ::o (4.4)

Essa € a famosa equacdo de Klein-Gordon para particulas livres. Observe que, ao
utilizar a notac¢do dos quadri-operadores diferenciais em (2.18) e (2.19) e reescrevendo a fungao
de onda como uma fung¢ao das coordenadas z* no espaco-tempo de Minkowski, podemos verificar

a invariancia da equacao de Klein-Gordon sob transformacdes de Lorentz:

2.2
(@W+@g)¢@wzm (4.5)

uma vez que a fun¢do de onda é um escalar invariante de Lorentz tal que ¢ (z#) = 1/1(x“/). A

contragdo dos indices dos quadri-operadores diferenciais covariante e contravariante também €

invariante e o operador resultante desse produto € chamado de D’Alambertiano, de forma que:
/ 1 92 9
0ot =0,0" = e A (4.6)
Reconhecemos entdo (4.5) como uma equacgao de onda, cujas solucdes livres siao

(Greiner, 2000):
! !

(z) = exp [—ﬁPﬂx“} = exp [—ﬁ(Et -p- x)] : 4.7)
na qual utilizamos a contracdo dos quadri-vetores posi¢do (2.12) e momento (2.28). Uma vez
que a equagdo de Klein-Gordon foi obtida a partir da equagdo de Schrodinger considerando
um hamiltoniano relativistico € natural pensarmos que ao fazer o limite ndo-relativistico (isto
é, tomando ¢ — o0) recuperemos as expressoes ja conhecidas da Mecanica Quantica nao-
relativistica. Para isso, separemos a funcao de onda (4.7) em uma parte correspondente a funcao
de onda de Schrodinger ¢(x,t) juntamente com um termo vindo da energia de repouso da

particula:

W(x,t) = ¢(x,t) exp (—%mw%) : (4.8)

A energia total ' poder ser vista como a soma da energia nao-relativistica £’ da

particula mais a energia de repouso, ou seja, ' = E’ + myc®. Como essa energia de repouso é



30

proporcional a velocidade da luz ao quadrado podemos assumir que:

zh—‘ ~ E'¢p < mocop, 4.9)

entdo derivamos parcialmente no tempo a fun¢do de onda em (4.8) para obter:

oy (0¢ _mc? i 2
= = (875 i p qb) exp (—ﬁmoc t> , (4.10)

e, como a equacao de Klein-Gordon € uma equacdo de segunda ordem no tempo, derivamos

novamente a fun¢do de onda v(x, t) e também a relacdo (4.9), ambas no tempo, tal que:

2 2 ;
o o[t )

2 2 2 4 .
_ [@_Zmoc 99 _ moc® 09 _mie 4 exp (—%mOCQt)

ot? hoot hoot h?

moc? d9 mac I
{22 P + 2 ¢:| exp( hmoc t). 4.11)

Por fim, inserimos o resultado acima em (4.5) e retornamos a equagao de Schrodinger

para a fun¢do de onda ¢(x, t) que estd relacionada com a energia ndo-relativistica da particula:

1 [..mec?dp mict 5 Moc 1)) n o,
[ O — (w2 - % __ 412
CQ[Zhat+h2¢ Voo )omihg =, Ve @1

O 1ltimo ponto que devemos comentar sobre a equagdo de Klein-Gordon € o que diz
respeito a interpretagcdo probabilistica da fun¢do de onda. Analogamente ao que fizemos para a

equacado de Schrodinger, vamos tomar o complexo conjugado tal que:

2.2
<a“a“ n mth) bt = 0. (4.13)

Multiplicaremos (4.5) por ¢* e (4.13) por 1), ambas a esquerda. Subtrairemos as

equagoes resultantes e, utilizando a regra do produto das derivadas, ficamos com:

¢* (aﬂa;t mO )@Z) ¢ <3M8” + m(2)02) 1/}* — 0

h2
0,(0") — D, (") = 0
8H(w*8“w—w3“w*) = 0, 4.14)

onde introduzimos a quadri-corrente de probabilidade J#, tal que:

JI = N 0" — vo*)*) = (cp, J), (4.15)

na qual /V € uma constante de proporcionalidade que serd determinada mais a frente. Observe

entdo que a expressao final em (4.14) se reduz a uma equacao da continuidade:

GNJ“:%JrVJ:O. (4.16)
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Finalmente, basta entdo determinarmos p e J para o formalismo de Klein-Gordon.
Da mesma forma que consideramos anteriormente ao tomarmos o limite ndo-relativistico, essas
grandezas devem retornar as expressoes da densidade de probabilidade (3.6) e da corrente de
probabilidade (3.7) para a equacdo de Schrodinger. Observando a expressao (4.8), ja calculamos

sua derivada temporal em (4.10). Calculamos entdo seu gradiente:

Vi = V¢ exp (—%mOCQt) . 4.17)

Note que ao utilizar a expressao (4.17) na equagdo da continuidade (4.16), as
exponenciais ndo inteferem, pois estamos igualando a equagdo inteira a zero. Logo, ndo ha
dependéncia da velocidade da luz tal que as componentes de J para o caso de Schrodinger e
de Klein-Gordon sdo proporcionais e, sendo assim, ao comparar as expressoes (3.7) e (4.15)

percebemos que a constante de proporcionalidade N deve ser:

h
N= (4.18)
2m0
Agora, para calcular p, basta tomarmos ;1 = 0 na expressao (4.15). Portanto, as

grandezas p e J para a equacdo de Klein-Gordon sao:

A
e ("é[) ot v 815) (419)
h
The = —g—(0"V —0Vy). (4.20)
mo

Utilizando a derivada temporal da funcdo de onda em (4.10) e substituindo em p

indicado em (4.19), temos que:
_ih . (00 imgc? dp*  imgc®
p= 2m002[¢ <8t_ h ¢)_¢<8t+ h ¢
B . 1h L 00 B 0¢*

= 60" + (¢& &)

2moc?

(4.21)

e observamos que, ao tomar o limite ndo-relativistico (¢ — 00) na expressao acima, retornamos
a densidade de probabilidade para a equacdo de Schrodinger como em (3.6).

Entretanto, devido aos possiveis valores que a fungcdo de onda v e sua derivada
01 /0t podem assumir em um determinado instante de tempo ¢, a grandeza indicada em (4.19)
nao ¢ definida positiva e, portanto, ndo pode ser uma densidade de probabilidade. Isso se deve
ao fato da equacao de Klein-Gordon ser de segunda ordem no tempo e, devido a isso, esta
foi por muito tempo considerada fisicamente sem sentido (Greiner, 2000) pois ndo havia uma

interpretacdo probabilistica da funcdo de onda, contrério ao que havia para Schrodinger.
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Em consequéncia da forma como escrevemos o hamiltoniano em (4.3) acabamos
incorporando ambas as solug¢des de autovalores positivo e negativo da energia. Dessa forma,
a solucao da funcdo de onda para a equacdo de Klein-Gordon em (4.7) possui imbutidos os
comportamentos das fungdes de onda para uma particula com energia positiva e para outra
particula de comportamento idéntico mas com energia negativa (Sakurai; Napolitano, 2020).

Ao tomar o limite ndo-relativistico a equacao de Klein-Gordon se reduz a equacao
de Schrodinger para uma particula sem spin cuja fungdo de onda obtida € um campo escalar.
Conforme discutido por Pauli e Weisskopf, uma teoria relativistica escalar possibilita a existéncia
de particulas de cargas opostas e sem spin, obedecendo a estatistica de Bose-Einstein (Pauli;
Weisskopf, 1934). Dessa forma, a falta de um grau de liberdade de spin para as particulas bem
descritas pela equagdo de Klein-Gordon levou a resultados imprecisos na descri¢ao de outras
particulas com spin como por exemplo o estudo do elétron na estrutura fina do Hidrogénio
(Sakurai; Napolitano, 2020). Contudo, a equacao de Klein-Gordon se adequa perfeitamente aos

calculos relacionados a fendmenos fisicos envolvendo mésons 7 (Greiner, 2000).

4.2 Equacao de Dirac

Para que fosse possivel estabelecer uma densidade de probabilidade definida positiva
e dependente apenas da fun¢do de onda (e ndo mais de sua derivada primeira), Paul Dirac propos
em 1928 uma unificagdo da Mecéanica Quantica com a Relatividade Restrita visando uma equacao
de primeira ordem no tempo e no espaco e que fosse possivel interpretar as solucdes de energia
negativa obtidas anteriormente por Klein-Gordon. Para isso, Dirac sugeriu a seguinte forma para

este operador agora sem a raiz quadrada que tanto causou problema para Klein-Gordon:
H=ca- P+ pmy = —ike (alal + a0y + a383) + Bmc?, (4.22)

na qual P é o operador momento e as grandezas o (com i = 1,2, 3) e 3 devem ser determinadas

ao relacionar o quadrado do operador hamiltoniano de Dirac (4.22):

H?* = — R*[(a")?0] + (a?)?0; + (a*)?05 + a'a010, + a*a?0,05 + o’ 0,05 +
+ 0420418281 + a3a18381 + 0430428382] — ihmocB[Oélal + a282 + a?’(’)g}ﬂ +
— ihmoc®Blator + a0y + 5] + BPmict

J~k k~J ) ]
= i 00, — ihmget S (@05 + )0y + P!, (423)

Jik J
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com a relacdo energia-momento (2.30), tal que, de acordo com a expressdo obtida acima, devemos

ter:
ok +aFal = 2051, (4.24)
B+ Ba’ = 0, (4.25)
pr =1 (4.26)
(@/)? = L (4.27)

Visto que as componentes de o e [ anticomutam entdo ndo podem ser valores
numéricos. De fato, sao matrizes. Utilizando a propriedade do traco do produto, isto &,

Tr(AB) = Tr(BA), vemos também que essas matrizes possuem traco nulo:

o/f=—Pol = o/f = —Palf= ol = —pa’f
Tr(a?) = —Tr(Ba’B) = —=Tr(f%a?) = =Tr(a?) = Tr(a?) = 0, (4.28)
of ==l = (o7)°f = —a’fo’ = § = —o’fo’

Tr(B) = —Tr(ca’Ba’) = =Tr((a?)*B) = =Tr(B) = Tr(p)

0. (4.29)

Uma vez que 3% = I = (a’)?, seus autovalores sdo +1. Como o trago de ambas é
nulo, sua dimensdo D deve ser par (Barcelos Neto, 2010). O caso D = 2 é descartado pois nele
apenas as trés matrizes de Pauli anticomutam e sdo necessdrias quatro. Logo, a dimensao das

matrizes deve ser D = 4. Uma escolha usual €:

. 0 of
O(] g ) 5 (4.30)
ol 0
I 0
g = , 4.31)
0 —I

nas quais I é a matriz identidade 2x2 e 0/ sdo as matrizes de Pauli:

0 1
ol = , (4.32)
10
) 0 —i
o2 = , (4.33)
i 0
1 0
o = , (4.34)
0 —1
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Imn

e que, dado € o tensor de Levi-Civita (Barcelos Neto, 2010), satisfazem a seguinte regra de

comutacao:

(0!, 0™] = 2ie"™" ™. (4.35)

Aplicando entdo o operador hamiltoniano de Dirac (4.22) & uma fun¢do de onda
W (z*) e utilizando a forma conhecida para este operador na Mecénica Quéntica nio-relativistica

(3.43), vemos que:

m%\y — [—ific (010 + 020y + a®83) + fmoc?] U, (4.36)

onde, rearranjando os termos, multiplicando por 3 a esquerda e reescrevendo o produto das

matrizes a com os operadores diferenciais na forma de contracdo de indices:

(ih2 + ihea'd; — ﬁm062> v =0
ot

. 8 . 7 2 2

Zhﬁa + ZhCﬁOé 81 - ﬁ mopcC v =0

B B
(Zhﬁm+@h60[8¢-7ﬂo€)\ll = 0

(ihy" 0, — moc) ¥ = 0. (4.37)

Obtemos entdo a famosa equacdo de Dirac. Observe que esta é invariante de Lorentz
(como demandado inicialmente) devido a contragdo dos indices do quadri-operador diferencial

0, com as chamadas matrizes gamma "

" = B (4.38)
v = Ba’, comi=1,2,3. (4.39)

Ao elevar a equagido (4.37) ao quadrado (tomando seu complexo conjugado), temos:

(thy" 0, — moc)(—ihy" 0, — moc)¥ = 0
(R*4#~70,,0, — ihmocy",, + ihmocy”' 9, + mic>)¥ = 0

(R*4*470,0, + mgc*)¥ = 0, (4.40)
onde a relacdo de anticomutacao das matrizes v* € dada por (Greiner, 2000):

{7 =AM A =29 (4.41)
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na qual g"” € a métrica indicada em (2.10). Podemos entdo trabalhar os indices do primeiro

termo a esquerda na equacao (4.40) da forma:
0,0, = (29" —~"+")0,0, = 2¢""0,0, — ¥'¥"0,0,. (4.42)

Como os indices estao contraidos indicando soma, fazemos p <— v no dltimo

termo acima. Além disso, como as derivadas comutam, entao:
"~'0,0, = 2¢"0,0, —¥"y"0,0, = 2¢"0,0, —"~"0,0,, (4.43)
e, rearranjando os termos:
29%~4%0,,0, = 29" 0,0, = v+ 0,0, = 0,0". (4.44)

Portanto, substituindo os resultados acima na equagao (4.40) retornamos a equacao

de tipo Klein-Gordon:

2 2
mge

h2

(R*4#470,0, + mic? )W = (h*0,0" + mic®)¥ =0 = {aﬂaﬂ + } V=0 (445

Entretanto, a interpretacdo da fung@o de onda agora € outra. Uma vez que as matrizes
gamma de Dirac s3o D = 4, entdo a fun¢do de onda W (z#) agora deve ser uma matriz coluna de
quatro componentes chamada de bi-spinor. A explicacdo correta para a expressao (4.45) € que ao
elevarmos ao quadrado a equacio de Dirac retornamos a uma equacao do tipo Klein-Gordon
para cada uma das componentes de ¥ (Stepanow, 2010).

Visto que as matrizes de Pauli s@o utilizadas para construir as matrizes de momento
angular j = 1/2 (Tannoudji ef al., 2019) e que empregamos estas para construir as matrizes
gamma entdo € natural pensarmos que a equacao de Dirac pode ser perfeitamente aplicada para
analisar um sistema de uma particula de spin 1/2. Como o bi-spinor possui quatro componentes,
duas sao para a soluc@o de energia positiva e as outras duas para a solucao de energia negativa
(como estamos trabalhando com spin devemos considerar suas projecoes up € down para cada
autovalor de energia positivo e negativo).

Sejam entdio P’ = +/p? + m3c2 e x*) dois spinores linearmente independentes de
duas componentes cada, as solu¢des da equacao de Dirac livre (sem termo de energia potencial)

respectivamente para as componentes de energia positivia e de energia negativa sao da forma
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(Wolschin, 2015):

T (+)

T () = exp |—~(P’ct —p-x) X : (4.46)
h ap__\(+)
B - m0c+P0X
_,L' ap UX(_)
() = exp |=(Plct —p-x)| | ™ot” (4.47)
L7 O

Podemos visualizar também a validade da equacgdo de Dirac para particulas de spin
1/2 ao calcular o comutador do hamiltoniano (4.22) com o momento angular total J do sistema
que devera ser a soma do momento angular orbital L com um termo adicional que também deve

ter a dimensdo de momento angular.
J =L+ k%, (4.48)

onde « € uma constante de proporcionalidade que serd calculada posteriormente. Para isso,

introduzimos o seguinte operador:

o 0
> — , (4.49)
0 o
e, ao aplicar o comutador com o hamiltoniano de Dirac, ficamos com:
[H,J] = cla-P,L]+ck[a- P, %] +moc? [3, L] +moc’k [8, X]
=0 =0
= c [aiPi, Lj] + cK [aiPi, Ej] . (4.50)

Vamos calcular cada um dos comutadores acima separadamente aplicando as
propriedades de comutacdo dos operadores posi¢do e momento indicadas em (3.16), (3.27) e

(3.31). Comecando com o primeiro:

@' P L] = [o/P', ™ X™P"]
= &' [P, X" P"]
= ™o’ | [P, X™] P" 4 X™ [P, P
——
= ™’ (—ih & P")
= —ihdm™ampn

= —iha xP, 4.51)
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e em seguida o segundo termo, utilizando as definicdes (4.30) e (4.49), além da relacdo em (4.35):

[’ P Y] = [, %] P+ [P',5]
=0
= 2i kaFpi

= 2iaxP. (4.52)

Juntando entdo os resultados obtidos em (4.51) e (4.52) na expressdo (4.50) e tomando
que o comutador do hamiltoniano com 0 momento angular total deve ser nulo para que possamos

escrever uma base comum de tais operadores, entao:
) . h
—2hcaxP+220ﬁaxP:0:>m:§. (4.53)

Logo, o momento angular total J deve ser a soma do momento angular orbital L
com um momento angular intriseco //2 3. Foi possivel verificar entdo que, de acordo com o
hamiltoniano proposto por Dirac, a particula em estudo deve possuir spin 1/2.

Por fim, nos resta entender a interpretagdo probabilistica da fun¢do de onda de Dirac.

Para isso, consideramos a equacado de Dirac (4.37) e seu complexo transposto e conjugado, na

forma:
L0 . ;0 L0 ; 0 9
@hﬁ%\lf = —ihy %\I/ + mocV = Zha\ll = —ihc « %\If + moc“ SV, (4.54)
—ﬁwiqﬁ = iwiqﬁ + moe¥’ = —mﬁqﬂ = ihc o/iqﬂ + moc?BUT. (4.55)
Jct or’ ot ox?

Multiplicamos (4.54) por W' e (4.55) por ¥, ambos a esquerda. Em seguida,

subtraimos as equagdes resultantes:

0 0 -0 0
A (VU + U0 ) = —ihe (UTa'—=0 + Vo' — 0T
Z< ot * ot > ZC( “ oxi - “ ori
in (vhw) = e 2 (Tl w) (4.56)
ot ox’ ’
e obtemos por fim uma equag¢do da continuidade, tal que:
0 0 .
— (V1) + — (¥ica'W) =0 4.57
(915 ( ) + axz ( ca ) ’ ( )

na qual identificamos a densidade de probabilidade p e as componentes da corrente de probabili-

dade J para a equagdo de Dirac como:

pp = U, (4.58)
Jp = Ulcal. (4.59)
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Ao contrdrio da equagdo de Klein-Gordon, observe que p agora € definida positiva
para a equacdo de Dirac e, portanto, podemos assumir a interpretacao dessa grandeza como uma
densidade de probabilidade:

p=01T =Ty, >0 (4.60)

Os resultados obtidos por Dirac levou a comunidade cientifica a crer que esse
formalismo era a direcdo correta a ser tomadada pela Mecanica Quantica Relativistica (Sakurai;
Napolitano, 2020). De fato, as solugdes para particulas livres de spin 1/2 no formalismo
proposto por Dirac levaram a melhores interpretacdes dos autovalores de energia negativa e,
posteriormente, a descoberta do pésitron (a antiparticula do elétron). A invariancia de (4.37) sob
transformagdes de Lorentz também validaram a equagdo de Dirac como uma equacao de onda
relativisticamente aceita (Greiner, 2000).

Para explicar as solu¢des de energia negativa, Dirac considerou todo o espectro de
energias acessiveis. Ele supds que um elétron que estivesse no "mar de energias negativas" nao
poderia ocupar um espago no "mar de energias positivas" devido ao principio da exclusdo de
Pauli. Contudo, seria possivel um foton altamente enérgico excitar o elétron do mar negativo até
as regioes do mar positivo onde a particula poderia ser observada. O elétron excitado deixaria
entdo um buraco no mar negativo. Esse buraco também poderia ser observado com propriedades
similares as do elétron mas com carga positiva: essa antiparticula foi denominada pésitron. No
experimento realizado (Anderson, 1933), foi possivel detecta-la devido a diferenca na curvatura
realizada por tal antiparticula ao perder energia.

Figura 3 — Esquema proposto por Dirac para explicar as energias negativas e
a validacdo experimental de Anderson para o positron.

Energy

Electron

Hole (positron)

Fonte: Sakurai; Napolitano (2020).
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5 OPERADOR DE TRANSLACAO NO ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI

Neste capitulo introduziremos uma forma para o operador de translacdo no espaco-
tempo utilizando a métrica de Minkowski usual. Deduziremos a equagdo de Klein-Gordon para
tal operador e, a partir da solucdo da equacdo diferencial encontrada, calcularemos a energia da
particula livre que devera estar associada a relacdo energia-momento da Relatividade Especial.
Em seguida, desenvolveremos a equacao de Dirac para tal operador na qual também utilizaremos
a solucdo obtida para calcular a energia de um elétron na presenca de um campo eletromagnético
externo e verificaremos no termo de energia referente ao acoplamento spin-6rbita o valor correto
da razdo giromagnética do elétron. Posteriormente, trabalharemos com a métrica proposta para o
operador de translacdo dependente da posicao, definiremos a atuagdo de tal operador no ket de
estado do sistema, calcularemos o quadri-operador de momento nesse novo espago-tempo o qual
serd utilizado para encontrar uma equacao do tipo Klein-Gordon modificada. Utilizaremos uma
mudanca de varidvel para resolver tal equagdo e a partir de sua solucdo verificaremos a relagdao
energia-momento. Em seguida, tomaremos o limite ndo-relativistico na equagdo de Klein-Gordon
modificada e considerando novamente o tempo como pardmetro retornaremos a equagao de
Schrodinger modificada. Por fim, calcularemos a equacao da continuidade e verificaremos as
expressoes obtidas para a suposta densidade de probabilidade e para a corrente de probabilidade

nesse espago-tempo modificado.

5.1 STTO na Métrica de Minkowski Usual

Inspirados nos operadores de translacao espacial (3.17) e de evolugdo temporal (3.32),
desejamos estudar um operador de transla¢do no espaco-tempo de Minkowski que leve um estado
da posicao inicial 3%) até uma posi¢ao final z#. Para isso, devemos considerar tanto translacdes
espaciais quanto temporais (ou melhor dizendo, uma translacdo do sistema de coordenadas ct).

Na Mecanica Quantica ndo-relativistica vimos que existem dois tipos de execugoes:
ativas (3.18) e passivas (3.36). Para as transformacgdes de Lorentz a execucdo passiva € mais
adequada pois nela 0 mesmo sistema fisico € observado de diferentes referenciais inerciais
(Greiner; Muller, 2001). Dessa forma, definimos o operador 7(dz*) de translacdo infinitesimal
no espaco-tempo de Minkowski (Spacetime Translation Operator ou STTO) e sua a¢do na funcio
de onda v (z*) tal que:

7(dz") (zt) = (2 + dat), (5.1
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e, ao aplicar o operador no ket na representacao de posicdo, temos:
7(dz") |a*) = |2t 4 dz*) . (5.2)

Andlogo ao procedimento adotado anteriormente, vamos utilizar os operadores
hamiltoniano e momento para serem os geradores de deslocamento temporal e espacial, respec-
tivamente. Como estamos utilizando um tratamento relativistico, o ideal seria associar ambos
esses operadores em um tnico ente matemdtico. Para isso, empregaremos um andlogo a (2.28)
mas agora com os operadores hamiltoniano e momento respectivos aos autovalores encontrados
no quadri-momento. Dessa forma, observe que o quadri-operador momento P* é hermitiano,
pois suas componentes sdo os operadores também hermitianos H e P, ou seja, P* = (PH)T.

Introduzimos entao o operador de translacao infinitesimal no espaco-tempo de Minkowski:
r(at + do, oty = (dat) = 1 — %Pudx“. (5.3)

Também desejamos que esse operador satisfaga algumas propriedades basicas assim
como os operadores de translagdo espacial e de evolucao temporal na Mecanica Quantica

nao-relativistica. Por exemplo, podemos verificar a unitariedade:
1 (dx")r(dat) = [}H %(PM)T dx“} [JI— %Pﬂ dx“}

= 1 [P~ (B)] da* + O[(de"Y)

I, (5.4)

Q

e a composicdo utilizando (5.2):

7(dz")r(da?) |y = 7(da")|z® + dz¥)
= |z% 4+ daz¥ + dat)

= 7(da” + daz¥) |z°). (5.5)

Por fim, note que ao tomarmos dz* — 0 em (5.3) o operador se reduz a unidade e
ndo altera o estado do sistema. Devido a propriedade da composicao, no caminho dos pontos

0 — 1 — 2 podemos escrever:

T(x{y), 2(0)) = T(@(a) @) T (@0, (o)), (5.6)
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no qual, tomando xé) =at +dzte xé”l) = ¥, temos:
T(@! +dat x)) = (2" +dat, 2T (2t @)

1
= [1 - ﬁPMda:“} T(ZEM,LE;(LO))

)
= T(:C“,:E’(O)) = ﬁPud:C“T(:c“,x?O)), (5.7)

e, enfim, vemos que:

1
(@ + dat, ) — (¥, 2lg) = —ﬁPudx“T(x“,x’(‘O)), (5.8)

onde, ao tomar o limite quando dz* — 0, ficamos com:

0 [ . ’
@T(Wﬂﬁ))) =~ b, Z()) = thO,T (", 1)) = Bur(a”, () ). (59

Propomos entdo uma solucao para a equacgao diferencial acima, do tipo:

Pk, alt)) = exp [—%Pu(x“ - a:fgo))] — exp [—% (B(t—to) —p - (x — xo)]] (5.10)

Comparando ambos os lados da expressdo final na equacgdo (5.9) vemos que o
quadri-operador momento P* se reduz as expressdes ja conhecidas dos operadores momento
(3.30) e hamiltoniano (3.43):

A (H
PY = iho" = ih (m,—V) = (z,P) . (511)

Também podemos verificar essa expressdo do quadri-operador momento de forma
andloga ao que fizemos para calcular o operador momento tridimensional da Mecéanica Quéntica
ndo-relativistica. Para isso, vamos definir a relagdo de ortonormalidade e de completeza,
respectivamente, para uma base na representacao de posi¢ao do espectro continuo no espago-
tempo de Minkowski. Seja entdo g o determinante do tensor de métrica conforme indicado no

quadri-volume infinitesimal (2.15):

(xh|x”) = ozt —av), (5.12)

.
ﬁ‘H
Na

/ dha/ g oy (2] = (5.13)
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Aplicamos entdo o operador de translagdo em um ket |¢)) qualquer e, lembrando
que estamos trabalhando com execucdes passivas como em (5.1), inserimos uma relagao de

completeza (5.13) e expandimos a fun¢@o de onda até primeira ordem em série de Taylor, tal que:
(15 ) = [atey=gr(ae) ) (1)
= [ o=yl + Ay @)
_ / d'oy=g[2") (a¥ + Az[v)
_ / 2o/ =g |a) (ww)

52z (101 )

onde, ao aplicar (z*| pela esquerda na expressdo acima e utilizando a relagdo de ortonormalidade

(5.12), ficamos com:
(1= prar) @iy = [aoy=gwle) (o +ae s 1))
= [dwsa o (@ <"w>)

na qual, utilizando a propriedade da fungao delta (3.12), obtemos:
1 0
(1= §Ra") @16) = (a¥10) + e 2 (1), (5.14)

e, a0 comparar ambos os lados da expressao acima, obtemos a mesma expressao para o quadri-
operador momento em termos do quadri-operador diferencial, tal que P, = ih0,, como em (5.11),

mas dessa vez com as componentes covariantes de tal operador.
5.1.1 Equacdo de Klein-Gordon para o STTO

Agora faremos um procedimento andlogo ao desenvolvimento da equacao de Klein-
Gordon para a func¢io de onda mas para o operador de translagdo no espaco-tempo de Minkowski.
Anteriormente, em (4.3), aplicavamos o operador hamiltoniano duas vezes consecutivas na
funcdo de onda e obtinhamos a equagao de Klein-Gordon. Nesse caso, como estamos trabalhando
com o quadri-operador momento P* que contém ambos os operadores hamiltoniano e momento,

vamos aplica-lo em ambos os lados da equacgdo (5.9):

1
PO, T(a, ) = —ﬁP#PHT(J}“, {(g))- (5.15)

Aqui iremos empregar as defini¢des do quadri-momento encontradas ao longo

deste trabalho. Para o lado direito, uma vez que o quadri-momento € definido a partir da
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quadri-velocidade realizaremos a contracdo de indices como em (2.29). Para o lado esquerdo,
utilizaremos a defini¢do do quadri-operador momento (5.11). Dai temos que, substituindo ambas

as defini¢cdes do lado direito e esquerdo, respectivamente, na equacao (5.15):

. 1 i 1
ih0, 0" 7 (x", x)) = —ﬁmgc%‘(m“, ()
h?0,0" T (", Tg)) = —macir(zH, (g))
mac?
{auau 722 }T(mu,x/&))) = 0, (5.16)

e obtemos uma equagao do tipo Klein-Gordon para o operador de translacao no espaco-tempo
de Minkowski. Seja entdo 0,0" o operador D’Alembertiano (4.6), aplicamos as derivadas na

solucdo proposta para o operador em (5.10):

19> 9*  9* 0P mac? i
[(0_2@ R @) + ;;2 } exp {—ﬁ [E(t—t) —p-(x—x0)]| =0, (5.17)

e recuperamos por fim a relacio energia-momento conhecida na Relatividade Restrita como em

(2.30):

1 2

1 méc
— B Wy ) + 5 = 0= B2 =pPc + mic. (5.18)

5.1.2 Equacgado de Dirac para o STTO

Agora vamos desenvolver o andlogo ao formalismo de Dirac para o operador de
translacao no espago-tempo de Minkowski. O hamiltoniano proposto por Dirac (4.22) relaciona
a energia da particula com seu momento linear a partir das matrizes o’ e 3 e podemos escrevé-lo
da forma:

H
H=ca -P+pmy?=—— a-P=pmy, (5.19)
&

no qual multiplicando ambos os lados por [ a esquerda e utilizando as defini¢des das matrizes

gamma em (4.38) e (4.39) e do quadri-operador momento em (5.11), temos:
H 2
f— —~ P = p"moc = y"P, = myc. (5.20)
c

Uma vez que o hamiltoniano de Dirac nos leva a uma formulagdo covariante da
Mecanica Quantica Relativistica e extendendo sua validade ao formalismo do operador de

translacdo no espago-tempo de Minkowski, podemos multiplicar a equacao (5.9) por v a
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esquerda e, utilizando o resultado em (5.20), ficamos com:

iﬁv“auT(x“7 x?o)) = P, xﬁ)))
(thy" 0y — P (a#, ) = 0
(thy"0 — moc)T(a#, 2(p)) = 0. (5.21)

Obtemos entao uma equagao do tipo Dirac para o operador de translagido no espago-
tempo de Minkowski e iremos resolvé-la considerando um elétron (spin 1/2 e autovalor de
energia positiva) na presenca de um campo eletromagnético externo. Para isso, utilizaremos o

acoplamento minimo tal que o quadri-operador momento se torne:
e
Pt — PF— —AF (5.22)
c

onde A* € o quadri-potencial cujas componentes se relacionam com o potencial escalar ¢ e o

potencial vetor A do eletromagnetismo:
At = (¢, A). (5.23)

Vamos escrever as componentes do operador de translagdo tal que Ty, € Tinr S€jam as
componentes superiores e inferiores, respectivamente, do bi-spinor relacionado ao operador de
translagdao em (5.21):

Tsup

T(xh xh)) = . (5.24)

Tinf

Reescrevendo a equacao do tipo Dirac (5.21) com o acoplamento minimo indicado

em (5.22):
1 Tsuj
['W(Pu - EAM) — moC ’ =0
¢ . Tinf
1 Tsu
[Py“PM — E’y"Au — mgc P =0
¢ B Tinf
H 1 TSU
{6——7-P—Eﬁ¢+97-A—moc "l =0
c c c 1| -
inf
TSU
[6H—c*y~P—eqz§B+e’y-A—moc2] P = 0
Tinf
(& 2 Tsup
[5}1 —edf—c- (P — —A> — mec } — 0. (5.25)
c
Tinf
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Sejam II e P o momento cinético e momento candnico, respectivamente, tal que
(Goldstein et al., 2001):
M=P - A, (5.26)
C

e escrevendo explicitamente a expressao (5.25) na forma matricial, temos:

I 0 I 0 0 (o 9 I 0 Tsup
H —e¢ —c - II — mgc
0 —I 0 —I —o 0 0 I Tinf

=0, (5.27)

na qual operando as multiplicagdes matriciais e rearranjando os termos obtemos o seguinte

sistema:

— 2
HTsup - 6¢Tsup +co- 1_ITinf + myc Tsup»

(5.28)
Hing = €¢Ting + ¢ 0 - Tty — Mo

Estamos interessados somente nos autovalores do operador H de energia positiva (a
particula em estudo € o elétron, as energias negativas estdo relacionadas com sua antiparticula, o
positron). A partir daqui, vamos considerar o limite nao-relativistico, isto €, a energia referente a
massa de repouso é muito maior que as outras energias envolvidas.

Voltamos nossa aten¢ao a segunda equagao do sistema (5.28). Nela temos, aproxima-

damente:

~ 2 _ 2
Htne = moC Tint = €@Tins + ¢ 0 - Ty — moC Tin
= (2moc® — ed)Tint = c o - I,
0 inf — sup

~ 2mytrys=co - Il7g,
o-1I
= Tif = 5— Toup- (5.29)
2mgc
Portanto, uma possivel solucdo para o operador de translacdo com autovalores de

energia positiva é da forma:

; 1 1
rlotafy) = exp |3 (B -0 - -] | | =g | | 530
2moc 2moc

na qual reescrevemos a exponencial como f(x*) para melhor visualizagdo. Substituimos entdo
a solucdo encontrada acima na primeira equacdo do sistema (5.28), aplicando o operador

hamiltoniano e as relagdes entre as componentes como em (5.29):
9 .
Hp = thigpexp [—% (Bt —t0) —p- (x = xm] = B f ("), (5.31)
(o -11)

edTap + € 0 - TTing + Mo Ty = [e¢ +
ng

+ mocﬂ fxh), (5.32)
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e obtemos que:

(o - ID)*

E f(a") = Jed+ = -

+moc? | f(z"), (5.33)
onde podemos trabalhar o termo ao quadrado dentro dos parénteses utilizando a seguinte relacao
(Barcelos Neto, 2010):

(0'-1‘[)2 = (o-II)(co-I)
= II-TI+io - (IT x IO)
2

- (P— EA) Yo [(P— EA) X (P— EA)}
C C C
e 2 e e? 9

- (P--A) +ic- [PXxP-S(PxA+AxP)+ =A% (534
c c c

O dltimo termo do parénteses acima, por ser da ordem 1/ c2, é muito pequeno e

portanto serd negligenciado. O primeiro termo dos parénteses, ao aplicd-lo na expressao indicada

em (5.33), é nulo devido as propriedades vetoriais do rotacional do gradiente (Butkov, 1978):
P x [P f(z")] = —h*V x [V f(2")] = 0. (5.35)

Agora vamos calcular o restante dos termos de (5.34) dentros dos parénteses.

Considerando um campo magnético B homogéneo e fraco temos (Jackson, 1999):

B = VxA, (5.36)
1
= $BxX, (5.37)

além de levar em conta o gauge de Coulomb tal que (Jackson, 1999):
V-A=0, (5.38)

e, portanto, utilizando o operador momento (3.30), aplicando a regra da cadeia e utilizando a

defini¢do do campo magnético a partir do potencial vetor como indicado em (5.36) temos:

(PXxA+AxP)fa") = —ihV x [f(a")A] — ihA x [V f(z")]
- —z’h{f(:p“)(V X A)+ [V ()] x A+ A x [V f(a")] }
= —ih f(z")(V x A)
— —ih f(z")B, (5.39)

onde vemos que os dois ultimos termos entre as chaves acima se anularam devido as propriedades

do produto vetorial. Por fim, calculamos o termo restante em (5.34), novamente negligenciando



47

os termos de ordem 1/c%:

(P- ZA)2 flat) = [P? ~S(A-P+P-A)+ i-jA?] fla*)

c

Q

[PQ ~Y(A-P+P. A)} F(a). (5.40)

c
Tomando apenas o segundo termo da chave acima, temos entdo, sabendo que o

operador momento angular L = X x P (Tannoudji et al., 2019):
(A-P+P-A)f(zt) = —z'h{A~ (Vf(x")]+ V- [Af(z")] }

_ —ih{A~[Vf(x“)]+(V~A)f(x“)+A~[Vf(x“)]}, (5.41)

na qual, utilizando a definicdo do potencial vetor em termos do campo magnético e do operador

posi¢cdo como indicado em (5.37) e o gauge estabelecido em (5.38), vemos que:

(A-P+P-A)f(a") = —2hA - [Vf(z")]
= 2(A-P)f(a")
1
= 2[§(B><X)-P] F(a")
= [B-(XxP)]f(=")
— (B-L)f(z"). (5.42)

As matrizes de spin 1/2 podem ser escritas em termos das matrizes de Pauli (4.32),

(4.33) e (4.34), tal que (Griffiths, 2018):

S = ga, (5.43)

e, finalmente, unindo os resultados encontrados em (5.35), (5.39) e (5.42) na equacdo (5.33) e
sabendo que o autovalor de energia F € igual a energia da massa de repouso mais um termo e,

temos, apds aplicar os operadores corretamente:

B i) = {eot g [P S0 - E it B 4 bt
0
2
P2
— {@¢ + o 2nioc<L +2S)-B+ mocz}f(x“). (5.44)

Ao comparar ambos os lados da expressao acima obtemos uma equagao do tipo Pauli
(Berestetskii et al., 1971) tal que:

e

(L +2S) - B, (5.45)
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na qual identificamos os termos devido a energia cinética, a energia potencial e a energia de
acoplamento spin-Orbita onde € possivel verificar o valor correto da razdo giromagnética do
elétron e o fator de Lande g = 2 devido a interacao do seu momento magnético com o0 campo

eletromagnético externo (Gross, 1993).

5.2 Operador de Translaciao Dependente da Posicao para o Espaco-Tempo

Introduziremos nesta seccao o Operador de Translacdo Dependente da Posi¢cao
para o Espaco-Tempo (do inglés Space-Time Position Dependent Translation Operator ou,
abreviadamente, PDTO-ST). Desejamos que o tensor de métrica seja dependente da posi¢ao
xt, isto €, gup = gap(z"). Como no espago-tempo de Minkowski usual a métrica € diagonal,
conservaremos esta propriedade do tensor de métrica, 1ogo g,3 # 0 se @ = S e gop = 0 se

a # (. O operador de translag@o infinitesimal 7y (dx*) atuard em um ket de posicéo tal que:
Tr(dat) [a#) = [2# 4 [ gy ()7 dat) (5.46)

no qual, neste caso, os indices repetidos ndo indicam soma implicita e sim apenas que a métrica
¢ diagonal e como serdo afetadas as coordenadas ct, z, vy, z ao realizar a translacdo. Desta
forma, as componentes do tensor de métrica dependerdo apenas da coordenada relativa a elas
(900 = goo(ct), g11 = g11(x) e assim em diante). Analogamente ao que foi calculado em (1.2),

1/2

iremos expandir a fungdo |g,,,(z*)|~'/* em série até termos de primeira ordem:

P S e (T (5.47)

onde os indices repetidos ndo indicam soma e sim a qual varidvel estamos nos referindo. Devido

ao termo da raiz quadrada ser definido positivo (pois estamos interessados em translagdes entre
coordenadas reais), vemos que:

1+ THzH > 0= 2t > —%. (5.48)

Ou seja, nesse espago-tempo, a coordenada x* estd restrita ao intervalo (—1/1*, +00).

Veja que, ao tomarmos o limite T# — 0 pela direita (isto é, valores nao-negativos de Y*)

retornamos ao dominio da métrica de Minkowski usual (—oo, +00). Deste modo, a atuagdo do

operador de translacdo em questao (5.46) em um ket de posi¢c@o do sistema agora seja:

Tr(dat) |a") = 2" + (1 4+ TH2") dat') | (5.49)
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e, analogamente ao argumento utilizado para operador de translacdo na métrica de Minkowski

usual, iremos considerar execugdes passivas, tal que:
Ty (dat)p(a?) = P(at + (1 + THat) dat). (5.50)

Seja entdo (Py),, o quadri-operador momento modificado. Tal qual (5.3), introduzi-
mos o operador de translacdo infinitesimal no espago-tempo tempo de Minkowski modificado:

1

r(dat) =1 — -

(Pry),dz", (5.51)

onde observe que, ao tomar o limite dz* — 0, o operador de reduz a unidade inalterando o
sistema. Todavia, contrdrio aos outros operadores de translacao ou evolucdo apresentados neste
trabalho, o operador de translagcdo agora apresentado ndo é mais aditivo. A partir de (5.47) é

possivel estabelecer o médulo das componentes do tensor de métrica, tal que:

1
90N = T gy (5.52)

e, uma vez que ao tomar o limite T# — (0 devemos retornar a métrica usual de Minkowski e para

que o tensor de métrica continue a obedecer a propriedade indicada em (2.11), devemos ter:

goo(ct) = m = ¢"(ct) = (1 + Y%t)?, (5.53)
gu(z) = —ﬁ = g"'(z) = —(1+ T'2)?, (5.54)
g2(y) = _W = g%(y) = —(1+ ), (5.55)
933(2) = _(1+—}f3z)2 = ¢%(2) = —(1+ T32)?, (5.56)

tal que o deslocamento quadrado conforme (2.9) nesse espaco-tempo € da forma:

1 1 1 1
d? = —— Pdf — A~ AP d:® (5.57
S L T A 122 ~arrye™ ~ gy 637

Além disso, o termo y/—g, onde g € o determinante do tensor de métrica, que serd

muito importante para calcular as derivadas e integrais presentes neste formalismo e pode ser

€scrito como:

V=9 = V=30 911 g22 g33- (5.58)

Agora vamos calcular a forma do quadri-operador momento modificado (Py), na

representacao de posi¢cdo. De modo andlogo ao que fizemos para obter (5.14) considerando
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execugodes passivas, comegamos aplicando o operador na forma (5.51) em um estado arbitrario e

utilizamos as relagdes de completeza (5.12) e de ortogonalidade (5.13):
[ﬂ - %@T)mu} W) = [ devmgre(dan o (@)
= [ daymgler + @A) @)
_ / dhay/ =g |2) (& + (1 + T"2") Aa”|)
_ / da/=g |2") l<ﬂ|¢> (L T”x”)Am”% ww} . (5.59)

onde, ao aplicarmos (z*| pela esquerda na expressdo acima, ficamos com:
' 0
(1= 5 Peae ) ) = [ dloy=g @ le) |10 + (14 T80 32 (010)]
— /d4x d(zt —z¥) [(:B”WJ) +(1+ T”:):”)A:B”% <LEV|Q/J>:| (5.60)

e, finalmente, de acordo com a funcdo delta de Dirac em (3.12), temos que:

(1= £Praat) (210) = (o + (4 T Do) 66D

h o
Logo, comparando os lados da expressao obtida em (5.61) obtemos que o quadri-
operador momento modificado na representacao de posicdo na métrica do PDTO para o

espaco-tempo de Minkowski deve ser:

(Py), = ih(1 + Wx#)ai = ih(1 + TF2")d, (5.62)

M
onde, novamente, os indices repetidos ndo indicam soma mas apenas a que coordenada estamos
trabalhando. Observe que, ao tomar Y# — 0 retornamos a forma ja conhecida do quadri-operador
momento obtida anteriormente em (5.11). Para melhor visualiza¢do, vamos definir o seguinte

operador diferencial D, tal que o quadri-operador momento modificado possa ser escrito como:
D, = (1+7Y"2")0, = (Pr), =ihD,. (5.63)

De modo a simplificar os cdlculos, utilizaremos a partir daqui apenas a coordenada
temporal ¢t e uma coordenada espacial (por exemplo, escolhemos apenas z). Dessa forma,
utilizando a expressao covariante obtida em (5.62), os operadores hamiltoniano e momento

modificados serao:

Hy | 0 . O
= ih(1+7T Ct)act’ (5.64)
Py = —z’h(l—l—Tlx)a (5.65)

a_x.
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5.3 Equacao de Klein-Gordon Modificada

O principal interesse deste estudo € obter a solu¢cdo da equacao de Klein-Gordon
para a métrica modificada escolhida e, portanto, vamos determinar a forma dessa equagdo com
os operadores modificados indicados em (5.63). Aplicamos entdo o quadri-operador momento
contraido com ele mesmo em ambos os lados de uma funcéo de onda arbitréria ¢)(x*). Uma
vez que, com a defini¢do do quadri-momento a partir da quadri-velocidade, a contracio dessas

grandezas ja foi indicada em (2.29), entdo:

(Pr)u(Pr)! gp(at) = mie® y(at)
(ih)*D, D" ¢(at) = mie® ¢(at)
(D D' + )¢(x“) = 0, (5.66)

mgc

hZ
e obtemos a equacao de Klein-Gordon modificada desejada. Agora precisamos calcular como
serd o operador resultante da contragdo de D* com ele mesmo. Logo, temos:
D,D* = D,D°+ DD
= [goo| ™% 9o (|g"|72 %) + |gua| 7?01 (Ig* T2 ")
- ‘900’71/2 ’911‘71/2 do (’900‘71/2 ’911\1/2 ao) + |!711|71/2 \900!71/231 (|911‘71/2 |900’1/2 31)
_ [80 (’goo| 1/2 |g 1|1/2 00 30) +81 (|g11| 1/2 |g 0|1/2 gll 81)}

— [ (I900]"/* 911"/ 9% Do) + 31 (l911|""* |gool* ¢** O1)]

[0 (V=9 9% 8) + 01 (V=g g"" )], (5.67)

-3~

no qual este é o conhecido operador de Laplace-Beltrami (Gneiting et al., 2013). Substituindo as

expressoes em (5.53), (5.54) e (5.58) apenas com as coordenadas ct e x ficamos com:

10 (1+7%td o (1+ Tz 0
[T 0 1 -y - == _ = - - -
D,D (1+Tet)(1+ T x) L? ot <1+T1x at) Oz (1 —i—TOctax)}

C

_ 1 0 AN —l _—l
= S(1+7 ct)a [(1+T ct)g] (1+7 x)ax {(1+T x)ax}, (5.68)

e note que, ao tomarmos T* — 0 (e se tivessemos considerado também as coordenadas y e z2),
recuperamos o operador D’Alambertiano como indicado em (4.6). Substituindo entdo o operador

encontrado em (5.68) na equagao de Klein-Gordon modificada obtida em (5.66) obtemos que:

0

l 0 2 0 2 _ 1 0
{02(1+T Ct)@t {(1+T Ct)@t] (14T z)— 5

e {(1+T1 )—

2.2
}erigf }w(x“) — 0. (5.69)
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Note que, ao tomarmos Y# — (0 na expressdo acima, retornamos a equagdo de
Klein-Gordon (4.5) na métrica de Minkowski usual. Contudo, a equagao diferencial (5.69) é
arduamente dificil de ser resolvida da forma como estd apresentada. Para facilitar, propomos

entdo uma mudancga de varidvel tal que (Costa Filho et al., 2013):

1 In(1 4+ Yra)
7”]'”(.1"“) = / |guu($u)’1/2d$u = /md$“ = n“(x“) = T, (570)

na qual os indices repetidos ndo indicam soma mas sim a qual varidvel (ct, z, y ou z) estamos

nos referindo. Dessa forma obtemos:

In(1+ TOt) 1

0 _ 0 _

n(ct) = 0 =dn = iz Toct)Cdt’ (5.71)
In(1+ Ytx) 1

n(x) = T! > dn’ = (1 +T1x)dx’ 6-72)

onde, utilizando a regra da cadeira e as expressoes obtidas em (5.71) e em (5.72), vemos que:

o  om" o 1 9
dct et o0 (1+Y0ct) o0 (5.73)
o ot o 1 )

or Oz ont o (1+ Ylz)on" (5.74)

e, finalmente, substituindo os resultados acima em (5.69) obtemos uma equacao de Klein-Gordon
usual conforme (4.5) mas agora em termos da varidvel n*:

o +m302
omn°)? o'

] by =0, (5.75)

tal que o operador diferencial D* (apenas para ;t = 0 e ;© = 1) possa ser escrito da forma:

0 0

Observe também que, ao inserir os resultados de (5.71) e (5.72) no deslocamento
quadrado modificado obtido em (5.57), retornamos a uma métrica usual do espaco-tempo de

Minkowski na varidvel n* (considerando apenas as coordenadas previamente escolhidas ct e z):
ds* = (dn°)* — (dn')*. (5.77)

Os operadores modificados hamiltoniano (5.64) e momento (5.65) também podem

ser reescritos empregando as expressoes em (5.73), (5.74) e (5.70), respectivamente, da forma:

Hy , o o .0
. 14+ 7Y — )
. ih(1 4 Y ct) act o Zh@no’ (5.78)
1
Pe = —in(i+r) 22 _ 0 (5.79)

ox ont ont
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Agora buscamos uma solugdo para a equagao de Klein-Gordon encontrada em (5.75).
Baseada na solugdo (4.7) previamente obtida para o espagco-tempo de Minkowski com métrica

usual, propomos uma soluc¢do em funcao das varidveis n* tal que:
l 1 (B
b(n*) = exp {—ﬁﬂm“} = exp l_ﬁ (zno —p nlﬂ , (5.80)

na qual note que, ao aplicarmos os operadores hamiltoniano (5.78) e momento (5.79) modificados

na funcdo de onda (5.80) obtemos os autovalores de energia € momento:

H . 0 (B E

o) = ingpen| -1 (S -pn)| = Teen, s
0 , (E

Protr) = —ihgre g (T ot )| =petr). 68

Podemos também reescrever a fungcao de onda (5.80) agora em termos das varidveis

z# utilizando a transformacdo indicada em (5.70). Ficamos entdo com:

b2 = exp [_ﬁ <§ln(1 j;OT‘)ct) _, In(1 %T—lTlx))} |

" (5.83)

e, aplicando os operadores hamiltoniano (5.64) e momento (5.65) modificados (agora explicita-
mente com a dependéncia do fator T# e as derivadas em relag@o as varidveis ct e x), obtemos a

mesma relagao dos autovalores:

. 0 i (Eln(1+7Y%t)  In(l+7'2) E
00t) — = _ - = Iz
ih(14+ 7Y Ct)act exp [ - (C 1o D T . w(xt), (5.84)
: 0 i (Eln(l+ Y%t) In(1+ Y'z)
ih(1+ 7T x)ax exp [ h (c 1o D Ti p(zt). (5.85)

De posse entdo da fungao de onda (5.83) e da equacdo diferencial parcial obtida em

(5.69) para o espaco-tempo em estudo, vamos desenvolver as derivadas separadamente tal que:

6—12(1+Toct)% {(1+T°ct)%} Y(zh) = (—C;E—;> Y(z"), (5.86)
(1+T1x)% [(1+T1x)%} Y(zh) = (—%Z) Y(z*). (5.87)

Juntando os resultados obtidos em (5.86) e em (5.87) na equacao de Klein-Gordon

modificada (5.69) temos enfim que:

E? p? mac? i (Eln(14 Yt) In(1+ Y'z)
{(‘ﬁ%(ﬁ)* z }‘”‘P H (z o P )FO’“&”

e, uma vez que a exponencial ndo se anula, devemos ter entdo que os termos entre as chaves

acima sejam iguais a zero e obtemos por fim que a relacdo energia-momento (agora somente
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com o autovalor de momento p referente a inica coordenada espacial inicialmente escolhida) €
inalterada tal que E? = p*c? + m2c'. Esta relagdo apenas € vdlida no dominio (—1/T*, +00)
inicialmente especificado para as coordenadas x*. Em termos da varidvel n*, todavia, sua

validade € extendida a todo o espago-tempo (—oo, +00).
5.3.1 Limite Nao-Relativistico

Vamos analisar o limite nao-relativistico da equacdo de Klein-Gordon modificada
(5.75). Para isso, trabalharemos na varidvel n* por facilidade. A funcdo de onda (5.80) pode ser
quebrada em duas partes. Vamos impor que a energia [/ possa ser separada em termos de uma

energia £’ e da energia de repouso mc?, tal que:

i (E
vin) = exp |- (;no—pnl)}
Cexp | L (B 5
= exp |- —n'—pn
= exp ! B o) exp (= Lmoc
| h\ c h
i
= o(n")exp (—ﬁmocno). (5.89)

No limite nao-relativistico a energia de repouso € muito maior que qualquer outro

termo de energia considerado, de forma que:
9¢

E/
~ 0 < mco. (5.90)

Para inserir a aproximacao ndo-relativistica na equacdo de Klein-Gordon modificada

devemos derivar (5.89) em relacdo a varidvel n° e ficamos com:

P 9 . .

o _ (99 _ imoc o ) exp —lmoc n° ), (5.9

onP
na qual derivando novamente a expressdo acima em relacdo a n° e utilizando a aproximacao
indicada em (5.90) temos que:

0% 0% 2i dp  mic? o] ex i 0
= | =75 — —MmyC—— — ——mgpC
I R O R U e R N

20 0  mic? i
[_Emocﬁ_no_ 2 | exp —ﬁmocno . (5.92)
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Inserindo o resultado (5.92) na equacgdo de Klein-Gordon modificada (5.75) temos:
82 82 2.2
B n mge b o= 0
om°)? o' m
92 2 2 2 2 2 -
_—Zmoc a¢ — m()c (b - a ¢ + mOC ¢:| exp (—imoc 770> = O

h ono h? a(n')? h? h
2% 9 0? :
{——Z a:;b a(n?32]exp (—%mocn0> — 0, (5.93)

e, uma vez que a exponencial ndo se anula, temos que o termo entre paranteses deve ser igual a
zero e obtemos uma equacao do tipo Schrodinger:

22 8¢ 0?¢

B I
‘o " a2 0= mano T 2mecd(nh)?’

(5.94)

na qual, transformando os operadores diferenciais em (5.94) da varidvel n* para a varidvel x*
utilizando (5.73) e (5.74):

d9 h?
0 —
th(1+0et) 55 dct — 2mgc

(1+ 7Tz >§x {(1 +Tlx )aﬂ . (5.95)

Contudo, lembrando que para o formalismo de Schrodinger o tempo ndo € uma
coordenada e sim um parametro, tal que a mudanca de varidvel indicada em (5.70) ndo faz mais
sentido para ;1 = 0. Dessa forma, tomando T° — 0 recuperamos a equacdo de Schrodinger
modificada (Costa Filho et al., 2013):

o I N N
zhg_—Q—mo(lJrT ) {(1+T )ax]gzs (5.96)

5.3.2 Densidade e Corrente de Probabilidade para a Equagdo de Klein-Gordon Modificada

Por fim, iremos calcular a forma da equacdo da continuidade para a equacao de

Klein-Gordon modificada. Para tal, tomaremos seu complexo conjugado:

(D D" + m;; ) Y =0, (5.97)

e multiplicaremos (5.66) por ¢* e (5.97) por 1/, ambas a esquerda, e subtraimos as equagdes

resultantes, tal que:
" D, D" — D, DM = D,y (" D' — D) =0, (5.98)

e, visto que estamos trabalhando com a varidvel n* apenas com as coordenadas temporal e uma

espacial e de acordo com (5.76), ficamos com:

%) L0\
(w—w Y55 w) a—nl(w e wa—nl>—o, (5.99)
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onde, transformando tudo em termos da variavel z* utilizando (5.73) e (5.74), obtemos:

1 0
C—2<1 + TOCt)—

* 0 8 0 a *
p {w (1+7 ct)gw—w(l—k'r ct)azﬂ } +

+(1 + ’rlx)(% [w(l + ’rlx)(%w* — (1 + Tla:)(%w} = 0. (5.100)

Uma vez que a equacdo da continuidade devera retornar a forma ja obtida em (4.16)
para a equacdo de Klein-Gordon com métrica de Minkowski usual quando T# — 0, entdo

multiplicaremos (5.100) por :i/2m e dividiremos esta mesma equagdo por (1+Y%t)(1+ T'xz),

tal que:
a ih * 0 @ 0 8 *
&{2%@(1 T {w L+ Yoty g = (1 + Yoet) o) ] } "
0 ih Lo ! a ., o] 47! o . <101

na qual finalmente obtemos as grandezas p e .J (esta ultima € apenas a componente relativa a

varidvel x) para a equacdo de Klein-Gordon modificada:

ih 1+Y%t [ ,0 o .,

PKGM o 11 Tz [w —@b —w—w } ) (5.102)
ih 1+ 7Tz

Jxem = " omg 11 Tt {w 2% Y, w] (5.103)

e percebemos que, ao tomar Y# — (), retornamos as mesmas grandezas calculadas anteriormente
para a métrica de Minkowski usual em (4.19) e em (4.20). Contudo, da mesma forma que antes,
a equacdo de Klein-Gordon modificada (5.66) continua sendo uma equagao de segunda ordem
no tempo e, devido aos possiveis valores da funcdo de onda e de sua derivada temporal em um
instante ¢ qualquer, ndo podemos interpretar (5.102) como uma densidade de probabilidade, pois

esta também ndo € definida positiva.

5.4 Equacao de Dirac Modificada

Dando continuidade ao estudo das equacdes presentes na Mecanica Quantica Relati-
vistica, € natural que busquemos obter a equacao de Dirac para a métrica modificada escolhida.
Conforme vimos anteriormente, a forma da relagdo energia-momento € mantida para o espaco-
tempo de Minkowski em estudo, vélida no intervalo (—1/Y*, +00) se estivermos trabalhando
com as coordenadas z*. Dessa forma, o hamiltoniano (4.22) proposto por Dirac, bem como as

matrizes o' (4.30) e 3 (4.31), continuam adequados para este formalismo em desenvolvimento.
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Inserimos entdo os operadores hamiltoniano (5.64) e momento (5.65) modificados
na expressao indicada por Dirac aplicada a func¢do de onda, tal que:

{% —a-Py — Bmoc}\lf(x“) =0

{zh {(1 + Toct)% + (1 + Tixi)ai%} — Bmoc}\ll(x“) = 0, (5.104)

na qual, multiplicando por /3 pela esquerda, temos que:
ih | (14 Toct)ﬁi +(1+ Tixi)'yii —mpc pU(z") = 0
oct Oxt
{z’h(l + YHz )y 0, — moc}\lf(x“) = 0, (5.105)

e obtemos a equacdo de Dirac modificada desejada. Observe que, ao tomarmos T# — 0,
retornamos a equacao de Dirac na métrica de Minkowski usual (4.37). Aqui, contudo, requeremos
uma atencdo na notagdo. A contracao dos indices para indicar somatério implicito estd
acontecendo no termo 7*d,, onde temos presentes as matrizes gamma de Dirac e a derivada
parcial em relagdo a coordenada z#. O termo (1 + Y*z#) acompanha essa contragio, mas apenas
para indicar a qual coordenada estaremos nos referindo apds realizar o somatério. Em outras
palavras, a equagdo de Dirac modificada aberta explicitamente (apenas para as coordenadas ct e
x) pode ser vista como:

{m [(1 + T%tm% + (1 + lez:)ylé%} — moc}\ll(x“) = 0. (5.106)

Note ainda que, se fizermos uso do operador diferencial modificado (5.63) na
expressdo obtida em (5.105), retornamos a forma original da equagdo de Dirac mas agora em
termos das coordenadas n*:

(¢thy"D,, — moc)¥(n*) = 0. (5.107)
Da mesma forma que calculamos para a métrica de Minkowski usual, elevaremos ao
quadrado a equacao de Dirac modificada (5.106), tomando o complexo conjugado, tal que:
{ih(l + YHat )40, — moc}{ —ih(1 4+ Y"2")v"0, — moc}\ll =0
{h%“v”(l + THz")0, [(1+ YV2")0,] + m%cQ}\I/ = 0, (5.108)

onde cancelamos os termos do tipo =+ ih mgc (1 + T#a#) v#0,, devido ao somatdrio implicito.

Além disso, foi possivel agrupar o termo v#~" entre as chaves acima pois se tratam de matrizes
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com componentes numéricas. Dividiremos a equacio (5.108) por /2 e, em seguida, podemos

utilizar o operador diferencial modificado (5.63), obtendo entdo:

v [T v,V m%C2 oy m(2)02
YA (14 THa)d, [(1 4 TV2")0,] + 2 U= ’yfyDuDl,—i—? U =0. (5.109)

Por fim, basta tomar o procedimento andlogo a (4.44), onde relacionamos a antico-
mutacdo das matrizes gamma de Dirac com os componentes do tensor de métrica, de forma

que:

. mac? . mac? mac?
<¢w DD, + =5 )\1/ = <g“ DD, + =5 )\11 = (DHD“—I— = )xp =0, (5.110)

e obtemos uma equagdo do tipo Klein-Gordon similar a expressao encontrada anteriormente em
(5.66). Aqui, entretanto, a fun¢do de onda ¥ € novamente um bi-spinor, ou seja, uma matriz de
uma tUnica coluna e quatro linhas, onde a equacdo de Klein-Gordon (5.110) estd sendo aplicada a
cada uma dessas componentes.

Analogamente ao que fizemos para a equagdo de Klein-Gordon modificada, aponta-
remos a solu¢do da equacdo de Dirac modificada nas coordenadas 7n* pois esta possui a mesma
forma da equagdo de Dirac na métrica usual de Minkowski e, utilizando as relagdes (5.71)
e (5.72), encontraremos a solucdo em termos das coordenadas x*. Uma vez que a relacao
energia-momento continua vélida nos basearemos nas solugoes (4.46) e (4.47) previamente
encontradas. Sejam entio P° = 4/p? + mic? e x*) dois spinores linearmente independentes
de duas componentes cada, as solug¢des da equacdo de Dirac modificada (5.107) nas coordenadas

x# € da forma:

i [ In(1+ YOct In(1+ Ylz )
T () :exp{ -z [PO ( 5 ) —p ( i )} } , (5.111)
p 1
moc+PY g X
B i [ In(1+7T%¢)  In(l+Tlz) —L ot x
OO (1) — L po — moc+P 112
(o) = exp{ | P PO | e

nas quais, de forma similar ao que acontencia para a métrica de Minkowski usual, essas solugdes
se referem, respectivamente, as componentes de energia positiva (5.111) e de energia negativa

(5.112), considerando tanto as projecdes up e down para particulas de spin 1/2.

5.4.1 Densidade e Corrente de Probabilidade para a Equagdo de Dirac Modificada

Por fim, nos resta entender a interpretacao probabilistica da fun¢do de onda para

a equagdo de Dirac modificada. Para isso, tomemos a expressdo (5.107) e o seu complexo
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transposto e conjugado, considerando apenas as coordenadas n° e ', tal que:

. 0 . 0
(zhﬁa—mﬂmla—nl—moc)qf = 0, (5.113)
. 0 _ 0

Multiplicamos entdo ambas as expressoes acima por 3 e, em seguida, multiplicamos

(5.113) por Ufe (5.114) por U, ambas a esquerda. Obtemos entao:

. ov ov

zh\IfTa—no+zh\IlT 16—771=m0c\1ﬁ\11, (5.115)
. ort owt

—ih \I’a—no —1h \Ilala—nl = mypC \IJ\IJT, (5116)

onde, subtraindo as expressdes encontradas, ficamos com:

ow owt ov Al 0 o)
(w5 + 955 ) = (Ve g + ¥ G ) = g0+ grwats) <0511

Transformando em termos da varidvel x* utilizando (5.73) e (5.74), temos que:

(1+ T%t)%(\lﬁ\p) + (1 + Tlx)%(qﬁal\ﬂ) =0, (5.118)

no qual dividimos a expressdo acima por (1 + Y%ct)(1 + Y'z) e obtemos uma equagio da

continuidade:

0 {( Uiy 1 0 {(\I/Tcal‘ll ] _ (5.119)

_—_— + _—_—
ot | (1+Tlx) Oz | (1+ YOt)
Reconhecemos entdo a densidade e a corrente (esta apenas para a componente relativa
a coordenada x) de probabilidade para a equacdo de Dirac modificada:

VAR

PDM = m, (5.120)
UicalW

Note que, se fizermos T# — ( nas expressdes acima, retornamos a densidade (4.58)
e corrente (4.59) de probabilidade calculadas anteriormente para a métrica de Minkowski usual.
Observe também que a grandeza obtida em (5.120) é definida positiva pois tanto o produto Wil
como o termo 1 + T#x* sdo positivos, conforme nossas consideragdes iniciais do formalismo
(5.48). Portanto, essa grandeza pode ser interpretada corretamente como uma densidade de
probabilidade. Além disso, vemos a dependéncia da coordenada de posicdo na densidade e da

coordenada temporal na corrente.
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6 PARTICULA DE SPIN 1/2 EM UMA CAIXA UNIDIMENSIONAL

Neste capitulo resolveremos o problema de um elétron confinado em um pogo de
potencial infinito sob a 6tica da equagdo de Dirac modificada. Seremos capazes de relacionar
as componentes superiores e inferiores do bi-spinor solu¢do. Posteriormente, iremos supor
que o fluxo de probabilidade nas paredes do poco € nulo, o que nos garantird uma condicao
de contorno apropriada. A partir disso, encontraremos uma equacdo transcendental que estard
relacionada com o comprimento de onda Compton e que nos retornard a ja conhecida relagao
energia-momento para a particula relativistica. Em seguida, tomando o limite ndo-relativistico,
calcularemos os niveis de energia discretos da particula dentro do pogo, os quais dependerdao do

parametro Y!, uma vez que estamos considerando apenas o eixo de coordenadas .

6.1 Solucao do Problema Proposto

Inicialmente, temos um elétron confinado dentro de uma caixa unidimensional de
comprimento a, limitada por uma barreira de potencial infinito em x = 0 e z = a, de forma que

o potencial em funcdo da coordenada x € tal que:

Figura 4 —Poco de potencial infinito com um elétron
confinado em seu interior.

Vix) A

-Y

a

Fonte: Griffiths (2018).

00, sex <0,
V(z)=140, se0<uz<a, (6.1)

o0, seT > a.
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Por se tratar de uma particula de spin 1/2 e o espago-tempo em estudo possuir
métrica dependente da posi¢ao como em (5.47), utilizaremos a equagao de Dirac modificada

(5.106) apenas para a coordenada temporal ct e a coordenada espacial x:
E d
{70— + 4 [ih(l + Tlx)d—] — moc]l}\ll =0. (6.2)
c x

Tomando entdo a forma das matrizes gamma de Dirac como indicado em (4.38) e
(4.39), o sistema de equagdes que devemos resolver para as componentes superior € inferior do

bi-spinor W é dado por:

d

(E —moc®) Vg, + ihe(1 + Tlx)%quf =0, (6.3a)
d

—ihe(1 + T%)E\pw — (E +moc®)V;,p =0, (6.3b)

no qual, a partir de (6.3b), € possivel escrever a componente inferior como:

ihe(1+Y'z) d

— U, 6.4
E+moc? dx " ©.4)

\Ijinf = -

e, substituindo a expressdao acima em (6.3a), obtemos a seguinte equagdo diferencial para a

componente superior:

, d [ ihe(1+Y'z) d
E —myc®)¥ 1+ Th)— |[———= _
( Mo¢)Woup + ihe(1 + x)dx [ E +mpc? dx SUP} 0
d? T! d k2
—Woup + 0, (6.5)

_\Ilsu \Ijsu
g T (1+Ylz)dx (1+7Tix)2 %

na qual identificamos k? = (E — mc?)(E + mc?)/(h*c?) e cuja solugdo € do tipo:
S In(1+Tla CIn(1+Tlx
V() = {A exp [zk%} + Bexp {—zk‘% X, (6.6)
onde A e B sao, respectivamente, as amplitudes da funcdo de onda viajando no sentido positivo
e negativo do eixo x € x € um spinor tal que xx' = 1. Seja entdo P? = (E — mc?)/(E + mc?),
substituimos (6.6) em (6.4) para obter a expressao da componente inferior:
L In(1+ Yhr) S In(1+ Thr)
Uing(x) = P{A exp {sz — Bexp —sz X- (6.7)
Agora, devemos aplicar uma condi¢do de contorno adequada em processo andlogo ao
caso da Mecénica Quantica nao-relativistica onde tomamos a fun¢do de onda identicamente nula
nas bordas do poc¢o. Entretanto, devido a prépria natureza da equacdo de Dirac com suas quatro
componentes do bi-spinor, esta ndo é uma condi¢ao de contorno apropriada pois, ao assumir

que a funcdo de onda se anule nos extremos no poco, a unica solucao ao montar o sistema de
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equacdes que relacione essas componentes € a solucdo trivial. Ou seja, se tomarmos ¥ = (0 em
x = 0 e x = aisso implicaria que toda a funcdo de onda também seria nula em qualquer ponto
dentro do pogo (Alonso et al., 1997).

Dessa forma, faz-se necessdria outra condi¢ao de contorno que relacione de forma
consistente o confinamento do elétron dentro do poco de potencial infinito. A partir da variagao
da acdo para campos fermidnicos, € possivel estabelecer uma condi¢do anédloga a tomar o fluxo
de probabilidade nas bordas como nulo, isto €, garantindo que a particula esteja limitada apenas
ao espaco dentro do pogo (Chodos et al., 1974). Escreveremos esta nova condi¢do em termos das
coordenadas 7", pois nelas recuperamos a forma usual de um espaco-tempo de Minkowski, tal
que:

+ifalV = U, (6.8)

na qual os sinais positivo e negativo correspondem, respectivamente, a normal nas paredes do
pocoem x = 0 e x = a. Utilizando entdo a defini¢do (4.39) para as matrizes gamma de Dirac,
obtemos, para a componente superior (autoestados de energia positiva), em x = 0:

1P —1

iy W((0)) = ¥((0) = iP(A=B) = A+ B= B=A——,

(6.9

e, em x = a, substituindo a relacdo entre as amplitudes A e B encontradas acima, encontramos a

chamada equacdo transcendental:

—iv"U(n(a)) = Y(n(a)),

—iPAexplikn(a)] + iPB exp|—ikn(a)] = Aexplikn(a)] + B exp[—ikn(a)],
2P kh
tan [k n(a)] = P 1 mae (6.10)

na qual identificamos L. = h/mgc como sendo o comprimento de onda Compton dividido por
2m. Para melhor visualizac@o, renomearemos o termo entre chaves da equacao acima, tal que
k; = k n(a), obtendo entdo:

tan(k;) = —kli, (6.11)

n(a)

onde observamos entdo que o tamanho do poco tem papel fundamental para determinar o
comportamento relativistico das solu¢des da equacao transcendental (Alberto et al., 2011).
Quanto maior for o comprimento do poco em relacdo ao comprimento de onda Compton, mais
proxima a solugdo de (6.11) estard do caso ndo-relativistico. O grafico indicado na Figura 5

ilustra esse comportamento: a inclinag¢do da reta tende a zero a medida que o poco aumenta e as

solugdes serdo do tipo tan(k;) ~ 0.
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Figura 5 —Plots de tan(k;) e —k;L./n(a). As solucdes
da equacdo transcendental s@o os pontos de intersse¢ao
dessas curvas.

5.0

0.0

-5.0

-10.0

Fonte: Adaptado de Alberto ef al. (1996).

Comparando o lado direto da equagdo (6.10), recuperamos a solucao positiva da

relacdo energia-momento:

E = \/(kh)2c + mict. 6.12)

Este resultado j4 era esperado, pois trata-se de uma particula em regime relativistico
sem a acdo de qualquer potencial. Para o caso ndo-relativistico, isto €, kh << mgc, vimos que

as solu¢des podem ser aproximadas tal que:
tan[k n(a)] = 0 =k n(a) = nm, (6.13)

e, ao substituir o valor de k, obtemos:

n?m?h3c?

()]

Como estamos interessamos somente no autovalor de energia positiva, reescreveremos

2 _ 24
ES = mgc” +

(6.14)

a expressao acima de forma que:

2,232 1/2
o h )P} (6.15)

E, = moc? {1 +
" mgc2[n(a
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Observamos que o segundo termo do parénteses acima é da ordem de 1/¢? e, portanto,

foi possivel realizar uma expansao binomial do tipo:
(14+2)*~1+azx, comz << 1, (6.16)
tal que obtemos a expressao final:

(6.17)

22h2
En%mOCQ{l—i- n }

2 2 2
2mgc2[n(a)]
Ao considerarmos a energia total como sendo um termo vindo da massa de repouso
) . . o & _ 2
mais um termo proveniente dos autoestados da particula confinada no pogo, isto é, F,, = moc”+¢,,

obtemos entdo que as autoenergias do caso nao-relativistico devem ser da forma:

n?m2h? n?m2h? T!
En
o

2
= =1,2,3,... 6.18
1+T1a)} ) n Y 737 ( )

" 2moln(@)?  2mo

Este resultado condiz com os resultados obtidos anteriormente para a particula no
poco de potencial infinito utilizando a equagdo de Schrodinger modificada (Costa Filho ez al.,
2011). Observe também que, ao tomar o limite Y! — 0, recuperamos os niveis de energia usuais
para o pogo de potencial infinito (Tannoudji et al., 2019) comumente resolvido nos cursos de

Mecéanica Quantica.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta dissertacdo o objetivo primordial foi entender as ideias basicas da Relatividade
Restrita e da Mecanica Quantica nao-relativistica para que fosse possivel uma maior compreensao
dos conceitos da Mecanica Quéantica Relativistica. Para tal, estudamos o desenvolvimento
da relacdo energia-momento e as interpretagdes da fungdo de onda. Esses principios foram
utilizados para deduzir as equagdes de Klein-Gordon e de Dirac e para entender suas limitacoes,
principalmente no que diz respeito ao spin da particula em estudo e a interpretacao de energias
negativas.

A partir dos operadores de translacdo espacial e de evolucao temporal propomos uma
forma para o operador de translagdo no espaco-tempo de Minkowski (STTO). Nesse contexto, foi
possivel estabelecer uma expressao para o operador quadri-momento na representacao de posicao
e, com isso, solucionamos a equagao do tipo Klein-Gordon para obter a relagao energia-momento.
Posteriormente, deduzimos uma equag¢do do tipo Dirac e, utilizando o acoplamento minimo,
obtemos a energia do elétron na presenca de um campo eletromagnético externo, incluindo a
energia de interacdo spin-orbita e seu fator giromagnético correto g = 2.

Posteriormente, com uso da nova métrica estabelecida, extendemos o operador de
translagdo dependente da posicao para a estrutura do espaco-tempo (PDTO-ST) e calculamos
o operador quadri-momento modificado. A partir de uma mudanca de varidvel fomos capazes
de deduzir uma equagao de Klein-Gordon modificada e verificar sua solu¢do com a aplicacao
dos operadores hamiltoniano € momento nesse novo sistema de coordenadas. Dessa forma,
obtemos a relacio de energia-momento mas agora com uma limita¢do no dominio de sua validade
(—1/Y* +00) referente a cada coordenada z* do espago-tempo.

Em seguida, utilizamos uma aproximacao nao-relativisitica para mostrar que a equa-
c¢ao de Klein-Gordon modificada se reduz a uma equacao do tipo Schrodinger. Se interpretarmos
0 tempo ndo mais como uma coordenada mas sim como parametro, retornamos a equagao
de Schrodinger obtida inicialmente por Costa Filho ef al. Deduzimos também a equacao de
continuidade para a equagdo de Klein-Gordon modificada e, andlogo ao resultado ja consolidado
para a métrica de Minkowski usual, nao foi possivel interpretar uma densidade positiva de
probabilidade devido ao carater de segunda ordem nas derivadas temporais de tal equacao.

A seguir, deduzimos a equacao de Dirac modificada a métrica dependente da posicao,
onde foi possivel indicar suas solucgdes livres e calcular sua equagdo de continuidade. Verificamos

que sua interpretacao probabilistica satisfaz as condi¢des inicialmente impostas, principalmente
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no que diz respeito a densidade de probabilidade ser definida positiva e, portanto, ser interpretada
corretamente como tal grandeza. Checamos também que, ao tomar o limite Y# — 0 recuperamos
as grandezas calculadas inicialmente para a equacdo de Dirac usual.

Por fim, resolvemos o problema proposto do poco de potencial infinito para verificar
a validade da equagdo de Dirac modificada. Nele, conseguimos relacionar corretamente as
componentes superiores e inferiores do bi-spinor, além de aplicarmos corretamente a condi¢ao
de contorno onde o fluxo de probabilidade nas paredes do poco sejam nulos, garantindo que
o elétron esteja realmente confinado em seu interior. Obtemos a equacgao transcendental e, ao
resolvé-la, foi possivel calcular a relacdo energia-momento para o caso relativistico e, no caso
ndo-relativistico, obtemos os mesmos niveis de energia calculados por Costa Filho et al utilizando
a equacao de Schrodinger modificada. Dessa forma, consideramos que os resultados obtidos
foram extremamente satisfatorios.

Como futuras perspectivas, esperamos que a equacdo de Dirac modificada, assim
como todo o estudo do operador de translagdo dependente da posi¢do para o espago-tempo,
possam ser utilizados em outros problemas quanticos de interesse como sistemas de massa efetiva
dependente da posi¢ao, semicondutores com gradiente de dopagem, materiais com estruturas
cristalinas mais complexas, isolantes topoldgicos e folhas de grafeno. O estudo aqui presente
possui potencial para aplicagdes em dreas como Matéria Condensada e Teoria de Campos,
podendo trazer novas descobertas para a pesquisa em Fisica e aprofundando nosso entendimento

tanto da Mecanica Quantica quanto da Relatividade.
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