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“Nao se pode entender um processo
interrompendo-o. O entendimento pre-
cisa acompanhar o fluxo do processo, tem de se

juntar a ele e fluir com ele”.

(Frank Hebert, 1960)



RESUMO

O presente trabalho teve como objetivo discorrer sobre a mecanica quantica no espaco de fase,
propor uma modificacido na fun¢do de Wigner por meio do operador de translagao dependente da
posi¢do (PDTO) e aplicar a teoria proposta em sistemas de interesse fisico. Assim, utilizando-se
de uma métrica ndo-euclidiana unidimensional, construimos uma fun¢do de Wigner modificada
cuja forma pode ser expressa em termos do operador de translacdo dependente da posi¢cao para
o caso de translagdes finitias. Por meio dessa métrica, definimos uma transformacgdo de ponto
que age como uma parametrizagdo que preserva a forma euclidiana das equacdes. Assim, foi
possivel encontrar uma expressao modificada para o mapa de quantizacdo de Weyl-Wigner, cujo
objetivo € mapear fung¢des no espaco de fase em operadores no espaco de Hilbert. Mostramos
que, ao utilizar esse mapa modificado para quantizar o momento cldssico, obtém-se 0 mesmo
resultado do operador momento modificado encontrado via operador de translagdo dependente
da posicao. Ademais, por meio da operacao inversa do mapa de Weyl-Wigner parametrizado,
foi possivel definir uma forma modificada da funcao de Wigner, cuja forma matemaética do caso
euclidiano foi preservada. Aplicamos a funcao de Wigner proposta na particula presa no pogo de
potencial e em um sistema do tipo oscilador quantico, com o objetivo de avaliar a influéncia da
métrica na dindmica do sistema. Plotamos o grafico da funcao de Wigner modificada para esses
dois sistemas, onde foi possivel verificar o aparecimento de deformacdes devido a influéncia da
métrica utilizada. Dessa forma, concluimos que a dindmica do sistema sofre uma modificagcdao

quando a estrutura do espago € deformada.

Palavras-chave: Mecénica Quantica; Teoria da Informacdo Quantica; Quantizagdo de Weyl-

Wigner; Funcdo de Wigner.



ABSTRACT

The present work aimed to discuss quantum mechanics in phase space, propose a modification of
the Wigner function through the position-dependent translation operator (PDTO) and apply the
proposed theory to systems of physical interest. Thus, using a one-dimensional non-Euclidean
metric, we construct a modified Wigner function whose form can be expressed in terms of
the position-dependent translation operator for the case of finite translations. Through this
metric, we define a point transformation that acts as a parameterization that preserves the
Euclidean form of the equations. Thus, it was possible to find a modified expression for
the Weyl-Wigner quantization map, whose objective is to map functions in phase space into
operators in Hilbert space. We show that, when using this modified map to quantize the classical
momentum, we obtain the same result as the modified momentum operator found via the position-
dependent translation operator. Furthermore, through the inverse operation of the parameterized
Weyl-Wigner map, it was possible to define a modified form of the Wigner function, whose
mathematical form from the Euclidean case was preserved. We apply the proposed Wigner
function to the particle trapped in the potential well and to a quantum oscillator-type system,
with the aim of evaluating the influence of the metric on the system dynamics. We plotted the
graph of the modified Wigner function for these two systems, where it was possible to verify the
appearance of deformations due to the influence of the metric used. Thus, we concluded that the

dynamics of the system undergoes a change when the structure of the space is deformed.

Keywords: quantum mechanics; quantum information theory; Weyl-Wigner quantization,

Wigner function.
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1 INTRODUCAO

A Mecanica Quantica (MQ) € conhecida por suas importantes contribui¢des em avan-
cos tecnoldgicos e por promover um entendimento profundo acerca dos aspectos fundamentais
da natureza e seus fendmenos, dentre outros fatores. Tais avangos tecnoldgicos sdo possiveis
devido ao sucesso de inimeros experimentos que conseguem validar o formalismo quantico.
Gragas a contribui¢do de diversos cientistas nessa area, dispde-se atualmente de trés formalismos
consolidados que harmonizam entre si para a descricdo da natureza quantica da matéria: 1. A
descri¢do via espaco de Hilbert e os postulados estabelecidos em Copenhague; 2. As Integrais
de Caminho de Feynman; e 3. A descri¢do da MQ via Espaco de Fase (Curtright et al., 2013).
Essa tultima foi construida de maneira independente por Weyl, Wigner, Moyal e Groenewold
(Galetti et al., 2019). Tal formalismo descreve resultados quanticos por meio da quantizagao do
espaco de fase cldssico, levando funcdes do espaco de fase em operadores no espaco de Hilbert e
encontrando os mesmos resultados dos dois outros formalismos citados anteriormente.

A quantizacdo do espacgo de fase cldssico consiste em levar as varidveis classicas x
e p em seus respectivos operadores X e p no espaco de Hilbert. Tal processo ocorre por meio
de um mapa de quantizag¢do conhecido na literatura como mapa de Weyl-Wigner ou mapa de

quantizacdo (Wezeman, 2014), que aqui serd denotado por Q. Logo:

(x,p) 220, (ﬁ,—ih%). (1.1)

Todo esse formalismo no espaco de fase comecou com os trabalhos de Hermann Weyl

e Eugene Wigner em 1930 (Curtright et al., 2013). Em 1927, Weyl publica seu trabalho acerca da

correspondéncia de fungdes no espaco fase e operadores no espaco de Hilbert, constituindo um

processo de quantizacdo. Weyl acredtiva que seu mapa representava uma forma de quantizacio

superior a todas as outras, ele defendia que sua teoria generalizava de maneira correta o inico
caminho possivel para desenvolver a mecanica quantica partindo dos resultados cléssicos.

Contudo, o mapa de Weyl falhava em levar o quadrado do momento angular cléssico,

L2, em seu analogo operador quantico (Curtright ef al., 2013). Em seu trabalho de 1932, Wigner

estava interessado em propor correcdes quanticas para a termodinamica. Assim, define uma

forma de descrever um estado quéntico no espago fase, mapeando o operador densidade com

dominio no espaco de Hilbert em uma funcao no espago de fase. Tal resultado veio a receber o

seu nome e ficou conhecido como a func¢do de Wigner. A importancia dessa funcdo advém de sua

expressdo ser composta pelas varidveis momento e posi¢do, colocando-as em pé de igualdade
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nesse formalismo. Vale ressaltar que isso ndo ocorre na descri¢cdo via espago de Hilbert, onde as
representacdes do operador momento e posi¢ao sao excludentes. Porém, mesmo a fungdo de
Wigner carregando em sua expressao as varidveis de momento e posi¢do, o principio da incerteza
de Heisenberg ainda é obdecido.

A funcao de Wigner é muito explorada no estudo de informacdo quantica e com-
putacdo quantica. Em particular, um exemlplo interessante que pode-se citar, € no estudo de
entrelacamento. Dentro do contexto de dois pacotes de onda gaussiano que interagiram e entao
formaram um sistema composto, a funcdo de Wigner carrega em sua expressao um termo extra
referente ao entrelacamento (Weinbub; Ferry, 2018). Quando consideramos a evolug¢do temporal
desses dois pacotes de onda, movendo-se um para longe do outro, o termo de entrelacamento
pode ser visualizado ao plotar o grafico no espacgo de fase. Dessa forma, tornando mais fécil
estudar e analisar esse fendmeno com o auxilio da fun¢do de Wigner.

Em trabalhos recentes o espaco de fase vem sendo explorado como ambiente de
estudo para a informacdo quintica. E possivel, com o auxilio do fun¢io de Wigner, constrir
expressoes para entropia em termos das varidveis de posicdo e momento. Como por exemplo, a
entropia de Shannon e Rényi. Por meio dessas entropias, é concebivel outros quantificadores ,
tais como a informacao mutua, que mede a correlacio entre duas ou mais varidveis.(Salazar et
al., 2023). Contudo, alguns cuidados se fazem necessdrios quando se analisar entropias medidas
em termos da FW, visto que a mesma pode assumir valores negativos e assim gerar resultados
imagindrios para a entropia. Algumas abordagens recentes, utilizaram o médulo da func¢do de
Wigner para estudar a entropia de Shannon em um sistema de oscilador harménico quantico
(Salazar et al., 2023)

Dessa forma, o presente trabalho espera poder acrescentar mais contribui¢des para o
estudo da fun¢do de Wigner e suas aplicagdes. O primeiro capitulo dedicou-se a desenvolver,
de maneira formal, toda a constru¢do da mecanica quantica via mapa de quantizagdao de Weyl-
Wigner. Além disso, mostrou-se como € possivel obter a fungdo de Wigner a partir do simbolo
de Weyl de um operador, que por definicdo consiste na operacao inversa do mapa de Weyl-
Wigner. No segundo capitulo, apresentaremos os resultados. Iremos propor uma modificagcdo do
formalismo quantico no espaco de fase, mediante a utilizacdo de uma métrica ndo-euclidiana.
Dessa forma, chegaremos em uma fung¢ao de Wigner modificada. No mesmo capitulo estudamos

o formalismo proposto para a particula no pogo de poténcial e o oscilador quéntico.
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2 FUNDAMENTOS

O presente capitulo tem como objetivo apresentar 0s conceitos necessarios para
um entendimento s6lido da MQ no espaco de fase (MQEF) e mostrar sua equivaléncia com
a descricao via espaco de Hilbert e funcdo de onda. A seguir, tem-se uma discussdo sobre a
transformada de fourier em MQ, cujo papel € de crucial importancia para o desenvolvimento da

transformacao de Wigner-Weyl.

2.1 Formulacao Quantica no Espaco de Hilbert
2.1.1 Transformada de Fourier na Mecdnica Qudntica

A transformada de fourier advém de um limite da série de fourier trignométrica
quando o intervalo tende ao infinito. Assim, se ¢ € L' (R%) for uma fungio de onda que descreve
o estado de um sistema fisico, a sua transformada de fourier fica definida como (Keppeler; Fysik,
2004): -

7o) = Flvwl = [ pme P ate = p), 1)

com a inversa sendo:

1
(2mh)4

F(x) = F 3 (p)] = / Fpedlp = y(x). 22)

Onde x e p sdo as varidveis de posicdo e momento, respectivamente. Em MQ, a
transformada de fourier pode ser vista como uma mudanga de base para o caso da base continua,
obtida dos operadores hermitianos de posi¢do e momento - essa discussdo serd feita com mais
detalhes na préxima sec@o. Isso posto, as equagdes 2.1 e 2.2, funcionam como uma forma

de transicionar entre as bases de momento e posi¢do (Cohen-Tannoud;ji et al., 2019a), com

xly) =w(x) e (ply) =¥(p).
2.1.2 Estado Qudntico e Operadores no Espaco de Hilbert

Para que seja possivel construir um formalismo para a MQEF, € valido e didati-
camente justificavel, resgatarmos os principais conceitos referentes ao formalismo da MQ no
espaco de Hilbert. Uma vez que esses dois formalismos se propde a descrever a mesma teoria,
espera-se que ambos fornecam os mesmos resultados. No formalismo do espaco de Hilbert,

o estado do sistema pode ser descrito tanto por uma func¢do de onda como por uma matriz
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densidade. Esses dois objetos matematicos pertecem a um espago vetorial com propriedades
particulares. Além disso, as grandezas fisicas tornam-se operadores que agem nesse espago. A

seguir, discutiremos algumas dessas propriedades.

Definicao 2.1.1 Um espago de Hilbert H, é um espaco vetorial que é dotado de um produto

interno complexo, denotado por {,), e é um espaco dito completo. (Zettili, 2009).

Ser completo significa que toda sequéncia de Cauchy v, € H converge para um

elemento de H. Ou seja, para qualquer v, a relagio:

lim |1//n - 1//ml =0 (2.3)

n,m—oo

define um tnico elemento ¥ € H, de modo que:
Tim |y —ya| =0. 2.4)

Para o caso em que H € unidimensional, com ¢ e ¢ elementos de H, o produto

interno mencionado anteriormente é dado por (Wezeman, 2014):

b
(v, ) = / " ()Y (x)dx. 2.5)

As funcdes de onda que representam estados fisicos reais constituem um espaco
denotado de L?>(R%). Os espaco L? contém todas aquelas funcdes que a integral do seu médulo
quadrado € finita. Tal espaco € um exemplo de espaco de Hilbert (Wezeman, 2014). Posto isso,

podemos formalizar escrevendo:
+00
H=L*(R):={yeR— Cl/ lw(x) > dx < oo}. (2.6)

Assim, tomamos o caso unidimensional d=1. A expressdo |w|> é a densidade
de probabilidade associada ao sistema em estudo. Sabe-se que a integral da densidade de
probabilidade sobre todos os possiveis valores de posi¢do € igual a 1. Isso implica dizer que a
particula deve ser encontrada em algum lugar do espaco (Sakurai; Napolitano, 2021). Um vetor
do espaco do Hilbert é usualmente representado na notacao de Dirac. Essa notagdo € construida

baseando-se na no¢do de bra e de ket.

Definicao 2.1.2 Um elemento de um espago de Hilbert H é chamado de vetor ket e denotado

por |). Assim um vetor y € escrito como |y) e lé-se "ket "
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Existe um outro espaco, associado ao espaco de Hilbert H, que é chamado de espaco
dual e denotado por H*, seus elementos sao chamados de "funcionais lineares". Tais objetos
matematicos sdo operadores lineares e seu dominio fica definido sobre os kets de H. Assim, a
atuacdo desses funcionais associam cada ket do espaco H a um nimero complexo. Com essa

nocdo é possivel definir (Cohen-Tannoudji et al., 2019a):

Definicao 2.1.3 Qualquer elemento do espaco H* é donotado por (| e chamado de bra. O

elemento {(p| € H*, por exemplo, é um bra.

Se |u) for um elemento de H, é possivel construir um funcional linear (u| € H* que
vai associar a cada elemento de  um nimero complexo. Esse nimero vai ser igual ao produto

escalar de |v) com |u). De tal forma que:
(ulv) = (u,v). (2.7)

Assim, a equacao acima € um escalar @ qualquer, onde a € C.

Se {|e,~>}ﬁ.\i , for um conjunto de vetores ortornormais (ortogonais € unitdrios) que
formam uma base para um espago de Hilbert H e |¢) for um vetor desse espago, é possivel
escrever |¢) como uma combinacdo linear desses vetores de base (Cohen-Tannoudji et al.,

2019a), tal que:

N
lp) = Zci|ei>- (2.8)
i1

Onde os escalares {ci}é\i , pertencem & C e podem ser obtidos tomando (e;|¢). Como
supomos que 0 conjunto {|e,~)}£.\i | € ortonormal e forma uma base para #, entdo as seguintes
propriedades sdo satisfeitas:

1. Relagdo de Ortonormalizacdo

(eilej) = &

2. Completeza

N
D len (el = 1.
i=1

Para que um dado vetor de estado tenha uma representacao em termos dos vetores
{|ei)}£.\i |» € necessdrio que esse conjunto satisfaga as condi¢oes acima. A relagdo de completeza

€ também conhecida como "projetores”e denotada usalmente por Py,,) (Cohen-Tannoudji et al.,
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2019a). Tendo introduzido a no¢do de espagos de Hilbert com produto interno e vetores de
estado, torna-se necessario discurtir a no¢do de operadores lineares. Estes estdo fisicamente

associados a no¢ao de medicao em MQ.

Definicdo 2.1.4 Um operador A é um mapa linear entre espagos de Hilbert, definido por:
A:DA) CH - H,

com D(A) sendo o dominio do operador A.

No formalismo da MQ no espago de Hilbert, as grandezas fisicas sdo descritas por
operadores hermitianos (Wezeman, 2014). Um operador € dito hermitiano se, e somente se, for
igual a sua forma adjunta:

A=A, (2.9)

Com isso, podemos enunciar:

Teorema 2.1.1 Os autovalores de um operador hermitiano A sdo reais e os autovetores corres-

pondentes a autovalores distintos sdo ortogonais entre si.

Atrelado ao resultado do teorema, torna-se conveniente normalizar os autovetores
do operador A, de modo a construir um conjunto de autovetores que possam atuar como uma
base ortonormal para o espaco de Hilbert. Por conseguinte, somos capazes de descrever o estado
do sistema como uma combinacdo linear dos autovetores desse operador (Sakurai; Napolitano,
2021). Assim, se {|ai)}§.\i , for um conjunto ortornomal de autovetores de A, entdo para qualquer

|y) € H tem-se:
N
v) =) cilai). (2.10)
i=

E possivel encontrar resultados andlogos aos descritos até aqui para sistemas con-
tinuos. Para ilustrar essa generalizagdo, consideremos os operadores de pois¢do € momento
denotados, respectivamente, por X e p. Ambos sdo operadores hermitianos e geram uma base
continua para o espago de Hilbert, que geralmente recebem o nome de "representacdo". (Cohen-

Tannoudji et al., 2019a).
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Considere |x) e |p) como sendo os vetores de base para a representacdo de posicao

e momento, respectivamente. A atuacdo de X e p em seus vetores de base fica definida como:
X|x)=x|x) (2.11)
plp)=plip). (2.12)

Aqui, x e p sdo os autovalores dos operadores posi¢do e momento. Assim, se |)

for um vetor de estado, € possivel representa-lo na base de posicao da seguinte forma:

w=1w= [ Wl @.13)
Onde a expressao:
/ |x){(x|dx =1 (2.14)

representa uma generalizacdo da relacdo de completaza apresentada em 2. E para o caso da
relacdo ortogonalidade, temos:

(x]x"y = 6(x—x"). (2.15)

Por outro lado, para a representacdo na base do operador p, o vetor de estado fica

escrito como:

W>:M¢%i[ Py (plo) dp. (2.16)

As relacdes de completeza e ortogonalidade assumem formas semelhante ao caso da

representacio na base de posi¢do, e sdo dadas por: (Cohen-Tannoudji et al., 2019a).

'[ dpp) (vl 2.17)

o0

(plp’y=06(p-p). (2.18)

Para os propésitos deste trabalho, faz-se necessario descrever como p atua na repre-

sentacao de posi¢do. Para tanto, fazemos:

wipl) = ([ 1p)plap) v

‘[ dp (x5 1p) plw)

[f dp (xIp) pir(p)dp

(o]
+00

d 1
p
—00 V27l'ﬁ

e pir(p). (2.19)
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Para chegar ao resultado acima, usamos a seguinte relacdo: (Sakurai; Napolitano,

2021)
(xlp) = —2=e'F (2.20)
V2rh '
A equacdo 2.19 pode ser vista como a transformada de fourier de —i h%. Portanto,
temos:

(xl plw) = —in~- (xlw), 221)

em que, para o caso unidimensional, o operador momento pode ser escrito em sua famosa forma:

0
p=—ih—. 222
p=-ing (2.22)

A partir da mecanica classica, sabe-se que o momento é o gerador do grupo das
translagdes (Sakurai; Napolitano, 2021). Assim, sobre a 6tica do formalismo quantico, o operador
momento € visto como o gerador de translacdes para o contexto das fungdes de onda. Sendo

T (L) o operador de transalacdo, entdo:
T(A)|x)=]x+A). (2.23)

Em situagdes onde o deslocamento € infinitsimal dA, a expressao para o operador de

translagc@o pode ser escrita como:
ipdA
h ’

T(dA) =1- (2.24)

onde [ € a identidade.
2.1.3 Espago de Hilbert com uma métrica ndao-euclidiana

Uma generalizagdo dos resultados apresentados na secao anterior foi introduzida por
Costa Filho et al. (2011), em que foi proposto um operador de translacdo infinitesimal generali-
zado que inclui um termo da métrica do espaco em sua expressdo. Para o caso unidimensinal, se
T (dx) denota esse operador, entdo sua acdo em um ket |x) do espago de posi¢do fica definido

por (Costa Filho et al., 2013):
Tg(dx)|x) = |x+(1+yx)dx), (2.25)

onde

g(x)"'?=(1+yx) (2.26)
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consite em uma métrica unidimensional utilizada pelos autores.

O pardmetro y acima é real e tem unidade de inverso de comprimento. E imediato
perceber que, para y — 0, recaimos no operador de translacdo infinitesimal usual. Para uma
situacdo em que a métrica ndo tem uma forma explicita, a agdo do operador de translacdo 2.25

fica determinada por (Ferreira, 2019):
Tg(dx)|x) = x+g(x)'1/2dx>. (2.27)

A partir da equagdo acima, percebe-se que os resultados da MQ usual sdo resgatados

para g(x) =1, isso equivale a usar a métrica euclidiana definida pelo tensor de kronecker:
8ij = 6ij (2.28)

que, para o caso unidimensional em estudo, consiste em fazeri = j — g;; = 611 = 1.

E importante ressaltar que a introdugio de uma métrica ndo-euclidiana no espaco de
Hilbert fornece uma modificacao na forma de medir distancia nesse espaco. Em outras palavras,
o produto escalar ndo tem mais a forma apresentada em 2.6, que nesses termos precisa carregar a

métrica do espaco em sua defini¢do. Portanto,

Definicao 2.1.5 Seja HE um espago de Hilbert unidimensional, com uma métrica ndo-euclidiana
denotada por g = g(x). O produto interno entre dois elementos desse espago, Y e ¢, fica definido

como (Braga, 2015): )
W)= [ ¢ @ g, (2.29)

A partir da definicdo acima, percebe-se que o conjunto que estabelece o espaco
L*(R) precisa também ser modificado. Ao analisar o conjunto dado em 2.6, percebe-se que
a propriedade que define tal conjunto é um caso particular do produto interno proposto na
equagio 2.5, para quando ¥ (x) = ¢(x). Portanto, seja L?>(R)& o conjunto das fun¢des quadrado

integraveis, munido de uma métrica g = g(x) ndo-euclidiana, logo:

HE =L*(R)8{y e R — C| [m lw(x)|*Vg (x)dx < o}. (2.30)

A partir da definicdo 2.29 é possivel derivar a relagdo de completeza que atua no
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espaco L>(R)S:

(wle) / VE@dxg* (x)y(x)
[ Vet x19) i)
/ VEdx (wlx) (x|

] [ gt | 6.

E entdo a relacdo de completaza torna-se:

[ Vg (x)dx|x) (x| =1. (2.31)

Por meio desse resultado, a relacdo de ortogonalidade modificada é obtida fazendo:
+00
@ity =) [ Vgtodslo tw)
+0o -
[ Vet xhw).

Usando a propriedade da delta de dirac na equacdo acima, chegamos em:

(x'ly)

(x'|x)y = g(x)"26(x - x'). (2.32)

Com essas duas propriedades bem definidas, pode-se expandir um vetor de estado ¥

€ H & na representagdo da base de posicao:

== [ Vgldxln iw). (2.33)

Outra modificag¢do que deve ser levada em consideracdo é a forma como o operador
A . ~ . 2 s, . o qe
p atua nesse espago modificado. J4 vimos que no espago L“ com a métrica euclidiana, o operador
age como demonstrado em 2.22. Para isso, considere que no espaco de Hilbert modificado pela
métrica ndo euclidiana, o operador p seja denotado por p8. Como antes, p& ainda € o gerador
de transalcdes infinitesimais (Ferreira, 2019), sendo possivel escrever o operador de transla¢do

COmo:

A

ip8dx
h )

Tg(dx)=1- (2.34)

que consiste na forma do operador de translacdo dependente da posi¢ao proposta por Costa Filho

etal. (2011). Com isso, ao atuar o operador acima em um vetor de estado qualquer:

[ Vg (x)dx'T8 (dx) |x') x| y)
Ve(x)dx

T8(dx) |w)

X'+ g(x)_l/zdx> x|y, (2.35)
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onde usamos a relacdo de completeza 2.31. Considere a seguinte substitui¢do:
x" = x’+g(x)_1/2dx —x'=x"- g(x)_l/zdx.

Usando esse resultado em 2.35:

+00
T8 (dx) ly) = / Ve 1x") (" - g (x) " ax|y)
174 " 74 " d x
= [ VeGax e 1) - dx(g ey L),
+00
’” ’” 7 ’” ’” d ’”
= ([ Vs@ax ey @) w-ax [ ave) o)
LV d j
— lw-dx [ a5 6.
Portanto,
i’\gdx e 77 74 d 174
ri@oly = (-5 ) =l -dx [ axie) o)
+oo o
= pilw==ih [ ') )
- +00 d
= WIptwy=-in [ dx ) S ).

Com o auxilio da relacdo 2.32, o resultado acima pode ser escrito como:

(x| P8 ly) (x"|y)

—lh/ dx//g(x//) 1/26(x x//)d .

: noipz 4,
—ihg(x’) I/ZE@C ly),

o que finalmente nos fornece:

pé = —iﬁg(x)“/zi, (2.36)

dx
que consiste na forma do operador momento na representacdo de posicdo em um espaco de
Hilbert H& = L?(R)& cuja a métrica g = g(x) é ndo-euclidiana. A introducio dessa nova forma
para o operador momento nos permite construir uma equagao de Schrodinger modificada no
espaco L?(R)&. Assim, para o caso unidimensional, se v (x,) for um estado quéntico, sua
evolugdo temporal € determinada por meio da seguinte equagao de autovalor (Cohen-Tannoudji

et al., 2019a):
d A
tho (xly (1)) = (x| HE [y (1)) - (2.37)



22

Essa modificagdo na estrutura do espaco induz uma alteracao na relacdo de comutagdo

candnica entre os operadores de posicao e momento (Costa Filho et al., 2011):
[%,p8] = —ihg(x)"/%1. (2.38)

Como o operador de Hamilton depende de (p$)?, é preciso levar em consideracio a

acao do operador momento duas vezes. Logo:

1
HE = %ﬁgﬁg +V(X, t)

2

g2 g0 L v,

Substituindo 2.37 no resultado acima, encontramos:
o d d
2y =g 2 [g0 2w V@0, @239)
que consiste em uma modificacdo na forma da equacdo de Schrodinger tradicional. Por meio da
métrica 2.26, a equagdo acima pode ser escrita como (Costa Filho et al., 2013):

R n y(xe)
2m2m x|

oy (x,1)

AV (@Y. (240

ih%w(x,t) —(1+yx)*— (1+yx)

O comutador 2.38 mostra que, diferente da relacio de comutacdo usual, existe
dependéncia explicita na métrica do espaco (Braga, 2015). Isso implica uma deformacado na
algebra de Heinsenberg, que tem como uma de suas propriedades a preservacio da forma das
relacdes de comutacdo candnica. As consequéncias que essas modificagdes na teoria causam no
formalismo da MQ foram estudadas por muitos autores, desde a publicacdo do primeiro trabalho
por Costa Filho ef al. (2011). Assim, diversos resultados de interesse fisico foram reconstruidos
e estudados pela 6tica do operador de translacao generalizado. Dentre os sistemas analisados,
podemos citar o oscilador harmdnico e o gis de fermions (consulte Aguiar et al. (2020), por

exemplo).

2.2 Mecanica Quantica no Espaco de Fase

O objetivo desta secdo € apresentar os principais aspectos da teoria quantica no espaco
de fase que serdo uteis para o desenvolvimento dos resultados deste trabalho. Mostraremos como
o espaco de fase classico pode ser utilizado para a construcao de uma teoria quantica que leva

aos mesmos resultados da formulagdo em espagos vetoriais apresentados anteriormente.
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2.2.1 Espago de Fase Cldssico e a Quantizacdo Candnica

Os resultados da mecanica classica podem ser obtidos por trés caminhos distintos: a
mecanica vetorial de Newton, o método de Lagrange, e o principio da minima a¢do de Hamilton.
O formalismo de Newton € definido sobre um espaco vetorial real, suas equacdes do movimento
advém de uma andlise vetorial do problema. Os métodos de Lagrange e de Hamilton t€m como
principal caracteristica serem descrito por funcdes escalares definidas em espagos distintos.
A funcgdo Lagrangeana (£) € definida sobre o espaco de todas as possiveis configuracdes do
sistema, conhecido como "espaco das configuragdes". Por outro lado, a funcdo Hamiltoniana
(H) € definida sobre o espago de fase (Barcelos Neto, 2010).

O espaco de fase exerce um papel crucial durante todo o desenvolvimento deste
trabalho, portanto, faz-se necessario compreender como a mecanica cldssica pode ser descrita
nele. Para tanto, considere o caso de uma particula cldssica movendo-se em uma dimensao.
A descri¢ao classica dessa particula é determinada quando se € especificada a sua coordenada
de posicdo e de momento, denotadas respectivamente por x € p. Assim, o par ordenado (X,p)
define o estado do sistema (Reif, 1998). Geometricamente, essa situacao pode ser descrita em
um espago bidimensional, onde os eixos s3o a posi¢do € 0 momento.

De maneira geral, considere um certo sistema classico descrito pelos conjuntos de
variaveis {x1,x2,...x;} e {p1,p2,...pi},comi=1,...,d. O estado desse sistema € um ponto no

espaco de fase denotado por # e dado pela seguinte soma direta:(Derezinski, 2021):
P=RI{oRY. (2.41)

A dinamica do sistema fica determinada pelas equacdes de Hamilton:

0H
Xj=— (2.42)

opi

0H
= ——. 2.43
Pi o, (2.43)

A fun¢do H ¢ a Hamiltoniana do sistema definida sobre o espaco de fase. Assim,
para um dado tempo ¢, a evolucdo temporal do sistema fica dada pelas equacdes x(t) e p(t).
Dessa forma, para encontrar a dindmica do sistema € preciso resolver as equacdes diferenciais
acima.

Se tivermos uma fungido A(x;, p;, t) que representa uma grandeza dindmica classica

definida sobre o espaco de fase, podemos determinar sua evolugdo temporal dessa maneira:

dA_0A_ OA_ 0A
ar ox Top P T ar
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Usando 2.42 e 2.43 no resultado acima:

dA 0AO0OH 0A0H dA

dr 0x; Op; Op;0x; dt

0A
= (AHM S (2.44)
onde:
0AO0H OH 0A
AHl=————— 2.45
{ } 0x; Op; O0x; Op; ( )

€ o chamado parénteses de Poisson (Barcelos Neto, 2010). O mesmo desenvolvimento pode ser
feito, contudo, utilizando os resultados da MQ. Como foi discutido em 2.1.2, as grandezas em
MQ sdo dadas por operadores hermitianos atuando no espago de Hilbert. Dessa forma considere

um operador qualquer B agindo em um estado w(x;,t). Pela equacio do autovalor, sabe-se:
By (x;,1) = by (x;,1). (2.46)

Supondo que o operador e seu autovalor dependem do tempo e derivando a equacao

acima nos dois lados com respeito ao tempo:
0B L0 db 0
5 YD)+ By (xi, 1) = — -y (Xi, ) + by (X, ).

O segundo termo do lado esquerdo da equagdo acima, assim como o utltimo termo

do lado direito, podem ser substituidos pela definicdo da equagdo de Schrodinger:

A

0B i db i
_W(xlrt) E (xl»t) At W(xl’t) ﬁbHW(xl!t)
i G t) = BAwGnt) = PPy 1) — LB (e )
atu/ 124 h 1,[/ 124 _dtw 12 h w 12
0B /APNN AN db
EI[/()CZ',[) fl HW(xi’t)'*‘EHBW(xi)t)—EW(xi’t)-

Identificando o comutador [H, B]w (x;,t) no lado esquerdo da relagdo acima, pode-

mos €SCrever:

o :
0y (xist) = G+ 1 1, B ).

Como %w(xi,t) = fl—fw(xi,t), entio:
B 0B i .
o n=(E+L H,B) ).
vt = (5742 [H B ()
O resultado acima so € verdade se, € somente se:
dB (aB i

= (51, B]). (2.47)
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Note que existe uma semelhanca direta entre o resultado acima e a equacao mostrada
em 2.44. Ambas as equacodes fornecem a descri¢do da evolugdo temporal de uma grandeza
fisica. Contudo, a 2.44 € o caso cléssico utilizando os parénteses de Poisson, enquanto a 2.47
diz respeito ao caso quantico utilizando o comutador. Em outras palavras, a variaval dindmica
cldssica e o Hamiltoniano foram levados em seus andlogos operadores hermitianos, B e H,
definidos sobre o espaco de Hilbert. Essa associacdo requer, conforme expostp, que a seguinte

correspondéncia seja valida:

ABeP > ABeH
i

{A,B} > h[A,B].

Para o caso das varidveis cldssicas (x;, p;), percebe-se que os parénteses de poisson

fornecem:

{x,-,p]-} = 5,']'. (2.48)
{xi,x;} ={pi,pj} =0. (2.49)

Seu analogo quantico pode ser escrito como:

[%:,p;] = ih16;;. (2.50)
(%, %] = [pi,pj] = 0. (2.51)

Os operadores X; € p; sdo, respectivamente, os operadores hermitianos de posi¢do e
de momento que foram apresentados e discutidos anteriormente. Esse processo é conhecido na
literatura como quantiza¢do candnica, pois parte da descri¢ao candnica da mecanica cldssica por
meio das equacdes de Hamilton. Dessa forma, conseguimos estender os resultados da mecénica
cldssica para construir o formalismo quéntico.

Na préxima se¢do, desenvolveremos a teoria necessdria para uma completa descri¢c@o
da MQEF. Mostraremos que tal caminho equivale a descri¢do usual por meio de espacos vetoriais
complexos. Tal método nos fornece conexdes diretas da MQ como uma teoria estatistica pois,
como veremos mais ne frente, o estado quantico € substituido por uma densidade de quasi
probabilidade, chamada de Fun¢ao de Wigner (FW) (Curtright et al., 2013). A FW € dita como
uma densidade de quasi probabilidade, uma vez que pode assumir valores negativos, diferente de
uma densidade de probabilidade usual, que € definida como positiva. Contudo, essa caracteristica
da FW de assumir valores negativos estd diretamente ligada a natureza quantica do sistema,

como veremos mais a frente.
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2.2.2 Quantizacao de Weyl-Wigner

Para a construcao da MQEF, partiremos de um processo de quantizagdo por meio de
um mapa invertivel que leva func¢des definidas sobre # em operadores hermitianos em L?(R%).
Assim, seja f, g € P funcdes definidas sobre o espaco de fase e denotemos por Q o mapa de
quantizacdo. Esse mapa precisa obdecer algumas propriedades importantes(Derezinski, 2021):

L. Q(1) =1, Q(x;) = X; € Q(pj) = pj;

2. 3(Q(NQ(&)+Q(£)Q(S)) ~ Q(bo);

3. [Q(f),Q(8)] = inQ({f, g}):

4. [Q(f),Q(g)]l =inQ({f, g}) se, e somente se, f for um polindmio de grau 1;
5. Q() = Qx(f)".

Tal mapeamento precisa fornecer os mesmos resultados do formalismo usual da MQ,
de modo que a forma de atuacdo dos operadores momento e posi¢do devem ser as mesmas.
Uma operacao que obedece tais propriedades foi proposta por Weyl (1927). Em seu trabalho,
ele define um mapeamente invertivel que leva fungdes f : P = R¢ @ RZ — R em operadores
Q(f) = F, cujo dominio é o espago de Hilbert. Assim, para o caso unidimensional (d=1), a

transformacao de Weyl € dada pela seguinte defini¢do 2.2.1.

Definicao 2.2.1 Considere a(x’,p) € P uma funcdo continua com sua n-ésima derivada conti-

nua. A quantizacdo de Weyl da funcdo a, é definida como:

A=Qld] = (2nh)2/ // a(x',p)e’t VPP dr do dx dp. (2.52)

Esta equagdo, na representacdo de coordenada, pode ser reescrita de maneira mais
simples e elegante, como:

ip(x-y)

Qlalvl) = 5o [ dvapa(*3.p)e" Ty, @53

* Demonstracdo: Para demonstrar o resultado acima, partimos da defini¢do do mapa de

Weyl e fazemos:

(x[Qlal|y)

1 it
(x| Gl ///a(x plet 0P qrdo dx’ dp|w)
e h)z/// (xla(x’,p)e’t &=+ E PP (x| drdo dx’ dp.

Utilizando a identidade de Baker-Campbell-Hausdorff, a exponencial pode ser reescrita

COmo:

e%’(x’—)?ﬁ%(p—ﬁ) = eizT_gewaeilfﬁe%eﬂhw_
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Substituindo na integral, temos:

itoc iox’ —igk i1p

1 —itp
xlQlally) = oo //// a(x',p) (x| e 5 T e e W e y) drdo dx dp.

As exponencias dos operadores p e X, vao atuar, em ordem, no bra (x|. Portanto:

(x|Qlally) = ﬁ////a(x’,p)(xle%e%e%e%(x—rluf) drdodx’ dp.

Agrupando os termos, econtramos:

1 i o, [
(x|Qlally) = (Z”h)z////a(x’,p)eﬁ(”HTJ'(x'x)")w(x—r)drdadx’dp

1 io 1 ’ ipt
W////a(x,’p)eﬁ(ﬁ(x _x))e%ll/(x—r) drdodx’ dp.
T

A integra¢do em o e o termo de ﬁ podem ser combinados para a obter a relacdo da delta

de Dirac e a transformada de Fourier:

s ][ P0G+ xne ye-ryarax ap

= ﬁ/f/a(xl,p)6(%(‘[_z(x_x,))ei%rl//(x_T)d‘rdx/dp

2 i /
= E//a(x’,p)eﬁp(z(x_x Ny (x—2x+2x")dx’ dp.

(x[Qlally)

Na equagdo acima podemos tomar a substitui¢do y = 2x’ — x e assim obter:

1 xX+y ip(x-y)
-— || aya (_ ) P (),
Qlalvl) =5 [ dvdpa(*5E.p)e T u(y)
como queriamos demonstrar.
Com o resultado 2.53 é possivel demostrar que a quantizagdo das varidveis de

momento e posi¢ao nos fornecem os resultados ja conhecidos da MQ.

, d
(x,p) 2P, (%,=ih—). (2.54)

Inicialmente, vamos demonstrar a quantizacao para a varidvel de posicao cléssica,

logo:

Qlx]y

! XY 2 wy)
2nh//dydp( 2 )eh v(y)

[ aroe-n (52w
(x’+x’
2
= Q[x]y =x"y(x).

Ju(x) = xw(x)
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A tltima linha do desenvolvimento acima nos fornece um resultado muito interes-
sante, e também esperado. Mostramos que a atuagdo do mapa de quantizacio sobre uma func¢ao
¥ nos fornece uma constante multiplicada por ¥. De fato, isso € a prépria defini¢do do operador

X € H, quando atuado em uma fungio de onda. Com isso é possivel escrever que:

Qlx]y =x"y(x') &= Q[x]y = Xy (x'). (2.55)

O mesmo pode ser feito para a varidvel classica de momento:

1 P
Qply = 5 [ dpdypet Iy

= [(-mrs)o -pway
< [ s -yrway

d

ax’

= Qlply=-in

= —ih

= —ih

y(x')
d

().

Do resultado acima, temos:

d
Qlply =-ih— vy (x") & Q[ply =py(x"), (2.56)

dx’

onde encontramos o resultado usual do operador de momento na representacao de posicao.

Tendo estabelecido a defini¢do da quantizacdo de Weyl, bem como sua utilizacio nas
variaveis cldssicas de momento e posicao, alguns comentarios sobre a questdo do ordenamento
das expressdes tornam-se pertinentes. Sabe-se que um dos postulados da MQ diz ser possivel
associar, para cada funcio f € # de valor real, um operador autoadjunto f € H (Hall, 2013).
Dessa forma, o caso mais simples nos permite transformar a varidvel x em seu respectivo
operador X, e a varidvel de momento, p em seu respectivo operador p. Mas isso abre um
questionamento; qual € a expressdo de quantizagdo para a fungdo f(x,p) = xp?

Essa pergunta é de grande importancia, pois a partir de uma visao cldssica, escrever
xp ou px é equivalente, j4 que comutam. Porém, quanticamente, os operadores XP e PX sio
distintos. Uma possibilidade para quantizar xp € a simetriza¢do da expressao quantica associada
(Hall, 2013):

xXp—> —. (2.57)
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Esse exemplo simples nos levar a concluir que o processo de quantiza¢do ndo € tao
direto quanto parece. Simplesmente nao podemos substituir diretamente, para qualquer caso, a
variavel por seu respectivo operador. Porém, devido a forma de algumas grandezas classicas, esse
problema pode ser ignorado. O Hamiltoniano, por exemplo, geralmente apresenta apenas termos
de p? e x, de modo que o problema do ordenamento nio se apresenta. Um caso interessante
acontece com a quantizacdo do momento angular cldssico. Devido ao produto vetorial L=RxP,
expressoes formadas por combinagdes de x e p aparecem. Isto nos leva, a primeira vista, a um
problema na realizac@o da descri¢do quantica. Porém, ao analisar, por exemplo, a componente

L, (Cohen-Tannoudji et al., 2019a):

Ly =x1p2—p1x2,

percebe-se que essas combinagdes de x/p sdo de componentes diferentes. Para o caso unidimen-
sional, seriam os pares (x1,p1) € (x2,p2). E isso ndo seria um problema, pois quando fossemos

realizar a quantizacao, teriamos:

x1—>X1€‘Hl

P2—>ﬁ2 67’[2,

sendo eles pertencentes a espacos de Hilbert distintos. Assim, a ordem ndo seria importante, de
modo que eles comutariam (Cohen-Tannoudji ef al., 2019a).

Exemplos de problemas como esses emergem justamente devido a forma do operador
momento e posi¢ao, mostradas em 2.22 e 2.11. Ao considerar um exemplo simples, observamos

que:
Xpy(x) = —if’w%i (x) #pRy(x) = —ihi(x (x))

visto que o ordenamento da derivada e da varidvel x causam situagdes como essa.

O problema do ordenamento € resolvido fixando-se uma ordem para a acdo dos
operadores momento e posi¢do. Por convengdo, considera-se o operador momento atuando
primeiro, pela direita. J4 o operador de posicao é colocado a esquerda, atuando logo em seguida.
Nessa convengdo, fungdes polindmias de x e p serdo levadas em operadores quanticos ditos
diferenciais em sua forma padrdo, com todas as derivadas atuando primeiro e logo em seguida
vindo a atuacao do operador de posicao. Assim temos que para um caso geral, ndo necessaria-
mente uma fungdo f polindmial, o seu operador associado f € chamado de pseudodiferencial

(Hall, 2013). Para casos gerais, nem sempre o processo de quantizacdo fornecerd um operador
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autoadjunto (como € o caso de f(x,p) = xp). Para resolver esse problema, pode-se realizar o
processo de simetriza¢do (Cohen-Tannoudji et al., 2019a) mencionado anteriormente.

Porém, a quantizagdo pelo processo de Weyl evita esse problema do ordenamento,
pois o mapa apresentado em 2.52 considera todas as possibilidades de ordenamento dos ope-
radores X e P. (Hall, 2013). Assim, por exemplo, se a func@o que se deseja buscar o andlogo

quantico for da forma x?p?, a quantizacio de Weyl fornece:

2.2.3 A Fungdo de Wigner

Antes de definirmos formalmente a FW, consideremos a expressdo original, proposta
por Wigner (1932) em seu trabalho:

1 . 2i
Wp) = [ dyw Geapue-y et .58

A equacgdo acima trata-se do caso unidimensional. Assim, a FW é definida sobre
todos os pontos da forma (x,p). A funcdo de onda v, que aparece nessa relagdo, representa
o estado do sistema na base de posicdo. E interessante obersarvamos que a expressao acima €

construida por meio da defini¢ao da matriz densidade para um estado puro, onde temos:

p(x,y) =(x=yly){(wlx+y) =y (x+y)w(x—y).

Para os propésitos deste trabalho, iniciarmos com uma ideia fisica intuitiva da FW.
Para tanto, consideremos uma sistema constituido de apenas uma particula de massa m movendo-
se em uma dimensdo. Suponhamos que tal particula desloca-se da posi¢do x” para a posicao
x”. Ao compararmos essa situacdo com a ideia motivadora da MQ matricial, proposta por
Heisenberg, encontramos uma analogia. A motivagdo, consistia em descrever a transi¢ao de
um elétron entre os niveis de energia dentro de um dtomo, por exemplo, do nivel n’ para n”.
Contudo, Heisenber percebeu que o mais importante ndo era o deslocamento entre os niveis, mas
sim o salto entre eles (Schleich, 2011). Desse forma, para o caso da nossa particula deslocando-se
no intervalo [x’,x”], podemos determinar a distincia desse salto entre x” e x”. Para um espaco

euclidiano, temos:

x/’
= / dx=x"-x". (259)
x’
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Assim, no contexto da MQ matricial, o operador densidade pode ser utilizado para
descrever matematicamente nosso problema. Com isso, os elementos (x”| p |x") descreveriam
o salto entre os autoestados de posi¢do |x’) e |x”). Sendo ¢ a distancia do salto, podemos
definir o centro dessa distancia, denotado por x. Dessa forma, o centro de ¢ € ponto que tem a

mesma distancia geométrica dos extremos. L.ogo, para o caso euclidiano, o centro é encontrado

X X
/ dz = / dz
x/ x’l

X -x=x"-x

simplesmente fazendo:

x"+x
X = .
2

(2.60)

Nosso problema pode entdo ser reescrito em termos desses dois parametros (&, x).

De modo, € possivel escrever x’ e x” em fungdo da distancia e do centro. Tem-se:

¢
" _ +2
x"=x 5
¢
/— — —
x'=x >

com isso os elementos da matriz densidade, tornam-se:
"] A I\ é A 6 _
1P = (+ 2 Iplx = 2) = p(x, §). (2.61)

Por meio desse resultado, pode-se notar a conexao existente entre 0 momento p da
particula com o salto entre x” e x”. Isso porque uma outra forma de escrever esse resultado é
com o auxilio do operador de translagao finito, definido para uma translagao de ¢/2 (Schleich,
2011).

Para encontrar a FW, basta tomar a transformada de Fourier com respeito a varidvel
¢ em 2.61 (Schleich, 2011),

1 —ip
W(x,p):%/dfe%<x+g|ﬁ|x—g>. (2.62)

Para um caso simples de um sistema descrito por estado puro, a matriz densidade é

|v) (w|, de modo que a expressao acima torna-se:

1 —ip
Wi p) =5 [ dee Py v -3 2.63)

O resultado acima € o complexo conjugado de 2.58, junto de uma substitui¢ao de

variavel y = £/2. Em outras palavras, a relagdo proposta por Wigner leva o operador densidade
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para uma func¢do no espaco de fase. Tal operagdo é exatamente o processo inverso da quantizacao

de Weyl. Para mostrar isso, considere a definicdo 2.53, reescrita da seguinte forma:

R@wI) = [ dyNix v (2.64)
onde
1 ip
NA(x,y):ﬁ/dpa(%,p)eﬂx—y) (2.65)

consiste no nucleo (ou kernel) da integral 2.64 (Keppeler; Fysik, 2004). Na integral acima, é

possivel tomar a seguinte substitui¢do de variavel:

Logo, a integral para o nicleo assume a forma dada abaixo:
Nﬂ(x’+z x Z) _ ! / dpa(x’ )eipTz (2.66)
AT TR) T o ) PP '

O resultado obtido acima consiste na transformada de fourier da funcdo a(x’,p) €
. 1. —ipz . ~
#. Ao multiplicar, em ambos os lados, por e % e ao tomar uma integracdo em z, podemos fazer

o lado esquerdo tornar-se a defini¢do 2.1 para a transformada de fourier. Assim:

Jildor-3)etas = [[[ gpacme’s ] e
/dz[%/dpe%]a(x’,p)e”’%
/dz‘s(z)e%z“(xﬁp)

a(x',p).

Encontramos:

—-ipz

a(x’,p):/NA(x’+§,x’—g)e ndz.

Essa relacdo € o processo inverso do mapa de Weyl apresentado anteriormente. Ela
consiste em transformar o ndcleo de um operador em uma fungdo no espaco de fase. Geralmente,
na literatura, a integral acima recebe o nome de Simbolo de Weyl do operador A. Dessa forma,

tendo demonstrado o resultado acima, considere a seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 2.2.1 A operagdo inversa de Weyl-Wigner é a transformada de fourier dada por:

S[A](x',p) = a(x',p) = / N; (x’+ g,x’ - g)e_lhpz dz. (2.67)
A integral acima é chamada de simbolo de Weyl, e leva o niicleo de um operador, N;, com
dominio no espaco de Hilbert em uma fungdo definida sobre o espaco de fase. Se Q[a] denotar

o mapa de Weyl-Wigner, entdo:

a(x',p) = S[A](x', p) = S[Q[a]].

Logo, se o operador A for a matriz densidade do sistema fisico em estudo, temos:

A , 1 , 2, Z\ cipz
S[p]=W(x,p)=%/Nﬁ(x 35X —E)e v dz. (2.68)

Perceba que na equacao acima adicionamos um fator de zlﬁ, de modo a garantir
a normalizac@o da FW e assim ser possivel associd-la a um estado fisico realizavel (Schleich,
2011).

Nesse sentido, diz-se que a FW € um caso particular do simbolo de Weyl para
quando A = p. Comparando a equacio acima com 2.63, percebe-se que o niicleo do operador é
simplesmente:

N; (x’ + 2 - E) (X + )t (- 2) = p(x, 2). (2.69)
2 2 2 2

Dentro do contexto da mecanica classica, sabe-se que € possivel determinar total-
mente tanto a posi¢do como o momento de uma particula. Logo, para a fisica estatistica, o estado
do sistema € definido por uma distribuicdo de probabilidade, dada em fun¢do de x e p e definida
sobre o espacgo de fase. Devido ao principio da incerteza de Heisenberg, essa mesma situacao
na MQ ¢ totalmente diferente. Como vimos, a teoria quantica permite que possamos descrever
nosso problema tanto na representacdo de momento, quanto na representacao de posi¢do, sendo
possivel ir de uma a outra por meio da transformada de Fourier. Mas, quanticamente, ao usar
uma dessas duas representagdes, perde-se toda e qualquer informacdo que se podia obter com a
outra (Cohen-Tannoudji et al., 2019b).

Vimos que a FW constitui um mapeamento de uma matriz densidade que representa
o estado de um sistema no espago de Hilbert, para uma funcdo no espaco de fase. Portanto, a FW
¢ uma representacao para o estado do sistema em um contexto de um espago de fase quantico.
Logo, no formalismo quantico no espacgo de fase, a FW carrega toda a informacao do estado

sistema.
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Assim, estamos diante de uma expressao que descreve um estado quantico e que
carrega, a0 mesmo tempo, informacao sobre a posi¢do e o momento da particula. Isto, obe-
decendo os fundamentos basicos da teoria quéntica, que colocam uma limitagdo na precisdao
(Cohen-Tannoudji et al., 2019b). A FW € conhecida como uma fun¢ao de quasi-probabilidade,
pois pode assumir tanto valores negatvos. Diferente de uma funcio densidade de probabilidade
que, por defini¢cdo, sempre assume valores reais e positivos. (Schleich, 2011). Contudo, essa
particularidade da FW € atribuida as caracteristicas quanticas do sistema.

Sendo a FW uma fun¢do de quasi-probabilidade, podemos obter as distribuicdes de
momento e posi¢ao a partir da defini¢ao 2.68. Logo, integrando a FW sobre todos os possiveis

valores de momento, temos:

/+OOW(x’ ydp = /dzifmd ey + )t - )
. p)ap = L A A YA

/ dzb()y (< + 2w (¢~ )
Y)Y () = (] p ) = W),

Logo, encontramos:

/ W, p)dp = [y () = W (x). 2.70)

A integracdo sobre todos os possiveis valores de momento da FW fornece a distri-
buicdo de posicdo. Por analogia, a integracao da FW sobre todos os possiveis valores de posi¢ao

fornece a distribuicdo de momento (Schleich, 2011):

[ W, p)dx’ = [y (p)P = W (p). @71

Vimos que a FW fornece uma forma de descrever um estado quantico no espaco de
fase por meio do mapeamento da matriz densidade em uma func¢do. Assim, como nosso objetivo
€ descrever a MQEEF, € vantajoso estabelecer uma forma de medir o valor esperado de operadores
dentro desse contexto. Para a MQ no espacgo de Hilbert, sabe-se que o valor esperador de um

certo operador O, em um sistema de estado |), é dado por (Cohen-Tannoudji ef al., 2019a).

(O)y =(y|Oly). (2.72)

Usando a representacdo da base de posi¢ao para uma dimensio, é possivel reescrever
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a equagdio acima da seguinte forma:
wi( [ axiyen)of [ av ey ) iw)
[ axax i) 101 1w

[[ axax v i) w101y

[ awaz w1 [w w1012,

(O)y

O termo entre colchetes pode ser indentificado como a matriz densidade para um

estado puro. Portanto:

(O)y

ﬂdxldxr/<x/r|ﬁ|xl> <xrlolxn>

/dx//<x//|p[-/dx/|x/><x/|]élx//>
/dx”(x”|ﬁé|x”)
= Tr[pO]. (2.73)

Para chegarmos na tltima linha, usamos a defini¢do do traco de uma matriz expresso
em uma base continua. Logo, o valor esperado de um operador pode ser expresso em uma
relacdo que leva em consideracdo a matriz densidade do sistema. Esse resultado vai ser util para
construir o valor esperado utilizando a FW. Para tal construcao, considere a seguinte propriedade

para o traco dois operadores A e B quaisquer (Brogaard, 2015):

Tr[AB] = % // dxdpS[A]S[B]. (2.74)

Com:

* Demonstragdo:

Para demonstrar a relacdo 2.74, considere:

S[AIS[B]

/dyNA(“%’x_%)e_mTy/dJ/’NB(X+y—,x—y—)e—i’”Ty

' y .Y VoV vy
ﬂdydyNA(x+§,x—§)NB(x+E,x—5)e h(.V‘*J’).
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Multiplicando por um fator de ﬁ e integrando sobre as varidveis x, p nos dois lados da

igualdade, encontramos:

2rh // Bldxdp

Il
[\)
S
:\‘
\a
§
IS
=
Qq
=
INW
<
Q
<.
2
[\.)
><
|
b

X

NA(x+ 57X

N+ Lx- DN (x+ L x =Ly o(y -y
/‘//dxdydyNA(x+2,x 2)NB(x+2,x 2)6(y y).

Para chegarmos na dltima igualdade, utilizamos a propriedade da delta de dirac em termos

da integracdo na variavel p. Entdo, realizando a integracdo em y’, a delta fornece:

_ Arad YN y . Y
Znh//S Bldxdp = //dxdyNA(x+2,x 2)NB(x+2,x 2).

Utilizando x’" = x — Z ex’"=x+35 ¥ aintegral acima torna-se:

/ S[A]S[Bldxdp = [/dx’dx”NA(x",x’)NB(x”,x’)
//dx’dx”(x”lfilx’) (x| B|x)
// dx'dx" (x"|A|x') (x| B|x")
/dx”<x"|A[/dx'|x'> <x'|]é|x">

= /dx”(x”lﬁ]?lx”)
= Tr[AB].

S[B]
Tr[A Znh// ldxdp

consiste no resultado procurado.

Logo,

O resultado demonstrado acima e a equagao 2.73 nos permitem fazer uma conexao e
encontrar uma expressao para o valor esperado de um operador no formalismo do espaco de fase.

Portanto, fazendo A = p e B = O na equagio 2.74:

Como a FW ¢ dada pelo simbolo de Weyl da matriz densidade dividido por um fator

de ﬁ, a expressao acima pode ser escrita como:

<O>w /W(x p)S[Old xdp, (2.75)
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que consiste em uma forma de calcular o valor esperado em um contexto do formalismo quantico
do espaco de fase.

Mostramos anteriormente que o mapa de quantizacao aplicado sobre as varidveis
classicas x e p nos retorna aos operadores de posi¢cdo € momento. Assim, temos que o simbolo
de Weyl desse operadores faz o caminho contrério e retornar as varidveis cldssicas no espaco de
fase. Posto isso, € possivel determinar os valores esperadores de X e p, considerando S[X] =x e

S[p] = p. Assim, usando a equacdo 2.75, o valor esperado para a posi¢ao fica:

(J%)u,zf W(x,p)xdxdp. (2.76)

E para o momento, tem-se:

Py = / W (x,p)pdxdp. @.77)
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3 RESULTADOS
3.1 Transformacio de Wigner Modificada

Para realizarmos a modificagdo na FW 2.63, utilizaremos a métrica unidimensional

proposta por Costa Filho ef al. (2011), cuja forma é dada por:

g1 =8(x)= 3.1

(1+yx)%
onde g1 denotaria um elemento da matriz da métrica. Aqui, y € um parametro real e positivo
cuja unidade € o inverso do comprimento. Como nesse caso a métrica € unidimensional, a matriz
é reduzida a g1 = g(x). Visto que g;; modifica a estrutura do espago, a forma de medir distancia
¢é, também, modificada. Logo, para o caso de uma métrica unidimensional, a distancia pode ser

obtida pela seguinte integral:

<f=/ Vgidx. (3.2)

’

Da mesma forma, ¢ denota a distancia entre os pontos x” e x”. Utilizando a métrica

unidimensional 3.1 na equacdo acima:

xl/ dx
§= / . (3.3)
v 1+yx
Resolvendo a integral, encontramos:
1 I+yx”
=—Inl——|, 34
d Y n( 1+yx’) (3-4)

para y — 0 a distancia tende para x” —x’, fornecendo assim a distancia euclidiana unidimensional.

Esse resultado pode ser facilmente demonstrado:

lim ¢
r—0 -0y

I
=
I
~
S
—_——

_ lim X" +x"yx' —x"—yx"x" 1+yx’
=0 (L+yx’)? L+yx”

x"-x 1

im _
y=0 l+yx' 1+yx”
x"-x" 1

1+0x’ 1+0x”
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onde na segunda linha foi aplicada a regra de L’Hospital, visto que em y = 0 a expressdo para a
distancia fornece uma indeterminacio do tipo 0/0. Assim, finalmente temos:

limé=x"-x". (3.5)

y—0
O préximo resultado que precisamos encontrar € o centro geométrico da distancia

entre x” e x” nessa métrica. O centro geométrico consiste no ponto que tem a mesma distancia

dos dois extremos do intervalo considerado. Portanto, o centro € o ponto x que satisfaz a seguinte

igualdade: )
/x dv _/x du (3.6)
v (I+yv) Jo (+yw) '
Resolvendo a integragao:
1 1 1 1 i
—ln( ”x):—ln( X ) 3.7)
Y l+yx') vy I+yx
I+yx 1+yx”
l+yx  l+yx
(1+yx) = (L+yx) (1 +yx"),
entao:
x=y (1) (L+yx)] 2=yl (3.8)

Mais uma vez € possivel mostrar que para y — 0 a equag@o acima retorna para o caso
euclidiano. Para demonstrar, usamos novamente a regra de L’Hospital, visto que por substitui¢ao

direta (fazendo y = 0) temos a indeterminagdo 0/0. Portanto:

Lx'(T4+yx")+(1+yx")x”

1i -1 1+vx)(1+vx” 1/2 _ -1 im
Yll’%y [( Y )( Y )] Y )/—)02 [(1+,yx/)(1+,yx//)]l/2
_LX(140x”) + (1+0x)x”
T2 [(1+0x)(1+0x7)]1/2
_ x"+x
= 7
entao:
x"+x
li = . 3.9
Yli%x 5 (3.9)

Na secdo 2.2.3 foi construida a FW por meio do raciocinio proposto por Schleich
(2011). Como foi mostrado, essa constru¢ao € baseada na descri¢do de um sistema quantico

de uma particula com massa m que se move em uma dimensao, saindo de x” para x”. Com
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a utilizac@o do elemento (x”|p |x") da matriz densidade é possivel descrever o salto quantico
que a particula realiza, saindo do autoestado |x”) para |x”). De modo que a FW ficou definida
como a transformada de fourier dos elementos da matriz densidade em relacao a varidvel do
salto. Para a construcdo da FW modificada, seguiremos o mesmo raciocinio, contudo usaremos
o espaco deformado pela métrica 3.1. Agora, a particula quantica se move do ponto x’ para x”,
que pertecem ao espaco deformado. Assim, elementos da matriz densidade que descreve esse
salto ficam dados por:

p(x”,x") = (x"| plx’). (3.10)

Seguindo o raciocinio de Schleich (2011), utilizaremos as equacodes 3.4 e 3.8, e

escreveremos x’ e x” em termos da distancia ¢ e do centro x. Assim encontramos que:

¢ 2 -1
x”:xeYT+e , (3.11)
Y
e para x’, que:
ré e‘YTf -1
x’:xe_7+T. (3.12)

E fécil perceber que no limite quando y — 0 nas expressdes acima, recuperamos o

resultado euclidiano mostrado na secao 2.2.3. Substituindo esses resultados em 3.10:
p(x", %) =p(x,8) = (xe ¥ 4y (¥ —D|plre Tyl F D). (13

E importante notar que as expressdes dentro do bra e do ket acima sdo justamente
a atuagdo do operador de translacao finito dependente da posi¢do. Esse mesmo resultado foi

obtido por Costa Filho et al. (2013), onde os autores mostraram:
(x| Ty (a) ly) = w(xe" +y~' (e7* — 1))43. (3.14)

Logo, se tomarmos a = ¢ /2, chegamos exatamente no resultado proposto em 3.13
para a matriz densidade. Esse resultado corrobora, mais uma vez, para mostrar que existe uma
conexdo entre o momento da particula e o deslocamento que ela faz entre x” e x”. Tomando

entdo a transformada de fourier da equacdo 3.13 com respeito ao parametro ¢, temos:

1 oo ipé ¢ ¢ ¢ ¢
W(x,p,y) = ﬁ/ dée™ <xeyT +y e - 1)‘;3 ‘xe‘yT +y e - 1)>, (3.15)
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onde W (x,p,y) denota a FW modificada. Pelos resultados mostrados em 3.5 e 3.9, ao fazer o

limite de y — 0 em W (x, p, v), chega-se em:

W(x )—L/Mdc’e'% LA Y (3.16)
P =50 ) 2P T2 ) '
Ou seja:
lilr%)W(x,p,y) =Wi(x,p). (3.17)
'y—)

Assim, no limite de y tendendo a zero, resgatamos a expressdo da FW ja conhecida.
Contudo, a expressdo para a FW encontrada em 3.15, quando aplicada a sistemas fisicos de
interesse, nos leva a integrais que podem ser complicadas de serem resolvidas analiticamente.
Tal problema pode ser contornado utilizando-se da parametrizacdo 7 proposta por Costa Filho et
al. (2011), como mostrado a seguir.

Vimos que, com a métrica unidimensional até entdo utilizada, a distincia entre os

extremos de um intervalo qualquer fica dada pela seguinte relacao:

1 1 V24
f:—ln( Trx ) (3.18)
Y I+yx’

Tal resultado pode ser convenientemente reescrito tomando uma parametriza¢ao

proposta por Costa Filho et al. (2013), que funciona como uma transformada de ponto. Assim:

In(1+yx)

n:x—-onx)= (3.19)

cuja defini¢do € dada por (Costa Filho et al., 2016):

n(x) = / Vg (x)dx. (3.20)

Logo, a transformacdo de ponto 3.19 nos permite reescrever a equaciao para a

distancia ¢ como:

¢=n(x")—n(x).

Essa equacgdo tem a forma matemadtica da distancia entre dois pontos para o caso
euclidiano, mostrada em 2.59. Logo, a mudanca de varidvel definida como 3.20 tem a vantagem

de preservar a forma matematica, carregando significado diferente. O mesmo pode ser feito
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para o caso do centro do intervalo [x’,x”]. Nesse espaco modificado, a equagao para o centro

mostrada em 2.60 assume a seguinte forma:

’”

Y _du ¥ odv
x (1+)’U) :[ (1+Yu) (3.21)

Resolvendo a integracao:

nliire) = )

Y
1 1
—In(1+yx)——In(1+yx")
Y Y

1 1
—In(1+yx")——=In(1+yx)
Y Y

2 1 1
—In(1+yx) —In(1+yx")+—=In(1+yx’),
Y Y Y
utilizando-se novamente da parametrizacio, a equagdo acima pode ser escrita:

j="1 +2’7°. (3.22)

Para facilitar a notacgdo, considerou-se n(x”) =1, n(x’) =no e 7 =n(x). O resultado

acima junto de 3.1, nos permite escreve 1o € 7 em termos de ¢ e de 7:

_ael
n=+> (3.23)
¢
2

Mo=1- (3.24)

Perceba que estamos desenvolvendo o mesmo raciocinio que foi feito em 2.2.3, onde
reescrevemos o nosso problema em termos das varidveis ¢ e x. Contudo, aqui, considerando que
(&, x) passou pela transformacdo de ponto. Além disso, anteriormente vimos que os elementos da
matriz densdidade (x”| o |x’) descreveriam o movimento da particula de massa m movendo-se em

uma dimensao. Portanto, tomando-se a parametriza¢ao nos elementos da matriz, encontramos:
7" A n 1 ” = ’ ~ ” ’ ~
X" plx"y = (n(x")| plno(x)) = p(n(x"),n(x")) = p(n,no)- (3.25)

* Demonstragcdo
Considere i1 : R — R da forma que foi definida em 3.19, um difeomorfismo, entdo uma

outra funcio 7j : R?> — R?, definida como:
1(x,y) = (n(x),n(y))
é também um difeomorfismo. Assim, se 7! : R? — R? for a inversa de #j, ento:

(oM (x,y)=(x,y) & ({H o) =1,
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sendo 1 a identidade. Portanto, se (x”|p |x") = p(x”,x"), entdo:
p(x",x) = (pol)(x",x)
= (poij of)(x",x)
= (poi H(n(x"),n(x))
= p(n(x"),n(x") = n(x")|pIn(x")) = p(n,no)-

O resultado acima trata-se do que foi escrito em 3.25. Assim, para o intervalo [0, +c0),
a métrica definida em 3.1 fornece uma n que é um difeomorfismo. Portanto, da ultima

igualdade acima, é verdade que:

&1p1xY D ()P In(x)). (3.26)

Voltando para o elemento da matriz densidade em termos de 7, € possivel tomar a

transformada de Fourier com respeito a variavél ¢:

2 2

1 ipé
W(ﬁ,p):T/d«Se_T <77"'é ﬁ'ﬁ—é>- (3.27)

Assim encontramos uma expressao que preserva a forma da FW desenvolvida em

2.68. Se a matriz densidade que aparece na equacgdo acima descreve um estado puro |¢), entdo:

1 ip
Wy = 5o [ dee @ Siooln-3) (3.28)
IR OO S
= o [ace Fora-Seme) (3.29)

onde a funcdo de onda ¢ (1) passou por uma translagio de % Além disso, tal funcdo de onda é
solucdo de uma equacgdo dada por (Costa Filho et al., 2013):

2 A2
000 07, 1)

ot 2m on? +Ver (M (n,1), (3.30)

que consiste em uma equacao que tem uma forma tipo Schrodinger, onde ¢(n,t) = w(x(n),t)
e Vor =V (x(n)). A equagio acima é obtida aplicando a parametrizagdo 1 na equagio de
Schrodinger modificada, demonstrada em 2.40. E importante mencionar que a mudanca de
varidvel gera um potencial diferente na equacdo de Schorodinger, denotado por V,¢. Tal potencial
recebe o nome de potencial efetivo, e € numericamente igual ao potencial V, para um mesmo
ponto do espaco. (Ferreira, 2019).

Vimos anteriormente que a FW é o simbolo de Weyl para o caso em que A= p. A

equacdo para a FW encontrada em 3.27 nos permite determinar o simbolo de Weyl para um
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operador quaquer. Assim, substituindo a matriz densidade por um operador A, temos:

ip¢

a(ﬁ,p)=S[A]=/Ng(ﬁ+g,ﬁ—g)e7, (3.31)

onde usamos a notagdo apresentada na proposiacao 2.67. O fator de ﬁ foi descartado, pois de
maneira geral, a equagdo acima nao representa um estado fisico. Dessa forma, ndo € necessdrio
que seja normalizado.

Logo, podemos determinar a expressdo para o nicleo do operador A. Assim, na

equagdo acima, vamos utilizar a seguinte mudanca de variavel.

_ ¢
’7:"+§ (3.32)
I
m=1-3, (3.33)
o que nos fornece:
1o 14
d(n 2" ,P)=/NA(77,770)€ " dg.
Tomando a transformada de fourier na equacdo acima:
1 1n+ Mo ) it / we 1 / —ipt
- , h d = n d —_— N; , h d
27m/“( 5 p)erdp endpo— | Ni(mmo)e ™ d¢
ip¢ 1 =ip¢
= /Ng(n,no)e " 2nh/e " dpd¢
ip¢
= /NA(n,no)e m6()ds
= Ni(n,m0),
logo:
_ 1 n+no |\ i
N4(n,m0) _M_h/a(T’p)e " dp. (3.34)

Onde encontramos uma expressao para o nicleo do operador A, que € andloga a
equacdo 2.65, porém em termos da parametrizagdo 7. A equagdo acima nos leva a propor uma
versdo modificada da equacgdo 2.53, que representa o mapa de Weyl-Wigner em sua forma de

coordenada. Logo:

1 ip
Q@I =5 [[ (5™ p)eF T ytro)dnap. (3.39)

A equacdo anterior pode ser usada, como foi feito antes, para verificar o processo de

quantizagdo. Verifiquemos, por exemplo, a quantizagdo da varidvel p. Assim, sendo a = p, a
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equagdo torna-se:

2nh//peﬁ(” )4 (o) dnodp

= 57 ] (=i )eE oy andp

_ / (—mdin)w(now(n—no)dno

[RQ(P)w](n)

. d
= —lhd—nW(n)-

Essa equacdo so € verdade se, e somente se:

d .
Qlplw(n) =—iﬁd—nw(n) = Q[ply =Pyy(n), (3.36)

onde encontramos a forma ja conhecida do operador momento, contudo na representacao da
parametriza¢ao 1. Um resultado muito interessante pode ser obtido quando reescrevemos a
relagdo acima de volta na varidvel x. Assim, se fizermos y = 77(x) e utilizarmos a regra da cadeia

que aparece na derivada em 3.36, teremos que:

d 4 Y
TV = (G (3.37)

Utilizando a forma explicita da parametrizagcdo 7, temos:

Ly = iw(y)

3.38
(1+ Yx) (-38)
Para encontrar tudo em termos de x, basta isolar a derivacdo em y acima:
d d
- =(1 —_ .
Gy V)= y0 v ()
Assim, a equagao 3.36 pode ser reescrita como:
. d . d (In(1+vyx)
QUPIY (1) =iy (n) = =ih(1+70) gy (). (3.39)

O resultado da quantizacio da varidvel p utilizando o mapa de Weyl-Wigner escrito
em termos de 7, nos forneceu a expressao do momento encontrado por Costa Filho et al. (2011),
utilizando o formalismo do operador de translacdo generalizado para o caso da métrica sendo
g '/2(x) = 1+ yx. Tal resultado sugere uma equivaléncia entre o formalismo da mecinica
quantica no espaco de Hilbert munido de uma métrica ndo-euclidiana e a descri¢do quantica via
quantizacdo do espacgo de fase cuja a coordenada de posicao x passou por uma parametrizagao

da forma:

(x,p) 2 (1(x), p). (3.40)
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Calculemos agora a quantizag¢do do varidvel x, considerando a parametrizagdo. Logo,

fazendo a = n na equacdo 3.35:

[Q(mw](n)

1 n+1M0)\ % (-
Znh//( > )9” y(no)dnodp

_ / ("2”0)6(1;—770)1//(710)617)0

_ ntn
= 3 w(m)
= ny(n),

sendo verdade se, e somente se,

[Q(mMw](n) =nw(n). (3.41)

Recapitulando o que foi mostrado em 2.55, vimos que a quantizacao da variavel x
fornece o operador X com autovalor real x multplicando a fun¢do de onda. O resultado acima nos
fornece algo similar. Utilizamos o mapa de Weyl-Wigner modificado pela parametrizacio para
quantizar uma variavel cldssica 77(x), encontramos um relacdo que mantém a forma da defini¢cao
da atuacdo do operador posi¢ao ja conhecido da MQ, mas em termos do parametro eta. Assim, a

equagdo surgere que deve existir um operador 7 definido sobre o espago de Hilbert, tal que:

[Q(mvy](n) =ny(n) = [Q(my](n) =Hy(n). (3.42)

Da equacio acima, concluimos que o operador 7 € dado por 1(%), que consiste em
uma func¢@o do operador posicao e a forma da funcio € dada pela prépria parametrizacio n. Além
disso, seu autovalor é n(x) = In(1+vyx)/y, que consiste na varidvel real x apds a transformagao
de ponto definida pela parametrizagao.

Uma outra forma de interpretar esse resultado € considerando séries de poténcias.
Dessa forma, considere F : R — R uma funcdo de uma varidvel qualquer y. Sabe-se que F pode
ser escrita, de maneira geral, como uma soma infinita de uma série de poténcias (Apostol, 1991),

dada por:

F(y) = ha(y=a)"=ho+hi(y—a)+ha(y—a)’...
n=0

E possivel construir um outro operador denotado por F(A), que consiste em uma
funcdo do operador A (??). Esse novo operador €, por defini¢do, escrito como uma expansiao em

série da fun¢do F, cujo argumento € o operador A. Logo, utilizando a expansdo em série para
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a =0 e fazendo y = A:
F(A) = Z h, A" (3.43)
n=0
A partir dessa equagao € possivel concluir que sendo F real entdo os coeficientes {4, } também
serdo. Além disso, se A = At entdo F(A) = (F(A))T (2?).
Tendo a forma de um operador qualquer em termos de uma série de poténcias, é

importante verficiarmos como fica a forma de seus autovalores. Considere entdo que |a;) seja

autovetor de A com autovalores a;. Logo, utilizando 3.43;
F(A)laiy =) hpA"aiy= )" hndi"la;) = F(a;) |a;).
n=0 n=0
Utilizando esses resultados para o caso da parametrizacdo podemos escrever a série
de poténcias de n(x) = In(1+yx)/y, como (Apostol, 1991):

I R DR )RR
n(x) = Ykzz;—k _Y,; : ,

cuja igualdade € obtida por meio de uma rapida manipulagao.

Assim, o operador 7(X) pode ser escrito como:

X _1)k+1 k(\k
U(ﬁ):lz( 1) ](Y) ()" (3.44)
Via ¢

Como |x) é autoestado do operador posicéo, entdo:

1
= P :;ln(1+yx)|x>.

ppl =L 5 VD ) ! $ DM @ i
k=1

k=1

3.2 Aplicacao em Sistemas de Interesse Fisico

Nesse ponto, aplicaremos o formalismo anteriormente proposto em problemas ja
bem descritos pela literatura, de modo a resgatar os resultados encontrados da MQ no contexto
do operador de transal¢cdo generalizado proposto por Costa Filho et al. (2011). Iniciaremos
nosso tratamento com o caso da particula em uma dimensao, presa a um potencial do tipo pogo

quadrado, em seguida partiremos para o oscilador harmoénico quantico.
3.2.1 Particula presa ao Pogo de Potencial Infinito Antissimétrico

Vamos desenvolver a descri¢do quantica para a particula presa ao poco de potencial
infinito antissimétrico, utilizando os resultados propostos para a MQEF modificado. Determi-

naremos a FW por meio de 3.35 e em seguida utilizaremos a equacao 2.68, com o intuito de



48

comparar os resultados. Ademais, buscaremos também as distribui¢cdes para posicao e momento
e seus valores esperados, com o propdsito de verificar a validade que ja se conhece a partir da
literatura.

Para determinar a FW para o poco de potencial precisamos, primeiramente, da fungado
de onda . Ou seja, temos que determinar a solugdo, para o caso independente do tempo, da
equacdo tipo Schrodinger em termos da varidavel n dada em 3.30. A equacgdo independente do

tempo € obtida por meio da separacdo de varidveis e tem sua forma bem conhecida, dada por:

d2
;@2’” =—a2¢(n). (3.45)

Na equagdo acima usamos que V. f (1) =V (x(n) =0 com a = 2’;:—2}5

Equacdes diferenciais de segunda ordem que apresentam a forma acima, tem como
solucdo fungdes dadas por combinagdes lineares de senos e cossenos. Os coeficientes dessa
combinacao, ficam a ser determinados por meio da condi¢c@o de contorno do problema. Logo,
para o caso da particula do poco a condicao é ¢(n =0) =0. Além disso, para ser considerado

um estado fisico, a func¢do de onda deve ser normalizada (??). Dessa forma, temos:

2
o () = \/;sen(an), se0<n<L, (3.46)

0, caso o contrario

que consiste na func¢io de estado, do m-ésimo nivel de energia, para a particula no poco de

potencial definida sobre o espago 1. Aqui, L;, € o comprimento do po¢o dado em termos

da parametrizacdo e Ll € o fator de normaliza¢do. Da condi¢cdo de contorno, temos que
n

a—ay= ’Z—;’ E as autoenergias serdo dadas por (Barbosa,2021):
m?n*h?

Ep=—o—.
" 2MLy,

(3.47)

Para calcular a funcdo de Wigner definida sobre o espacgo de fase (1, p), usemos
a equacao 3.27. Contudo, com propdsitos de simplificar os célculos, considere a substitui¢ao
u= g Assim:

ip2u

m(+ulpln-u).

_ 1 _
Wip) = / due

Como para o caso do pogo, a matriz densidade é dada por p = |¢,) (P |, a equacio

acima fica:

1 ip2u
wap) = o [ due T @rulgn) @nln-u)

_ %/due-%p*(ﬁ—u)cp(ﬁw).
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Torna-se necessario determinar os limites de integracdo. Inicialmente, somos levados
a pensar que o limite de integracdo consiste no intervalo 0 < n < L;,. Esses seriam os limites
usuais de existéncia da fun¢do de onda do poco, porém isso nos levaria a um erro, pois, ao
aplicarmos a funcdo de onda na defini¢do da transformac¢do acima, vemos que o argumento
de ¢ sofre uma translacdo dada por u. Logo, isso fornece uma adpatacdo para a condi¢cao de

existencia da funcdo de onda, que deve ser dada em:

0<ij+u (3.48)

<L,
0<fi—u<Ly,. (3.49)

Dessa forma, estamos considerando que a transalagdo (7 + u|d,) € (|7 —u) vai
satisfazer que a fun¢io de onda deve ser O fora do intervalo [0, L; ], onde o potencial € nulo.

As desigualdades mostradas acima induzem aos seguintes limites de integracao
(Belloni et al., 2004):

- <u < +1 se0<nN<Ly/2
(3.50)

—(Ly—1) <u < (L,—1) se Lp/2 <7 < Ly.
Com esses limites podemos escrever a integral da funcdo de Wigner para a particula
no pogo em dois casos. O primeiro para 7] € [0, L,/2] e o segundo para 7] € [L,/2, L,]. Assim,
para o primeiro caso ,a integral torna-se:

W(i,p) = —

-H-] ip2u w /= _
[ aue G- wew.

]
Substituindo as fun¢des de onda para o poco encontradas em 3.46, a integral para a

FW do m-ésimo nivel de energia é:

ip2u

2 *1
W (7,p) = T nh/- due_Tsen(a:m[ﬁ+u])sen(am[ﬁ—u]). (3.51)
n ~]

No resultado acima, se multiplicarmos e dividirmos por 2 dentro do argumento dos

senos, podemos usar a seguinte identidade trignométrica (Wezeman, 2014):

sen(A;B)sen(A;B):%(cos(B)—cos(A)). (3.52)

Assim, podemos identificar A =2a,,77 € B = 2a,,u. Logo:

2 0 ip2u [ 1
Wi (7, p) / due " [—(cos(Zamu) —cos(2amﬁ)]
Lymh J_j 2

1 + due- ip2u 5 +] due- ip2u g
= h — n .
Lnnh[[ﬁ ue cos(2an,u) /_ﬁ ue cos( amn)]
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A segunda integral acima € trival, pois cos(2a;, 1) € constante. Assim, so precisamos

nos preocupar com a integral da exponencial:

+ ip2u h ip2u 1+1
cos(2am,) due™i" = cos(Zamﬁ)[—fe'%] i
_7 2ip -]
ho _in B ip2
= cos(Zamﬁ)[—%e hn+%e hn]
hreln —e~n
- ) _[—]
cos(2a;,1) 57
h _ . 27p
= — 2 il
pcos( ami)sin( P )

Partimos agora para a resolu¢do da primeira integral, dada por:

1 ip2u
/ due 7 cosLanu). (3.53)

]
Para resolver a integral acima, podemos usar a seguinte identidade:
ax

/ ecos(bx)dx = e—(acos(bx) +bsen(bx))+C.
a’+b?

Portanto;

+1] ip2u sin(2a[2+a,]) sin(2a[E - ap,
/ due_%cos(Zamu): (27117 D (27l D (3.54)

i 2[F +am] 2[5~ am]

Ao juntar os resultados das duas integrais, a equacdo 3.51, fica:

1 /sin2i[2+a sin(2i[2 -« 7 27
W (7,p) = ( ( Z[h m)) + ( Z[h m)) - —cos(2amﬁ)sin(£)), (3.55)
Lymh 2[5 +am] 2[5 —am] p h
que consiste na FW para o intervalo 7 € [0, L, /2]. Podemos simplificar nosso resultado tomando
" =1/Ls, p’ = pLi/h e W,, = hW,,, a equagdo para a FW pode ser reescrita como(Wezeman,

2014):

AP | sin(27'[p’+ mn]) sin(27'[p’—mn])) B cos(2mni)sen(2’p’)
Win(T,P) = n( 2[p’ + mn] " 2[p’ - mn] p’ )
(3.56)

Com o resultado acima podemos escrever a FW no espago (x, p). Para isso, substi-

tuimos a defini¢do da parametriza¢do 1 na equacao acima para obter:

W (2, p)

l(sin(2ln(1 +yx)y p +mn]) .\ sinin(1+yx)y ' [p’ - mn])

b4 2[p’+mn] 2[p’ —mm]

) cos(zmnln(l+yx’)7‘1)sen(21n(1+YX’)Y_1P')) (3.57)
P’ ' |
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Como mostrado em 3.9, tomando y — 0, a parametrizagao fornece x’. Logo, fazendo
o limite para y tendendo a zero na FW, chegamos no resultado encontrado por Wezeman (2014)
para a FW da particula no poco de poténcial em um espaco euclidiano.

Precisamos efetuar a integragdo para 7] € [L;/2, L,]. Usando as condi¢des adequadas

para os limites de integragdo mostrados em 3.50, a integral assume a seguinte forma:

ip2u

2 L=l o 2 2
Wm(ﬁ,p):Lnnh/ﬁ_Ln due 7 sen(iam[n+u])sen(§am[n—u]). (3.58)

Antes de partimos para resolver diretamente a integral, consideremos a substituicao

de varidvel n’(y)n’ = L, — 1] para o resultado acima:

’ 2 i _ip2u mimn , mi ,
Win(Ly=1',p) = Lk ), due™ 7 sen(L—n[Ln—n +u])sen(L—n[Ln—n —u])
2 +77, ip2u
=1 / due—%(—l)zmzsen(ﬂ[nl—M])sen(—mn[n’+u]).
nﬂh - Ln Ln

Esse desenvolvimento considerou que, sendo a fungao seno impar, entao para cada
fator de mm adicionado ao argumento, a fungido ganhar um fator de (—1)"* (Wezeman, 2014).
Além disso, como os niveis de energia do poco sio dados para m = 1,2,3..., o fator (=1)?"+2 é

sempre igual a 1. Entdo:

’

2 +1 ip2u
Wnlty='p) = o [ due 0 2 sen( T ) sen( 1+ )

2 +1’ ip2u

— - / due—%gen(ﬂ[n’—u])sen(m[n’+u])
nTth J_py L, Ly
2 +1 ip2u

= 7 nh/ due'Tsen(am[n'—u])Sen(am[U/‘Fu])
7 -n

= Wm(’]’,P)

Desse resultado concluimos que a FW € simétrica em relacio ao centro do intervalo
da caixa (Wezeman, 2014), de modo que a FW do m-ésimo nivel de energia para uma particula
presa em um pog¢o de poténcial fica determinada pela equacdo 3.55

Com a ajuda da equacgdo 3.51 e integrando sobre todos os possiveis valores de p, é
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possivel determinar a distribui¢do de posi¢cdo no espaco 7:

[W)W(ﬁ,p)dp 2 /+oodp +ﬁdue_%sen(am[ﬁ+u])Sei’l(am[ﬁ—u])
- _/ du—/ dpe” $sen(am[ﬁ+u])sen(am[ﬁ—u])
= L—ﬁ[;ndu5(u)sen(am[ﬁ+u])sen(am[ﬁ—u])

2 2
= L—ﬁsenz(amﬁ) Esenz(Tn) w(n).

Portanto, a distribui¢cao de posicao fica:
2 2
W(7) = —sen’(T2q), (3.59)
Ly Ly
que consiste em uma equagao que tem a mesma forma da distribuicdo de posi¢ao definida em
um espaco com a métrica ndo-euclidiana. Se substituirmos a forma de 1 no resultado acima:

2y z(ln(1+yx)mn)’

W = D ey

(3.60)

encontramos a distribuicao de probabilidade da posicao na varidvel x.
Sem usar o formalismo no espaco de fase, o mesmo resultado pode ser obtido usando
o formalismo usual da MQ. Mas antes, considere a func@o de onda para o pog¢o, mostrada em

3.46, na variavel x:

2y (mnln(lﬂfx))
A/ sen , se0<x<L
¢m(x) _ In(1+yL) In(1+yL)

0, caso o contrario.

Logo, se o(x) denotar a distribuicdo de posicdo obtida via formalismo quantico

usual e |¢;,) (P, | for um estado puro construido com os estados quanticos dados acima, entdo:

0 (x) = (xX|pm) (Pm|X) = P ()™ (x) = [P (x)]> = W (x),

estando de acordo com os resultado encontrados anteriormente.
Outro resultado que pode ser obtido para a particula no poco de potencial € o valor
esperado dos operadores. Contudo, como estamos no espaco 1, a equagdo para o valor esperado

mostrada em 2.75 precisa ser adaptada pera esse contexto, portanto:

Do = (M) = / W (n,p)S[n()]dndp. (3.61)
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Na equacdo acima, S[n(X)] € o simbolo de Weyl do operador n(X) que pode ser

calculado por intermédio da definicdo 2.67.
/N (x’+z x’ Z)e_iﬁpz dz
n(%) 2 ) 2

/<x,+§‘ln(l+yx)
2 Y

1 , Yz , Z
= ;/‘ln(l'i")/x —7)<x +§

1 —ipz
- ;/ln(l+yx'—§)6(z)eTpdz
In(1+yx")
—

Assim, pode-se dizer que o simbolo de Weyl da fun¢do do operador n(X) € dado por

S[n(®)] = a(x’)

Z —ipz
x’——>e ndz
2

Z\ cipz
x’——>e ndz
2

n(x), logo:
S[n(X)] =n. (3.62)

Esse resultado € esperado e condizente, visto que todos os pontos do espago de
pontos (x,p) foram parametrizados para o espago cuja os pontos sdo (1(x),p). Além disso,
vemos uma similaridade com o caso do operador X, cujo simbolo de Weyl € o préprio nimero

real x. Ademais, o resultado euclidiano pode ser resgatado fazendo o seguinte limite:

lim S[n(X)] = limn(x)
y—0 y—0
In(1
S[limn(ﬁ)] — limn(—+)fx)
Y—0 y—0 Y
S[xX] = x.

Logo, voltando para o cdlculo do valor esperado no espago 7 e utilizando os resultado

discutidos acima, a equacgdo 3.61 fica:

iy =@y = [[ wnpindndp.
As integrais duplas podem ser manipuladas para obter um resultado mais simples,
logo:
+00
@)y = [ ndn [ wapdp.
Como a integral da FW sobre todos os valores possiveis de momento fornece a distribui¢ao de

posic¢do, entdo:

1))y = / ndnw ().
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Ajustando a integral acima para o nosso problema da particula no poco, temos que o

valor esperado fica:

_ 2 [l oy omady
=1 [ asind(SE)an,
n

U]

Essa integral tem exatamente a forma do valor esperado para o caso usual euclidiano
da particula no poco de poténcial (Zettili, 2009). De modo que o valor, ja conhecido, é dado por:
Ly

(M(X))y = EX (3.63)

que no limite de y tendendo a zero encontramos o caso euclidiano L/2. E pertinente verificar o
que aconteceria se, ao invés de calcular o valor esperado usando a representacao 7, tivéssemos
calculado diretamente em x, usando a expressao para a FW dada em 3.60. Assim, o valor

esperado seria:

2y Lin(l+yx)  ,/In(1+yx)ymn\ dx
<n(x)>w_ln(1+yL)/o Y Se”( In(l+yL) )(1+yx)’

Assim encontramos o seguinte resultado:

In(1+yL)(1+2m?n? —cos(2mn) —2mnsin(2mm))
dm2m2y '

X))y =

Visto que no pogo temos m =1,2,3,..., entdo cos(2mmn) =1 e sin(mmn) =0. Logo:

In(1+yL) Ly

(M(X))y = >y 5 (3.64)

colaborando entdo com a validac@o da expressdo para o valor esperado na representacdo 7,
calculado em 3.63.

E importante salientar que em todos esses calculos de valor esperado para posi¢io
que foram realizados foi considerado o valor esperado de uma fungdo do operador %. E possivel
calcular o valor esperado apenas do operador X, usando a expressao para o valor esperado

mostrada em 2.76 e a distribui¢do na varidvel x dada por 3.60. Dessa forma:

(3.65)

o 2y L S(In(l+yx)ymn\ dx
<x>w—ln(1+)/L)/0 xsen( In(1+yL) )(1+yx)'

Note que € preciso adicionar o jacobiano da métrica dividindo o diferencial em x,
pois a distribuicdo de posi¢ao acima € construida com FW que foram obtidas por meio fun¢des de
onda pertencentes a um espaco de Hilbert L?(R)&. Onde g denota uma métrica nio-euclidiana,
que para o contexto deste trabalho € dada por 3.1. Assim, a equac@o acima fornece:

oy 8Lm’m’y —8m Py Ly —2mny’L)
(X)y =

2amn(4m?ny? + L)
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Alguns comentdrios sobre os valores esperados calculados até aqui se fazem ne-
cessarios. Vimos que o valor esperado encontrado nas equacdes 3.64 e 3.63 preservaram a
forma matemadtica do caso euclidiano, mas carregavam sinificados diferentes, visto que ambas as
expressoes envolviam um logaritimo natural. Esse resultado € esperado, pois todos os desenvol-
vimentos realizados até aqui foram feito em termos de uma parametrizacdo definida em termos
da métrica, como foi mostrado em 3.20. E definida dessa forma, essa parametriza¢do atua como
uma transformacao de ponto que preserva a forma das equagdes (Ferreira, 2019). Além disso,
quando tomamos y — 0, a equagdo para (1(X)), forneceu o resultado conhecido de L/2.

A expressao do valor esperado obtido acima ndo preserva a forma matematica, como
ocorreu nos outros casos. Porém, quando tomamos o limite para y tendendo a 0, encontramos:

L(-1-2m?n%+cos(2mn) +2mnsin(2mmr))
4m?m?

lim (%)} =
y—>0< >U/

2Lm?a® L
_ = 5 = <x>w,

4m2n?
voltando a expressdo usual ja conhecida.
Assim, esses resultados obtidos para os valores esperados nos permitem concluir a

seguinte relacdo entre os espaco de fase 1) e o espaco de Hilbert L?(R)8:
li ) = lim (X)) = (£)y. 3.66
Y%(n(x»w Yl{%(x)w £y (3.66)

Para calcular o valor esperado do momento, usemos a integral 2.77 escrita em termos

da parametrizacio 1, como segue:

Py = / dn / W (n,p)pdp. (3.67)

Essa integral pode ser resolvida de forma bastante simples se avaliarmos a paridade

do produto W (n, p)p. Se substituirmos p por —p na equagdo 3.51, é possivel verificar que:
W(n,p) =W(n,-p). (3.68)

Logo, a fungdo W (n, p) é par. Dessa forma, o produto W (n, p)p € uma fungdo mpar.

Como a integracgdo € feita em [—oco,+o00], que consiste em um intervalo simétrico, entdo:

/ W(n,p)pdp =0.

Portanto:

Py = / dn / W (n,p)pdp =0, (3.69)
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que consiste no resultado ja bem conhecido para o valor esperado do momento de uma particula
em um pogo de poténcial.

Os gréficos para a FW modificada para o poco de poténcial podem ser obtidos
utilizando-se de um resultado mais conveniente para a integragdo 3.51. Podemos refazer essa
integral utilizando os limites [—Ly,+L;]. De modo que (Dong et al.,2004)

i(e'nP — e "P)[Lip*cos(nm) — (Lyp* - nznz)cos(zi—:ﬁ)]

W, (1,p) = . 3.70

Como L, =In(1+yL)/y é uma constante, podemos tomar L, = 7, por simplicidade.
Logo:

i(eipﬂ _ e—ipzr)

T —— (p*cos(nn) — (p* — n?)cos(2n). (3.71)

W (7, p)

Substituindo na expressdo acima a parametrizacao 7, encontra-se a a FW modificada

para o pogo de poténcial em termos da varidvel x:

Wu(x,y,p) = ;(;;:(;Zej;z)) (pzcos(nn) - (]z)2 - nz)cos(Zn()f_lln(l +7x)).(3.72)

A seguir, plotamos a FW modificada (3.72) para alguns valores particulares de niveis
de energia (n) e parametro da métrica (), de modo a avaliarmos melhor a influéncia dessas
variaveis na definicao da func¢do de quasi-probabilidade modificada aqui proposta. Na figura 1
dispomos Wi (x,y,p) paran=1e y — 0 nos dois graficos superiores e y = 0.5 nos dois graficos
inferiores. Para cada imagem, os dois gréificos superiores representam o plote da FW para o caso
euclidiano, onde g(x) = 1. Dessa forma, fica clara a influéncia do fator y nos afastamentos dos
minimos da funcdo, ou seja, quanto maior o valor de y maior serd a separacdo entre 0s minimos.

Porém, ao avaliar o primeiro e o segundo estado excitados (n =2 e n = 3, respecti-
vamente) um novo comportamente surge. Nas figuras 2 e 3, como temos um maior nimero de
minimos, fica mais clara a influéncia do fator y nos afastamentos dos minimos para x > 0 e na
aproximagao para x < 0.

Por outro lado, ao comparar as trés imagens, notamos que o nivel de energia do
poco estd intimamente relacionado ao nimero de maximos e minimos da W, sendo direta a
constatacdo de que quanto mais energético for o nivel de energia do pogo, maior € o nimero de

pontos extremos.



57

Figura 1 — Nessas quatro imagens temos o nivel de energia n = 1 plotados considerando 7i=1 ¢

L, = n. Nas imagens de cima tomou-se y = 0 e nas de baixo y =0.5.
2

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Figura 2 — Nessas quatro imagens temos o nivel de energia n = 2, plotados considerando =1 e

L; = n. Nas imagens de cima tomou-se y = 0 e nas de baixo y =0.5.
2

-0.3

-0.3

Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Figura 3 — Nessas quatro imagens temos o nivel de energia n = 3, plotados considerandoi=1 e
L, = n. Nas imagens de cima tomou-se y = 0 e nas de baixo y =0.5.
2

03

-0.3

03

-0.3

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

3.2.2 Funcgdo de Wigner Modificada para um Sistema do Tipo Oscilador Quantico

O objetivo desta secdo é encontrar a FW modificada em termos do parametro n
para um contexto de uma particula movendo-se sob a acdo de um potencial do tipo oscilador
quantico. Para encontrar a FW, seguiremos a ordem que foi feita para o poco de potencial.
Encontraremos a fun¢do de onda via equacgao do tipo Schrédinger independente do tempo na
varidvel 7 e utilizaremos a fun¢do de onda encontrada na definicdo 3.15, para a FW modificada.
Feito isso, calcularemos os valores esperados com o intuito de comparar com os resultados ja
conhecidos da literatura. Finalizamos a se¢ao mostrando os graficos da FW modificada e seu
comportamento para alguns valores de .

Inciaremos definindo o operador Hamiltoniano, que nos serd util para descrever o

sistema que desejamos analisar:

In?(1+7y%). (3.73)

Definido dessa forma, percebermos que, se ¥ — 0, o operador acima se reduz ao
resultado conhecido para o Hamiltoniano do sistema de um oscilador quantico unidimensional.

Para isso, basta aplicar o limite quando y — 0 na segunda parcela da equacao e proceder com o
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célculo, como foi feito em 3.5. Além disso, o segundo termo pode ser visto como o operador

1(X) mostrado em 3.42. Logo, a 3.73 pode ser escrita como:

n*(%). (3.74)

Na representacdo de posi¢do, a 3.74 pode ser escrita da seguinte forma:

2 2
__ﬁ_i(din)+MQ P (x). (3.75)

T 2M dn 2

O primeiro termo dessa equacdo € a forma do operador momento obtido por meio

da quantizagdo da varidvel p, utilizando a forma coordenada do mapa de quantizacdo de Weyl-
Wigner, como foi feito em 3.36. O segundo termo é simbolo do operador S[n?(%)] e pode ser

encontrado utilizando a equagdo 3.31 e procedendo como segue:

S[n*(%)]

V4 Z. _ipz
/an(ﬁ)(x+§,x—§)e ndz

ipz

1
) F/<x+§‘l"(1+ﬁ)ln(l+m)‘x—§>e‘7dz
1 )
i P/<x+§‘l”(1+7f)ln(l+yx—%)’x—§>e"’7dz
_ 1 2 Yz z p e
= P/ln (1+Yx—7)<x+§‘x_§>e 2
1 .
i _Z/lnz(l"'yx_ﬁw(Z)e‘%dz
Y 2

In(1+yx
PO i),
Y

Aqui, estamos propondo uma funcao potencial no espaco x com a seguinte forma:

MQ?In(1+yx)?
V(x)= i 5 ro) , (3.76)
2y
de modo que para y — 0 encontamos:
MQZ 2
V(x) == ally (3.77)

A equagdo acima consiste na forma do potencial para o oscilador harmdnico quantico
usual. A imagem a seguir mostra a influéncia que o fator y exerce na fungdo poténcial 3.76.

Na figura acima, nota-se que a medida que o y se aproxima de 0, a fun¢do potencial
vai tomando a forma parabdlica x> centrada na origem.

Tendo estabelecido o Hamiltoniano que vamos trabalhar, podemos partir para a

equacdo do tipo Schrodinger independente do tempo, que pode ser construida por meio da
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Figura 4 — Gréfico da fungio potencial plotada em que M Q? = 1 e para valores de y aproximando-

se cada vez mais de 0.
8

—~ = 0.001 T
by = 0.5 1
——y =1 |
7=2 ]
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_ i -
8 il 7
NG i ‘
i
i
&
i
0
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).
aplicacao do operador 3.74, em uma fungdo de onda. Logo:
ED(n) = wdem 1,0 2a(1) (3.78)
P="0m a2 TR '

A expressdo acima tem a forma matemadtica da equacdo de Schrodinger para o
oscilador harmdnico quantico unidimensional. Com @(7) sendo a autofuncdo e E a autoenergia

associada. Nosso objetivo € encontrar a funcdo de onda ® que satisfaz 3.78. Para facilitar a

resolucdo, considere a equagdo acima escrita como segue:

d*®d(n) MQ? 2ME
- B+ o =0 (379

Seja a seguinte mudanca de varidvel adimensional:

MQ
= /T”’ (3.80)

av(n) _dodu_ [MOde
dn  dudn h du

de modo que as derivadas tornam-se:

Cy) _du d (4o MO
dn?  dnduldn) B du®

Utilizando a substituicdo de varidvel e a expressao para a derivada segunda encon-

trada acima, a equagdo 3.79 torna-se:

MQd*>®(u) Q°M? 2ME

h du? h?

n*®(u) +

®(u) =0. (3.81)
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Dividindo ambos os lados desse tltimo resultado por MTQ e utilizando o quadrado da
expressao 3.80, chegamos em:

d>®(u) _

e uw>d(u) +1d(u) =0, (3.82)

— 2E
onde 7= 5.

Equacdes diferenciais de segunda ordem com essa forma apresentam um método
de solucdo ja bem estabelecido na literatura. O aparecimento do termo u>®(u) surgere uma

solucdo tentativa da seguinte forma (Zettili, 2009):
u2
®(u)=H(u)ez. (3.83)

Assim, encontramos uma nova equacao diferencial para H () dada por:

d*H dH
— Ju— —-1)H =0. .84
du? udu+(T ) 0 (3.84)

A solugdo da equacao acima € bem conhecida e € obtida pelo método de séries de
poténcias (Método de Frobenius). A funcdo H (u) que satisfaz tal equagdo é conhecida como
funcido especial de Hermite (ou polindmios de Hermite), de modo que a 3.84 recebe o nome de

equacdo de Hermite. Em termos dos polindmios de Hermite, a fungdo @ pode ser escrita como

(Griffiths; Schroeter, 2018):

MQ\: 1 -2
cpn(u):(ﬁ) WHn(u)e . (3.85)

Substituindo 3.80 na equacdo, encontramos a solu¢do em fungao de n:

MQ\: 1 MQ \ -wma >
o :( ) H(/_)T’?, 3.86
n(n) — TTH —1)e (3.86)

cujas autoenergias associadas paran =0, 1,2,... sdo:
1
E, = (n+§)hQ. (3.87)

Tendo encontrado a func@o de onda em termos do parametrizacdo 1, podemos
determinar a FW modificada por meio da relacio anteriormente construida. Mas em prol da sim-
plificacdo da notagdo para os calculos futuros, € de grande valia realizar algumas simplificagdes

na equacao 3.86. Seja:

1 9
o

== (3.88)

o
0= ) (3.89)
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e
MQy: 1
an=(=2) , (3.90)
nh / \2np!
onde A, é o fator de normaliza¢do para a funcio de onda. Entdo, a 3.86 torna-se:
Dy (1) = AnHp (57)e ¥ (3.91)

Com essa forma simplificada da funcio da onda, podemos proceder com o calculo

para a FW modificada. Para tanto, resgatemos a relacao 3.28:

1 +00 ip
W(n.p) = —/ dee K ot (n- ) (n+2),

2k o 2 2
Para simplificar a integral acima, consideremos z = % Entéo:
1 too _ip2z
W(n,p)= —h/ dze™ " @ (n-z)D(n+z). (3.92)
/4 —00

Substituindo 3.91 em 3.92 e desenvolvendo a expressao, encontramos:

1 +OO - 2 —i2pz
Wa(np) = — A;e-‘%("-ZVH(a[n_z])Ane—%<n+z>2H(5[n+Z])e_;n 1a
A2 +00 2 o
= n_;z/ e_%[(”_z)2+(’7+z)2]H(6[17—z])H(6[17+z])e P dz
A2 +00 o
= 6—52(n2+z2)H(6[17—z])H(@[n+Z])e—§” dz
nh J_o
A’% e 62 (n*+22 —i2pz
= 2 —6°(n"+z%) _ Zi2pz
= ) e H(é[z n])H(5[n+Z])e idz
A%l(_l)n oo 52( 2,2 —i2pz
= - - T]+Z) _ —i2pz
7h /_OO ¢ H(5[Z TI])H(5[U+Z])6 v dz. (3.93)

Para obter a ultima igualdade mostrada acima, utilizamos a seguinte identidade para

os polindmios de Hermite (Machado, 2004)
Hi(—x) = (-1)* Hi (x). (3.94)

Como a integragio 3.93 é na varidvel z, a exponencial com o termo de 1> pode ser

retirada do integrando. Juntando a exponencial de z> com a exponencial imagindria, temos:

Az _1 n +oo i2pz
Wn(n,p):%e“ﬂ"z/ o072+ )H(a[z—n])H(a[n+z])dz. (3.95)

A nova exponencial pode ser manipulada utilizando o seguinte produto notédvel:

ip\2_ 5, 2ipz P’ 2 2, 2ipz _ ip\2 . p’
(6Z+%) =072z +T_W:>6 V4 +T—(6Z+%) +W.
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Substituindo a dltima igualdade acima em 3.95,

AZ —1)" +oo

Lh)e-a%ﬁ/ (6z+75)° 62h2H(5[z—n])H(5[n+z])dz
/2 -0

AL (=1)"
nh

Wy(n,p)

(82t [T i
PRS2 / e_(5z+%)2H(6[z - n])H(é[n + z])dz. (3.96)
Nesse altimo resultado encontrado, tomemos:

d
y= 6z+%zdz—%,

com isso, a 3.96 pode ser escrita como:

A2(-1)" (O 2) 2 ip ip
= y —_— _
Wy,(n,p) ST e 82n [ e H(y+h5+5n)H(y+h6 6n)dy. (3.97)

Chegamos em uma integral que pode ser resolvida pela seguinte relacio entre os

polindmios de Hermite e a fungdo de Laguerre (Machado, 2004):

ﬁ%[m dte™ Hy(t +A)Hi(t — B) = Li.(=2AB), (3.98)
onde A e B sdo constantes € Li € o k-€simo polindmio de Laguerre. Substituindo a identidade
acima em 3.97:

AL (=1)"

2 2
6 h e_(62n2+6§?)2nn!ﬁllm[ (62n2+p )]
T

Wa(n,p) = 52
Utilizando a forma explicita para o fator de normaliza¢do mostrado anteriormente e

simplificando os termos, chega-se em:

Wn(n,p):(;lrz RGUar = [2(5%%?2)] (3.99)

que € o resultado procurado. A equagdo acima consiste na FW modificada para o n-€simo nivel
do oscilador harmonico quantico. Tal resultado preserva a forma matematica da FW do oscilador
harmonico quantico tradicional, que pode ser encontrada resolvendo a equacdo de Schrodinger
independente do tempo para um espago onde a métrica € g(x) =1 (caso euclidiano) e o poténcial

¢ simplesmente dado por m%zxz (Schleich, 2011).

Além disso, se substituimos a definicdo da parametriza¢do 1 na equagao anterior,

encontramos a FW modificada na varidvel x. Logo:

D" _(s21m2 2, PP 2
W(XPY)”‘(nrz @ty ) [ (62ln2(1+yx)y +Z2)] (3.100)

De modo que:

. _ _ (=" —(5 X + ) ) p2
%%W(x,p,y) =Wi(x,p) = 7 2L [2(6 x +§)] (3.101)
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Portanto, no limite de y tendendo a 0 a equagdo (3.100) se reduz ao caso euclidiano
da FW calculada para o oscilador harmonico quantico usual. Podemos verificar a influéncia dos
pardmetros y e n na definicdo de W (x,p, y), plotando a fungdo (3.100) para alguns niveis de

energia e alguns valores especificos de y.

Figura 5 — Nessas quatro imagens temos o nivel de energia n = 0 plotados considerando # =
5% = 1. Nas imagens de cima tomou-se ¥ = 0 e nas de baixo y = 0.5.
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Figura 6 — Nessas quatro imagens temos o nivel de energia n = 2 plotados considerando 7 =
62 = 1. Nas imagens de cima tomou-se y = 0 e nas de baixo y = 0.5.
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Figura 7 — Nessas quatro imagens temos o nivel de energia n = 3 plotados considerando # =
52 = 1. Nas imagens de cima tomou-se y = 0 e nas de baixo y = 0.5.
2 r =

Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Para as figuras 5, 6 e 7 os graficos superiores representam a fungdo de Wigner no
limite em que Yy — 0, ou seja, para o oscilador quantico usual, enquanto os graficos inferiores
representam essa funcdo no caso particular em que y = 0.5. Em todos os casos utilizamos
unidades naturais (7 = 6> = 1) e definimos x e p pertencentes ao intervalo [-2,2] . Em cada
figura, os graficos que aparecem a direita complementam aqueles que aparecem a esquerda e
juntos corroboram para a completa caracteriza¢do da influéncia dos parametros do modelo.

A figura 5 mostra quatro imagens referentes a nivel de energia n = 0. A variacdo do
parametro y nos mostra como a métrica 2.26 aqui utilizada influencia no grafico da FW. Nota-se
que, para y = 0.5, a funcdo apresenta uma deformacgdo em relacio ao caso em que y — 0, em que
ha um afastamento do pico da funcido de Wigner, bem como uma deformacao em sua estruturua
para todos os niveis de energia analisados. Outro aspecto que se repete ao longo das figuras
€ com respeito a influéncia do nivel de energia em relacdo ao nimero de maximos e minimos
da funcao de Wigner, percebemos que quanto maior for o valor de n maior serd o nimero de
pontos extremais na fun¢do evidenciando uma correlagdo entre esse nimero de pontos e a energia
do sistema. O gréfico de densidade mostra um afastamento do pico da FW, bem como uma
deformacao em sua estruturua.

Na 6 vemos a influéncia da métrica para o nivel de energia n = 2. O aumento de
picos e vales na FW reflete o aumento do nivel de energia do sistema. Nota-se que para y — 0
temos o gréfico esperado para a FW do oscilador quantico euclidiano. Quando y = 0.5, vemos
que a deformacdo da estrutura da FW € mais evidente em ambas as representacdes graficas. Ja
na figura 7, temos o nivel de energia n = 4. Da mesma forma, constamos uma deformacao no
grafico a medida que aumentamos o valor de y.

As deformagdes encontradas ao plotar os graficos podem ser associadas a mudangas
na dindmica quantica no sistema, visto que estamos gradativamente aumentando um parametro
que influencia na métrica do espago. Dessa forma, a representagdo do comportamento quantico
via funcdo de Wigner no espacgo de fase é modificado pela defini¢do da métrica do espago, sendo
portanto possivel estender a andlise aqui realizada para problemas envolvendo métricas menos

usuais situagdo esta em que podem emergir comportamentos nao triviais.
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4 CONCLUSAO

O presente trabalho iniciou-se com uma dicussao acerca do formalismo quantico
no espaco de Hilbert, com o objetivo de comparar tal formalismo com a descri¢do quantica
via quantizacdo do espaco de fase. Em seguida, discutimos sobre como os resultados desse
formalismo sao influénciados dentro do contexto do operador de translacio dependente da
posi¢do (PDTO), que inclui em sua definicdo o termo da métrica do espaco. Em particular,
utilizamos uma métrica unidimensional dependente da posicdo e de um parametro y com
unidade de inverso do comprimento. De modo que para y — 0, resgatamos a métrica euclidiana
conhecida.

Em seguida, foi introduzida de maneira rigorosa a quantizagdo do espacgo de fase
cldssico. Apresentamos o conceito de mapa de quantizacdo de Weyl-Wigner, cujo objetivo é levar
fun¢des com dominio no espago de fase em operadores pertecentes ao espaco de Hilbert. Além
disso, mostramos que tal mapa admite operagdo inversa, conhecida na literatura como Simbolo
do Operador ou Simbolo de Weyl. De modo que tal operacao inversa atua sobre operadores com
dominio no espago de Hilbert e os levam em fun¢des no espago de fase. Para o caso particular
do célculo do simbolo de Weyl para a matriz densidade, encontramos a funcao de Wigner. Tal
fungdo tem um papel fundamental no formalismo quantico do espaco de fase, pois a mesma
representa o estado do sistema.

Discutimos também como é possivel obter a FW por meio da noc¢do intuitiva dentro
do contexto da dindmica de uma particula em uma dimensao, onde os parametros de distancia
(¢) e comprimento (x) apresentam um papel crucial na transformada de fourier e criam conexdo
com a nog¢ao de para a obten¢do da FW. Finalizamos a introdu¢édo discutindo acerca do célculo
do valor esperado de operadores em termos da funcdo de Wigner.

Com essa métrica, realizamos uma releitura da construcao intuitiva da FW via
dindmica unidimensional. Anteriormente, para o caso euclidiano, vimos que a no¢ao intuitiva
nos levou a uma base de representagdo de posi¢ao transladada por um fator de ¢/2. Mostrando
que a definicdo da FW encontra-se intimamente conectada com a nog¢ao de translagdes finitas,
sendo o operador de momento finito responsdvel por tais translagoes.

Com a adi¢do da métrica na nog¢do intuitiva, fomos capazes de encontrar uma nova
distancia e um novo comprimento. Esses novos parametros nos proporcionaram determinar
uma nova representacdo de posicao transladada que depende do parametro y. Com essa nova

representacio, fomos capazes de propor uma FW modificada. Além disso, mostramos que essa
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nova representacdo de posicdo transladada consiste na atuacdo do PDTO finito em um ket de
posicao, visto que no contexto PDTO o operador de momento depende da métrica do espaco.

Em seguida, definimos uma mudanca de varidvel 1, construida em termos da métrica.
Tal mudanca pdde ser analisada como uma transformacao de ponto, 1 : x — 1n(x), nos permi-
tindo construir um espaco de fase modificado, cuja os pontos sdao da forma (n(x),p). Assim,
foi possivel mostrar que uma FW construida nesse espaco modificado ird preservar a forma
matemadtica da expressdo do caso euclidiano. Porém, agora escrita na nova variavel de posi¢ao 7.

Ademais, determinamos a forma coordenada da quantizacdo de Weyl-Wigner escrita
em termos da nova varidvel. Com essa nova quantiza¢do fomos capazes de obter a expressao para
0 momento quantizado em termos de 7., que, como foi mostrado por Costa Filho et al. (2013),
resgata a forma euclidiana ja conhecida. Mostramos também que ao quantizar 7 encontramos
uma fun¢do 1(X) do operador de posi¢ao X.

Finalizamos este trabalho aplicando a teoria aqui proposta para uma particula presa
em um pogo de poténcial e para um sistema do tipo oscilador harmoénico quantico. Para a
particula no pogo, realizamos um estudo acerca do valor esperado do momento e posicao, e
mostramos que tais resultados estdo de acordo tanto com o esperado para a MQ usual, como
para o caso em que Yy — 0. Ja para o sistema do o tipo oscilador harmonico quéntico, plotamos o
grifico da FW modificada e estudamos a influéncia do fator y na forma do grafico. Foi possivel
constatar que a métrica do espaco influénciou diretamente na distribui¢ao de probabilidade no
espaco de fase, devido a altera¢des na dindmica do sistema decorrente da modificacdo na métrica
do espaco.

Esperamos que o presente trabalho possa vir a ser ttil para um melhor entendimento
da mecanica quantica no espaco de fase, bem como a introdu¢ao de uma métrica euclidiana
dependente da posi¢do pode influénciar na andlise do sistema. Ademais, como perspectivas
futuras, espera-se aplicar os resultados aqui propostos em entropias definidas no espago de
fase, como € o caso da entropia de Shannon construida em termos da da fun¢do de Wigner
(Salazar et al., 2023) com intuito de analisar como a métrica poderia influénciar no estudo do
calculo da entropia de sistemas quanticos descritos com a FW. Visto que a FW € uma ferramenta
extremamente importante para o estudo da informagdo quéntica e computagdo quantica, espera-se
que com o auxilio de entropias definidas em termos da FW, seja possivel realizar estudos de
quantificadores de informacdo. Dentre alguns desses quantificadores, podemos citar: informagao

mutua, discordia quantica, realismo de medidas e ndo-localidade.
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