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RESUMO

Este trabalho aborda a andlise da estabilidade de sistemas ndo lineares mediante método iterativo,
empregando conceitos da teoria de Lyapunov e funcdes racionais. Apesar da existéncia de
diversos métodos na literatura para a andlise desses sistemas, muitos deles sdo iterativos e
sensiveis a inicializacdo, tornando crucial a andlise da varidvel de inicializacdo e seu impacto
nos resultados finais. Os estudos desenvolvidos aqui visam proporcionar uma direcao para o
refinamento desses métodos, possibilitando decisdes mais precisas. O propdsito central deste
trabalho € contribuir para a resolu¢do do problema de anélise de sistemas nao lineares, mediante
a aplicacdo da teoria da estabilidade de Lyapunov, particularmente utilizando fun¢des racionais.
A andlise € conduzida em na comparagdo do comportamento de um sistema nao linear nao afim
na entrada e um sistema nao linear afim. Os parametros considerados para avaliacdo incluem
o tamanho da Regido de Atracdo e a Fun¢do de Estimativa de Dominio de Atragdo inicial. A
comparacao ressalta a influéncia substancial da func@o de inicializa¢ao nos resultados finais.
Concluimos, ademais, que as estimativas de dominio de atracdo, quando empregadas funcdes de

Lyapunov racionais, superam significativamente aquelas obtidas por abordagens polinomiais.

Palavras-chave: Sistemas Nio Lineares; SOSTOOLS; Sistemas Polinomiais; Analise de Estabi-

lidade; Fung¢do de Lyapunov Racional, Teoria da Estabilidade de Lyapunov.



ABSTRACT

This work addresses the analysis of the stability of nonlinear systems using an iterative method,
using concepts from Lyapunov theory and rational functions. Despite the existence of several
methods in the literature for analyzing these systems, many of them are iterative and sensitive
to initialization, making the analysis of the initialization variable and its impact on the final
results crucial. The studies developed here aim to provide direction for refining these methods,
enabling more accurate decisions. The central purpose of this work is to contribute to solving the
problem of analyzing nonlinear systems, through the application of Lyapunov stability theory,
particularly using rational functions. The analysis is conducted by comparing the behavior of a
non-affine nonlinear system at the input and an affine nonlinear system. Parameters considered for
evaluation include the size of the Attraction Region and the initial Attraction Domain Estimation
Function. The comparison highlights the substantial influence of the initialization function on the
final results. We further conclude that the attraction domain estimates, when rational Lyapunov

functions are employed, significantly outperform those obtained by polynomial approaches.

Keywords: Nonlinear Systems; SOSTOOLS; Polynomial Systems; Stability Analysis; Rational
Lyapunov Function; Lyapunov Stability Theory.
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Matriz positiva definida.
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1 INTRODUCAO

Segundo Haddad e Chellaboina (2008) um sistema dindmico € uma combinacdo de
variaveis inter-relacionadas chamadas estados, as quais determinam de maneira abrangente o
comportamento do sistema em um momento especifico ao longo do tempo. Além disso, um
sistema dinamico € composto por elementos essenciais, como seu comportamento dindmico
(conhecido como espaco de estados), uma equacgdo diferencial que descreve a dindmica do
sistema e uma condi¢d@o ou estado inicial a partir do qual o sistema se inicia. Em outras palavras,
o estado de um sistema dindmico geralmente € influenciado tanto pela entrada atual quanto pelo
histdrico de eventos passados do sistema.

Um dos conceitos cruciais no estudo da teoria de sistemas dinamicos e da teoria
de controle é o conceito de estabilidade. A teoria da estabilidade consiste no comportamento
das trajetorias do sistema de um sistema dindmico quando o estado inicial do sistema esta
proximo de um estado de equilibrio. A presenca de perturbagdes e incertezas em sistemas
reais destaca a importancia da teoria da estabilidade, como em estudos das idealiza¢cdes de
problemas astrondmicos envolvendo pequenas oscilacdes persistentes (libragdes) sobre um
estado de movimento (HADDAD; CHELLABOINA, 2008).

Lagrange contribuiu inicialmente a teoria da estabilidade, estabelecendo que, em
sistemas mecanicos conservadores, um minimo isolado da energia potencial indica um estado
de equilibrio estavel. Posteriormente, Lyapunov desenvolveu uma anélise mais abrangente para
sistemas dinamicos, utilizando um método baseado na construcao de uma fun¢do de coordenadas
de estado como norma generalizada. Esse método, que ndo requer o célculo explicito de
trajetdrias, tornou-se uma peca fundamental na teoria da estabilidade em sistemas e controle
(HADDAD; CHELLABOINA, 2008).

Dito isto, em sistemas nao lineares, o método direto de Lyapunov fornece uma
maneira de analisar a estabilidade de um sistema sem resolver explicitamente as equagdes
diferenciais. O método propde a ideia que o sistema ¢ estavel se houver algumas candidatas a
Lyapunov functions / Func¢des de Lyapunov (LFs) para o sistema. O método direto de Lyapunov
¢ uma condic@o suficiente para mostrar a estabilidade dos sistemas, o que significa que o sistema
ainda pode ser estdvel mesmo que nao seja possivel encontrar uma fun¢do de Lyapunov candidata
para concluir a propriedade de estabilidade do sistema.

Vale ressaltar a diferenca entre dois conceitos semelhantes: uma Maximal Lyapunov

Function / Fungdo Maxima de Lyapunov (MLF) e um Maximal Lyapunov Set / Conjunto Maximo
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de Lyapunov (MLS). Uma MLF € uma funcio de Lyapunov que atende a um conjunto rigoroso
de condi¢des. Por outro lado, um MLS € definido como o maior conjunto de niveis de um
determinado LF contido em um conjunto especifico. O cdlculo do MLS ¢€ interessante, pois
pode ser necessario determinar a melhor taxa de convergéncia alcangdvel para uma funcao de
Lyapunov especifica (CHESI, 2013).

Recentemente, t€ém surgido condicdes suficientes para a andlise de estabilidade local,
que enfatizam a invariancia e a contratividade de um conjunto. Segundo Blanchini (1999) um
conjunto € invariante controlado se qualquer trajetéria cujo estado inicial esteja no conjunto
pode ser mantida dentro dele por meio de uma acdo de controle adequada. Ademais, de maneira
simples, um conjunto € contrativo se for invariante e, sempre que o estado estiver na fronteira, o
controle possa “empurrd-lo para o interior". (BLANCHINI, 1999)

Isso levou ao desenvolvimento de métodos numéricos para estimar a Regido de
Atracao (RA), ou seja, o conjunto de todos os estados do sistema convergindo para um estado
de equilibrio, usando fun¢des polinomiais de Lyapunov (TOPCU; PACKARD, 2009)(TAN;
PACKARD, 2008)(TOPCU et al., 2010). Se o estado apds as perturbacdes estiver na RA, ele
converge novamente para o estado de equilibrio, caso contrério, ndo converge. Consequente-
mente, uma RA maior implica maior estabilidade transitoria. Esses métodos fundamentam-se na
resolucdo de restricdes ndo convexas de Sum-Of-Squares / Soma de Quadrados (SOS), a solucao
desses problemas requer uma pesquisa coordenada, pois a natureza nao convexa é decorrente
da presenca de varidveis polinomiais multiplicando a prépria fungdo de Lyapunov, que € uma
varidvel. Além disso, na literatura, encontramos métodos numéricos que exploram propriedades
topoldgicas da fronteira da RA, demandando o célculo de trajetdrias e pontos de equilibrio. No
entanto, a complexidade desses métodos até agora os limitou a exemplos bidimensionais (CHESI,
2013).

Valmorbida e Anderson (2017) estabeleceu condi¢des baseadas em estabilidade
de Lyapunov para garantir que trajetdrias iniciadas em conjuntos positivamente invariantes
convergem para conjuntos contrativos e invaridveis. Isso confirma que tais conjuntos sao
Estimates of the Region of Attraction / Estimativa da Regido de Atracdo (ERA). Além disso,
apresentou condi¢des para obter certificados de LF especializados em funcdes racionais para
dados polinomiais, juntamente com um método numérico baseado em restricdes de SOS. Desta
forma, ampliou pesquisas anteriores e estabeleceu uma ligacao tedrica entre fungdes méximas de

Lyapunov e técnicas de otimizagdo polinomial, destacando sua relevancia na constru¢@o racional



15

de LF.

A determinacao da RA de pontos de equilibrios assintoticamente estaveis, ou ERA
segundo Chiang et al. (1988), € um problema central com ampla aplicagdo. A importancia desse
desafio ¢ imediatamente evidente em muitas situacdes praticas, especialmente em sistemas nao
lineares, nos quais s6 podemos assegurar propriedades locais dos pontos de operacao como por
exemplo sistemas de poténcia (TACCHI et al., 2018) e em Sistemas Port-Hamiltonianos (WU et
al., 2021).

Um método para criar fun¢des de Lyapunov para sistemas ndo lineares € usando
programacgdo de soma de quadrados. Nesse método, a obtencao da funcdo Lyapunov envolve
resolver um problema de programacgdo SOS, onde as condi¢Oes impostas a fung¢do Lyapunov sao
expressas como restri¢des garantindo que os polindmios sejam polindmios SOS. Esse método
baseado em SOS € promissor e amplamente utilizado por possibilitar a construcao algoritmica das
func¢des de Lyapunov por meio de técnicas de otimiza¢do numérica. Isso resulta em uma redugao
significativa no tempo e no esfor¢o necessarios para encontrar tais fungdes (JARVIS-WLOSZEK,

2003).

1.1 Objetivo

Diante do exposto, o objetivo deste trabalho € analisar a estabilidade de sistemas
dindmicos nao lineares em malha fechada, dado que o método aplica-se a sistemas com ponto de
equilibrio na origem, através de estimativas dadas por conjuntos positivamente invariantes que
nao sdo necessariamente definidos por conjuntos de niveis de uma LFs. Além disso, apresentar
condig¢Oes para a existéncia de LFs ligadas a formulagdo do conjunto positivamente invariante,
aplicado a sistemas nao lineares, que ao ser submetido ao algoritmo em diferentes condi¢des
de inicializacdo tem a estimativa da Regido de Atracao ampliada a cada iteracdo dada a busca
de LFs de natureza racional. Desta forma, a contribui¢do principal deste trabalho € a analise

comparativa para os dominios iniciais, que ainda ndo foi realizada.

1.2 Estrutura do Trabalho

Este trabalho esta dividido em 5 capitulos.
O primeiro capitulo contém a introdugdo sobre a problemadtica, a motivacao, objetivos

e estrutura do trabalho.
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O segundo capitulo, consiste na Fundamentagdo Tedrica desse estudo, contendo
o referencial bibliografico sobre Sistemas Nao Lineares Polinomiais, otimiza¢do de soma de
quadrados, teoria da estabilidade de Lyapunov e Fun¢des de Lyapunov racionais.

O terceiro capitulo apresenta o método iterativo que serd utilizado para andlise dos
Dominios de Atracdo e a relacdo da inicializagdo com o dominio final, que é a maior contribui¢ao
deste trabalho.

O quarto capitulo trata da apresentacao dos sistemas analisados, um sistema polino-
mial afim da entrada e um ndo afim (que nao foi tratado nos estudos de Valmorbida e Anderson
(2017), e os resultados das simulagdes.

Por fim, no quinto capitulo sdo apresentadas as conclusdes finais a respeito do
trabalho e também as indica¢des de possiveis trabalhos futuros que podem ser realizados a partir

do mesmo.
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2 FUNDAMENTA(;AO TEORICA
2.1 Sistemas Nao Lineares Polinomiais

Um sistema dindmico ndo linear é composto por um conjunto de estados possiveis. O
conhecimento desses estados em um momento inicial # = #y, juntamente com a informacao de uma
entrada externa ao sistema para t > fg, € suficiente para determinar totalmente o comportamento
do sistema dindmico em qualquer momento ¢ >ty (HADDAD; CHELLABOINA, 2008). Assim,

um sistema dindmico pode ser descrito por uma equagao diferencial da forma:

%(1) = F(t,x(0),u(t),  x(10) =%0, 1 € [to,1] @.1)

Denominamos a Equag¢do (2.1) como um sistema dindmico nao linear controlado
varidvel no tempo. Sendo assim, considere um vetor de estados x € 2~ € #", em uma abordagem

alternativa, quando u(z) = 0, definimos f(¢) = F(¢,x,0) onde (2.1) se torna:

x(t) = f(t,x(1)), x(t0) =x0, 1€ [io,11] (2.2)

Onde passa a ser chamada de sistema dinamico ndo linear ndo controlado variante
no tempo, e a equagdo resultante é entdo referida em (2.2). Se (f(¢,x) = f(to,1)) para todo
((t,2)) € ([to,11] x Z), entdo (2.2) serd chamada de sistema dindmico invariante no tempo ou

autébnomo sendo descrito como:
F (to,x,u) = F(t,x,u), ¥(t,x,u) € [to,t;] x Z (2.3)
Desta forma, se reescrevermos a Equacdo (2.3) em relacdo a entrada, tem-se:
i= f(x) + g(x)u (2.4)
Em que x(r) € 2" C R" é o vetor de estados, com 0 € 2, o sinal de controle, u(t), definido
por u(t) € % CR™ 0¢€ % e por fim, t é definido para r € R>(. Além disso, a varidvel y

representa a saida do sistema, tal que y(¢,u,x) € % C R” e h é uma funcdo polinomial definida

por h: [ty, 1] X Z" XU — RP.
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Dado que f(x) e g(x) sdo polindmios, pode-se definir uma saida do sistema y que

também serd um polindmio, semelhante a Equacao (2.4), tal que:

y = h(x) (2.5)

Seja o sistema em malha aberta, temos:

x=f(x) (2.6)

Além do sistema nao linear afim na entrada, trataremos nesse trabalho de um exemplo

de um sistema ndo-afim na entrada, sendo definido por:

x=f(x(t))+1(x,u) (2.7)

y = h(x(t)) (2.8)

onde f(x) e I(x,u) sdo fun¢des continuas, definidas por f: 2" = R", f(0)=0,1: Z XU —
R™ ™ x € o vetor de estados do sistema, de forma que x € 2" CR"”, com 0 € 2" e x(0) = xo.
A variavel u é definida por u € ZZ CR™, 0 € 7 . Por fim, a funcdo polinomial /4 é descrita da
formah: 2 —RP, h(0)=0eye % CRP.

2.2 Ponto de Equilibrio

Quando tratamos do controle de sistemas dinamicos, o objetivo principal é modificar
comportamentos indesejados, como a instabilidade, e guiar o sistema na dire¢do de alcancar
pontos de equilibrio estdveis e desejados. A determinacao dos valores das raizes reais da equacao
do sistema (2.4) € crucial para identificar esses pontos de equilibrio.

Para compreender a estabilidade intrinseca do sistema sem a influéncia de estratégias
de controle, ou seja, uma andlise dos pontos de equilibrio em malha aberta, basta desconsiderar a
lei de controle u, calculando as raizes considerando u = 0.

De maneira mais formal, um ponto xeq € caracterizado como um Ponto de Equilibrio

(PE) da Equagdo (2.1) quando a posi¢do de x se mantém suficientemente proxima de xeq diante
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de perturbagdes extremamente pequenas. Em outras palavras, xeq pertence ao conjunto 2, e a

condi¢do x — Xxeq € satisfeita a medida que o tempo ¢ se aproxima do infinito.

2.3 Estabilidade de Lyapunov

A Teoria da Estabilidade de Lyapunov € um ramo da teoria de sistemas dindmicos
que avalia a estabilidade de pontos de equilibrio em sistemas ndo lineares. A funcio de Lyapunov
¢ utilizada para determinar se um sistema, apds uma perturbacao, retorna ou se aproxima de seu
ponto de equilibrio ao longo do tempo. Essa teoria € essencial para compreender a resposta de
sistemas nao lineares a diferentes condi¢des iniciais e entradas, sendo aplicada em controle de
sistemas, engenharia e teoria de sistemas nao lineares.

Considerando a equagdo que descreve o sistema dinAmico autonomo nao linear geral

abaixo:

x(t)=f(x()), x(0)=x0, x€Z, 0€Z, (2.9)

A Teoria de estabilidade de Lyapunov € definida como:

Definicdo 2.3.1 (i) A solugdo x(t) = 0 para (2.9) € estdvel no sentido de Lyapunov se, para
todos € > 0, existe tal d = d(€) > 0 que se ||x(0)|| < 8, entdo ||x(t)|| < €, > 0 (ver Figura

1).
(ii) A solugdo x(t) = 0 para (2.9) é assintoticamente estdvel se e somente se for estdvel e

existir 6 > 0 tal que se ||x(0)|| < 8, entdo lim;_x(t) = O (ver Figura 2).

Figura 1 — Estabilidade de Lyapunov de um ponto de equilibrio

L_AQ

Fonte: (HADDAD; CHELLABOINA, 2008).
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Figura 2 — Estabilidade assintética de um ponto de equilibrio

e
S

Fonte: (HADDAD; CHELLABOINA, 2008).

As Figuras 1 e 2 exemplificam o comportamento da trajetéria de uma varidvel x em
relacdo a estabilidade. Observa-se que a estabilidade de Lyapunov nio assegura a convergéncia
para um ponto de equilibrio; ela apenas garante que os valores de x nunca se distanciam
consideravelmente, dadas as distancias d e €. Por outro lado, a estabilidade assintética assegura
uma convergéncia para o ponto de equilibrio a medida que o tempo se aproxima do infinito.

Ap6s a definicdo da estabilidade em relacdo a um PE, faz-se necessdria uma ferra-
menta para analisar a estabilidade em sistemas dindmico, desta forma, tem-se o Teorema da

Estabilidade de Lyapunov.

Teorema 2.3.1 Considerando o sistema dindmico ndo linear (2.9) e assumindo que existe uma

funcdo continuamente diferencidvel, V : 2" — R tal que: (HADDAD; CHELLABOINA, 2008)

V(0) =0, (2.10)
V(x) >0, x€2, x#0, (2.11)
VWx)Tf(x) <0, xe . (2.12)

Entdo, a solucdo x(t) = 0 de (2.9) é estdvel no sentido de Lyapunov. Se, além disso,

VW) f(x) <0, xeZ, x#0 (2.13)

Entdo a solugdo x(t) = 0 de (2.9) é assintoticamente estdvel.

Prova: Ver a Secdo 3.2 do (HADDAD; CHELLABOINA, 2008).
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A relevancia do Teorema de Lyapunov consiste no fato de que, ao verificar a exis-
téncia de uma fungao de Lyapunov V que atenda as condi¢des apresentadas no Teorema 2.3.1,
torna-se possivel fazer afirmacdes sobre o nivel de estabilidade do sistema sob anélise. Esse
teorema proporciona uma ferramenta valiosa para avaliar e quantificar a estabilidade de sistemas
dinamicos, oferecendo insights sobre o comportamento do sistema em relacdo aos seus pontos

de equilibrio.

2.4 Estimativa do Dominio de Atracao

Definir o dominio de atracdo € crucial para compreender como um sistema dindmico
evolui a partir de diferentes condi¢des iniciais. Esse dominio, é definido pelo conjunto . =
{x(0) =xp € R" : ||x(0)|| < 8,lim;—e x(¢) =0} C 27, inclui os valores iniciais nos quais o
sistema converge para a origem com o tempo. A estabilidade, conforme ilustrada nas Figuras 1 e
2, estd relacionada a capacidade do sistema de permanecer préximo ao ponto de equilibrio ao
longo do tempo.

Por meio da fungdo V de Lyapunov € possivel estimar diretamente o dominio de

atracdo, sendo definido por: (HADDAD; CHELLABOINA, 2008)

eV,1):={xeRV(x)<1}C & (2.14)

Desta forma, permite afirmar que todas as trajetérias que iniciam nesse conjunto
convergem assintoticamente para a origem, sem sair do dominio de atracio estimado. Esse
método fornece uma maneira eficaz de avaliar e controlar o comportamento de sistemas dindmicos

complexos.

2.5 Funcoes Racionais de Lyapunov

Uma das condi¢des no estudo de Vannelli e Vidyasagar (1985), que caracteriza a
regido de atracdo .7, estabelece que a fung¢@o de Lyapunov (LF) V (x) deve crescer para infinito
quando x se aproxima da fronteira d.% (a borda da RA) ou & medida que ||x|| se aproxima de
infinito.

Uma observacao crucial foi a identificagao da classe de func¢des racionais na forma

V(x) = V’l\)’ ) em que Vy e Vp sdo polindmios. Essas funcdes foram consideradas como
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candidatas para a funcdo de Lyapunov estavel (LFs) no algoritmo proposto em Vannelli e
Vidyasagar (1985), com o limite da regidao de atracdo (ERA) caracterizado pelo conjunto
{x e R" | Vp(x) =0}.

Dado o conceito, uma fungdo méxima de Lyapunov (MLF) € uma funcao de Lyapu-

nov que atende a um conjunto estrito de condicdes, conforme definido na Definicdo 2.5.1.

Definicio 2.5.1 A fungdo R : R" — R U {eo} tal que para o sistema (2.6) satisfaz
I R(0) =0,R(x) >0sexe.”\{0},
II. R(x) <ocosexc.”,

III. R(x) — oo como x — 9. e/ou ||x|| — oo,

IV. Viu(x) < 0 e bem definido para todos x € .#\{0}, é chamada de fungdo de Lyapunov

mdxima.

Desta forma, a op¢ao por fun¢des de Lyapunov na forma racional é motivada pela
propriedade de que a funcdo de Lyapunov racional R(x) cresce para infinito ao atingir a borda
do elipsoide (no limite do dominio de atrac¢do), resultando no denominador se anulando. No
caso de fungdes polinomiais, a condicao III ndo € valida no caso de estabilidade local, uma vez
que R(x) cresce para infinito quando ||x|| — oo, podendo existir apenas na estabilidade global.
Portanto, as Fun¢des Maximas de Lyapunov (MLFs) podem ser utilizadas para obter estimativas

mais precisas da Regido de Atragdo (RA) em casos de estabilidade local.

2.6 SOSTOOLS - otimizaciao de soma de quadrados

O SOSTOOLS € uma foolbox para 0o MATLAB, projetada para resolver problemas
de soma de quadrados. As técnicas subjacentes fundamentam-se na decomposi¢cdo de soma
de quadrados para polindmios multivaridveis, cujo calculo é eficientemente realizado por meio
de programacao semi-definida. O SOSTOOLS oferece técnicas que proporcionam relaxacoes
convexas para uma variedade de problemas complexos, incluindo otimizagao global, restrita e
booleana (PAPACHRISTODOULQU et al., 2013).

Desta forma, um polindmio multivariavel p (xi,...,x,) = p(x) é uma soma de qua-

drados (SOS), se existirem polindmios fi(x),..., fm(x) de tal modo que

px) =} 17 (x) (2.15)
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E evidente que a condi¢do de f(x) ser um somatério de quadrados (SOS) naturalmente implica
f(x) > 0 para todo x € R". No entanto, vale ressaltar que a exigéncia de uma fungéo f(x) ser
SOS € consideravelmente mais restritiva do que simplesmente assegurar a ndo-negatividade de
f(x). Se a Equagdo (2.15) for atendida, f(x) é chamado de SOS ou f(x) € X[x]. Apesar disso,
com o auxilio das ferramentas computacionais contemporaneas, tornou-se facil abordar essa
decomposicdao de maneira computacional, permitindo a obtencdo de resultados com elevada
precisdo. (PRAJNA et al., 2002)

A toolbox SOSTOOQLS transforma o problema em um Problema de Programacao
Semi-definida (SDP), onde as varidveis de otimizagao sdo as entradas do sistema, e as restri¢coes
incluem as equacodes dinamicas e as fungdes Lyapunov definidas anteriormente. Para resolver
eficientemente o problema SDP, a foolbox emprega métodos especializados, utilizando algoritmos
especificos para otimizagdo semidefinida.

Apbs a resolugdo bem-sucedida, a andlise dos resultados se torna crucial. Isso
implica verificar a estabilidade do sistema, garantir a satisfacdo das restri¢des e interpretar as
solucdes obtidas para as varidveis de controle. Se necessdrio, o processo pode ser iterativo,

permitindo ajustes nas restri¢des, objetivos ou outros parametros para refinamento das solugdes.



24

3 METODO ITERATIVO

Este capitulo introduzird um método iterativo projetado para estimar as regides de
atracdo de sistemas nao lineares. Essa abordagem emprega fun¢des racionais de Lyapunov,
as quais foram desenvolvidas para estabilizar esses sistemas em torno da origem, utilizando o

método analitico descrito no trabalho (VALMORBIDA; ANDERSON, 2017).

3.1 Anailise do Dominio de Atraciao de Sistemas Nao-Lineares Utilizando Funcoes de

Lyapunov Racionais em Malha Fechada

O teorema a seguir estabelece condi¢des que asseguram que, a partir de uma funcao
de Lyapunov racional para o sistema (2.6), € possivel identificar um conjunto positivamente
invariante que representa uma estimativa para o dominio de atracdo do sistema, conforme

discutido em (VALMORBIDA; ANDERSON, 2017).

Teorema 3.1.1 SejaR:R" - R, R €' e y> 0, satisfazendo:

e(R,y) C Z'é compacto e 0 € €(R,7), (3.1)

“(VR(x), f(x)) > OVx € J&(R, ), (3.2)

se existe uma fungdo V,, : R" — R, V,(0) = 0,V,, € €', tal que

Va(x) > 0Vx € e(R,y)\ {0} (3.3)

—(VValx), f(x)) > 0 Vx € €(R,7) \ {0} (3.4)

entdo,
L as solugdes x(t) = ¢ (t,xp) de (2.6), com xo € €(R, ) satisfazem x(t') € 7 Vi’ € [0,00).
Ainda mais, se (3.1),(3.3) e

—([VVa() (¥ = R(x)) + VaVR(x)], f(x)) > 0 Vx € &(R,7) \ {0} (3.5)

sdo satisfeitas e existe um € tal que 0 € €°(R,y —€), entdo
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II. a funcdo

V(x) = (3.6)

é uma fungdo de Lyapunov de (2.6) e fornece €°(R,y) como uma estimativa de . .

Prova: Prova de (I): Retirada de (VALMORBIDA; ANDERSON, 2017)
— Parte 1 (Contratividade de um conjunto de niveis de Vy): por suposi¢do €(R,y) é compacto,
portanto podemos calcular @ = min,¢ e (g ) Vn(x), entdo de (3.3), o > 0. Definir % =

e(Vy,a)Ne(R,y), de (3.3), (3.4) temos

Wn(x) >0 Vxe Z\{0},
—(VWy(x),f(x)) >0 Vxe Z\{0}.

Seguindo Khalil (2002) temos que a origem € assintoticamente estdvel € uma aproximacao
interna de sua regido de atracdo é dada por %, isto é, trajetdrias ¢ (¢,xp) com xog € %
existem, sdo unicos e satisfazem ¢ (¢,xp) — 0 como ¢ — eo.

— Parte 2 (Invaridncia Positiva de €(R,7)): desde €(R,y) é compacto e f(x) é localmente
Lipschitz em qualquer conjunto compacto, temos existéncia e unicidade de solugdes para
x = f(x), para todos xo € €(R,¥), desde que toda solucdo esteja em £(R,y). Vamos provar
isso para todos T’ € [0,o0) nés temos x(7') € €(R, y). Suponha que exista xo € €(R,y) para
o qual a solugdo sai do conjunto, entdo, deve existir um de tal modo que x (7*) = ¢ (T*,xo)
que satisfaz R (x(T*)) > y. Da continuidade de solugdes e continuidade de R(x) deve
existir 7,0 < T < T* de tal modo que R(x(T)) = ye R(x(T)) = (VR(x(T)), f(x(T))) >0,
o que contradiz (3b). Por isso €(R, ) é um conjunto positivamente invariante.

— Parte 3 (Convergéncia de trajetérias comegando em €(R,y)\ €° (Vy, ) para % ): Final-
mente vamos agora provar que toda trajetdria satisfazendo x(0) € €(R,y)\e° (Vv, &) entra
no conjunto positivamente invariante e contrativo %/, isto €, que existe uma 7" de tal modo
que x(T') € % . Deixar B = maX,cje(r,y) Vv (x). Como (3.4) vale em (R, y)\&° (V, )
deixar A = —MaXyce (R y)\ed(Vy,a) (VVy, f(x)). Observe que existe porque uma fungéo
continua tem um méaximo sobre qualquer conjunto compacto, além disso A > 0. De (3.4)

também obtemos

Vi (x(t)) = +/ Uy (x(2))dT < Viy (x(0)) — A.1.
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Desde Vi (x(0)) < B nés temos Vy(x(7)) < B — At no conjunto £(R,y)\&° (Vn, @), de
locagdo t — o chegamos a uma contradi¢ao porque Vy deve ser positivo no conjunto.
Isso implica que 37 > 0 satisfazendo T < ﬁl;ade tal modo que Vi (x(T)) = o e, portanto
x(T)EX.

Prova de (II): Retirada de (VALMORBIDA; ANDERSON, 2017) De (3.3) temos que
V(x) > 0Vx € €°(R,7)\ {0}. A derivada temporal de (3.6) ao longo das trajetdrias de (2.6)
¢ dada por

(VWn () (¥ = R(x)) + VN (X) VR, £ (x))

V) = —R0))

que satisfaz —V (x) > 0Vx € €°(R, y)\ {0} se (3.5) for verdadeiro. Por isso V € uma fungio
de Lyapunov para o ponto de equilibrio na origem de (2.6). O que resta mostrar € que as
curvas de nivel de definir a estimativa declarada da ERA.

No6s temos que V(x) € V(x) ndo estdo definidos em d€(R,Y), portanto, ndo é possivel
calcular escalares o e 3 como nas Partes 1 ¢ 3 da Prova de (I) acima. Considere o escalar
arbitrariamente pequeno, € que define o conjunto €(R,y— &) e suponha que isso satisfaga
€ < €. Entdo como €(R,y) é compacto segue-se que assim é €(R,y— &). Podemos
entdo seguir os mesmos passos da Prova de (I), Parte 1 e calcular um escalar positivo
Ot = MiNycyq(r y—g)V (x). Definir % = € (V,0:) N€(R,y—§&). Desde V(x) > Ovx €
€°(R,y)\{0} e =V (x) > OVx € €°(R,7)\{0}. N6s temos:

V(x) >0 VxeUg\{0},
—(VV(x),f(x)) >0 Vx e Ug\{0}.

Entdo, segundo Khalil (2002), a origem € assintoticamente estdvel e uma aproximagao
interna de sua regido de atrag@o € dada por %, isto €, trajetorias ¢ (t,x0) com xp € Ue

existem, sdo Unicos e satisfazem como ¢ (¢,x9) — 0 as t — oo. Usando (3.6), obtemos:

y_VN_@},

R(x) o

IN

e(V,oe) = {xeR”

Desde
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= i \%
%= eolttyo”

B : Vn(x)

= min
xede(Ry—E) Y — R(x)

= min —VN(X)
xede(Ry-&) Y —(Y—§)

! ( min _ Vi( ))
== X
5 x€de(R,y—E) N

temos entao

e(V.og) = {x €R"|R(x) <y—¢& Virls) } (3.7)

B MiNyege(r,y—&) Vv (x)
Defina um escalar positivo d do seguinte modo:

MaXyce(R,y) Vn(x)

0= —
MiN ey eo(ry-&) YN (%)

entdo é imediato que 8 > 1. Como € < &. Como temos de(R,y— &) C €(R,y)\e°(R,y—

&), por isso Mineye(r,y—¢) Vv (x) > Min, g )\ eo(Ry—E) Vn(x) e, portanto

5> Wb ,
min, e (g y—&) Vv (%)

Vx € €(R,7).

Desde € € positivo, a conten¢ao definida

RG) <y—&—— W) }

MiNyee(r,y—&) Vv (x)

e(R,y—E&6) C {x eR"

permanece verdadeiro. Usando (3.7) temos €(R,y—£68) C €(V, OC;;), por isso €(R,y —
£8)=€e(R,y—E8)Ne(R,y—&) Ce(V,0) Ne(R, y— €) = ug que, usando o fato de que
ue C €(R,7), n6s obtemos £(R,y—&E3) Cug C £(R,7).
Por isso €(R,y— £8) é uma estimativa do RA de (2.6). Como 0 é limitado e € pode ser
escolhido como arbitrariamente pequeno, temos que o conjunto €°(R,y) € uma estimativa
doRA de (2.6). &

A condigido (3.2) é responsével por garantir que o conjunto €(R,y) seja positiva-

mente invariante. Vale ressaltar também que ndo é obrigatdrio que a fungdo R(x) seja positiva
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definida, apenas que €(R, y) seja compacto e contenha a origem. Em seguida, (VALMORBIDA;
ANDERSON, 2017) expandiu as condicdes do Teorema 3.1.1 em inequacdes, como ilustradas

na Proposicao abaixo:

Proposiciio 3.1.2 SejaR € €',R:R" — R,y > 0, satisfazendo

€(R,y) é compacto, 0 € €(R,7), (3.8)

se existe uma funcdo V, : R" = R,V, € €1,V,(0) =0 e my : R" — R-0,m; : R* = R0 e

n:R" — R.0, tal que

—(VR(x), f(x)) > n(x)(y—R(x)),YVx € Z° (3.9)

Viu(x) > mo(x)(y—R(x)),vx € 2" (3.10)

—(VVa(x), f(x)) > m1 (x)(y = R(x)),Vx € 2" (3.11)

onde ' := 2 \ {0}, entdo €(R,y) é uma estimativa do dominio de atra¢do em relacdo a

origem do sistema.

Se (3.8), (3.9) e (3.10) sdo satisfeitas e existe my : R" — R-.0, tal que

—(VValx), £(x)) 4 Va(x)n(x) > ma(x) (Y = R(x)) (3.12)

é vdlido, entdo (3.6) é uma func¢do de Lyapunov para (2.6) e €°(R,y) é uma estimativa do

dominio de atracdo em relacdo a origem do sistema.

Prova: Retirada de Valmorbida e Anderson (2017)

A partir da ndo negatividade de mg(x) e mj(x), entdo pode-se afirmar que (3.10) e
(3.11) implicam que as condigdes (3.3) e (3.4) sdo obedecidas. J4 que em de(R, y) tem-se que
Y—R(x) =0, (3.9) implica em (3.2), e, de acordo com o Teorema 3.1.1, £(y,R) é uma regido
estimada do dominio de atracdo em torno da origem. A derivada de V (x), como descrito em (3.6)

¢ dada por
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(VVa () (Y= R(x)) + Va(X) VR, £ (x))
(r—R(x))? '

V(x) = (3.13)

Jaque V,(x) > 0em &(R,7) se (3.10) for mantida, entdo a condicdo (3.9) fornece uma limitagdo

inferior para —V tal qual

(VVa(),f(x)) _ Va)(VR(), f(x)) _ (VVax),f(x)) | Va(x)n(x)

—V(x)=— — > — + , (3.14)
) (v—R) (v—R)? (Yy—R) (Yy—R)
portanto, se existe uma fungdo positiva m, : R> — R+ satisfazendo

Y—R

isso é equivalente a (3.12), entdo —V > 0 e (3.5) é obedecida. De acordo com o Teorema
3.1.1, V(x) é uma fung¢do de Lyapunov de (2.6) dentro de (€°(R,y)), proporcionando assim uma
estimativa do dominio de atracdo de (2.6). B

Em seguida, a partir da Proposic¢ao 3.1.2, € apresentado um coroldrio para adaptar
as condi¢Oes apresentadas anteriormente para validar o Teorema 3.1.1 de forma computacional

utilizando otimizacao convexa.

Corolario 3.1 Sejam P e V,, sendo polindmios multivaridveis e Y uma constante positiva. Entdo,

se existe polinomios SOS mo,my e n tal que

—(VR(x), f(x)) —n(x)(y— R(x)) € £[x] (3.16)
Vi (x) —mo(x) (v — R(x)) € X[x] (3.17)
—(VVa(x), f(x)) —mi(x)(7y— R(x)) € Z[x] (3.18)

entdo as inequagoes (3.9)-(3.11) sdo satisfeitas e €(R,y) é uma estimativa do dominio de atragdo
em relacdo a origem do sistema.

Se (3.16), (3.17) sdo satisfeitas e existe my SOS, tal que
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—(VVa(x), £ (%)) + Va(x)n(x) — ma(x) (v — R(x)) € Z[x] (3.19)

é vdlido, entdo (3.6) é uma funcdo de Lyapunov para (2.6) no conjunto €°(R,7).

Como provado na Proposicao 3.1.2, o fato que (3.16) e (3.19) sao validos sao

_ Val®)

condigdes suficientes para (3.5) e, se satisfeita, é certificado que a fungéo racional V (x) = R0

¢ uma funcdo de Lyapunov no conjunto €°(R, 7).
Por fim, o trabalho (VALMORBIDA; ANDERSON, 2017) apresentou uma proposi-
cdo utilizada para expandir o dominio de atragdo estimado, a partir das condi¢des da Proposi¢ao

3.1.2.

Proposicio 3.1.3 Sejam os polinomios R,R e um escalar y > 0, se existe uma funcdo SOS m3
tal que

A~

(Y= R(x)) —m3(y— R(x)) € Zlx],m3 € X[ (3.20)

entdo, (R,y) C €(R,Y).

Com base nisso, podemos formular o Algoritmo 1. Inicialmente, o primeiro passo
do algoritmo consiste em determinar o valor maximo de ¥ que atenda as condi¢des (3.16)-(3.18).
Ap06s encontrar esse valor, procedemos para o segundo passo do algoritmo. Nessa fase, o foco
estd em identificar os maiores ¥ e £(R, y) de forma a satisfazer £(R,y) C £(R, 7). Essa sequéncia
de passos € repetida de maneira alternada até que o problema se torne invidvel ou ndo seja mais

possivel maximizar a varidvel escalar 7.
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Algoritmo 1: Algoritmo para Estimacdo de Dominio de Atragdo de Sistemas Nao

Lineares

Entrada: £k = 0 ¢ R satisfazendo (3.1)
Saida: R(x)
inicio
Passo 1: A partir de Ry, solucionar as condi¢des abaixo através de uma pesquisa
linear em ¥:
max ¥ Sujeito a (3.16) — (3.18) (3.21)

Vi,mo,my,n
Passo 2: se Critério de Parada for atingido entao
| retorne £(Ry,7);
fim

senao

~

Utilizando mg,m,n e o valor 6timo y* do Passo 1, faga R(x) = Ry (x) e solucione

as condi¢des abaixo através de uma pesquisa linear em 7v:

Vn}eax3}/Sujeito a(3.16) —(3.18),(3.20),y > 7" (3.22)
n,m

fim

k+—k+1;

R; <—R*;

Volte para o Step 1;
fim
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3.2 Relacio da Inicializacdo R e a Estimativa do Dominio de Atracao £(R,7)

No estudo de (VALMORBIDA; ANDERSON, 2017) menciona que o Ry pode vir da
fungdo de Lyapunov do sistema linearizado. O autor ressalta a influéncia significativa da escolha
de Ro nos resultados finais, bem como a possibilidade de utilizar func¢des linearizadas do sistema,
as quais sao obtidas a partir de outras referéncias.

Ao empregar diferentes fun¢des polinomiais iniciais, temos a oportunidade de estimar
diversos dominios iniciais, permitindo a identificacdo da qualidade desses dominios e a avaliacdao
do comportamento de cada um. Cada dominio inicializado conduzird a resultados distintos,
influenciando diretamente a precisdo da estimativa das regides de atra¢do dos sistemas analisados.

A Figura 3 ilustra claramente como diferentes fungdes resultam em regides distintas
para as estimativas iniciais dos dominios de atracdo. Uma vez que este aspecto ndo foi abordado
em estudos anteriores, esta pesquisa destaca-se por fornecer uma andlise detalhada dos impactos
da inicializacdo nos dominios finais. Essa contribui¢do representa um dos principais resultados
deste trabalho.

Figura 3 — Estimativas Iniciais de Dominios de Atracdo para o Sistema Polinomial em Malha
Fechada da Secao 4.1
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Fonte: elaborada pelo autor.
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4 EXEMPLOS NUMERICOS - ESTUDO COMPARATIVO

Neste capitulo serd tratado o estudo comparativo entre diferentes inicializacdes do
método iterativo apresentado na Secdo 3, que serdo apresentados em dois exemplos numéricos,
um sistema polinomial ndo linear com a entrada afim (MADEIRA; MACHADO, 2023) e um
sistema polinomial nao linear ndo-afim na entrada (RIBEIRO et al., 2020).

Conforme previamente definido, um sistema afim na entrada pode ser expresso pela
equacgdo x = f(x) + g(x)u. Este tipo de sistema recebe essa denominagdo devido ao termo
u ser afim. No caso de sistemas ndo afins na entrada, a representacdo pode ser dada por
x = f(x)+1(x,u), em que ! é uma fungdo que inclui termos néo lineares relacionados a entrada
u, aumentando, assim, a complexidade do sistema (BINAZADEH; RAHGOSHAY, 2017).

As varidveis que serdo comparadas sdo a funcdo de inicializacdo e o dominios de
atracao obtidos através da funcao de Lyapunov racionais. Em todos os exemplos, o otimizador
utilizado foi o SeDuMi com o auxilio do SOSTOOLS. Para cada analise, foi adotado o niimero
maximo de iteragdes kg = 300.

Serd realizado a comparagdo entre os dominios de atracio estimados entre as funcdes
racionais e polinomiais. A comparacao do primeiro exemplo sera realizada entre o dominio
€(V,p), conjunto contrativo e invariante resultado de uma fun¢o de Lyapunov polinomial obtida
no estudo de Madeira e Machado (2023), e diferentes (R — y) e em que € obtido através do maior
conjunto gerado por uma funcao racional de Lyapunov utilizando o Algoritmo 1, em que este é
o maior dominio de atragdo contrativo e invariante. J4 no segundo exemplo, nos deteremos a

comparagdo entre os distintas estimativas da regido de atracdo (R — ).

4.1 Sistema Polinomial de Estabilizacao Local com Entrada Afim

O primeiro sistema a ser abordado € um sistema nao linear polinomial, utilizado em
Madeira e Machado (2023). O sistema foi estabilizado localmente através de um controlador

SOF através do projeto de um ganho K = —10.4023. Seja o sistema descrito por

—X1 +X1X2 X2
f= , 8= , 4.1)
X1+ 2x —}—x% —l—x%xz 1

e a saida do sistema A(x) definida por



34

h=x3+4x5+x 4.2)

Ja que a fungdo de controle SOF ¢ definida por u(x) = K - h(x), a fung¢do h(x) foi
definida dessa forma com o objetivo de ter o mesmo formato da fung@o u(x) que estabilizou o
sistema em Madeira e Machado (2023) conforme na Figura 5.

Figura 4 — Trajetdrias do Sistema de Madeira e Machado (2023) em Malha Aberta
1r
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Fonte: elaborada pelo autor.

Desta forma, a Figura 4 apresenta o comportamento em malha aberta do sistema,
sendo a origem um PE instdvel para qualquer condic¢@o inicial.

A primeira inicializa¢do escolhida, usando o Algoritmo 1 e utilizando o SOSTOOLS,
foi Ry = xl +x2 eum Y= 0.01. A aplicagdo do método resultou em y* = 1.65 e a regido de

atracdo (R — ) foi
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Figura 5 — Trajetérias do Sistema de Madeira e Machado (2023) em Malha Fechada
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Fonte: elaborada pelo autor.

(R—7)1 = 0.01569x% — 0.022725x3 x5 4 0.055065x1x3 — 0.067442x3x3 +0.13759x7x5
—0.095138x1x5 +0.052463x5 +0.01367x; — 0.05192x x5 +0.021608x3 x5 — 0.083814x7x3
—0.022903x1x3 — 0.023909x3 — 0.1325x] +0.24597x3 x5 — 0.49083x3x3 +0.57652x1 x3
—0.35136x3 — 0.076854x; + 0.14605x7x2 — 0.11833x1x5 4 0.095781x3 + 0.66767x7
—0.89934x x5 + 1.0792x3 — 1.65  (4.3)

Semelhantemente, a segunda inicializa¢ao escolhida foi Ry = x‘l‘ —|—x§ eum y=0.1.

A aplicagdo do método resultou em y* = 0.4 e a regido de atragio (R — ), foi

(R—7)2 =0.21075x% —0.21584x3x2 +0.11156x7x3 +0.13547x3x3 +0.38305x7x3 — 0.12753x1 x5
+1.1244x5 4+0.094073x; —0.014459xTx; — 0.47998x3 x5 — 0.21703x%x3 —4.1353x, x5 — 1.3075x3
— 1.1794x7 +0.53566x3x; +4.3302x7 x5 + 3.5158x1x3 — 3.3728x3 — 3.9815x3 + 1.4636x7x,

+5.8137x1x3 +7.6454x3 — 7.3313x} — 5.3745x,x0 — 7.1458x5 — 0.4 (4.4)

E possivel observar os resultados na Figura 6 desde a primeira estimacao do dominio

de atracdo com as duas funcdes polinomiais com a Fun¢io de Lyapunov Maxima gerada pelo
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Algoritmo 1.

Figura 6 — Dominios de Atracdo Estimados para o Sistema Polinomial em Malha Fechada -
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Fonte: elaborada pelo autor.

A mesma andlise foi aplicada para outras fungdes polinomiais Ry como sera apresen-

tado a seguir.

Semelhantemente, a terceira e quarta inicializacdes escolhidas foram respectivamente
Ro = x% —I—x% +x1xp e Ry = x‘l1 +xfx2 —I—x%x% —I—xlxg —l—x‘zl —l—xi’ —i—x%xz —l—xlx% —i—x% —i—x% +x1x2 —|—x%
ambos com Y= 0.01. A aplicagdo do método resultou em, respectivamente, ¥* =0.31 e y* =0.21

e a regido de atragdo (R — ) foi

(R—7)3 = 1.4611x5 — 0.07109x3x; +2.7376xTx5 — 0.40251x3x3 4 1.7492x3 x5 — 0.1017 Lx1 x5
+0.47812x5 + 0.015038x3 4 0.10755x7x; + 0.48975x3x3 — 0.087589x7x3 4 0.048765x, x5
—0.082887x5 — 2.4741x] +0.20781x3x5 — 2.9478x3x3 4 0.32601x; x3 — 0.93504x5
—0.0058067x3 — 0.055158x7xs — 0.31312x1x3 4 0.020407x3 + 1.4577x7 — 0.093711x1x,
+0.82215x5 — 0.31 (4.5)
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(R—7)4=2.1008x5 +0.094705x3x; +3.2341x7x3 — 0.11041x3x3 +2.4177x3x5 +0.07577x1
+0.82344x5 4 0.25364x; + 0.31257x1x2 +0.7556x3x3 — 0.12873x7x3 + 0.084084x x5
+0.2299x3 —2.5528x7 +0.17315x3x7 — 2.9512x3x3 — 0.078972x1x3 — 1.1293x3 + 0.02302x}

+0.094765x3x, — 0.37979x1 x5 — 0.195243 + 1.2585x7 + 0.07076 1x1x5 +0.729x3 — 0.21
(4.6)

Figura 7 — Dominios de Atracdo Estimados para o Sistema Polinomial em Malha Fechada -
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Fonte: elaborada pelo autor.

Continuamente, a quinta e sexta inicializa¢des escolhidas foram respectivamente
Ry = le% + IOx% e Ry = IOx‘l‘ + 10x§ ambos com ¥ = 0.01. A aplicacdo do método resultou em,

respectivamente, y* = 18.31 e y* = 2.98 e a regido de atragdo (R — ) foi

R—7)s = 0.45931x% — 0.5483x x, + 2.4402x x5 — 2.3085x3x3 4 4.3773x7x5 — 2.2412x1 %3
1 1 142 142 142 2
+1.9182x5 +0.47842x7 —0.23267x7x2 + 1.4973x3 x5 — 0.90042x7x3 +2.0122x1x3 — 0.70945x3
—3.5686x] +3.5435x3x2 — 14.5325x7x3 4 8.1282x 13 — 10.5086x3 — 1.0012x; + 0.1264x7x,

— 4.8439x1x3 + 1.6206x3 4 13.3395x7 — 7.0723x1x2 4 21.9595x3 — 18.31 (4.7)
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(R—7)6 = 0.048542x5 — 0.13717x3x2 +0.31934x7x3 — 0.40522x3 x3 +0.53564x7 x5 — 0.2759x1

+0.13047x5 +0.060837x7 — 0.13189x7x2 4 0.054423x3x3 — 0.32151x7x3 + 0.030134x x5
—0.10966x3 — 0.41418x] + 1.0951x3xs — 1.7447x3x3 + 1.7005x, x3 — 0.83883x3 — 0.23505x;

+0.23222x3xy — 0.42065x1 x5 4 0.31393x3 + 1.7399x7 — 2.3016x1x +2.376x3 —2.98  (4.8)

Figura 8 — Dominios de Atracdo Estimados para o Sistema Polinomial em Malha Fechada -
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Fonte: elaborada pelo autor.

Por fim, a sétima e oitava inicializacOes escolhidas foram respectivamente Ry =
0. lx% + O.Ix% e Ryp = O.Sx% + O.Sx% ambos com ¥y = 0.01. A aplicacdo do método resultou em,

respectivamente, ¥* = 0.4 e y* = 0.24 e a regido de atra¢do (R — y) foi
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(R—17)7 = 0.00033445x5 — 0.00051718x7x; — 0.00017087xx3 + 0.00057616x3 x5
+0.0026995x7x5 — 0.0017241x1x3 4+ 0.0037619x5 — 0.00065879x; + 0.0026775x7 x>
—0.0064878x3x3 +0.0046254x7 x5 — 0.020456x1 x5 +0.0032749x35 40.001548x7 — 0.011229x3 x,
+0.030661x3x3 — 0.0094595x| x3 +0.0016496x3 — 0.0054842x7 4 0.013041x3x,

—0.018747x1x3 +0.00014538x3 +0.030669x7 — 0.010369xx; + 0.026536x3 — 0.4 (4.9)

(R—17)s = 0.00046438x5 —0.00019338x7x5 40.0012335x{x3 —0.001576 1x3x3 4+0.0087756x3 x5
—0.0037023x1x5 +0.0060026x5 4 0.0007723x; —0.0020437x}x, —0.0011483x3x5 — 0.0087349x7x3
—0.0076964x1 x5 —0.0029524x35 — 0.00354xT +0.0070867x3x2 — 0.016799x7x3 +0.028245x x3

—0.031317x3 — 0.0074845x3 4 0.015016x7x; — 0.010307x;x3 +0.014532:x3 + 0.045591x

—0.059843x1x2 + 0.096297)6% —0.24 (4.10)

Figura 9 — Dominios de Atragdo Estimados para o Sistema Polinomial em Malha Fechada -
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Entdo, conclui-se que a depender da funcao de inicializacdo € possivel ter um dominio
de atracdo maior gerado pelo método iterativo do Algoritmo 1. A Figura 10 ilustra a comparagao
entre os dominios de atracdo estimados através dos testes 1 e 7, os quais se mostraram mais
abrangentes. E possivel ver que os dominios estimados sdo similares, sua inicializacdo ocorre
contida na regido de atracdo obtida pela fun¢do de Lyapunov polinomial com fun¢des polinomiais
bem préximas do seu dominio.

Ademais, a Figura 10 indica que o dominio de atra¢do estimado pela funcdo de
Lyapunov racional foi maior quando comparado ao caso polinomial em todos os casos. O

dominio contrativo e invariante (R, ¥) foi maior que o dominio &(V,p).

Figura 10 — Dominios de Atracdo Estimados para o Sistema Polinomial em Malha Fechada -
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Fonte: elaborada pelo autor.

Uma das sugestoes de inicializacdo dada no trabalho de Valmorbida e Anderson
(2017) € a funcdo de Lyapunov do sistema linearizado. Dado o sistema (4.1)-(4.2), assumindo
que o ponto de operacdo é (x; 9,x20) = (0,0), podemos linearizar o sistema ao redor desse ponto.
Primeiro, substituimos x; o = 0 € x» o = 0 nas equagdes diferenciais para encontrar as derivadas

no ponto de operagao:
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Xp=—X1+x1-x2+x2-u

Xo=x1+2-x +x%+x% “Xp+u
Substituindo x1 9 = 0 € x2 o = 0, obtemos:

x1=0

X =0
Agora, linearizando as equacdes em torno do ponto de operagdo, obtemos:

X1 =Aix1 +Axxo +Bu

Xy =As3x1 +Auxy + Bou

onde:
8x1 (0,0)
dx; 0,0)
du 0,0)
dxi 0,0)
Ay = %
dx; 0,0)
du 0,0)

Calculando essas derivadas e substituindo u = K - (x; —i—x% —i—x%), obtemos os seguintes

valores:
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A =-—1
Ar=0
B =K
A3=1
Ayg=2
B, =K
A matriz A é dada por:
A A -1 0
Az Ay 1 2
A matriz B é dada por:
B K
B = =
B, K

Agora, para encontrar a funcdo de Lyapunov para o sistema linearizado, vocé pode

procurar uma fungao quadratica do tipo:

V(x)=xPx

onde P é uma matriz simétrica definida positiva. A derivada de V (x) ao longo das trajetérias do
sistema linearizado deve ser negativa definida. Portanto, V (x) é uma fun¢do de Lyapunov se a

seguinte condicao for satisfeita:

. av
Vix)= = =xT(ATP+PA)x <0

A funcdo linearizada do sistema pode ser representada pelas equagdes diferenciais

lineares:

X1 =Aix1 +Axxr +Biu

X2 = Aszx1 +Asxo + Bou
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Substituindo os valores que calculamos anteriormente, obtemos:

X1 =—x14+K- (415 +x)

Xy =x1+2x+ K- (x2+x5+x3)

Se escolhermos P como a matriz identidade, entdo P sera:

A derivada da funcio de Lyapunov V (x) = x” Px ao longo das trajetdrias do sistema

linearizado € dada por:

V(x)=x"(ATP+PA)x

Substituindo A pelos valores calculados anteriormente e P pela matriz identidade,

obtemos:

T
S 11
Vix)=x + X
1 2 I 2
T
11 11
Vx)=x" +x7
I 2 I 2
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) —4 3
Para que V (x) seja negativa definida, os autovalores da matriz devem ter

4 6
parte real negativa. Vamos calcular os autovalores:

Os autovalores A podem ser encontrados resolvendo o determinante da matriz

caracteristica |AI — A|:

A+4 =3
4 A—6

det(Al —A) = det

(A+4)(A—6)+12=21%-21—-12=0

Tyé

Os autovalores sdo A} = —3 e A, = 4. A fung¢do de Lyapunov proposta V (x) = x
vélida para este sistema linearizado.

Portanto, V(x) = x”x é uma fungio de Lyapunov para a funcio linearizada do
sistema em torno do ponto de operagdo (0,0) com P = I, podendo ser escrita como x% —|—x% que ja
analisamos anteriormente. Valores foram atribuidos a matriz P, entretanto nio foram encontradas

solugdes ao inicializar com essas outras candidatas nas situacdes em que P é uma matriz diagonal

com elementos positivos.
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4.2 Estabilizacao Local de um Sistema Nao-Afim na Entrada

A analise de estabilidade em sistemas nao afins na entrada, controlados com esta-
bilidade local assintética, € essencial para assegurar a robustez e o desempenho em sistemas
dindmicos sujeitos a incertezas. Ao garantir estabilidade local assintética mesmo diante de
variagdes nas condi¢cdes operacionais, proporciona-se resiliéncia ao sistema.

Considere o sistema polinomial ndo-afim na entrada (RIBEIRO et al., 2020) descrito

como.:

X1 =—2x1+x —|—x%—|—x§—u3

“4.11)
X) = —X1 — X2 —|—x%x§ +u/4

Seguindo os passos propostos no trabalho (RIBEIRO et al., 2020), as linearizagdes
sdo realizadas em torno de it = 0 € Ko(x) = 0.39x — 2.54x;.

Ademais, analisando a dindmica do sistema em malha aberta, como € exibida na
Figura 11, é possivel verificar que o sistema possui a origem como um PE localmente estdvel.
Assim, dado que o objetivo deste trabalho € a andlise da estabilidade, adotou-se o controle de
estabilizacdo na origem utilizado nos estudos de (RIBEIRO et al., 2020) a qual teve o objetivo
de expandir a Regido de Atracdo.

Conforme a anélise realizada na Secdo 4.1, a primeira inicializac¢io escolhida, usando
o Algoritmo 1 e utilizando o SOSTOQOLS, foi Ry = x% +x% e um ¥ = 0.01. A aplicagdo do

método resultou em y* = 0.98 e a regido de atracdo (R — ) foi

(R—17); = 0.025123x7 —0.020568x3x; — 0.2168x7x3 — 0.033929xx3 + 0.8891x3
+2.2917¢ — 08x3 — 4.506e — 08x7x7 — 4.5234¢ — 08x1x3 +2.9624¢ — 08x3 +0.37503x7

+0.35067x1x2 +-0. 13173x% —0.98 (4.12)

Semelhantemente, a segunda inicializacao escolhida foi Ry = x‘l1 +x‘2‘ mas, aplicando
o Algoritmo 1, verificou-se que ndo foi possivel encontrar uma solucao. Desta maneira, é
possivel observar o resultado na Figura 13 da primeira estimacdo do dominio de atracdo com
uma fungdo polinomial com a Fun¢ao de Lyapunov Méxima gerada pelo Algoritmo 1.

A mesma anélise foi aplicada para outras fungdes polinomiais Ry como seré apresen-

tado a seguir.
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Figura 11 — Trajetérias do Sistema Nao-Afim na Entrada em Malha Aberta

2 3

Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 12 — Trajetorias do Sistema Nao-Afim na Entrada estabilizado na origem apds controle
A T Y

Fonte: elaborada pelo autor.

Semelhantemente, a terceira e quarta inicializa¢des escolhidas foram respectivamente
Ry = x% +x% +x1x2 e Rp = x‘f +x%x2 +x%x% -|—x1x% +x‘2‘ +x? +x%x2 +x1x% +x% +x% +x1x2 +x%

ambos com ¥ =0.01. A aplica¢do do método resultou em, respectivamente, y* =0.65e y* =0.43
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Figura 13 — Dominios de Atra¢do Estimados para o Sistema Nao-Afim em Malha Fechada -
Anélise 01

3

= A 7(
© Ponto de Equilibrio

Fonte: elaborada pelo autor.

e a regido de atragdo (R — ) foi

(R—17)3 = 0.0056892x% +0.020567x3x2 +0.0091172x} x5 — 0.02721x3x3 4 0.38605x7 x5
+0.31918x1x5 +0.2082x5 —0.0010141x3 —0.0010028x7x; 4-0.00024498x3 x5 — 0.0071945x3 x3
—0.00158x1x3 — 0.0058188x5 4 0.025422x7 + 0.075282x3 x5 — 0.33181x7x3 — 0.29724x x5

+0.028731x3 +0.0006551 1x; +0.004538x7x5 +0.00041155x1x3 +0.0048891x3 +0.13863x7

+0.16059x1x2 + 0.40462x% —0.65 (4.13)

R—7)4 = 0.0083558x% +0.010117x3x2 — 0.0054543x x5 — 0.017686x3x3 + 0.23064x7 x5
1 1 142 142 142

+0.1747x125 +0.17549x5 4 0.0067532x] 4-0.00037728x7x5 —0.0019895x7 x3 4 0.048969x7x3
—0.043585x1x3 +0.17906x3 +0.016951x] +0.059963x3x, — 0.17483x7x3 — 0.11653x1x3

+0.022215x3 — 0.0085669x7 — 0.017875x% x5 4 0.065134x1x3 — 0.17392x3 + 0.087119x7

+0.07101x1x2 4+ 0.23408x3 —0.43  (4.14)
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Figura 14 — Dominios de Atra¢do Estimados para o Sistema Nao-Afim em Malha Fechada -
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Fonte: elaborada pelo autor.

Continuamente, a quinta e sexta inicializa¢des escolhidas foram respectivamente
Ry = IOx% + IOx% e Ry = IOX‘I‘ + 10x§ ambos com ¥ = 0.01. A aplicacdo do método resultou em,

respectivamente, ¥* = 6.07 e y* = 1.81 e a regido de atra¢do (R — y) foi

(R—17)s =0. 17448x1 +0. 31324x1x2 +1.1383x x% +1.9012x x% +4.8397x xg +1. 7319x1x2
+5.19x8 — 0.33212x] — 0.54409x x5 — 1.1225x3x3 — 1.8542x7x3 — 2.6224x1 x5 — 4.7797x5
—0.71313x7 — 1.5656x3x; — 7.8883x7x3 — 3.4219x13 — 9.8008x3 +0.71529x; + 1.0526x7x,

+1.5878x1x5 +4.5787x3 +3.753x7 4 2.6086x1x2 + 11.2105x3 — 6.07 (4.15)

(R—7)6 = 0.08567x% +0.079559x3 x5 — 0.10766x7x3 +0.2252x3x3 +0.8579x3 x5 — 0.042102x1 x5
+1.0078x5+0.039834x3 +0.052301xTx; +0.11348x3x3 4+ 0.3322x7 x5 +0.39129x1 x5 +0.88579x3
+0.035633x7 —0.12741x3x; — 0.8572x3x3 — 0.08836 1x x5 — 2.3155x3 — 0.057597x3 —0.15528x7 x>

—0.23799x123 — 0.838x3 + 0.38698x7 + 0.28598x1x2 +3.2193x% — 1.81 (4.16)
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Figura 15 — Dominios de Atra¢ao Estimados para o Sistema Nao-Afim em Malha Fechada -

Analise 03

Fonte: elaborada pelo autor.
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Por fim, as sétima e oitava inicializa¢des escolhidas foram, respectivamente, Ry =

O.lx% + O.Ix% e Ry = O.Sx% + O.Sx%, ambas com ¥ = 0.01. A aplicagao do método resultou em

Y* = 0.09 para a sétima inicializagao e, para a oitava inicializagdo, nao foi possivel encontrar

solucdo. Além disso, a regido de atragdo (R — ) foi

(R—17)7 = 0.001978x% 4 0.0021038x3 x> — 0.0005115x7x3 — 0.008043x3x3 +0.044777x7 x5

+0.063526x1x3 +0.061809x5 — 1.059¢ — 08x7 — 5.2123e — 09xx; — 9.6255¢ — 09x3x3

—3.8033¢ — 08x7x3 +9.842¢ — 09x1 x5 — 1.0677¢ — 07x5 4 0.0036391x] +0.022924x3 x>

—0.020633x7x3 — 0.02393 1x123 + 0.0077391x5 + 1.6042¢ — 08x3 4 2.5372¢ — 08x7x>

—3.4824e — 08x1x3 +9.6258¢ — 08x3 + 0.01441x7 —0.0011919xx2 4 0.019356x3 — 0.09

(4.17)

Entdo, percebe-se que a depender da funcdo de inicializagdo é possivel ter um

dominio de atragdo maior gerado pelo método iterativo do Algoritmo 1. A Figura 17 ilustra

a comparacgdo entre os dominios de atracdo estimados através dos testes 1 e 7, os quais se

mostraram mais abrangentes. E possivel ver que os dominios estimados sao similares, dadi que

sua inicializacdo é dada por regides maiores.
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Figura 16 — Dominios de Atra¢do Estimados para o Sistema Nao-Afim em Malha Fechada -
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Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 17 — Dominios de Atracdo Estimados para o Sistema Nao-Afim em Malha Fechada -
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Assim como no exemplo anterior, utilizaremos a sugestdo de inicializacdo dada
no trabalho de Valmorbida e Anderson (2017) de utilizar a funcdo de Lyapunov do sistema
linearizado. Dado o sistema (4.11), assumindo que o ponto de operagdo é (x; ,x20) = (0,0),

podemos linearizar o sistema ao redor desse ponto. As equacdes diferenciais do sistema sdao

dadas por:

u=0.39-x1 —2.54-x,

X1=-2-x14+x +x%—|—x§ —u’

u

Xy = —X] —x2+x%~x§+ 1

Agora, para linearizar, podemos utilizar a expansdo de Taylor ao redor do ponto

de operacido (0,0). Para simplificar, considere u = 0 para a lineariza¢do, uma vez que estamos

expandindo em torno da origem:

X1~—-2-x1+x

Xo & —X1—Xp

As equacdes diferenciais linearizadas podem ser expressas de forma matricial:

X1 =2 1 X1
X2 -1 -1 X2
A matriz A é dada por:
-2 1
A=
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Agora, para encontrar a funcdo de Lyapunov para o sistema linearizado, vocé€ pode

procurar uma fungao quadratica do tipo:

V(x)=xTPx

Substituindo P pela matriz identidade, que é uma matriz simétrica definida positiva,

obtemos:

A derivada de V(x) ao longo das trajetdrias do sistema linearizado é dada por:

V(x)=xT (ATP+PA)x

Substituindo P pela matriz identidade e A pela matriz de coeficientes da equagao

linearizada, obtemos:

V(x) =xT(ATI+1A)x

V(x)=x" (AT +-A)x

Neste caso especifico, a matriz A é:

-2 1
A=
-1 -1
Portanto,
- -2 -1 -2 1
V(x)=x + X
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Simplificando,

A func¢do de Lyapunov para o sistema linearizado, considerando P como uma matriz

identidade, é:
V(x)=xTx

E a derivada de V(x) ao longo das trajetérias do sistema linearizado é negativa
definida. Portanto, a fung@o V (x) é uma fun¢ao de Lyapunov vélida para o sistema linearizado
ao redor do ponto de operagdo (0,0) com essa escolha especifica de P.

Portanto, V (x) = x” x pode ser escrita como x% —|—x% que ja analisamos anteriormente.
Valores foram atribuidos a matriz P, como uma matriz diagonal com elementos positivos.
Suponha que:

1 O
Pzp

0 p

A derivada de V(x) ao longo das trajetérias do sistema linearizado é dada por:
V(x) =xT(ATP+PA)x

Substituindo A pela matriz de coeficientes da equacgdo linearizada e P pela matriz
diagonal, obtemos:

pi 0O p1 0O
r -

Vix)=x"(A A)x

0 p 0 p

-2 —1 D1 0 D1 0 -2 -1
+
1 -1 0 po 0 po| |1 -1
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. -2 1 0 0 -2 1
V()C):)CT P1 4 P1 X
1 1|0 p 0 pl |1 -1

) -2 +
V(x):xT P1 P1TDp2 .

pit+p2 —2p>

Agora, para garantir que V (x) seja negativa definida, podemos escolher p; e p como
valores positivos. Uma escolha comum € fazer p; = 1 e p» = 2 (ou outros valores positivos de

sua escolha).

Entdo, uma alternativa para P seria:

E a funcdo de Lyapunov associada seria:

1 0
V(x)=x"Px=xT x = x} 4223
0 2

Desta forma, tomamos como inicializa¢do Ry = x% + Zx% eum Y= 0.01. A aplicacdo

do método resultou em y* = 1.7 e a regido de atracdo (R — y) foi

(R—17)9 = 0.015886x% 4 0.00068878x7x7 +0.098993x7 x5 — 0.29785x3x3 4 0.58022x7 x5
+0.17876x1x5 +0.753x5 4-9.579 1 — 06x; —3.4747¢ — 05xx2 +-0.00016679x3 x3 — 0.0001656x7 x3
+0.00048334x1 x5 +2.1734e — 055 — 0.079895x] +0.32884x3 x5 — 0.77015x3x3 +-0.11041x, x3
+0.48905x3 — 1.9951e —05x; +0.0001121x7x; —0.00044126x1 x5 — 2.0066¢ — 05x3 4+ 0.624 1x7

+0.34308x1x2 + 0.36089x% —1.7 (4.18)

Podemos observar na Figura 18 que conforme indicado nos estudos de Valmorbida
e Anderson (2017) a func¢do linearizada do sistema € uma boa candidata ao parametro de

inicializa¢do Ry, mas nao é uma regra, dado que diferentes atribui¢des de valores na Secdo 4.1.
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Figura 18 — Dominios de Atra¢do Estimados para o Sistema Nao-Afim em Malha Fechada -
Analise 06

3 s
© Ponto de Equilibrio
S — (R - 7)9
2 . muma (R - ’y)_’,
: Rw)
i R[]?
1F .—W‘—_ﬁ - :
f" *
5 i‘ “"ﬁ-‘;‘_\
1) \
o — A
L Fa iy Vs
&~y N £y v " LIRS
AN A v ] AR
CONY = )
\\ "'-...-/ A% ‘0\
L XY * -
ALY A\ ]
‘N’!-es, i;‘ 2
1 e s —
2
-3 1 .| 1 1 . i |
-3 -2 -1 0 1 2 3

Fonte: elaborada pelo autor.

Em resumo, evidencia-se que a escolha da inicializagdo Ry exerceu influéncia sig-
nificativa nos dominios finais em ambos os sistemas. A Secdo 4.1 proporciona uma anélise
comparativa do desempenho entre funcdes de Lyapunov polinomiais e racionais, demonstrando
que as LFs racionais estimaram dominios de atracdo substancialmente maiores do que aquelas
obtidas com fun¢des de Lyapunov polinomiais.

Além disso, observa-se que a inicializacdo com func¢des de maior magnitude resultou
em desempenho superior. Contrariando a intui¢do natural de que parametros de inicializacao
menores poderiam conduzir a uma maior precisdo, os resultados indicam o contréario. Essa
constatacdo destaca a importancia critica da escolha apropriada de parametros iniciais no processo

de estimativa de dominios de atracao.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho apresenta resultados que contribuem para os estudos no controle de
sistemas ndo lineares, utilizando a teoria da estabilidade de Lyapunov com funcdes racionais.
A andlise dos resultados permite comparar as diferentes inicializacdes do método iterativo
proposto, investigando o comportamento em sistemas nao lineares polinomiais afim da entrada e,
posteriormente, em sistemas nao lineares ndo-afim na entrada.

A pesquisa propoe a avaliacdo do desempenho de fun¢des de Lyapunov racionais
como estimativas de dominios de atracdo em sistemas ja controlados, cujas regides de atracao
sdo definidas por fungdes de Lyapunov polinomiais. A analise dos resultados obtidos através
do algoritmo iterativo revela a influéncia direta dos parametros de inicializa¢do nos resultados
finais.

De maneira consistente em todos os casos analisados, observou-se que a utilizacao
de fun¢des maximas de Lyapunov de natureza racional proporciona estimativas mais amplas da
regido de atracdo em comparacdo com funcgdes de Lyapunov polinomiais. Isto é especialmente
relevante, considerando que a contratividade e invariancia sdo garantidas mesmo com a expansao
da regido de atracdo em relacdo as estimadas com func¢des polinomiais de Lyapunov.

Os experimentos indicam que, nos casos em que a estimativa inicial da Regido de
Atragdo € dada por uma fun¢do polinomial mais ampla ou mesmo estd contida e préxima da
regido definida pela funcdo de Lyapunov polinomial, os resultados tendem a oferecer dominios
mais abrangentes. Vale ressaltar que a andlise cabe para sistemas que mesmo que ndo possuam
a origem como ponto de equilibrio em malha aberta, ao estar controlado possua o ponto de
equilibrio para a mesma, torna a andlise vidvel dado que o objeto de estudo foram sistemas
assintoticamente estabilizados em malha fechada.

Dado os resultados deste estudo, trabalhos futuros podem direcionar-se para a
aplicacdo dessas andlises em diferentes técnicas de controle e em aplicacdes préticas, como
em sistemas de poténcia. Devido a restricdes temporais, essa aplicacdo especifica ndo pdde ser
desenvolvida neste trabalho, apesar de sua importincia, uma vez que a maioria dos sistemas de

poténcia sdo racionais, uma classe que ainda ndo foi abordada nesta pesquisa.
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