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“An equation means nothing to me unless it ex-
presses a thought of God.”

(Srinivasa Ramanujan)



RESUMO

O problema da k-Floresta Geradora Balanceada em Arestas (k-FGBA) consiste em, dados um
grafo G ndo direcionado com pesos nas arestas e um inteiro k, encontrar uma floresta geradora de
G com k arvores, de forma a minimizar o peso da arvore mais pesada. No caso particular k =1, 0
problema se resume a determinar uma Arvore Geradora Minima. O problema foi introduzido em
2017, motivado por aplicacao em topologia computacional. O k-FGBA ja foi demonstrado ser
NP-Dificil mesmo para k = 2 ou para o caso de pesos unitdrios. Neste trabalho apresentamos e
provamos limitantes para o problema e um algoritmo de Programacdo Dindmica para o caso onde
o grafo de entrada é um caminho. Desenvolvemos duas novas heurfsticas para o problema. Além
disso, propomos trés formulacdes de Programacao Linear Inteira Mista (PLIM) para o k-FGBA,
junto com desigualdades vdlidas e um procedimento de fixacdo de varidveis que objetivam
fortalecer os modelos. Geramos um conjunto de instancias de forma aleatdria com as quais
avaliamos a qualidade dos procedimentos e formulacdes propostas. Os testes computacionais
sugerem que as heuristicas propostas podem ser adotadas como bons limitantes superiores
para o problema. Ademais, as formulagdes F_REP' ¢ F_ROT™" se destacaram, conseguindo
encontrar uma soluc¢ao 6tima dentro do limite de tempo estabelecido em 69,05% e 73,87%,

respectivamente, das instancias avaliadas.

Palavras-chave: k-floresta geradora balanceada em arestas; programa¢do matemadtica; algorit-

mos heuristicos.



ABSTRACT

The Edge Balanced Spanning k-Forest (k-EBSF) problem consists in, given an undirected edge-
weighted graph G and an integer &, finding a spanning forest of G with k trees, in order to
minimize the weight of the heaviest tree. In the particular case k = 1, the problem comes down
to determining a Minimum Spanning Tree. The problem was introduced in 2017 motivated by
applications in computational topology. The k-EBSF has already been shown to be NP-Hard
even for k = 2 or for the unit weight case. In this work, we present and prove bounds for the
problem and a Dynamic Programming algorithm for the case where the input graph is a path.
We introduce two new heuristics for the problem. Furthermore, we propose three Mixed Integer
Linear Programming (MILP) formulations for the k-EBSF together with valid inequalities and a
variable fixing procedure that aim to strengthen the models. We generated a set of instances to
evaluate the quality of the proposed procedures and formulations. Computational tests suggest
that the proposed heuristics can be adopted as good upper bounds for the problem. In addition,
the formulations F_REP™ and F_ROT™ stood out, managing to find an optimal solution within

the time limit in 69.05% and 73.87%, respectively, of the evaluated instances.

Keywords: edge-balanced spanning k-Forest; mathematical programming; heuristic algorithms.
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1 INTRODUCAO

Grafos sdo estruturas matematicas abstratas que nos permitem modelar diferentes
problemas. Essa estrutura consiste em um par ordenado (V. E), onde V é o conjunto de vértices e
E, o conjunto de arestas. Um vértice u € V representa um objeto e uma aresta uv € E representa
uma relagéo entre dois objetos u,v € V. Um grafo H(V',E") é chamado subgrafo gerador de
um grafo G(V,E) quando V' =V e E' C E, ou seja, possui os mesmos vértices de G € um
subconjunto de suas arestas.

Uma questdo fundamental em grafos é como a relacdo definida pelas arestas se
estende entre os vértices, conectando-os. Nesse sentido, define-se um caminho em um grafo
G(V,E) como uma sequéncia de vértices distintos (vo,vy,...,v,) onde v;viy| € E, para todo
i€{0,...,p—1}. Esse caminho conecta os vértices vy e v,,. Se hd pelo menos (resp. no maximo)
um caminho conectando cada par de vértices, o grafo é dito conexo (resp. aciclico). Um grafo
conexo e aciclico ¢ uma drvore. Uma floresta geradora F de G(V, E) consiste em um subgrafo
gerador aciclico. Se F é também conexo, dizemos que F' € uma arvore geradora.

Arvores e florestas geradoras sdo estruturas bastante tteis para descrever e estudar
conectividade minima (sem redundancia) em um universo ou subconjuntos desse universo.
Diversas aplicacdes sdo encontradas na literatura para problemas que podem ser modelados
por meio dessas estruturas: rede de sensores (MIN et al., 2006), geometria computacional
(PREPARATA; SHAMOS, 2012), andlise genética (EISEN et al., 1998), processamento de
imagens (LOVASZ, 1977), e entre outras. Essa gama de aplicacoes leva a uma grande quantidade
de variacdes de problemas de otimiza¢do sobre florestas e drvores.

O problema da k-Floresta Geradora Balanceada em Arestas (k-FGBA) consiste em,
dados um grafo G nao direcionado com pesos/custos nas arestas € um inteiro k > 1, encontrar
uma floresta geradora de G com exatamente k arvores, de forma a minimizar o peso! da drvore
mais pesada. Para k = 1, resume-se a encontrar drvore geradora minima do grafo G.

A Figura 1 apresenta um exemplo de instancia e soluc@o vidvel para o problema
considerando k = 2. O grafo exemplo € particionado em dois subgrafos conexos, identificados
pelas cores azul e amarelo na figura. Destacamos em seguida uma drvore geradora minima de

cada subgrafo, de peso 17 e 16, respectivamente. Portanto, a solucdo apresentada tem custo 17.

' O peso de uma 4rvore é a soma dos pesos de suas arestas.
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Figura 1 — Exemplo de Instancia e Solu¢ao para k-FGBA

Fonte: elaborado pelo autor.

Este problema foi apresentado em Madkour et al. (2017), sob a denominagao de k-
Floresta Geradora Minima (do inglés, Minimum Spanning k-Forest), motivado por uma aplica¢ao
de topologia computacional do software RIVET. Nessa aplicacdo se necessita realizar calculos
(pesados) em vértices de um dado grafo e o calculo em um vértice pode ser reutilizado para
aquele a ser efetuado em um vértice adjacente. Deseja-se paralelizar o processo em diversas
maquinas, para isso devemos dividir o grafo em k particdes conexas de forma a minimizar o
tempo final de execugdo.

Apesar da denominacdo inicial do problema em Madkour et al. (2017) ser diferente,
utilizamos aqui a designagao k-Floresta Geradora Balanceada em Arestas por considera-la mais
representativa da descri¢do do problema e pela denominacao similar vir sendo empregada mais
recentemente para nomear problemas semelhantes (ver por exemplo (ANDERSSON et al., 2003;
CHEN et al., 2020; MIYAZAWA et al., 2020; WANG et al., 2013)).

O problema k-FGBA foi demonstrado ser NP-Dificil ja para k = 2 (MADKOUR et
al., 2017) ou mesmo que os pesos sejam unitdrios (VAISHALI ez al., 2018). No trabalho de
Madkour et al. (2017) sdo apresentadas duas heuristicas para o problema. Vaishali et al. (2018)
apresentam um algoritmo polinomial para quando o grafo é uma arvore. Em (ANDERSSON et
al., 2003), o k-FBGA € estudado quando os vértices sdo pontos em um plano € o custo das arestas
refere-se a distancia euclidiana entre seus vértices extremos. O trabalho apresenta algoritmos
aproximativos para os casos k =2 e k > 3.

Uma variagdo do problema, apresentada em Guttmann-Beck e Hassin (1997), visa,
dado um grafo completo com pesos nas arestas € um inteiro k, determinar k& subconjuntos
disjuntos de vértices de mesmo tamanho, minimizando a 4rvore geradora minima de maior custo.
Este problema pode ser visto como o k-FGBA com a adi¢ao da restri¢do de que as parti¢des

de vértices possuam mesmo tamanho. Este caso também é NP-Dificil, e na literatura podemos
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encontrar algoritmos aproximativos (GUTTMANN-BECK; HASSIN, 1997, GUTTMANN-
BECK; HASSIN, 1998).

Outras variagdes também sdao mencionadas na literatura, porém ainda muito pouco
ou nada exploradas. Estas variacdes referem-se a modificagdes na funcio objetivo, tais como,
maximizar o custo da drvore de menor custo ou minimizar a diferenca de custo das arvores de
maior € menor custo.

O k-FGBA esta bastante relacionado com o problema da k-Parti¢do Conexa Balance-
ada (BCPy). Assim como o k-FGBA, o BCP;, busca determinar uma floresta com k arvores de
forma a balancear os custos das arvores, ou seja, procurando equilibrar os custos das arvores. Po-
rém, neste problema os custos estdo associados aos vértices (e ndo as arestas). O BCPy, é bastante
explorado na literatura, possuindo algumas variagdes, dadas pela modificagdao da fungdo objetivo.
As versdes mais estudadas consistem em minimizar a maior componente (min-max BCPy) ou
maximizar a menor componente (max-min BCP;). Os dois problemas ja foram demonstrados
ser NP-Dificeis mesmo para grafos bipartidos com custos unitarios (DYER; FRIEZE, 1985).
Ademais, ja foram propostos algoritmos aproximativos para estes problemas para os casos gerais
e para casos com k fixo (CHEN et al., 2020).

O objetivo deste trabalho € propor métodos heuristicos e exatos para o problema
k-FGBA e comparar os mesmos com as abordagens ja existentes na literatura.

O restante do texto estd organizado como segue. O Capitulo 2 apresenta alguns
conceitos preliminares considerados relevantes para o entendimento do trabalho. No Capitulo 3
¢ apresentada a definicdo formal do problema e resultados tedricos relevantes. No Capitulo 4 sdo
apresentadas e analisadas as heuristicas propostas. J4 no Capitulo 5 sdo discutidas formulagcdes
e desigualdades validas. No Capitulo 6 sdo apresentados os experimentos computacionais
realizados e seus respectivos resultados. Por fim, no Capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes e

apontados trabalhos futuros.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo sdo apresentados os principais conceitos utilizados no decorrer do
texto. Na Secdo 2.1 sdo abordados os conceitos relacionados a Programacao Linear/Inteira
e Desigualdades Validas. Na Sec¢do 2.2 sdo apresentados conceitos e notacdes de Teoria dos
Grafos. Detalhes mais aprofundados nestes temas podem ser obtidos em Cormen et al. (2002),

Hillier e Lieberman (2013), West et al. (2001), Wolsey (1998) e Wu e Chao (2004).

2.1 Programacio Matematica

Problemas de otimizacdo sdo aqueles que envolvem encontrar a melhor solugao
possivel para uma determinada situacdo, considerando certas restricdes. Usualmente, esses
problemas podem ser descritos por um modelo matematico, consistindo de expressdes matemaéti-
cas definidas a partir de varidveis (de decisdo). Tais expressoes descrevem tanto as restri¢des
do problema quanto o ranqueamento de suas solugdes vidveis. Nesse contexto, denominamos
solucdo qualquer atribui¢do de valores as varidveis do modelo matemético. Uma solugdo € dita
vidvel quando a mesma atende a todas as restri¢des, € invidvel, caso contrario. Uma solucdo é
dita 6tima se ela possui 0 maior (no caso de maximiza¢ao) ou menor (no caso de minimizagao)
valor possivel de funcdo objetivo (que ranqueia as solugdes) dentre as solucdes viaveis.

Programacao Linear (PL) € uma subdrea da otimiza¢gdo matematica. O termo linear
refere-se ao fato de que todas as expressdes matematicas usadas no modelo sdo lineares nas
varidveis. Além disso, neste tipo de modelo, todas as varidveis utilizadas sdo continuas. Ha
um numero finito de varidveis e restricdes. Mantendo essas propriedades principais, podemos
obter diferentes modelos matematicos, porém todos eles podem ser convertidos para formas
especificas com caracteristicas adicionais.

Em particular, na forma canonica, todas as restricoes do problema sao expressas
como desigualdades. Especificamente, em um problema de maximizacgdo, essas restricdes sao
do tipo "menor ou igual a"(<). Além disso, as varidveis s@o ndo negativas. Sendo assim,
considerando x € R" o vetor das variaveis, ¢ € R" e b € R™ vetores constantes com coeficientes
da fungdo objetivo e termos independentes das restri¢cdes, e A € R™*" a matriz de coeficientes

das restri¢des, o modelo geral de PL na forma candnica é dado por:
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T

max ¢ x
sujeito a
(2.1)
Ax<b
x>0

Mostra-se que as varidveis nao nulas de uma solu¢do 6tima (caso exista alguma) s@o
dadas pela resolugdo de um sistema linear A’x’ = b, onde A’ é uma submatriz quadrada de A e b’
o subvetor correspondente em b. Solucdes assim obtidas, sdo chamadas basicas. A partir dessa
propriedade, em 1947, George Dantzig criou um algoritmo eficiente, conhecido como Simplex,
para a resolucao de problemas de PL. O Simplex é um método iterativo exato que busca resolver
de forma 6tima problemas de PL. O algoritmo possui um procedimento que permite identificar,
a partir de qualquer solucao vidvel basica, uma nova solugdo bésica vidvel melhor, ou permite
terminar a busca quando nao for mais possivel encontrar tal solu¢ao. Ha outros métodos para
resolver problemas de PL., como os métodos de pontos interiores.

Modelos de Programacdo Linear Inteira, ou somente Programacao Inteira (PI), sdo
modelos de PL acrescidos de restri¢des de integralidade sobre as varidveis, ou seja, estas precisam
assumir um valor inteiro. Outro caso particular € quando as varidveis sdo inteiras e restritas aos
valores zero ou um, esse caso € conhecido como Programacao Linear Inteira Bindria. Quando
no modelo ha algumas varidveis continuas e outras inteiras, temos o que denominamos de
Programacdo Linear Inteira Mista (PLIM).

Um conceito muito importante em PI € o de relaxagdo linear. Dado um modelo de
PI, a relaxacdo linear € obtida removendo as restricdes de integralidade das varidveis. Note que
uma solucao 6tima da relaxacgao linear pode ser obtida utilizando algoritmos como o Simplex.
Além disso, a relaxagao linear nos fornece limitantes para o problema original, que sdo bastante
uteis nos métodos de resolugdo em PI. Tipicamente, esses métodos realizam buscas na regidao
das solucdes vidveis, e algumas sub-regides podem ser descartadas a partir desses limitantes.

Apesar dos modelos matemadticos representarem muitos problemas de forma precisa,
as solugdes destes modelos podem ser extremamente custosas, principalmente em relagdo a
tempo computacional. Com a finalidade de contornar esta situacdo, podemos modificar o
conjunto de restricdes do modelo. Neste contexto, uma das estratégias utilizadas € a adi¢do de

desigualidades validas.
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Considere P um problema de Programacao Inteira e P’ o modelo de Programacio
Inteira obtido adicionando uma restri¢do qualquer. Esta restricdo € dita desigualdade valida se, e
somente se, toda solugdo vidvel em P também € vidvel em P’. Note que, embora essa restri¢ao
adicional nao elimine soluc¢des vidveis do problema de programacdo inteira, ela pode descartar
solugdes vidveis de sua relaxacao linear, ou seja, pode haver solucdo que seja vidvel na relaxagdo
linear de P, mas que ndo seja vidvel na relaxacdo linear de P'. Esse fato pode levar a melhoria

dos limitantes e, assim, contribuir para a resolu¢io mais eficiente do modelo.

2.2 Teoria dos Grafos

Um grafo simples G consiste em um par ordenado (V,E), onde V é um conjunto
nao vazio de vértices e E conjunto de arestas. Um vértice u € V representa um objeto e uma
aresta {u,v} € E (denotada simplesmente por uv) representa uma relacdo entre dois vértices
distintos u,v € V. A Figura 2 exibe uma representacdo grafica de um grafo simples, onde
V = A{uy,up,u3,us,us, ug,u7} € E = {ujuy,ujus, ujuy, uzuy, usus, usls, Uqity, usilg, usie7 }. Dois
vértices u,v € V sdo ditos adjacentes quando existe uv € E. Denotamos Ng(u) o subconjunto de
vértices adjacentes a u no grafo G, ou seja, Ng(u) = {v € V: uv € E}. Comumente utiliza-se
n=|V|em=|E|.

Figura 2 — Exemplo de Grafo Simples
ui Ug

uz
u us

us Uy

Fonte: elaborado pelo autor.

Considere um grafo G(V,E). Um grafo H(V',E’) é dito subgrafo de G quando
V! CV eE' CE. Além disso, dizemos que H é subgrafo gerador de G quando V' = V. H ¢ dito
subgrafo induzido por V' se, e somente se, H é subgrafo e para todos u,v € V' temos que uv € E’
se uv € E. Denotamos por G[V'] o subgrafo de G induzido por V' C V. Um subgrafo H é dito
clique quando, para todo, u,v € V': u # v, temos que uv € E’.

Um caminho € um grafo cujos vértices podem ser dispostos em uma sequéncia linear
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de modo que dois vértices sdao adjacentes se, e somente se, eles sdo consecutivos na sequéncia.
O primeiro e o ultimo vértices da sequéncia sdo os extremos do caminho. J4 um ciclo consiste
em um grafo cujos vértices podem ser dispostos em uma sequéncia ciclica de modo que dois
vértices sao adjacentes se, e somente se, eles sdo consecutivos na sequéncia. A Figura 3 apresenta

exemplos de grafos caminho e ciclo.

Figura 3 — Exemplos de Grafos

ui
us u
u u u u
o 5 5 o wgou
(a) Grafo Caminho (b) Grafo Ciclo

Fonte: elaborado pelo autor.

Um (u,v)-caminho em um grafo consiste em um subgrafo caminho cujos extremos
sdo os vértices u e v. Um grafo € dito conexo quando, para quaisquer u,v € V, existe pelo menos
um (u,v)-caminho. Um grafo é dito aciclico se ndo contém um subgrafo ciclo. Todo grafo
aciclico € denominado floresta. Todo grafo aciclico e conexo é denominado arvore. O Teorema 1

apresenta um conjunto de proposicdes que caracterizam uma arvore.

Teorema 1 (WEST, 2001). Temos que as seguintes proposicoes sdo equivalentes:
1. G é aciclico e conexo.
2. Géconexoe |[E|=|V|—1
3. Géaciclicoe |[E|=1|V|—1

4. Para todo u,v € V, G possui exatamente um (u,v)-caminho.

Um grafo € dito ponderado (em arestas) quando existe uma fun¢do c¢: £ — R que
atribui um peso para cada aresta. O peso (ou custo) de um subgrafo ponderado € a soma dos
pesos de suas arestas. A distancia entre dois vértices u,v em um grafo ponderado, denotada por
d(u,v), é o menor peso (custo) de um (u,v)-caminho no grafo.

Existem diversos algoritmos na literatura para determinar um (u,v)-caminho (de
peso) minimo em grafos onde ¢(uv) > 0, para todo uv € E, ou em grafos que néo possuem ciclo

(de peso) negativo. Em particular, o algoritmo Dijkstra permite calcular o menor caminho de um
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vértice especifico a cada um dos demais vértices. Ja o algoritmo Floyd-Warshall permite calcular
o menor caminho entre todos os pares de vértices do grafo.
O Algoritmo 1 apresenta o pseudocddigo do algoritmo Floyd-Warshall, que possui

como entrada um grafo ponderado G e retorna a matriz de distancia entre os pares de vértices.
Algoritmo 1: Floyd-Warshall

1 inicio

2 Para u ¢V faca

3 D, +0

4 Parav eV )\ {u} faca
5 Se uv € E entao

6 ‘ Dy, < c(uv)

7 Sendo

8 ‘ D,, < o

9 Para u € V faca

10 Parav cV faca

1 Para w €V faca

12 Se D,, > D, + D,,, entao
13 D,, +~D,,+D,,

14 Retorna D

Denominamos arvore geradora de um grafo, um subgrafo gerador que é uma arvore.
Uma arvore geradora minima em um grafo ponderado G, consiste na drvore geradora de menor
peso (custo) possivel. A Figura 4 apresenta um exemplo de um grafo e de uma a arvore geradora

minima, que possui custo total igual a 37.
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Figura 4 — Exemplo de Arvore Geradora Minima

Fonte: elaborado pelo autor.

Os algoritmos Kruskal e Prim sdo duas estratégias iterativas para resolver o problema
da arvore geradora minima em um grafo. Comec¢ando de um grafo gerador sem arestas, a ideia do
algoritmo Kruskal € inserir, a cada passo, a aresta de menor peso que nao gere um ciclo com as ja
inseridas na solucdo. Enquanto isso, o algoritmo de Prim comeca de um vértice inicial qualquer
e, em cada iteracdo, seleciona o vértice mais préximo do conjunto de vértices ja escolhidos,
expandindo a 4rvore geradora formada através da aresta de menor custo que conecta esse vértice
a tal conjunto.

A Figura 5 ilustra a aplicagdo do Algoritmo Kruskal ao grafo da Figura 4. Note que,
a cada iteracao de Kruskal, tem-se uma floresta geradora de peso minimo, que vai, ao final, se
transformar numa 4rvore. A implementacdo deste algoritmo pode ser feita usando uma estrutura
de conjuntos disjuntos, cada um deles representando uma arvore da floresta.

O Algoritmo 2 apresenta o pseudocddigo do algoritmo Kruskal. Para a representacao
e operagdes de conjuntos disjuntos, o algoritmo faz uso das operacdes UNION e FIND, onde
temos duas operacdes FIND-SET e UNION. O FIND-SET recebe como parametro um vértice u
e retorna o vértice que representa o conjunto em que u estd contido; inicialmente cada vértice
representa o seu proprio conjunto. A operagdo UNION recebe como parametro dois vértices e

realiza a unido dos dois conjuntos aos quais os vértices pertencem.



Figura 5 — Exemplo de Aplica¢do do Algoritmo Kruskal
N
10

Fonte: elaborado pelo autor.
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Algoritmo 2: Kruskal

1 inicio

2 Crie um vetor 7 com n posi¢des

3 Para u € V faca

4 Tu] + u

5 | Ordene as arestas ey, ez, - ey, onde c(e;) < c(ej) Vi,j€ [m]: i< j.

6 Parai« 1,2,--- ,mfaca

7 Seja uv = e¢;
8 Se FIND-SET(u) # FIND-SET(v) entao
9 UNION(u,v,T)

10 Retorna T

Um grafo direcionado D, também denominado digrafo, consiste em um par ordenado
(V,A), onde V é o conjunto de vértices e A o conjunto de arcos. Um arco consiste em um
par ordenado de vértices (u,v), representando um relacionamento direcionado de u para v.
Diferentemente de um grafo simples, um digrafo descreve relacionamentos possivelmente ndao
simétricos entre objetos (vértices). Dizemos que o arco (u,v) sai do vértice u e entra no vértice
v. Definimos o conjunto N (), como os vértices v € V, onde (u,v) € A. De forma similar,
definimos N~ (u), como os vértices v € V, onde (v,u) € A.

Um caminho direcionado € um digrafo cujos vértices podem ser dispostos em uma
sequéncia linear, de modo que existe arco de u para v se, € somente se, v € consecutivo a u na
sequéncia. Um (u,v)-caminho em um digrafo consiste em um subgrafo caminho direcionado de
u para v. Uma arborescéncia € um grafo direcionado, onde existe um vértice especial r, chamado
raiz, tal que ha um tnico (r,v)-caminho para cada vértice v. Note que, transformando cada
arco de uma arborescéncia numa aresta, obtemos uma arvore. Similarmente, escolhido um né
arbitrario r de uma arvore T, podemos atribuir uma orientagao a cada aresta de T para obtermos
uma arborescéncia T, de modo que todo (r,v)-caminho em T corresponde a um (r,v)-caminho
direcionado em 7.

Um digrafo D € dito simétrico quando (u,v) € A se, e somente se, (v,u) € A. Todo
grafo simples G(V, E) possui um digrafo simétrico D(V,A) associado, onde cada aresta uv € E
origina dois arcos (u,v) e (v,u) em A, ou seja, A = {(u,v), (v,u) : uv € E}. Ao longo do texto,
usamos o conjunto A(G) = {(u,v), (v,u): uv € E} para representar a orientagdo simétrica de G.

A Figura 6 apresenta o digrafo simétrico associado ao grafo da Figura 2.



Figura 6 — Digrafo Simétrico Associado
ui Ue

175) us

u3 Uy

Fonte: elaborado pelo autor.
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3 K-FLORESTA GERADORA BALANCEADA EM ARESTAS

Este presente capitulo apresenta conceitos e resultados tedricos do problema k-
FGBA. Na Secido 3.1 ¢ apresentada a definicao formal do problema. Na Secdo 3.2, discutimos a
relacdo entre a k-FGBA e o Problema da k-Particio Conexa Balanceada (BCPy), destacando sua
equivaléncia em determinadas condi¢des. Além disso, abordamos a complexidade computacional
do problema, apresentando um algoritmo exato para caminhos. Por fim, na Secao 3.3, exploramos

limitantes tedricos associados ao problema k-FGBA.

3.1 Definicao

Uma k-Floresta pode ser definida como um grafo aciclico que contém exatamente k
arvores. O problema da k-Floresta Geradora Balanceada em Arestas (k-FGBA) pode ser definido

da seguinte forma:

Definicao 2. Dados um grafo G ndo direcionado com pesos/custos nas arestas e um inteiro k, o
problema k-FGBA busca determinar uma k-Floresta geradora de forma a minimizar o peso da

drvore mais pesada.

Podemos também pensar o problema como um particionamento do conjunto de
vértices em k conjuntos Vi, Vs, - -+, Vi, disjuntos dois a dois, onde V; # 0 e G[V;] é conexo para
todo i € [k], de modo a minimizar a fun¢ao max{W(V;): i € [k]}, sendo W(V;) o custo de uma

arvore geradora minima de G[V;].

3.2 Complexidade Computacional

Em Madkour et al. (2017), o problema k-FGBA ¢é demonstrado ser NP-Dificil ja
para o caso k = 2. Vaishali et al. (2018) demonstram que esta complexidade se mantém a mesma
para o caso onde as arestas possuem peso unitdrio. Em Andersson et al. (2003) sdo apresentados
algoritmos aproximativos para o caso onde os vértices sdo pontos no plano e o custo das arestas
refere-se a distincia euclidiana entre eles.

O Problema da k-Particdo Conexa Balanceada (BCP;) consiste em uma varia¢ao do
problema k-FGBA, onde também desejamos uma k-floresta geradora cuja drvore mais pesada
tenha o menor peso, porém agora considerando que os pesos/custos sdo associados aos vértices.

Os problemas k-FGBA e BCP;, sdo equivalentes quando os pesos (em cada problema) sio
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unitdrios, pois neste caso o peso em vértices e o peso em arestas de cada arvore difere sempre
em uma unidade.

Em Vaishali et al. (2018) é apresentado um algoritmo exato de complexidade O (kn?)
para o problema k-FGBA no caso onde o grafo de entrada € uma arvore (ponderada) com n
vértices. Em Frederickson e Zhou (2017) é apresentado um algoritmo O(n) para o problema
BCP;, quando o grafo de entrada € uma 4rvore com pesos unitarios nos vértices. Pela equivaléncia
citada acima, concluimos que existe um algoritmo O(n) para k-FGBA quando o grafo de entrada
€ uma arvore com pesos unitdrios (nas arestas).

Neste contexto propomos um algoritmo de Programag¢do Dindmica para o caso
onde o grafo de entrada G é um caminho com pesos arbitrarios. O Algoritmo 3 apresenta um
pseudocddigo do procedimento proposto. Ele se baseia no fato de que resolver k-FGBA em um
grafo caminho consiste em determinar k — 1 arestas a serem removidas de forma a minimizar
o subcaminho de maior custo. Isso nos leva a seguinte equagdo de recorréncia associada ao
problema.

Sejam ey, e, ..., e, as arestas do caminho, de acordo com a sequéncia de vértices.
Para j > i, sejam P,; o subcaminho contendo as arestas ¢;, . .., e; e c(F;j) o peso deste subcaminho.
Por conveniéncia, se j < i, P;j representa um caminho sem arestas, com peso zero. Considere
ainda 7 (i, j) o maior peso de um subcaminho de P,, retirando j arestas, parai € {1,...,m} e

Jj€A{0,....om—i+1}, j <k Paratodoi€ {1,...,m}, temos entdo que:

T(i,0) =c(Pim) (3.1
T(i,j) =, min lmax{c(&g,l),T(ﬁ—kl,]’—1)} Vie{l,....m—i+1},j<k (3.2)
=i,....,m— J+

A expressdo (3.1) é trivial, pois, quando nao se retiram arestas (j = 0), T(i, j) € o préprio peso
do caminho de ¢; a e,,. Se ¢/ € a primeira aresta removida de P, entdo T;; € dado pelo maior
valor entre o peso do subcaminho ¢;,...,ey_1 € 0 subcaminho mais pesado de Py, com j—1
arestas retiradas. A expressio em (3.2) considera todos os possiveis valores para ¢ e escolhe a
melhor possibilidade.

O algoritmo implementa essa recorréncia. Inicialmente, ele ird calcular, no vetor
sum, a soma acumulada dos custos das arestas. Assim, obtemos c(P;;) = sum/[j] — sum[i —1]. As
linhas 4-6 correspondem a base da expressao recursiva. A entrada 7'[m + 1,0] é inicializada por
conveniéncia. As outras entradas da tabela, para j € {1,...,k—1}ei€ {l,...,m— j+ 1}, sdo

determinadas no laco das linhas 7-16, em ordem crescente de j e decrescente de i. S[i][j] guarda
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o indice ¢ da aresta e, que fornece o valor de 7T'[i, j] na expressdo (3.2). O algoritmo apresentado

possui complexidade O(kn?).

Algoritmo 3: Algoritmo de Programacao Dinamica para Caminhos

1 inicio

2 Construa o vetor sum, onde sum[0] = 0 e sumli] = Z cle) Vie{l,---|E|}
1<I<i

3 Construa a tabela 7' de dimensdo (m+ 1) x k

4 Parai« 1,2,--- ,mfaca

5 | T[)[0] < sum[m] — sum|i— 1];

6 | T[m+1][0] oo

7 Para j < 1,2,...,k— 1 faca

8 Parai<m—j+1,...,1faca

9 T[i)[j] = e, S[i][j] ¢ —1

10 Para /<« ii+1,....m— j+1faca

1 aux < max{sum[l — 1] —sum[i — 1], T[{+1][j — 1]}

12 Se T'[i][j] > aux entdo

13 T[i][j] + aux

14 S[)[j] < ¢

15 | Retorna S,T[1][k—1]

3.3 Limitantes

Considere FY* a k-floresta geradora de G encontrada pelo algoritmo Kruskal quando
a solugio (parcial) possui exatamente n — k arestas. Seja w(FK) o peso da drvore mais pesada
em FOk g ¢(FOK) = Y.cp(rorc(e). O Teorema 3 apresenta limitantes para o problema k-
FGBA. Em particular, o limitante inferior baseia-se no fato de que o algoritmo de Kruskal, a
cada x arestas escolhidas, obtém a (n — x)-floresta geradora de menor peso. Por completude,

apresentamos uma prova para esse resultado.

Teorema 3. Seja OPT (G, k) o valor da solugdo étima do problema k-FGBA para a instdncia

FG’k
(G.K). Entdio <. - ) < OPT (G, k) < w(FO¥),

Demonstracdo. Inicialmente observe que FO* é um grafo aciclico, pois o algoritmo Kruskal

ndo insere nenhuma aresta que gere ciclo, logo é uma floresta geradora. Como possui exatamente

n — k arestas, temos que F Gk

€ uma k-floresta, logo € uma solucdo vidvel para a instancia
(G,k). Como o k-FGBA é um problema de minimizagio e F Gk ¢ uma solugdo vidvel, temos que

OPT (G, k) < w(FG*).
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Queremos provar que @ < OPT (G, k). Seja F* # F%* uma solugio 6tima do

problema k-FGBA para a instancia (G, k), ou seja, OPT (G, k) = w(F™*).

Considere e, ey, ,e,_; € E(FO¥) tal que c(e1) < c(ep) < --- < c(ep—_i). Além
disso, €,€5,--- ,e),_, € E(F*), tal que c(e}) < ¢(e5) < --- < c(e],_,). Construa uma k-Floresta
F* a partir da solugio F*, utilizando o seguinte procedimento:

1. Inicialmente, sejam €/,¢},--- e/, as arestas de F*.

2. Selecione o menor indice i, tal que ¢; # /. Pela constru¢do do algoritmo Kruskal, temos
que ¢(e;) < c(e}). Caso ndo exista tal indice, finalize o procedimento.

3. Caso E(F*)U{e;, €} ndo gere ciclo, faca ¢! < e;, ou seja, E(F*) = E(F*)U{e;} \ {€}}.

4. Caso contrério, por Kruskal, E(F*)U{e;, e;} contém tnico ciclo, que envolve aresta e’; com
Jj>i. Faga(e},....e} y,€}) < (ei,efs....€; 1), ouseja, E(F*) = E(F*)U{e;,ei} \ {€}}.
Volte ao passo 2.

Ao final do procedimento temos que F* = FO*_ Note que sempre trocamos as
arestas de forma a manter £* uma floresta e a nunca aumentar o seu custo total. Logo, no final,
c(F*) = c(F9K) < ¢(F*). Observe que ¢(F*) < k-w(F*) = k- OPT (G, k), pois cada umas da k

Gk
subarvores em F* tem custo menor ou igual a w(F*). Portanto, C(Fk ) < OPT (G,k). O
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4 ALGORITMOS HEURISTICOS

Neste capitulo apresentamos algoritmos heuristicos para o problema k-FGBA. Na
Secdo 4.1 sdo citados os algoritmos ja existentes na literatura, bem como sdo apresentados os
algoritmos propostos neste trabalho. Ja na Se¢do 4.2 é apresentada uma avaliacio experimental

visando comparar os algoritmos propostos com aqueles da literatura (MADKOUR et al., 2017).

4.1 Algoritmos Propostos

No trabalho de Madkour et al. (2017) s@o apresentadas duas heuristicas para o
problema explorado. A primeira heuristica, que serd denominada de H_NCauts, consiste em
um algoritmo espectral cuja ideia € determinar k clusters, onde as arestas internas sdao de baixo
custo e as externas de alto custo. Como medida de similaridade entre dois vértices u,v € V,
o algoritmo adota L — d(u,v), onde L = max{d(w,z): w,z € V}. E construido uma matriz de
similaridade n x n. O algoritmo ird calcular o autovetor desta matriz e ird dividir o conjunto
de vértices em dois de acordo com a positividade dos componentes do autovetor. A heuristica
utiliza convergéncia de matrizes cujos limitantes de tempo sdo pouco precisos, mas a mesma
faz uso do algoritmo Floyd-Warshall para determinar a menor distancia entre todos os pares de
vértices. Logo o algoritmo possui complexidade de tempo de Q(n3).

A segunda heuristica, que denominaremos por H_DPCuts, trata-se de um algoritmo
de Programagdo Dinamica. Inicialmente € obtida uma drvore geradora minima do grafo G,
através de um algoritmo Kruskal ligeiramente modificado que visa reduzir o grau dos vértices da
arvore. Apds isso, o algoritmo determina o caminho de maior peso na drvore. O procedimento ird
empregar a técnica de Programacgo Dinamica, utilizando um conjunto de penalidades e descontos,
para que a remocgao de arestas deste caminho resulte em subarvores de custos proximos a @,
onde ¢(T) é o custo da drvore geradora minima 7' do grafo G. Caso o algoritmo retorne menos
que k subdrvores, entdo o mesmo procedimento € aplicado na subarvore de maior custo. Caso
o algoritmo encontre um nimero maior que k de subdrvores, deve-se adicionar arestas que
conectam subdrvores de menor custo. O algoritmo possui complexidade de tempo de O(m?).

Neste trabalho propomos duas novas heuristicas para o problema. O primeiro
procedimento, denominado H_INS, possui como ideia central inserir, a cada iteracdo, uma aresta
de forma gulosa, ou seja, a aresta que minimiza a funcao objetivo de uma iteracao para outra.

O algoritmo finaliza quando inserimos as n — k arestas. O pseudocddigo desta heuristica é
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apresentado no Algoritmo 4. O vetor 7' ird armazenar os representantes dos conjuntos disjuntos
de vértices, e o vetor Z guardard o custo da arvore que contém cada vértice representante. O vetor
T ¢é atualizado a cada operagdo UNION. As operagdes de UNION-FIND foram implementadas
utilizando a estratégia de path compression (CORMEN et al., 2002). H_INS possui complexidade

de tempo O((n — k)mlogn).
Algoritmo 4: Heuristica H_INS

1 inicio

2 Crie os vetores T e Z com n posi¢des cada
3 Para u ¢ V faca

4 Tlu|<u

5 Zlu]+0

6 Parai« 1,2,--- ,n—kfaca

7 Selecione uv = ¢, com j € [m], tal que FIND-SET(«) # FIND-SET(v), de forma
a minimizar Z[FIND-SET ()] + Z[FIND-SET(v)] + c(uv)

8 Z[FIND-SET(u)] < Z[FIND-SET (u)] + Z[FIND-SET (v)] + c(uv)

9 UNION(u,v,T) // Acrescenta ao conjunto de u os elementos do

conjunto de v e atualiza os representantes

10 Retorna T

A segunda heuristica se baseia na intuicdo de que vértices distantes no grafo nao
devem pertencer 2 mesma arvore em uma soluc¢ao 6tima do problema k-FGBA. Desta forma,
primeiro propomos um procedimento que visa determinar vértices que possivelmente nao estiao
em uma mesma arvore. Dado o grafo de entrada G(V,E) e um valor positivo A, considere
Gy, = (V,E;),onde Ej ={uv € E: d(u,v) > A}. Assim, uma clique de tamanho pelo menos k
no grafo G, pode significar k vértices que possivelmente estdo em arvores disjuntas. Note que
podemos tomar A € [/,L], onde [ = min{d(u,v): u,v € G} e L =max{d(u,v): u,v € G}.

A ideia inicial do segundo algoritmo proposto, denominado H_Clique, € encontrar,
através de busca bindria, o maior valor de A de forma que exista uma clique de tamanho pelo
menos k. O problema desta abordagem € que determinar de forma exata a maior clique em um
grafo é NP-Dificil. Desta forma, adotamos um procedimento que, a cada iteragdo, iniciando de
um vértice u € V como solugdo parcial e, utilizando o algoritmo DSATUR (BRELAZ, 1979),
busca encontrar a maior clique no grafo G, [N (u)]. Apds determinar os k vértices base, as arestas

sdo inseridas, a partir destes vértices, seguindo uma abordagem gulosa: a cada vez insere-se a
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aresta que gera o menor valor de funcdo objetivo. O pseudocédigo de H_Clique é apresentado

no Algoritmo 5. O algoritmo proposto possui complexidade O(n(m+ nlogn)logL + nmlogn).

Algoritmo 5: Heuristica H_Clique

1 inicio

2 d < Floyd-Warshall(G)

3 | Sejal=min{d(u,v): u,v € G} e L=max{d(u,v): u,v € G}
4 Cliquepgy < 0

5 Enquanto / < L faca

6 A+ LLTHJ

7 Construa o grafo G,

8 Clique <0

9 Para u € V faca

10 C < DSATUR(G),[N(u)]) U{u}
11 Se |C| > |Clique| entao
12 Cligue + C

13 Se |Clique| > k entao

14 Cliquepgy < Clique

15 [+ A+1

16 Senao

17 L+ A-—1

18 Para u € V faca

19 Se u € Cligue entao
20 ‘ Tu] < u

21 Senao

b) ‘ Tlu] + —1

23 Zu] <0

24 Parai« 1,2,--- ,n—kfaca

25 Selecione uv = ¢;, com j € [m], tal que T'[u] # —1 ou T'[u] = —1, de forma a
minimizar Z[FIND-SET (u)] 4 c(uv)

26 T[v] < FIND-SET(u)

2 Z[FIND-SET (1)) +— Z[FIND-SET(u)] + c(uv)

28 Retorna T




33
4.2 Comparacao dos algoritmos

Com o intuito de avaliar a eficiéncia no que diz respeito a qualidade das solucoes
geradas pelas heuristicas, foram realizados experimentos computacionais. Consideramos todas
as instancias' também utilizadas nos testes finais (Capitulo 6), porém, apenas para k >2 e G
conexo. Esta filtragem se deu pelo fato das heuristicas apresentadas em Vaishali et al. (2018) nao
serem inicialmente projetadas para o caso k = 1 e para quando o grafo de entrada é desconexo.
Além disso, para k = 1, o problema resume-se a encontrar uma arvore geradora minima. Assim,
nestes experimentos foram utilizadas 516 instancias, cujo processo de geragdo € descrito na
Secdo 6.1. O ambiente computacional adotado € descrito na Se¢do 6.2. Vale destacar que foram
utilizadas as implementagdes das heuristicas da literatura disponibilizadas em Vaishali et al.
(2018).

A Tabela 1 apresenta um resumo dos testes realizados. A coluna % representa
a porcentagem de instincias, onde o algoritmo encontrou a melhor solucdo entre todos os
procedimentos, e gap(%) € a distancia média, em percentual, que a solucdo da heuristica estd da

melhor solucdo. A coluna N refere-se ao nimero de instancias em cada caso.

Tabela 1 —Resumo dos resultados em relagdo ao parametro k

Classe | &k | N H_NCuts H_DPCuts H_Clique H_INS
gap(%) | % | gap(%) | % || gap(%) | % || gap(%) | %
2 |40 8.33 30.00 8.83 40.00 0.62 97.50 17.45 5.00
4 140 | 19.79 | 15.00 16.57 | 27.50 0.00 100.00 || 31.93 22.50
¢ 8 |40 | 4340 | 2250 | 48.64 | 25.00 3.75 95.00 27.65 47.50
16 | 30 | 74.56 | 10.00 || 121.06 | 6.67 7.78 90.00 22.72 63.33
32 (20| 175.00 | 0.00 || 265.00 | 10.00 0.00 100.00 12.50 | 75.00
64 | 5 | 200.00 | 0.00 || 300.00 | 0.00 0.00 100.00 0.00 100.00
2 39| 11.20 | 25.64 11.15 | 38.46 1.84 76.92 14.70 10.26
4 |39| 2195 | 20.51 15.94 | 33.33 2.50 82.05 21.52 12.82
o 8 139 7892 | 1026 | 27.14 | 25.64 13.06 | 7949 13.26 | 46.15
16 | 30 | 104.90 | 6.67 58.00 | 23.33 33.92 53.33 3.89 86.67
32 | 20 | 244.17 | 0.00 167.50 | 5.00 38.33 55.00 2.50 95.00
64 | 5 | 580.00 | 0.00 || 420.00 | 0.00 60.00 | 40.00 0.00 100.00
2 |39 13.87 | 2051 12.34 | 41.03 2.08 66.67 18.06 7.69
4 | 39| 38.64 | 10.26 13.24 | 33.33 3.29 61.54 15.88 23.08
G 8 |39 151.28 | 0.00 29.24 | 28.21 2.93 64.10 7.47 46.15
: 16 | 30 | 391.46 | 0.00 95.68 | 20.00 5.86 46.67 3.31 56.67
32 [ 20 | 1550.80 | 0.00 || 300.24 | 0.00 14.80 55.00 2.18 70.00
64 | 5 | 5467.11 | 0.00 || 695.61 | 0.00 1.43 80.00 0.87 80.00

Fonte: elaborado pelo autor.

I Ver Secdo 6.1 para a descri¢io das instincias.
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Podemos verificar que as heuristicas propostas por este trabalho se mostraram
superiores em relacdo aos procedimentos ja existentes no conjunto de instancias analisadas.
Além disso, nas classes C; e C3, a heuristica H_Clique apresentou melhores resultados para
k <8, enquanto que o procedimento H_INS se mostrou superior ou igual para casos k > 16. Jd na
Classe Cy, onde os custos sdo unitdrios, a H_Clique se mostrou mais eficiente, independentemente
do parametro k. Em nimeros, a H_Clique encontrou a melhor solu¢do em 76,55% das instancias,
enquanto que H_INS em apenas 40,89%. Em relagcdo aos tempos de execucdo, as heuristicas
H_NCuts, H_DPCuts, H_Clique e H_INS tiveram tempos médios de 49,76 ms, 3,21 ms, 131,82
ms e 4,33 ms, respectivamente. Diante dos resultados obtidos, a heuristica H_Clique foi adotada

como limite superior e utilizada em procedimentos exatos descritos a seguir.
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5 FORMULACOES MATEMATICAS

Neste capitulo sdo apresentadas as formulacdes matemadticas propostas e algumas
estratégias utilizadas para fortalecer as mesmas. Na Secdo 5.1 apresentamos as estratégias de
modelagem adotadas. As Se¢des 5.3, 5.2 e 5.4 apresentam os modelos propostos. Na Secado
5.5 sdo descritas desigualdades validas para os modelos. Ja na Secao 5.6 descrevemos um

procedimento de fixacdo de variaveis.

5.1 Estratégia de Modelagem do problema

Um modelo matematico para o problema k-FGBA deve garantir a condi¢ao de k-
floresta, e ser capaz de capturar o peso de cada arvore, afim de minimizar a de maior custo/peso.
O particionamento do grafo em k arvores disjuntas pode se dar tanto em relacdo aos vértices
como em relacdo as arestas. A Figura 7 apresenta como pode se dar o particionamento da solu¢ao

por vértices ou por arestas, onde as partes estdo diferenciadas por cores.

Figura 7 — Exemplo de particionamento da solu¢do em vértices e em arestas para k = 3

Fonte: elaborado pelo autor.

No que se refere ao particionamento por vértices, consideramos duas abordagens
de modelagem. Em uma delas, o particionamento € feito por rotulacdo, ou seja, cada vértice do
grafo ird receber um rétulo identificador da arvore a qual pertence. A Figura 8 apresenta um
exemplo de particionamento dos vértices por rotulacio em uma 2-floresta: vértices com rétulo 1

pertencem a uma drvore e vértices com rétulo 2, a outra.
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Figura 8 —Particionamento dos vértices via rotulacao de arvores

Fonte: elaborado pelo autor.

Uma outra forma de particionar o conjunto de vértices € transformar cada arvore
numa arborescéncia e usar a raiz da arborescéncia como identificador. Assim, cada vértice €
identificado por um vértice que € o representante da arborescéncia a que ele pertence, no caso o
vértice representante serd sempre a raiz. A ideia de representantes é apresentada em Campélo et

al. (2008). A Figura 9 apresenta um exemplo desta modelagem.

Figura 9 —Particionamento dos vértices via vértices representantes

Fonte: elaborado pelo autor.

Note que, além de particionar os vértices, precisamos garantir que as arestas selecio-
nadas (dentro de cada parte) ndo geram ciclo. Algumas das principais abordagens existentes na
literatura para garantir solugdes aciclicas sao SECs (DANTZIG et al., 1954), MTZ (MILLER et
al., 1960) e o modelo de Martin (MARTIN, 1991). Em testes computacionais prévios, o modelo
MTZ se mostrou bem mais eficiente que os demais nas instancias analisadas e, desta forma, foi
utilizada neste trabalho. As duas formulagdes baseadas no particionamento dos vértices serdao
apresentadas nas sec¢des 5.2 e 5.3.

Para a modelagem de particionamento das arestas, a estratégia parte da introducao
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de k vértices universais em G(V,E), criando um grafo G'(V' E’), onde V' =V U {sy,--- , s, }
e E' = EU{su: i € [k],u € V}. Além disso, atribuem-se os custos ¢, = 0Vi € [k]Vu € V.
Esta abordagem foi apresentada em Miyazawa et al. (2020) para o problema BCPy. Estratégia
similar, mas usando apenas um vértice universal, foi usada em (FILHO, 2019; FIGUEREDO;
CAMPELO, 2020) para modelar outro problema sobre floresta. Um exemplo de grafo G’ é
apresentado na Figura 10. Para remocao de subciclos na solucdo, o modelo adota restri¢des de

fluxo (ver Secao 5.4).

Figura 10 —Exemplo de grafo G’ com k = 3

Fonte: elaborado pelo autor.

A solugdo nesta modelagem se d4 quando estabelecemos que cada vértice s; deve ser
adjacente a exatamente um outro vértice na solucdo, para que envia fluxo a ser distribuido entre
os vértices a quem se conecta. Desta forma, a partir de um vértice s; conseguimos determinar
cada uma das k arvores. Um exemplo de solu¢do do modelo de particionamento de arestas €

apresentado na Figura 11.

Figura 11 —Exemplo de solu¢do na modelagem de particionamento de arestas
s

Fonte: elaborado pelo autor.
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Todos os modelos s@o descritos a partir da orientacio simétrica do grafo de entrada,

ou seja, do conjunto A(G) = {(u,v), (v,u): uv € E}.

5.2 Modelo de Arvore Rotulada

Para cada r € [k], definimos as varidveis bindrias x/, e y',, indicando, respectivamente,
se o vértice u € V e o arco uv € A(G) pertencem a drvore ¢. A varidvel m, registra a distancia

entre u € V e araiz de sua drvore, e z € 0 maior peso de uma arvore da floresta.

(F_ROT)min 7 (5.1)
saz> Y, cuw(V,+) vt € [K] (5.2)
uvekE
Y A >1 vt € [K] (5.3)
ucV
k
Y =1 Yuev (5.4)
Yo+ Vo S Xy Vo 30, < X Yuv € E, V1 € [k] (5.5)
Y Ol ) =) 4 -1 vt € [K] (5.6)
uvekE ucV
Y V<A Vv € V,Vt € k] (5.7)
u:uvek

(M_l)yfw_(M—}_l)(l_yi/u)_i_l < Ty —

<1+M—-1)(1—y,,)—(M+1)y, Vuv € E t € [1] (5.8)
T, >0,0<x <1 Vu € V,Vt € [K] (5.9)
Y, EB Yuv € A,Vt € [k] (5.10)

A restri¢do (5.2) junto com a fungdo objetivo (5.1) asseguram que z seja 0 maior
peso de arvore. Pelas restricdes (5.3)-(5.4), ha pelo menos um vértice em cada drvore construida
e todo vértice estd em exatamente uma delas. A restricdo (5.5) garante que os arcos uv € vu nao
podem ser selecionados simultaneamente, € que s6 podem pertencer a uma arvore se ambos u
e v pertencerem a mesma. A restri¢do (5.6) assegura que o nimero de arcos em cada arvore €
uma unidade menor que sua quantidade de vértices. A cléssica restricio MTZ (5.8) estabelece
7, = m, + 1 se o arco uv estd numa arvore. Junto com (5.7), ela garante que os arcos escolhidos
nao formam ciclo (DESROCHERS; LAPORTE, 1991). Dado que o grafo induzido por y é
uma floresta e que a restrigdo (5.5) faz x!, = x/, = 1 se o arco uv pertence a drvore ¢, entdo a

restricdo (5.6) garante a integralidade das varidveis x. Em (F_ROT), consideramos M = ['V'T*k} ,
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visto que a raiz de cada drvore ndo € escolhida a priori.

Note que uma mesma solucao vidvel pode ser representada por meio k! solugdes
simétricas no modelo, pois podemos permutar os rétulos identificadores das drvores. Uma forma
simples de realizar a quebra de algumas solucdes simétricas consiste em ordenar as arvores pelo
seu peso, ou seja, fazendo com que a arvore i tenha peso superior ou igual a arvore i+ 1. Esta
estratégia € explicitada na restri¢ao (5.11).

Y cwlint3) = Y cwlis' )00 Ve k—1] (5.11)
uvek uvek
Seguindo esta estratégia, a drvore de maior custo é sempre a t = 1, logo podemos minimizar
diretamente o peso desta drvore na fung@o objetivo. Apesar desta estratégia quebrar diversas
solucdes simétricas em muitos casos, ela se mostra ineficiente quando temos duas ou mais
arvores de mesmo peso.

Uma outra forma de eliminar solu¢des simétricas consiste em considerar uma or-
denacdo do conjunto V e ordenar as arvores de acordo com seu menor vértice. A ideia é fazer
com que o vértice de menor indice de uma arvore receba o menor rétulo possivel. Para isso,
adicionamos as seguintes restri¢oes:

-1
A=0ueVViekl:t>u e Y xl,>x—Y X VuweV:w<uvtelu. (5.12)
j=1 v<u
Tais restri¢des garantem que a matriz [x,,] tem forma escada, de modo que u, | > u;, onde
uy = min{u : x}, = 1} é o menor vértice na drvore 7. A forma escada é exemplificada na Tabela
2. Entradas iguais a um em cada coluna identificam os vértices de cada arvore. A Figura 12

apresenta a solucao descrita na tabela.

Figura 12 — Solugdo associada a Tabela 2
Tabela 2 —Exemplo de matriz [x,,]

3

=~
—_

ui
u
u3
Ug
Us
Ue
uy 0

OO0 O~ =
O = O = —=lo oS

—_ 0 =IO O O O

Fonte: elaborado pelo autor.

) ~ Fonte: elaborado pelo autor.
Esta segunda estratégia de quebra de simetria se mostrou mais eficiente em testes

computacionais preliminares, sendo assim, adotada no modelo F_ROT.
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5.3 Modelo de Representantes

A partir de uma ordenag@o do conjunto V, definimos x' como a varidvel que de-
termina se o vértice u representa o vértice v > u, enquanto y%,, indica se o arco vw € A(G) é
utilizado na 4rvore representada por u < v,w. Com isso, o representante de cada arvore é seu
vértice de menor indice. A varidvel 7, registra a distancia entre u € V e a raiz de sua arvore, e 7

€ o maior peso de uma arvore da floresta.

(F_REP)min z (5.13)
saz> Y i) Yuev (5.14)
yweEww>u
Y =k (5.15)
ueV
Y =1 VeV (5.16)
ueV.uv
X, < x, Yu,ve:u<v (5.17)
Yow +Yw SX Y + Vi S 55 VueV,yweE:vw>u (5.18)
Y Yy, =0 (5.19)
ueVv>u
Z Vow = Xip Yu,weV:iw>u (5.20)
vWeEv>u

(M_l)ygvv_<M+1)(1_y1bfw)+l S oy —T0y

<T+M-1)1—yy,)— (M+1)ys, VueViywweE: u<v<w (5.21)
0< m <M(1—xY) Yuev (5.22)
0<x;y<l1 Yu,ve:u<v (5.23)
Yiws Yoy € B YueV.YvweE v,w>u (5.24)

Essa formulacgao identifica cada arvore por seu vértice de menor indice, nao per-
mitindo assim solugdes simétricas. As restricoes (5.14), (5.16), (5.18) e (5.21) tem significado
similar a (5.2), (5.4), (5.5) e (5.8), respectivamente. Pela restricdo (5.15), ha exatamente k
vértices representantes, ou melhor, k arvores. A restricdo (5.19) define u como raiz da arvore
que ele representa. J4 a restri¢ao (5.20), que € a contraparte de (5.7), define exatamente um pai
para todo vértice de cada arvore, exceto sua raiz. A restri¢ao (5.17) define que se certo vértice
representa um segundo vértice entdo ele deve ser representante de sua arvore.

A integralidade de x deve-se as restri¢des (5.15), (5.20) e (5.24). Em (F_REP),

usamos M = |V| —k, ja que, escolhida uma &drvore, sua raiz estd previamente definida.
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5.4 Modelo de Fluxo

Dada uma instancia (G, k) para o problema k-FGBA, construimos o grafo orientado
G'(V',A") de forma que V' =V U{sy, - ,s¢} e A =A(G)U {sju: i € [k],u € V}. Além disso,
qualquer aresta s;u tem seu custo associado igual a zero. Desta forma, definimos y,, como a
varidvel que determina se o arco (u,v) € A’ foi selecionado para a solugéo e f,, como o fluxo
que passa pelo arco (u,v) € A’. A ideia do modelo é determinar k arborescéncias disjuntas, onde
cada uma € enraizada por um vértice s; distinto, de forma a minimizar a de maior peso. Abaixo é

apresentado o modelo F_FLUXO.

(F_FLUXO)min Y fou (5.25)
ueN+(sy)
sar Y fou= Y, faau Vie [k—1] (5.26)
UEN™ (s;) UEN™ (si41)
Z fvu - Z fuv = Z Cvu " Yvu Yu € V/ (527)
veEN~(u) veNT(u) vEN~(u)
Y vwu=1 Yuev (5.28)
veN~(u)
Y =1 Vi € [K] (5.29)
veNT(s;)
Juv = Cuy * Yuy V(M,V) cA (5.30)
S <M -yyy Y(u,v) € A (5.31)
Yuy + Yo < 1 Yuv € E (5.32)
fw €RT V(u,v) € A’ (5.33)
Y €B Y(u,v) € A (5.34)

A variavel de fluxo f,,, para cada (u,v) € A, vai armazenar o peso da subarvore
enraizada em v mais o custo da aresta (u,v), isto é garantido a partir das restri¢des (5.27) e
(5.30). A restri¢ao (5.26) assegura que a drvore que tem como raiz o vértice §; possui peso
superior ou igual a que possui como raiz o vértice s;11, iSso faz com que as arvores estejam
ordenadas, removendo assim solucdes simétricas. Por conta desta restri¢cao, a drvore enraizada
por s1 possui 0 maior peso, que € minimizado em (5.25). As restricdes (5.28) e (5.29) garantem
que exatamente um arco chega em cada vértice u € V e que sai exatamente um arco de cada
vértice s;, i € [k], assegurando que ndo exista subciclo.

As restri¢des (5.30)-(5.31) asseguram que passa fluxo pelo arco (u,v) se, e somente

se, 0 mesmo € selecionado para uma solucdo. A constante M pode ser dada por um limite
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superior de solucdo para aquela instancia. Adotamos M como o valor encontrada pela heuristica
H_Clique, descrita na Secao 4.1. As restricoes (5.33) e (5.34) definem os dominios das varidveis
f ey, respectivamente. Apesar de ndo ser necessdria para o modelo na integralidade, a restri¢cao
(5.32) auxilia na relaxacdo linear, garantindo que ndo podemos selecionar os arcos (u,v) e (v, u)

de forma simultinea.

5.5 Desigualdades Validas

Nesta sec@o apresentamos desigualdades validas para os modelos apresentados nas
Secdes 5.2 e 5.3.

Uma primeira desigualdade, especifica para o modelo F_REDP, estabelece que, se um
vértice v € representado por um vértice u < v, entdo existe pelo menos um arco que sai do vértice
u, que € raiz desta arborescéncia. Esta desigualdade valida € apresentada na Equacao (5.35).

x, < Z Yw VU veViu<vy (5.35)
UweEAu<w

Considere o grafo G, descrito na Se¢io 4.1 e seja A o valor de uma solucéo vidvel
para o k-FGBA. Se uv € E(G, ), entdo u e v ndo podem pertencer a uma mesma arvore na
solugdo 6tima. As restri¢cdes (5.36) e (5.37) descrevem esta condi¢do para os modelos F_REP e
F_ROT, respectivamente. Neste trabalho foi utilizado A como valor da solugio retornado pela

heuristica H_Clique.

+x, <1 YueV YweE(G)y)|u<lvw (5.36)

X4x <1 Vielk] VuveE(Gy) (5.37)

5.6 Procedimento de Fixacao de Variaveis

Nesta se¢do apresentamos um procedimento de fixagdo de varidveis x nos modelos
F_REP e F_ROT. Este procedimento surge da observacao que alguns pares de vértices garanti-
damente ndo estdo em uma mesma arvore, quando a menor distancia entre os vértices do par €
maior que o valor de uma solucao vidvel.

Para implementar essa ideia, iniciamos construindo o grafo G, tomando A como
o valor da solucdo retornada pela heuristica H_Clique. Apds isso, buscamos a maior clique

possivel no grafo G, . Para isso, utilizamos o mesmo método heuristico para Clique Mdxima
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utilizado na heuristica H_Clique. Os vértices da clique encontrada ndo podem pertencer a uma
mesma arvore em uma solucao 6tima, logo podemos fixar os mesmos como raizes de arvores.
Devido a forma como o modelo de representantes € construido e ao uso de quebra
de simetrias no modelo de drvore rotulada, precisamos reordenar os vértices de forma que os
vértices da clique sejam os iniciais na ordem. Dessa forma, podemos fixar com valor 1 varidveis
x indexadas por esses vértices, o que pode contribuir para a eficiéncia dos modelos F_REP e

F_ROT.

5.7 Comparacio entre as formulacoes

Uma primeira andlise tedrica dos modelos realizada refere-se a ordem da quantidade
de restri¢des, nimero de varidveis inteiras e continuas. De forma intuitiva, espera-se que 0os mo-
delos com menos varidveis (especialmente inteiras) e restricoes apresentem melhor performance.
Porém, nem sempre isto se evidencia na pratica. A Tabela 3 apresenta uma comparagdo entre
os modelos propostos, onde v; e v¢ representam a quantidade de varidveis inteiras e continuas,
respectivamente, e r € o niumero de restricdes. Podemos notar que na tabela que o modelo
F_FLUXO apresenta uma menor quantidade de varidveis inteiras e restricdes, podendo ter

impacto significativo em seu desempenho.

Tabela 3 — Comparagdo dos modelos em relacdo ao nimero de varidveis e restricdes

Modelo VI Ve r

F_ROT | O(m-k) | O(n-k) | O((m+n)-k)

F_REP | O(m-n) || O(n?) O(n-m)
F_FLUXO | O(m) O(m) O(m+n)

Fonte: elaborado pelo autor.

Denominamos por F_ROT" e F_REP™ os modelos F_ROT e F_REP, respectiva-
mente, com adi¢ao das desigualdades vélidas (apresentadas na Se¢do 5.5) e aplicado o pro-
cedimento de fixacdo de varidveis (descrito na Secdo 5.6). Como estes procedimentos visam
fortalecer os modelos na sua relaxacdo linear, foram realizados experimentos computacionais
a fim de avaliar e comparar as relaxagdes lineares dos modelos apresentados. Para isso, foi
utilizado o conjunto de instincias descritas na Se¢do 6.1.

A Tabela 4 apresenta o resumo dos resultados obtidos agrupados pelo parametro
k, onde foram capturados: (i) o gap médio das relaxacdes, ou seja, a média da distancia, em

porcentagem, que o valor da relaxacdo do modelo estd para o maior valor de relaxagdo obtido
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entre os cinco modelos e (ii) o tempo médio (em segundos) utilizado pelo modelo para encontrar
a solugdo 6tima. O parametro N refere-se ao nimero de instancias em cada caso.

Podemos observar que houve uma significativa melhora na relaxag@o e no tempo de
execucdo dos modelos F_ROT+ e F_REP™ em relagdo aos modelos originais F_ROT e F_REP,
indicando a efetividade dos procedimentos propostos. Podemos notar que, quanto maior o k,
mais significativo foi o fortalecimento destes dois modelos. O modelo F_FLUXO apresentou as
melhores relaxagdes para k < 4, enquanto que o modelo F_ROT™ obteve melhores resultados
para os demais casos. Em relac@o ao tempo, o modelo F_FLUXO foi o que obteve os menores
tempos. Os modelos F_ROT e F_ROT™ se mostraram mais eficientes em tempo que os modelos
F REP e F_REP™, para k < 8, e inferiores nos demais casos. Acreditamos que esta piora a
medida que k cresce deve-se ao aumento significativo do nimero de varidveis em F_ROT (e
F_ROT™), chegando a ultrapassar o niimero de varidveis de F_REP (e F_REP™).

Tabela 4 —Relaxagdo linear dos modelos em relagdo ao parametro k
F_ROT F_ROT* F_REP F_REP" F_FLUXO

k N gap | tempo || gap | tempo gap | tempo gap | tempo gap | tempo
1 | 118 | 1.20 0.03 1.20 | 0.03 0.33 0.25 0.33 0.24 0.13 0.05
2 | 120 | 3.71 0.33 354 | 0.33 67.38 | 22.13 || 66.44 | 23.56 1.09 0.07
4 | 120 | 7.87 291 422 | 295 71.03 | 2847 || 66.12 | 28.85 3.76 0.08
8 | 120 | 13.31 | 17.09 || 2.80 | 16.95 || 62.76 | 27.54 | 52.74 | 27.29 | 13.33 | 0.09
16 | 90 | 12.11 | 50.69 | 0.79 | 40.42 || 53.51 | 37.31 | 45.32 | 33.91 13.39 | 0.17
32| 60 | 19.75 | 123.37 || 0.04 | 54.83 || 43.32 | 46.24 || 29.81 | 2093 || 21.57 | 0.42
64 | 15 | 28.29 | 489.57 || 0.00 | 115.29 || 35.57 | 55.41 1120 | 6.43 29.84 | 4.36

Fonte: elaborado pelo autor.

Ja a Tabela 5 apresenta os gaps das relaxacdes comparados ao limite inferior
LIM_INEF, gerado pelo procedimento apresentado na Secao 3.3. Podemos observar que houve
uma mudanga significativa no gap dos modelos apenas quando k = 1, pois neste caso LIM_INF
€ sempre o valor de uma solu¢@o 6tima (arvore geradora minima). Apesar de ndo apresentar os
melhores gaps nos demais casos, o procedimento de limite inferior apresentou gaps semelhantes

aos da relaxacdo do modelo F_ROT e superiores aos do modelo F_REP.



Tabela 5 —Relaxagdo linear comparada ao Limite Inferior em relacdo ao parametro k

k | N | F_ROT || F_ROT" | F_REP || F_REP" || F_FLUXO | LIM_INF
1 | 118 1.42 1.42 0.55 0.55 0.35 0.00
2 | 120 3.72 3.54 67.38 66.45 1.10 3.36
4 | 120 7.87 4.22 71.03 66.12 3.76 7.39
8 | 120 | 13.31 2.80 62.76 52.74 13.33 16.05
16 | 90 12.11 0.79 53.51 45.32 13.39 15.33
32 | 60 19.75 0.04 43.32 29.81 21.57 22.41
64 | 15 28.29 0.00 35.57 11.20 29.84 29.95

Fonte: elaborado pelo autor.
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6 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo apresentamos os testes computacionais realizados. Na Secdo 6.1
descrevemos o conjunto de instancias utilizadas, bem como o seu processo de geracdo. Na Secdo
6.2 € apresentado o ambiente computacional no qual os testes foram realizados. Por fim, na

Secao 6.3 € exibida uma comparagao das formulagdes propostas.

6.1 Instancias de Teste

Neste trabalho foram geradas instincias para o k-FGBA, cada uma consistindo
de um grafo, uma ponderacdo de suas arestas, € um inteiro positivo. Inicialmente foi gerado
um conjunto de grafos base, de maneira aleatdria, usando o modelo descrito por Erdés e
Rényi (1959). Estes grafos foram criados a partir de dois parametros: nimero de vértices (n) e
densidade d de arestas. Consideramos todas as combinagdes de n € {10, 15,20, 30,40, 50, 60,80}
ed € {0.3,0.4,0.5,0.6,0.7}.

A partir de um mesmo grafo ponderado, foram geradas diferentes instancias, apenas
variando o valor do pardmetro k. Mais especificamente, para cada grafo, consideramos k = 2’
comr=0,1,2..., tal que k < n. Estes valores de k foram adotados devido a aplicacado pratica
do problema descrita na literatura. Os custos das arestas também foram gerados de forma
aleatdria utilizando uma distribuicao uniforme. Dividimos as instincias em trés classes, de
acordo com o intervalo que os custos das arestas c,, poderiam assumir. A classe C; refere-se a
instancias onde ¢y, € [1,1] (ou seja, arestas de custo unitdrio), e as classes C; e C3 com custos
nos intervalos [1, 10] e [1,1000], respectivamente. Foram geradas 645 instincias ao total. Apenas
as instancias (classe = C,d = 0.4,|V| =10,k = 1) e (classe = C3,d = 0.3,|V| =10,k = 1)
foram consideradas invidveis para os testes, pois o grafo original é ndo conexo, resultando assim

em um total de 643 instancias avaliadas.

6.2 Ambiente Computacional

Os modelos e algoritmos foram implementados na linguagem C++ e executados em
um computador Intel(R) Core(TM) i17-12700, com 3.60 GHz, 32 GBytes de memédria RAM
e usando o Ubuntu 22.04. Para a execu¢do dos modelos foi utilizado o solver CPLEX em
sua versdo 22.1. Estabelecemos um tempo limite de 600 segundos para a execucdo de cada

formulacdo em cada instancia.
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6.3 Avaliacao dos Modelos

Nesta seco apresentamos os resultados obtidos ao avaliarmos os modelos propostos,
tendo como entrada o conjunto de instancias descritas na Se¢do 6.1. Buscamos avaliar os
resultados observando os pardmetros importantes para a geracdo da instancia: ndmero de
vértices, densidade do grafo e o valor k.

A Tabela 6 apresenta o resumo dos resultados agrupados pelo parametro k. A
coluna % OPT informa a porcentagem de instancias onde a formulag@o encontrou uma solugao
Otima. J4 a coluna gapj representa o gap de integralidade médio, ou seja, a distancia média, em
percentual, que a relaxagdo linear do modelo esta da solucao 6tima. O gap; € calculado apenas
no subconjunto de instincia, onde algum dos modelos encontrou uma solug¢do 6tima dentro do
tempo limite. Cada linha da tabela refere-se as instancias com o mesmo valor do parametro k. A

coluna N refere-se ao nimero de instincias em cada caso.

Tabela 6 —Resumo dos resultados em relagdo ao parametro k

Classe | | N F_ROT F_ROT™" F_REP F_REP" F_FLUXO

% OPT | gap; || % OPT | gap; || % OPT | gap; || % OPT | gap; || % OPT | gap;

1 |40| 100.00 | 0.00 | 100.00 | 0.00 || 100.00 | 0.00 || 100.00 | 0.00 || 100.00 | 0.00

2 |40| 100.00 | 0.89 || 100.00 | 0.89 || 100.00 | 74.29 || 100.00 |74.29|| 87.50 | 0.89

4 140 97.50 | 5.58 || 97.50 | 5.58 || 37.50 [79.83| 37.50 [79.68| 62.50 | 5.58
C 8 40| 92.50 |17.56| 92.50 |17.56| 37.50 |74.69| 37.50 |74.24| 50.00 |17.56
16 (30| 80.00 |25.57| 80.00 |25.57| 40.00 |70.79| 40.00 |70.66| 16.67 |25.57
32120 65.00 |43.75| 70.00 |43.75| 75.00 |64.09| 75.00 |64.00| 0.00 |43.75
64| 5| 20.00 |[75.00( 20.00 |75.00| 100.00 |79.38| 100.00 |79.32 || 0.00 |75.00

1 39| 87.18 | 1.48 87.18 | 1.48 || 100.00 | 0.60 || 100.00 | 0.60 || 100.00 | 0.24

2 /40| 90.00 | 7.28 || 90.00 | 6.94 || 82.50 |66.38| 82.50 |65.67| 77.50 | 5.41
4 140| 5250 |21.90| 52.50 |17.34| 4250 [68.26 | 45.00 |60.40| 42.50 |20.58
) 8 40| 45.00 |44.66| 50.00 |29.72| 50.00 |68.72| 50.00 |54.35| 32.50 |47.24
16 30| 50.00 |43.64| 53.33 |40.02|f 70.00 |69.53|| 66.67 |67.97| 20.00 |44.51
32120 50.00 |45.83|| 70.00 |42.62| 80.00 |64.09| 95.00 [63.22| 0.00 |45.89
64| 5 0.00 |75.00| 100.00 |74.07 || 100.00 | 78.08 || 100.00 |77.92| 0.00 |75.00

1 {39 100.00 | 2.81 || 100.00 | 2.81 || 100.00 | 1.05 || 100.00 | 1.05 || 100.00 | 0.83

2 140| 67.50 |12.84| 67.50 [12.60| 77.50 |63.10| 72.50 |60.66| 80.00 | 8.38

4 /40| 40.00 |34.08| 40.00 |19.44| 50.00 |62.18| 47.50 |44.54| 35.00 |31.55

G 8 40| 37.50 |55.70| 47.50 |18.27 | 50.00 |66.49| 50.00 |30.50| 32.50 |61.81
16 |30 | 33.33 |63.22| 4333 |26.44| 63.33 |71.23| 66.67 |38.84| 20.00 |67.50
32120 35.00 |71.50| 75.00 |32.57| 85.00 |74.25] 100.00 [43.76| 10.00 |74.57

64| 5 0.00 |83.24| 100.00 | 7.34 || 100.00 | 76.22 || 100.00 | 8.25 || 20.00 |87.45

Fonte: elaborado pelo autor.

Observando os resultados da tabela, podemos verificar que, como esperado, as

formulacdes determinam uma solug¢do 6tima para praticamente todas instancias com k = 1. Além
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disso, de modo geral, os modelos F_ROT" e F_REP™ obtiveram uma solu¢do 6tima em um
maior nimero de instancias, enquanto que os modelos F_ROT e F_FLUXO obtiveram os
melhores gaps de integralidade. Também como esperado, notamos que as instancias sao mais
dificeis para valores intermediérios de k. Podemos notar que o modelo F_ROT e F_ROT" se
destacaram positivamente na classe de instancias Ci, onde temos custos unitdrios.

Uma outra andlise realizada avaliou a porcentagem de solugdes 6timas encontradas
dentro do tempo limite, variando os parametros de densidade (d) e nimero de vértices (n). A
Figura 13 apresenta um resumo desta avaliacdo. Podemos observar nos dois gréficos que as
formulacdes F_ROT™' e F_REP" encontraram um maior percentual de solugdes 6timas em
relacdo aos demais modelos. Além disso, podemos observar que a densidade do grafo parece
ndo ter um impacto significativo em relacdo a determinar uma solucdo 6tima. Por outro lado,
como esperado, quanto maior o nimero de vértices menos instancias foram resolvidas dentro do
limite de tempo fixado.

Figura 13 — Comparacao entre os modelos propostos em relagdo a densidade e ao nimero de
vértices.

-10%
T T
100 |- F_REP || 1 F_REP ||
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| | | | |
102
d \4
(a) Porcentagem de solugdes 6timas em relagdo (b) Porcentagem de solucdes 6timas em relagdo
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Fonte: elaborado pelo autor.

De forma geral, houve uma melhora significativa do modelo F_ROT para o modelo
F_ROT™. Este dltimo conseguiu encontrar solu¢do 6tima (e comprovar otimalidade) em cerca
de 7,46% de instancias a mais que o primeiro, evidenciando que as desigualdades vélidas e o

procedimento de fixacdo de varidveis fortaleceram o modelo original. Nos modelos F_REP e
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F_REP™ essa melhora nio foi tdo significativa. Os modelos F_REP e F_REP" se mostram um
pouco mais eficientes que os demais modelos nas classes C; e C3, onde os custos das arestas sao
esparsos. J4 na classe Cp, onde os custos sao unitdrios, F_ROT e F_ROT™ apresentaram uma
melhora significativa em relagdo aos demais modelos, conseguindo definir uma solug¢do 6tima
dentro do tempo limite em mais de 90 % das instincias avaliadas. J4 o modelo F_FLUXO se
mostrou eficiente apenas para quando k assume valores pequenos (k < 4). O modelo apresenta
piores resultados a medida que o parametro k aumenta, isto pode estar relacionado com a
quantidade de drvores de mesmo custo nessas instancias, gerando assim solu¢des simétricas a
serem analisadas pelo modelo.

Mais precisamente, os modelos F_REP*' e F_ROT™ definiram solucio 6tima em
69,05% e 73,87% das instancias, respectivamente. Acredita-se que F_ROT e F_ROT™ conse-
guiram resolver menos instancias (com excecao da classe Cy) para os casos onde k > 8 devido

ao numero de varidveis inteiras aumentar de forma significativa a medida que k aumenta.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, abordamos o problema da k-Floresta Geradora Balanceada em
Arestas (k-FGBA), que consiste em encontrar uma floresta geradora de um grafo ndo direcionado
com pesos nas arestas, minimizando o peso da arvore mais pesada, com um nimero fixo de
arvores. Apresentamos novos limitantes para o problema e um algoritmo polinomial exato para
o caso onde G é um caminho. Propomos duas novas heuristicas para o problema e as avaliamos
computacionalmente em instancias geradas aleatoriamente. Propomos trés formulacdes de
Programacao Linear Inteira Mista (PLIM) para o problema, bem como algoritmos heuristicos e
técnicas de otimizagdo para fortalecer os modelos.

Os resultados computacionais obtidos demonstraram que as formulagdes propostas
sdo eficazes na resolucdo do problema, encontrando solugdes 6timas em uma grande parte
das instincias avaliadas. Além disso, as heuristicas desenvolvidas mostraram-se uteis como
limitantes superiores para o problema.

A inclusdo de desigualdades validas e o uso do procedimento de fixacdo de varidveis
na formulag¢do F_ROT levaram a uma formulagio, F_ROT™, com expressivo melhor desempenho.
De todo modo, dentre as formulacdes propostas, os modelos F_ROTT e F_REP™ se destacaram
por sua capacidade de encontrar solu¢des 6timas em um maior nimero de instancias.

Em resumo, este trabalho contribui para o avango no estudo e na compreensao
do problema k-FGBA, apresentando novas formulagdes, algoritmos e técnicas que podem ser
uteis em aplicacOes praticas em diversas dreas, como otimiza¢do combinatdria e topologia
computacional.

Vale destacar que resultados parciais deste trabalho ja foram publicados em Costa et
al. (2022b) e em Costa et al. (2022a).

Como trabalhos futuros, propomos a investigagao de formula¢des mais elaboradas,
a busca por novas desigualdades vdlidas e métodos de solu¢c@o mais sofisticados, que melhor
explorem propriedades do problema. Além disso, a realizacao de um estudo tedrico para os
casos k € {2,3,4} e para o caso onde as arestas possuem peso unitdrio, com o objetivo de propor

métodos mais eficientes de solucdo do problema para estas situagdes especificas.
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APENDICE A - RESULTADOS DAS FORMULACOES

Neste apéndice detalhamos os resultados computacionais resumidos e analisados na
Secdo 6.3. A Tabela 1 apresenta os resultados detalhados. As colunas Classe, n, k, Tempo, Sol e
RL significam, respectivamente, a classe da instincia, o nimero de vértices, o parametro k, o
tempo, a solu¢ao encontrada e a relaxacao linear do modelo. O simbolo Time Limit Exceeded
(TLE) (do inglés, Time Limit Exceeded) aparece na coluna SOL quando o modelo ndo conseguiu

encontrar a solu¢cdo 6tima dentro do tempo limite.

Tabela 1 —Resultados detalhados

Classe B 4 A, F_TREE F_TREET F_REP F_REPT F_FLUXO
Tempo Sol RL Tempo Sol R Tempo Sol RL Tempo Sol R Tempo Sol
T 0.01 9 9.00 0.01 9 9.00 0.01 9 9.00 0.01 9 9.00 0.01 9
7 7 T 700 U.76 T 700 U0 T T93 T.00 T T U.00 T
7 0.0T 2 T.50 0.0T 2 150 0.01 2 T.00 0.0T 2 T.05 40 2
1139 T 0.2 0.0 T 0.25 0.0T T 0.33 0.0T T 0.29 4723 T
T 000 &) 900 000 g 900 005 ) T00 T62 ) 900 000 )
Y T52 T 700 U0 T 700 U.09 T T. U.1% T T U.00 T
T U.0Z Y T30 U.0Z 7 T30 T 7 0,75 0.06 Y U.75 1329 7
0.0 T 0.25 0.0T T 0.25 0.01 T 0.25 0.0T T 0.25 6.27 T
T 00T &) 900 000 g 900 000 ) T00 U00 ) I00 000 )
Y U.05 T 700 U.05 T 700 U6 T T.64 T2 T T4 U.00 T
T U.0T Y T30 U.T6 7 T30 U2 7 U.76 Y Y U.73 455 7
0.70 T 0.25 0.01 T 0.25 0.01 T 0.27 0.0T T 0.29 T7.6% T
T 00T &) I.00 00T g 900 000 ) T00 U00 ) I.00 00T )
7 U.06 T 700 U1 T 700 U.19 T TRT 75 T TST T.00 T
T T.06 Y T30 ) 7 T30 U.66 7 072 0,50 Y U 6179 7
0.02 T 0.25 0.01 T 0.25 0.02 T 0.27 0.0T T 0.2 TT55 T
T 079 &) 900 004 g I.00 000 ) T00 U00 ) I.00 00T g
7 T39 T 700 T T 700 U.IT T T8 015 T T.64 T.00 T
T U.03 Y T30 U0 7 T30 U.09 7 07T U.19 Y 07T 15832 7
0.02 T 0.25 0.0T T 0.25 0.02 T 0.27 0.0T T 0.27 19.2T T
T 00T F T2.00 000 &) T2.00 000 7 200 U00 F T2.00 00T 7
7 U.05 650 U2 650 UAT pE 047 pEL GUU6T TLE
T U.63 775 U.26 3 75 37 3 099 156 3 T 60078 TLE
0.69 T 0. 0.20 T 0.88 TT9 T 0.5 0.03 T 0.64 140.69 T
T 00T 7 TZ.00 00T 7 T2.00 00T 7 200 U0T F T2.00 00T 7
7 U0 650 T9Z 650 751 7.6 T.37 746 60015 TLE
T U0 3 775 U0 3 75 39, 3 U9 30 3 T.0T 60068 TLE
0.1T T 0. 0.10 T 0.88 01T T 0.54 0.09 T 0.58 T07.25 T
T 00T 7 T2.00 00T 7 T2.00 00T 7 T2.00 00T 7 T2.00 00T 7
7 76 650 U572 650 T.7Z 7.6 021 PEL 600,92 TLE
T UT 3 775 UT 3 7 151 3 U9 5.99 3 U.99 600 TCE
0.2 T 0. 0.0 T 0.88 0.1 T 0.54 0.0 T 0.58 37.62 T
T 004 7 T2.00 013 7 T2.00 00T 7 200 00T 7 T2.00 00T 7
7 02T 650 T.64 650 02T 775 0.22 775 60094 TLE
T UT 3 775 U0 3 775 30, 0,95 33, 3 U.95 60047 TCE
0.27 T 0. 2.20 T 0.88 0.0 T 0.5 0.03 T 0.58 T T
T 00T 7 T2.00 00T 7 T2.00 00T 7 T2.00 00T 7 T2.00 0.0 7
7 014 6.50 0.2 650 T.79 71 T.36 71 G088 TLE
T U4 3 775 U1 3 775 6.66 U39 1386 3 U89 600.10 TCE
0.14 T 0. 0.14 T 0.88 0.05 T 0.50 0.07 T 0.50 613 T
T 0.0T 19 T9.00 0.0T 19 19.00 0.0T 19 1900 0.0T 19 19.00 0.0T 19
7 U5 g 900 UT g T.00 737 g 799 T g 799 U.0T g
T U35 T 700 U36 T 700 T0.63 T T.14 20.30 T T.14 U356 T
0.7 2 T.50 0.23 2 150 2.54 2 0.7T .35 2 0.7T 600.06 TCE
C T6 0.59 T 0.25 0.16 T 0.25 0.08 T 0.24 0.02 T 0.27 600.25 TLE
1 T U.0T 9 T9.00 T.0T 9 T9.00 T.0T 9 T9.00 00T 9 T9.00 T.0T 9
7 T0T g 900 U2 g I.00 U.79 g 731 7.7 g PR U.0T g
7 0.46 T 400 0.45 T 400 36.29 £l T.TO 20.0¢ F T.T0 0.0T gl
0.45 2 150 0.47 2 150 2.7 Z 0.65 5.0¢ 2 0.68 600.75 TLE
6 0,63 T 025 02T T 025 008 T 02T U.03 T 027 B00.23 TLE
T U0 9 T9.00 U0 9 T9.00 T0T 9 T9.00 00T 9 T9.00 T0T 9
7 U.23 g 900 U2 g 900 045 g 270 047 g 70 U0T g
7 0.95 F 400 0.96 T 400 35.39 L T.0F 31,94 F T.04 0.01 L
070 7 T.50 080 Y T50 pAL 7 064 pAY 7 064 B00.06 TLE
16 U.60 T U.25 U627 U.25 014 T 021 0.0% T U2T 60021 TLE
T U1 9 T9.00 U.0T 9 T9.00 U0T 9 T9.00 U.0T 9 T9.00 U0T 9
2 0.26 9 9.00 0.20 9 9.00 0.59 9 2.67 0.55 9 2.62 0.01 9
T U5 T 00 05T T 00 357 T T.0Z 35. T T0Z 00T T
045 Y T50 LE] Y T30 77 7 U6 773 Y U6 60087 TLE
16 072 T U.25 U7 T U.25 U.20 T 022 0.06 T U2 600.08 TLE
T 0.01 19 19.00 0.01 19 19.00 0.01 19 19.00 0.0T 19 T9.00 0.01 19
7 017 ) 900 T19 ) pAY) T.70 ) 767 00T )
T U.26 T 700 5708 T T.03 1728 T T T.05 T
U9 Y T30 33 7 067 369 Y U678 600.90 TLE
T6 [ T 0.25 0.25 T 0.2T 0.09 T 0.2T 600.89 TLE
T 79 7900 00T 79 7900 U0T 79 7900 00T 79
7 k) .00 7 53 7% &) 3 U.0T 7
T 6.50 600.73 TLE T2 G003, TLE T 600.33 TLE
3 275 600.3 TLE 0.87 600.45 TLE 0.87 600.8T TLE
6 T V% T.66 T U527 6T T 057 60047 TLE
T 79 79.00 T.02 79 79.00 0.02 79 79.00 U.0T 79
7 &) T2.00 T 1 59 76 &) 359 U.0Z 1
7 6.50 600.57 TLE 125 600.00 TLE T.25 600.68 TLE
b 3 775 600.33 TLE U827 B00.26 TLE 082 B00.52 TLE
6 T T T.0T T 0,52 T.06 T U572 GU0.0T TLE
T g 79.00 U0 79 29.00 002 g 79 U.0Z 79
2 TZ 1400 492 ] 37 2.59 T3 0.02 T4
Ll [ . X LE 2 [1 [§ .\ 3 .85 J
3 775 600.6 TLE .30 G006 TLE 600.86 TLE
16 T 2 U0 T U7, U3T T 600,95 TLE
T 29.00 0.02 29 29.00 0.0 29 0.02 29
7 7 T2.00 543 7 336 170 7 002 7
T 6.50 G00.65 TLE T.19 60082 TLE T.19 G00.64 TLE
3 775 600,75 TLE U.30 600.26 TLE T30 60045 TLE
6 T 0. T.02 T 0.50 0.55 T 0.50 600.02 TLE
T 29 29.00 0.02 29 29.00 0.03 79 29.00 0.02 29
7 &) TZ.00 369 K] 336 5.76 &) 336 U0 K]
T 6.50 60033 TLE T.19 60052 TLE T.19 600 TLE
30 3 275 600.29 TLE 0.79 600.62 TLE 0.79 600.27 TLCE
16 4. T 0.8% 158 T 0.50 0.70 T 0.50 600.09 TLE
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Class F_TREE F_TREET F_FLUXO
asse n d k S
ol Tempo Sol RL RL Tempo Tempo Sol RL
40 0.3 T 39 0.02 39 39.00 39.00 0.03 0.02 39 39.00
40 0.3 2 19 T.0T 19 19.00 37 6. 0.0Z 19 T9.00
40 0.3 L3 9 27 g 9.00 T.43 600 0.55 9 9.00
40 0.3 T 8 L 4.00 0. 600.94 T.95 El 400
40 0.3 16 2 395 Z T.50 0.63 2498 600.12 TLE 150
40 0.3 37 T 21 T 0.25 0.2T 0.1F 6008 TCE 0.25
40 04 T 39 0.03 39 39.00 A 9.00 0.03 0.03 39 39.00
40 0.F 2 19 0F 19 19.00 6.00 19 30 12721 0.02 19 19.00
40 0.4 L 9 150 9 9.00 600.13 TLE 13T 600.9F 3779 9 9.00
40 0.4 T 75 T 200 600.26 TCE [ 600.76 0 F 4.00
40 04 16 .03 2 T.50 90.83% 0.65 12975 600.3% TLE .50
40 0.F 37 T 59T T 0.25 T12 T 0.27 0.36 600.64 TLE 0.2
40 0.5 T 39 0.04 39 39.00 0.0F 39 39.00 0.04 0.03 39 39.00
40 0.5 2 19 0.6 9 19.00 15.T6 19 O 1595 0.03 19 T9.00
40 0.5 T 9 0T g 9.00 600.5 TLE T3 600.38 T.69 9 9.00
40 0.5 F 6.0T T 4.00 600.86 TLE 0. 600.16 313 7 400
40 0.5 16 Y] T0.90 Z T.50 600.04 TLE 0.65 600.25 600.86 TLE 150
40 0.5 37 T 5.46 T 0.25 T.58 T 0.27 0.56 600.76 TLE 0.25
40 0.6 T 9 0.0. 39 39.00 0.04 9 39.00 0.04 0.03 9 39.00
40 0.6 2 19 0.95 19 19.00 19 19 30 T0.2T 0.03 19 19.00
40 0.6 L 9 283 9 9.00 600.96 TLE 133 600.4T O0.1T 9 9.00
40 0.6 g F TT.20 k] 200 6008 TLE [ 600.40 0.6T F 4.00
40 0.6 16 Z 95 Z T.50 600.86 TCE 0.6. 600.29 600.75 TLE .50
40 0.6 37 T 514 T 0.25 2.06 T 0.21 0.9 600.39 TLE 0.25
40 0.7 T 39 0.0 39 39.00 0.05 39 39.00 0.05 0.05 39 39.00
40 0. 2 19 0.75 19 19.00 TT.59 19 30 1240 0.05 19 T9.00
40 0. L 9 A g 9.00 600.6. TCE T3T 600.5 0.33 9 9.00
40 0.7 T 4359 T 4.00 600.54 TLE 0. 600.24 0.57 7 400
40 0.7 16 Z TT.79 2 T.50 600.27 TLE 0.6 600.59 600.6 TLE T.50
a0 0. 37 T 845 T 0.25 2.2% T 0.2T 2.830 6003 TLE 0.25
50 0.3 T 49 0.0. a9 49.00 0.05 49 49.00 0.05 0.03 19 49.00
50 0.3 2 pL T.T5 24 24.00 22.07 pL 470 4T.0T 0.27 24 24.00
S50 0.3 £l 2 23 T2 TT.50 600.04 TLE T.50 600.38 600.30 TLE TT.50
50 0.3 g 6 1139 [J 5725 600.2T TLE 0.95 600.T5 600.04 TLE 5.25
50 0.3 16 3 TO3TT 3 212 600.3T TCE 0.7Z 600 600.3% TLE pAY]
50 0.3 37 T 6.87 T 0.56 393 T 0.3 0.36 600.63 TLE 0.56
S50 0.F T 49 0.05 49 49.00 0.06 49 49.00 0.06 0.03 49 49.00
50 0.4 2 23 153 27 2400 .23 23 46T R 0.03 27 2400
50 0.4 T T2 . T2 TT.50 600.94 TLE .34 600.6T 600.63 TLE TT.50
0 0.4 8 6 15.02 6 600. TLE 0.93 600.13 600.72 TLE 525
S50 0.F T6 3 15.90 3 600. TLE 0.74 600.45 600.79 TLE 212
50 0.4 37 .03 T 1457 T 3776 T 0.39 136 600 TLE 0.56
50 0.5 T 0.05 49 49.00 0.05 a9 0.06 49 49.00 0.0 0.05 49 49.00
0 0.5 2 158 27 24.00 1,65 24 26.44 24 37 27.04 0.2T 24 24.00
S50 0.5 T 6.04 12 TT50 6.10 12 600.74 TLE T4 600.37 600.05 TLE TT.50
50 0.5 g 20.59 6 5.25 20.23 [J 600.5T TLE 0.93 600.73 600.52 TLE 5.25
50 0.5 16 217 pAY] 2T3% 600.50 TCE 0.7T 600.96 600.40 TCE pAYs
S50 0.5 37 56.24 T 0.56 LR T 513 T 0.3 309 60083 TLE 0.56
S50 0.6 T 0.06 49 49.00 0.06 49 0.0 49 49.00 0.0 0.06 49 49.00
50 0.6 2 0.96 23 2400 T.0T 27 29.3 23 F35T B 0.0 27 2400
50 0.6 k] 532 T2 TT.50 537 T2 600.32 TCE TT 600.06 600.70 TCE TT.50
50 0.6 20.95 6 5.25 2115 6 6003 TLE 0.97 600.56 600.66 TLE 5.25
S50 0.6 T6 63.3T 3 212 63.04 3 600.80 TLE 0.7T 600.02 600.5. TLE 212
50 0.6 37 19721 T 0.56 T9.0T T 0.56 5.52 T 0.38 6.55 600.4T TLE 0.56
50 0. T 0.0 49 49.00 0.06 a9 49.00 0.09 49 49.00 0.09 0.0 49 49.00
50 0. 2 0.99 2F 2400 0.99 pLl 22400 T7.6: 27 F5T 2973 0.28 Ll 2400
0 0.7 £l 6.17 2 TT.50 6.27 12 .50 600.4T TLE T.20 600.39 600.12 TLE TT.50
S50 0. T 39.3T g 5.25 3935 [ 5725 600.0° TLE 0.92 600.0F 600.10 TLE 5.25
50 0. 16 62.6! 3 pAY] 61.6% 212 600.95 TCE 0.70 600 600.50 TCE pAYs
50 0. 37 63.8 T 0.56 SEF T 0.56 7 T 0.3 13T 600.8% TLE 0.56
60 0.3 T 0.T6 59 9.00 0.21 59 59.00 0.07 59 9.00 0.0 0.03 9 9.00
60 0.3 2 T.5F 29 29.00 T.62 29 29.00 5.82 29 499 4856 0.05 29 29.00
C 60 0.3 k] 4T 3 T4.00 o] 1E) T4.00 600.0 TCE T3 600.76 0.28 17 T4.00
60 0.3 20.7T 6.50 20.70 6.50 6003 TLE T.00 600.23 600.55 TLE 6.50
60 0.3 16 2499 3 275 237 275 600.4 TLE 08T 600.12 600.84 TLE 275
60 0.3 37 28.69 T 0.8% 9247 T 0.8 1000 T 0.52 1259 600.06 TLE 0.88
60 0.4 T 0.06 59 59.00 0.06 59 59.00 0.10 59 59.00 0.T0 0.06 59 59.00
60 0. 2 203 29 29.00 2.66 29 29.00 5.7, 29 5.19 aT. 0.06 29 29.00
60 0.4 £l 90 TF 1400 .80 T4 T4.00 600.T TLE 154 600.24 0.45 TZ 1400
60 0.F 2189 6.50 22.06 6.50 600.0¢ TLE 0.98 600.73 600.T TLE 6.50
60 0.4 16 49.09 3 275 50.23 3 275 600.63 TLE 0. 600.90 600.96 TLE 275
60 [ 37 6004 TCE [ 33 T 0. 1577 T 0.7 T 600.61 TCE 0.
60 0.5 T 0.07 59 9.00 0.0 59 59.00 0.1T 59 9.00 0.1T 0.07 59 9.00
60 0.5 2 T.05 29 29.00 T.12 29 29.00 49.64 29 499 50.F 0.08 29 29.00
60 0.5 T 2T.5F 1 T4.00 2T8% 17 T4.00 600.2 TLE T.F 600.88 0.8% 17 T4.00
60 0.5 3325 6.50 487 6.50 600.74 TCE 0.9 600.32 600.6 TLE 6.50
60 0.5 16 29877 3 275 300.0F 275 600.2T TLE 0.76 600.28 600.5. TLE 275
60 0.5 37 37563 T 0.88 5382 T 0.8 12775 T 0.48 .88 600.84 TLE 0.88
60 0.6 T 0.12 59 59.00 O.1T 59 59.00 0.13 59 9.00 0.13 0.08 59 59.00
60 0.6 2 T.7% 29 29.00 T 29 29.00 638.T 29 399 66.55 0.0 29 29.00
60 0.6 £l TT7T TF 1400 1T.6 ] T4.00 600.3 TLE T 600.73 0.08 TZ 1400
60 0.6 29.13 6.50 29.15 7 6.50 600.60 TLE 0.9 600.24 600.20 TLE 6.50
60 0.6 16 23337 3 275 243775 3 275 600.53 TLE 0.76 600.13 600.5T TLE 275
60 0.6 37 600.45 TCE 0., 16426 T 0. 1581 T 0.7 25.09 600.74 TCE 0.
60 0.7 T 0.T0 59 59.00 0.10 59 59.00 0.14 59 9.00 0.14 0.09 59 9.00
60 0.7 2 29 29.00 T.69 29 29.00 87.06 29 499 888 0.10 29 29.00
60 0. L] 17 T4.00 1249 1] T4.00 600.3% TLE T.28 600.10 7% 17 T4.00
60 0. 6.50 LN 6.50 600.25 TCE 0.9 600.68 600.14 TCE 6.50
60 0.7 16 TLE 275 600.37 TLE 275 600.19 TLE 0.76 600.68 600.96 TLE 275
60 0.7 37 T 0.88 600.63 TLE 0.8 12,94 T 0.48 47.05 600.2T TLE 0.
0 0.3 T 9 9.00 0.20 9 9.00 0.T8 9 9.00 0.T8 0.08 9 9.00
0 0.3 2 9 9.00 .76 39 39.00 29.05 9 5.95 309.29 0.08 9 9.00
0 0.3 L3 19 19.00 12.6 9 T9.00 600.26 TLE T.6 600.36 T.0 19 19.00
0 0.3 TLE 9.00 600.25 TLE 9.00 600.8T TLE T.04 600.4T 136 9 9.00
0 0.3 16 TLE 400 600.3 TLE 200 600.TT TLE 0.8F 600.2F 33.62 F 400
0 0.3 37 TCE T.50 600.43 TCE T.50 600.14 TCE 0.6. 600.5T 600.06 TCE T.50
0 0.3 o7 TCE 0.25 12488 T 0.25 318 T 0.2T 5.27 6004 TLE 0.25
0 0.F T 9 9.00 0.16 79 9.00 0.2T 9 9.00 0.2 0.10 9 9.00
0 0.4 2 39 39.00 278 39 39.00 16250 39 5.85 38T.08 0.10 39 39.00
0 0.4 k] 19 19.00 289% 9 19.00 600.7. TCE T.6T 600.06 215 19 T9.00
0 04 g 9.00 61.80 g 9.00 600.6 TLE T.03 600.88 10.73 9 9.00
0 0.F T6 TLE 400 600.99 TLE 4.00 600.3 TLE 087 600.49 737 7 400
0 0.4 37 TLE 150 600.25 TLE T.50 600.80 TLE 0.63 600.60 600.90 TLE 150
0 0.4 oF T 0.25 600.4% TCE 0.25 1556 T 0.2T 14.66 600 TCE 0.25
0 0.5 T A 9 9.00 0.6 9 9.00 0.23 9 9.00 0.25 0.1 9 9.00
0 0.5 2 7.39 39 39.00 6.7 39 39.00 T49.9 39 585 T64.12 0.43 39 39.00
0 0.5 k] 600.50 TLE T9.00 600.78 TLE 1900 600.8T TLE T.60 600.61 185 19 T9.00
0 0.5 g 15209 9 9.00 151,72 9 9.00 600.8% TCE T.0Z 600.59 3778 9 9.00
0 0.5 16 60083 TLE 4.00 600.66 TCE 2,00 600.62 TLE (& 600.66 3T.80 T 4.00
0 0.5 37 600.66 TLE T.50 600.00 TLE 150 600.00 TLE 0.61 600.88 600.24 TLE T.50
0 0.5 oF 600.72 TLE 0.25 600.62 TLE 0.25 1930 T 0.20 36.18 600.53 TLE 0.25
0 0.6 T 0.15 9 9.00 0.15 9 9.00 0.26 9 9.00 0.2 0.1F 9 9.00
0 0.6 2 326 9 9.00 61 39 39.00 16149 9 5.85 256.66 0.1F 9 39.00
0 0.6 £l 40.05 19 19.00 40.6 19 19.00 600.79 TLE 1,63 600.52 4720 19 19.00
0 0.6 600.3T TLE 9.00 600.40 TLE 9.00 600.9T TLE T.03 600.2F 136 9 9.00
0 0.6 16 600.13 TLE 4.00 600.95 TLE 200 600.6 TLE 0.83 600.9 TT.63 F 4.00
0 0.6 37 600.42 TCE .50 600.76 TCE T.50 600.4T TCE 0.6Z 600.2T 600.72 TLE 1.50
0 0.6 64 600.4¢ TLE 0.25 600.90 TLE 0.25 2885 T 0.21 12736 600.2 TLE 0.25
Y 0.7 T 0.19 g 9.00 0.19 79 9.00 0.29 9 9.00 03T 0.15 9 9.00
0 0. 2 3775 39 9.00 3776 39 39.00 25272 39 5.85 334137 0.13 39 9.00
0 0. L 35.09 19 19.00 5.29 9 19.00 600.06 TCE T.60 600.16 335 19 19.00
0 0.7 600.92 TLE 9.00 600.88 TLE 9.00 600.26 TLE T.02 600.83 T34 9 9.00
Y 0.7 16 600.6 TLE 400 600.38 TLE 4.00 600.47 TLE 0.83 600.3 19.45 El 400
0 0. 37 600.3T TLE T.50 600.68 TLE T.50 600.80 TLE 0.6T 600.95 600.0T TLE 1.50
0 0. oF 600.7T TCE 0.25 600.14 TCE 0.25 T 0.20 307,70 600.56 TCE 0.25
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Classe n d « F_TREE F_TREET F_REP F_FLUXO
Sol RL Tempo Sol RL Tempo Sol RL Tempo Sol RL
10 03 T 35 35.00 0.01 3 35.00 0.01 35 35.00 0.01 35 5.00
10 0.3 2 T 1487 0.0Z T T7.00 0.2 T T0.89 T.20 T 15.04
10 0.3 k] g 439 0.05 583 T.80 T 27 34T
10 0.3 0.60 0.00 2 2.00 0.T5 0.7T T.38 0.50
10 0.F 2 23 23.00 0.1T 23 23.00 0.0T 23 23.00 0.0T 23 TT.50
10 0.4 L 3 FT8 0.0T [ 6.00 0.2T g A 363 6 30T
10 0.4 Z 0.4 0.3F Z T.00 343 Z 0.57 TO.0¢ Z 0.25
10 0.5 T 75 25.00 0.0T 25 25.00 0.0T 25 25.00 0.0T 25 25.00
10 0.5 2 3 10.47 TTT 3 10.42 0.43 3 6. 0.66 3 10.40
T0 0.5 F 5 348 0.00 5 5.00 0.32 5 299 523 S5 312
10 0.5 Z 0.57 T. Z T.00 0.20 Z 0.56 8% Z 0.25
T0 0.6 T 75 2400 1.56 25 22400 0.00 25 25.00 2.60 25 2796
10 0.6 2 T2 10.62 0.1T 12 10.62 0.19 2 6.19 738 2 10.47
T0 0.6 k] 3 350 0.69 [ 3778 1062 [ 2353 T.78 6 325
10 0.6 g Z 0.57 2.0 Z 0.59 0.16 Z 0.55 T0.66 Z 0.3
10 0. T A 2800 0.04 7 28.00 0.0T A 2800 0.0T A 2800
10 0.7 2 13 1T49 3.03 13 1T.49 0.96 13 EXY T7T 13 1212
10 0.7 Ll 5 350 0.0T S 5.00 T.0 5 2.29 5.29 5 37
10 0. g T 0.3 0.00 T T.00 0.0Z T 0.47 869 T 0.25
5 0.3 T 40 40.00 0.0T 40 40.00 0.0T 40 40.00 0.0Z 40 40.00
5 0.3 2 20 T72T 03T 20 T72T 0.46 20 637 . 333 20 T79T
15 0.3 £l 10 599 6 10 6.27 313 10 2. 3. 23.02 10 572
15 0.3 g 3 1.26 29T 3 T.90 T.98 3 T.04 T T0.T5 3 T.00
5 0. T T 40.00 T.3T 4T 40.00 0.0T 4T 4T.00 X AT, T.99 T 409
5 0.4 2 19 T74T 129 19 17T 175 19 7 333 19 TAT 738 19 1837
15 0.F £l 6. 9 6.5T 0.93 9 6.70 0.65 9 375 30 9 373 8.6 9 6.76
15 0.4 g 0.28 T T.73 0.06 k] 270 0.23 T T.33 0.0Z k] 270 T2.94 F 1.7
5 0.5 T 0.09 Z 25.00 .6 2 25.00 0.0T Z Z7.00 0.0T 2 27.00 21 Z 267
5 0.5 2 793 13 1T.42 13776 13 1142 T8 13 575 240 13 575 5.20 13 1T.93
15 0.5 £l 6.1T 416 T.TO 403 2.33 2.63 466 2.30 12333 FT5
15 0.5 T 0.90 3 T.0T 0.05 3 T.50 T.49 3 0.86 0.05 3 T.0 25.52 3 0.8
5 0.6 T 0.0T Z Z7.00 0.0T 2 27.00 0.0T Z Z7.00 0.0T 2 27.00 0.0Z Z Z7.00
5 0.6 2 0.19 3 TT.98 2.03 13 TT.9 6.80 3 585 329 13 85 807 13 1275
15 0.6 £l 715 6 436 3 6 446 5.90 6 224 2.25 6 2.28 9443 6 433
15 0.6 T 2.60 3 T.26 3 T2 15 3 0.83 1152 3 0.833 6003 TLE T.12
5 0. T .60 26 25.00 26 25.00 0.1 26 25.00 T.T6 26 25.00 0.0 26 2575
5 0.7 2 478 3 T0.7% 13 10,74 326 3 33 403 13 448 16.64 3 T8
5 0.7 T 10.64 6 0. 6 4.06 387 6 T.OT 360 6 T.96 11367 6 440
15 0. T 0.29 Y] T.06 Z Z.00 192 Z 0.87 0.00 Z Z.00 253 Z T.TZ
20 0.3 T 210 5% 56.00 S 56.00 0.0T 5% 58.00 0.0T S5 58.00 0.50 5% 5T.5.
20 0.3 2 9.47 29 25.827 29 25.82 5.88 29 TO8T 409 29 T0.8T T08®: 29 26.60
20 0.3 T 95.94 TF 10.49 T4 10.49 3 TF 460 ST T4 4.60 600.73 TLE T0:88
20 0.3 g 27536 33% 335 T.25 2.08 238 20T 600.26 TLE 33F
20 0.3 16 0.6T Z 0.36 Z T.20 0.60 Z 0.47 0.0T 2 T.20 1437 Z 0.3T
20 04 T 0.19 38 37.00 3 37.00 533 38 37.00 T.09 3 37.00 559 38 3789
20 0.F 2 397 T8 T7.00 T T7.00 2.56 T8 49 28T T 7.9 775 T8 1731
20 0.4 L 99.46 9 00 9 00 6.80 9 278 437 9 2.64 60032 TLE 06
20 0.4 T4.6! T B T 2. 282 T TF 59 T 1.56 600.30 TCE 23
20 0 16 0.63 0.37 2 0.3 0.35 T 2 0.4T 526.33 0.25
20 0.5 T 1356 30 29.00 30 29.00 30 29.00 129 30 29.00 2.35 30 29.89
20 0.5 2 29T 15 T2.36 15 1286 15 5.29 0.83 15 529 T7.06 15 1350
20 0.5 k] 18T 5.0 5.26 21 21T 22T TT7.9T 5.46
20 0.5 270 3 T.70 3 300 3 T.T6 0.0Z 3 300 59.72 3 T.3T
20 0.5 T6 0.69 T 0.25 T 0.29 T 0.29 .7 T 03T 1209 T 0.2
20 0.6 T 0.02 7z 27.00 7 27.00 7z 27.00 0.0T 7 27.00 0.0F 7z 27.00
20 0.6 2 T.05 13 1224 T 1278 13 51T 0.80 T 51T T2.T6 13 1240
20 0.6 T 233 6 5.04 6 5.00 6 2.0 5.15 6 217 96.60 [ 52T
20 0.6 73% 3 T6 T.65 3 T.09 2.03 3 TT5 600.33 TLE 1.56
20 0.6 16 0.7T T 0.29 T .28 T 0.3T 0.T0 T .30 2530 T 0.25
Cy 20 0. T 216 2T 20.00 2T 20.00 2T 20.00 258 2T 20.00 0.35 2T 20.85
20 0. 2 0.53 TO 9.26 T0 9.26 TO 313 P T0 EAL] 3% TO A
20 0.7 £l 7.03 S 400 S 4.06 S T.6T 37 S 163 92.63 S F2T
20 0.7 T3% 2 150 Z T5T 2 0.8F 24T Z 0.89 12149 Z 150
20 0. 16 0.83 T 0.25 T 0.2 T 0.25 0.0Z T 0.26 600.52 TLE 0.25
30 0.3 T 0.0 52 52.00 52 52.00 52 ST.00 540 57 S5T.00 0.04 52 52.00
0 0.3 2 0.93 26 237 26 2377 26 .86 380 26 86 4339 26 2475
30 0.3 L 600.69 TLE TO.T TLE 10T TLE 348 21466 T3 348 600.29 TLE 10.63
0 0.3 g 600. TLE 379 [J 398 6 T.93 9.20 [J 204 600.6% TLE 338
30 0.3 16 T89T 3 0.96 3 T4 3 0.3F 0.7T 3 0.86 600.2% TCE 0.
0.4 T 2.80 48 47.00 Lt 4700 48 48.00 0.13 Lt 48.00 0.19 48 47.93
30 0.F 2 6.63 23 2180 23 21.80 23 ) 347 23 742 30 23 228%
0 0.4 T 269.75 1T 9.50 TT 9.50 TLE 295 600.90 TLE 295 60089 TLE 9.9
30 0.4 600.6. TCE 75 TCE 38T [ T.79 65.80 6 T 600.4T TLE -
30 0.4 T6 30.00 Z T.00 2 TTT 2 0.87 0.9 2 0.87 600.10 TLE 09T
30 0.5 T 20.T ax 43.00 S & 4300 ax 4200 0.03 & 4200 743 ax 4305
0 0.5 2 1493 22 20.3% 15772 22 20.3F 22 65 5.09 27 65 6003 TLE 20.86
30 0.5 L 600.5 TCE 9. 600.39 TCE 93 TT 35 106.55 TT 335 600.20 TLE 9.1
30 0.5 8 600.62 TLE 354 4353F 5 338 5 T.69 1373 5 T.6T 600.0¢ TLE 337
30 0.5 T6 4.64 Z 0.92 7 2 0.9 Z 0.73 T2 2 0.70 600.85 TLE 0.88
0 0.6 T 9.66 36 5.00 5.4% 36 35.00 36 5.00 NE 36 35.00 250 36 35.71
0 0.6 2 19.66 T8 1550 T9.3T T 15,50 T8 54T 1257 T 54T 600.16 TCE T7.T
30 0.6 £l 29.89 g 02 28.09 7.0 g T.0 36552 T.0% 19.2 8 85
30 0.6 50.3 T 287 69.63 L 2.87 El T.2T 1804 L 1.22 600.16 TLE 00
0 0.6 16 19.6 2 0.88 T.24 Z 0.9F Z 0.6T 0.65 Z 0.6 600.76 TLE 0.88
0 0. T 9.02 [ 5.00 13.69 36 35.00 [ 5.00 7T 36 35.00 393 0 5.
30 0.7 2 61.83 T8 15.68 839 T T5.6! T8 54% 32.93 T 5.4% TaT72 T8 T
30 0.7 T 600.6T TLE 6.5 600.59 TLE 6.57 TLE 212 600.68 TLE 2.12 600.15 TLE 89
30 0. T 23116 T 276 T7.60 k] 28T F 132 T5T.39 k] 126 60027 TLE 3.00
0 0. 16 15774 Z 0.9T 23 Z 0.94 B Z 0.65 T.26 2 0.65 600.82 TCE 0.
40 0.3 T 6.53 0 69.00 T.29 0 69.00 0.04 0 0.00 0.04 0 0.00 439 T 69.61
40 0.3 2 19 35 3232 T04.09 3 3232 29.9 35 9.86 T6. 3 9.86 600.24 TLE 355
40 0.3 T 600.6T TLE 1436 600.23 TLE 1486 60097 TLE 40T 600.48 TLE Z.0T 600.6 TLE 1546
40 0.3 600.0 TCE 6.06 600.0% TCE 6.05 600.35 TCE 237 600.25 TCE 238 6009 TCE 6.4F
40 0.3 16 600.1TT TCE T.99 600.19 TCE 203 227 T T.7 1.3 L3 .28 600.16 TLE O
40 0.3 37 10.65 T 0.25 243 T 0.36 492 T 0.30 0.1 T 0.36 600.9 TLE 0.2
40 0.4 T 0.15 5T 5T.00 0.09 5T ST.00 0.05 5T 5T.00 0.05 ST ST.00 0.1F 5T 5T.00
40 0.4 2 T.06 75 233% T.0 25 233% 1336 25 6.59 1216 25 6.59 T8.06 25 2330
40 04 .3 T20.95 T2 TT.04 T2T75 T2 TT.04 600 TLE 2.30 600.14 TCE 230 600.60 TLE TT.05
40 0.F 600.43 TLE 463 600.5 TLE 4.64 600.54 TLE 1.76 600.28 TLE 175 600.86 TLE 462
40 0.4 16 600.92 TLE 150 9304 3 T.627 20.00 3 0.93 2.60 3 0.92 600.15 TLE 150
40 0.4 37 T2 T 0.25 0.15 T 0.32 5.58 T 0.26 0.7F T 0.30 600.5. TCE 0.25
40 0.5 T 0.1 13 4300 0.1 a3 43.00 0.05 13 4300 0.05 3 43.00 0.1F 13 4300
40 0.5 2 4.66 21 20.0 E5) 21 20.07 T472T 21 6.0 15.8% 2T 6.02 16.26 21 20.95
40 0.5 k] TOT75 T0 9.00 T0Z.50 10 9.00 600.F TLE 2.1 600.43 TLE 2T 4883 T0 .87
40 0.5 g 600.5T TCE 4.00 600.53 TLE 200 600.0T TCE 1.7 600.08 TLE T.7 600.75 TCE 420
40 0.5 16 0.86 T.50 5940 2 T.5T 36.2T 0. 2286 Z 0.76 6004 TLE T.50
40 0.5 37 1339 T 0.26 43T T 0.26 60 T 0.25 0.1 T 0.25 600.T TLE 0.25
40 0.6 T 600.4T TLE 4T.00 600.90 TLE 4T.00 0.49 47 4200 0.9 37 F2.00 28T 47 4T95
40 0.6 2 600.606 TLE 1957 600.03 TLE 19.57 600.92 TLE 5.23 600.46 TLE 523 600.7 TLE 20.3%
40 0.6 T 10 9.00 T8T.95 10 9.00 600.TT TLE 2.0. 600.03 TCE 203 600.0T TLE 9.6
40 0.6 TLE 400 600.30 TLE 4.00 600.30 TLE .23 600.93 TLE 123 600.T TLE 404
40 0.6 16 2 150 14725 Z T.55 2880 2 0.7F 19 Z 0.7T 600.44 TLE 150
40 0.6 37 T 0.25 2.69 T 0.28 6.68 T 0.23 O.1T T 0.26 600.2% TLE 0.25
40 0. T T 4T.00 0.0 4T 4T.00 0.09 T 4T.00 0.09 T 4T.00 0.2T T 4T.00
40 0.7 2 20 19.57 1398 20 19.52 T80 20 555 2173 20 555 196 20 19.95
40 0.7 k] TLE 9.00 600.08 TLE 9.00 600.99 TLE 2.02 600.T TLE 2.02 6001 TLE 9.35
40 0. g TLE 400 600.0F TLE 200 60082 TLE T.20 600.56 TLE T.20 600.T TLE 4.00
40 0. 16 Z .50 16.7 Z 1.5 237 Z 0.76 16.6 Z 0.7T 600.45 TLE T.50
40 0.7 37 T 0.25 313 T 0.27 5.4F T 024 0.0 T 0.25 600.2 TCE 0.25
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Classe n d « F_TREE F_TREET F_REP F_REPT F_FLUXO
o Tempo Sol RL Tempo Sol RL Tempo Sol RL Tempo Sol RL Tempo Sol RL
30 03 T 10.90 7 .00 130T 74 72.00 2.06 7 3.00 T.64 74 73.00 X 7 326
50 0.3 2 2871 36 3476 3T.T0 36 34776 ST.0T 36 9.58 123776 36 9.58 T893 36 35.73
50 0.3 L] 600.59 TCE 16.25 600.16 TLE 16.25 600.14 TLE 3F 600.3F TLE 348 600.T TLE 16.8%
50 0.3 TLE 12 600.83 TCE 12 600.00 TCE 20. 600.0% TCE 203 600.92 TLE 40
50 0.3 16 TLE 235 600.48 TLE 2.63 10414 £l 19 26.38 L] 123 600.14 TLE 273
kY 0.3 37 Z 0.56 63.F 2 0.6 Z 0.46 0.61 2 05T 600.89 TLE 0.56
50 0.4 T 61 61.00 PNLS 61 61.00 61 61.00 0.0 61 61.00 0.25 61 61.00
50 0. 2 0 2731 5.0 30 2731 0 29 60.36 30 29 T0.70 0 2985
50 0.4 T TLE TT.50 600.6 TLE TT.50 TLE 287 600.83 TLE 2.87 600.8T TLE 1373
S0 0.F TLE 5.25 600.83 TLE 532 TLE T.65 600.46 TLE T.60 600.63 TLE 59T
50 0.4 16 TLE pAY] 600.55 TLE 228 3 T.06 T05.30 3 T.00 600.2 TLE pAYs
50 0.4 37 2370 T 0.56 1.66 T 0.75 T 0.46 01T T 0.5F 600.20 TCE 0.56
50 0.5 T 600.60 TLE T.00 600.7T TLE ST.00 . 52 2.00 0.3 52 52.00 2.0T 52 T.08
50 0.5 2 600.76 TLE 2457 600.55 TLE 2452 0.61 26 6.40 59.84 26 6.30 600.14 TLE 25.46
50 0.5 T 600.79 TLE TT.50 600 TLE TT.50 60017 TLE 229 600.20 TLE 229 600. TLE T2.T0
50 0.5 600.63 TCE 5.25 600.78 TCE 5.25 600.19 TCE TAT 600.32 TCE T.3T 600.76 TLE 5.3
50 0.5 16 23102 3 2.12 600.72 TLE 213 65.90 3 0.86 T09.04 3 0.86 600.6 TLE 212
S50 0.5 37 14989 T 0.56 813 T 0.57 20.60 T 0.4T 2.30 T 042 600.39 TLE 0.56
50 0.6 T 600. TLE 52.00 600.25 TLE 52.00 0.1T 53 3.00 0.17 RE 53.00 2.0 53 5296
50 0.6 2 327 26 2379 LR 26 2379 156, 26 6.44 T.T 26 6.44 358 26 2596
50 0.6 £l 600.66 TLE TT.50 600.3T TLE TT.50 600.06 TLE 235 600.66 TLE 235 600.36 TLE 1235
S50 0.6 600.3T TLE 5.25 600.18 TLE 5.25 600.92 TLE T 600.76 TLE 1.7 600.70 TLE 550
50 0.6 16 600.2 TLE pAYs 250.89 3 PALS T30 3 0.9T 152.F 3 0.89 600.2 TLE 217
50 0.6 37 27219 T 0.56 4316 T 0.5 3T.25 T 0.47 T T 0.3 600.0% TCE 0.56
50 0.7 T 0.17 49 49.00 0.1 49 49.00 0.15 49 49.00 0.15 49 49.00 0.35 49 49.00
S50 0.7 2 T75T L 2400 16.05 24 24.00 49.27 L 5.68 ST.0 24 5.6 0.5T L 2400
50 0. L] 9.92 T2 TT.50 .98 12 TT.50 600.5T TLE .96 600.75 TLE T.96 600.0° TLE TT.50
50 0. 11.62 [ 5.25 TT.93 [ 5.25 600.12 TCE T.T9 600.18 TCE T.T9 600.9% TLE 5.25
50 0.7 16 32592 3 212 61.09 3 2.12 226.59 3 08T 273728 3 0.78 600.64 TLE 212
S50 0.7 37 TT0.09 T 0.56 4536 T 0.56 3313 T 0.4T 2.64 T 0.39 600.86 TLE 0.56
60 0.3 T 6.76 5 .00 23 5 200 0.10 5 5.00 01T 5 00 9.62 5 337
60 0.3 2 16936 369 T70.85 3 33.69 16415 .64 95.76 3 64 2320 6.66
60 0.3 L3 600.70 TLE 1559 600.23 TCE 1559 60085 TLE 299 600 TCE 299 600.53 TLE 17.63
60 0.3 600.52 TLE 05 600.12 TLE 7.05 X TLE T 600.33 TLE 185 600.46 TLE 76
60 0.3 16 600.F TLE 278 600.55 TLE 28 600.0T TLE T.T9 600.08 TLE T.19 60013 TLE 3.00
60 0.3 37 600.T6 TCE [ 1457 Z 0.92 3395 Z 0.60 9.85 2 0.58 600.61 TCE [
60 04 T 62.50 2 T.00 62.59 Z T.00 0.2 2 .00 0.1 Z 2,00 0.6 2 T.3T
60 0.F 2 600.79 TLE 3143 600.53 TLE 3T 600.3 TLE 6 600.63 TLE 7.6 600.2 TLE 5.18
60 0.4 L 600.8% TLE T4.00 600.79 TLE 1400 600.0 TLE 28T 600.16 TLE 28T 600.0 TLE 16.72
60 0.4 600.16 TCE 6.50 600.60 TCE 6.50 600.29 TCE T.69 600.08 TCE T.69 6007 TCE ST
60 04 16 600.62 TLE 275 600.0% TCE 2. 600.66 TLE T.0 600.38 TCE T.04 600.26 TLE 275
60 0.F 37 600.5. TLE 0. 1251 2 0.96 Z 0.55 43T 2 0.57 600.86 TLE 0.
60 0.5 T 0.2T 60 60.00 0.23 60 60.00 60 60.00 0.15 60 60.00 0.0 60 60.00
60 0.5 2 363 0 2925 .59 30 29.25 0 6.3 9. 10 30 6.33 60089 TCE 2945
60 0.5 T 600.23 TLE T4.00 600.06 TCE TLE 216 600.73 TCE 216 6008 TLE 1320
60 0.5 600.0¢ TLE 6.50 600.54 TLE TLE T2 600.62 TLE T.3F 600.7 TLE 6.50
60 0.5 16 6009 TLE 275 600.T5 TLE 3 0.98 600.3 TLE 0.9% 60083 TLE 275
Cy 60 0.5 37 600.82 TCE [ 600.78 TLE T 0.55 F1T T 0.53 600.15 TCE [
60 0.6 T 600.60 TCE 60.00 600.20 TCE [ 61.00 0.1 [ 61.00 0.33 61 60.7%
60 0.6 2 T0.7T 30 29.25 10.72 30 30 6.59 9834 30 6.59 2236 30 29.95
60 0.6 L 600.33 TLE T4.00 600.66 TLE TLE 219 600.19 TLE 219 600.33 TLE 1445
60 0.6 g 6004 TLE 6.50 600.32 TLE TLE 133 600.88 TLE .33 600.T TLE 6.55
60 0.6 16 600 TCE 275 600.30 TCE TCE 0.95 600.23 TCE 0.93 600.36 TLE 275
60 0.6 37 600.4: TLE 0. 12406 T T 0.55 400 T 0.52 600.3T TLE 0.
60 0.7 T 0.13 60 60.00 0.13 60 0.227 60 60.00 0.27 60 60.00 0.3 60 60.00
60 0. 2 TT.TO 30 2925 1285 30 600.63 TLE 6.49 600.25 TLE 60039 TLE 2948
60 0. T 600.50 TCE T4.00 600.99 TCE 600.6. TLE 21 600.5% TCE 600.14 TCE 1320
60 0.7 600.26 TLE 6.50 600.02 TLE 600.06 TLE 130 600.16 TLE 600.40 TLE 6.50
60 0.7 16 600.43 TLE 275 600.78 TLE 600.93 TLE 0.89 600.62 TLE 600.69 TLE 275
60 0. 37 600.2 TLE 0.88 426.71 T 18493 T 0.33 63 T 60012 TLE 0.8
0 0.3 T 600.32 TCE 90.00 600.29 TCE 0.30 T 9T.00 0.36 9T T 90.90
0 0.3 2 600.79 TLE 4T.66 600.46 TLE 600.9 TLE 9.19 55730 7 337 45 448
Y 0.3 £l 600.96 TLE 19.00 00.8 TLE 600.89 TLE 293 600.03 TLE 600.09 TLE 21.82
0 0.3 g 600.55 TLE 9.00 600.08 TLE 600.94 TLE T.80 600. TLE 600.90 TLE T0.20
0 0.3 16 600.35 TCE 4.00 600 TCE 600.9T TCE 1.7 600.68 TCE 600.02 TLE 377
0 0.3 37 600.84 TLE T.50 600.79 TLE 3614 2 0.7 179.26 2 600.66 TLE 150
Y 0.3 64 600.0° TLE 0.25 4710 T T06.5T T 0.2T .24 T 600.92 TLE 0.25
0 0.4 T 0.42 85 5.00 0.45 83 0.38 85 5.00 0.35 83 0.85 S 5.00
0 0.4 2 TZ.0T 37 40.5 1486 I7 600.00 TLE 09 600.78 TCE 1550 37 AT.0
0 0.4 £l 600.59 TLE 19.00 600.46 TLE 600.04 TLE 249 600.24 TLE 600.9 TLE 20.4%
0 0.F 600.94 TLE 9.00 600.9T TLE 600.53 TLE 152 600.04 TLE 600.04 TLE 9.62
0 0.4 16 6004 TCE 400 600.89 TLE 600.6! TLE T.08 600.7T TLE 600.74 TLE 405
0 0.4 37 600.02 TCE .50 600.06 TCE 600.96 TCE 0.7F T68.18 Z 600.3% TCE .50
0 0.4 64 600.35 TLE R T TT7.89 T 0.24 T.02 T 600.02 TLE 0.25
0 0.5 T 0.60 9 i 0.64 79 T.09 g 9.00 T.TO 79 T.00 9 9.00
0 0.5 2 TO5.8T 39 9.00 T0TF 39 600.20 TLE 00 600.98 TLE 145 39 39.00
0 0.5 k] 600.52 TCE 19.00 600.2% TCE 600.5 TCE 2.1 600.89 TCE T.88 19 T9.00
0 0.5 6003 TLE 9.00 600.5 TCE 600.6 TLE 133 600.92 TCE 227 9 9.00
0 0.5 16 600.16 TLE 400 600.19 TLE 600.0T TLE 0.99 600.16 TLE 62.56 El 400
0 0.5 37 600.7T TLE 150 600.64 TLE 600.55 TLE 0.6 436.73 Z 60092 TLE 150
0 0.5 oF 600.5% TCE 0.25 1872 T 22216 T 0.2T 0.76 T 600.9T TCE 0.25
0 0.6 T 0.3T 9 9.00 0.30 9 0.3 g 9.00 0F 9 T.33 9 9.00
0 0.6 2 18519 39 39.00 T8T.9% 39 5380 39 6.72 600.55 TLE T.29 39 9.00
0 0.6 L 600.69 TLE T9.00 600.08 TLE 600.06 TLE 2.03 600.66 TLE 253 19 T9.00
0 0.6 600.T TCE 9.00 600.10 TCE 600.69 TCE 1.7 600.66 TCE LER 9 9.00
0 0.6 16 600.90 TLE 4.00 600.35 TCE 6009 TLE 0.93 600.73 TCE 3436 T 400
0 0.6 37 600.90 TLE T.50 600.50 TLE S 600.2T TLE 0.66 600.9T TLE 600.16 TLE T.50
0 0.6 oF 60083 TLE 0.25 270.61 T 0.25 24T2T T 0.2T 213 T 600.06 TCE 0.25
0 0. T 0.3 0 0.00 0.37 80 80.00 0. 0 0.00 0.4F 80 1.3 0 0.00
0 0. 2 26.75 30 3925 26.60 40 39.25 600.06 TLE 3 600.0T TCE 600.2T TLE 3949
0 0.7 £l 600.37 TLE 19.00 600.5T TLE 19.00 600.3 TLE 2.20 600.04 TLE 600.6 TLE 19.2T
0 0.7 600.72 TLE 9.00 600.8T TLE 9.00 60034 TLE 135 600.88 TLE 600.42 TLE 9.03
0 0. 16 600.80 TCE 4.00 600.46 TLE 200 600.49 TCE 0.9. 600.93 TLE 600.2T TCE 4.00
0 0. 37 600.6% TLE .50 600.50 TCE T.57 600.4T TCE 0.66 0.3F Z 600.35 TLE T.50
0 0.7 64 600.0T TLE 0.25 386 T 0.25 2133 T 0.27 T.20 T 600.52 TLE 0.25
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Classe n a4 P F_TREE™ F_REP F_FLUXO
o RL Tempo Sol RL Tempo Sol RL RL Sol RL

T0 03 2 3038.00 0.0T 303 3038.00 0.01 3038 3038.00 3038.00 303 T519.00
T0 0. F ST32T 0.00 g 800 0.08 g 5347 .00 g 39380
T0 0. 379 0.00 168 168.00 0.9 16 45571 T68.00 16 2350
T0 0.4 T 2217.00 0.00 2217 22T7.00 0.00 221 22T7.00 22T7.00 2217 2217.00
T0 04 2 94.T6 0.77 T0TO 06.80 0.T5 T0T9 57822 896.80 T0TO 9T.00
T0 0.4 F 266.06 0.00 392 392,00 T.88 392 22439 39200 392 261.50
T0 0.3 3.03 0.00 .00 1.37 330 .00 3 16.50
10 0. T 2361.00 0.0T 2361 2361.00 0.00 2361 361.00 2361.00 2361 2361.00
T0 0.5 2 97145 0.14 TT06 97145 0.88 TT06 596.99 96.99 TT06 960.00
T0 0.5 F 31139 0.00 405 405.00 2.2% 405 25123 405.00 405 291,75
10 0.5 3278 0.00 T8 TT8.00 9.69 1T 46.7% TT8.00 TT 20.65
T0 0.6 T 2626.00 239 27T% 2626.00 9.50 T 663.00 2663.00 2778 2702
T0 0.6 2 TO87.00 93T 1397 TOS87.00 T.08 1392 6154 6154 1397 T129.30
T0 0.6 F 377.0% 0.0T 672 672.00 T.9% 672 255.78 67200 672 367.20
10 0.6 9.46 0.00 228 22800 T.39 27 439 22800 27 yA
T0 0. T 1965.00 0.09 T97% 1965.00 0.0T 197% T974.00 T974.00 T97% 197313
T0 0. 2 96.56 59T 69 63.80 0.18 869 4T9.99 84757 69 32,10
T0 0. T 24519 0.0T 398 39800 282 398 T68.04 39800 398 21041
T0 0. T7.10 0.04 47 4200 0.0 a7 20.40 4200 37 5.25
15 0.3 T 3%60.00 0.19 360T 3360.00 T.39 36071 3360.00 3%60.00 360T 358287
5 0.3 2 T499.89 T.10 1826 T499.89 0.55 1826 975 975, 1826 1599.37
15 0.3 F 53436 03 8T 692.26 T.60 88T 330.92 427 8T 653.72
15 0. 133729 0.0T 380 380.00 T.AT 380 TT0.2T 30.00 0 14356
15 0.3 T 2099.00 2.69 2T 2099.00 T2, T 099.00 2099.00 2T 2099.3F
5 0.4 2 9249 6.61 933 92498 2.18 933 498X 49847 933 92496
15 0.4 F 35315 215 53 412355 315 53 18330 41255 537 34548
15 0.3 15 0.0T 190 186.10 329 190 .34 186.10 190 338
15 0.5 T T63T.00 23T T65T T63T.00 0.0T T65T T65T.00 T65T.00 T65T 1650.95
5 0. 2 650.84 6.14 02 650.8F 37 802 369.20 369.20 02 58867
15 0.5 F 21T 175 371 287.06 230 371 133775 14551 37T 199.05
15 0.5 3335 0.0T TOU T00.00 3. LY 40. T00.00 TOU 3588
15 0.6 T T707.00 0.02 T70 T707.00 0.0T T70 T707.00 T707.00 T70 T707.00
15 0.6 2 36.13 306 926 736.13 418 926 42577 425722 926
15 0.6 F 24T.06 6.20 460 230.53 00 260 15848 148720 460
15 0.6 4.03 220 T7T T03.09 T.5T T7T 30.2T TO309 T7T
15 0. T 2489.00 279 2899 2489.00 2.5 £ 16.00 2816.00 2899
15 0. 2 95837 337 1337 95832 T.89 133 48493 48493 1337
15 0. F 28T.69 0.07 572 57200 28T 572 175.5. 57200 572
15 0. 80.75 223 243 T77.00 326 243 67.3% T77.00 243
20 0. T 04200 0.30 3192 3042.00 0.1 192 080.00 080.00 3192 B
20 0.3 2 1290.23 5T 1545 1290.23 319 1545 F7T.20 F7T.20 4.6 1545 1389.3
20 0.3 7 475.0¢ 93 609.29 482 93 21894 30983 96.50 93 48864
20 0. 140.92 272 199.79 T.36 272 10984 13516 3T 272 14318
20 0. 16 T.75 . 57 5F.00 T.835 5% 233% 54.00 83 57 11.62
20 0.4 T 2749.00 0.07 2767 2749.00 0.0T 276 2767.00 2767.00 2.95 2767 2759.29
20 0.4 Z 124295 157 1327 124295 312 1327 598.05 598.05 j 1327 T27T.T7
20 0.4 F 49872% 135 646 5T0.29 18 646 266.16 269.06 12820 646 1437
20 0.3 155.69 373 295 T90.50 352 295 T20.5. 600.12 TCE 15330
20 0.4 T6 13.69 0.0T Z 2.00 0.28 72 2.00 F 2 9.69
20 0.5 T T788.00 2.2 T966 T788.00 0.0T T966 1966.00 TF 1966
20 0. Z 61.62 318 99F 61.62 0.93 994 32823 5.06 99F
20 0.5 T 239.3% 1839 35 260.0T 0 37 126.0T 390.1T a3F
20 0. 3.6 0.12 213 19850 0.89 213 T57.00 73T 213
20 0.5 T6 9.38 0.0T 3T 3T.00 0.30 Ell 3T.00 335 3T
20 0.6 T 2061.00 O.1T 21T 206T.00 0.0 21T 2TT7.00 0.1 211
20 0.6 Z 93463 433 TOTT 934,63 1.36 TOTT 87.29 T.79 TOTT
20 0.6 L 39T.63 1364 S0F 37255 8AY S04 T60.10 600.F TLE
20 0.6 130.13 363 206 152,68 T.20 206 T03.23 600.13 TLE
20 0.6 16 TT.83F 0.02 0 0.00 0.46 70 0.00 5.7 0

C3 20 0. T 2125.00 NE] 2T8T 2125.00 0.0T ZT8T ZT8T.00 1.65 2T8T
20 0. Z 9279% ) T093 9279% 2.65 T093 I6T.5% 959 T093
20 0. 7 330.2T 25.0 535 355.68 854 535 166.05 349775 535
20 0. g TO0.9 0.8% 229 169.83 T35 229 16983 1555 229
20 0. 16 9.19 0.02 58 5800 0.48 S5 58.00 .72 58
30 0.3 T 3 45.00 2T 40T 3845.00 0.0 40T8 40T8.00 O.1T 40T
30 0.3 2 483 107 T707.56 3T.80 1975 T707.56 3 1975 S82T 12,40 1975
30 0.3 F 600.5T TLE 10.:60 600.2% TLE T0.60 T20.1T U, 24731 600.4T TLE 09.89
0 0. 600.1T TCE BT2F 600.61 TLE 300.06 392 45T 142 600.5 TCE 275.15
0 0.3 16 1455 177 0.18 210 T 95.59 23F T T.835 600.26 TLE 60.40
30 0.4 T .14 2580 2530.00 0.40 2580 2530.00 0.12 2580 2530.00 .29 2580 2568.7,
30 0.4 Z 5.0T T29% TT63.5T 557 T29; TT63.5T 230 T29% 4T12.63 3468 129; T2T0.00
0 0.3 F 13547 612 STZ.0T 13835 612 STZ.0T 54.0T 612 190.72 600.. TCE 519.7
0 0.3 600.25 TCE 204, 22, 292 18919 T35T 297 106.32 600.24 TLE T84TT
30 0.4 6 23821 T4T 42.96 0.04 14T TAT.00 2.94 TaT T4T.00 600.02 TLE 39.27
30 0.5 T FT19 2009 1945.00 24T 2009 1945.00 9.49 2009 T85T.00 29 2009 198755
0 0.5 Z 895 TOT 5.56 3592 TOT7 55.50 3336 TOT 2 3387 TO895 TOT 930.8%
0 0.5 T 600.T TCE 61.92 600.89 TCE 361.92 539.27 5T0 13750 13750 600.2. TLE 38T.28
30 0. 600.72 TLE 132.06 59.2 243 14725 3257 243 75.62 35 600.6 TLE 126.78
30 0.5 T6 3292 g 31,72 0.20 g 2.7 2.65 78 2725 227 600.23 TLE 2457
0 0.6 T 5.46 13347 1320.00 528 1342 1320.00 300 1342 T304.00 T304.00 T.839 1342 T34T.00
0 0.6 Z 9.36 674 S95.4 9.65 674 595.F 4T, 674 24387 PLERY) PAR) 674 629.48
30 0.6 7 600.96 TLE 24973 600.20 TLE 25T7T 176.26 349 08.94 99.8: 60034 TLE 276.02
30 0.6 g 600.3T TLE 93.98 1532 T70 11245 29.69 T70 S0.9T 61.30 600.54 TLE 97.25
0 0.6 16 5320 63 19.70 0.13 63 59.00 5.61 63 T7.83 59.00 600.10 TCE 19T
0 0. T 35 57 T590.00 0.1 159 1590.00 0.03 159 T597.00 1597.00 NE) 159 159324
30 0. 2 9F 357 775 7 73520 6.08 T 268.16 26816 19.6 74899
30 0. 7 600.TT TLE 306.3 600.59 TLE 306.38 58.29 385 TT9.2T TT9.2T 600.62 TLE 3182F
30 0. 600. TLE TT0.T5 58.26 176 T16.1T9 PANE] T76 59.7 59.76 600.19 TLE TO8.38
0 0. 16 38.6: 64 485 0.05 oF 64.00 17 o7 20.26 64.00 X 64 22,
40 0.3 T 366 3T7% 3356.00 5.03 337F 3356.00 2.5F 337F 3465.00 5 3365.00 8T 3T7F 3430.67
30 0.3 2 0.8T 1686 13667 9.3 T686 T466.7: 13.07 T686 38162 1512 1686 38167 2492 1686 T639.85
40 0. F 600 TLE 61T.80 60061 TLE 61T.80 600.0F TLE 15740 600.6 TLE 15730 600.5 TLE 5.
40 0. 600.9 TCE 2313 600.29 TCE 230.16 600.06 TCE 9897 600.88 TCE 90.T6 600.65 TCE 25785
30 0.3 16 600.68 TLE 0.0T 600.02 TLE 840 26.94 10 4856 375 19 50.98 600.43 TLE 63.08
30 0.3 37 17.26 20 323 0.09 20 20.00 418 20 59T 0.03 20 20.00 36.0T 20 2.5%
40 0.4 T 213 273! 2695.00 ENA] 2738 2695.00 2.65 2738 22.00 T.88 2738 2722.00 5.76 273 2728.3F
40 0.3 Z 6.90 1345 T22T3 .40 1345 T22T. 2T.03 13345 388,72 T8 7T 1335 88.72 52T 1345 131227
30 0.4 El 600.0T TLE 54594 600.6 TLE 5459F 600.37 TLE 153" 600.79 TLE 1538 600.63 TLE 6.55
30 04 600.36 TLE 2284 600.6 TLE 219,70 600.35 TLE 9245 600.42 TLE 89.79 600.95 TLE 228 8%
40 0.4 16 600.48 TLE 66.5 TT8.65 153 .18 29.70 45,73 51T 153 4833 600. TLE 63.12
40 0.3 2 2300 336 O.1T P 2800 589 6.26 0.0 7 Z8.00 27 28 9
40 0.5 T 524 2809 2765.00 .36 2809 2765.00 0.05 () 09.00 0.05 2809 2809.00 T.25 2809 2802.00
30 0. 2 57.3 T400 T319.T 575 T400 13191 3345 T400 44860 A T400 44860 14766 T400 1346.29
40 0.5 F 600.40 TLE 59129 6002 TLE 59129 600.0 TLE 173722 600.5T TLE 173722 600.52 TLE 612.58
40 0.5 600.90 TCE 24131 600.5T TCE 23830 600.3 TCE 986! 600.27 TCE 97.61 600.99 TCE 246.25
40 0.5 16 600.60 TCE 6.2T 19237 165 5. 21 56.F 165 5T.6 ITT 16 535 600.7. TLE 308
30 0. 37 25.59 3 824 0.14 8 0.8% 6.5T 3 9.94 0.0 3 2872 600.28 TLE ST
40 0.6 T 293 T690 1620.00 96 T690 1620.00 0.06 T690 1690.00 0.06 T690 1690.00 T.26 T690 1678.36
40 0.6 Z 600.98 TCE 65417 6009t TCE 6541 20330 856 258.20 600.79 TCE 25820 3120 56 07.5T
40 0.6 L 600.53 TCE 27408 600.3% TCE 27408 600.TT TCE TOZ.0: 6003 TCE TOZY 600.93 TLE
30 0.6 600.55 TLE T09.56 600.99 TLE 106.93 600.75 TLE 549 600.94 TLE S2.04 600.39 TLE
40 0.6 16 600.4F TLE 3305 2639 99 5T.46 35.29 99 23.23 6.19 99 30.2T 600.52 TLE
40 0.6 2 27.05 16 30F 37 16 54T 864 16 65 0.25 16 5.08 600.0Z TCE
40 0. T 539 T55T 152200 5.25 T55T 152200 .36 T55T T53T.00 T.837 T55T T54T.00 0.77 T55T
30 0. 2 7. 6 685, 70.42 768 685.78 6.12 68 PLYRY 62.75 6 24797 TIT6T 706
40 0. F 600.25 TLE 29743 600.7T TLE 29743 600 TLE T105.70 600.10 TLE T05.70 600.46 TLE
40 0. 600.72 TCE T2T.2 600.90 TLE 11637 600.66 TLE 580 600.99 TCE 55.4% 600.74 TCE
40 0. 16 600.59 TCE 545 600.3% TCE 0.7 LNE] 0 6.37 g 6.73 600.74 TLE
30 0. 2 26.52 7 27T 0.83 T 6.23 8.06 T 0.13 17 6.327 600.95 TLE

[
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Classe | n N A F_TREE F_TREE™ F_REP F_REPT F_FLUXO

o Tempo Sol RL Tempo Sol RL Tempo Sol RL Tempo Sol RL Tempo Sol RL
50 T 0.77 7063 952,00 T82 7063 | 395400 0.06 063 | 4063.00 0.06 063406300 T3 7063 | 4057.16
S0 7 2130 | 208 T797.06 TI4.73 [ 2045 | T792.06 8165 704553357 39392045 53357 697 7045198334
50 F 600.73 TLE 84T6 600.42 TLE 78416 600.22 TLE 207.6 600 TLE 2076 600.24 TLE 9384T
ElY 600.64 TCE 333 600.3T TLE 326.1T 600.9% TLE 124 600.85 TCE 12457 600.75 TCE 94.2F
RlY 16 600.9 TCE 11399 600.5 TCE T19.69 600.30 TCE 0.8 39806 260 66.32 600.94 TLE 11816
S0 7 600.0 TLE T7.4% 75 T EER)) T687 7T 1787 T 7 20 60098 | TLE T6.85
50 T 6.29 2076 1974.00 6.6T 2076 1974.00 226 2076 2053.00 0.7 2076 2053.00 0.47 2076 2066.89
50 Z 600.95 TLE 69.62 600.2 TLE 69.62 16202 1033 255.89 167.22 103! 55.89 NE] 103 TOOT.74
RlY T 600.96 TCE 60.63 600.5 TCE 360.63 600.T5 TCE 9T.56 600.76 TCE 9T.56 600.4: TCE 45302
S0 600.73 | TLE 15397 60050 | TLE T50.00 60009 | TLE 5817 600, TLE 5790 6007 TLE T72.07
50 16 600.98 TLE 5T.05 600.32 TLE 599 F733 113 3206 325 113 3T.69 600.06 TLE 4931
50 37 600.99 TLE 822 0.22 00 19.14 3 92 T.27 3 37.00 600.34F TLE py)
RlY T 6.94 233 2269.00 TT.63 233 2269.00 0.1T 3 338.00 0.1T 233 2338.00 09 233, 2329.30
S0 7 600.19 | TLE 67.47 GO0IT TLE 6747 T7831 TT79 T8T09 T90; 79 | 78209 6000 TLE | 1127.33
RlY 7 600.61 TLE 39726 600.08 TLE 397.26 600.73 TLE 10720 600.0T TLE 10720 600.22 TLE
50 600.1F TLE T7438T 600.0 TLE 165.50 600.06 TLE 65.8T 600.92 TLE 59.35 600 TLE
RlY 16 TCE ST9T 600 TCE 3T 08.87 130 345 67.60 130 38.59 600.20 TLE
0 7 33 9T 5T 33 TS 7195 3 T0.17 089 33 155 60023 | TLE
50 T T80 [ T791.00 530 T850 [ _T791.00 017 T850 | 185000 0.15 T80 T850.00 69 TS50
50 Z TLE TT.09 600.89 TLE STT.09 600.37 TLE 24879 600.T TLE 248779 600.30 TLE
RlY T TCE 6.5 600.14 TLE 336.58 600.6 TCE 9.70 600.00 TCE 89.70 600.3 TLE
0 TLE TA8.7T G003 TLE 153.56 60040 | TLE 5797 60091 | TLE ST.60 60099 | TLE
50 16 TLE 5736 60083 | TLE 6457 75537 T0Z 7787 979 T0Z 337 60059 | TLE
50 37 33 856 0.30 33 33.00 2793 EE 6T 0.08 33 33.00 600.30 TCE
RlY T 795 T770.00 223 T795 T770.00 33T T795 T773.00 20T 1795 T .00 T.7 T795
0 7 89 9643 T00.55 9 79643 70880 859 77746 189,39 59 77746 T05.72 59
0 T TLE 39206 60039 | TLE 39206 60086 | TLE 90T 60059 | TLE BO0T 60034 | TLE
50 TLE 146.68 600.T TLE 14561 600.F TLE 55.99 600.76 TLE 5387 600.40 TLE
RlY 16 TCE 4995 600.15 TCE 5836 92.02 105 30.95 62.55 103 30.86 600.29 TLE
S0 32 6007 TLE .90 035 b 7800 230 7 6.74 00 7 7800 60072 | TLE
60 T = 7350 | 477800 757 7350 | 477800 675 7350478000 6.07 350478000 T0.60 7350
60 Z 600.13 TLE T9T7.4T 600.TT TLE T9T7.3T 600.96 TLE 614770 600.06 TLE 61470 600.0 TLE
60 F 600.63 TCE 67.55 600.46 TCE 67.55 600.40 TCE T80.T 600.70 TCE T80.T 600. TCE
60 600.63 TLE 38T 60089 TCE 3BT.85 600.74 TCE T0F43 600.99 TCE 10432 600.93 TCE
60 TG 60080 | TLE T27.73 60042 | TLE Ta7.71 G006 | TLE 6787 60000 | TLE 66,37 600.61 | TLE
60 37 600.26 TLE 3343 T35 TO0 5531 4358 TO0 2728 TT.20 TO0 3312 600.76 TLE
60 T 490 2915 2825.00 139 2915 2825.00 248 2915 Z87T.00 409 2915 287T.00 6.8 2915
60 Z 600.29 TLE 129273 600.32 TCE 129273 600.9T TCE 360.1 600.06 TCE 600.55 TLE
0 7 60036 | TLE 5897 GO0 TLE 5580 60097 | TLE 7Y 600.19 | TLE 60050 | TLE
60 g 600.3 TLE 24739 600.52 TLE 24316 600.3F TLE 82.23 600.6 TLE 600.86 TLE
60 16 600.00 TCE 9330 600.5. TCE TOT.55 600.82 TCE 49.09 600.08 TCE 600.52 TCE
60 37 600.46 TCE pAR [ 64.26 [ 600.2 TLE
0 T T 7557 252100 7557 016 7557 ) 7557
60 Z 190.86 1262 TT924.90 1267 3936 1262 159.94 1267
60 F 600.28 TCE 539.75 TLE 600.72 TCE 600.6 TCE
60 600.03 TCE 23850 TLE 600.23 TCE 60034 TLE
0 TG 60007 TCE 8796 TLE 600,06 TCE 60037 | TLE

[ [ U5 | 32 [[ 60028 [ TLE | [ o072 ]

60 T 5.90 27 2430.00 27 2430.00 T.78 2478 2470.00 247, 2470.00 15.56 27
60 Z 600.05 TCE 1086.23 TLE T086.23 600.25 TCE 308.2% TCE 08.24 600.46 TLE
0 T 60070 | TLE T7239 TLE 177,39 60083 | TLE 9712 TCE 97.17 60020 | TLE
60 g 600.TT TLE 210.83 600.0 TLE 2138% 600.85 TLE 55.78 TLE 55.9. 600.0T TLE
60 16 600.5 TLE 6.43 600.80 TLE 2.86 600.92 TLE 3585 TLE 36.TT 600.6: TLE
60 37 600.69 TCE 16.09 1526 60 327 T90.2T 60 136 60 19.53 600.834 TLE
0 T 761 TST T767.00 713 T837 | T767.00 056 TST TS3T00 TST TE31.00 T3.70 T87
60 Z 600.43 TLE ST.72 600.18 TLE 78172 600.3 TLE 208.52 TLE 20852 600.8T TLE
60 F 600.50 TLE 5T.99 600.06 TLE 351,99 600.80 TLE .1 TLE EAL 600.86 TLE
60 600.32 TCE 156.66 00.5. TCE 156.66 600.63 TCE 48.3% TCE a33F 600.5 TCE
0 6 60042 | TLE 56.09 60085 | TLE 0 60095 | TLE 7771 TLE 7577 600.1 TLE
60 37 600.T TLE T0.66 T6.13 13 20.9% 136.24 a3 9.47 K a3 1459 600.70 TLE
80 T 2120 3099 302T.00 208,19 3099 302T.00 0.29 3099 3099.00 0.2 099 3099.00 T2.33 3099
0 Z 600.09 TCE 1336.0T 600.92 TCE 1336.0T 600.72 TCE 352,16 600.08 TCE 52.16 5357 153
0 T 60002 | TLE 607.59 60013 | TLE 607.59 60082 | TLE T10.72 60020 | TLE T10.72 60037 | TLE
80 g 60001 TLE 77773 60034 | TLE 77773 60041 | TLE 6.7 0008 | TLE 66.27 600,74 TLE
80 16 600.62 TLE 11200 600.03 TLE T09.32 600.29 TLE 337 600.0 TLE 4203 600.24 TLE
0 37 600.3T TCE 0.8T 600.59 TCE 9.5 450.87 5 21T 2296 5 2357 600.3T TCE
0 67 60095 | TLE 69 T3 00 13757 760 071 g 800 695 g
80 T 1516 3316337100 399 3316337100 0.7 316 | 341600 33 3416 | 3A16.00 T3.60 316
80 Z 600.9F TLE 15647 600.9T TLE 1564.7 576.03 T703 348.05 600.25 TLE 34803 455 1703
0 T 600.93 TCE 28.36 60085 TLE 72836 600.6F TCE 11732 600.72 TCE 11732 600.. TLE
0 60009 | TLE KL G006 TLE 33848 60045 | TLE 7690 60039 | TLE 690 60097 TLE
80 TG 600.06 | TLE T39.66 0003 TLE 13240 G008T | TLE 520 500,84 | TLE 7979 B003T TLE
80 37 600.63 TLE 4253 6008 TLE 317 436.8T 8T 2772 NE 8T 30.5F 600.65 TLE
0 oF 600.74 TCE 310 209 7. 2300 27520 2 179 0.2T 23 23.00 600.92 TCE
0 T £ 79— 730300 i) 739 7309.00 390 7149737600 19 79747600 979 7429
80 7 60015 | TLE | 106505 002 TLE | 1065.05 G0004 | TLE 73320 GO0 TCE 73320 505 [ 1213
80 F 600.49 TLE 481723 600.9 TLE 48123 600.42 TLE 82 600.30 TLE 8277 600.89 TLE
0 600.3% TCE 22T9% 600.42 TCE 22T.9% 600.74 TCE 545 600.60 TCE 5453 600 TCE
0 6 600, TLE 978 0053 TLE K[ 60090 | TLE 363 600.19 | TLE 3346 60023 | TLE
80 ) 60001 | TLE 7587 60032 TLE 09 60089 | TLE T6.97 3346 o1 716 60025 | TLE
80 6F 600.93 TLE 2.02 37 13 8.2 284F T 278 8OF 13 63 600.99 TLE .52
0 T 263 253! 2473.00 2731 25, 2473.00 27.06 2538 2503.00 2212 253 2503.00 19.5 253! 2525.00
0 Z 600.18 TLE T06T.87 600.0 TLE TO6T.87 600.35 TCE 25276 600.13 TCE 252776 600.25 TLE 1236.66
80 7 60085 | TLE T7T19 G00.73 | TLE T7T19 0019 | TLE 631 600.10 | TLE 8631 60055 | TLE G878
80 g 600. TLE 2139 600.15 TLE 21496 600.9T TLE 57.20 600.75 TLE 55.77 600.82 TLE 250.63
0 16 600.85 TCE 39 600 TCE 9.80 600.0° TCE 3862 600.76 TCE 37.00 600.36 TCE 93.9%
0 37 600.9 TCE 25.66 60089 TCE 377X 600.53 TCE 1873 30.3 [ 0.93 600.29 TLE 23T
80 67 60011 | TLE 71T 359 7 T2.00 397.19 1} 778 026 1) T2.00 60085 | TLE 165
80 T T0.76 1878 T86T1.00 1221 1878 T86T.00 0.48 1878 T878.00 0.43 1878 T878.00 9.02 18 87349
0 Z 600.64 TCE LYNA! 600.61 TLE A7TT 600.06 TCE 195.00 600.06 TCE 19500 600.96 TCE 920.3%
0 L 600.9% TLE 376,39 600.20 TLE 376.39 600.27 TCE 67.T 600.2% TCE 67.1 600.7 TLE 43358
80 60090 | TLE T75.96 60030 | TLE T75.96 600,65 | TLE 7359 600.63 | TLE 7359 60093 | TLE T86.60
80 16 600.46 TLE 308 600.8T TLE 360 6004 TLE 27.73 600.32 TLE 26.09 600.3T TLE Exy
0 Z 600.7T TCE 223% 600.72 TLE 26.50 600.T TLE 1470 B.6F a9 1589 600.5T TCE 2T.69
0 oF 600.6 TCE 205 475 1T TT.00 3 1T PAL) 0.26 1T TT.00 600.1T TCE T.6

Fonte: elaborado pelo autor.



