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RESUMO

A dificil tarefa de projetar leis de controle para sistemas dindmicos nao lineares é um desafio cada
vez mais relevante em diversas dreas de atuagcdo da engenharia. O estudo da estabilidade desses
sistemas desempenha entdo um papel fundamental na sua compreensdo e, consequentemente,
na elaboracdo de métodos de controle estabilizante em torno de pontos de operagdo desejados.
Nesse trabalho, foi aplicada a teoria de estabilidade de Lyapunov para controlar o modelo de
um conversor buck e o oscilador de Van der Pol utilizando uma estratégia baseada em dados
em que o lema de Petersen € essencial para obter uma condi¢do de Lyapunov para estabilidade
assintdtica. Para a andlise do sistema e o projeto do controlador foi empregado SOSTools, um
pacote de ferramentas para 0 MATLAB, que utiliza abordagens em sum-of-squares para resolver

inequagdes matriciais.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos polinomiais; Controle nao-linear baseado em dados;

Sum-of-squares; Teoria de Lyapunov.



ABSTRACT

The design of control laws for nonlinear dynamical systems is an increasingly challenging task
that holds relevance and prominence in control engineering. The study of system’s stability
plays a fundamental role in understanding them and, consequently, coping with methods able
to stabilize control near desired operation points. In this context, we considered Lyapunov’s
stability approach in this work to devise controllers for a buck converter and Van der Pol’s
oscillator. In both applications a data-driven strategy was applied, where Petersen’s lemma is
vital in finding a Lyapunov condition for asymptotic stability. We conducted system analysis and
controller synthesis via SOSTools, a MATLAB toolbox that employs a sum-of-squares approach

to solve matrix inequalities.

Keywords: Polynomial dynamic systems; Nonlinear data-driven control; Sum-of-squares;

Lyapunov’s theory.
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1 INTRODUCAO

O estudo de sistemas dinamicos possibilita que seu comportamento seja modelado
por equacdes matemaéticas que descrevem a evolugdo desse sistema ao longo do tempo (HAD-
DAD W. M. ; CHELLABOINA, 2008). Na engenharia, ¢ comum a necessidade de controlar
tais sistemas para que seu comportamento seja o mais préximo do desejado para cada aplicagio.
Para isso, hé a necessidade de controlar esses sistemas, majoritariamente por controle de reali-
mentagdo, e o projeto de um controlador que modifique as entradas do sistema para que o efeito
nas saidas do sistema seja de estabilizacdo em um ponto de operagdo, rejeicao de distirbios,
seguimento de referéncia, entre outros.

Abordagens de controle de sistemas dindmicos, em sua maioria inerentemente nao
lineares, muitas vezes envolvem a lineariza¢@o do sistema em torno de um ponto de operacao
desejado. Entretanto, essas abordagens desconsideram certas complexidades do sistema, o que
pode resultar em erros entre 0 modelo obtido e o sistema real, ou atuacio em faixas de operacao
limitadas. A complexidade crescente dos sistemas dinamicos na engenharia requer cada vez mais
o uso de abordagens que considerem as ndo-linearidades para uma modelagem mais precisa, o
que resulta em leis de controle mais robustas.

Um dos conceitos extremamente importantes quando se analisa o um sistema di-
namico € o de estabilidade. Teorias de estabilidade dizem respeito aos comportamentos das
trajetérias do sistema em torno de um ponto de equilibrio, uma vez que os sistemas estao sem-
pre sujeitos a perturbagdes externas e a faixa de precisdo ou tolerancia dos seus componentes
(HADDAD W. M. ; CHELLABOINA, 2008). A Teoria de Lyapunov fornece condi¢cdes mate-
maticas para tal andlise. Desevolvida por Aleksandr Lyapunov, primariamente para o estudo de
equilibrio e movimento de sistemas mecanicos, a Teoria de Lyapunov apresenta condi¢des que,
se satisfeitas, garantem a estabilidade, estabilidade assintética ou estabilidade exponencial. Suas
implica¢des sdo de fundamental importancia no estudo dos sistemas dinamicos e no projeto de
leis de controle.

Dito isso, para que seja possivel a andlise de um sistema, a modelagem das equacdes
que descrevem seu comportamento € fundamental. Métodos bastante utilizados envolvem
etapas de ensaios para coletas de dados do sistema — na qual submete-se o sistema a um
sinal de excita¢do na sua entrada e observa-se o comportamento dos parametros que se quer
controlar — e identificacio — na qual, de posse dos dados obtidos com o ensaio, procura-se

estimar os parametros e equacdes que modelam o sistema satisfazendo essas relacdes de entrada-
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saida. Métodos de identificacdo sdo relevantes pois hd casos em que nio € possivel modelar o
sistema com base apenas em equacdes conhecidas que descrevem os fendmenos que regem o
comportamento do sistema, como quando se desconhece os pardmetros de um sistema ja em
operacao. Para contornar esse problema, existem as abordagens baseadas nos dados, ou data-
driven, que visam nao necessitar de uma etapa de identificagdo intermedidria, projetando uma
lei de controle apenas com os dados obtidos das medi¢des do sistema. Esse tipo de abordagem
ganha ainda mais importincia em casos em que identificar o sistema requer muito tempo, em
casos em que os dados estdo sujeitos a distirbios que provocam erros de medicdo ou casos em

que ha presenca de ndo-linearidades no sistema (PERSIS C. ; TESI, 2020).

1.1 Objetivo

Baseado nesses conceitos introdutdrios acima, € crescente o namero de trabalhos
que fornecem propostas de métodos para controle basado em dados para sistemas ndo lineares.
Este trabalho tem como objetivo aplicar algoritmos que projetem leis de controle para sistemas
lineares e para sistemas polinomiais, uma classe particular de sistemas ndo lineares. O método
em que se baseiam os algoritmos € o proposto em (BISOFFI A. ; DE PERSIS, 2022), que utiliza
o Lema de Petersen e a Teoria de Lyapunov para projetar um controlador que garanta estabilidade

assintética na origem do sistema.
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2 FUN DAMENTA(;AO TEORICA

Para realizar o controle de sistemas dinamicos, € necessario inicialmente desenvolver
as ferramentas matemdticas necessdrias para descrever seu comportamento ao longo do tempo.
E através dessa modelagem matemadtica dos fendmenos fisicos que fazem parte dos sistemas que

pretende-se controlar que se analisa

2.1 Sistemas dindmicos

Um sistema dinamico nao-linear consiste de um conjunto de possiveis estados tais
que o conhecimento do valor inicial desses estados, combinado ao conhecimento de uma entrada
externa ao sistema, determina completamente seu comportamento em qualquer instante de tempo
(HADDAD W. M. ; CHELLABOINA, 2008). Esses sistemas podem ser representados por um
conjunto de equacdes diferenciais que relacionam a taxa de variacdo de cada uma das varidveis
do sistema com as demais varidveis e com o sinal entrada. Sendo assim, considere um vetor de

estados x € Z” € R" e uma entrada u € % € R™, tais que

x=F(t,x(t),u(t)), x(to)=x0, xE€ to,t1] (2.1)

O sistema (2.1) é referido como ndo-linear variante no tempo e, para os casos em
que a dinamica entrada-saida do sistema ndo muda a medida que o tempo passa, o sistema € dito

como invariante no tempo ou autonomo, podendo ser definido como

F(to,x,u) = F(t,x,u), Y(t,x,u) € [to,t;] X Z XU (2.2)

Além disso, a equacdo (2.2) pode ser escrita como um sistema afim na entrada:

x=f(x) +g(x)u (2.3)

Baseados em (2.3), casos particulares podem ser modelados de forma mais especifica.
No caso em que o sistema é Linear time-invariant/Linear invariante no tempo (LTI), f(x) e
g(x) podem ser representadas por matrizes de coeficientes constantes A € R"*" e B € R™*" que

multiplicam vetores contendo os estados e o controle , respectivamente. A saida do sistema y é
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definida analogamente e ao realimentar a saida y no proprio sistema, para fins de controle, ele
passa a ser um sistema em malha fechada. Se y for influenciada por todos os estados de x, é
dito que o sistema possui Static State Feedback/Realimentagado estdtica de Estados (SSF). Se
nao ha todos os estados presentes na saida, seja por impossibilidade de medi¢ado, ou decisao de
projeto ndo levar em consideracdo todos os estados, € dito que o sistema possui Static Output
Feedback/Realimentacgdo estatica de Saida (SOF). A representagdo matematica em espacos de

estados de (2.3) para LTI estd escrita a seguir.

x=Ax+Bu
2.4)

y=Cx+Du

No caso em que f(x) e g(x) sdo polindmios, elas podem ser escritas da seguinte

forma (BISOFFI A. ; DE PERSIS, 2022):

x=f(x)+g(x)u=AZ(x)+BW (x)u (2.5)

O vetor Z(x) € RY e a matriz W (x) € RM*™ de 2.5 sido chamados de regressores e
sdo compostos pelos mondmios dos estados de x. As matrizes A € R"N ¢ B € R™M de 2.5
possuem os coeficientes dos mondmios de Z e W. Analogamente a (2.3), pode-se definir uma

saida do sistema y € % € R”? |, tal que

y=nh(x)+d(x)u (2.6)

Essa realimentagdo ¢ dita ser uma SSF, se h(x) possuir todos os estados de x. Caso
haja menos que o nimero total de estados, como, por exemplo, na imporssibilidade de medi¢ao
de algum deles, € dita ser uma SOF.

Neste trabalho, foram feitos algoritmos de anélise de estabilidade e controle baseado

em dados para sistemas polinomiais com SSF.

2.2 Pontos de equilibrio

Um ponto x., € definido como ponto de equilibrio de (2.1) se o valor de x fica

suficientemente perto de x., quando o sistema € submetido a perturbag¢des arbitrariamente
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pequenas, ou seja, x., € 2 tal que x — x,, quando ¢ — co. Além disso, um ponto de equilibrio
Xeq € £ de 2.1 é um ponto de equilibrio isolado se existe uma bola aberta B¢ (x.,) em torno
dele — definida como Bg(x.) := {x € R" : [|x —x,4|| < € } — que ndo contenha nenhum outro

ponto de equilibrio além de x,;.

2.3 Estabilidade de Lyapunov

Como mostrado em (HADDAD W. M. ; CHELLABOINA, 2008), a Teoria da
Estabilidade de Lyapunov é uma ferramenta matematica que analisa o comportamento de um
sistema dindmico em relacdo a seus possiveis pontos de equilibrio. Considerando o sistema

dindmico nao-linear

x=f(x@)), x(0)=xy, x(t)eZ, 0€Z, 2.7)

e supondo que f(0) =0 e que f(x) é uma funcdo Lipschitz-continua, i.e., || f(x) —
FOII < L|jx—=y||,¥x,y — o que implica na existéncia de uma fungdo x(r) que é solucdo de (2.7)
e que € diferente para cada condicao inicial — a estabilidade da Teoria de Lyapunov é definida

como.

Definicio 1 (i) A solucdo x(t) =0 de (2.7) é estdvel no sentido de Lyapunov se, para todo
€ >0, existe um 8(€) > 0 tal que, se ||x(0)|| < 9, entdo ||x(t)|| < & t > 0.
(ii) A solucdo x(t) = 0 de (2.7) é assintoticamente estdvel se é estdvel no sentido de Lyapunov
e existe 8 > 0 tal que, se ||x(0)|| < O, entdo limy_,.x(t) = 0.
(iii) A solugdo x(t) = 0 de (2.7) é exponencialmente estdvel se existem constantes o, [3 e 0 tais

que, se ||x(0)|| < &, entdo ||x(1)|| < a||x(0)||e P, ¢ > 0.

Figura 1 —Estabilidade no sentido de Lyapunov

Fonte: (HADDAD W. M. ; CHELLABOINA, 2008)
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Figura 2 — Estabilidade assintética

Fonte: (HADDAD W. M. ; CHELLABOINA, 2008)

As figuras 1 e 2 ilustram como € o comportamento da trajetoria de uma varidvel x
para as estabilidades no sentido de Lyapunov e assintética. Nota-se que a estabilidade no sentido
de Lyapunov ndo garante a convergéncia para um ponto de equilibrio, ela apenas garante que os
valores de x nunca ficam consideravelmente afastados dados 9 e €. J4 a estabilidade assintética

garante uma convergéncia para o ponto de equilibrio a medida que o tempo tende ao infinito.

Teorema 1 (Teorema de Lyapunov) Considere o sistema dindmico ndo-linear (2.7) e assuma

a existéncia de uma fungcdo continuamente diferencidavel V : 2~ — R tal que

V(0) =0, V(x) >0, xeZ,x#0, 28
W) f(x) <0, xeZ, '

Entdo, a solugdo x(t) = 0 de (2.7) é estdvel no sentido de Lyapunov. Se, além disso,

VW) f(x) <0, xe€Z,x#0, (2.9)

entdo a solugdo x(t) = 0 de (2.7) é assintoticamente estdvel. Por fim, se existem

escalares a,3,€ > 0e p > 1, tais que

ol [P <V x) <BIIHIP, xe 2,
(2.10)
VW) f(x) < —eV(x), xeZ,

entdo a solugdo x(t) = 0 de (2.7) é exponencialmente estdvel.

A importancia o Teorema de Lyapunov se da pois, ao verificar a existéncia de uma
funcdo de Lyapunov V que satisfaca alguma das condicdes apresentadas no Teorema 1, é possivel

fazer afirmacdes sobre o grau de estabilidade do sistema analisado.
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2.4 Controle baseado em dados para sistemas lineares

Os resultados apresentados nesta se¢ao foram retirados ou demonstrados a partir dos
resultados presentes em (BISOFFI A. ; DE PERSIS, 2022). Na modelagem do problema, foi

considerado um sistema L77 com distdrbio.

¥=Ax+Bau+d, xeR' ucR"deR" 2.11)

As matrizes A, e B, representam o modelo exato da planta que, na abordagem
baseada em dados, sdo considerados desconhecidos. O objetivo € projetar uma lei de controle

em SSF,
u=K.ux (2.12)

que faca com que a matriz de malha fechada A, + B.K seja Hurwitz-estavel, i.e.,
com todos os seus auto-valores tendo parte real negativa. Como nao se conhece o par [A, Bil, e
o distirbio d faz com que haja incerteza nos dados, isso resulta num conjunto 4" que contém
todos os pares de matrizes [A B] com matrizes compativeis com os dados, incluindo [A, B.].

As fun¢des de Lyapunov para sistemas lineares possuem uma representacdo conhe-
cida, sendo essa V = xPx”, P = PT = 0. Entdo de acordo com a teoria de Lyapunov e com

controle # em (2.12), o sistema em malha fechada € assintéticamente estavel se

V=<0

Aplicando a regra do produto em V = x’ Px, obtém-se

T Px+xTPx <0
((A4BK)x)" Px+x" P(A+BK)x < 0
x"(A+BK)"Px+x"P(A+BK)x <0

x"((A+BK)"P+P(A+BK))x <0

Um produto x” Mx é definido negativo se, e somente se, M for definido negativo.

Logo, procura-se achar um P e um K que satisfaca

(A+BK)"P+P(A+BK) <0 (2.13)
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Essa inequacdo conhecida como a condi¢do de Lyapunov para sistemas L71.

Para obter os dados, € aplicado no sistema uma sequéncia de entrada u(ty),...,u(t7_1)
de T amostras e sdo medidos os valores dos estados x(fp),....x(f7—1) e as suas derivadas
x(tg),....x(t7—1). O distdrbio d(1p),...,d (t7—1) ndo pode ser medido, mas estd presente nos dados

coletados. Os dados obtidos sdo organizados em matrizes

X()I

[x(t0) - - x(t7-1)]
Uy = [u(l‘())) s u(tT_l)] (2.14)

Xi = [x(to) - x(t7-1)]

e o distirbio Dy := [d(fy) - --d(Tr—1)] desconhecido é considerado ter energia limi-

tada, ou seja, Dy € &, onde, para alguma matrix A,

2 :={D cR™T . DD < AAT} (2.15)

As medigdes em (2.14) e & em (2.15) definem o conjunto de matrizes compativeis

com os dados

¢ :={[A B]: X =AXo+BUy+D, D€ 9}, (2.16)

que contempla todos os pares de matrizes [A B] que poderiam gerar Xp, Up e X ao
mesmo tempo que Dy satisfaz (2.15). Com o objetivo de projetar um sinal de controle 2.12, é

necessario reformular o conjunto %
2.4.1 Reformulacdes do conjunto ¢ e propriedades

Ao substituir em (2.15), a defini¢do do conjunto €, obtém-se

¢ ={]A B]: X, =AXo+BUy+D,D c R"T DD" — AAT <0} (2.17)

Em seguida, isola-se o termo D na equacdo — resultando em D = X; —AXy — BUy

— e subistitui-se a expressao obtida na inequacao matricial.

(X1 — AXo — BUY) (X] —XIAT —UIBT) —AAT <0 (2.18)



Desenvolvendo a expressao acima e reorganizando em um produto de matrizes:

X XT =X, XJAT — x,UJ BT — AXoX[ + AXox{ AT

+AXoUI BT — BUXT + BUXI AT + BUGUI BT — AAT <0

XiX{ —AA" [—XIUOT —XonT] 1

a4

4 4]

—XoXT Xox!' XUl AT =0
—UoXT ~UpX! UU! BT
xixf—aa" —x |xp uf] ][
X, X, AT| =0
ANER R
Uy Uy B
.
Xo
X X[ —AAT X, 1
Uo
| [AT]| 20
Xo Xo| [Xo T
_ XIT B
Uo Uo| |Uo
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A partir desse resultado, pode-se definir novas matrizes de dados A;,B; e C; como

X1 X[ —AAT
C, BY
By Ag Xo
_ X]T
Uo

_Xl

Uo

Xo

T

Uo
Xo
Uo

Com (2.19), o conjunto % € reescrito de forma mais concisa em

¢ ={[A B]:[1 AB]

C; B!

B; Ay

Ba [1AB]T <0}

. (2.19)

(2.20)

={[A Bl=2":C;+BYZ+2"B;+2"A,Z <0
d

Essa defini¢do de ¢ como (2.20) assemelha-se a definicdo de elipsdides vetoriais.

Um elipséide vetorial é definido por pardmetros ¢ € R, b € R? e a € R7*Y, tais que {z € R? :

c+blz4+72'b+77az < 0} —. Essa semelhanca permite tratar dessa analise do sistema vendo o
¢ap

conjunto ¢ como um elipséide que contém [A B, e é feita uma outra reformula¢do na expressao

do conjunto C, em que
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¢={AB=2":(2-§)"Au(z-{) = 0} 2.21)

§:=—A;'By, Q:=BJA'B;—Cy (2.22)

Para comprovar a equivaléncia de (2.20) e (2.21), substitui-se (2.22) em (2.21), como

demonstrado a seguir:

(Z-0)"Auz-¢) =0
(Z+A;'By)"Ay(Z+A;'By) < BYA;'By—Cy
Z'A4Z+Z"A4A ' By + BYA A Z + BYA A A By < BYA B — Cy
Z"AqZ+7"By+BYZ+BIA ' By < BLA'B,— Cy

Z'AZ+72"B,+BYZ+Cy <0

Como, nas matrizes de dados em (2.19), apenas C; depende da energia total do ruido,
e nas matrizes do elipsoide em (2.22), apenas Q depende de Cy, pode-se dizer que o tamanho do
elipséide (2.21) € influenciado pelo tamanho do ruido, visto que quanto maior a energia total
do ruido, maior o nimero de pares [A B] capazes de gerar os dados analisados, aumentando a
incerteza do conjunto %. Sendo assim, Q pode ser visto como o raio da incerteza de &, e {, que
nao depende do ruido, € o centro do conjunto. Nessa interpretacdo, o caso ideal seria se Q fosse
o mais préxima de zero possivel, e { como o centro da incerteza, se aproximaria de [A, B.| em
(2.11).

Para que os dados sejam um conjunto de valores que descrevam completamente
o comportamento do sistema, € necessdrio que a matriz [f]g} tenha suas linhas completas
(WILLEMS JAN C.; RAPISARDA, 2005). Essa condi¢do estd relacionada com a persisténcia
de excitacdo de [5(0’] , que implica no fato de ela conter informacao suficiente para descrever
qualquer relacdo entrada-saida do sistema como uma combinagdo linear dos dados obtidos
(PERSIS C. ; TESI, 2020). Caso essa condi¢do ndo seja garantida, pode-se aumentar o nimero
de amostras a fim de possuir uma quantidade suficientemente grande que garanta a persisténcia
de excitagcdo. Entdo, [g‘o’] ser persistentemente excitada, influencia diretamente em A; (2.19) e

0 (2.22) conforme apresentado nos lemas a seguir:
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Lema 1 Assumindo que [gg} seja da classe de matrizes com linhas completas, Ay > 0 e Q >~ O.

Prova: A; > 0 é consequéncia direta da persisténcia de excitacdo de [}é‘é] (PERSIS
C. ; TESI, 2020), com A, € definida em (2.19). J& Q pode ser escrita substituindo (2.19) em
(2.22)

Q=BlA;'B;—C,
T T\ ~!
X X X X
Us Uo| |Us Uo
Definindo Q), := [gg} T( [52] [58] T)_l [58] verifica-se que Q%, = Qp, 0 que a classi-

fica como uma matriz de projecdo. Entao
0 =X10,X{ —XiX{ +AA" (2.23)

Sendo X = A.Xo + B.Up + Dy = [A« B.] [58] + Dy, logo

T T\ ~!
Xo Xo Xo| [Xo Xo
XIQP_XIZ |:A* B*] +D0
Uo Uy Uo| [Uo Uy
Xo
o) []
Uo
T 7\ !
Xo Xo Xo| | Xo Xo
= [A* B*} +Do
Uo Uo U() Uo UO
Xo
o) []
Uo
= DyQ, — Dy

Analogamente ao resultado acima, temos que Q,X{ — X! = (X10,—X1)T = (DoQ, —

DO)T = Qng — Dg , portanto, substituindo em (2.23), temos
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0 =X10,X{ — X1 X[ +AAT
= (X10, — X1)X{ +AAT
= (DoQp — Do)X{ +AAT
= Do(Q,XT —XxI')+AAT
= Do(QpDj — Dj) +AAT

= DyQ,D§ — DoD{ + AAT

Jique Q, = 0e Dy € 7 (2.15),

0 = DyQ,D} +AAT — DyD{
= AAT — DoD{

= 0.

Lema 2 Assumindo que [}ég} seja da classe de matrizes com linhas completas, C é um conjunto

limitado em relagcdo a qualquer norma matricial.

Prova: Considerando ¢ em (2.21), que é um conjunto nio vazio, ja que {7 € .
ZT € € se, e somente se, para todo v € R", v/ (Z — {)TA4(Z — {)v < v Qv. Entio, denota-se
Anx(A4) o maior autovalor de A;. Aplicando a raiz quadrada nos dois lados da inequacdo,

obtém-se
ANz =M <10 v i bl =1

Utilizando a norma-2 induzida como |A;/ 2 |>= lmx((Acl/ Z)TA‘I/ 2) = Anx(Ag) € |Mv| =

SUP|, (= |Mv| (HORN ROGER A.; JOHNSON, 2013), implica em

Vs (Ag) sup |(Z—&)v| < sup |Q"/?V]

v[=1 v[=1

Desenvolvendo a expressao acima e a partir da desigualdade triangular reversa,

pode-se obter
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sup (Z— )] < Ame(Ag) ™2 sup 10"/
v|=1 v|=1

= 12— §II < Amc(A0) 721107
= 112l = 111 < 12— EIl < Ame(Aa)~ 2107

— [1ZI] < [1€]1+ Ame(Aa) 2| @"]

Como todas os valores do lado direito da inequagdo nao sao infinitos, Z é limitado
em relacdo a norma-2. Além disso, quaisquer normas matriciais sdo equivalentes através de
uma constante finita C,p, tal que ||M||, < Cyp||M||p para qualquer matriz M (HORN ROGER
A.; JOHNSON, 2013). Logo, se Z € limitada em relagdo a norma-2, implica em ela ser limitada
para qualquer norma-n. []

Para que possa ser aplicado lema de Petersen — que serd apresentado posteriormente

—, serd feita uma tultima reformulagdo de ¢. Define-se o conjunto
&= {C+A," Y02 x| < 1 2.24
={C+A, YOV Y| <1} (2.24)

e demonstra-se que ele é equivalente ao conjunto % na proposicao a seguir.
Proposicao 1 SendoA; -0eQ >0, =&

Prova: E suficiente provar que € C & e & C €.

1/2

Para & C ¢, suponha que ZT € &, ou seja, Z' = { + A, /“YQ'/?, para alguma

matriz Y que satisfaga |[Y|| < 1. Logo,

(Z-0)TAs(Z—-0) = (A, /710" )T a4(A, P10 ?)
_ QI/ZYTA;]/ZAdA;/ZTQI/z
— QI/ZTTYQI/Z

<0202 =0

Para ¢ C &, suponha que ZT € €, ou seja, (Z—- C)TAd(Z —§) =< Q. Precisa-se

encontrar uma matriz Y tal que Z = { +A;1/ 2”I'Ql/ 2, ou seja,
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YO'2 =A%z -¢) (2.25)

Se 0!/2 = 0, essa condigdo pode ser satisfeita tomando Y = 0. Se Q'/2 - 0, ela
possui i € {1,---,n} que definem a matriz diagonal A; := diag{A,---,A;} = 0. Ji que Q'/% ¢
simétrica, existe uma matriz ortogonal real T (TTT = TTT =1, tal que a decomposiciio em

autovalores e Ql/ 2¢
02 =TAT" :=T[N )T (2.26)

e Ql/ 2 0sei=n,entdo (2.26) admite A = A; nesse caso. Escrevendo T =: [Tl Tz} , implica

cm

77T — (2.27)
1!
[Tl Tz] — ] (2.28)
TT
2
NI+ DT =1 (2.29)
TTT =1 (2.30)
1!
[Tl Tz] .y 2.31)
TT
2
', TI'T 1 0
R (2.32)

oL D 01

Entdo, escolhendo
2 _ 1/2 _
Y=A2z-0)0 2 =A Pz AT, (2.33)

verifica-se se ||Y]| < 1.
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_ 1/2 ,1/2 -
YT =TiAT T (- §) A AP (- Oma T

220 y1y <A T oA T

A 0 A; 0 | TT
— AT [Tl Tz} P T Y Ul trT
0 0 0o of |77
_A.Z 0 TT_
= TiA T [Tl Tz} ’ Ul AT
0 o |7

(2.32) 1

=N T AT TN T =7 A AA T

1

=TTl =1

Entdo, verifica-se se (2.25) € valida. Sendo (2.25) equivalente a

A 0
To' 2= (1 1 . T =42(z-¢) (2.34)
— |xna; 0| =A@z 01 (2.35)
— [YTlAi o} —AV2(z ) [Tl Tz} (2.36)
= YTIA =A?(Z-0)Ty (2.37)
0=A"2Z-0)T (2.38)

(2.37) € valida por causa da escolha do Y em (2.33). (2.38) se as colunas de 7>
estdo em ker(Q'/?) e ker(Q'/?) C ker(Acl/z(Z— ¢)). A primeira condi¢io — T € ker(Q'/?) —
€ verdadeira, pois

A O T 3 # A 00

0"’ =T T

=0. (2.39)
0 of |7) 0 of |I

A segunda condicdo — (ker(Q'/?) C ker(Acl/ 2(Z — {)) — é verdadeira, pois se
vE ker(Ql/z), v satisfaz Q'/2v =0, logo, a partir de (2.21),
0= 02012,
=vIQv
>vI(Z—8)Aa(Z— )y
1/2
=14z~ O

Entdo, como |A;/2(Z— 2 <0e M| >0,YM, logoA[ll/z(Z— Cv=0.0
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2.4.2 Lema de Petersen e projeto de uma lei de controle

Neste trabalho, foi utilizado o resultado do lema de Petersen na obten¢do de um
método de projetar um controlador baseado nos dados de um sistema. A versdo utilizada do

lema foi a ndo estrita, apresentada em (BISOFFI A. ; DE PERSIS, 2022).

Lema 3 (Lema de Petersen Ndo Estrito) Considere as matrizes C € R™" E € R"™P F ¢

R4 G € R" com C=CT e F=F' = 0, e definindo um F como
F = {F cRP*9:FTF <F}. (2.40)
Suponha também E # 0 e G # 0. Entdo,
C+EFG+GTFTET <0,VF ¢ & (2.41)
se, e somente se, existe um A > 0 tal que
C+AEE" +A7'G"FG =0. (2.42)

Prova: Para detalhes da prova do Lema 3, ver (BISOFFI et al., 2022). [J
De posse do lema de Petersen, € proposto um método de projetar uma lei de controle

em SSF com base na teoria de estabilidade de Lyapunov.

Teorema 2 Assumindo que [52] é de classe de matrizes com linhas completas. Com dados Uy,
Xo e X1 em (2.14) e matrizes obtidas a partir do dados Ay, Bg e Cy em (2.19). A factibilidade de
(2.13) é equivalente a factibilidade de

encontrarY e P= P =0 (2.43)
T
~Cs By —[{]

<0 (2.44)
By—[y]  —Ad

sujeito a

Se (2.43)-(2.44) é soluciondvel, o ganho de controle é dado por K =Y Pl

Prova: Gragas a proposicéo 1, (2.13) é equivalente ao fato de que paratodo [A Bl € &
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(A+BK)P+P(A+BK)T <0

[a] [£]P+P[4)" 48] <0

Encontrar um K e um P = PT 0 tal que essa inequaciio matricial seja vélida para

todo [A B] € & é equivalente a achar Y e um P = PT = 0 tal que

De acordo com (2.24), [A B] =277 € & <= Z= ¢ +AY/*YQ!/2, para algum Y

satisfazendo YYT <1, logo
(C—'—AI/ZYQI/Z)T[ :| |: ] <C+A1/2TQI/2) <0

Separando a expressao acima, de modo a obter uma expressdao em que possa ser

aplicado o lema 3, temos
ST+ )T+ 0 A PR+ [£]7a, Pret 2 <0 (245)

Aplicando o lema de Petersen, fazendo C = {7 [F] + [{;]TC,E =[F }TA_I/z F=T,

F=IleG= Ql/ 2 obtém-se que (2.45) é vilida se, e somente se, existe um A > 0 tal que

I+ 5] A
¢y

)If}T ;1/2 —1/2[;}_’_){{ Ql/21Q1/2_<0
]+

[P C+a[f] Al [l +2 "2 <0

Multiplicando ambos os lados da inequagao por A e "absorvendo-o"em P e Y, implica

TP+ 2] c+ 8] A; [B] +0 <0

Entéo, substitui-se { e Q em (2.22) na expressio acima.
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~ByAL [ = (517 AL B+ [§) A5 (7] +BiA, ' Ba—Ca = 0
P
Y

= —Cy+Bs—[PDTA (Ba—[F]) <0

Bi—[y]  —Ad
2.5 Controle baseado em dados para sistemas polinomiais

Assim como na se¢do anterior, os resultados apresentados nesta se¢ao foram retirados
ou demonstrados a partir dos resultados presentes em (BISOFFI A. ; DE PERSIS, 2022). Na

modelagem do problema, foi considerado um sistema polinomial também com disttrbio.

= fi(x)+g(Xu+d =AZx)+BW(x)u+d, xR’ ucR”dcR" (2.46)

Z(x) e W(x) sdo regressores conhecidos, ou seja, tem-se uma estimativa do grau de
complexidade dos mondmios que descrevem a planta, e € importante ressaltar que Z e W podem
conter mais mondmios do que os presentes em f; € g., respectivamente, visto que, em uma
etapa de identificagcdo do sistema, esses mondmios a mais seriam identificados idealmente com
coeficientes nulos. Dito isso, A, e B sdo tratados como desconhecidos. O disttirbio d representa
ruidos de medigao.

Para obter os dados, € aplicado no sistema uma sequéncia de entrada u(ty),...,u(t7—1)
de T amostras e sdo medidos os valores dos estados x(fp),....x(f7—1) e as suas derivadas
x(19)5--.,X(t7—1). O distirbio d(ty),...,d (t7—1) ndo pode ser medido, mas estd presente nos dados

coletados. Os dados obtidos sdo organizados em matrizes

Vo i= W (x(t0) o) W (x{17 1) e 1)
Zo:=[Z(x(t0)) - Z(x(tr-1))] (2.47)
X1 = [fC(l‘()) . -)'C(IT_I)]

e o distirbio Dy := [d(ty)---d(Tr—1)] desconhecido é considerado o mesmo de

(2.15). As medicdes em (2.47) e & em (2.15) definem o conjunto de matrizes consistentes com

os dados
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€ = {[A B] X1 =AZy+BVy+D, D e .@}, (2.48)

que contempla todos os pares de matrizes [A B] que poderiam gerar Vy, Zy e Uy
ao mesmo tempo que Dy satisfaz (2.15). Com o objetivo de projetar um sinal de controle em
realimentacgdo de estados u = k(x), é necessdrio reformular o conjunto % analogamente ao caso
linear, porém considerando a matriz de dados [‘Z,g] no lugar de [58] .

Com isso, € proposto um método de projetar uma lei de controle em realimentacdo

de estados com base na teoria de estabilidade de Lyapunov.

Proposicao 2 Assumindo que [‘Z,g] é de classe de matrizes com linhas completas e Z(0) = 0.
Dados os polinomios positivos definidos 1y e T, com || sendo radialmente ilimitado, suponha

que existem polinémios V,k,A com V(0) =0 e k(0) = 0, tais que para cada x

V(x)—L(x) >0 (2.49)
T(x)+VV(x)" T [W(Zx())l?(x)] (a,"? [W(Zx()?(x)])T (A(x)0"2VV (x))"
A2 [W(Zx(f/i)(xﬂ —A ()1 0 =<0 (250
A(x)Q'2VV (x) 0 —4A (x)1

A(x) >0 (2.51)

Entdo, a origem é globalmente assintoticamente estdvel para x = AZ(x) +BW (x)k(x) =:

fa(x).

Prova: E importante notar que, ja que Z(0) = 0 e k(0) = 0, a origem é um ponto de
equilibrio de f4 5,[A B] € €. Entdo, para provar essa proposi¢do, é necessario mostrar que V é
uma funcdo de Lyapunov para todos os sistemas x = f4 p € €. Especificamente, mostrar que V

positiva definida e radialmente ilimitada, e que a derivada de V satisfaz
W fp(x) < —T(x), Vx,V[A B]e¥ (2.52)

A presenga de T'(x), sendo T (x) > 0, garante que VV7 f4 p(x) seja negativa definida,
implicando na estabilidade assintética. Visto que V(0) = 0 e V satisfazendo (2.49), é garantido
que V € positiva definida e radialmente ilimitada. Quanto a condicao de Lyapunov, representada

por (2.52), é provada ser equivalente a (2.50) substituindo a parametrizagdo de [A B] em (2.24).
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~T(x) > VVT fap(x) =VVT [A B]

VVT(C+Ad1/2YQ1/2)T[ 29 ]

=vvi¢r 2(%)
W (x)k(x)

+vvT (A, Prl/2)T [ Z(x) ]
VVTCT! . x)]Jr%(VVT( ' ProyT [ 7 ])
+%VVT A PrQlT [ (x) ]
VVTCT[ Z(x) ]+[ Z(x) ] —1/2TQ1/2 o
X) w
+;VVTQ1/2YTA—1/2 [W(Z(X) ]

x)k(x)

A desigualdade acima é vélida para qualquer Y que satisfaca ||Y|| < 1. A separacdo

de um termo do lado direito da inequacio em x = 1 xT + Lx ¢ possivel quando x € R, poisx = x7,
quag 7 7XCp q p

. Aplica-se entdo o lema de Petersen em

T
T Z(x) T Z(x) A;l/ZYQI/ZEVV
W (x)k(x) W (x)k(x) 2

1 _
+§VVTQ1/2YTAd1/2[ ]<o, VY com |[X]| <1 (2.53)
x)

Fazendo C=VVT{T [ Zx( )] +T(x),E= [W(Z)C()?(X)]TA_I/Z F=Y,F=1eG=

Ql/2 LVV, (2.53) é vilida se, e somente se, existe um l( 5> 0 tal que
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vvigh

+7L(x)%VVTQ1/2Q1/2%VV <0

VA
— vvi¢T [

+vyT

)'(4)QVV <0

— vvi¢T [

1 A(x)Q'/2vv

17 0 A1/2[ Z(x) ]
Z(x) 1T ,—1/2 A(x) d LW(x)k(x)
+ L) 4" WA ] [ 0 —u()’] [ .

Utilizando a propriedado do complemento de Schur na inequagdo acima, obtém-se

()JFVVTCT[W(ZX) )(x):| [W(Zx()?(x)}TA;l/z VWA (x)Q'/?
R —A(x) 0 <0 O (2.54)

Ql/ZVV 0 —42(x)I
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3 METODO APLICADO
3.1 Abordagem utilizando LMIs e SOS

Para que sejam verificadas as condi¢des apresentadas no Teorema 2 utilizou-se do
pacote de ferramentas SOSTools, comumente empregado na resolucdo de problemas envolvendo
Linear Matrix Inequality/Desigualdade Matricial Linear (LMI) (PARRILO, 2021). Com o
SOSTools, € possivel programar algoritmos que determinem os coeficientes de matrizes escalares
de acordo com restri¢des impostas no proprio algoritmo por parte do usudrio. Desta forma, é
possivel implementar as condi¢des de Lyapunov obtidas para projetar uma lei de controle para
sistemas lineares.

Ja no caso de sistemas polinomiais, para que sejam verificadas as condi¢des apre-
sentadas na Proposicao 2, utilizou-se uma abordagem de Sum-Of-Squares/Soma de Quadrados
(S0OS), visto que ha ferramentas computacionais disponiveis para tal analise e que sdo ampla-
mente utiilizadas em problemas dessa natureza. Um polindmio p(x) € R” pode ser decomposto

em uma soma de quadrados se ele pode ser escrito na forma
p(x)=zM7', zeR" MecR™™ (3.1)

onde z € um vetor de mondmios de x, e M é uma matriz contendo os coeficientes dos
produtos desses monOmios.

Utilizando o software SOSTools, é possivel formular Sum-of-Squares Program/Programa
de Soma de Quadrados (SOSP) que determinem se polindmios, ou matrizes de polindmios, sao
SOS. Além disso, € possivel impor condi¢des na determinagdo desses polindmios para que eles
atendam as propriedades que se quer testar. A importancia de achar uma decomposi¢do em
SOS se da pelo fato de serem positivas definidas, por serem uma soma de quadrados. Entao,

reescreve-se a Proposicao 2 para uma abordagem em SOS no teorema a seguir.

Teorema 3 Assumindo que [‘Z,g} é de classe de matrizes com linhas completas e Z(0) = 0.
Dados os polinomios positivos definidos 1y e T, com || sendo radialmente ilimitado, e um escalar

positivo €, suponha que existem polinémios V,k,A com V(0) =0 e k(0) = 0, tais que
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V(x)—1(x) € Zx] (3.2)
T+ VT [ying] (A P Li D (e vv(x)
R —AI 0 exl  (33)
A(x)Q'/2VV (x) 0 — 40 ()]
A(x) — &), € L[] (3.4)

Entdo, (2.49)-(2.51) e a conclusdo da proposicdo 2 sdo vdlidas.

Z(x) e W(x) sdo regressores conhecidos; §, Ay e Q sdo matrizes obtidas a partir dos
dados X1,Zy e Vo; T (x), [1(x) e €, sdo parametros de projeto e V(x), k(x) e A(x) sdo varidveis de
decisdo a serem determinadas utilizando o SOSTools. A inclusdo de um €, € necessdria, pois
0 SOSTools ndo lida com inequagdes estritas, entéo, para garantir que o A(x) encontrado seja

positivo definido, adiciona-se essa restri¢do escolhendo valores suficientemente pequenos de €, .

3.2 Coleta de dados

Os dados coletados dos sistemas testados foram gerados a partir de uma sendide
durante um tempo de simulagdo definido pelo nimero de amostras 7' e pelo tempo de amostragem
T,. Como definido em (2.47), os valores assumidos pelo seno foram armazenados em vetores de
entrada Uy e V), nos casos linear e polinomial respectivamente,.

O distirbio d foi modelado por sendides de amplitude Ve frequéncia 2w, Dessa
forma, garante-se que a energia total do distirbio é limitada, pois |d| < 8%. Sendo assim, a
sequéncia D em (2.15) também ¢é limitada, ja que DD < T 81, o que permite tomar A = VTSI

Durante a simulacao, verifica-se o comportamento do sistema quando o sinal Uy
(ou Vp) € colocado na entrada. A taxa de variacdo dos estados durante o tempo de simulacdo
foi determinada de acordo com (2.11) (ou (2.46)) e armazenada em X;. Com isso, o valor dos

estados foi determinado a partir da derivada discreta

o
=l Tk

I = Xp41 = TeX +Xg 3.5)
s

e foi construida a sequéncia Zy de acordo com a complexidade de mondmios desejada

para identificar o sistema.
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De posse dos vetores de dados Z, Vp e X, foram montadas as matrizes de dados A,

BsjeCy,e £ e Qcomoem (2.22).

3.3 Algoritmo

Tendo as matrizes de dados §, Q, Ay, By €C,, foram formulados algoritmos baseado
nos teoremas 2 e 3. Para o sistema linear, buscou-se estabilizar o sistema em um ponto de
equilibrio fora da origem. Como a teoria presente no teorema 2 tem como objetivo a estabiliza¢ao
assintdtica na origem, apds a coleta de dados foi realizada uma mudanga de varidvel no sistema

de modo que, nas novas coordenadas, a nova origem estivesse no ponto de equilibrio desejado X.

Xnovo =X —X — X = Xpovo + X (3.6)

ApOs se obter a lei de controle que estabilizasse a origem do sistema transladado,
aplicou-se a lei obtida no sistema original transladando a expressao do controlador para o sistema

de coordenadas anterior.

X = Xnovo +.)_C % .Xnovo =X— .Y (3.7)

O algoritmo desenvolvido possui a estrutura apresentada a seguir.

Algoritmo 1: Algoritmo de projeto da lei de controle - Sistemas lineares
Entrada :x

Encontre P=PT = 0eY
sujeitos a (2.43)-(2.44)

V «— xI Px
K<« yp!

Saida :K,V

Entretanto, as restri¢cdes inseridas no SOSTools precisam ser lineares nos parametros
que se quer determinar, e (3.3) apresenta bilinearidades: o produto entre VV7 e A e entre
vvT e (x) . Para contornar esse problema, determina-se inicialmente k e A para um V fixo, e
posteriormente V com k e A fixos. A estrutura do algoritmo estd apresentada a seguir.

Como /1 ndo apresenta bilinearidades com nenhuma outra varidvel de decisdo —

variaveis determinadas pelo SOSP, optou-se por inclui-lo também como uma dessas varidveis.
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Algoritmo 2: Algoritmo de projeto da lei de controle - Sistemas polinomiais

Entrada:ly, c, €3, imax

V Viniciala i<0

while i < iy, do

PASSO 1) Encontre k € £[x],A € £[x|,T € X[x],/; € X[x]
sujeitos a (3.2)-(3.4) com V fixo

k < kencontrado; A Aencom‘mdo

PASSO 2) Encontre V € E[x],T € L[x],T € Z[x],1; € L[]
sujeitos a (3.2)-(3.4) com k e A fixos

V Vencontrado
end

Saida :k,V
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4 EXPERIMENTO

Foram escolhidos dois sistemas para aplicar a estratégia apresentada nos algoritmos
do capitulo 3. Para o caso linear, foi considerado um conversor buck, que possui representagdo
em espacos de estado linear, e seus parametros € modelagem foram obtidas em (TAN; HOO,
2015). Para o caso polinomial, foi escolhido o oscilador de Van der Pol, obtido em (KHALIL,
2002).

4.1 Sistema Linear - Conversor Buck

O sistema linear escolhido para ser aplicado a estratégia de controle baseada em
dados proposta neste trabalho foi um conversor buck. A modelagem em espacos de estados,
obtida em (TAN; HOO, 2015), apresenta dois estados: a corrente no indutor (iz) € a tensdo
no capacitor (v¢) , sendo x; e xp respectivamente. O controle € realizado através da regulacdo
do duty cycle do Pulse Width Modulation/Modulagao por Largura de Pulso (PWM), e, dessa
forma, tem-se como objetivo controlar a tensdo de saida na carga, que corresponde a tensdo no
capacitor).

Figura 3 — Circuito esquematico de um conversor buck

L

Ly A o l§
1

——

Buck Converter Fundamental Circuit

Fonte: (TAN; HOO, 2015)

A figura 3 mostra o circuito esquemadtico de um buck com o posicionamento de seus

componentes. A representacdo em espago de estados desse circuito é

. X1 0 —% X1 %
x= =, : + u 4.1)
X2 c re |l [x2 0

Os parametros do circuito utilizados foram L = 2mH, C =220uF, R=3QeV;, =
12V (TAN; HOOQO, 2015). Para anélise do comportamento das trajetérias sistema em malha aberta,

foi utilizado o diagrama de fases do circuito. A figura 4 mostra que o sistema em malha aberta é
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estdvel na origem. Embora a origem seja um ponto de equilibrio estdvel desejado em muitos
sistemas, no caso de circuitos elétricos como esse conversor, isso apenas indicaria que a tensao e

corrente iriam ser nulas. Escolheu-se entdo um ponto de operacao baseado em uma tensao de

saida desejada de 2,5 V.

Figura 4 — Conversor buck - diagrama de fases - malha aberta

Diagrama de fases - malha aberta

Fonte: O préprio autor

Fixada a tensdo de saida desejada (X,, os valores de corrente X e duty cycle u para

esse ponto de operacdo foram determinados, a partir de (4.1), igualando as taxas de variacdo a 0.

1_ 1 _ 0
_x_—_x =
c' RrRC?

1
R
X1 RX2

Parax, =2.5¢ R=3Q,x; =0,8333A
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1 1
_)_C2+Vinﬁ:0
__ X
U= —

Vin

Parax; =0,83334 e V;, = 12V, u = 0,2083.

Tendo os valores do ponto de operacdo desejado, realizou-se um ensaio como descrito
na secao 3.2. Para escolher o tempo de simulacdo, a frequéncia de amostragem e a frequéncia e
amplitude do sinal que iria ser utilizado para excitar o circuito, foram escolhidos valores baseados
nos parametros do circuito obtido em (TAN; HOO, 2015). A frequéncia de amostragem precisa
ser maior que a frequéncia de chaveamento do circuito e o tempo de amostragem necessita ser de
ordem de grandeza ndo muito maior que o periodo de chaveamento, pois dessa forma obtém-se
informagao de mais de um ciclo de trabalho sem que os valores de tensdo e corrente atinjam
valores muito elevados no caso de o sistema ser instavel. A frequéncia do sinal de excitacdo
também segue o critério de ser proxima a frequéncia de operacao do circuito, pois se for muito
mais elevada, ela teria varia¢des quase irrelevantes durante o tempo total de simulacao escolhido.
O tipo de sinal também € importante e foi escolhida uma sendide, pois ela consegue percorrer
todos os valores que levam as ndo linearidades dos sistemas, mesmo o modelo do conversor
buck sendo linear, essa serd um critério adotado no caso polinomial. A amplitude do sinal de
excitagdo escolhida obedece aos limites do duty cycle do PWM. Dito isso, o tempo de simulagao
foi de 0.01s e a senoide de excita¢do tinha frequéncia de 300Hz e amplitude de 0,5V com nivel
offset de 0,5V. O disturbio foi simulado por fun¢des senoidais somadas ao sinal de excitacdo de
cada estado com frequéncias 1mHz e amplitude 6 = 0,0001. Os resultado do ensaio para coleta
de dados estd exposto na figura 5.

E importande ressaltar que os dados presentes na figura 5 j se encontram translada-
dos para que a origem do sistema seja o ponto de operacdo desejado.

A lei de controle encontrada pelo algoritmo proposto na secao 3.3 foi de um
ganho K = [—8,5142;—1,0463]. A funcéo de Lyapunov encontrada foi V = 4186,48x% —
20632, 1959xx, + 83366, 7077x%. Para verificar o comportamento do sistema em malha fechada
com o controlador projetado, foi observado o diagrama de fases e a resposta no dominio do

tempo em malha fechada. As figuras 6 e 7 mostram esses graficos.
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Figura 5 — Conversor buck - Coleta de dados
Entrada

1 T T T T T T T T T

0.9 //\ y

08 b

07 -

06 -

04 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o] 0.001 0.002 0.003 0.004 0.002  0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

Malha aberta
14

[w:]

%1 -
%2

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

[ R N I O~ 1 )

Fonte: O préprio autor

Figura 6 — Conversor buck - Resposta no tempo - malha fechada

> K{projetado)

x1
x2

3F X 0.0088 | 4
Y 2.50258

X 0.0098
1k Y 0.834337

o 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

Fonte: O préprio autor

Como € possivel observar no grafico da figura 6, o sistema apresentou estabilidade

assintética para o ponto de operacio desejado. E possivel também notar que, de acordo com
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Figura 7 — Conversor buck - Diagrama de fases - malha fechada

Diagrama de fases - malha fechada

/ i |

4

-

X2
[l

—_

a

da

Fonte: O préprio autor

o diagrama da figura 7, a regido de estabilidade € aparentemente global, como € préprio de

sistemas lineares.

4.2 Sistema Polinomial - Oscilador de Van der Pol

O sistema polinomial escolhido para ser aplicado a estratégia de controle apresentada
no capitulo 3 foi o oscilador de Van der Pol, um sistema bem conhecido e amplamente utilizado no
teste de métodos de controle de sistemas ndo lineares polinomiais (EBENBAUER; ALLGOWER,
2006). A modelagem em espacgos de estados foi obtida em (KHALIL, 2002).

X1 X2

X = = 4.2)
X ex(1—x3)*x;

O diagrama de fases em malha aberta estd apresentado na figura 8.

De acordo com a figura 8, € possivel notar que a origem do oscilador € insta-
vel, e que o sistema converge para uma trajetéria em torno da origem que nunca entra em
repouso. O ensaio realizado para coletar os dados foi feito excitando o sistema com uma

sendide de frequéncia 3Hz e amplitude 0,5. Os critério utilizados para modelar o sinal de
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Figura 8 — Oscilador de Van der Pol - diagrama de fases - malha aberta (e = 1)

Diagrama de fases - malha aberta

4

©

x2
=

)

d

Fonte: O préprio autor

excitagdo foram os mesmos apresentados na secdo 4.1 Os vetores de mondmios utilizados foram
Z(x) ={x ,xz,x%,xlxz,x%,x?,x%xz,xlx%,xg}, escolhido ao se conhecer previamente a ordem dos
polindmios que descrevem o oscilador de Van der Pol, e W (x) = 1, escolhido ao se estimar um
peso unitdrio para a lei de controle. Os pardmetro de projeto considerado foi €, = 107>, para
garantir que A seja estritamente positivo. O ndmero de iteracdes realizadas foi i,,,,, = 15, 0
mesmo utilizado em (BISOFFI A. ; DE PERSIS, 2022). Os graus de complexidade determinados
para as variaveis de decisdo foram de: k com graus de 1 a2, A com graus de 0 a 2, T'(x) com
graus de 2 a4, [; com grau 2 e V com grau 2.

A func¢do de Lyapunov obtida pelo algoritmo foi V = 1,3448. 10_6x% 42,0785.10 %x x, +
1,4783.10%x% e alei de controle foi k(x) = 6,4176x3 —73,8246xx + 60, 133x3 — 169, 1257x; +
72,6828x,. As figuras 9 e 10 mostram a resposta no tempo em malha fechada e o diagrama de
fases do sistema controlado. A figura 11 apresenta 0 mesmo controle, apenas com condi¢des
iniciais diferentes para verificar o tempo de assentamento.

Por fim, a estimativa do elipséide de incertezas, em comparacdo com o par de
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Figura 9 — Oscilador de Van der Pol - Resposta no tempo - malha fechada
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matrizes [A B], obtido através dos dados nas matrizes § e Q foram:

(0.0224 —0.9473
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Figura 11 —Oscilador de Van der Pol - Diagrama de fases - malha fechada - xo = (-1;0,3)
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X2

Figura 10 — Oscilador de Van der Pol - Diagrama de fases - malha fechada
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Fonte: O préprio autor
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Os algoritmos propostos neste trabalho utilizando os resultados e proposi¢des de-
monstrados em (BISOFFI A. ; DE PERSIS, 2022) foram capazes de obter leis de controle que
estabilizaram com €xito os sistemas de conversio de corrente continua do conversor Buck e do
oscilador de Van der Pol.

Ao decorrer do desenvolvimento deste trabalho, observou-se a importancia do ensaio
de coleta de dados e de que o sistema fosse persistentemente excitado, pois implica em dados com
informacdes suficientes para descrever as trajetorias de relacdo entrada-saida do sistema. Embora
as abordagens baseadas em dados terem como objetivo nao necessitar de identificacio do sistema,
o método proposto em (BISOFFI A. ; DE PERSIS, 2022) apresenta um elipséide de incertezas
das matrizes compativeis com os dados. A matriz {, como centro desse elipséide, em casos
ideais, possui valores o mais proximo possiveis dos parametros reais do sistema. J4 a matriz Q,
como raio desse elipsoide, em casos ideais, possui valores proximos a zero, representando uma
aproximacdo ideal e precisa do sistema analisado. Dito isso, ensaios muito longos, em especial
para sistemas instaveis na origem e que nao possuem pontos de equilibrio em malha aberta,
geram matrizes Q com valores muito elevados quanto mais o tempo passa. Isso significaria que
o raio elipséide de incertezas tende ao infinito, portanto os dados nao sdo adequados para utilizar
no projeto de uma lei de controle. Ao se analisar o circuito do conversor buck, por exemplo,
buscou-se um tempo de simulagdo que estivesse proximo a ordem de grandeza da frequéncia de
chaveamento do circuito informada em (TAN; HOO, 2015).

Como o trabalho foi feito por simulacio, é possivel comparar { com o par [A B,
além de analisar a ordem de grandeza de Q, mostrados em (4.3). No caso do ensaio no oscilador
de Van der Pol, é possivel notar que { e [A B| possuem valores suficientemente proximos, o
que indica uma correta representacdo do sistema a partir dos dados, e os valores pequenos de Q
reiteram essa representacdo, visto que o intervalo de incerteza est4 centrado muito préximo do
sistema real e possui um tamanho pequeno. Além disso, embora nao se tenha obtido as matrizes
{ e Q no algoritmo do conversor buck, por se tratar de um caso linear, é possivel determind-las,
pois foram obtidos Ay, B; e C;. E importante ressaltar que a abordagem baseada em dados é
implementada muitas vezes em casos em que se desconhecem os paramtros do sistema. Apesar
disso, a ordem de grandeza de Q pode se tornar relevante ao se analisar a qualidade da informacado
presente nos dados, além do fato do Q obtido ser positivo definido ou ndo, indicando se o sistema

foi persistentemente excitado ou ndo, de acordo com o lema 1.
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Outra parte relevante do experimento foi a influéncia dos graus de complexidade
escolhidos, nas varidveis de decis@o e nos polindmios a serem determinados pelo SOSP, na
factibilidade e no tempo necessdrio para se executar o algoritmo de projeto da lei de controle.
Como esperado nesse tipo de problema, graus muito simples ndo apresentavam resultados
factiveis. Porém, quando se escolhia graus mais elevados de complexidade das fungdes, o tempo
necessario para executar o algoritmo tornava-se cada vez mais extenso. O grau de complexidade
da funcao do sistema em malha aberta também € um fator que influenciava consideravelmente
nesse tempo de execugdo, visto que, se f(x) jd possuia mondmios de poténcias elevadas, as
condicdes testadas naturalmente eram de ordem ainda mais elevadas, em consequéncia de haver
produtos de polindmios. Além disso, o nimero de estados do sistema, se mostrou um ponto
ainda mais critico, pois em sistemas analisados nas fases iniciais do trabalho, que possuiam trés
ou mais estados, o experimento foi considerado impratico devido ao tempo de execucao, durando
horas.

Nesse contexto, uma necessessidade, e um desafio, desse tipo de abordagem é
a otimizacdo computacional ou a busca por métodos que sejam mais rdpidos do ponto de
vista também computacional. Uma ideia possivel para trabalhos futuros € a elaboracio e
implementacdo de um método baseado na Teoria da Dissipatividade, como o proposto em
(MADEIRA; MACHADO, 2023), que tem como vantagem a necessidade de resolver apenas um

unico SOSP por iteracdo, potencialmente diminuindo os custos computacionais.
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APENDICE A - CODIGOS

Codigo-fonte 1 — Algoritmo de projeto da lei de controle - sistema linear - conversor buck

clc; clear; close all

clc; clear; close all

% % % Data-driven control via Petersen's lemma

% % Andrea Bisoffi, Claudio De Persis and Pietro Tesi

% conversor buck

T = 50;
delta = 1le-4;

% parametros do circuito

L = 2e-3;

C = 220e-6;
R = 3;

Vin = 12;

pvar xl1 x2

vars = [x1;x2];

=
Il

[0 -1/L;
1/C -1/(Rx*C)];

B = [Vin/L;0];
m = size(B,2); %tamanho de u
n = size(A,2); %tamanho de x

DELTA = Txdeltax*eye(n);
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58

% gerando entrada u, senoide, tsim = 0.01s, freq = 2*pix*3/
tsim, amplitude =

ho4

tsim = 0.01;

tsample = tsim/T;

t

0:tsample: (tsim);

W 2%pi*(3/tsim) ;

U0 = 0.25*%(sin(wxt+pi/4))+0.5;

% gerando dados X0 e X1
X0 = zeros(n,T+1);
X0(:,1) = 1; % condi es iniciais

d = zeros(n,T);

for 1i=2:(T+1)

d(:,i-1) = sqrt(delta)*[cos(2*pi*le-3*xt(i-1));sin(2*pi
*1e-3*t(i-1))]1 ;
X0(:,1i) = X0(:,i-1) + tsamplex(A*X0(:,i-1)+B*xU0(i-1)+d
(:,i-1));
end
X1 = (X0(:,2:T+1)-X0(:,1:T))/tsample;

%» Ponto de equil brio desejado

x1lbar 0.8333;

x2bar 2.5;

ubar = 0.2083;

X0

X0(:,1:T)+[x1bar;x2bar];
Uo

U0(1:T)+ubar;
t = t(1:T);

% grafico dos dados gerados
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figure
subplot (2,1,1)
plot (t,U0)

title ('Entrada')

subplot (2,1,2)
plot(t,X0(1,:),t,X0(2,:))
legend('x1l','x2"','Location', 'best')

title('Malha aberta')

% construcao das matrizes de dados Ad, Bd, Cd
Ad = [X0;U0]*[X0;U0]"';

Bd -[X0;U0]*X1";

Cd = X1*xX1'-DELTA*DELTA';
zeta = -inv (Ad) *Bd;

Q = Bd'*xinv(Ad)*Bd - Cd;

% declaracao das variaveis LMI

prog = sosprogram(vars)
[prog, Y] = sospolymatrixvar (prog,monomials(vars,0),[m,n]);
[prog, P] = sospolymatrixvar (prog,monomials(vars,0),[n,n],"’

symmetric');

% condicoes de estabilidade

prog = sosineq(prog, P);

condicao = [-Cd Bd'-[P;Y]';Bd-[P;Y] -Ad];

prog = sosineq(prog, -condicao);

% resolvendo
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2|V

sol = sossolve(prog);

% solucao

<t
I

double (sosgetsol(sol,Y))

jav]
Il

double (sosgetsol (sol,P))

% controlador obtido

K = Yxinv (P)

% grafico do sistema em malha fechada (dominio do tempo)

c = [10; 0 1];
D = [0 0;0 0];
figure

buck_malha_fechada = ss(A,BxK,C,D);

[XO_mf ,t0ut] = initial (buck_malha_fechada ,X0(:,1),t);
plot (t,X0_mf '+[xlbar;x2bar])

legend ('x1','x2"','Location', 'best')

title ('K(projetado) ')

% funcao de Lyapunov obtida
pvar x1 x2

x = [x1; x2];

X '*Pxx

% diagrama de fases - malha aberta
syms x1 x2
a=4;

[x1,x2] = meshgrid(-a:0.01:a,-a:0.01:a);

dx1

AC1,1) .x(x1)+A(1,2) .%x(x2);

dx?2 A(2,1) . *(x1)+A(2,2) . x(x2);
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figure
streamslice(x1,x2,dx1,dx2,1)
title('Diagrama de fases - malha aberta')

xlabel ('x1'), ylabel('x2"')

% diagrama de fases - malha fechada
syms x1 x2
a=4;

[x1,x2] = meshgrid(-a:0.01:a,-a:0.01:a);

Kx = K(1) .*x(x1-x1bar) + K(2) .*x(x2-x2bar) ;

dxl = A(1,1) . *x(x1l-xl1bar)+A(1,2) .*x(x2-x2bar) + Kx +ubar;
dx2 = A(2,1) . *x(x1l-x1bar)+A(2,2) .*x(x2-x2bar) + Kx +ubar;
figure

streamslice(x1,x2,dx1,dx2,1)
title('Diagrama de fases - malha fechada')
xlabel ('x1'), ylabel('x2"')

hold on

plot (xlbar ,x2bar,'o"')

52

Cédigo-fonte 2 — Algoritmo de projeto da lei de controle - sistema polinomial - oscilador de Van

[}%)

w

der Pol

clc; clear; close all

% % % Data-driven control via Petersen's lemma

% % Andrea Bisoffi, Claudio De Persis and Pietro Tesi

% O0scilador de Van der Pol
T = 100;
delta = le-5;
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pvar xl1 x2

vars = [x1;x2];
= [x1;x2];
e = 1;
h £ = [x2;
/A -x1 + ex(1-x1"2)*x2];
b
hg = [1 1];

/A
% h = x1 + x2 + x1°2 + x1*x2 + x272;

m 1; %tamanho de u
n = 2; %tamanho de x

DELTA = Txdeltax*eye(n);

% Initialization of regressors

=
Il

[0O1 00O0O0O0O0 O;
-1 e 0000 -10 0];

Z = [monomials(x,1:3)];

B = [1;
11;
W = monomials(x,0);

N = length(Z);
M = length(W);

% gerando entrada u, senoide, tsim = 1s, freq = 2xpi*3/tsim
, amplitude =

% 0.5
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2|t

tsim = 1;

tsample = tsim/T;

= O:tsample:(tsim);
w = 2*%pix*(3/tsim);
u = 0.5%x(sin(wxt)+1);

% gerando dados Z0 e X1

X0 = zeros(n,T+1); % initializing vetores de dados
X0(:,1) = 0.1; % condi o inicial

Z0 = zeros(N,T);

WO

zeros (M, T);

VO zeros (M, T);
X1 = zeros(n,T);

d = zeros(n,T+1);

for 1=2:(T+1)
Z0(:,i-1) = [X0(1,i-1); X0(2,i-1); X0(1,i-1)"~2; X0(1,1i
~1)*X0(2,1i-1);

X0(2,i-1)"2; X0(1,i-1)"3; X0(1,i-1)"2*X0
(2,i-1);
X0(1,i-1)*X0(2,i-1)"~2; X0(2,i-1)"3];
wo(:,i-1) = [1];
d(:,i-1) = sqrt(delta)*[cos (2*pi*0.4*t(i-1));sin(2*pi
*0.4xt (i-1))1;
VO(:,i-1) = WOC(:,i-1)*u(i-1);
X1(:,i-1) = A*Z0(:,i-1)+B*VO(:,i-1) +d(:,i-1);
X0(:,1i) = X0(:,i-1)+tsamplexX1(:,i-1);
end
X0 = X0(:,1:T);
VO = VO (:,1:T);
t = t(1:T);
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u=u(1:T);

% grafico dos dados gerados
figure

subplot (2,1,1)

plot (t,u)

title ('Entrada')

subplot (2,1,2)
plot(t,X0(1,:),t,X0(2,:))

legend('x1l','x2"','Location', 'best')

title('Malha aberta')

% construindo as matrizes de dados

Ad = [ZO;VO]x[ZO;VO0]"';
Bd = -[Z0;VO0]l*X1"';
Cd = X1*xX1'-DELTA*DELTA';

% construindo as matrizes de dados

zeta = -inv (Ad) *Bd;

Q = Bd'*xinv(Ad)*Bd - Cd;

% parametros de projeto

10 = 1e0*x(x1-2+x2"2);

% V inicial

V = x'xx;

% especifica o das itera

i = 0;

es

Ad, Bd e Cd

zeta e Q
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i_max = 15;

while i<i_max

% resolvendo com S0STools (V fixo)

prog = sosprogram(vars) ;

[prog,k] = sospolyvar (prog,[monomials(x,1:2)], " 'wscoeff');
[prog,lambda] = sospolyvar (prog,[monomials(x,0:2)], 'wscoeff
")
[prog, Tx]

sospolyvar (prog, [monomials(x,2:4)], 'wscoeff');

[prog,11] sospolyvar (prog, [monomials(x,2)], 'wscoeff ');
% restricoes SO0S

prog = sosineq(prog,V-11);

gradV = [diff(V,x1) diff(V,x2)];
estabilidade = [Tx+gradVxzeta'x[Z;Wxk] [Z;Wxk]'*xAd~(-1/2)
gradV*lambda*Q~(1/2);
Ad~(-1/2)*[Z;W*xk] -lambda*eye(N+M) zeros (N+
M,n);
lambdax*Q~(1/2) *gradV' zeros(n,N+M) -4x

lambda*eye(n)];

prog = sosineq(prog,-estabilidade);

prog = sosineq(prog,lambda-epsi);

% k e lambda obtidos
sol = sossolve(prog);
k = sosgetsol(sol,k);

lambda = sosgetsol(sol,lambda);
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% resolvendo com S0STools (k e lambda fixos)

prog = sosprogram(vars) ;

[prog,V] = sospolyvar (prog,[monomials(x,2)], 'wscoeff"');

[prog,Tx] = sospolyvar (prog,[monomials(x,2:4)], ' 'wscoeff');

[prog,11] sospolyvar (prog, [monomials (x,2)], 'wscoeff ');
% restricoes S0S

prog = sosineq(prog,V-11);

gradV = [diff(V,x1) diff(V,x2)];
estabilidade = [Tx+gradVxzeta'x[Z;Wxk] [Z;Wxk]'*xAd~(-1/2)
gradV*lambda*Q~(1/2);
Ad~(-1/2)*x[Z;W*xk] -lambda*eye(N+M) zeros (N+
M,n);
lambda*Q~(1/2) *xgradV' zeros(n,N+M) -4x

lambda*eye (n)];

prog sosineq(prog,-estabilidade) ;

prog sosineq(prog,lambda-epsi);

% V obtido
sol = sossolve(prog);
V = sosgetsol(sol,V);

i = 1i+1

Kc = full(k.coefficient);

% grafico do sistema em malha fechada (dominio do tempo)

for i=2:(T+1)
Z0(:,i-1) = [X0(1,i-1); X0(2,i-1); X0(1,i-1)"2; X0(1,1i
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X0(2,i-1)"2; X0(1,i-1)"3; X0(1,i-1)"2*X0
(2,i-1);
X0(1,i-1)*X0(2,i-1)"~2; X0(2,i-1)"3];
Wo(:,i-1) = [1];
K = Kc(1)*X0(1,i-1)"2 + Kc(2)*X0(1,i-1)*X0(2,i-1) + Kc
(3)*X0(2,i-1)"2 +...
Kc(4)*X0(1,i-1) + Kc(5)*X0(2,i-1);
X0(:,1i) = X0(:,i-1)+tsamplex(A*Z0(:,i-1)+B*xWO(:,i-1)*K+
d(:,i-1));
end
figure

plot (t,X0(1,1:T),t,X0(2,1:T))
legend('x1','x2"','Location', 'best')

title('Malha fechada')

% diagrama de fases - malha aberta

syms x1 x2

a=4;

[x1,x2] = meshgrid(-a:0.01:a,-a:0.01:a);
dxl = x2;

dx2 = -x1 + e.*(1-x1.72) .%x2;

figure

streamslice(x1,x2,dx1,dx2,2)
title('Diagrama de fases - malha aberta')

xlabel ('x1'), ylabel('x2"')

% diagrama de fases - malha fechada
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syms x1 x2
a=4;

[x1,x2] = meshgrid(-a:0.01:a,-a:0.01:a);

K = Kc(1) .*xx1.72 + Kc(2) .*x1.%x2 + Kc(3) .*%¥x2."2 + Kc(4) .*xx1
+ Kc(5) .*xx2;

dxl = x2 + K;
dx2 = -x1 + e.*(1-x1."2) .*xx2 + K;
figure

streamslice(x1,x2,dx1,dx2,2)
title('Diagrama de fases - malha fechada')
xlabel ('x1'), ylabel('x2"')

hold on

plot (0,0, 'o0")
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