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RESUMO

Dado um grafo G, uma funcdo f: V(G) — {0,1,2,...,k} é chamada de rotulagdo-L(3,2,1)
de G se, para u,v € V(G): se d(u,v) =1, entdo |f(u) — f(v)| > 3; se d(u,v) = 2, entdo
|f(u)— f(v)| >2;esed(u,v) =3, entdo |f(u) — f(v)| > 1. O span de uma rotulagido-L(3,2,1)
f € o maior rétulo k que € atribuido pela rotulagdo f a um vértice de G. Uma rotulagdo-L(3,2,1)
¢ dita Jtima quando possui 0 menor span possivel e o span de tal rotulacdo é chamado niimero
cromdtico 1(3,2,1), e é denotado por A3, 1(G). A classe dos grafos cubicos é de interesse na
Teoria dos Grafos e em Algoritmos pois diversos problemas de decisdo em grafos arbitrérios
sdo NP-Completos e permanecem NP-Completos mesmo quando restritos aos grafos cubicos.
Um grafo € dito subciibico quando o seu grau maximo € igual a 3. Uma outra classe de grafos
de importancia na Teoria dos Grafos € a classe dos grafos snarks. Um grafo snark é um grafo
cubico sem arestas de corte € que ndo possui uma coloragdo propria de arestas com 3 cores.
Neste trabalho de conclusdo de curso, apresentamos um limitante superior mais ajustado para
o numero cromatico L(3,2,1) para uma subclasse de grafos subctbicos, a saber, para grafos
subcubicos sem vértices adjacentes de grau maximo tais que quaisquer dois vértices de grau 3
estdo a distancia pelo menos 4 entre si, melhorando assim um resultado anterior da literatura.
Também apresentamos limitantes superiores mais ajustados para o nimero cromatico L.(3,2,1)
das seguintes familias infinitas de snarks: snarks de BlanuSa generalizados, snarks de Loupekine

e snarks-flor.

Palavras-chave: teoria dos Grafos; ciéncia da computacdo; matemaética discreta.



ABSTRACT

Given a graph G, a function f : V(G) — {0,1,2,...,k} is said to be an L(3,2, 1)-labelling of
G if, for each u,v € V(G): when d(u,v) =1, then |f(u) — f(v)| > 3; when d(u,v) = 2, then
|f(u) — f(v)| > 2; and when d(u,v) = 3, then |f(u) — f(v)| > 1. The span of an L(3,2,1)-
labelling f is the largest label assigned by f to a node of G. An L(3,2, 1)-labelling is said to be
optimal when it has the minimum possible span, and the span of such a labeling is called the
L(3,2,1) chromatic number, and denoted by A3, 1(G). The class of cubic graphs is of interest
in Graph Theory and Algorithms because many decision problems in arbitrary graphs are NP-
complete and remain NP-Complete even when constrained to cubic graphs. A graph is said to
be subcubic when its maximum degree is equal to 3. Another class of graphs relevant to Graph
Theory is the class of snark graphs. A snark graph is a bridgeless cubic graph that does not
have a proper edge coloring with 3 colors. In this work, we show a tighter upper bound for the
L(3,2,1) chromatic number of a subclass of subcubic graphs, such that there are no adjacent
nodes with maximum degree such that any two nodes with degree equal to 3 are at distance at
least 4 from each other, improving upon previous results in the literature. We also show tighter
upper bounds for the L(3,2,1) chromatic number for the following infinite families of snarks:

generalized BlanuSa snarks, Loupekine snarks, and Flower snarks.

Keywords: graph theory; computer science; discrete mathematics.
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1 INTRODUCAO

Rotulagdo de Grafos (do inglés, Graph Labeling) é uma area da Teoria dos Grafos
dedicada a estudar problemas cujo objetivo principal € determinar a viabilidade de atribuir
rétulos a elementos (vértices ou arestas) de um grafo satisfazendo restricdes pré-estabelecidas. A
origem da drea de Rotulagdo de Grafos remonta ao problema de coloracao de mapas com no
maximo 4 cores (Four Color Problem) (Robertson et al. 1997), que pode ser modelado como o
problema de atribuicdo de no maximo quatro cores aos vértices de um grafo planar de modo que
vértices adjacentes possuam cores distintas. O problema de coloragdo de vértices deu origem
a problemas correlatos como, por exemplo, a coloracao de arestas (Vizing 1964) e a coloracao
total (Behzad 1965). Porém, a partir da década de 1960, comecaram a ser propostos na literatura
novos problemas de atribui¢do de rétulos aos elementos de um grafo nos quais os rétulos a serem
atribuidos ndo podem ser cores. Para essa nova classe de problemas de rotulagdo, os rétulos a
serem usados devem obrigatoriamente pertencer a um subconjunto dos nimeros reais, como por
exemplo o conjunto dos numeros naturais, ja que as restrigdes a serem satisfeitas pelas rotulagdes
dependem diretamente de propriedades numéricas, como por exemplo soma, subtracdo e valor
absoluto. Um exemplo de problema de rotulagdo ainda bastante estudado atualmente, e que foi
introduzido por volta de 1967, é o Problema da Rotulacdo Graciosa (Rosa 1967). Rotulagdo de
Grafos € uma area recente e em constante atividade, de modo que existe uma resenha dindmica
mantida e atualizada anualmente por Gallian (Gallian 2022).

Além do problema de colora¢do de mapas e da rotulagdo graciosa, existem também
problemas praticos que podem ser modelados com rotulagdo de grafos. Um exemplo € o
Problema de Atribui¢do de Canais de Frequéncia (do inglés, Channel Assignment Problem).
Neste problema, existe uma rede de estacdes transmissoras e receptoras, que se localizam em
uma mesma regido geografica. As estacdes sdo equipadas com antenas de mesma poténcia,
abrangendo uma drea circular e de mesmo alcance. Cada estacdo transmite e recebe ondas de
raddio em uma frequéncia especifica, dentro de uma faixa, estipulada pelo tipo de aplicacdo. Neste
problema, hé dois objetivos: as informagdes devem ser transmitidas sem interferéncia e a faixa
de frequéncia deve ser utilizada de forma eficiente, onde as faixas de frequéncias podem ser
representadas por nimeros naturais (Heuvel ef al. 1998).

Estacdes de rddio FM sio caracterizadas pela sua frequéncia de transmissao, poténcia
irradiada e altura da antena. Essas estacoes sdo divididas em classes (E1, E2, etc) e os 6rgaos

reguladores das telecomunicacdes exigem que as estacoes de radio proximas recebam canais de
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frequéncia distintos de modo que, quanto mais proximo duas esta¢des forem uma da outra, tanto
maior deverd ser a diferenca entre os canais atribuidos a cada uma. Uma vez que os sinais de
radio se atenuam com a distancia, uma mesma frequéncia pode ser usada simultaneamente por
dois transmissores sem causar interferéncia se eles estiverem a uma distincia suficiente chamada
distdncia de reutilizagdo.

Nos Estados Unidos da América (EUA), o Federal Communications Commission
(FCC) € o orgado governamental responsavel pela regulacio das esta¢des de radio. Como descrito
no livro de Charthand e Zhang (Chartrand e Zhang 2008), o FCC exige que esta¢des de radio FM
que estejam proximas entre si devam receber canais de frequéncia distintos e que, quanto mais
perto duas estacdes estejam uma da outra, maior deve ser a diferenca entre os canais de frequéncia
atribuidos a elas (veja por exemplo (FEDERAL COMMUNICATIONS COMMISSION 2023)).
Por exemplo, dois canais de frequéncia sdo considerados primeiro-adjacentes quando eles
diferem de 200kHz. Por exemplo, 105.7MHz e 105.9MHz sao considerados primeiro-adjacentes
e eles podem ser atribuidos a estacdes que estejam a pelo menos 72 km de distancia entre si.
Dois canais de frequéncia sdo considerados segundo ou terceiro-adjacentes se eles diferem de
400 kHz a 600 kHz e eles devem ser atribuidos a estacdes de rddio que estejam a uma distancia
de pelo menos 31 quilometros entre si. Por fim, se duas estacdes de radio estiverem a pelo menos
115 km de distancia entre si, entdo elas podem receber o mesmo canal de frequéncia, pois nao
haverad risco de interferéncia (Chartrand e Zhang 2008). A Figura 1 ilustra um esquema de torres
de transmiss@o, com suas respectivas distancias relativas e com uma atribui¢ao de frequéncias de

acordo com as regras estabelecidas pelo FCC.
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Figura 1 —Esquema de estagdes de rddio distribuidas sob um terreno.

115 km i
-: [ |:LL1 )] )
| \ | ¢
72km / || g [
X! I | f H

72km

80 km

31 km

80 km

Frequéncias:

B 105 mH:

105.6 MHz

B 105.2MHz
B 105.8 MHz

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em 1980, Hale modelou o Problema de Atribuicdo de Canais de Frequéncia como
um problema de coloracdo de vértices de um grafo (Hale 1980). Por exemplo, na Figura 1 cada
vértice € ilustrado com uma cor. O trabalho de Hale foi importante pois deu origem a uma
nova abordagem ao problema de atribuicdo de frequéncias e inspirou o estudo do problema
por meio de técnicas da teoria dos grafos. A abordagem proposta por Hale motivou a introdu-
¢ao de novos problemas de rotulagdo em grafos que modelam versdes restritas do Problema
de Atribui¢do de Canais de Frequéncia. Um exemplo de tal rotulagdo € a Rotulacdo-L(2,1),
investigada inicialmente por Griggs e Yeh e proposta por meio de comunicagdo privada por
S. Roberts (Griggs e Yeh 1992). A motivacao do trabalho de Griggs e Yeh foi a investigacao
de uma maneira mais realista de atribui¢ao de frequéncias a estacdes de radios pois o modelo
vigente que usava cores era muito simplificado e gerava interferéncias em transmissores um
pouco proximos uns dos outros. Formalmente, a Rotulacido-L(2,1) € definida da seguinte forma:
dado um grafo G, uma rotulagdo-L(2,1) de G é uma fung¢do f: V(G) — {0,1,...,k}, com k > 0,

tal que, para quaisquer dois vértices x,y € V(G), se a distincia entre x e y for igual a 1, entdo



|f(x) — f(y)| > 2 e se a distancia entre x e y for igual a 2, entdo | f(x) — f(v)| > 1. A Figura 2

ilustra grafos com a rotulagdo-L(2,1) aplicada.

Figura 2 — Grafos com rotulagdo-L(2,1).
(4) ® (2) ©
A ' ’e
© ©) © © @

Fonte: Elaborado pelo autor.

Deste que foi introduzida, a Rotulagdo-L(2,1) foi investigada por diversos pesqui-
sadores e generalizagOes desta rotulacdo foram propostas desde entdo como, por exemplo, a
Rotulacdo-L(h,k). Uma resenha contendo resultados sobre a Rotulagdo-L(2,1) e a Rotulagdo-
L(h,k) foi escrita por Calamoneri (Calamoneri 2011). Em 2004, Liu e Shao introduziram uma
variante da rotulacdo-L(2,1), chamada Rotulacao-L.(3,2,1) (Liu e Shao 2004). A principal di-
ferenca desta nova rotulagdo para a Rotulagdo-L(2,1) é que vértices que estdo a distincia 3
entre si também sdo levados em consideracdo no momento da rotulacdo e as diferengas abso-
lutas entre rétulos a distancia 1 e 2 também sdo aumentadas. A seguir, definimos formalmente
a Rotulacao-L(3,2,1). Dado um grafo G, uma Rotulacdo-L(3,2,1) de G € uma uma funcao
f:V(G) —{0,1,... k}, tal que, para quaisquer dois vértices x,v € V(G), se a distincia en-
tre x e v for igual a 1, entdo |f(x) — f(v)| > 3, se a distancia entre x e v for igual a 2, entdo
|f(x) = f(v)] > 2 e se a distancia entre x e v for igual a 3, entdo | f(x) — f(v)| > 1. O span de
uma rotulac¢do-L(3,2,1) f é o maior inteiro k atribuido por f a um vértice de G. A Figura 3 ilustra

grafos com uma rotulacdo-L(3,2,1) aplicada.

Figura 3 — Grafos com rotulagcdo-L(3,2,1).
(9) (©) (3) ©
A ' ’G
© ® © ® ®

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Em 2011, Chia et al. provaram que todo grafo simples G possui uma rotulacao-
L(3,2,1) com span no méximo A(G)? 4 2A(G) e esse é o melhor limitante superior existente
até o presente (Chia et al. 2011). Esse resultado implica que todo grafo simples G com grau
méaximo 3 possui uma rotulacdo-1.(3,2,1) com span no maximo 33. Por volta de 2021, Floren-
cio e Luiz estudaram diversas classes de grafos com grau méximo 3 e verificaram que todas
as classes investigadas possuem uma rotulacdo-1.(3,2,1) com span menor que 33. Por exem-
plo, (Florencio e Luiz 2021) provaram que os grafos subctibicos sem vértices adjacentes de grau
méximo possuem uma rotulacdo-L(3,2,1) com span no maximo 25 e, nesse mesmo trabalho,
provaram que, se a distincia entre dois vértices de grau maximo nesse grafo for maior ou igual a
4, o span € no maximo 16. O trabalho de Florencio e Luiz nos motivou a continuar o estudo da
rotulagdo-L.(3,2,1) em classes de grafos com grau méximo 3. Neste trabalho, encontramos uma
rotulagdo-L(3,2,1) com span menor para os grafos subcubicos com vértices de grau maximo a
uma distancia de pelo menos 4, além de apresentar novos resultados para a rotulacdo-L.(3,2,1) de
trés classes de grafos snarks, que sao classes de grafos cuibicos, a saber: os snarks de Blanusa
generalizados, os snarks de Loupekine e os snarks-flor.

Os demais capitulos deste trabalho de conclusdo de curso estdo organizados como
descrito a seguir. No Capitulo 2, apresentamos conceitos e definicdes necessarios para o
entendimento dos capitulos posteriores. No Capitulo 3, apresentamos os resultados desse
trabalho para os grafos subctbicos. No Capitulo 4, apresentamos os resultados para os snarks de
Blanusa generalizados. No Capitulo 5, apresentamos os resultados para os snarks de Loupekine.
No Capitulo 6, apresentamos os resultados para os snarks-flor. E, por fim, no Capitulo 7,

apresentamos as consideragdes finais deste trabalho.



2  FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, definimos conceitos basicos da Teoria dos Grafos que sdo utilizados
neste trabalho, assim como também apresentamos resultados basicos em Rotulagdo-L(3,2,1) e
rotulagdes relacionadas, que sdo usados nas demonstracdes contidas nos capitulos seguintes.
A Secdo 2.1 contém os conceitos e defini¢cdes basicos sobre grafos que sdo necessarios para o
entendimento desse trabalho. A Secdo 2.2 contém resultados relacionados a Rotulagao-L(3,2,1).
Conceitos de grafos nio contidos nesse capitulo podem ser encontrados no livro de Chartrand e

Zhang(Chartrand e Zhang 2008).

2.1 Definicoes basicas de teoria dos grafos

Um grafo simples G = (V(G),E(G)) é uma estrutura matematica abstrata formada
por um conjunto V(G) finito e néo vazio de elementos denominados vértices e por um conjunto
E(G) que é formado por subconjuntos de dois elementos de V(G) chamados de arestas. Cada
aresta {u,v} € E(G) é denotada por uv ou vu. Todos os grafos utilizados neste trabalho sdo
grafos simples e finitos. Desse modo, escrevemos grafo com o sentido de grafo simples e finito.
Chamamos de ordem de G a cardinalidade do conjunto V(G) e de tamanho de G a cardinalidade
do conjunto E(G). A Figura 4 mostra um exemplo de um grafo G = (V(G),E(G)), tal que,
V(G) = {vi,v2,v3,ma}, E(G) = {viva,vav3,viv3,v3vs}, |E(G)| =4 ¢ |V(G)| = 4.

Figura 4 — Grafo simples G.

V1 V2

V3 V4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Um grafo H é chamado subgrafo de um grafo Gse V(H) CV(G) e E(H) C E(G).
Se H é subgrafo de G, entdo H C G. Se uv € E(G), entdo, u e v sdo adjacentes. Dois vértices
adjacentes sdo vizinhos entre si. O vértice u e a aresta uv € E(G) sdo chamados incidentes
um ao outro. O conjunto de vizinhos de um vértice v é denotado por Ng(v). Se duas arestas

compartilham o mesmo vértice dizemos que sdo arestas adjacentes.
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O grau de um vértice v em um grafo G € o nimero de arestas que incidem em v e
¢ denotado por dg(v). O grau mdximo de G é o grau de um vértice com maior grau no grafo,
denotado por A(G), e o grau minimo de G é o grau de um vértice com o menor grau no grafo,
denotado por &(G). Dizemos que um grafo G é k-regular quando todos os seus vértices possuem
grau igual a k. Um grafo 3-regular é também chamado de ciibico. A Figura 5 ilustra um grafo G

com o valor de A(G) =2 e §(G) = 1. Ja a Figura 6 ilustra um grafo ctbico.

Figura 5 —Grafo G com A(G) =2¢ §(G) = 1.

Vi V2

V3 V4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 6 — Grafo cubico.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Um passeio em um grafo G € uma sequéncia de vértices de G, W = vg,vy,va, ..., Vg,
de tal forma que v; e v, sdo vizinhos, com 0 <i < k— 1. Dizemos que os vértices vg € v sdo 0s
extremos do passeio W. Um caminho em G é um passeio em G que nao repete vértices. Um ciclo
em G é um passeio em G, C = vq,vq,...,V, Vo, com k > 2, de tal forma que v; e v;_1 sdo vizinhos,
com 1 <i <k, v é vizinho de vy e vy, ...,V sdo todos distintos. Um grafo caminho com n
vértices € um grafo cujos vértices podem ser dispostos em uma sequéncia linear, vi,vo,v3,...,Vy,
de tal forma que dois vértices sdo adjacentes se, € somente se, eles sdo consecutivos na sequéncia.
Um grafo caminho com rn vértices é denotado por P,. Um grafo com n > 3 vértices € um ciclo,

denotado por Cy,, se seus vértices podem ser dispostos em uma sequéncia ciclica (vi,va,...,v,)
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de modo que dois vértices sdo adjacentes se, € somente se, eles sdo consecutivos na sequéncia
ciclica. Um grafo completo com n vértices, denotado por Kj,, ¢ um grafo em que quaisquer dois
de seus vértices sdo adjacentes. A distdncia d(u,v) de um vértice u para um vértice v é o nimero
de arestas de um menor caminho entre # e v em um grafo G. Denotamos por N,(v) o conjunto
dos vértices que estdo a distancia p de vem G. Ou seja, N,(v) = {u € V(G): d(v,u) = p}. A
vizinhanga estendida de um vértice v € V(G) € o conjunto dos vértices que estdo a distdncia no
maximo 3 de v, ou seja, é o conjunto N (v) UNa(v) UN3(v).

Dizemos que um grafo G € conexo se, para quaisquer dois vértices u € v de G existe
um caminho em G com extremos u e v; caso contrario, G € dito desconexo. Uma componente
conexa de G é um subgrafo conexo maximal de G. Um aresta e € E(G) € dita aresta de corte se,
ao remove-la do grafo, o nimero de componentes conexas de G aumenta. A Figura 7 mostra um

grafo com uma aresta de corte destacada.

Figura 7 — Grafo com aresta de corte e.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Um grafo plano é um grafo que estd desenhado no plano sem que suas arestas se
cruzem. Um grafo planar ou é um grafo plano, ou é um grafo que pode ser desenhado no plano
como um grafo plano. As faces de um grafo plano sao as regides delimitadas por trés ou mais

arestas. A Figura 8(b) mostra um exemplo de grafo planar.



Figura 8 — Um grafo planar desenhado de duas formas distintas.

141 %) V1 1%}
Vs
Ve Vs V6
V3 V4 V3 V4
(a) Grafo desenhado de forma (b) Grafo desenhado de forma
nao plana. plana.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja G um grafo e S um conjunto de cores com |S| =k, k > 1. Uma coloragdo
propria dos vértices de G é o mapeamento ¢ : V(G) — S, tal que dois vértices adjacentes
recebam cores diferentes. O menor nimero de cores necessdrias para colorir os vértices de um
grafo G de forma prépria é denotado por x(G) e é denominado niimero cromdtico de G.

Dado um grafo arbitrdrio G e um inteiro positivo k, com k > 3, determinar se
G possul uma coloragdo propria de vértices com no méiximo k cores € um problema NP-
Completo (Karp 1972). Existem na literatura limitantes superiores e inferiores para o nimero
cromético X (G). Logo a seguir, apresentamos dois limitantes superiores cldssicos e que sdo utili-
zados em nossas demonstragdes, um deles € um resultado bédsico obtido por meio de um algoritmo

guloso para o problema e o segundo foi obtido por R. L. Brooks por volta de 1941 (Brooks 1941).
Teorema 1. (Chartrand e Zhang 2008) Se G é um grafo, entdo x(G) < A(G) + 1.

Teorema 2. (Brooks 1941) Se G é um grafo conexo e G ndo é igual a um ciclo impar ou a um

grafo completo, entdo x(G) < A(G).

Uma coloragdo propria de arestas de G € uma atribuicao de cores as arestas de G
de modo que arestas adjacentes tenham cores distintas. Dizemos que um grafo admite uma
k-coloracdo de arestas, se € possivel colorir o grafo, com uma coloragdo prépria de arestas, com
k cores. O indice cromdtico de um grafo G € o menor k, tal que G admite uma k-coloracdo
de arestas, e é denotado por x'(G). Um resultado cldssico em teoria dos grafos é o Teo-
rema 3 (Vizing 1964), que estabelece um limitante superior para o indice cromdtico de um

grafo.

Teorema 3. (Vizing 1964) Se G é um grafo simples, entdo A(G) < x'(G) < A(G)+ 1.



2.2 Rotulacio-L(3,2,1)

Uma rotulagdo-L(3,2,1) de um grafo simples G é uma fung¢do f: V(G) — {0, 1,..,k}
que atribui a cada vértice de G um inteiro ndo-negativo de forma que, para u,v € V(G): se
d(u,v) =1, entdo |f(u) — f(v)| > 3; se d(u,v) = 2, entdo |f(u) — f(v)| > 2; e se d(u,v) =3,
entdo |f(u) — f(v)| > 1. De modo alternativo, uma rotulag¢do-L1.(3,2,1) de G é uma fungdo
f:V(G)—{0,1,...,k} tal que |f(u) — f(v)| >4 —d(u,v), para u,v € V(G). Dizemos que o0s
rétulos f(u) e f(v) de dois vértices u,v € V(G) conflitam ou sdo conflitantes se u pertence a
vizinhanga estendida de v e | f(u) — f(v)| < 4 —d(u,v). A Figura 9 ilustra um grafo com uma

rotulacdo-L(3,2,1).

Figura 9 — Grafo G com uma rotulagdo-L(3,2,1).

Fonte: Elaborado pelo autor.

O span de uma rotulacao-L(3,2,1) f € o maior rétulo k que € atribuido pela rotulacao
f aum vértice de G. Uma rotulagdo-L(3,2,1) € dita otima quando possui o menor span possivel
e o span de tal rotulacdo é chamado niimero cromdtico L(3,2,1), e é denotado por A3,1(G). A
Figura 10(a) mostra um grafo G com uma rotulacdo-L.(3,2,1) 6tima e a Figura 10(b) um grafo G

com rotulacdo nio Gtima.



Figura 10 —Exemplo de grafos rotulados com uma rotula¢do-L(3,2,1).
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3 6 11 0
(a) Grafo com uma rotulagao- (b) Grafo com uma rotulagao-
L(3,2,1) 6tima. L(3,2,1) ndo étima.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A seguir, apresentamos trés lemas bdsicos sobre a Rotulagdao-L.(3,2,1) juntamente
com suas demonstragdes, cuja leitura pode ser ignorada pelo leitor sem prejuizo do entendimento
dos resultados futuros. Em seguida, apresentamos um teorema contendo um limitante superior

para o nimero cromatico L(3,2,1) de grafos arbitrrios.
Lema 4. (Chiaetal. 2011) Se H é subgrafo de um grafo G, entdo 232,1(H) < 232,1(G).

Demonstragdo. Seja H subgrafo de G. Seja f: V(G) — {0,1,...,k} uma rotulagdo-L(3,2,1) do
grafo G e seja f] a rotulagdo f restrita ao subgrafo H. Dados dois vértices u,v € V(H), pela
construcdo de H, temos que |fj(u) — f1(v)| = |f(u) — f(v)|. Logo, a diferenga absoluta dos
valores dos rétulos de qualquer par de vértices de H € a mesma que esse par tinha em G sob a
rotulag@o f. Portanto, f; € uma rotulacdo-L(3,2,1) para o grafo H com span menor ou igual ao

da rotulacdo f. Logo, temos que A3 1 (H) < A3 1(G). O

Lema 5. (Chia et al. 2011) Seja G um grafo com uma rotulagcdo-L(3,2,1) étima f: V(G) —

{0,...,k}. Entdo f obrigatoriamente atribui o rétulo 0 a algum vértice de G.

Demonstragdo. Seja G um grafo e f uma rotulacio-L(3,2,1) 6tima de G. Suponha, por absurdo,
que o menor rétulo atribuido por f seja ¢ > 1. Defina k como o maior rétulo atribuido por f,
com k > c¢. A seguir, definimos uma nova rotulagao g da seguinte forma: para todo vértice
v € V(G), defina g(v) = f(v) —c. Pela defini¢do de g quaisquer dois vértices u,v € V(G)
possuem, [g(u) — g(v)| = | f(u) — c— (f(v) = )| = |f(u) — ¢ — (v) +¢| = [ f(u) — f(v)]. Como
f € uma rotulagdo-L.(3,2,1), concluimos que g também €. Além disso, note que o menor rétulo
atribuido por g € ¢ — ¢ = 0 e 0 maior rétulo atribuido por g é kK — c. Logo, g € uma rotulacao-
L(3,2,1) com menor rétulo igual a 0 e span igual a k — c. Isso contradiz o fato de f ser 6tima.

Portanto, f obrigatoriamente atribui o rétulo O a algum vértice de G. [
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Lema 6. (Chia et al. 2011) Se G é um grafo com grau mdximo A > 0, entdo A3 5 1(G) > 2A+ 1.

Demonstracdo. Seja G um grafo com grau maximo A > 0. Seja v € V(G) um vértice com grau
d(v) = A. Suponha, por absurdo, que A3, 1(G) < 2A. Seja, entdo, f: V(G) = {0,1,...,2A}
uma rotulacio-L(3,2,1) de G com span 2A.

Note que, em qualquer rotulacdo-1.(3,2,1) de G, ndo podem ser atribuidos dois
inteiros consecutivos ao vizinhos do vértice v uma vez que quaisquer dois inteiros atribuidos
a vizinhos de v devem ter diferenca absoluta de pelo menos 2. Logo, os rétulos atribuidos aos
vizinhos de v devem pertencer a um e somente um dos trés conjuntos a seguir: {0,2.4,...,2A —
2},{2,4,6,...,2A} ou {1,3,5,...,2A—1}.

Porém, ndo resta nenhum rétulo no conjunto {0, 1,...,2A} que possa ser atribuido
ao vértice v sem gerar conflito com algum rétulo atribuido a um de seus vizinhos, gerando uma
contradicao.

Portanto, A3 1(G) > 2A+1. O

Teorema 7. (Clipperton et al. 2005) Seja G um grafo com grau mdximo A. Entdo, 232,1(G) <
A3+ A%+ 3A,

Demonstracdo. Seja G um grafo com grau maximo A e seja vy,...,v, uma sequéncia arbitraria
dos vértices de G. A seguir, definimos uma rotulagdo-L(3,2,1) f: V(G) — {0,1,...,k}, com
k = A3 4+ A% 4 3A, para o grafo G, construida com base em uma estratégia gulosa. A estratégia
consiste em percorrer os vértices em sequéncia, atribuindo a cada um deles o menor rétulo
disponivel no conjunto {0, 1,...,k} e que ndo conflite com rétulos ja atribuidos a vértices na sua
vizinhanga estendida. Inicialmente f atribui o rétulo O ao vértice vi. Ao chegar o momento de
atribuir um rétulo a um vértice v; , com 2 < i < n, devemos considerar os vértices v; € Nj (vi)
que ja foram rotulados. Neste caso, temos que 5 rétulos nao podem ser atribuidos a v;, s@o
eles: {f(v}),f(vj) £ 1,f(v;)£2}. No pior caso temos que |N; (v;)| = A, assim ficamos com 5A
rétulos que ndo podem ser atribuidos a v;. Agora, considere os vértices a distancia 2 de v;. Seja
vk € N2(v;). Note que, no pior caso, |N;(v;)| = A(A—1). Neste, caso sabemos que os rétulos
que nio podem ser atribuidos a v; sio: {f(vy), f(vx) % 1}, assim temos 3(A% — A) rétulos que
ndo podem ser atribuidos a v;. Por fim, considere os vértices a distincia 3 de v;. Seja v; € N3(v;).
Note que, no pior caso, |[N3(v;)| = A3 —2A% + A. Como o rétulo de v; deve ser distinto dos rétulos
que estdo a distincia 3 dele, entdo obtemos que existem no maximo mais |N3(v;)| rétulos que

ndo podem ser atribuidos ao vértice v;. Portanto, obtemos que o nimero méaximo de rétulos que
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nio podem ser atribuidas ao vértice v; é SA+3A% —3A+ A% —2A% + A= A3 + A’ 43A. Como a
quantidade de rétulos disponiveis no conjunto {0, 1,...,k} é maior que esse valor, concluimos
que sobra pelo menos um rétulo para ser atribuido ao vértice v;. Portanto, concluimos que

232.1(G) < A3+ A% +3A. O

A Rotulacdo-L(3,2,1) foi introduzida por Liu e Shao (Liu e Shao 2004), que a
investigaram para grafos planares e provaram que todo grafo planar G possui A3, 1(G) <
15(A*(G) — A+ 1). Posteriormente, outros autores (Chia et al. 2011; Clipperton et al. 2005)
determinaram o niimero cromdtico L(3,2,1) de familias cldssicas de grafos, tais como caminhos,
ciclos, grafos completos, grafos bipartidos completos, poténcias de caminho e produto cartesiano
de dois caminhos. Em particular, Chia et al. (Chia et al. 2011) também obtiveram o seguinte
limitante superior para o pardmetro A3 1 (G) de grafos G, que ainda permanece como o melhor

limitante superior conhecido para A3 5 1(G).
Teorema 8. (Chia et al. 2011). Se G é um grafo, entdo A321(G) < A(G)® +2A(G).

A seguir, apresentamos as classes de grafos estudadas neste trabalho. Além disso,
discutimos os resultados conhecidos em relacdo a Rotulacdo-L(3,2,1) para cada uma delas.

A classe dos grafos com grau no maximo trés € uma classe bastante investigada em
Teoria dos Grafos, dado que as versdes de decisdo de muitos problemas de otimizag¢ao sao NP-
completas mesmo quando restritas a esta classe, em particular para os grafos cubicos. Exemplos
de problemas NP-completos em grafos cibicos sdo: determinar o tamanho de um conjunto
independente minimo para grafos ctibicos planares (Garey e Johnson 1979), decidir se um grafo
cubico contém um ciclo Hamiltoniano (Picouleau 1994), também € NP-Completo decidir se 4
cores sdo suficientes para uma L(1,1)-Rotulacdo para um grafo ciibico (Heggernes e Telle 1998).

Uma classe de grafos cibicos importante na Teoria dos Grafos e que € considerada
neste trabalho de conclusao de curso € a classe dos grafos snarks, definida a seguir. Um grafo
snark € um grafo cubico sem arestas de corte e que ndo possui uma coloracao prépria de arestas
com 3 cores. Essa classe de grafos surgiu a partir de um dos problemas que ajudaram no
desenvolvimento da teoria dos grafos: o Problema das Quatro Cores (Appel e Haken 1978). Pelo
Teorema 3, obtemos que todo grafo cubico possui uma coloragdo prépria de arestas com 3 ou
4 cores. Porém, até 1898, ndo se sabia se existia um grafo conexo, sem arestas de corte e que

nao admite uma colorag@o propria de arestas com 3 cores (snark). Foi somente em 1898, que J.
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Petersen construiu o primeiro snark (Petersen 1898). Esse snark foi batizado com o nome dele e

estd ilustrado na Figura 11.

Figura 11 — Grafo de Petersen.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O snark de Petersen ficou por muito tempo sendo o Unico snark conhecido. No final
do século XIX, como era dificil achar um grafo dessa classe, sempre que um novo exemplar
era proposto e provado na literatura, usava-se o termo ‘“descoberta” para se referir ao fato de
que alguém conseguiu achar um novo snark. Por tradi¢do, esse termo € utilizado até hoje entre
os estudiosos da classe dos snarks. Em 1946, o primeiro snark de Blanusa foi descoberto, esse
snark possui 18 vértices e 27 arestas. A partir de 1975 as primeiras familias infinitas de snarks
foram descobertas. Em 1975, R. Isaacs (Isaacs 1975) publicou um método de construgdo de
novos snarks a partir de snarks ja existentes. Com o uso desse método, foram descobertas duas
classes de snarks infinitas: os snarks-flor e os snarks-BDS.

Em 1976, R. Isaacs (Isaacs 1976) apresentou um novo método de construgdo de
snarks desenvolvido por F. Loupekine. Os snarks gerados a partir desse método s@o chamados
de snarks de Loupekine. Recentemente, novos métodos de geracdo de snarks foram apresentados
por Higglund (Héagglund 2016), que introduziu as classes: Blowup e Semi-Blowup.

O Teorema 8 determina que A3 5 1(G) < 33 para todo grafo simples G com A(G) = 3.
Porém, Floréncio e Luiz (Florencio e Luiz 2021) investigaram a Rotula¢do-L.(3,2,1) para algumas
familias de grafos com A(G) = 3 e encontraram limitantes superiores mais justos para o nimero
cromdtico L(3,2,1) das familias estudadas. Dentre as familias estudadas por esses autores estao
os snarks-flor, snarks de Goldberg, e a familias dos grafos com grau médximo trés e sem vértices
adjacentes de grau maximo. A seguir, mostramos os principais resultados obtidos por Floréncio

e Luiz.

Teorema 9. (Florencio e Luiz 2021). Se G é um grafo subctibico sem vértices de grau 3
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adjacentes, entdo A32,1(G) < 25.

Teorema 10. (Florencio e Luiz 2021). Seja G um grafo subcuibico no qual quaisquer dois

vértices de grau 3 estdo a distdncia pelo menos quatro entre si. Entdo A32,1(G) < 16.

Teorema 11. (Florencio e Luiz 2021). Para todo snark-flor J; com i > 5 impar, A3 5 1(J;) < 12.
Além disso, /'\,372’1(.]3) < 14.

Os resultados obtidos pelos autores Floréncio e Luiz, nos motivaram a avaliar se
havia possibilidade de melhoria e a possibilidade de determinar novos resultados para algumas
classes de grafos com grau maximo 3 ndo contempladas pelos estudos prévios. Apds um
cuidadoso estudo, conseguimos encontrar resultados melhores para algumas classes de grafos

estudadas pelos autores. Nos proximos capitulos, apresentamos os resultados deste trabalho.
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3 GRAFOS SUBCUBICOS

Este capitulo trata o problema da Rotulag¢do-L.(3,2,1) para uma subclasse dos grafos
subcubicos. Aqui, determinamos um limitante superior para o nimero cromatico L.(3,2,1) mais
apertado do que o encontrado na literatura.

Um grafo € dito subciibico quando o seu grau maximo € igual a 3. Dentro do
conjunto de grafos subcubicos, existe uma familia especifica de grafos que € de interesse neste
estudo. Essa familia consiste em grafos subcubicos em que vértices de grau médximo nao sao
adjacentes entre si no grafo. A Figura 12 ilustra um grafo subcibico sem vértices de grau

maximo adjacentes.

Figura 12 — Exemplo de um grafo subcubico.

Fonte: Elaborado pelo autor.

No Teorema 14, apresentamos um limitante superior para grafos subctibicos sem
vértices de grau méaximo adjacentes mais justo do que o apresentado no Teorema 10. A seguir,
apresentamos dois lemas auxiliares sobre rotulacao-L(3,2,1) de caminhos que sdo utilizados na

prova do Teorema 14.

Lema 12. Sejam a, B € {0,2,4} tal que a > B. Todo caminho B, =vy,vy,...,v,com5<n<7
vértices possui uma rotulagdo-L(3,2,1) f, com span menor ou igual a 12, satisfazendo as

propriedades: f,(vi) = fu(vn) =7, fu(v2) =, fu(va—1) =B, fu(vz) >9e f(vs_2) >09.

Demonstracdo. A demonstracdo do resultado segue imediatamente por inspecao das rotulagdes-
L(3,2,1) dos caminhos exibidas na Figura 13. Note que os rétulos a e B pertencem ao conjunto
{0,2,4} e sdo tais que o > . Logo, esses rétulos nao conflitam com os rétulos dos demais

vértices na sua vizinhancga estendida. [
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Figura 13 —Esquema das rotula¢des-1.(3,2,1) para os caminhos Ps, Ps e P; conforme especificado
no enunciado do Lema 12.

(o) (9) B
O—@—0—6E—~0

Vi V2 V3 V4 Vs
(a) Rotulag¢do-L(3,2,1) fs do caminho Ps com a, € {0,2,4}
ea>f.

Vi v V3 V4 Vs Ve
(b) Rotulagdo-L(3,2,1) fs do caminho Ps com a, € {0,2,4}
eoa>p.

O—@0—C0—©0—0—0E—~0
V1

Vi %) V3 V4 Vs V6
(c) Rotulag@o-L.(3,2,1) f7 do caminho Py com a, 8 € {0,2,4}
ea>f.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Lema 13. Sejam o, B € {0,2,4} com o« > B. Todo caminho P, = vi,va,...,v, com n > 8
possui uma rotulacdo-L(3,2,1) f, com span menor ou igual a 11, com as seguintes propriedades:
fuv1) =7, fulv2) = @, fu(v3) > 10, fu(va—a) =8, fu(va—3) =5, fulva—2) =10, fu(va_1) =P
e fulvy) =1.

Demonstragdo. Usamos inducdo forte em n. Como caso base da indu¢do consideramos caminhos

P, comn=28,9,10,11. As rotulagdes-L.(3,2,1) destes quatro casos estdo definidas na Figura 14.
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Figura 14 — Esquema das rotulacdes-L.(3,2,1) para os caminhos P, Py, Pjo € P;; conforme
especificado no enunciado do Lema 13.

Vi V2 V3 V4 Vs V6 V7 143

(a) Rotulagdo-L(3,2,1) f3 do caminho Ps com «, B € {0,2,4} e o > B.

O—@0—0—C0—C0—0E0—0—0E—0

Vi V) V3 V4 Vs Ve vy Vg Vg

(b) Rotulagdo-L(3,2,1) fo do caminho Py com ¢, 3 € {0,2,4} e a > .

O—@—0W—C©C0—0O0—0C—~0B—WWw-~©E—0

Vi V2 V3 v4 Vs V6 v7 vs V9 V1o

(c) Rotulagdo-L(3,2,1) fio do caminho Pjp com a, B € {0,2,4} e o > B.

O—0—0—0—0O—~(C—~0C0—~0C0—0W—06—-0

Vi V2 V3 V4 Vs V6 V7 V8 V9 V10 Vi1

(d) Rotulagdo-L(3,2,1) fi; do caminho P;; com «, B € {0,2,4} e a > fB.

Fonte: Elaborado pelo autor.

E possivel checar por inspecio que as quatro rotulacdes definidas na Figura 14 sdo
rotulagdes-L.(3,2,1) dos caminhos Ps, Py, Pig e P;;. Note que, como ¢, B € {0,2,4} e como
o > f3, esses rétulos nao conflitam com os demais rétulos na vizinhanga pelo fato que a diferenga
dos rétulos dos vértices a distancia dois para qualquer valor de & e B é maior ou igual a 2 e para
os vértices a distancia 3 a diferenca é maior ou igual a 1.

No passo da indugdo, considere um caminho P, = v{,vy,...,v, com n > 12 vértices.
Por hipétese de indugdo, o caminho P,_4, com n — 4 vértices, possui uma rotulagdo-L(3,2,1)
fn—4, com span menor ou igual a 11, satisfazendo as seguintes propriedades: f,_4(vi) =7,
foa(2) =, fuoa(v3) 210, fua(vu-a) =7, fu-a(Vu—s) =B, fa—a(vn—6) =10, fu_a(vp_7) =5
e fn—a(vy—g) = 8. A partir da rotulac@o f;,_4, construimos uma rotulagio f, para P, da seguinte
forma: (i) Para todo vértice v; com 1 <i <n—6, defina f,,(v;) = fu—a(vi); (i) fu(vy_s5) =0,
fon—a) =8, fu(va=z) =5, fu(va—2) =10, fu(va—1) =B e fulva) = 7.

Note que, como os primeiros n — 6 vértices do P,, v{,Vv, ..., Vv, ¢, receberam rétulos

de uma rotulacdo-L(3,2,1) do P,_4, dada por hipétese de indugdo, entdo, por defini¢do, eles ndo
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causam conflitos entre si. Para concluir a prova basta mostrar que os rétulos atribuidos por f,
aos seis ultimos vértices do caminho P, ndo causam conflitos com a sua vizinhanga estendida.
Dividimos o restante da prova em seis casos, sendo que cada caso analisa o rétulo de um dos
ultimos seis vértices e verifica que ele ndo conflita com os demais rétulos na sua vizinhanca
estendida.

Caso 1: v,,_s com f,(v,—s) = 0. Neste caso, Ny (vy—s) = {vn—6,Vn—a} N2(vy—s5) =
{n-7,vn-3} € N3(vy—s) = {vu—s8,Vn-2}, fu(vu—6) = 10, fu(vu—a) =8, fu(va-7) =5, fu(vn-3) =
5, fulvu—g) =8 ¢ fu(vu—2) = 10. Portanto, |f,(v,_5) — fu(x)| > 4 —¢ para todo x € N;(v,,_s),
te{1,2,3}.

Caso 2: v,,_4 com f,(v,—4) = 8. Neste caso, Ny (vy—4) = {vn—5,Vn—3}, Na(Vy—q) =
{6, vn—2} e N3(vu—a) = {vin—7,vn—1}, fu(va=s) =0, fu(va—3) =3, fa(vn—s) = 10, fr(vp—2) =
10, fu(va—7) =5 ¢ fu(vp—1) = B. Portanto, | f,,(vy—a) — fu(x)| > 4 — ¢ para todo x € N;(v,_4),
re{1,2,3}.

Caso 3: v,,_3 com f,(v,—3) = 5. Neste caso, Ny (vy—3) = {vn—a,Vn—2}, Na(vy—3) =
Vs, 1} e N3(va—3) = {vi—6,Vn}s fu(Vn—a) =8, fu(vu—2) =10, fu(va—s) =0, fu(va—1) =B,
fau(vu—e) =10 e fu(vy) = 7. Portanto, |f,,(v,—3) — fu(x)| > 4 —1t para todo x € N;(v,,—3), t €
{1,2,3}.

Caso 4: v, com f,(v,—2) = 10. Neste caso, N (v,—2) = {vy—3,Vn—1}, N2 (vy—2) =
{vi—a,vn} € N3(va—2) = {vu—s}, fa(vu-3) =5, fu(n-1) = B, fu(vua) =8, fulva) =T €
fa(vu—s) = 0. Portanto, | f,(v,—2) — fu(x)| >4 —1t para todo x € N;(v,,—2), t € {1,2,3}.

Caso 5: v,,_; com f,,(v,—1) = B, para B € {0,2}. Neste caso, Ni (v,—1) = {vs—2,Vn},
No(va—1) = {va-3} € N3(vp1) = {vn-a}, fu(vu—2) = 10, fu(vi) =7, fu(vu-3) =5 € fu(vn-a) =
8. Portanto, | f,(vh—1) — fu(x)| >4 —t para todo x € N;(v,—1),t € {1,2,3}.

Caso 6: v, com f,(v,) = 7. Neste caso, Ni(v,) = {vp—1}, Na(vy) = {vp2} e
N3(va) ={vn-3}, fu(va—1) = B, fu(vn—2) =10 fu(va—3) = 5. Portanto, | fu(va) — fu(x)| > 4 —1
para todo x € N;(v,), t € {1,2,3}.

Assim, provamos que nenhum dos novos rétulos adicionados causam conflitos. Logo,

fn € uma rotulagdo-L.(3,2,1) do caminho P, com span no maximo 11, e o resultado segue. [

A partir dos lemas anteriores, estamos aptos para provar o Teorema 14 que € o

resultado principal desse capitulo que representa uma melhoria para o Teorema 10.

Teorema 14. Seja G um grafo subciibico conexo no qual quaisquer dois vértices de grau mdaximo

estejam a distancia pelo menos quatro entre si. Entdo, A3 1(G) < 12.
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Demonstragcdo. A prova é construtiva. Construimos uma rotulagao-L(3,2,1) f: V(G) —

{0,...,12} para G com span no maximo 12. Essa construgdo ¢é dividida em trés etapas.

Etapa 1: Inicialmente, rotulamos todos os vértices de grau 3 de G com o rétulo 7. Como

quaisquer dois desses vértices estdo a distancia maior que 3 entre si, entdo, nao hd conflito.

Etapa 2: Rotulamos todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3. Para isso, construimos
um grafo simples e conexo auxiliar H contendo somente esses vértices. Seja V3 o conjunto dos
vértices de grau 3 em G. Defina V(H) = |J Ng(v). Dois vértices de H sdo conectados por
uma aresta se eles obedecem uma das duas ;eeg‘;sas a seguir: (I) paratodo v € V3 e u,w,z € Ng(v),
adicione as arestas uw, wz, zu ao conjunto E (H ). Note que u,w,z € V(H) pela defini¢do de V(H).
(I) Dados dois vértices u e w € V(H), se existir em G um caminho P = u, X, X2, ..., Xp, W

tal que dg(x;) = 2 para 1 <i < n, entdo adicione a aresta uw a E(H). Na Figura 15, hd uma

ilustracdo da geragdo do grafo H a partir do grafo G.



Figura 15 — Esquema da geragdo do grafo auxiliar H.
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X16 X7 Xy X9 *38
. . ® X30
X8 X7 X6 X5 X4 X3 X2 X1 X9 X10 X11 - X12 X13 X14 X15

(a) Grafo subctbico G no qual quaisquer dois vértices de grau 3 estdo a distancia pelo menos 4.

X34
e \
X37 o X3]
X39
X7 X8 X9 *38
. . /x&
X Xy X9 X10 X1 X2 X13 14 Xis

(b) Construcdo inicial do grafo H a partir de G. Note que os vértices adjacentes a vértices de grau trés sdo
adicionados a V (H) e sdo conectados por meior das arestas em cor vermelha ilustradas na figura.

X34

X23

X24
X32

X39
X25 X29
X21

X8 X5 X3 X1 X10 X12 X14

(c) Grafo simples e conexo H, gerado a partir de G.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A seguir, provamos que H possui uma coloracdo prépria de vértices com 3 cores.
Primeiro, alegamos que A(H) < 3. Para ver isso, note que, pela defini¢do de H, todo vértice de H
foi conectado a mais dois outros vértices, formando um ciclo com trés vértices (um tridngulo) em
H (cada um desses trés vértices no tridngulo era vizinho de um vértice de grau trés em G). Além
disso, como G € um grafo conexo e seus vértices de grau maximo estdo a distancia pelo menos
4 entre si, cada tridngulo de H possui pelo menos um vértice que foi conectado a exatamente
um outro vértice de outro triangulo. Isso implica, que todo vértice de H possui grau no maximo

3. Agora, note que H ndo € igual a um grafo completo K, com n > 5 vértices, pois o grau de
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H € no maximo 3 e esses grafos completos possuem grau maior que 3. Ademais, note que H
ndo pode ser igual ao grafo completo Ky: de fato, se G tiver pelo menos dois vértices de grau 3,
entdo H terd pelo menos 6 vértices e o K4 tem apenas 4 vértices. Por fim, se G tiver apenas um
vértice de grau 3, entdo H serd igual ao ciclo impar C3 e ndo ao K4. Portanto, H ndo € igual ao
K4. Se H for igual a um ciclo impar, entdo H s6 pode ser o C3, caso em que H foi obtido a partir
de um grafo G com apenas um vértice de grau 3. Porém, se H for igual ao Cs, pelo Teorema 1,
ele tem uma coloragdo propria de vértices com 3 cores. Portanto, suponha que H nao € igual
ao C3. Entdo, ele também ndo € igual a um grafo completo, como ja foi provado. Neste caso, o
Teorema 2 (Teorema de Brooks) se aplica ao grafo H, ou seja, H possui uma coloragdo prépria
de vértices com 3 cores. Seja, entdo, ¢: V(H) — {0,2,4} uma coloragdo prépria dos vértices de

H com as cores 0, 2 e 4. A Figura 16 mostra o grafo H da Figura 15(c) munido de tal coloracdo.

Figura 16 — Grafo auxiliar H com uma 3-coloracdo prépria de vértices.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Depois de dar uma 3-coloracao propria de vértices ao grafo H, trazemos essa rotu-
lagdo dos vértices de H para os vértices correspondentes em G. Para isso, defina f(v) = ¢(v)
para todo vértice v € V(H). Note que, como todo vértice de H é também um vértice de G,
entdo o rétulo desses vértices em G estdo todos bem-definidos. A Figura 17 mostra o grafo G
da Figura 15(a) com a rotulagdo de vértices parcial construida acima. Note que, como cada
vértice de grau 3 recebeu o rétulo 7 e como todos os seus vizinhos receberam rétulos no conjunto

{0,2,4}, entdo os seus rétulos nio conflitam.
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Figura 17 — Grafo G parcialmente rotulado. Note que todos os vértices de grau 3 e seus vizinhos
estdo rotulados e seus rétulos ndo conflitam.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Etapa 3: Por fim, note que os vértices que faltam ser rotulados induzem caminhos. Como
os caminhos entre dois vértices de grau trés possuem comprimento maior ou igual a 4, entdo
conseguimos rotular esses caminhos usando os Lemas 12 e 13, da seguinte forma: para cada par
de vértices viv, € V(G) com d(vy) = d(v,) = 3 tal que existe um caminho P = vy,vy,...,v, com
d(v;) =2 para todo 2 < i < n— 1, notamos que os rétulos dos vértices vi,vp,v,_1, v, ja foram
definidos nas duas etapas anteriores, ou seja f(vi) = f(vn) =7, f(v2), f(va—1) €{0,2,4} com
f(v2) # f(vu—1). Sem perda de generalidade, supomos que f(vz) > f(v,—1). Assim, rotulamos
os demais vértices de P que ainda nao foram rotulados com alguma das rotula¢des-L1.(3,2,1)
especificadas nos enunciados dos Lemas 12 e 13, de acordo com o comprimento do caminho P.
Caminhos que iniciam e terminam no mesmo vértice de grau trés e que tenham comprimento
maior ou igual a 4 também recebem estas mesmas rotulagdes. Por fim, caminhos que iniciam em
um vértice de grau trés e terminam em um vértice de grau 1 e que tenham comprimento maior
ou igual a 4 também recebem essas rotulacdes. Falta apenas rotular os caminhos que iniciam em
vértices de grau 3, terminam em um vértice de grau 1 e possuem comprimento 2 ou 3. Para estes
caminhos sempre existird uma cor disponivel no conjunto {0, 1,...,12} que possa ser atribuida
a seus vértices sem que cause conflito com as cores dos vértices nas suas vizinhangas estendidas
como demonstrado na Figura 18. A Figura 19 mostra o grafo G da Figura 15(a) completamente

rotulado de acordo com a nossa construcao.
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Figura 18 — Caminhos de comprimentos 2 e 3 rotulados com uma rotula¢ao-L(3,2,1).

O, o

(a) Caminho de comprimento 2 rotulado com uma rotula¢do-L(3,2,1), onde x,y,z € {0,2,4}.

(b) Caminho de comprimento 3 rotulado com uma rotula¢do-L(3,2,1), onde x,y,z € {0,2,4}.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 19 — Grafo G rotulado com conflito.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como exemplificado na Figura 19, conseguimos rotular toda a estrutura. No entanto,
ainda resta um pequeno detalhe para concluir a prova. Observe que os vértices x3 € x4 €stao
gerando conflitos, isso ocorre no caso em que um vértice de grau 3 tem exatamente dois vizinhos
de grau 2 adjacentes. A fim de resolver esse caso, sejam x3 € x24 0s vizinhos conflitantes. Sem
perda de generalidade, escolha o vértice x»3. Se esse vértice possuir um vizinho w a distancia
3, seja f(w) o rétulo de w. Atribua a xp3 um rétulo no conjunto {{10,11} —{f(w)}}. Note
que sobra pelo menos uma cor nesse conjunto que pode ser atribuida a x»3 e essa cor ndo causa
conflito com nenhum outro rétulo na sua vizinhanga estendida, pois o maior rétulo a distancia no

maximo 2 de x3 € 0 7 e ele ndo causa conflito nem com o 10 nem com o 11. Continuando 0 nosso
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exemplo de rotulacdo a Figura 20 mostra o grafo G da Figura 15(a) com uma rotulac¢do-L(3,2,1).

Figura 20 — Grafo G rotulado sem conflitos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, conseguimos provar que A3 5 1(G) < 12. Assim, o resultado segue. [l
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4 SNARKS DE BLANUSA GENERALIZADOS

Neste capitulo, apresentamos a familia dos snarks de BlanuSa generalizados, descre-
vemos a construcao recursiva dos membros desta familia e, por fim, apresentamos os resultados
obtidos na investigacdo do nimero cromatico L(3,2,1) desta familia.

Em 1946, D. Blanusa (Blanusa 1946) descobriu dois snarks, ambos com 27 arestas
e 18 vértices, que ficaram conhecidos como primeiro e segundo snarks de BlanuSa e estdao
ilustrados na Figura 22(a) e Figura 23(a), respectivamente.

Em 1983, J. Watkins (Watkins 1983) generalizou os snarks de Blanusa e construiu
duas familias infinitas de snarks denominadas de Snarks de BlanuSa Generalizados. Os snarks de
Blanusa generalizados consistem em duas familias infinitas de grafos. Os grafos pertencentes a
estas duas familias podem ser obtidos por meio de uma construgdo recursiva, a partir de subgrafos
fixos denominados blocos de construgdo. A seguir, definimos os blocos de construcao e deter-
minamos como cada membro das familias € obtido. Os blocos de construcdo sao denominados
bloco Ay, bloco A, e bloco de liga¢do L; e sdo ilustrados nas Figuras 21(a), 21(b) e 21(c),

respectivamente. Chamamos de vértices de ligagdo os vértices de grau 2 dos blocos Ay, Ay e L;.

Figura 21 —Blocos de constru¢do dos snarks de Blanusa.

wiowhow)
p g r s p g r
S e b j J
t u t \e u Wa s
v ox oy 2 voox oy wiowl o wj
(a) Bloco Aj. (b) Bloco A». (c) Bloco de Ligagdo L;.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sejam %' = {Bl,B), ... ,B,i} e B* = {B%,B%,...,B,%} a primeira e a segunda fa-
milias de snarks de Blanusa generalizados. O primeiro snark da familia %' é o grafo B%
que tem conjunto de vértices V(B}) = V(A;) UV (L) e conjunto de arestas E(B}) = E(A;) U
E(L)U{sw},zw], pwi,vwi}. O snark B} estd ilustrado na Figura 22(a). Por sua vez, o primeiro
snark da familia %2 é o grafo B que possui conjunto de vértices V(B?) = V(A2) UV (L) e
conjunto de arestas E(B?) = E(A2) UE(Ly) U {rw{,yw], pwi,vwi}. O snark B} estd ilustrado

na Figura 23(a).



35

Para k € {1,2} e i > 2, obtemos o snark Bf.‘ de forma recursiva a partir do snark Bf.‘_l

e do bloco de ligagdo L; de acordo com as seguintes regras de formacao:

1 V(B =Vv(B ) )uVv(L);

I E(BY) =E(BX_)\Eb, UE (L) U{w} 'wi, wi 'wi, pwi, vwi} tal que EL,' = {pw§ T owi 1}

As Figuras 22(a), 22(b), 23(a) e 23(b) exibem os snarks B}, Bé, B% e B% respectiva-

mente.

Figura 22 — Os dois primeiros membros da familia %'

1 1 1
)2 r s wyp W W3}
t u wl w
4 5

v x y z 1 | 1
We Wq WSJ

1 1 1 2 2 2
( P q r s wip Wy w3 wi Wy w3 }
t u Wi W% Wi W%
voox oy 2 whoowh o wl Wowl w2 J
(b) Snark B).

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 23 — Os dois primeiros membros da familia 4.

[ S |
(P q r W1W2W3]

v X y 1 1
We W7 Wy ]
(a) Snark B3.
1 1 1 2 2 2
( p q r wyp Wy W3 wi W W3}
S o
Z
t \- u wh wi > wi wg
voox oy whoowh o wl W w2 wg]
(b) Snark B3.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja Bf.‘ um snark de BlanuSa generalizado e sejam L, e L, dois de seus blocos
de ligagdo, com 1 < p < g <i. Dizemos que os vértices w’ € V(L) e w] € V(L,), com
1 < j <8, sdo vértices correspondentes nos blocos L), € L,. O lema a seguir mostra que vértices
correspondentes pertencentes a blocos de ligacao consecutivos estio a distincia maior que trés

entre si. Este resultado € usado nas nossas demonstracoes.

Lema 15. Dado um snark de Blanu$a generalizado B¥, com k € {1,2} e i > 2, dois vértices

correspondentes wﬁ.’ - w? € V(B¥) estdo a distancia maior que trés, para todo 1 < j < 8.

Demonstragdo. Dado o snark BY, seja H um subgrafo de B induzido pelo conjunto V(L,_1)U

V(Lp), 2 < p <1, eilustrado na Figura 24. Por inspe¢do do subgrafo H, ¢ possivel verificar que

p—1 P
j er,

o menor caminho entre quaisquer dos oito possiveis pares de vértices correpondentes w
para 1 < j <8, possui comprimento 4. Por completude do resultado, apresentamos, a seguir, um
exemplo de tal caminho para cada um dos oito possiveis casos. Denotamos por P(u,v) um cami-
nho conectando os vértices u € v no grafo. Os caminhos com comprimento 4 sdo dados a seguir:
(1) P(w’f_l,wf) = (w’f_l,wf_],wg_],wp_l,wf); (ii) P(w’z’_],wg) = (wg_l,wg_],wg,wg,wg);
(iii) P(wé’*l,wg) = (wé’*l,wg,wg,wg,wg); (iv) P(wfzfl,wf;) = (wfzfl, wgfl,wgfl,wg,wf:); (v)
P(wgfl,wg) (wgfl,wpfl,wf,wf,wg); (vi) P(ngl,wg) = (ngl,wpfl, wgfl, wgfl,wg);

.. —1
(vit) P(wh ", wh)

-1 -1 -1 -1 -1 -1
(Wg 7Wp 7Wf 7W127 awé)); € (Vlll) P(Wg ’Wg) = ( A 7W117’ Wgawngg)

]
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Figura 24 — Subgrafo H C Bi.‘.

p—1 p—1 p—1 P p 4
wi wy w3 wi wy w3
-1 p—1 4 4
wy Wy wy Ws
-1 -1 p—1 p p P
We w5 wg We w7 wg

Fonte: Elaborado pelo autor.

O lema a seguir também € usado nas nossas demonstragdes.

Lema 16. Seja Lj, com 1 < j < i, um bloco de ligagdo do snark de BlanuSa generalizado
BX, com k € {1,2}, munido da rotulagdo nt: V(Lj) — {0,...,14} ilustrada na Figura 25. A
rotulagdo T € uma rotulagdo-L(3,2,1) de L; tal que quaisquer dois vértices u,v € V(L) possuem

|m(u) —m(v)| > 2. Além disso, |f(w‘3) —f(wg)] >3e \f(w’l) —f(wé)\ > 3.

Demonstragdo. Por inspecio, € possivel checar que 7w € uma rotulagdo-L(3,2,1) de L;. Além
disso, note que quaisquer dois rétulos do conjunto {0,2,4,6,8,10,12, 14} possuem diferenga
absoluta maior ou igual a 2 e os rétulos desse conjunto sao exatamente os rétulos atribuidos aos
vértices de L; por 7. Por fim, pela construgdo de 7, temos que |f(w§) - f(wé)| =2-10|>3e

[f(w]) = fF(w))] = 10— 12| > 3. 0

Figura 25 —Rotula¢do-L(3,2,1) do grafo de ligagdo L;.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A seguir, apresentamos um limitante superior para o nimero cromatico L(3,2,1) para

a primeira familia dos snarks de BlanuSa generalizados.
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Teorema 17. Seja B um snark de Blanusa generalizado da familia 9'. Entdo, 2321(B}) <15

e A1 (B)) < 14 parai> 2.

Demonstracdo. Uma rotulacdo-L(3,2,1) do snark B{ com span 15 € ilustrada na Figura 26.

Figura 26 — Snark B% com uma rotula¢ao-L(3,2,1) com span 15.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A fim de provar o resultado para os snarks B} ,com i > 2, usamos indu¢do em i. Prova-
mos por inducdo em i que todo snark Bi1 com i > 2 possui uma rotulacdo-L(3,2,1) f; : V(B}) —
{0,1,...,14} dita especial pois atribui rétulos fixos a certos vértices de B}, como especifi-
cado a seguir: fi(w}) =0, fi(wh) =8, fi(wh) =2, fi(w}) = 14, fi(wi) =6, fi(wk) = 10, f;(wh) =
4, fi(wg) =12, fi(p) =0, fiq) =3, fi(r) = 10, fi(1) =5, fi(u) = 14, fi(v) = 11, f(x) =T e f(y) =
1.

Caso Base: O snark Bé possui uma rotulacao-L(3,2,1) especial f;, que estd exibida
na Figura 27, e pode ser checada por inspecao.

Figura 27 —Rotulagao-L(3,2,1) especial f; do snark Bé. Note que os vértices de cor azul possuem
rétulos como especificado pela rotulacao especial.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Hipoétese de Inducao: Suponha que existe uma rotulagdo-1.(3,2,1) especial f;_|

para o snark Bil_1 com span 14.
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Caso Geral: Seja B} um snark de BlanuSa generalizado com i > 3. Pela construcao
recursiva dos snarks de BlanuSa generalizados, o grafo Bi1 ¢ obtido a partir do grafo Bl{l e de um
bloco de ligacdo L; e contém os mesmos vértices que esses dois grafos. Uma rotulacdo-L(3,2,1)
m: V(L;) — {0,...,14} para o grafo de ligacdo L; com span 14 € ilustrada na Figura 25.

Deste modo, definimos uma rotulagdo f;: V(B}) — {0,...,14} para B} como a

seguir. Para todo vértice v € V (B} ), defina

o L) seve VL)
(v) seveV(L).

Definida a rotulagd@o f;, provamos a seguir que f; é uma rotulagdo-L(3,2,1) especial
com span 14. Veja que a rotulacdo f; é definida em funcdo das rotulagdes f;_1 e w. Além disso,
fi—1 tem span 14 pela hipétese de indugdo e & tem span 14 pela propria construcdo dada na
Figura 25. Portanto, f; tem span 14.

A seguir, mostramos que f; € uma rotulagdo-L(3,2,1) de Bl-l. Por hipétese de indugdo
sabemos que f; restrita do subgrafo B}fl\E;;tl ¢ uma rotulacdo-L(3,2,1). Além disso, pelo
Lema 16, sabemos também que f; restrita ao subgrafo L; também € uma rotulagao-L(3,2,1).
Resta apenas mostrar que os rétulos dos vértices de L; nao conflitam com os rétulos dos vértices
de Bl-lfl\Ef,;tl. Em outras palavras precisamos mostrar que os rétulos dos vértices dos blocos
L;_1 e A ndo conflitam com os rétulos dos vértices do bloco L;. Note que, pela definicao das
rotulagdes f;_; e T, os vértices w; e wi-_l possuem fl(wlj) = 7r(w’J) = fi-1 (w;._]) = f,-(wi._] ), para

todo i < j < 8. Porém, o Lema 15 garante que wi- e wi-_l estdo a distancia maior que 3. Ademais,

o Lema 16 garante que a rotulacdo f; restrita ao subgrafo L; UL;_ € uma rotulagdo-L(3,2,1).

Logo, nao existe conflito entre os blocos L; e L;_. A Figura 28 ilustra esse caso.
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Figura 28 —Conectandoo L; a0 L;_| € Bl.lfl.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Resta apenas verificar que ndo ha conflitos entre os rétulos dos vértices dos blocos
A e L;. Isto decorre do fato de que, na rotulacdo f;_; do snark Bl.lfl, ndo existia conflitos
entre os rotulos dos vértices dos blocos A; e L;—1. Como rotulamos os vértices do bloco L;
com os mesmos rotulos que os seus vértices correspondentes no bloco L; 1, entdo herdamos
a propriedade de que ndo existe conflito entre os rétulos dos vértices de A; e L;. Portanto, a
rotulagdo f; do snark Bi1 ¢ uma rotulacdo-L(3,2,1). Além disso, f; € especial dado que: fi(w’i) =
n(wh) =0, fiwh) = m(wh) =8, filw}) = m(ws) =2, fi(wy) = m(w}) = 14, fi(w§) = m(w§) =6,
Fi(wh) = m(wh) =10, fi(wh) = m(wh) =4, fi(wh) = m(wh) = 12, fi(p) = fi1(p) =0, filg) =
fiei(q) =3, fi(r) = fi-1(r) =10, fi(t) = fie1(t) =5, fi(u) = fim1(u) = 14, fi(v) = fi-1(v) =11,
filx) = fiiix) =T e fily) = fia(y) = L.
[

Teorema 18. Seja B? um snark de Blanusa generalizado da familia . Entdo, A321(B3) < 15

e 13,2,1(3,-2) < 14 parai>2.

Demonstragdo. Uma rotulacdo-L(3,2,1) do snark B% com span 15 € ilustrada na Figura 29.
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Figura 29 — Snark B% com uma rotulacao-L(3,2,1) com span 15.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A fim de provar o resultado para os snarks Biz, com i > 2, usamos inducio em i. Prova-
mos por inducdo em i que todo snark Bl-2 com i > 2 possui uma rotulagdo-L(3,2,1) f; : V(B%) —
{0,1,...,14} dita especial pois atribui rétulos fixos a certos vértices de Bl-z, como especifi-
cado a seguir: f;(w)) =0, fi(wh) =8, fi(wh) =2, fi(w}) = 14, fi(wi) =6, fi(wi) = 10, fi(w}) =
4, fi(wd) = 12, £i(p) =0, filq) = 10, £i(r) =6, fils) =3, fi(1) =5, fi(u) = 12, fi(v) = 11, fi(x) =
14, fi(y) = 0e fi(z) =8.

Caso Base: O snark B% possui uma rotulacao-L(3,2,1) especial f;, que estd exibida

na Figura 30, e pode ser chechada pro inspecao.

Figura 30 —Rotulagao-L(3,2,1) especial f; do snark B%. Note que os vértices de cor azul possuem
rotulos como especificado pela rotulacao especial.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Hipoétese de Inducao: Suponha que existe uma rotulagdo-1.(3,2,1) especial f;_;
para o snark Biz_1 com span 14.

Caso Geral: Seja Bl2 um snark de BlanuSa generalizado com i > 3. Pela definicao
recursiva definida anteriormente, o grafo Bl-2 € obtido a partir do grafo Bi{l e de um bloco

de ligacdo L; e contém os mesmos vértices que esses dois grafos. Uma rotulagdo-L.(3,2,1)
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r: V(L;) = {0,...,14} para o grafo de ligacdo L; com span 14 é ilustrada na Figura 25.
Deste modo, definimos uma rotulagdo f;: V(B?) — {0,...,14} para B? como a

seguir. Para todo vértice v € V(B?), defina

fic1(v) seve V(B ,);
filv) =
(v) seveV(L).

Definida a rotulagd@o f;, provamos a seguir que f; é uma rotulagdo-L(3,2,1) especial
com span 14. Primeiro, provamos que o span de f; é igual a 14. Veja que a rotulagdo f; € definida
em funcao das rotulagdes f;_; e 7. Além disso, f;_; tem span 14 pela hipétese de indugdo e w
tem span 14 pela prépria construcdo dada na Figura 25. Portanto, f; tem span 14.

A seguir, mostramos que f; € uma rotula¢do-L(3,2,1) de Bl-z. Por hipétese de indugdo
sabemos que f; restrita do subgrafo Bl-z_l\Eé;,1 ¢ uma rotulacdo-L(3,2,1). Além disso, pelo
Lema 16, sabemos também que f; restrita ao subgrafo L; também € uma rotulacdo-L(3,2,1).
Resta apenas mostrar que os rétulos dos vértices de L; nao conflitam com os rétulos dos vértices
de Biz_l\E};;tl. Em outras palavras precisamos mostrar que os rétulos dos vértices dos blocos
L;_1 e A ndo conflitam com os rétulos dos vértices do bloco L;. Note que, pela definicao das
rotulagdes fi_; e T, os vértices wj- e wj._l possuem fl(w’j) = 7r(w’j) = fi—1 (ws._l) = fl-(wj._l), para
todo i < j < 8. Porém, o Lema 15 garante que wz- e wifl estdo a distancia maior que 3. Ademais,

o Lema 16 garante que a rotulacdo f; restrita ao subgrafo L; UL;_{ € uma rotulagdo-L(3,2,1).

Logo, ndo existe conflito entre os blocos L;_1 e L;. A Figura 31 ilustra esse caso.

Figura 31 —Ligandoo L; a0 L;—1 € Bilfl.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Resta apenas verificar que ndo ha conflitos entre os rétulos dos vértices dos blocos
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A e L;. Isto decorre do fato de que, na rotulacdo f;_; do snark Bl.z_l, nao existia conflitos
entre os rétulos dos vértices dos blocos A; e L;—;. Como rotulamos os vértices do bloco
com 0s mesmos rétulos que os seus vértices correspondentes no bloco L;_1, entdo herdamos
a propriedade de que ndo existe conflito entre os rotulos dos vértices de A; e L;. Portanto, a
rotulagdo f; do snark B% ¢ uma rotulacdo-L(3,2,1). Além disso, f; € especial dado que: ﬁ(w’i) =
w(wh) =0, fi(wh) = m(wh) =8, fi(w}) = m(ws) =2, fi(wy) = m(w)) = 14, fi(w§) = m(w5) =6,
filwg) = m(w) = 10, fi(wh) = (wh) =4, fi(wg) = T(w) = 12, fi(p) = fi1(p) =0, filg) =
fie1(q) =10, fi(r) = fie1(r) =6, fi(s) = fi1(s) =3, fi(t) = fio1(t) =5, fi(u) = fi-1(u) = 12,
fiv) = fici(v) =11, filx) = fim1(x) = 14, fi(y) = fic1(y) =0 e fi(z) = fi-1(z) = 8. O
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S SNARKS DE LOUPEKINE

Por volta de 1975, F. Loupekine inventou um método de constru¢io de familias
infinitas de snarks. Esse método foi posteriormente comunicado e publicado por R. Isa-
acs (Isaacs 1976) em 1976. Todos os grafos gerados a partir desse metdédo sdo chamados
de Snarks de Loupekine.

Neste capitulo, definimos uma familia especifica dos Snarks de Loupekine, denomi-
nada snarks LFy, e, em seguida, determinamos um limitante superior para 0 nimero cromatico
L(3,2,1) para os membros desta familia. Os snarks LPy podem ser construidos a partir do grafo
de Petersen e essa construgdo € explicitada nos préximos paragrafos.

Seja G o grafo de Petersen e P; C G um caminho arbitrario em G com trés vértices.
Denominamos bloco bdsico B o grafo obtido a partir de G pela remog¢do do caminho P, tal como
ilustrado na Figura 32(b). Note que os vértices de B foram nomeados. A seguir, adicionamos um
subindice i a0 nome de cada vértice do bloco B, dando origem, assim, ao bloco bésico B;, como
ilustrado na Figura 32(c). Os vértices que possuem grau 2 no bloco B;, mais especificamente

wi, Vi, Xi, Uj € yi, sdo chamados vértices de borda.

Figura 32 — Constru¢do de um bloco bésico B;.

u y Ui Vi

(a) Grafo de Petersen. (b) Bloco basico B. (c) Bloco basico B;.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja kK > 3 um inteiro impar. A fim de construir um snark de Loupekine LF,
inicialmente considere k blocos basicos By, B1,...,B;_1 em ordem ciclica. Para cada i €
{0,...,k— 1}, conectamos os blocos consecutivos B; e B;| por meio de arestas de ligacdo
paralelas {x;vi11,yiui+1} ou por meio de arestas de ligacdo cruzadas {xju;y1,y;vi+1} (indices
modulo k) como mostrado na Figura 33. O grafo resultante € chamado de grafo de blocos,

denotado por Gp, e possui exatamente k vértices de grau dois, wg, w1,...,wr_1. Um exemplo de
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grafo de blocos Gp € ilustrado na Figura 34.

Figura 33 —Dois blocos basicos consecutivos B; € B; 1 conectados por meio de arestas de ligacao.

wi Wit

Ui Yi Uit] Yit1
(a) Arestas de ligacdo paralelas.

Wit1

Ujt1 Yi+1

(b) Arestas de ligacao cruzadas.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 34 — Grafo de blocos Gp com sete blocos basicos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que o grafo de blocos Gp nao € 3-regular devido aos k vértices de grau
2. A fim de tornd-lo regular executamos o procedimento a seguir. Seguindo a ordem ciclica
(wo, w1, ...,wr_1) dos vértices com grau dois em Gp, selecionamos ou trés vértices consecutivos
ou dois vértices consecutivos tal que: (i) se dois vértices consecutivos w; € w;41 sao selecionados,
entdo adicionamos a Gg uma nova aresta w;w; | conectando esses dois vértices; (ii) se trés

vértices consecutivos w;, wi1,w;t2 sao selecionados, entdo adicionamos a G um novo vértice
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Zi, chamado vértice estrela, e adicionamos trés novas arestas z;w;, Zjwi+1,ZiWi+2 conectando o
vértice estrela z; aos trés vértices de grau 2 escolhidos. Executamos esse procedimento de modo
que o grafo resultante torne-se 3-regular. Esse grafo resultante € denotado por G e um exemplo
€ exibido na Figura 35.

Isaacs (Isaacs 1976) provou que todo grafo Gy, construido como detalhado anterior-

mente, € um snark. Os snarks Gy, sdo também chamados snarks LF,.

Figura 35 — Grafo Gy..

Fonte: Elaborado pelo autor.

A fim de provar o resultado principal deste capitulo, precisamos de mais duas
defini¢Oes adicionais, que sdo apresentadas a seguir. Seja G um snark LPy. Denotamos por G4
um gadget duplo de G, que é um subgrafo de G, onde V(G,) =V (B;) UV (Bit+1) e E(Gy) =
E(B;) UE(Bj;+1) U{w;wi;+1}. Denotamos por G; um gadget triplo de G, que é um subgrafo
de G,onde V(G;) =V (B;)UV(Bjy+1) UV (Bis2)U{z} e E(G;) = E(Bi+1) UE(B;) UE(Bj42) U

{wizi, Wit12i,Wit2zi}. A Figura 36 ilustra um gadget duplo e um gadget triplo.
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Figura 36 —Esquema dos gadget duplo e triplo.

Ui Vi Ujt1 Yi+1
(a) Gadget duplo formados pelos blocos B; € Bj .

Zi

Ui Vi Ujt1 Yi+1 Ujt2 Yit2

(b) Gadget triplo formados pelos blocos B;,Bi+1 € Biy>.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O teorema a seguir apresenta um limitante superior para o nimero cromatico L.(3,2,1)

dos snarks de Loupekine LF,.
Teorema 19. Seja G, um snark LPy. Entdo A321(Gr) < 21.

Demonstragdo. Seja Gy um snark LPy com k blocos basicos By, By,...,B_j,talque k >3 ek
¢ impar. Pela defini¢do de Gy, sabemos que cada dois de seus blocos consecutivos B; € B sdo
conectados por meio de arestas de ligagcdo paralelas ou cruzadas (indices médulo k). Ademais,
sabemos também que G, contém subgrafos vértice-disjuntos denominados gadget duplos ou
gadgets triplos. De fato, Gy, é formado por r gadgets G1,G»,...,G,,comr > 1.

A fim de provar o enunciado, provamos um resultado ainda mais forte. Construimos
um novo grafo G tal que Gy C G e provamos que o supergrafo G possui uma rotulaciao-L.(3,2,1)
f:V(G) — {0,...,21} com span 21. Como G é um subgrafo de G, obtemos entdo que
A32.1(Gr) <21 (pelo Lema 4) e o resultado segue.

O grafo G € construido a partir de G7, como a seguir. Para cada i € {0,1,...,k—1}:
(i) se as arestas que ligam os vértices de borda x; e y; do bloco B; aos vértices de borda v; ;| e

ui4+1 do bloco B;1 sdo arestas de ligagcdo cruzadas, entdo adicione entre esses vértices as arestas

de ligacdo paralelas x;v; 1 e y;u;;1; (il) se as arestas que ligam os vértices de borda x; e y; do
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bloco B; aos vértices de borda v;; | e ;11 do bloco B; 1 sdo arestas de ligacdo paralelas, entdo
adicione entre esses vértices as arestas de ligacdo cruzadas x;u;; € y;v;;1. Denotamos por G o
grafo simples resultante dessas k operagcdes de adi¢do de pares de arestas.

Note que, por construcdo, Gr C G. Logo, dado um gadget duplo G; C Gy, defini-
mos um gadget duplo de G como o subgrafo de G induzido pelo conjunto de vértices V(Gy).
Similarmente, dado um gadget triplo G; C Gy, definimos um gadget triplo de G como o subgrafo
de G induzido pelo conjunto de vértices V(G;).

A fim de construir uma rotulagdo-L(3,2,1) com peso 21 para o snark G, inicial-
mente, definimos rotulacdes-1.(3,2,1) fixas para os seus gadget duplos e triplos. A Figura 37(a)
define uma rotulagdo-L(3,2,1) m;: V(G4) — {0,1,...,21} para um gadget duplo G; C G e a
Figura 37(b) define uma rotula¢do-L.(3,2,1) m;: V(G;) — {0,1,...,21} para um gadget triplo
G; CG.

Figura 37 —Rotulagdes-L(3,2, 1) dos gadgets duplo e triplo.

Ui Vi Uit1 Yi+1 Ui+2 Yit2
(b) Gadget triplo G; com uma rotula¢do-L(3,2,1) m;, com span
21.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora, temos plenas condi¢des de definir a rotulagdo f que foi prometida anteri-
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ormente. Para todo i € {1,2,...,r}, seja G; um gadget de G, e, para todo vértice x € V(G;),
defina:

my(x) se G; for um gadget duplo;
fx) =
m(x) se G; for um gadget triplo.

A seguir, provamos que a rotulagdo de vértices f € uma rotulagdao-L(3,2,1) do grafo
G. Lembre que G € formado por r > 1 gadgets vértice-disjuntos G1,Ga,...,G,. Além disso,
pela definicdo de f, cada gadget G; de G foi rotulado com umas das rotulagdes-L.(3,2,1) 7, e 7.
Esses fatos implicam que, para quaisquer dois vértices u e v pertencentes a um mesmo gadget G;
de G e tais que dg(u,v) < 3, os rétulos f(u) e f(v) ndo conflitam.

Sejam w e z dois vértices de G com distancia dg(w,z) <3 etaisque w € Giez € G;
taisque, j=i+1ei€{0,1,...,k—1}. Logo, a fim de provar que f é uma rotulagdo-L(3,2,1)
resta apenas provar que os rétulos f(w) e f(z) ndo conflitam. Para cada caso abaixo, o simbolo
Y7 (v) denota o conjunto N,(v) NV (G;), onde p € {1,2,3}, v € G; onde G; e G, sdo consecutivos
com i < j. O conjunto Y7 (v) contém os vértices de V(G,) que estdo a distancia p de v. Existem
4 casos a considerar, dependendo dos tipos de G; € G, se sdo gadgets duplos ou triplos.

Caso 1: G; e G| sdo gadgets triplos de G. O gadget G; € formado por trés blocos
consecutivos B;, B;1 € Bi12, ja 0 gadget G; € formado pelos trés blocos consecutivos B;, 3,
Bii4 e Bj5. O bloco Bj; possui dois vértices x; 11 € y;+1 que estdo a distincia no miximo 3 de
vértices do gadget G ;. Similarmente, todos os 7 vértices de B;, estdo a distincia no maximo 3
de vértices do gadget G;. A Figura 38 mostra todos vértices que aparecem nessa andlise dos
casos. A seguir, analisamos todos os 9 vértices pertencentes ao gadget G; e verificamos que eles

ndo conflitam com sua vizinhanga estendida no gadget G ;.

Figura 38 — Vértices usados na andlise dos casos. Os vértices em cor verde pertencem ao gadget
G; e os vértices em azul pertencem ao gadget G ;.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Caso 1.1: x;; | com f(x; 1) =0. Neste caso, X! (x;; 1) =0, Y2 (x;11) =0e Y3 (x;41) =
{vits,uit3}, f(vigsz) =2 e f(ujr3) = 12. Portanto, |f(xi+1) — f(x)| > 4 —¢ para todo x €
Y (xis1), 1 € {1,2,3}.

Caso 1.2: y;,  com f(y;11) =9. Neste caso, X! (y;i1 1) =0, Y2 (yi11) =0e Y3 (i) =
{vits,uit3}, f(virz) =2 e f(ujr3) = 12. Portanto, |f(yir1) — f(x)| > 4 —1¢ para todo x €
Y (yit1), 1 €{1,2,3}.

Caso 1.3: w;,» com f(w;y2) = 11. Neste caso, X' (wij2) =0, Y2 (wis2) =0 e
Y3 (Wiv2) = {viis,uiy3}, f(vie3) =2 e f(uiy3) = 12. Portanto, |f(w;;2) — f(x)| > 4 —t para
todo x € Y (wit2), t € {1,2,3}.

Caso 1.4: v; » com f(v;y2) = 16. Neste caso, Y (vi10) =0, Y2 (viy2) = {viy3,uir3}
e 2 (viva) = {xit3,riu3, 143, Yix3} S (Vins) = 2, f (i) =12, f (xi43) =5, f (riy3) =8, f(ti13) =
10 e f(vir3) = 15. Portanto, | f(vi12) — f(x)| >4 —t paratodo x € Y’ (v;42), 1 € {1,2,3}.

Caso 1.5: x;; 2 com f(xiy2) = 19. Neste caso, Y1 (xi12) = {viys, uir3 s, Y2 (xi2) =
{xig3,rie3s tig3,vies}y € Y2 (xi2) = {wirz,viga uigal, f(vie3) =2, fuirs) = 12, f(xiy3) =5,
Flrivs) =8 fltie3) = 10, f(3i3) = 15, f(wir3) = 0, f(vira) = 18 ¢ f(uisa) = 20. Portanto,
|f(xit2) — f(x)| > 4 —¢ para todo x € Y (x;12), 1 € {1,2,3}

Caso 1.6: 1,5 com f(ris2) = 14. Neste caso, X! (r;12) =0, Y2(r;12) = {vi13,ui13}
eY3(r,-+2) = {Xi+3:Ti+3:tit3,Viv3 > f(Vies) =2, f(uir3) =12, f(xiy3) =35, f(rig3) =8, f(tir3) =
10 e f(yiy3) = 15. Portanto, | f(riy2) — f(x)| > 4 —1t para todo x € Y'(r;2), 1 € {1,2,3}.

Caso 1.7: t; 1> com f(t;;2) = 6. Neste caso, X' (t;12) = 0, Y>(t;12) = {viss,uir3} e
Y3 (ti42) = {xi3, rig3 tig 3, yiea b f(vie3) =2, fuigs) =12, f(xip3) =5, f(rig3) =8, f(tip3) =
10 e f(yiy3) = 15. Portanto, | f(ti12) — f(x)| >4 —¢ paratodo x € Y'(t;42), 1 € {1,2,3}.

Caso 1.8: u;, 5 com f(u;y2) = 4. Neste caso, Y (u;12) = 0, Y2 (u;12) = {vi13,ui13}

e Y (uir2) = {xi43, i3, 13, Vi3 }s f(Vie3) = 2, f(wig3) =12, f (xig3) =5, f(riv3) =8, f(ti43) =
10 e f(yi+3) = 15. Portanto, | f(u;+2) — f(x)| > 4 —¢ para todo x € Y/ (u;42),1 € {1,2,3}.

Caso 1.9: y;; o com f(yiy2) = 21. Neste caso, X! (yi12) = {viy3,uip3}, Y2 (yiy2) =
{xi3,rie3: 143, Vi3 ) € Y2 (i) = {wisz, viea, tival, f(vie3) =2, fuip3) = 12, f(xip3) =5,
f(riys) =8, f(tix3) = 10, f(yir3) = 15, f(wir3) =0, f(viya) = 18 € f(uira) = 20. Portanto,
|f (viz2) — f(x)| > 4 — ¢ para todo x € Y (y;12), 1 € {1,2,3}.

Caso 2: G; e G sao gadgets duplos de G. O gadget G; € formado por dois blocos
consecutivos B; € B; 1, ja o gadget G € formado pelos dois blocos consecutivos B; >, € B; 3. O

bloco B; possui dois vértices x; € y; que estdo a distdncia no méaximo 3 de vértices do gadget G;.
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Similarmente, todos os 7 vértices de B;; estdo a distincia no mdximo 3 de vértices do gadget
G,. A Figura 39 mostra todos vértices que aparecem nessa andlise dos casos. A seguir, tratamos

cada um desses 9 casos.

Figura 39 — Vértices usados na andlise dos casos. Os vértices em cor verde pertencem ao gadget
G; e os vértices em azul pertencem ao gadger G ;.

Wit1 Wit+2

Vi Ujt1 Yi+1 Ujt+2 Yit2 Uit3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Caso 2.1: x; com f(x;) = 3. Neste caso, Y!(x;) =0, Y?(x;) =0e Y3 (x;) = {vii2, 412},
fiy2) =10e f(uiy2) = 12. Portanto, |f(x;) — f(x)| >4 —t para todo x € Y’ (x;), ¢ € {1,2,3}.

Cas02.2: y; com f(y;) = 5. Neste caso, X' (y;) =0, Y2(y;) =0e Y>(y;) = {vis2,ui 12},
fiy2) =10e€ f(uiy2) = 12. Portanto, |f(y;) — f(x)| >4 —t para todo x € Y’ (y;), t € {1,2,3}.

Caso 2.3: w;y com f(w;.1) =4. Neste caso, Y!'(wiy 1) =0, Y2(wii 1) =0e
Y3 (wiv1) = {visa,uiza}, f(via) = 10 e f(uir2) = 12. Portanto, |f(w;y1) — f(x)| >4 —t para
todox € Y (wit1), 1 € {1,2,3}.

Caso 2.4: v, | com f(v;y1) = 0. Neste caso, X' (viy1) =0, Y2(viy1) = {vijo,uis2}
e Y (vigy1) = {xiz2, rigas tiza,yiva ) f(vig2) = 10, f(uizz) = 12, f(xis2) =3, f(riz2) = 8,
ftiy2) =15¢ f(yis2) =5. Portanto, |f(viy1)— f(x)| >4 —t paratodo x € Y (vi+1), 1 € {1,2,3}.

Caso 2.5: x;, 1 com f(x;+1) = 19. Neste caso, Y (x;j11) = {viio,uirn}, Y2 (xiy1) =
{xiy2,riva,tiy2, it} e 1’ (xir1) = {wir2,vies, uiys}s f(viv2) = 10, f(uiy2) = 12, f(xi12) =3,
f(riy2) = 8, f(tiv2) = 15, f(yit2) =5, f(wir2) = 1, f(vir3) = 0 e f(uiy3) = 17. Portanto,
|f(xit1) — f(x)| >4 —r para todo x € Y (x;11), 7 € {1,2,3}

Caso 2.6: ;1 com f(riy1) = 7. Neste caso, X' (r;11) =0, Y?(riy1) = {vijo,uis2}
e Y2(rie1) = {xiya,rivastiva,yiva}s figa) = 12, f(vig2) = 10, f(xi2) = 3, f(riy2) = 8,
fltiy2) =15 e f(yir2) =5 . Portanto, |f(riy1) — f(x)| > 4 —¢ para todo x € Y'(ri11), t €
{1,2,3}.

Caso 2.7: t;,1 com f(t;;1) = 14. Neste caso, Y!(t;11) = 0, Y2(t;11) = {viio,uis2}

e Y3(tit1) = {xit2, rivastiva,yiva b f(vira) = 10, f(uizn) = 12, f(xiz2) = 3, f(ris2) = 8,
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f(tixn) =15¢€ f(yir2) = 5. Portanto, | f(t;+1) — f(x)| >4 —¢ paratodo x € Y (r;11),t € {1,2,3}.

Caso02.8: u; 1 com f(u;y 1) = 17. Neste caso, X' (u; 1) =0, Y>(u;y1) = {vii2,uis2}
e Y (uir1) = {xiya,riva, fiv2,visa}s fira) = 10, fluip2) = 12, f(xir2) = 3, f(rip2) = 8,
ftisn) =15 e f(yir2) = 5. Portanto, |f(uir1) — f(x)| > 4 —t para todo x € Y (uj11), t €
(1,2,3).

Caso 2.9: y;+1 com f(yi41) = 21. Neste caso, Y' (yir1) = {uir2,vis2}, Y (yir1) =
{xiv2, rivastiva,yiva} € Y (yivr) = {wina, vies,uigs}, fluinz) = 12, f(vig2) = 10, f(xiy2) =
3,f(rig2) =8, ftix2) = 15, f(yis2) =5, f(wis2) = 1, f(viy3) = 0 e f(uiy3) = 17. Portanto,
|f(it1) — f(x)| >4 —¢ paratodo x € Y (y;11), 1 € {1,2,3}.

Caso 3: G; € um gadget duplo e G € um gadget triplo de G. O gadget G; € formado
por dois blocos consecutivos B; € B ja o gadget G € formado pelos trés blocos consecutivos
Bii2, Bi13 e Bi14. O bloco B; possui dois vértices que estdo a distancia no maximo 3 de vértices
do gadget G, que s@o os vértices x; e y;. Similarmente, todos os 7 vértices de B;;| estdo a
distdncia no maximo 3 de vértices do gadget G ;. A Figura 40 mostra todos vértices que aparecem

nessa analise dos casos. A seguir, tratamos cada um desses 9 casos.

Figura 40 — Vértices usados na andlise dos casos. Os vértices em cor verde pertencem ao gadget
G; e os vértices em azul pertencem ao gadget G ;.

Wit1 Wit2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Caso 3.1: x; com f(x;) = 3. Neste caso, Y!(x;) =0, Y?(x;) =0e Y3 (x;) = {vii2,ui12},
fiya) =2e f(uiy2) = 12. Portanto, |f(x;) — f(x)| > 4 —¢ para todo x € Y’ (x;), ¢t € {1,2,3}.

Cas03.2: y; com f(y;) = 5. Neste caso, X' (y;) =0, Y2(y;) =0e Y>(y;) = {vis2,ui12},
fiy2) =2e€ f(uiy2) = 12. Portanto, |f(y;) — f(x)| > 4 —t para todo x € Y'(y;), t € {1,2,3}.

Caso 3.3: w;, com f(w;y1) = 4. Neste caso, Y'(wiy1) =0, Y>(wii 1) =0e
Y3(wiv1) = {viio,uis2}, f(viea) =2 e f(uiyp) = 12. Portanto, |f(w;y1) — f(x)| > 4 —t para
todo x € Y'(wiy1), t € {1,2,3}.

Caso 3.4: v com f(v;11) =0. Neste caso, X' (viy1) =0, Y2(vii1) = {viso,ui 12} €
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Y’ (Vie1) ={xi2, rivastivo, yira b f(Vie2) =2, fuiv2) =12, f(xit2) =5, f(riy2) =8, f(tir2) =
10 e f(yi+2) = 15. Portanto, |f(vi+1) — f(x)| >4 —t para todo x € Y (vi+1), t € {1,2,3}.

Caso 3.5: x;; 1 com f(x;y1) = 19. Neste caso, Y (xjy1) = {viy2, uiz2 b, Y2 (xip1) =
{xiv2, rivastiv2 yiea} € Y2 (xi1) = {wis2, vigs, uigs}, f(viga) =10, fuiga) = 12, f(xiz2) =5,
f(rig2) =8, f(tiyz2) =10, f(yit2) =15, f(wit2) =0, f(viy3) = 18 e f(u;+3) = 20. Portanto,
|f(xit1) — f(x)| >4 —¢ paratodo x € Y (x;11), 7 € {1,2,3}.

Cas0 3.6: 1,1 com f(r;;1) =7. Neste caso, X' (i1 1) =0, Y2(rip1) = {vii2,uis2} e
YS(”:‘H) = {xit2, Tivastiv2sViva s f(Vie2) =2, f(uiv2) =12, f(xiv2) =35, f(riy2) =8, f(tir2) =
10 e f(yi+2) = 15. Portanto, | f(ri+1) — f(x)| >4 —¢ paratodo x € X' (ri11), t € {1,2,3}.

Cas0 3.7: ;1 com f(t;y1) = 14. Neste caso, Y!(t;11) = 0, Y?(t;1 1) = {vii2,uis2} e
Y (tis1) = {xiy2, riva, tiva, Visa b f(Vig2) =2, fuira) = 12, f(xip2) =5, f(riv2) =8, f(ti42) =
10 e f(yir2) = 15. Portanto, | f(t;+1) — f(x)| >4 —¢t paratodo x € Y'(t;41), 1 € {1,2,3}.

Cas03.8: u; 1 com f(u;; 1) = 17. Neste caso, X' (u;1 1) =0, Y?(u; 1) = {vii2,uis2}
e X (uiy1) = {xir2, rivastiva, visa s, f(vin) =2, f(uiga) =12, f(xiv2) =5, f(riv2) =8, f(tir2) =

10 e f(yit2) = 15. Portanto, | f(u;j+1) — f(x)| > 4 —1 para todo x € Y' (u;41), t € {1,2,3}.

Caso 3.9: y;, 1 com f(yiy1) = 21. Neste caso, Y (yis1) = {viyz,uir2}, Y2 (yir1) =
{Xit2,rita,tiva, yiva} € 1’ Vir1) = {wita,vigs,uirst, f(via) =2, fuir2) = 12, f(xis2) =35,
Flriv) =8, fti2) = 10, f(yig2) = 15, f(wir2) =0, f(viy3) = 18 & f(ui43) = 20. Portanto,
|f(vis1) — f(x)| > 4 —t paratodo x € Y (y;y1), t € {1,2,3}.

Caso 4: G; € um gadget triplo € G; € um gadget duplo de G. O gadget G; é
formado por trés blocos consecutivos B;, B 1 € B2 jd 0 gadget G € formado pelos dois blocos
consecutivos B3 € B;jy4. O bloco B;; possui dois vértices que estdo a distincia no maximo 3
de vértices do gadget G, que sdo os vértices x;1 € y;41. Similarmente, todos os 7 vértices de
B> estdo a distdncia no maximo 3 de vértices do gadget G;. A Figura 41 mostra todos vértices

que aparecem nessa analise dos casos. A seguir, tratamos cada um desses 9 casos.
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Figura 41 — Vértices usados na andlise dos casos. Os vértices em cor verde pertencem ao gadget
G, e os vértices em azul pertencem ao gadget G ;.

Yit+1 Ujt2 Yit2 Ujt3 Yi+3 Ujta

Fonte: Elaborado pelo autor.

Caso4.1: x;; 1 com f(x;11) =0. Neste caso, Y! (x;1 1) =0, Y?(x;11) =0e Y3 (x;11) =
{uit3,vit3}, f(viz3) = 10 e f(u;43) = 12. Portanto, |f(x;y1) — f(x)| > 4 —¢ para todo x €
Y (xi11),t € {1,2,3}.

Cas04.2: y; 11 com f(y;y1) =9. Neste caso, X! (yiy1) =0, Y2 (yir1) =0e Y (yiy1) =
{vigs,uipz}t, f(virs) = 10 e f(u;r3) = 12. Portanto, |f(yi+1) — f(x)| > 4 —¢ para todo x €
Y (yir1). 1 €{1,2,3}.

Caso 4.3: w;,» com f(w;;2) = 11. Neste caso, Y'(w;2) =0, Y2(wi2) =0 e
3 (wit2) = {vis3,uir3}, f(viy3) = 10 e f(uiy3) = 12. Portanto, |f(wit2) — f(x)| >4 —1 para
todo x € Y'(wis2), t € {1,2,3}.

Caso 4.4: v 5 com f(vi12) = 16. Neste caso, Y (vi12) =0, Y (viy2) = {vii3,uis3}
e (vir2) = {xiy3,ries, tig3, 303}, f(vins) = 10, f(uiy3) = 12, f(xiy3) = 3, f(riys) = 8,
f(tiz3) =15e f(yiy3) = 5. Portanto, | f(vir2) — f(x)| >4 —1 paratodox € Y’ (vi12), ¢ € {1,2,3}.

Caso 4.5: x;;» com f(xi42) = 19. Neste caso, X! (xj12) = {viys, uip3}y, Y2 (xi42) =
{xiy3,rie3, ti 3, yiesy € Y (xi2) = {wis3, vigas ipal, f(vigz) =10, fuig3) = 12, f(xiy3) = 3,
F(ri3) =8, f(t13) = 15, f(vis3) = 5, fOwis3) = 1, f(visa) =0 € f(uira) = 17. Portanto,
|f(xi42) — f(x)| > 4 —t para todo x € Y' (x;12), 1 € {1,2,3}

Caso 4.6: 7,5 com f(r;12) = 14. Neste caso, Y (r;12) = 0, Y?(r;12) = {vii3, uir3}
e Y2 (riya) = {xiva,rins, tig3,yins}s f(vies) = 10, fuis) = 12, f(tiy3) = 15, f(xi3) = 3,
f(rizs) =8e f(vir3) = 5. Portanto, |f(rit2) — f(x)| >4 —t paratodox € Y'(riy2),t € {1,2,3}.

Caso 4.7: t;,5 com f(t;12) = 6. Neste caso, Y!(t;12) = 0, Y>(ti12) = {vii3,uis3}
e V(tiv2) = {xie3, i3, tir3, s}y f(vis) = 10, fuins) = 12, f(tir3) = 15, f(xie3) = 3,
f(rizs) =8¢ f(yir3) = 5. Portanto, |f(t;42) — f(x)| >4 —1t paratodo x € Y’ (t;42), ¢ € {1,2,3}.

Caso 4.8: u;, 5 com f(u;y7) = 4. Neste caso, Y (u;y2) = 0, Y (u;12) = {vi13,ui13}
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e Y (uiv2) = {xip3,riastivs,Vivshs [(vies) = 10, f(uips) = 12, f(ti43) = 15, f(xiy3) = 3,
f(riza) =8¢ f(yir3) =5. Portanto, | f(u;12) — f(x)| >4 —¢ paratodo x € Y’ (u;12),t € {1,2,3}.

Caso 4.9: y; > com f(yiy2) = 21. Neste caso, X! (yi12) = {uir3,viz3 s, Y2 (yiz2) =
(X3, i3, tiy3,yia} € Y2 (iga) = {wiss, viga,tivals fuiys) =12, f(vies) = 10, f(xiy3) =3,
f(rig3) =8, ftie3) = 15, f(yir3) =5, fwirs) =1, f(vira) =0 e f(uir4) = 17. Portanto,
|f (vit2) — f(x)| > 4 —¢ para todo x € X' (y;12), 1 € {1,2,3}.

Portanto, provamos que os rotulos de quaisquer dois vértices a distancia menor ou
igual a 3 entre si ndo conflitam, e, uma vez que G C G, temos que 13,2,1 (Gr) <21. Assim, o

resultado segue.

]
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6 SNARKS-FLOR

Em 1975, R. Isaacs (Isaacs 1975) descobriu o primeiro método de geracao de familias
infinitas de snarks e, dentre as familias construidas com esse método, ele descreveu a familia dos
snarks-flor. Essa familia é formada pelos grafos F3, Fs,...,F2;11,1 > 1. Estes grafos podem ser
construidos por meio da unido disjunta de subgrafos denominados blocos bdsicos e da adi¢do de
arestas especificas denominadas arestas de ligacdo. A seguir, definimos os blocos basicos dos
snarks-flor e determinamos como cada membro da familia € obtido.

O bloco bdsico B; é o grafo com conjunto de vértices V(B;) = {u;,v;,x;,y;} € com o

conjunto de arestas E(B;) = {u;v;,u;y;,uix;}. A Figura 42 mostra um bloco bdsico B;.

Figura 42 — Bloco bésico B;.

Vi

Vi

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dois blocos basicos B; € B sdo conectados por meio de arestas de ligagdo definidas
pelo conjunto E; j = {v;vj,x;x;,y;y;}. Definimos também o grafo de ligagdo L; como o grafo
com conjunto de vértices V(L;) = V(B;) UV (B;_1) UV(B;—2) UV(B;_3) e com conjunto de
arestas E(L;) = E(B;) UE(Bi—1) UE(Bi_2) UE(B;_3) UE;;_{ UE;_1 ;2 UE;_5; 3. O grafo de

ligacdo L; € ilustrado na Figura 43.
Figura 43 — Grafo de ligacdo L;.

Yi—1 Yi-2 Yi-3

Fonte: Elaborado pelo autor.

O primeiro snark-flor € o grafo F3 que tem o conjunto de vértices V(Fz) =V (By)U

V(Bz) UV(B3) e o conjunto de arestas E(F3) :E(BI)UE(BZ) UE(Bg) UE2’1 UE173 U{V2V3,)C2y3,
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y2x3}, como ilustrado na Figura 44. O segundo snark-flor é o grafo F5 com o conjunto de
vértices V(F5) = V(B1) UV (B2) UV(B3) UV (B4) UV(Bs) e o conjunto de arestas E(Fs5) =
E(B))UE(By) UE(B3) UE(B4) UE(Bs) UEy 1 UE 1 sUEs 4 UE43U {vav3,x2y3,y2x3}. A Fi-

gura 45 ilustra o grafo Fs.

Figura 44 — Snark-flor F;3.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 45 — Snark-flor Fs.

[ A
Y j V1 s Y4 \

X2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para todo i > 7 impar, o snark-flor F; é obtido recursivamente a partir do snark-flor

F;_4 e do grafo de ligacdo L; como definido a seguir:
- V(F) =V(F—4) UV (L);

~ E(F) = (E(F—4) \E") UE(L;) UE" tal que:

i
= Efy) = E(i—a)13
— E"=E(_4) (-3 VEi1.

A Figura 46 ilustra a constru¢do recursiva do snark-flor F;.
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Figura 46 —Ilustracao da construcao do snark-flor F7.

[ )
y3 / j i
y2 . 3
X1 X6 X5 X4
L 7 \(/
Vv -m .;Y Y Y & == mumug V3

(a) Snark-flor F3. As arestas tra- Vi
cejadas sdo as arestas de saida (b) snark-flor F;. As arestas tracejadas sdo as arestas de entrada
E{™. E7" e as arestas em azul sdo as arestas do grafo de ligagio L7.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em 2021, Luiz e Floréncio (Florencio e Luiz 2021) investigaram o problema de
determinar um limitante superior para o nimero cromético 1.(3,2,1) dos snarks-flor e obtiveram

0 teorema a seguir.

Teorema 20. (Florencio e Luiz 2021) Para todo snark-flor F; com i > 5 e impar, A321(F;) < 12.

Além disso, 137271(}73) < 14.

Decidimos, entdo, investigar essa classe a fim de obter um limitante superior menor
do que o proposto no trabalho de Luiz e Floréncio. A seguir, apresentamos um limitante superior

mais apertado para o numero cromadtico L(3,2,1) dos snarks-flor.

Teorema 21. Se F; é um snark-flor com i impar, entdo

;

14 sei=73;
M21(F) <112 sei=>50ui="17,;

11 sei>0.

Demonstragdo. As rotulagdes-L(3,2,1) dos snark-flor F3, F5, F7,Fy e F11 com os spans determi-

nados no enunciado do teorema estio exibidas nas Figuras 47, 48, 49, 50 e 51, respectivamente.

Figura 47 — Rotulagdo-1L.(3,2,1) do snark-flor F3 com span 14.

1 13 7

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 48 — Rotulagao-1L.(3,2,1) do snark-flor F5 com span 12.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 49 —Rotulacdo-L.(3,2,1) do snark-flor F7 com span 12.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 50 —Rotulacdo-L(3,2,1) do snark-flor Fy com span 11.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 51 —Rotulacao-L(3,2,1) do snark-flor Fi1 com span 11.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A construc¢iao de um rotulacao-L(3,2,1) com span 11 para os snarks-flor F; com i
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impar e i > 13 € feita por indug@o no nimero de blocos i e € dividida em dois casos, dependendo
do valor de i médulo 4. A seguir descrevemos cada caso.

Caso 1: i = 4k+ 3, com k > 3. Neste caso, construimos uma rotulacao especial
fi para F; que atribui os seguintes rétulos aos seguintes vértices especificos de Fj: fi(xp) =
0, fi(y2) = 3, filuz) = 10, fi(va) = 5, fi(x1) = 4, fi(v1) = 6, filur) = 11, fi(v1) = 8, filx;) =
7, fi(yi) =1, fi(ui) = 10, fi(vi) =3, fi(xi1) =2, fi(vi-1) =8, filui—1) = 11, fi(vi-1) =6, fi(xi2) =
5, fiyi-2) =3, filui—2) = 10, fi(vi—2) = 1, fi(x3) =8, fi(y3) =6, fi(u3) = 11, fi(v3) = 1.

A prova € realizada por indugdo em i, o nimero de blocos de F;. Como base da
indugdo, a Figura 52 ilustra uma rotulag¢do-L(3,2,1) fi5 do Fi5. Como hipétese de inducdo,
suponha que existe uma rotulacdo-L(3,2,1) especial f;_4 para o grafo F;_4. Considere também a
rotulacdo-L(3,2,1) f1 do grafo de ligagcdo L; exibida na Figura 53. Definimos a rotulacio f; para
o snark-flor F; da seguinte maneira: para todo vértice v € V(F;), defina

fica(v) seveV(Fi_4);

filv) =
fL(v) sev e V(L).

Figura 52 —Rotulagdo-L(3,2,1) do snark-flor Fi5 com span 11.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 53 — Grafo de liga¢do L; com uma rotula¢do-L1.(3,2,1) f; com span 11.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para concluir a prova, demonstramos que os rétulos dos vértices de L; ndo conflitam

com os rétulos dos vértices de F;_4. Dado que fr € uma rotulacdo-1.(3,2,1), os rétulos dos
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vértices de L; ndo conflitam entre si. Portanto, para cada vértice de L; analisamos sua vizinhanga
estendida para apenas vértices que nao pertencem a L;. Existem 16 vértices em L; a serem
analisados. Em cada caso abaixo, o stmbolo Y7 (v) denota o conjunto N,(v) NV (Fj_4), onde
pe{l1,2,3} eveL;. Oconjunto Y”(v) contém os vértices de V (F;_4) que estdo a distancia p
de v.

Caso 1.1: x; com f;(x;) = 7. Neste caso, Y!(x;) = {x1}, Y?(x;) = {u1,x2} e Y3(x;) =
[z, vy filx) =4, filwn) = 11, fi(x2) = 0, fi(y1) = 6, fi(y3) = 6, fi(v1) = 8 e fi(uz) = 10.
Portanto, |fi(x;) — fi(x)| > 4 —¢ para todo x € Y'(x;), t € {1,2,3}.

Caso 1.2: y; com f;(y;) = 1. Neste caso, Y!(y;) = {y1}, Y2(y;) = {u1,y2} e Y3(y;) =
{x1,u2,v1,23}, filv1) =6, fi(ur) = 11, fi(y2) =3, filx3) =8, fi(x1) =4, fi(v1) =8 e fi(u2) = 10.
filyi) — fi(x)| > 4 —t para todo x € Y'(y;), t € {1,2,3}.

Caso 1.3: u; com f;(;) = 10. Neste caso, Y!'(u;) = 0, Y?(u;) = {x1,v1,y1} e
Y3 (i) = {vo,ur1,x2, 32}, filx1) =4, filvi) =8, fi(y1) =6, fi(y2) =3, fi(va) =5, fiwm) =11e
fi(x2) = 0. Portanto, |f;(u;) — fi(x)| >4 —1t para todo x € Y’ (u;), t € {1,2,3}.

Caso 1.4: v; com f;(v;) = 3. Neste caso, X' (v;) = {v1}, Y2(v;) = {v2,u1 } e Y3 ()
{vs,uz,x1, 91}, fivi) =8, filwr) =11, fi(v2) =5, fi(v3) = 1, fi(x1) =4, fily1) =4 e fi(uz) =
10. Portanto, | f;(v;) — fi(x)| >4 —t para todo x € Y'(v;), r € {1,2,3}.

Caso 1.5: x; | com fi(x;_1) = 2. Neste caso, Y!'(x;_ 1) =0, Y?(x;_1) = {x1}
e Y3(x;i1) = {ur,x0,x; 4}, fi(x1) =10, fi(u) = 11, fi(x;4) =7 e fi(x2) = 0. Portanto,
|fi(xi—1) — fi(x)| >4 —1t paratodo x € Y'(x;—1),t € {1,2,3}.

Caso 1.6: y; | com fi(y;_1) = 8. Neste caso, Y!'(y;_1) =0, Y?(y;_1) = {y1} e
Y (yio1) = {u1,y2,5i-4}, fi(y1) =6, fi(y2) =3, fi(1) = 11 e fi(yi—4) = 1. Portanto, | fi(yi—1) —
fi(x)] >4 —1t paratodo x € Y (y;—1),t € {1,2,3}.

Caso 1.7: u; | com f;(u; 1) = 11. Neste caso, Y'(u;_1) =0, Y>(u;_1) =0 e
(i) = {vi,y,x1}, filvi) =8, fi(y1) = 6 e fi(x1) = 4. Portanto, | fi(u;—1) — fi(x)| >4 —1
para todo x € Y’ (u;—1), 1 € {1,2,3}.

Caso 1.8: v; | com f;(v;_1) = 6. Neste caso, Y'(v;_1) =0, Y2(vi_.1) = {vi} e
Y3 (vii1) = {ur,va,vi_a}, i(v1) =5, fi(vi_4) =3, fi(u1) = 11 e f;(v,) = 8. Portanto, | f;(v;_1) —
fi(x)] >4 —1t paratodo x € Y'(v;i_y),t € {1,2,3}.

Portanto,

Caso 1.9: x;_> com fi(x;_») = 5. Neste caso, Y'(x;_2) =0, Y?(x;_3) = {x,-,4} e
Y3(x;i2) = {x1,ui_4,xi_5}, fi(x1) =4, fi(ui_s) =10, fi(xi5) =2 e fi(x;_4) = 7. Portanto,
| fi(xi—2) — fi(x)| > 4 —1 para todo x € Y'(x;_5), t € {1,2,3}.
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Caso 1.10: y;_, com fi(y;_2) = 3. Neste caso, Y'(yi_2) =0, Y2(yi_2) = {yi_4}

e Y (yi2) = {y1,yi-s,ui—a}, fi(yi-a) = 1, fiy1) = 6 e fi(ui—4) = 10. Portanto, |fi(y;i—2) —
fi(x)| >4 —t para todo x € X' (y;_2), t € {1,2,3}.

Caso 1.11: u; > com f;(u;_») = 10. Neste caso, Y'(u; 2) =0, Y?(u; 2) =0e
Y3 (uiz) = {vi—a,Xi—a,yi—a}, fi(yi—a) = 1, fi(xiea) =7 e f;(vi_a) = 3. Portanto, |fi(u;—2) —
fi(x)| >4 —1t paratodo x € Y (u;—»), t € {1,2,3}.

Caso 1.12: v; , com fi(v;_5) = 1. Neste caso, Y'(v;_3) =0, Y?(v;_2) = {vi_4}

e Y(vio) = {vi,ui_a,vi s}, fi(v1) =8, fi(viia) = 3, fi(ui_4) = 10 e fi(v;_s5) = 6. Portanto,
|fi(viea) — fi(x)| > 4 —1t paratodo x € Y (v;—»),t € {1,2,3}.

Caso 1.13: x; 3 com fi(x;_3) = 0. Neste caso, Y'(x; 3) = {x;i_4}, Y?(x;3) =
{ui—a,xi—s} e Y3 (xi—3) = {vi—a. Xi—6, Ui—s,yi—a}» fi(xi—a) =7, fi(ui—a) =10, fi(xi_s) =2, fi(vi_4) =
3, filyi—a) = 1, fi(xi—6) = 5, e fi(u;—s) = 11. Portanto, |fi(x;—3) — fi(x)| > 4 —t para todo
x €X' (x;i_3),r € {1,2,3}.

Caso 1.14: y; 3 com fi(y;_3) = 6. Neste caso, Y!'(y;_3) = {yi_4}, Y2(yi_3) =
{ui—a,yi—s} e > (yie3) ={vi—a,ui_s,vi—e, Xi—a}» fi(yi-a) = 1, fi(ui—a) = 10, fi(yi—s) =8, fi(vi—a) =
3, filui—s) = 11, fi(yi—¢) = 3 e fi(xi_4) = 7. Portanto, |fi(yi—3) — fi(x)| > 4 —t para todo
x €X' (yi_3), 1t €{1,2,3}.

Caso 1.15: u;_3 com f;(u;_3) = 11. Neste caso, X' (y;_3) =0, Y?(y;_3) = {vi_4,Xi_4,yi_4}
e Y3 (yi—3) = {vies, Ui—a,Yi-s,Xi—s }» fi(viea) =3, fi(xiza) =7, fi(yi—a) = 1, fi(vi=s) =6, fi(ui—4) =
10, fi(vi—s) = 8 e fi(x;_s) = 2. Portanto, |f;(yi—3) — fi(x)| > 4 —t para todo x € Y'(y;—3),
re{1,2,3}.

Caso 1.16: v;_3 com f;(v;_3) = 8. Neste caso, Y!(v;_3) = {vi_4}, Y2(vi_3) =
{ui—a,vios} e Y2 (vie3) = {xi—4,Yi—a, ui—s,Vi—o}, fi(vi—a) =3, fi(ui—4) = 10, fi(vi_s) =6, fi(xi—4) =
7, fi(yi—a) = 1, fi(ui—s) = 11 e fi(vi_¢) = 1. Portanto, |fi(vi—3) — fi(x)| > 4 —t para todo
x €X' (vi_3), r € {1,2,3}.

Pela andlise dos rétulos nos vértices de L;, conclui-se que ndo ha conflito com os
rétulos de F;_4. Portanto, f; é uma rotulacao-L(3,2,1). Além disso, note que f; é especial, dado
que os vértices dos blocos Bj, B, e B3 possuem os mesmos rotulos que tinham na rotulacao
especial de F;_4 e, ademais, os vértices dos blocos B;, B;_1 € Bj_» possuem rétulos que vieram da
rotulagdo do grafo de ligagdo L;, que por sua vez obedecem aos requisitos da rotulacdo especial.

Caso 2: i =4k+ 1, onde k > 3. Neste caso, construimos uma rotulacdo especial

fi para F; que atribui os seguintes rétulos aos seguintes vértices especificos de Fj: fi(xp) =0,
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fib2) =4, filuz) =10, fi(v2) =2, filx1) =5, fib) = 1, filw) =11, fi(vi) =7, filx;) =
2, filyi) = 6, filwi) =9, fi(vi) =0, filxi1) =7, fiyie1) =3, filui—1) = 10, fi(vi-1) =5,
filxi2) = 0, fi(yi2) =8, filuiz) = 11, fi(vi2) = 2. filx3) =8, fi(y3) = 3. fi(us) = 11,
fi(vz) =5.

A prova € realizada por inducdo em i, o nimero de blocos de F;. Como base da
inducdo, a Figura 54 ilustra uma rotulagao-L(3,2,1) especial f13 do snark-flor F13. Como hipétese
de induc¢do, suponha que existe uma rotulacao-L.(3,2,1) f;_4 para o grafo F;_4. Considere também
a rotulagdo-L.(3,2,1) F7, do grafo de ligacdo L; exibida na Figura 55. Definimos a rotulagdo f;
para o snark-flor F; da seguinte maneira: para todo vértice v € V(F;), defina

fiza(v) seveV(Fi_4);

filv) =
fL(v) sev e V(L).

Figura 54 —Rotulagdo-L(3,2,1) do snark-flor Fi3 com span 11.

V

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 55 — Grafo de liga¢do L; com uma rotulacio-L(3,2,1) f; com span 11.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para concluir a prova, demonstramos que os rétulos dos vértices de L; ndo conflitam
com os rétulos dos vértices de F;_4. Dado que f;, € uma rotulacdo-L(3,2,1), os rétulos ndo
conflitam. Portanto, para cada vértice de L;, analisamos sua vizinhanca estendida para apenas

vértices que nao pertencem a L;. Existe 16 vértices em L; a serem analisados. Em cada caso
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abaixo, o simbolo Y”(v) denota o conjunto N,(v) NV (F;_4), onde p € {1,2,3} eveL;. O
conjunto Y”(v) contém os vértices de V(F;_4) que estdo a distincia p de v.

Caso 2.1: x; com f;(x;) = 2. Neste caso, Y!(x;) = {x1}, Y?(x;) = {u1,x2} e Y3(x;) =
{yi,u2,v1,y3}, filxr) =5, filur) =11, fi(x2) =0, fi(y1) = 1, fi(y3) =3, fi(v1) =T e fi(u2) = 10.
Portanto, |fi(x;) — fi(x)| > 4 —t paratodo x € Y'(x;), t € {1,2,3}.

Caso 2.2: y; com f;(y;) = 6. Neste caso, X' (v;) = {y1}, Y>(vi) = {ur,y2} e (1) =
{x1,u2,v1,23}, fivn) = L, fi(w) = 11, fi(y2) =4, fi(x3) =8, fi(x1) =5, fi(v1) =T e fi(u2) = 10.
Portanto, |fi(y;) — fi(x)| > 4 —¢ para todo x € Y'(y;), t € {1,2,3}.

Caso 2.3: u; com fi(u;) = 9. Neste caso, Y1 (u;) =0, Y?(u;) = {x1,v1,y1} e Y3 (u;)
sttt yabs film) =5, fivi) =7, fi(v1) = L, fi(va) =4, fi(v2) =2, filur) = 11 e fi(xs) =0.
filui) — fi(x)| > 4 —1t paratodo x € Y’ (u;), t € {1,2,3}.

Caso 2.4: v; com f;(v;) = 0. Neste caso, Y'(v;) = {vi}, Y2(v;) = {v2,u1 } e Y3(v;) =
{va,ua,x1, 31} fivi) =7, filur) =11, fi(va) = 2, fi(vz) =5, fi(x1) =5, fily1) = L e fi(u2)
10. Portanto, |fi(v;) — fi(x)| > 4 —¢ para todo x € Y'(v;),t € {1,2,3}.

Caso 2.5: x;_; com fi(x;_1) = 7. Neste caso, Y'(x;_1) =0, Y?(x;_1) = {x1} e
Y3(x; 1) = {ur,x2,xi_4}, fi(x1) =5, fi(uy) = 11, fi(x;_4) =2e fi(x2) = 0. Portanto, | f;(x; 1) —
fi(x)| >4 —t para todo x € Y (x;_1), r € {1,2,3}.

Caso 2.6: y; | com fi(y;_1) = 3. Neste caso, Y!'(y;_1) =0, Y?(y;_1) = {y1} e
Y (yio1) = {u1,y2,yi-a}, fily1) =1, fiy2) =4, fi(wr) = 11 e fi(yi-4) = 6. Portanto, | fi(yi—1) —
fi(x)| >4 —1t paratodo x € Y (y;—1),t € 1,2,3.

Caso 2.7: u; | com f;(u; 1) = 10. Neste caso, Y'(u;_1) =0, Y?>(u;_1) =0 e
V(i) = {vi,y,x1}s filv) =7, fily1) = L e fi(x1) = 5. Portanto, | fi(u;—1) — fi(x)| >4 —1
para todo x € Y’ (u;—1), 1 € {1,2,3}.

Caso 2.8: v; | com fi(v;_1) = 5. Neste caso, Y'(v;_1) =0, Y2(vi_.1) = {vi} e
Y (vi1) = {ur,v2,viea}, fi(v1) =7, fi(viea) =0, fi(u1) = 11 e fi(v2) =2. Portanto, | fi(vi—1) —
fi(x)] >4 —1t paratodo x € Y'(v;—y),t € {1,2,3}.

Caso 2.9: x; 5 com fi(x;_2) = 0. Neste caso, Y'(x;_2) = 0, Y>(x; 2) = {xi_4}
e Y3(xi2) = {x1,ui_a,xi_5}, fi(x1) =5, fi(ui_4) =9, fi(xi_s) =7 e fi(x;_4) = 2. Portanto,
| fi(xi—2) — fi(x)| > 4 —1t paratodo x € Y'(x;_»),t € {1,2,3}.

Caso 2.10: y; , com fi(y;_2) = 8. Neste caso, Y'(yi_2) =0, Y?(y;_2) = {yi_4}
e Y2 (yi-2) = {y1,Yi-s,ui-a}, fiyi-a) = 6, fiy1) = 1, fi(ui-s) =3 e fi(ui—4) = 9. Portanto,
|fi(yi-2) — fi(x)| = 4 —t para todo x € Y'(y;—2), t € {1,2,3}.

Portanto,
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Caso 2.11: u;_» com f;(u;_») = 11. Neste caso, Y'(u; 2) =0, Y?(u; 2) =0e
Y3 (u; 2) = {(vi_a,Xi_a,yi4}, [:(vi_a) =6, fi(xi_4) =2 e fi(vi_4) = 0. Portanto, |f;(u;_2) —
fi(x)| > 4 —t para todo x € Y’ (y;_2), t € {1,2,3}.

Caso 2.12:: v; 5 com f;(v;_5) = 2. Neste caso, Y'(v;_2) =0, Y2(v;_5) = {vi_4}

e Y3(viig) = {vi,ui—a,vis}, fi(v1) =7, fi(viia) =0, fi(ui_4) =9 e fi(vi_.5) = 5. Portanto,
|fi(vi—a) — fi(x)| >4 —1t paratodo x € Y (v;—»),t € {1,2,3}.

Caso 2.13: x; 3 com fi(x; 3) = 5. Neste caso, Y!'(x;_3) = {x;_4}, Y2(x;_3) =
{uia,xi-5} e Y (xi3) = {vi-a,Xi6,ui-5,Yia}, fi(xi-a) =2, fi(ui—a) =9, fi(xi_5) =7, fi(vi-a) =
0, fi(yi—a) =6, fi(xi_g) =0, e fi(u;—s) = 10. Portanto, |fij(x;_3) — fi(x)| > 4 —t para todo
x €X' (x;i_3),r € {1,2,3}.

Caso 2.14: y; 3 com fi(y;_3) = 1. Neste caso, Y!'(y;_3) = {yi_4}, Y2(yi_3) =
{tia,yi5} e X2 (yi3) = {vi-a,i5,Yi-6, X4}, [i(i-a) =6, fi(ui—a) =9, fi(yis) =3, fi(vi-a) =
0, fi(ui—s) =10, fi(yi—¢) = 8 e fi(xi—a) = 2. Portanto, |f;(yi—3) — fi(x)| > 4 —t para todo
x €Y (yi_3),t €1,2,3.

Caso2.15: u;_3 com f;(u;_3) = 10. Neste caso, Y (1;_3) =0, Y?(u;_3) = {vi_4,Xi_4,Vi_4}
e Y (ui3) = {vi_s,ui—a,yi-s.Xi—s}, fi(vica) = 0, fi(xia) =2, fi(vi—a) = 6, fi(vi_s) =5,
filui—a) =9, fi(vi—s) =3 e fi(xi_s) = 7. Portanto, |fi(u;—3) — fi(x)| > 4 —t para todo x €
Y (ui—3),t € {1,2,3}.

Caso 2.16: v; 3 com fi(v;_3) = 7. Neste caso, Y'(v;_3) = {vi_4}, Y?(v; 3) =
{ui—a,vi—s} e Y3 (vii3) = {xi—a,yi—a,ui5,vi—6}, fi(vi—a) =0, fi(ui—a) =9, fi(vi—s) =35, fi(xi—a) =
2, fi(yi—a) =6, fi(ui_s) =10 e fi(vi_g) = 2. Portanto, |f;(vi—3) — fi(x)| > 4 —t para todo
x €Y' (vi3),t€{1,2,3}.

Pela andlise dos rétulos nos vértices de L;, conclui-se que ndo ha conflito com os
rétulos de F;_4. Portanto, f; é uma rotulacao-L(3,2,1). Além disso, note que f; é especial, dado
que os vértices dos blocos Bj, B> e B3 possuem os mesmos rotulos que tinham na rotulacdo
especial de F;_4 e, ademais, os vértices dos blocos B;, B;_1 € B;_» possuem rétulos que vieram da
rotulag@o do grafo de ligagc@o L;, que por sua vez obedecem aos requisitos da rotulacio especial.
Assim, concluimos que existe uma rotula¢do-L1.(3,2,1) com span 11 para todo snark-flor F; com i

imparei > 9. [l
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho de conclusdo de curso, contribuimos com a drea de teoria dos gra-
fos, através da investigacdo da Rotulacdo-1.(3,2,1) para quatro classes de grafos com grau
maximo 3, a saber: os grafos subcubicos sem vértices adjacentes de grau maximo, os snarks
de BlanusSa generalizados, os snarks de Loupekine LP, e os snarks-flor. As classes de grafos
subcubicos e snark-flor ja haviam sido investigadas na literatura, e os resultados apresentados
neste trabalho melhoram os limitantes superiores para estas duas classes, além de apresentar os
primeiros limitantes superiores para as classes de snarks de Loupekine LP, e snarks de BlanuSa
generalizados.

A Tabela 1 sintetiza os limitantes superiores para o nimero cromdtico L(3,2,1) que
foram obtidos neste trabalho para as quatro familias de grafos estudadas. Além disso, a tabela
destaca os novos resultados obtidos neste estudo, juntamente aos melhores resultados alcancados
anteriormente.

Tabela 1 —Limitantes superiores para o pardmetro A3 | (G) para as classes de grafo estudadas
neste trabalho.

Familias de grafos A32.1(G) A32.1(G)(Nossa contribui¢ao)
Grafos subcubicos
. ) A321(G) <16
sem vértices adjacentes (Florencio e Luiz 2021) A21(G) < 12.

de grau maximo.

7L3,2’1(BD <15e
A321(Bl) < 14 parai > 2.

137271(3%) < 15e
A32.1(B}) < 14 parai > 2.
Snarks de Loupekine LPy A32.1(LRy) < 21

F; com i impar

/1372’1(17,') <14sei=3;
Mo2i1(F)<12sei=5oui=7;

2,372>1(F,') <1lsei>9

Snarks Blanusa B!

Snarks Blanusa Bl-2

M301(F3) < 14
Snarks-flor F; F;com i > 5 fmpar, A3 1(F;) < 12
(Florencio e Luiz 2021)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Durante a pesquisa, implementamos um algoritmo de backtracking recursivo que
nos auxiliou na tarefa de determinar limitantes superiores para as familias de grafos investigadas.
O foco deste trabalho foi a investigacdo de limitantes superiores para o parametro A3 5 ;. Porém,
observamos a necessidade da obtencdo de melhores limitantes inferiores para esse parametro
nas classes de grafos investigadas, o que nao pdde ser conduzido de forma suficiente devido a

restricao de tempo. Com base nessa observagdo, sugerimos que futuros pesquisadores nesta drea
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estabelecam limites inferiores para as classes estudadas neste trabalho. Outro ponto notdvel deste
trabalho € a andlise do pardmetro A3, | as duas familias de snarks de Blanusa generalizados,
as familias %' e %°. Observamos que os limitantes superiores obtidos para ambas as familias
foram idénticos. Portanto, de acordo com a observagdo anterior, propomos a seguinte conjectura

para estudos futuros:

Conjectura 22. Seja Bi1 um grafo da familia ' e Bl-2 um grafo da familia 9% dos snarks de

Blanusa, entdo, 137271(311) = 137271(312).
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