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Prof. Dr. José Ederson Melo Braga

Universidade Federal do Ceará (UFC)
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RESUMO

Nesta Tese, faremos um estudo de regularidade de soluções no sentido da viscosidade para

equações elı́pticas totalmente não lineares com condição de bordo oblı́quo. Neste aspecto, pri-

meiramente sob condições assintóticas e outras hipóteses, serão garantidas estimativas do tipo

Calderón-Zygmund para tais soluções, a saber, no contexto dos espaços de Lebesgue, Lorentz

com peso e Orlicz com peso. A técnica usada remonta a conceitos de Análise Tangencial que

consistem em importar ”estimativas de regularidade finas” de um perfil limite, sendo ele, o Ope-

rador Recessão associado ao original de segunda ordem via procedimentos de compacidade e

estabilidade. Tal processo garantirá tais estimativas sob condições estruturais enfraquecidas so-

bre o operador que governa o problema. Além disso, faremos algumas importantes aplicações

desta teoria em um caso de Problema de Fronteira Livre, em estimativas do tipo BMO e em

teoremas do tipo de densidade de soluções em uma classe geral de soluções no sentido da vis-

cosidade. Por fim, trataremos de um estudo da regularidade ótima dessas soluções em que o

termo fonte será estudado em vários cenários de integrabilidade até o caso limite que seria o

caso em que tal termo está no espaço BMO.

Palavras-chave: equações totalmente não-lineares; equações elı́pticas; condição de bordo oblı́quo;

teoria da regularidade; regularidade ótima.



ABSTRACT

In this Thesis we will study the regularity of viscosity solutions for fully nonlinear elliptic equa-

tions with oblique boundary condition. In this regard, firstly, under asymptotic conditions and

other hypotheses, Calderón-Zygmund type estimates will be guaranteed for the same visco-

sity solutions, namely, in context of Lebesgue, weighted Lorentz and weighted Orlicz spaces.

The technique used goes back to Tangential Analysis concepts that consist of importing ”fine

regularity estimates”of a boundary profile, that is the Recession Operator associated with the

second-order original via compactness and stability procedures. Such a process will guarantee

such estimates under weakened structural conditions on the operator that governs the problem.

Furthermore, we will make some importants applications of this result in a Free Boundary Pro-

blem case, in BMO-type Estimates and in density-type theorems of solutions in a general class

of viscosity solutions. Finally, we will deal with a study of the optimal regularity of these solu-

tions where the source term will be studied in various integrability scenarios up to the limiting

case which would be the case in which such term is in the BMO space.

Keywords: fully nonlinear equations; elliptic equations; oblique boundary condition; regularity

theory; optimal regularity.
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aj 1 O número a é suficientemente pequeno.
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Sym(n) espaço das matrizes simétricas de ordem n.�
A

u(x)dx A média da função u no conjunto A, mais precisamente,�
A

u(x)dx =
1

|A|

�
A

u(x)dx.



SUMÁRIO
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DE VISCOSIDADE DO PROBLEMA COM CONDIÇÃO OBLÍQUA . . . 122
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1 INTRODUÇÃO

A Teoria de regularidade para soluções no sentido da viscosidade de equações

elı́pticas totalmente não-lineares é um tópico de muito interesse para vários pesquisadores. Um

dos motivos desse grande interesse é o vasto campo de aplicações em áreas como a geometria

diferencial, fı́sica, quı́mica, análise harmônica, análise funcional e em teoria de jogos. Tal área

teve pontapé inicial de desenvolvimento em meados do século XX com os célebres trabalhos de

Evans e Krylov em [33] e [34], que provaram a desigualdade de Harnack para equações elı́pticas

de segunda ordem na forma não divergente com coeficientes mensuráveis e outros aspectos

de tal espécie de equações. Crandall e Lions em [19] e Evans em [23] e [24] conceituaram

um novo tipo de solução fraca para equações da forma não divergente, denominado método

de viscosidade, cujo conceito é bem posto para trabalhar com tais modelos que ainda não se

trabalhava na época. Outro grande trabalho nessa linha foi o de Caffarelli em [14], no ano de

1989, que abordou estimativas dos tipos C1,³, C2,³ e W 2,p para equações elı́pticas totalmente

não-lineares, dando abertura a teoria de regularidade W 2,p para tais tipos de equações com

respeito ao conceito de solução de viscosidade. Vale destacar o célebre trabalho de Caffarelli,

Crandall, Kocan e ŚwieȨch em [16] estabeleceram o conceito Lp- solução de viscosidade, além

de desenvolver várias propriedades sobre o conceito de solução de viscosidade de equações

totalmente não-lineares. Vários outros trabalhos foram desenvolvidos até os dias atuais e ainda

é uma área em grande desenvolvimento.

Especificando um pouco a linha de raciocı́nio acima de acordo com o interesse do

presente trabalho, o estudo de equações elı́pticas totalmente não-lineares com condições de

bordo oblı́quo, em particular, vem com o intuito de generalizar o problema com condição de

bordo de Neumann. Em geral, uma condição de bordo oblı́qua é dada da seguinte forma

´(x) ·Du(x) + µ(x)u(x) = g(x), x ∈ Γ, (1)

onde µ e g são funções reais definidas em Γ ¢ ∂Ω para Ω ¢ R
n domı́nio limitado e Γ aberto

relativo de ∂Ω. O termo oblı́quo deve ser entendido de modo que ´ tem uma direção inclinada

com respeito a normal exterior n de Ω. Notemos que quando ´ ≡ n e µ ≡ g ≡ 0, a condição

(1) se torna a condição de bordo de Neumann. A equação (1) é prescrita em termos de derivada

direcional em relação a um campo vetorial ´ : ∂Ω → R
n, definido em ∂Ω. Em geral, uma

condição de contorno oblı́qua é dada pela seguinte forma

B(Du, u, x) : = ´(x) ·Du+ µ(x) · u, (2)

onde g, ´ e µ são funções. Na teoria dos problema de derivada oblı́qua, o termo oblı́quo significa

que |´(x) · n(x)| g µ0 > 0 em ∂Ω, onde n(x) denota a normal exterior de Ω. Essa imposição
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se deve à condição complementar de Shapiro-Lopatinskii, que afirma que o problema

{
F (D2u,Du, u, x) = f(x) em Ω

´ ·Du+ µu = g(x) sobre ∂Ω,
(3)

é bem posto (isto é, regular, não degenerado, não singular) se, e somente se, ´(x) · n(x) é não

nulo em ∂Ω (Para mais detalhes, cf.[41]), onde Ω ¢ R
n é um domı́nio limitado. Esta condição

de fronteira aparece, por exemplo no estudo da dinâmica de uma hipersuperfı́cie orientável

em movimento ao longo do tempo em domı́nio fixado cuja fronteira dessa hipersuperfı́cie in-

tersectando a fronteira da domı́nio com ângulo de contato fixo (veja, por exemplo, [21]). O

comentário anterior motiva nossas considerações na condição oblı́qua, sempre assumimos que

´(x) · n(x) g µ0 sobre ∂Ω e ∥´∥L∞(∂Ω) f 1,

para alguma constante positiva µ0. O caso particular da condição de contorno oblı́quo regular

é a condição de contorno de Neumann, ou seja, o caso ´ = n(x) e µ = 0, onde n(x) é o vetor

normal externo de ∂Ω ou condição de contorno de Robin quando ´ = an(x) e µ ≡ c para a > 0

e c constantes. O grande interesse pelo problema com condição oblı́qua se deve a aplicações em

áreas além da própria matemática, como a Fı́sica Matemática e a Matemática Aplicada em geral.

Por exemplo, na teoria dos processos de Markov (como no caso do movimento browniano), a

equação com condição oblı́qua

´ ·Du+ µu = g (4)

aparece na teoria, onde o primeiro termo do lado esquerdo de (4) descreve a reflexão do processo

ao longo do campo ´, enquanto o segundo termo está relacionado ao fenômeno de absorção. No

entanto, a teoria de EDPs com condições de fronteiras oblı́quas possui uma gama de exemplos

clássicos além desse, como outras aplicações importantes na mecânica de corpos celestes, teoria

de controle estocástico, choques refletidos em fluxos transônicos e assim por diante (cf. [38]).

Um estudo mais minucioso desse tipo de condição pode ser encontrado no clássico livro do

Lieberman [38]. O estudo de Equações elı́pticas totalmente não-lineares com condição de bordo

oblı́quo vem crescendo muito nos últimos anos, vide trabalhos como o de Byun e Han em

[8] sobre estimativas do tipo W 2,p para problemas dessa natureza com o operador convexo,

desenvolvido em 2020. Em 2021, Zhang et al. em [59] desenvolveram um estudo de tais

estimativas em um contexto assintótico nos casos elı́ptico e parabólico. Um pouco mais tarde

em 2022, Byun, et al. desenvolveram nessa linha um estudo sobre estimativas do tipo W 2,p

para o problema de obstáculo quando o operador governante é convexo no trabalho [10]. Nesse

mesmo ano, Zhang e Zheng em [61] trabalharam tal problema no ponto de vista de estimativas

do tipo Lorentz com peso.

Nesse contexto, o presente trabalho traz como contribuição uma série de resultados
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de estimativas globais do tipo Calderón-Zygmund para soluções de viscosidade de equações

totalmente não-lineares com condição de bordo oblı́quo sob condição assintótica, além de um

estudo do módulo de continuidade universal para soluções de viscosidade de tal problema onde

o operador F depende apenas da HessianaD2u e dos coeficientes variáveis. Mais precisamente,

em um primeiro momento apresentaremos o estudo obtido em [6] e [5], que objetivam, do ponto

de vista da teoria de regularidade, sob certas condições, o problema (3), onde Ω ¢ R
n é um

domı́nio limitado com bordo ∂Ω regular a ser especificada mais adiante para operadores com

condições de relaxamento de convexidade. Desta forma, desenvolveremos uma teoria do tipo

Calderón-Zygmund no contexto dos espaços de Lebesgue, Lorentz com peso e de Orlicz com

peso. A técnica que será abordada nesta tese remonta a argumentos de análise tangencial, tendo

como inspiração os célebres trabalhos de Pimentel e Teixeira [46], em 2016, que estudaram esti-

mativas W 2,p para soluções de viscosidade de equações totalmente não-lineares com condições

assintóticas; Da Silva e Ricarte em [51] que exploraram estimativas do tipoW 2,p sob o contexto

assintótico para equações elı́pticas totalmente não-lineares com condição de bordo de Dirichlet;

Byun e Han em [8] que garantiram estimativas W 2,p para (3) quando F é convexo e µ ≡ g ≡ 0.

No contexto dos espaços de Lorentz com peso, temos o Estado-da-Arte representado na Tabela

1 abaixo:

Tabela 1 – Estado-da-Arte para estimativas de Lorentz com peso

Equação Referência

Regularidade interior F (D2u, x) = f [58]

Problema de Dirichlet

{
F (D2u, x) = f(x) em Ω

u(x) = 0 sobre ∂Ω
[60]

Problema oblı́quo

{
F (D2u,Du, u, x) = f em Ω

´(x) ·Du = 0 sobre ∂Ω,
[61]

Fonte:Elaborada pelo autor.

Pontuamos no caso do Problema de Dirichlet que foram também obtidas estimati-

vas no caso parabólico e no contexto dos espaços de Lorentz-Morrey. E por último, caso das

estimativas de Orlicz com peso, a Tabela 2 abaixo apresenta alguns desenvolvimentos recen-

tes sobre teoria de regularidade em tais espaços funcionais que motivou as estimativas para o

problema com condição de bordo oblı́quo:

Tabela 2 – Estado da arte para estimativas de Orlicz com peso

Regularidade Modelo de Equação Referência

Global do gradiente
{

uit −D³(a
³´
ij (x, t)D´u

j) = D³f³i (x, t) em ΩT
ui(x) = 0 sobre ∂pΩT

[13]

Global da Hessiana
{

F (D2u,Du, u, x) = f(x) em Ω
u(x) = 0 sobre ∂Ω [12]

Regularidade interior F (D2u, x) = f(x) em Ω [35]

Fonte:Elaborada pelo autor.

Vale observar que nos dois primeiros casos temos operadores que são assumidos

côncavos/convexos, enquanto no regime de regularidade interior foi desenvolvido para equações

elı́pticas totalmente não-lineares assintoticamente convexas.
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Subsequentemente, para a segunda parte do objetivo, os grandes trabalhos de Tei-

xeira [54], em 2014, Castillo e Pimentel [17], em 2017, e o trabalho de Amaral e Dos Prazeres

em [2] no ano de 2022, motivaram um estudo de regularidade ótima do problema

{
F (D2u, x) = f(x) em B+

1

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1,
(5)

onde F é um operador uniformemente elı́ptico e sob certas condições sobre os termos ´, µ e g

sob cenários distintos do termo fonte f . Em linhas gerais, podemos resumir o estudo do módulo

de continuidade de soluções para (5) pela seguinte tabela no caso em que o operador governante

é apenas uniformemente elı́ptico:

Tabela 3 – Quadro para modelos com operador governante uniformemente

elı́tico

Termo fonte Dados de bordo Regularidade da solução

f ∈ Lp(Ω), p ∈ [n− ε0, n) ´, µ, g ∈ C0,³(∂Ω) C0,2−n
p (Ω)

f ∈ Ln(Ω) ´, µ, g ∈ C0,³(∂Ω) C0,Log−Lip(Ω)

f ∈ Lp(Ω), n < p <∞ ´, µ, g ∈ C0,³(∂Ω) C1,min{³−
h ,

p−n
p }(Ω)

Fonte:Elaborada pelo autor.

O interessante na esquematização acima é que percebemos que a medida que pedi-

mos mais integrabilidade do termo fonte e mantemos a regularidade dos dados de bordo obte-

mos uma melhor regularidade para as soluções de (5).

Para o caso de termos a estrutura adicional de convexidade/concavidade para o ope-

rador F temos o seguinte quadro esquematizando a regularidade de soluções de (5):

Tabela 4 – Quadro para modelos com operadores convexos/côncavos

Termo fonte Dados de bordo Regularidade da solução

f ∈ p-BMO(Ω) ∩ Lp(Ω), p ∈ [n− ε0,∞) ´, µ, g ∈ C1,³(∂Ω) C1,Log−Lip(Ω)

f ∈ C0,³(Ω) ´, µ, g ∈ C1,³(∂Ω) C2,³(Ω)

Fonte:Elaborada pelo autor.

Para cumprir com os objetivos descritos acima, o restante do texto está dividido

em mais sete capı́tulos. Além da introdução, o segundo capı́tulo intitulado RESULTADOS

PRELIMINARES, descreve alguns conceitos e resultados que são de suma importância para os

demais capı́tulos, fazendo desde um aporte sobre diferenciabilidade de segunda ordem e para-

boloides tangentes, os espaços funcionais que estão envolvidos no trabalho, equações elı́pticas

totalmente não-lineares com condição de bordo oblı́quo, além de propriedades clássicas de re-

gularidade para tal problema.

No capı́tulo três, abordamos as estimativas do tipo W 2,p para o problema (3), onde

tais estimativas estão em [6]. Nesta parte, desenvolvemos toda as ferramentas que remontam

a análise tangencial para obter tais estimativas e generalizamos, em um certo sentido, as esti-

mativas W 2,p obtidas por Byun e Han em [8] bem como as do trabalho de Zhang et al. em

[59]. Devemos destacar que, no resultado principal deste capı́tulo, temos um enfraquecimento
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na hipótese clássica sob o operador governante F para estimativas do tipo W 2,p que é a con-

vexidade do mesmo, além de que trabalhamos com os termos g e µ diferentemente dos dois

trabalhos citados acima que são identicamente nulos.

Com respeito ao capı́tulo quatro, faremos um estudo similar ao do capı́tulo três

a respeito do problema (3) sob a ótica dos espaços de Lorentz com peso, onde tais ideias

estão desenvolvidas em [5]. Inicialmente sob o regime assintótico, estabeleceremos sob cer-

tas condições estimativas de Lorentz-Sobolev com peso para soluções de viscosidade de (3).

Nessa parte generalizamos o trabalhos de Zhang e Zheng em [61]. Vale ressaltar que, além

dos espaços de integrabilidade distintos que o caso das estimativas W 2,p no capı́tulo três, ainda

tem-se que a classe de solução de viscosidade tem uma ligação diferente com o termo fonte.

No capı́tulo cinco, em consonância com os capı́tulos três e quatro desenvolvemos

estimativas de Orlicz-Sobolev com peso para soluções de (3). Os resultados nesse capı́tulo

são os desenvolvidos em [4], onde inspirados nas ideias dos dois capı́tulos anteriores a esse,

conseguimos reproduzir uma teoria de regularidade para o problema (3) quando o termo fonte

está no âmbito dos espaços de Orlicz com peso.

No capı́tulo seis, destinamos nossa atenção à aplicações das estimativas obtidas

nos capı́tulos três, quatro e cinco. Em um primeiro momento, sob a ótica do problema de

obstáculo obtemos estimativas de Orlicz-Sobolev com peso e de Lorentz-Sobolev com peso

para o problema de obstáculo com condição de bordo oblı́quo. Em particular, temos estimativas

W 2,p para tal classe de problemas e assim temos um melhoramento com respeito ao trabalho de

Byun et al. em [10]. No contexto dos espaços de Lorentz com peso e Orlicz com peso, obtemos

a densidade de soluções de viscosidade de (5) de caráter local na classe usual de soluções de

viscosidade. Outra aplicação são estimativas BMO para a Hessiana de soluções de viscosidade

para (3), no contexto dos últimos dois espaços funcionais citados acima. Por fim, obtemos

estimativas de Morrey com expoente variável do mesmo problema.

No capı́tulo sete, direcionamos nossa atenção para o problema (5). Estudaremos o

módulo de continuidade universal para soluções de viscosidade desse problema com o termo

fonte f sob diferentes cenários em termos de integrabilidade. Nesse sentido, um destaque dos

resultados apresentados nesse capı́tulo são inovadores devido à grande dificuldade na aborda-

gem do problema com condição de bordo oblı́quo que muda quando fazemos um comparativo

ao problema associado à condição de Dirichlet (Ver [2]).

Finalmente no capı́tulo oito, fazemos um apanhado conclusivo do presente trabalho

e levantando possı́veis questões em aberto sobre o problema com condição de bordo oblı́quo

bem como suas dificuldades.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capı́tulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados de caráter preliminar

de grande importância para os capı́tulos posteriores. Vale ressaltar que, pelos objetivos do

presente trabalho, não apresentaremos todas as provas dos resultados apreciados nessa parte,

porém indicaremos referências para o leitor consultar os mesmos com mais detalhes. Para este

capı́tulo bem como o restante do trabalho, salvo menção contrária, Ω ¢ R
n sempre será um

domı́nio limitado, ou seja, um aberto, conexo e limitado do espaço euclidiano R
n.

2.1 Sobre paraboloides tangentes, diferenciabilidade de segunda ordem e alguns resulta-

dos sobre o espaço da funções p-integráveis

Nesta seção vamos explorar propriedades geométricas a respeito de uma função

contı́nua, a saber, a propriedade da função poder ser tangenciada por paraboloides de segunda

ordem. Mais especificamente, tal propriedade, como veremos a seguir, garante informações

importantes sobre questões de regularidade da função. Após isso, veremos alguns fatos sobre

as funções p-integráveis no sentido de Lebesgue bem como sobre o operador maximal de Hardy-

Littlewood. Para isso, começaremos com a seguinte

Definição 2.1.1 Dizemos que:

• Uma função L : Rn −→ R é dita afim se

L(x) = l0 + l(x),

onde l0 ∈ R é uma constante e l é uma função linear.

• Um paraboloide é um polinômio de grau 2 nas variáveis x1, . . . , xn. Qualquer parabo-

loide P pode ser escrito como

P (x) = L(x) +
1

2
xtAx,

onde L é uma função afim e A = D2P é a matriz Hessiana de P .

Observação 2.1.2 Observemos que toda função afim é convexa e côncava. De fato, para todos

x, y ∈ R
n

L((1− t)x+ ty) = (1− t)l(x) + tl(y) + l0 = (1− t)(l(x) + l0) + t(l(y) + l0)

= (1− t)L(x) + tL(y), ∀t ∈ [0, 1].

Definição 2.1.3 Dizemos que P é um paraboloide com abertura M > 0 quando

P (x) = l0 + l(x)± M

2
|x|2,

onde l0 é uma constante e l é uma função linear. P é convexo (resp. côncavo) se o sinal da
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última parcela é + (resp. −).

Definição 2.1.4 Dadas duas funções u e v definidas em um conjunto aberto A e um ponto

x0 ∈ A, dizemos que v toca u por cima (respectivamente por baixo) em x0 no conjunto A, se

u(x) f v(x), ∀x ∈ A (respectivamente u(x) g v(x), ∀x ∈ A) e u(x0) = v(x0).

Veremos a seguir que podemos, a partir da propriedade de uma função meramente contı́nua

poder ser tangenciada por paraboloides côncavos e convexos por cima e por baixo do gráfico

dessa função, podermos extrair informações de regularidade dessa função.

Dados Ω ¢ R
n, H ¢ Ω aberto, M > 0 e u ∈ C0(Ω), definimos,

GM(H) = GM(u,H) = {x0 ∈ H| existe um paraboloide convexo P de abertura

M tal que P (x0) = u(x0) e u(x) f P (x), ∀x ∈ H}.

e

AM(H) = AM(u,H) = H \GM(u,H).

Por outro lado, usando paraboloides côncavos, podemos definir de maneira similar anterior os

conjuntos GM(H) = GM(u,H) e AM(H) = AM(u,H) modificando o fato desses paraboloi-

des tocarem u por baixo ao invés de por cima. Também definimos

GM(H) = GM(u,H) = GM(u,H) ∩GM(u,H)

e

AM(H) = AM(u,H) = AM(u,H) ∩ AM(u,H)

Agora podemos definir

Θ(x) = Θ(u,H)(x) = inf{M > 0; x ∈ GM(H)},
Θ(x) = Θ(u,H)(x) = inf{M > 0; x ∈ GM(H)}

e

Θ(x) = Θ(u,H)(x) = sup{Θ(x),Θ(x)} f +∞,

onde acima omitimos nas definições o conjunto H e a função u quando os mesmos estiverem

explı́citos no contexto. Vale ressaltar que aqui convencionamos inf ∅ = +∞. Ainda nesse con-

texto, é possı́vel verificar que Θ(u,H) definida acima é mensurável em H (ver Capı́tulo 1 de

[15]).
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Definição 2.1.5 Seja x0 ∈ Ω. Dizemos que uma função u ∈ C0(Ω) é C1,1 no ponto x0 por

cima (respectivamente, C1,1 no ponto x0 por baixo) se

Θ(u,H)(x0) < +∞ (respectivamente se Θ(u,H) < +∞)

para alguma vizinhança H de x0. Dizemos que u é C1,1 em x0 se u é C1,1 em x0 por baixo e

por cima.

Observação 2.1.6 É possı́vel checar que se u é C1,1 em x0, então u é diferenciável em x0. Para

mais detalhes ver Capı́tulo 1 de [15].

O quociente diferencial de segunda ordem de u em x0 é definido

∆2
hu(x0) =

u(x0 + h) + u(x0 − h)− 2u(x0)

|h|2 , (6)

para vetores h ∈ R
n tais que x0 + h e x0 − h estão em Ω. A partir desta definição notemos que

∆2
hP ≡ M (respectivamente, ∆2

hP ≡ −M ) quando P é um paraboloide convexo (respectiva-

mente, côncavo) de abertura M . De fato, sendo P como na Definição 2.1.3 e convexo, temos

para cada x ∈ Ω e h ∈ R
n como acima,

∆2
hP (x) =

P (x+ h) + P (x− h)− 2P (x)

|h|2

=
1

|h|2

[
l0 + l(x+ h) +

M

2
|x+ h|2 + l0 + l(x− h) +

+
M

2
|x− h|2 − 2l0 − 2l(x)− 2

M

2
|x|2
]

=
1

|h|2

[

��2l0 +���2l(x) +�
��l(h)−�

��l(h) +
M

2
(|x+ h|2 + |x− h|2 −

− 2|x|2)−��2l0 −���2l(x)

]

=
1

�
��|h|2
M

�2
���2|h|2

= M.

O caso em que P é côncavo é inteiramente análogo.

Feita essa observação, para cada x0 ∈ Ω e h ∈ R
n tais que B|h|(x0) ¢¢ Ω (ou seja, tal que

B|h|(x0) ¢ Ω), temos, para cada M > 0 tal que x0 ∈ GM(u,B|h|(x0)), que existe paraboloide

convexo P de abertura M que toca u por cima em x0. Logo, vale que

∆2
hu(x0) f P (x0 + h) + P (x0 − h)− 2u(x0)

|h|2 =
P (x0 + h) + P (x0 − h)− 2P (x0)

|h|2
= ∆2

hP (x0) =M,
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que pela arbitrariedade de M > 0 tal que x0 ∈ GM(u,B|h|(x0)) concluı́mos que

∆2
hu(x0) f Θ(u,B|h|(x0))(x0). (7)

Similarmente a (7), vemos que

∆2
hu(x0) g −Θ(u,B|h|(x0))(x0). (8)

Por (7), (8) e pela definição de Θ(u,B|h|(x0))(x0), concluı́mos que

|∆2
hu(x0)| f Θ(u,B|h|(x0))(x0). (9)

O lema a seguir, garante uma caracterização da norma Lp (1 < p < +∞) de uma função, como

uma consequência um pouco mais fraca que o clássico Teorema da representação de Riesz.

Lema 2.1.7 Seja f ∈ Lp(Ω), onde 1 < p < +∞. Então, sendo q o conjugado de, p temos

∥f∥Lp(Ω) = sup
φ∈C∞

c (Ω)
∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

fφdx

∣∣∣∣∣.

Prova: Se ∥f∥Lp(Ω) = 0, então f = 0 q.t.p. e assim segue trivialmente a tese do Lema segue

trivialmente. Então, podemos supor que ∥f∥Lp(Ω) > 0. Seja φ ∈ C∞
c (Ω) com ∥φ∥Lq(Ω) f 1.

Temos pela Desigualdade de Hölder que

∣∣∣∣∣

�
Ω

fφdx

∣∣∣∣∣ f
�
Ω

|fφ|dx f ∥f∥Lp(Ω)∥φ∥Lq(Ω) f ∥f∥Lp(Ω)

e assim, pela arbitrariedade de φ, podemos concluir que

sup
φ∈C∞

c (Ω)
∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

fφdx

∣∣∣∣∣ f ∥f∥Lp(Ω). (10)

Por outro lado, como 1 < p < +∞, temos como uma consequência do Teorema da Representação

de Riesz para os espaços Lp’s que

∥f∥Lp(Ω) = sup
φ∈Lq(Ω)

∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

fφdx

∣∣∣∣∣ = sup
φ∈Lq(Ω)

∥φ∥Lq(Ω)f1

�
Ω

fφdx.

Assim, dado ε > 0, existe gε ∈ Lq(Ω) com ∥gε∥Lq(Ω) f 1 tal que

∥f∥Lp(Ω) − ε <

�
Ω

fgεdx.
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Agora, como C∞
c (Ω) é denso em Lq(Ω), dado ¶ > 0, existe uma sequência (φk)k∈N ¢ C∞

c (Ω)

tal que existe k0 ∈ N com a seguinte propriedade

∥φk − gε∥Lq(Ω) <
¶

2k∥f∥Lp(Ω)

,

para todo k g k0. Neste cenário, afirmamos que podemos supor que tal sequência satisfaça,

para k g k0, ∥φk∥Lq(Ω) > 0 e

∥φk − gε∥Lq(Ω) <
¶

k∥f∥Lp(Ω)

, (11)

para todo k g k0. Com efeito, fixemos uma função ¸ ∈ C∞
c (Ω) tal que 0 < ¸ f 1 em supp ¸.

Para cada k ∈ N, se ∥φk∥Lq(Ω) = 0 e pelo fato de φk ser contı́nua, temos que φk ≡ 0. Daı́,

trocando φk por

φ̃k =
¶

2k|Ω| 1q ∥f∥Lp(Ω)

¸,

temos que ∥φ̃k∥Lq(Ω) > 0, φ̃k ∈ C∞
c (Ω) e, se k g k0, temos

∥φ̃k − gε∥Lq(Ω) f ∥φ̃k∥Lq(Ω) + ∥gε∥Lq(Ω) =︸︷︷︸
φk≡0

∥φ̃k∥Lq(Ω) + ∥φk − gε∥Lq(Ω)

< ∥φ̃k∥Lq(Ω) +
¶

2k∥f∥Lp(Ω)

f︸︷︷︸
0<¸f1

∥∥∥∥∥
¶

2k|Ω| 1q ∥f∥Lp(Ω)

∥∥∥∥∥
Lq(Ω)

+

+
¶

2k∥f∥Lp(Ω)

=
¶

2k∥f∥Lp(Ω)

+
¶

2k∥f∥Lp(Ω)

=
¶

k∥f∥Lp(Ω)

.

Isto justifica a afirmação. Desta forma, considerando a sequência (φk) satisfazendo (11) para

k g k0, temos pela Desigualdade de Hölder,

∥f∥Lp(Ω) − ε <

∣∣∣∣∣

�
Ω

fgεdx

∣∣∣∣∣ f
∣∣∣∣∣

�
Ω

f(gε − φk)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

�
Ω

fφkdx

∣∣∣∣∣

f
�
Ω

|f(gε − φk)|dx+ ∥φk∥Lq(Ω)

∣∣∣∣∣

�
Ω

f
φk

∥φk∥Lq(Ω)

dx

∣∣∣∣∣

f ∥f∥Lp(Ω)∥gε − φk∥Lq(Ω) + ∥φk∥Lq(Ω) sup
φ∈C∞

c (Ω)
∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

fφdx

∣∣∣∣∣

f ¶

k
+ ∥φk∥Lq(Ω) sup

φ∈C∞
c (Ω)

∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

fφdx

∣∣∣∣∣

f ¶ + ∥φk∥Lq(Ω) sup
φ∈C∞

c (Ω)
∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

fφdx

∣∣∣∣∣,
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para todo k g k0. Segue de (11) que φk → gε quando k → ∞ e daı́ fazendo k → ∞ na

desigualdade acima, obtemos que

∥f∥Lp(Ω) − ε f ¶ + ∥gε∥Lq(Ω) sup
φ∈C∞

c (Ω)
∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

fφdx

∣∣∣∣∣

f︸︷︷︸
∥gε∥Lq(Ω)f1

¶ + sup
φ∈C∞

c (Ω)
∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

fφdx

∣∣∣∣∣,

donde,

∥f∥Lp(Ω) f ¶ + ε+ sup
φ∈C∞

c (Ω)
∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

fφdx

∣∣∣∣∣.

Pela arbitrariedade de ε > 0 e ¶ > 0, podemos concluir que

∥f∥Lp(Ω) f sup
φ∈C∞

c (Ω)
∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

fφdx

∣∣∣∣∣. (12)

Portanto, a partir de (10) e (12), concluı́mos o desejado.

Feitas essas observações, a proposição a seguir traz um dos principais fatos entre a função

Θ(u,H) e a regularidade da função u que a priori é apenas contı́nua.

Proposição 2.1.8 Sejam 1 < p <∞ e u ∈ C0(Ω). Para cada r > 0 ponhamos

Θ(u, r)(x) := Θ(u,Ω ∩ Br(x))(x), para x ∈ Ω.

Se Θ(u, r) ∈ Lp(Ω), então a HessianaD2u satisfazD2u ∈ Lp(Ω), no sentido das distribuições.

Além disso, vale a seguinte estimativa

∥D2u∥Lp(Ω) f 2∥Θ(u, r)∥Lp(Ω).

Prova: Afirmamos inicialmente que, para quaisquer ı́ndices i, j ∈ {1, · · · , n}, vale a seguinte

estimativa

∣∣∣∣∣

�
Ω

u∂ijφ

∣∣∣∣∣ f 2∥Θ(u, r)∥Lp(Ω)∥φ∥Lq(Ω), ∀φ ∈ C∞
c (Ω), (13)

onde q é o conjugado de Lebesgue de p, ou seja, p e q satisfazendo a seguinte identidade

1

p
+

1

q
= 1.
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Com efeito, observemos que, para toda φ ∈ C∞
c (Ω), vale

∂ijφ =
1

2
(∂ei+ej ,ei+ejφ− ∂iiφ− ∂jjφ)

=
1

2
(2∂vvφ− ∂iiφ− ∂jjφ),

onde v =
1√
2
(ei+ ej) e (ei)

n
i=1 a base canônica de Rn. Portanto, para garantir (13) é suficiente

provar que

∣∣∣∣∣

�
Ω

u∂iiφ

∣∣∣∣∣ f ∥Θ(u, r)∥Lp(Ω)∥φ∥Lq(Ω), ∀φ ∈ C∞
c (Ω), i = 1, · · · , n (14)

e

∣∣∣∣∣

�
Ω

u∂vvφ

∣∣∣∣∣ f ∥Θ(u, r)∥Lp(Ω)∥φ∥Lq(Ω), ∀φ ∈ C∞
c (Ω). (15)

Para tal, seja K = suppφ. Temos, pela Invariância por simetrias da Integral de Lebesgue, que

�
Ω

u∂iiφ =

�
K

u∂iiφ = lim
¶→0

�
K

u∆2
¶ei
φ = lim

¶→0

�
K

(∆2
¶ei
u)φ. (16)

Mas, recordando a definição do quociente diferencial de segunda ordem (vide (6)) e (9), temos

para 0 < ¶ < min{r, dist(K,Rn \ Ω)}, que

|∆2
¶ei
u(x)| f Θ(u, r)(x), ∀x ∈ K.

Juntando esse fato com (16), temos a estimativa (14). A prova da estimativa (15) é análoga a

feita acima para (14). Com isto temos (13).

Com essa estimativa, para 1 < p < +∞, temos que a derivada DijTu, associada a distribuição

Tu, é um funcional contı́nuo em C∞
c (Ω) como subespaço de Lq(Ω). Daı́, por C∞

c (Ω) ser denso

em Lq(Ω), segue que podemos estendê-lo para todo Lq(Ω) e ainda denotaremos tal extensão

por DijTu, ou seja, DijTu ∈ (Lq(Ω)). Daı́, pelo Teorema da Representação de Riesz para os

espaços Lp’s, segue que existe Diju ∈ Lp(Ω) tal que

DijTug =

�
Ω

Dijugdx, ∀g ∈ Lq(Ω).

Em particular, como essa identidade vale para toda φ ∈ C∞
c (Ω), segue que DijTu = TDiju, no

sentido das distribuições, ou seja, existe Diju ∈ Lp(Ω). Assim, pelo Lema 2.1.7

∥∂iju∥Lp(Ω) f 2∥Θ(u, r)∥Lp(Ω), ∀i, j ∈ {1, · · · , n}.
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Consequentemente, usando a norma do máximo em R
n2

, obtemos

∥D2u∥Lp(Ω) = sup
φ∈C∞

c (Ω)
∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

|D2u|φdx
∣∣∣∣∣ = max

1fi,jfn


 sup

φ∈C∞
c (Ω)

∥φ∥Lq(Ω)f1

∣∣∣∣∣

�
Ω

Dijuφdx

∣∣∣∣∣




f 2∥Θ(u, r)∥Lp(Ω),

o que encerra a demonstração.

Observação 2.1.9 Ainda sobre a Proposição 2.1.8, recomendamos ao leitor com menos fami-

liaridade com a teoria das distribuições consultar o livro [18], de Marcelo Moreira Cavalcanti

juntamente com a Valéria Neves Moreira Cavalcanti, para uma ajuda nos conceitos usados

acima.

Para o próximo resultado, precisaremos do seguinte lema clássico.

Lema 2.1.10 (Layer-Cake Representation) Sejam p ∈ (0,∞) e f uma função mensurável em

Ω ¢ R
n. Então,

�
Ω

|f(x)|pdx = p

� ∞

0

tp−1¼f (t)dt,

onde ¼f é a função distribuição de f definida por

¼f (³) = |{x ∈ Ω : |f(x)| > ³}|, ³ > 0.

Prova: Inicialmente, temos que se |f | for infinita em um conjunto A ¢ Ω de medida positiva

então,

�
Ω

|f(x)|pdx g
�
A

|f(x)|pdx = ∞.

Por outro lado,

p

� ∞

0

tp−1¼f (t)dt g p

� ∞

0

tp−1|A|dt = |A|p
� ∞

0

tp−1dt = ∞

e assim temos a identidade desejada. Portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que

f é finita q.t.p. em Ω. Neste caso, para cada x ∈ Ω tal que |f(x)| <∞, temos

|f(x)|p = p

� |f(x)|

0

tp−1dt =

� ∞

0

ptp−1Ç(t,∞)(|f(x)|)dt.

Assim, como a função Ω × (0,∞) ∋ (x, t) 7−→ ptp−1Ç(t,∞)(|f(x)|) é mensurável e não-
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negativa, podemos usar o Teorema de Tonelli (Ver [56, Teorema 6.10]) e garantir que

�
Ω

|f(x)|pdx = p

� ∞

0

(�
Ω

tp−1Ç(t,∞)(|f(x)|)dt
)
dx

= p

� ∞

0

tp−1

(�
Ω

Ç(t,∞)(|f(x)|)dx
)
dt

= p

� ∞

0

tp−1¼f (t)dt,

em que, nesta última igualdade, usamos que Ç(t,∞)(|f(x)|) = Ç{|f |>t}(x), sendo

{|f | > t} =: {x ∈ Ω; |f(x)| > t}.

O que encerra a prova.

Agora, com o Layer-Cake Representation 2.1.10, apresentaremos uma caracterização dos espaços

de funções p-integráveis a Lebesgue Lp(Ω).

Lema 2.1.11 Seja g uma função mensurável em Ω ¢ R
n. Sejam ¸ > 0 e M > 1 constantes.

Então, para 0 < p <∞,

g ∈ Lp(Ω) ô S :=
∑

kg1

Mpk¼g(¸M
k) < +∞.

Ademais, existe uma constante C > 0 que depende apenas de ¸, M e p tal que

C−1S f ∥g∥pLp(Ω) f C(|Ω|+ S).

Prova: Suponhamos que S <∞. Pelo Layer-Cake Representation 2.1.10, obtemos

�
Ω

|g(x)|pdx = p

� ∞

0

³p−1¼g(³)d³

= p

� ¸M

0

³p−1¼g(³)d³ + p

�
⋃̇

kg1

(¸Mk,¸Mk+1]

³p−1¼g(³)d³

f p

� ¸M

0

³p−1|Ω|d³ +
∑

kg1

p

� ¸Mk+1

¸Mk

³p−1¼g(³)d³.

Usando o pelo fato de que a função ¼g ser não-crescente, temos que

�
Ω

|g(x)|pdx f |Ω|
(
p

� ¸M

0

³p−1d³

)
+
∑

kg1

p

� ¸Mk+1

¸Mk

³p−1¼g(¸M
k)d³

= (¸M)p|Ω|+
∑

kg1

¼g(¸M
k)p

� ¸Mk+1

¸Mk

³p−1d³
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que podemos simplificar com o cálculo da integral que compõe o termo geral da série na última

parcela do lado direito e obter que

�
Ω

|g(x)|pdx f (¸M)p|Ω|+ p
∑

kg1

¼g(¸M
k)[(¸Mk+1)p − (¸Mk)p]

= (¸M)p

[
|Ω|+

∑

kg1

Mpk¼g(¸M
k)[1−M−p]

]

= (¸M)p[|Ω|+ [1−M−p]S] f C1[|Ω|+ S] <∞,

em que C1 = (¸M)p, visto que, pelo fato de M > 1 e 0 < p < ∞ tem-se M−p < 1. Assim,

g ∈ Lp(Ω) e vale a estimativa

∥g∥pLp(Ω) f C1(|Ω|+ S). (17)

Reciprocamente, suponhamos que g ∈ Lp(Ω). Temos novamente pelo Layer-Cake Representa-

tion 2.1.10 que

∥g∥pLp(Ω) = p

� ∞

0

³p−1¼g(³)d³

=︸︷︷︸
M>1

p

� ¸

0

³p−1¼g(³)d³ + p

�
⋃̇

kg0

(¸Mk,¸Mk+1]

³p−1¼g(³)d³

g p

�
⋃̇

kg0

(¸Mk,¸Mk+1]

³p−1¼g(³)d³ =
∑

kg0

p

� ¸Mk+1

¸Mk

³p−1¼g(³)d³

em que usamos na penúltima desigualdade o fato de ¼g ser uma função não-crescente. Portanto,

concluı́mos que

∥g∥pLp(Ω) g
∑

kg0

p

� ¸Mk+1

¸Mk

³p−1¼g(¸M
k+1)d³ =

∑

kg0

¼g(¸M
k+1)p

� ¸Mk+1

¸Mk

³p−1d³

g
∑

kg0

¼g(¸M
k+1)[(¸Mk+1)p − (¸Mk)p]

= ¸p
∑

kg0

µg(¸M
k+1)[M (k+1)p −Mkp]

= ¸p
(
1− 1

Mp

)
S

= C−1
2 S,

em que C2 =
Mp

¸p(Mp − 1)
> 0. (na penúltima igualdade usamos a mudança de ı́ndice na série
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a saber j = k + 1.) Portanto, S < +∞ e, além disso, vale a estimativa

C−1
2 S f ∥g∥pLp(Ω). (18)

Agora, tomando C = max{C1, C2} > 0 (vemos que a constante C depende apenas de ¸, M e

p), segue das estimativas (17) e (18) que

C−1S f C−1
2 S f ∥g∥pLp(Ω) f C1(|Ω|+ S) f C(|Ω|+ S),

o que encerra a prova da proposição.

Agora voltaremos nossa atenção aos operadores maximais de Hardy-Littlewood

centrado e não centrado.

Definição 2.1.12 Dada uma função g ∈ L1
loc(R

n), a função maximal de g é definida por

m(g)(x) = sup
r>0

1

|Qr(x)|

�
Qr(x)

|g(y)|dy = sup
r>0

�
Qr(x)

|g(y)|dy, x ∈ R
n.

Observação 2.1.13 A função maximal de g, m(g), também é conhecido por operador maximal

de Hardy-Littlewood centrado da função g. Também define-se m(g) onde o supremo é tomado

em vez da média em cubos abertos, por bolas abertas. Tais operadores são equivalentes no sen-

tido que os valores deles podem ser comparados entre si. Devido a esse fato, quando usarmos

tal operador especifiquemos o supremo, porém usaremos a mesma notação m(g) para ambos.

Sobre tal operador temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.14 (Hardy-Littlewood-Wiener) Seja 1 < p f ∞. Se g ∈ Lp(Rn), então

m(g) ∈ Lp(Rn) com estimativa

∥m(g)∥Lp(Rn) f C∥g∥Lp(Rn), (19)

onde C é uma constante positiva que só depende de n e p.

Demonstração: Ver [56], Teorema 9.16, p.227.

Como mencionado anteriormente, podemos também definir o operador maximal de Hardy-

Littlewood não centrado.

Definição 2.1.15 Dada f ∈ L1
loc(R

n) também definimos o operador maximal de Hardy-Littlewood

não centrado de g pondo

m∗(g)(x) = sup
B

�
B

|g(y)|dy, x ∈ R
n,

onde o supremo acima é tomado sobre todas as bolas que contém o ponto x.

No caso g ∈ L1(Rn) temos algumas propriedades interessantes sobre m∗(g), porém fazendo

paralelo ao Teorema 2.1.14 não temos que m∗(g) ∈ L1(Rn)(Ver [53, Capı́tulo 3]). Mesmo

assim temos uma condição mais fraca de integrabilidade sobre o operador maximal. Esse é o
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conteúdo do seguinte teorema.

Teorema 2.1.16 (Hardy-Littlewood) Se g ∈ L1(Rn), então:

(i) m∗(g) é uma função mensurável.

(ii) m∗(g)(x) <∞, q.t.p. x ∈ R
n.

(iii) Vale a seguinte estimativa

¼m∗(g)(t) f
C

t
∥g∥L1(Rn), ∀t > 0

onde C = 3n.

Demonstração: Ver [53], Teorema 1.1, p. 101.

Ainda sobre o operador maximal de Hardy-Littlewood não centrado m∗, como comentado

acima é conhecido que se g ∈ L1(Rn) então, não necessariamente o mesmo ocorre com m∗(f).

Vimos no Teorema 2.1.16 que se g é integrável a Lebesgue em R
n então temos uma estima-

tiva para a função t 7−→ t¼m∗(g)(t) (mais adiante tal limitação descreverá que m∗(g) está num

espaço de funções importante na Análise Matemática). Contudo, em conjuntos de medida finita

podemos garantir que m∗(f) está incluso em qualquer espaço Lp para 0 < p < 1. Tal resultado

é o conteúdo do próximo teorema que será útil mais adiante no presente manuscrito.

Teorema 2.1.17 (Desigualdade de Kolmogorov) Sejam g ∈ L1(Rn) e ¹ ∈ (0, 1). Então, para

todo subconjunto mensurável E ¢ R
n com medida finita vale que

�
E

(m∗(g)(x))¹dx f C

1− ¹
|E|1−¹∥g∥¹L1(Rn),

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n e ¹. Em particular, se g ∈ L1(Rn),

então para qualquer mensurável E de medida finita e ¹ ∈ (0, 1) temos que m∗(g) ∈ L¹(E) com

estimativa,

∥m∗(g)∥L¹(E) f C′|E| 1¹−1∥g∥L1(Rn),

para C′ = C′(n, ¹) constante positiva.

Demonstração: Realmente, é suficiente provarmos o caso em que 0 < |E| < ∞, sendo que, o

caso |E| = 0 segue imediatamente devido a ambos os membros da estimativa a ser verificada

serem iguais a zero. Para tal fim, pelo Layer-Cake Representation 2.1.10,

�
E

(m∗(g)(x))¹dx = ¹

� ∞

0

t¹−1¼m∗(g)(t)dt

= ¹

� |E|−1∥g∥L1(Rn)

0

t¹−1¼m∗(g)(t)dt+ ¹

� ∞

|E|−1∥g∥L1(Rn)

t¹−1¼m∗(g)(t)dt.

Majorando ¼m∗(g)(t) por |E| na primeira integral do lado direito da desigualdade acima, obte-
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mos que

�
E

(m∗(g)(x))¹dx f ¹

� |E|−1∥g∥L1(Rn)

0

t¹−1|E|dt+ ¹

� ∞

|E|−1∥g∥L1(Rn)

t¹−1¼m∗(g)(t)dt.

Aplicando o item (iii) do Teorema de Hardy-Littlewood 2.1.16 temos que

�
E

(m∗(g)(x))¹dx f |E|¹
� |E|−1∥g∥L1(Rn)

0

t¹−1dt+ ¹

� ∞

|E|−1∥g∥L1(Rn)

t¹−13
n

t
∥g∥L1(Rn)dt

= |E|1−¹∥g∥¹L1(Rn) + 3n¹∥g∥L1(Rn)

� ∞

|E|−1∥g∥L1(Rn)

t¹−2dt.

Agora, calculando a segunda integral imprópria acima, concluı́mos que

�
E

(m∗(g)(x))¹dx f |E|1−¹∥g∥¹L1(Rn) +

+ 3n¹∥g∥L1(R)n lim
ε→∞

(
1

1− ¹

(
|E|1−¹∥g∥¹−1

L1(Rn) −
1

ε1−¹

))

= |E|1−¹∥g∥¹L1(Rn) +
3n¹

1− ¹
|E|1−¹∥g∥¹L1(Rn)

=
C

1− ¹
|E|1−¹∥g∥¹L1(Rn),

onde, usando o fato que ¹ ∈ (0, 1), a segunda parcela no limite acima tende a zero quando

ε → ∞ e a constante C é dada por C = 1 − ¹ + 3n¹. Por fim, para a última parte, temos pela

estimativa acima que m∗(g) ∈ L¹(E) e a estimativa desejada segue elevando os dois membros

da desigualdade à ¹−1.

Para finalizar essa seção, vamos apresentar o clássico Teorema da Decomposição de Calderón-

Zygmund para cubos que garante uma precisão maior na estimativa entre a medida de dois

conjuntos via uma técnica de decomposição de cubos que deixaremos de forma clara a seguir.

Definição 2.1.18 Denotaremos por

Qn
r (x0) :=

n∏

i=1

(
xi0 −

r

2
, xi0 +

r

2

)

o cubo n-dimensional aberto centrado no ponto x0 = (x10, · · · , xn0 ) ∈ R
n e de arestas com

comprimento r > 0. Quando x0 = 0 usaremos a notação simplificada Qn
r .

Visando o próximo Teorema, considere Qn−1
1 × (0, 1) cubo unitário. Divida Qn−1

1 × (0, 1) em

2n cubos de arestas de comprimento 1
2
. Fazemos o mesmo procedimento de divisão com cada

um desses 2n-cubos obteremos 22n cubos de aresta 1
4
. Repetimos essa divisão sucessivamente.

Cada cubo em tal procedimento é chamado de cubo diádico. Dados dois cubos diádicos tais que

Q, Q̃ ≠ Qn−1
1 × (0, 1), dizemos que Q é um cubo predecessor de Q̃ se Q é um dos 2n cubos

obtidos na partição de Q̃. Feitas essas observações podemos enunciar o seguinte Teorema.
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Figura 1 – Esboço geométrico da ideia da decomposição por cubos

diádicos do cubo Qn−1 × (0, 1)

R
n−1

R

1
4

1
2

Qn−1
1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 2.1.19 (Teorema da decomposição de Calderón-Zygmund por cubos) Dados dois

conjuntos mensuráveis A ¢ B ¢ Qn−1
1 × (0, 1) e um número ¶ ∈ (0, 1) tais que

(a) |A| f ¶;

(b) Se Q é um cubo diádico tal que |A ∩ Q| > ¶|Q|, então Q̃ ¢ B.

Então, |A| f ¶|B|.
Demonstração: Ver, [15, Lema 4.2], p.30.

2.2 Um repasso sobre alguns espaços funcionais

Nesse segundo momento abordaremos alguns espaços funcionais além dos espaços

Lp’s que aparecerão nos capı́tulos subsequentes. Inicialmente, necessitaremos falar sobre o

conceito de peso e as classes de pesos de Muckenhoupt que serão de grande importância para

definirmos alguns desses espaços funcionais.

Definição 2.2.1 Dizemos que uma função É é um peso se É ∈ L1
loc(R

n), é não-negativa e

assume valores em (0,∞) em quase todo ponto. Nesse caso, identificamos É com a medida

É(E) =

�
E

É(x)dx,

para todo conjunto E ¢ R
n Lebesgue mensurável.

Relacionados ao conceito de peso temos as classes de Muckenhoupt que é descrita

pela seguinte definição:
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Definição 2.2.2 Seja q ∈ [1,∞). Dizemos que um peso É pertence a classe Aq de Muckenhoupt

e denotamos É ∈ Aq se:

(i) Para q = 1, existe constante positiva C tal que

�
B

Édx f C infess
B

É (20)

para toda bola B ¢ R
n. Denotaremos por [É]1 o ı́nfimo do conjunto de todas constantes

positivas C tais que ocorre (20).

(ii) Para q ∈ (1,∞) quando

[É]q := sup
B¢Rn

(�
B

É(x)dx

)(�
B

É(x)
−1
q−1dx

)q−1

<∞,

onde o supremo acima é tomado sobre todas as bolas B ¢ R
n.

Observação 2.2.3 O conceito das classes de pesos Aq foi introduzido por Muckenhoupt em

meados da década de 1970 em [44] e aparece em várias partes na análise harmônica e suas

aplicações.

O primeiro desses espaços usando o conceito de pesos que explanaremos nessa

seção é o espaço de Lorentz com peso cuja vem a seguir acompanhada após dela de alguns

fatos relevantes sobre tais espaços.

Definição 2.2.4 O espaço de Lorentz com peso Lp,qÉ (E) para (p, q) ∈ (0,∞)×(0,∞],E ¢ R
n

Lebesgue mensurável e peso É é o conjunto de todas as funções h mensuráveis em E tais que

∥h∥Lp,qÉ (E) =:

(
q

� ∞

0

tq−1É({x ∈ E : |h(x)| > t})
q
pdt

) 1
q

<∞,

quando q ∈ (0,∞) e

∥h∥Lp,∞É (E) =: sup
t>0

tÉ({x ∈ E; |h(x)| > t}) 1
p <∞.

Observação 2.2.5 Vale salientar que, no caso particular, p = q ∈ (0,∞) e É ≡ 1, recupera-

mos a definição do espaço Lp(Ω), uma vez que,

∥h∥p
Lp,pÉ (E)

= p

� ∞

0

tp−1É({x ∈ E : |h(x)| > t})
p
pdt

= p

� ∞

0

tp−1

(�
{x∈E:|h(x)|>t}

É(x)dx

)
dt

e como É(x) = 1 a integral acima dentro dos parênteses se torna exatamente a medida do
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conjunto {x ∈ E|h(x)| > t} e assim

∥h∥p
Lp,pÉ (E)

= p

� ∞

0

tp−1|{x ∈ E : |h(x)| > t}|dt = p

� ∞

0

tp−1¼h(t)dt

=

�
E

|h(x)|pdx,

onde usamos o Layer-Cake Representation 2.1.10 na última identidade.

Observação 2.2.6 Ainda com respeito a definição dos espaços de Lorentz com peso, perce-

bamos que se É ≡ 1 e q = ∞, o espaço Lp,∞É (E) é o espaço Lp fraco Lpw(E). De fato, tal

afirmação segue da seguinte observação: para toda h mensurável em E,

∥h∥Lp,∞É (E) = sup
t>0

tÉ({x ∈ E; |h(x)| > t}) 1
p = sup

t>0
t

(�
{x∈E;|h(x)|>t}

É(x)dx

) 1
p

= sup
t>0

t¼h(t)
1
p = ∥h∥Lpw(E).

Pela identidade acima segue que h ∈ Lp,∞(E) ô h ∈ Lpw(E) e que a norma coincide.

Doravante, no item (iii) do Teorema 2.1.16 pela notação acima estamos concluindo que se

g ∈ L1(Rn) então m∗(g) ∈ L1
w(R

n) com estimativa

∥m∗(g)∥L1
w(R

n) f 3n∥g∥L1(Rn).

Analogamente como define-se os espaços de Sobolev a partir dos espaços Lp’s temos a seguinte

definição.

Definição 2.2.7 O espaço de Lorentz-Sobolev com peso W kLp,qÉ (E) para k ∈ N e E ¢ R
n

domı́nio é o o conjunto das funções h mensuráveis em E tais que todas as derivadas no sentido

das distribuições D³h pertencem ao espaço de Lorentz com peso Lp,qÉ (E) para qualquer ³

multi-ı́ndice de comprimento |³| = 0, 1, · · · , k. Em W kLp,qÉ (E) temos a norma ∥ · ∥WkLp,qÉ (E)

dada por

∥h∥WkLp,qÉ (E) =:
∑

|³|fk
∥D³h∥Lp,qÉ (E).

Observação 2.2.8 Pela definição acima juntamente com a Observação 2.2.5 segue que o espaço

W kLp,qÉ (E) é o espaço de Sobolev W k,p(E) quando p = q ∈ (1,∞) e É ≡ 1.

Agora listaremos algumas propriedades conhecidas sobre pesos que são indispensáveis

para o transcorrer do restante deste trabalho. Para mais detalhes recomendamos [55, Capı́tulo

1].

Lema 2.2.9 Seja É um peso na classe As para algum s ∈ (1,∞). Então,

(a) (crescimento) Se r g s, então É pertence a classe Ar e [É]r f [É]s.

(b) (extremidade aberta) Existe uma constante(suficientemente pequena) ε0 > 0 dependendo

apenas de n, s e [É]s tal que É ∈ As−ε0 com s− ε0 > 1.
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(c) (dobramento forte) Existe duas constantes positivas c1 e ¹ ∈ (0, 1) dependendo apenas

de n, s e [É]s tais que

1

[É]s

( |E|
|Ω|

)s
f É(E)

É(Ω)
f c1

( |E|
|Ω|

)¹
.

para todo conjunto E ¢ Ω Lebesgue mensurável.

O próximo resultado garante, sob certas condições, um mergulho dos espaços de Lorentz com

peso sobre os espaços de Lebesgue.

Lema 2.2.10 Sejam (p, q) ∈ (n,∞) × (0,∞], É um peso em A p
n

e um conjunto mensurável

limitado E ¢ R
n. Se f ∈ Lp,qÉ (E), então para qualquer r ∈ [n, p), temos que f ∈ Lr(E) com

a seguinte estimativa

∥f∥Lr(E) f C∥f∥Lp,qÉ (E),

onde C > 0 é uma constante que depende apenas de n, p, r, [É] p
n

e |E|. Ademais, C independe

de f .

Prova: Ver [61, Lema 2.10].

Aqui temos uma versão da Proposição 2.1.8 para os espaços de Lorentz com peso provado por

Zhang e Zheng em [60, Lema 2.2].

Lema 2.2.11 Seja (p, q) ∈ (1,∞) × (0,∞] e É ∈ As peso para algum s ∈ (1,∞). Assuma

que u ∈ C0(Ω) onde Ω ¢ R
n e defina para cada r > 0

Θ(u, r)(x) =: Θ(u,Br(x) ∩ E)(x), x ∈ E.

Se Θ(u, r) ∈ Lp,qÉ (E), então a Hessiana no sentido das distribuições D2u ∈ Lp,qÉ (E) com

estimativa

∥D2u∥Lp,qÉ (E) f C(n, p, q)∥Θ(u, r)∥Lp,qÉ (E).

Necessitaremos da seguinte caracterização das funções nos espaços de Lorentz com peso análoga

ao Lema 2.1.11 que está em [42, Lema 3.12]). Daremos uma prova desse resultado por questões

didáticas com respeito aos leitores.

Lema 2.2.12 Seja É um peso As para algum s ∈ (1,∞), h : E −→ R seja uma função

mensurável em um domı́nio limitado E ¢ R
n. Seja ¸ > 0 e M > 1 constantes. Então,

h ∈ Lp,qÉ (E) ⇐⇒
∞∑

j=1

MqjÉ({x ∈ E; |h(x)| > ¸Mj})
q
p =: S <∞

para cada p, q ∈ (0,∞) e

C−1S f ∥h∥q
Lp,qÉ (E)

f C(É(E)
q
p + S), (21)
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com C = C(q, ¸,M) é uma constante positiva. Além disso, para p ∈ (0,∞) e q = ∞ temos

C
−1
T f ∥h∥Lp,∞É (E) f C(É(E)

1
p + T),

onde C = C(¸,M) é a constante positiva e

T = sup
j∈N

MjÉ({x ∈ E; |h(x)| > ¸Mj}) 1
p . (22)

Prova: Por simplicidade, usaremos a notação Éh(t) = É({x ∈ E; |h(x)| > t}) para cada t > 0.

Para a primeira parte, suponha que h ∈ Lp,qÉ (E). Observamos que, como a função t 7−→ Éh(t)
q
p

é não-crescente e M > 1,

∥h∥q
Lp,qÉ (E)

= q

� ¸

0

tq−1Éh(t)
q
pdt+ q

�
⋃̇∞
k=0(¸M

k,¸Mk+1]

tq−1Éh(t)
q
pdt

g
∞∑

k=0

q

� ¸Mk+1

¸Mk

tq−1Éh(t)
q
pdt g

∞∑

k=0

q

� ¸Mk+1

¸Mk

tq−1Éh(¸M
k+1)

q
pdt

=
∞∑

k=0

¸qMq(k+1)(1−M−q)Éh(¸M
k+1)

q
p = C−1

1 S,

onde C1 = (¸q(1−M−q))−1 > 0. Com essa estimativa podemos concluir que S <∞.

Reciprocamente, assumindo que S <∞, então analogamente acima, segue que

∥h∥q
Lp,qÉ (E)

f C2(É(E)
q
p + S) <∞,

para C2 = (¸M)q > 0. Assim, h ∈ Lp,qÉ (E). A estimativa em (21) segue das estimativas acima

onde C = max{C1,C2}.

Agora, no caso p ∈ (0,∞) e q = ∞, temos para todo j ∈ N que,

MjÉh(¸M
j)

1
p f 1

¸
∥h∥Lp,∞É (E)

consequentemente ∥h∥Lp,∞É (E) g (C′
1)

−1T , por C′
1 = ¸−1. Por outro lado, assumindo que

M > 1, podemos escrever

(0,∞) = (0, ¸M]∪̇
(⋃̇∞

k=1
(¸Mk, ¸Mk+1]

)
.

Portanto, dado t > 0, temos que t ∈ (0, ¸M] ou t ∈ (¸Mk, ¸M+1) para algum k ∈ N. No

primeiro caso,

tÉh(t)
1
p f (¸M)É(E)

1
p
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e em outro caso,

tÉh(t)
1
p f (¸Mk+1)Éh(¸M

k)
1
p .

Assim, tÉh(t)
1
p f C′

2(É(E)
1
p + T), para C′

2 = max{M, ¸M} > 0, o que implica na estimativa

∥h∥Lp,∞É (E) f C′
2(É(E)

1
p + T).

Finalmente, tomando C = max{C′
1,C

′
2} temos (22).

Por fim, no contexto do espaços de Lorentz com peso temos ainda uma versão do

Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener sob a atenção na classe dos pesos. Tal resultado é devido

a Mengesha e Phuc em [42, Lema 3.11].

Lema 2.2.13 Seja É um peso na classe As para s ∈ (1,∞). Então, para qualquer q ∈ (0,∞]

existe uma constante positiva C dependendo apenas de n, s, q, [É]s tal que

∥Mf∥Ls,qÉ (Rn) f C∥f∥Ls,qÉ (Rn) (23)

para todas f ∈ Ls,qÉ (Rn). Reciprocamente, se a desigualdade (23) ocorre para toda função

f ∈ Ls,qÉ (Rn), então É necessariamente é um peso.

Agora falaremos de outra classe de espaço de funções, a saber, os espaço de Morrey com ex-

poente variável. Para o que segue, consideremos duas funções ς, ϱ ∈ C0(Ω) tais que existem

constantes ς1, ς2 ∈ (n,∞) e ϱ0 ∈ [0, n) satisfazendo

ς1 f ς(x) f ς2 e 0 f ϱ(x) f ϱ0 (24)

para todo x ∈ Ω.

Definição 2.2.14 O espaço de Morrey com expoente variável ς e potência ϱ é o conjunto

Lς(·),ϱ(·)(Ω) de todas as funções h mensuráveis em Ω tais que

Äς(·),ϱ(·)(h) := sup
x∈Ω,r>0

(
1

rϱ(x)

�
Ω(x,r)

|h(y)|ς(y)dy
)
<∞,

onde Ω(x, r) = Br(x) ∩ Ω. Podemos munir Lς(·),ϱ(·)(Ω) com a norma de Luxemburg

∥h∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) = inf

{
t > 0; Äς(·),ϱ(·)

(
h

t

)
f 1

}
.

Observação 2.2.15 Salvo menção contrária, sempre quando referirmos ao espaço Lς(·),ϱ(·)(Ω)

estaremos assumindo que ς e ϱ cumprem a condição (24).

Observação 2.2.16 É possı́vel verificar que a função h 7−→→ Äς(·),ϱ(·)(h) é uma função mo-

dular em Lς(·),ϱ(·)(Ω), isto é, Äς(·),ϱ(·) é uma função desse espaço assumindo valores em [0,∞]
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que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Äς(·),ϱ(·)(h) = 0 ô h = 0.

(b) Äς(·),ϱ(·)(¼h) = Äς(·),ϱ(·)(h) se |¼| = 1.

(c) Äς(·),ϱ(·) é uma função convexa.

(d) Äς(·),ϱ(·) é contı́nua à esquerda, ou seja, para toda h ∈ Lς(·),ϱ(·)(Ω) a função que associa

cada ¼ ∈ [0,∞) ao valor Äς(·),ϱ(·)(¼h) é contı́nua à esquerda em [0,∞).

(e) Se Äς(·),ϱ(·)(¼h) = 0 para todo ¼ > 0, então Äς(·),ϱ(·)(h) = 0.

Nessas condições, é possı́vel verificar que ∥ · ∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) é uma norma no espaço de Mor-

rey com expoente variável(Ver [20, Teorema 2.17]). Vale ainda observar que as proprieda-

des acima implicam que ¼ → Äς(·),ϱ(·)(¼h) é não-decrescente no intervalo [0,∞) para cada

h ∈ Lς(·),ϱ(·)(Ω)(Ver [20, Página 23]). Além disso, ainda em [20, Página 23] vê-se que

Äς(·),ϱ(·)(¼f) = Äς(·),ϱ(·)(|¼|f) f |¼|Äς(·),ϱ(·)(f), se |¼| f 1

Äς(·),ϱ(·)(¼f) = Äς(·),ϱ(·)(|¼|f) g |¼|Äς(·),ϱ(·)(f), se |¼| g 1.

Para mais detalhes sob o conceito de modular e suas propriedades recomendamos o livro de

Diening et al. [20] para um aprofundamento mais claro sobre tais conceitos.

Definição 2.2.17 O espaço de Morrey-Sobolev com expoente variável ς e potência ϱ, denotado

por W kLς(·),ϱ(·)(Ω) onde k ∈ N é o conjunto das funções h mensuráveis em Ω tais que suas

derivadas no sentido das distribuições D³h pertencem a Lς(·),ϱ(·)(Ω) para todo multi-ı́ndice ³

de comprimento |³| = 0, 1, · · · , k. Munimos W kLς(·),ϱ(·)(Ω) de forma natural com a seguinte

norma

∥h∥WkLς(·),ϱ(·)(Ω) =
∑

|³|fk
∥D³h∥Lς(·),ϱ(·)(Ω).

A respeito dos espaços de Morrey com expoente variável temos uma propriedade útil sobre a

sua norma.

Proposição 2.2.18 (Propriedade da bola unitária norma-modular) Em Lς(·),ϱ(·)(Ω) temos a

seguinte equivalência:

Äς(·),ϱ(·)(f) f 1 ô ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) f 1.

Prova: Suponhamos que 1 g Äς(·),ϱ(·)(f). Então, pela definição de ı́nfimo segue que

∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

t=1

f Äς(·),ϱ(·)(f) f 1.

Reciprocamente, suponhamos que ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) f 1. Assim, para cada t > 1 g ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)
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temos pela definição de ı́nfimo que existe s = s(t) > 0 tal que

Äς(·),ϱ(·)

(
f

s(t)

)
f 1. (25)

e ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) f s(t) < t. Mas como 0 < s(t) < t segue que 1
t
< 1

s(t)
, daı́ pela não-

decrescência da função ¼→ Äς(·),ϱ(·)(¼f)(Ver Observação 2.2.16) e por (25),

Äς(·),ϱ(·)

(
f

t

)
f Äς(·),ϱ(·)

(
f

s(t)

)
f 1.

Como para todo t > 1, tem-se

Äς(·),ϱ(·)

(
h

t

)
f 1 (26)

pela continuidade à esquerda da função ¼ → Äς(·),ϱ(·)(¼f), podemos fazer t → 1+(e assim
1
t
→ 1−) em ambos os membros de (26) e obtermos que

Äς(·),ϱ(·)(f) f 1.

O que encerra a prova da Proposição.

Observação 2.2.19 Ainda nessa linha de raciocı́nio, observemos que se ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) f 1,

então Äς(·),ϱ(·)(f) f ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω). De fato, tal desigualdade é clara quando f = 0. Caso

contrário, temos que 0 < ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) f 1. Daı́, w = f
∥f∥

Lς(·),ϱ(·)(Ω)

satisfaz ∥w∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) = 1,

donde pela Propriedade da bola unitária norma-modular 2.2.18 tem-se Äς(·),ϱ(·)(w) f 1. Daı́,

como 1
∥f∥

Lς(·),ϱ(·)(Ω)

g 1, pela super-homogeneidade de Äς(·),ϱ(·) podemos concluir que

1 g Äς(·),ϱ(·)(w) g
1

∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

Äς(·),ϱ(·)(f) =⇒ Äς(·),ϱ(·)(f) f ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω).

Definição 2.2.20 O espaço de Lebesgue de expoente variável p : Ω −→ [1,∞) com peso É o

qual denotaremos por L
p(·)
É (Ω) é o conjunto das funções h mensuráveis em Ω tais que

Äp(·),É(h) :=

�
Ω

|h(x)|p(x)É(x)dx <∞

e com a seguinte norma de Luxemburg associada

∥h∥
L
p(·)
É (Ω)

= inf

{
t > 0; Äp(·),É

(
h

t

)
f 1

}
.

Observação 2.2.21 Notemos que na definição dos espaços de Morrey com expoente variável

quando a potência ϱ ≡ 0 segue que Lς(·),ϱ(·)(Ω) = L
ς(·)
É (Ω) no caso do peso É ser identicamente

igual a função contante 1.
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Dados esses dois espaços definidos acima temos, sob certas condições, como relacioná-los. Para

isso, precisaremos impor sobre o expoente ς um módulo de continuidade especı́fico, a saber, o

módulo de continuidade Log-Hölder.

Definição 2.2.22 Dizemos que uma função f : Ω −→ R é Log-Hölder contı́nua em Ω, se existe

uma constante positiva C′ > 0 tal que

|f(x)− f(y)| f −C′ 1

log |x− y| , (27)

para todos x, y ∈ Ω tais que 0 < |x− y| f 1
2
.

Observação 2.2.23 Uma condição necessária e suficiente para que f seja Log-Hölder contı́nua

em Ω é que exista um módulo de continuidade Ä para f tal que

sup
0<tf 1

2

(
Ä(t) log

(
1

t

))
f Cf , (28)

onde Cf é uma constante positiva. Realmente, assumindo que f é Log-Hölder contı́nua sabe-

mos que existe C′ > 0 tal que (27) ocorre. Assim, definamos Ä : [0,+∞) → [0,+∞) pondo

Ä(t) :=




0, se t = 0

C′ (log 1
t

)−1
, se t > 0.

Inicialmente, notemos que Ä está bem definida, uma vez que, pela continuidade da função

logarı́tmica,

lim
t→0+

Ä(t) = lim
t→0+

C′
(
log

1

t

)−1

= 0 = Ä(0),

pois limt→0+ − log t = +∞. Ademais, Ä é crescente e portanto, um módulo de continuidade e

claramente, temos que

sup
0<tf 1

2

(
Ä(t) log

(
1

t

))
f C′

Portanto, Ä satisfaz (28) com Cf = C′. Reciprocamente, assumindo que existe Ä módulo de

continuidade para f satisfazendo (28), temos para todos x, y ∈ Ω tais que 0 < |x − y| f 1
2
,

temos

|f(x)− f(y)| f Ä(|x− y|) =
(
Ä(|x− y|) log 1

|x− y|

)(
log

1

|x− y|

)−1

(28)

f Cf
1

log 1
|x−y|

= −Cf
1

log |x− y| ,

isto é, f é Log-Hölder contı́nua em Ω, provando a equivalência desejada.
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A partir desta equivalência e a definição de função Log-Hölder contı́nua, podemos concluir que

é equivalente a f possuir módulo de continuidade Ä(t) = C′ (log 1
t

)−1
para alguma constante

C′ > 0.

Com essa condição temos a relação citada acima formulada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.2.24 (Extrapolação de expoente variável com peso) Suponhamos que para algum

p0 ∈ [1,∞) a seguinte desigualdade ocorre: para todo É ∈ A1,

�
Ω

|F (x)|p0É(x)dx f C(n, p0, [É]1)

�
Ω

|G(x)|p0É(x)dx

onde F e G são funções mensuráveis em Ω. Então, dada uma função ς Log-Hölder contı́nua

em Ω, satisfazendo (24) e tal que ς1 > p0, então temos que

∥F∥
L
ς(·)
É (Ω)

f C(n, ς1, ς2,C
′
ς ,Ω)∥G∥Lς(·)É (Ω)

onde tal constante C é maior que 1.

Demonstração: Ver [61, Proposição 4.1].

Agora falaremos um pouco sobre os espaços de Orlicz com peso. Para isso, necessi-

taremos inicialmente falar sobre o conceito de N - função e algumas propriedades interessantes.

Definição 2.2.25 Uma N -função é uma função Φ : [0,+∞) → [0,+∞) que é convexa, cres-

cente, contı́nua e satisfaz as seguintes condições:

a) Φ(t) > 0, ∀t > 0 e Φ(0) = 0.

b) Valem os seguintes limites

lim
t→0+

Φ(t)

t
= 0 e lim

t→+∞

Φ(t)

t
= +∞.

Vejamos alguns exemplos para ilustrar melhor tal conceito:

Exemplo 2.2.26 Considere a função Φ : [0,+∞) −→ [0,+∞) dada por Φ(t) = tp para

p ∈ (1,∞). Não é difı́cil de verificar que Φ é uma N -função.

Exemplo 2.2.27 A função Φ : [0,+∞) −→ [0,+∞) dada por Φ(t) = t não é uma N -função,

sendo que, ela descumpre a condição b) da definição, pois

lim
t→0+

Φ(t)

t
= lim

t→+∞

Φ(t)

t
= 1.

Exemplo 2.2.28 A função Φ(t) = tp log(t+ 1), t g 0, onde p ∈ (1,∞) é uma N -função.

Realmente, claramente Φ(0) = 0, Φ é crescente e contı́nua devido ser o produto de duas funções

crescentes e contı́nuas. Ademais, por Φ ser crescente e Φ(0) = 0 segue a condição a) da

Definição 2.2.25.
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Por outro lado, por p > 1 segue que

lim
t→0+

Φ(t)

t
= lim

t→0+
tp−1 log(t+ 1) = 0,

bem como

lim
t→+∞

Φ(t)

t
= lim

t→+∞
tp−1 log(t+ 1) = +∞,

uma vez que, p > 1 então tp−1 é uma potência positiva de t. Por fim, para verificar que Φ é

convexa, percebamos que

Φ′′(t) = p(p− 1)tp−2 log(t+ 1) +
(2p− 1)tp + 2ptp−1

(t+ 1)2
g 0, ∀t > 0.

Enquanto, pelo fato de

Φ′(t) = ptp−1 log(t+ 1) +
tp

t+ 1
, ∀t g 0

segue que

Φ′′(0) = lim
t→0+

Φ′(t)

t
= lim

t→0+

(
ptp−2 log(t+ 1) +

tp−1

t+ 1

)
= 0,

sendo que, o fato de p > 1 implica que

lim
t→0+

tp−1

t+ 1
= 0

enquanto pela regra de L’Hôpital,

lim
t→0+

log(t+ 1)

t
= lim

t→0+

1

t+ 1
= 1

e consequentemente,

lim
t→0+

ptp−2 log(t+ 1) = p lim
t→0+

tp−1 log(t+ 1)

t
= p lim

t→0+
tp−1

︸ ︷︷ ︸
=0

. lim
t→0+

log(t+ 1)

t︸ ︷︷ ︸
=1

= 0.

Com isso, Φ′′(t) g 0, para todo t g 0. Assim, Φ é uma função convexa (Ver [40, Corolário 2]

p.111). Logo, Φ é uma N -função.

Observação 2.2.29 Outros exemplos mais sofisticados de N -funções podem ser encontrados

em [47], onde tal referência é recomendada fortemente para um estudo sobre tal conceito bem

como sobre os espaços de Orlicz.

Uma classe de N -funções interessante que será de suma importância adiante está
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descrita pela seguinte definição:

Definição 2.2.30 Dizemos que uma N -função Φ satisfaz a condição ∆2 (resp. condição ∇2)

se existe uma constante K > 1 (resp. L > 1 ) tal que

Φ(2t) f KΦ(t)

(
resp. Φ(t) f 1

2L
Φ(Lt)

)
, ∀t > 0.

Em caso afirmativo, usaremos a notação Φ ∈ ∆2 (resp. Φ ∈ ∇2) para indicar que Φ cumpre

a condição ∆2 (resp. condição ∇2). Ademais, se Φ cumpre ambas condições, por simplicidade

usaremos a notação Φ ∈ ∆2 ∩∇2.

Com o conceito de condições ∆2 e ∇2 podemos falar da seguinte.

Definição 2.2.31 Dada uma função Φ ∈ ∆2 ∩∇2, podemos definir o ı́ndice inferior de Φ por

i(Φ) = lim
t→0+

log(hΦ(t))

log t
= sup

0<t<1

log(hΦ(t))

log t
,

onde

hΦ(t) = sup
s>0

Φ(st)

Φ(s)
, t > 0.

Observação 2.2.32 O limite está bem definido e vale que i(Φ) > 1 (Ver [25, p. 436]). O

ı́ndice acima definido será importante mais adiante para relacionar com o operador maximal

de Hardy-Littlewood no âmbito dos espaços de Orlicz com peso que serão definidos abaixo.

Vejamos alguns exemplos de tais classes de funções.

Exemplo 2.2.33 Considere Φ(t) = tp com p ∈ (1,∞) vista no Exemplo (2.2.27). Claramente

Φ ∈ ∆2 ∩∇2 com constantes K = 2p e L = 2
1
p−1 . Assim podemos calcular o ı́ndice inferior de

Φ, i(Φ).

Para isso, notemos que

hΦ(t) sup
s>0

Φ(st)

Φ(s)
= sup

s>0

��sptp

��sp
= tp, t > 0,

donde

i(Φ) = lim
t→0+

log(hΦ(t))

log t
= lim

t→0+

p���log t

���log t
= p.

Exemplo 2.2.34 Revisitando o Exemplo 2.2.28, onde Φ(t) = tp log(t + 1) para p > 1 é uma

N -função temos que Φ ∈ ∆2 ∩∇2 e que i(Φ) = p (Ver Figura 2 para o caso p = 3).

De fato, temos que

Φ(2t) = 2ptp log(2t+ 1) f 2ptp log(t+ 1)2 f KΦ(t), ∀t > 0,
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para K = 2p+1 e assim Φ ∈ ∆2. Por outro lado, para L = 2
1
p−1 obtemos

Φ(Lt) = 2
p
p−1 tp log(2

1
p−1 t+ 1) g 2

p
p−1 log(t+ 1) = 2LΦ(t), ∀t > 0.

Ou seja, Φ ∈ ∇2 e com isso provamos que Φ ∈ ∆2 ∩∇2.

Para provar o restante da afirmação, fixemos um número real t tal que 0 < t < 1. Temos para

todo s > 0 que st+ 1 < s+ 1, donde pela função logarı́tmica ser crescente segue que

log(st+ 1) < log(s+ 1) =⇒ log(st+ 1)

log(s+ 1)
< 1, ∀s > 0.

Assim, para 0 < t < 1 obtemos

hΦ(t) = sup
s>0

Φ(st)

Φ(s)
= sup

s>0

(
tp
log(st+ 1)

log(s+ 1)

)
f tp.

E tal supremo é exatamente tp, uma vez que, pela Regra de L’Hôpital

hΦ(t) g lim
s→0+

Φ(st)

Φ(s)
= tp lim

t→0+

1
st+1
1
s+1

= tp.

Logo, hΦ(t) = tp para qualquer 0 < t < 1.

Portanto,

i(Φ) = sup
0<t<1

log(hΦ(t))

log t
= sup

0<t<1

p���log t

���log t
= p.

Isso encerra o desejado neste exemplo.

Figura 2 – Gráfico da função Φ(t) = t3 log(t+ 1)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Observação 2.2.35 No contexto das N -funções temos que se Φ ∈ ∆2∩∇2, então existem duas

constantes p1 e p2 tais que 1 < p1 f p2 < +∞

c−1 min{sp1 , sp2}Φ(t) f Φ(st) f cmax{sp1 , sp2}Φ(t), ∀t, s g 0, (29)

onde c > 0 é uma constante que independe de t e s(cf. [31]).

Agora podemos definir os espaços Orlicz com peso.

Definição 2.2.36 Dados um peso É, E ¢ R
n mensurável e Φ ∈ ∆2 ∩ ∇2 uma N -função

podemos definir o espaço de Orlicz com peso sendo o conjunto LΦ
É(E) de todas as funções

mensuráveis g em E tais que

ÄΦ,É(g) =:

�
E

Φ(|g(x)|)É(x)dx < +∞,

que é uma modular. Assim dotamos com a seguinte norma de Luxemburg

∥g∥LΦ
É (E) =: inf

{
t > 0 : ÄΦ,É

(g
t

)
f 1
}
.

Além disso, o espaço de Orlicz-Sobolev com pesoW k,Φ
É (E) (para um inteiro k g 0) é o conjunto

de todas funções mensuráveis g em E tais que todas as derivadas no sentido das distribuições

D³g, para ³ multi-ı́ndice com comprimento |³| = 0, 1, · · · , k pertencem a LΦ
É(E) onde dota-

mos com a seguinte norma

∥g∥Wk,Φ
É (E) =:

∑

|³|fk
∥Djg∥LΦ

É (E).

Observação 2.2.37 A respeito da definição acima temos que:

i. A condição Φ ∈ ∆2 ∩∇2 é para garantir que LΦ
É(E) é um espaço de Banach reflexivo.

ii. Vale ressaltar que os espaços de Orlicz com peso aparecem naturalmente na análise

harmônica, como no estudo de potenciais e transformadas de Riesz (cf. [31] para mais

detalhes).

iii. Ressaltamos aqui que se Φ(t) = tq para q > 1, LΦ
É(E) coincide com o clássico espaço de

Lebesgue com peso LqÉ(E) bem como W k,Φ
É (E) coincide com o espaço de Sobolev com

peso W k,q
É (E). Além desse caso, se ainda impormos que É = 1 segue-se que LΦ

É(E) e

W k,Φ
É (E) são os espaços de Lebesgue e Sobolev Lq(E) e W k,q(E), respectivamente.

iv. Pela definição acima e a Observação (2.2.35) seguem as seguintes inclusões

L∞(E) ¢ Lp2É (E) ¢ LΦ
É(E) ¢ Lp1É (E) ¢ L1(E),

Ou seja, os espaços de Orlicz com peso, são espaços de transição entre os espaços de

Lebesgue com peso LpÉ’s. Além disso, sobre as condições acima temos a seguinte estima-
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tiva

ÄΦ,É(g) f C(∥g∥p2
LΦ
É (E)

+ 1), (30)

onde C > 0 independe de g (confira [12]).

Agora vamos explorar algumas propriedades pertinentes de tais espaços. Inici-

almente, estabeleceremos quando podemos mergulhar o espaço de Orlicz sobre os espaços

de Lebesgue. Para isso, recordemos pela Observação 2.2.32 que i(Φ) > 1 para N -funções

Φ ∈ ∆2 ∩∇2. Agora podemos enunciar o resultado de mergulho comentado.

Lema 2.2.38 Sejam Φ ∈ ∆2 ∩ ∇2 uma N -função, É ∈ Ai(Φ) um peso e Ω ¢ R
n um conjunto

mensurável e limitado. Então, existe p0 ∈ (1, i(Φ)) dependendo apenas de i(Φ) e É tal que

LΦ
É(Ω) pode ser mergulhado continuamente em Lp0(Ω). Sobre tal mergulho temos ainda a

seguinte estimativa

∥g∥Lp0 (Ω) f C′∥g∥LΦ
É (Ω), ∀g ∈ LΦ(Ω),

onde C′ = C′(n, i(Φ), É) > 0 independe de g.

Prova: Ver [12, Lema 2.5].

Agora fazendo paralelo à subseção anterior também temos uma versão do clássico Teorema de

Hardy-Littlewood-Wiener 2.1.14 para os espaços de Orlicz com peso que iremos precisar mais

adiante.

Lema 2.2.39 Sejam Φ ∈ ∆2 ∩∇2 uma N - função e É ∈ Ai(Φ) um peso. Então,

ÄΦ,É(g) f ÄΦ,É (M(g)) f CÄΦ,É(g)

para toda g ∈ LΦ
É(R

n), onde a constante C > 0 é independente de g.

Prova: Ver [31, Teorema 2.1.1].

Também precisaremos de uma condição suficiente para a Hessiana no sentido das distribuições

pertencer ao espaço de Orlicz com peso.

Lema 2.2.40 Sejam Φ uma N -função que atende a condição ∆2 ∩ ∇2 e É ∈ Ai(Φ) um peso.

Considere u ∈ C0(E), onde E ¢ R
n é um domı́nio limitado e ponha para cada r > 0

Θ(u, r)(x) =: Θ(u,Br(x) ∩ E)(x), x ∈ E.

Se Θ(u, r) ∈ LΦ
É(E), então a Hessiana no sentido das distribuições D2u ∈ LΦ

É(E) com a

seguinte estimativa

∥D2u∥LΦ
É (E) f 8∥Θ(u, r)∥LΦ

É (E).

Prova: Isso é garantido em [12, Lema 3.4].

Como nos cenários dos espaços de Lebesgue e os e Lorentz com peso temos a seguinte caracterização
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variacional de funções com respeito aos espaços de Orlicz com peso.

Proposição 2.2.41 Sejam Φ ∈ ∆2 ∩ ∇2 uma N -função, É um As peso para algum s ∈ (1,∞)

e g : E → R uma função mensurável em um domı́nio limitado E ¢ R
n. Considere ¸ > 0 e

M > 1 constantes. Então,

g ∈ LΦ
É(E) ⇐⇒

∞∑

j=1

Φ(M j)É({x ∈ E; |g(x)| > ¸M j}) =: S <∞

e

C−1S f ÄΦ,É(g) f C(É(E) + S),

com C = C(¸,M,Φ, É) constante positiva.

Prova: Ver Lema 4.6 de Byun et al. em [13].

Na Teoria dos espaços funcionais, um dos espaços mais notórios são os espaços

das funções ³-Hölder contı́nuas. Vários resultados da Teoria de Regularidade de EDP’s são

expressos ou tem relação ı́ntima com as funções ³-Hölder contı́nuas. Nessa perspectiva temos

a seguinte definição.

Definição 2.2.42 Sejam Ω ¢ R
n um conjunto aberto e ³ ∈ (0, 1] um número real. O Espaço

de Hölder C0,³(Ω) trata-se do conjunto das funções contı́nuas u ∈ C0(Ω) tais que

[u]0,³,Ω = sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|³ <∞.

Desta forma, podemos definir a norma Hölder pondo

∥u∥C0,³(Ω) = ∥u∥L∞(Ω) + [u]0,³,Ω

Observação 2.2.43 Sobre a Definição 2.2.42:

i. Define-se analogamente o espaço C0,³(Ω) onde basta apenas trocar Ω por Ω acima.

ii. C0,³(Ω) (resp. C0,³(Ω)) é um subespaço vetorial de C0(Ω) (resp. C0(Ω)) e munindo-o

com ∥ · ∥ torna-se um espaço de Banach.

iii. Quando ³ = 1, o espaço C0,1(Ω) (resp. C0,1(Ω)) é denominado espaço das funções

Lipschitz e será denotado por Lip(Ω) (resp. Lip(Ω)).

Uma propriedade básica que será de grande utilidade mais adiante é a relação entre os espaços

Hölder para ı́ndices diferentes.

Proposição 2.2.44 Seja Ω um domı́nio limitado de R
n. Então, vale o seguinte mergulho

C0,´(Ω) ↪→ C0,³(Ω)

para 0 < ³ f ´ f 1, isto é, temos a inclusão i : C0,´(Ω) −→ C0,³(Ω) é um operador contı́nuo.
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Além disso, vale a seguinte estimativa

∥u∥C0,³(Ω) f C(³, ´, diam(Ω))∥u∥C0,´(Ω), ∀u ∈ C0,´(Ω).

Prova: Realmente, dada u ∈ C0,´(Ω) temos para quaisquer x, y ∈ Ω com x ̸= y

|u(x)− u(y)|
|x− y|³ = |x− y|´−³ |u(x)− u(y)|

|x− y|´
f |x− y|´−³[u]0,´,Ω
f diam(Ω)´−³[u]0,´,Ω <∞,

uma vez que, ´ − ³ g 0, Ω é limitado e u ∈ C0,´(Ω). Portanto, tomando o supremo acima

variando x, y ∈ Ω com x ̸= y segue que,

[u]0,³,Ω f diam(Ω)´−³[u]0,´,Ω. (31)

E como u ∈ C0,´(Ω), em particular, u ∈ C0(Ω). Logo, por essa pertinência e a estimativa (31)

segue que u ∈ C0,³(Ω). Por fim,

∥u∥C0,³(Ω) = ∥u∥L∞(Ω) + [u]0,³,Ω

f ∥u∥L∞(Ω) + diam(Ω)´−³[u]0,´,Ω

f C∥u∥C0,´(Ω),

onde C = max
{
1, diam(Ω)´−³

}
. O que finaliza a prova do desejado.

Observação 2.2.45 Vale o mesmo resultado para os espaços C0,³(Ω).

Podemos definir também os espaços Hölder de ordem superior como segue.

Definição 2.2.46 Dados Ω ¢ R
n aberto, k ∈ N e ³ ∈ (0, 1], definimos o espaço Ck,³(Ω) como

o conjunto das funções u ∈ Ck(Ω) tal que a seguinte norma é finita,

∥u∥Ck,³(Ω) := ∥u∥Ck(Ω) + [Dku]³,Ω,

em que

∥u∥Ck(Ω) :=
∑

|·|fk
∥D·u∥L∞(Ω) e [Dku]³,Ω =

∑

|·|=k
[D·u]0,³,Ω.

Observação 2.2.47 Sobre a definição acima:

i. Define-se analogamente acima os espaços Ck,³(Ω). Tais espaços (Ck,³(Ω) e Ck,³(Ω))

munidos das respectivas normas são espaços de Banach.

ii. Pela Proposição 2.2.44, temos analogamente para domı́nios limitados,

C∞(Ω) ¢ . . . ¢ C2,³(Ω) ¢ C1,³(Ω) ¢ C1(Ω) ¢ C0,1(Ω) ¢ C0,³(Ω) ¢ C0(Ω),
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para qualquer ³ ∈ (0, 1).

iii. Em C2,³(B+
r ) podemos definir a norma adimensional

∥u∥∗
C2,³(B+

r )
= ∥u∥

L∞(B+
r )

+ r∥Du∥
L∞(B+

r )
+ r2∥D2u∥

L∞(B+
r )

+

+ r2+³ sup
x,y∈B+

r
x ̸=y

∥D2u(x)−D2u(y)∥
|x− y|³ .

Um fato interessante sobre essa norma é sua invariância por processo de escalonamento.

Tal norma será de grande utilidade no capı́tulo 7.

Na Teoria dos Espaços Funcionais, existe uma generalização natural para a caracterização dos

Espaços Hölder como veremos abaixo. Essa visão será de suma importância para a aborda-

gem de certos tópicos nos capı́tulos posteriores desse manuscrito. Para isso, vem de extrema

importância a Definição dos Espaços de Campanato:

Definição 2.2.48 Sejam Ω ¢ R
n um domı́nio limitado, k g 0 um inteiro, 1 f p < ∞ e ¼ g 0.

Definimos o Espaço de Campanato Lp,¼k (Ω) como o conjunto das funções f ∈ Lp(Ω) tais que

[u]k,p,¼;Ω = sup
x0∈Ω

0<rfdiam(Ω)

[
1

r¼
inf
P∈Pk

�
Ω(x0,r)

|u(x)− P (x)|pdx
] 1
p

<∞,

onde Pk é o espaço das funções polinomiais em R
n de grau menor ou igual a k sendo adotado

acima a notação Ω(x0, r) = Br(x0) ∩ Ω para cada r > 0 e x0 ∈ R
n.

Em Lp,¼k (Ω) podemos definir uma norma que o torne um espaço de Banach (Veja [32]), consi-

derando

∥u∥Lp,¼k (Ω) =
(
∥u∥pLp(Ω) + [u]pk,p,¼,Ω

) 1
p
.

O principal resultado a respeito de tais espaços é o conhecido Mergulho de Campanato que

afirma sob certas condições vale que

Lp,¼k (Ω) ¢ Ck,³(Ω) para ³ =
¼− n− kp

p
, (32)

provado em [32]. Mais precisamente temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.49 (Mergulho de Campanato) Seja Ω ¢ R
n um domı́nio limitado que não tem

cúspides externas, isto é, se existe uma constante U > 0 tal que para todo x0 ∈ Ω e todo

[0, diam(Ω)], vale que

|Ω(x0, r)| g Urn.

Se u ∈ Lp,¼k (Ω) com n + kp < ¼ f n + (k + 1)p, então u ∈ Ck,³(Ω) em que ³ = ¼−n−kp
p

e
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vale a seguinte estimativa,

[Dku]k,³ f C0(n, k, p,U)[u]k,p,¼,Ω.

Demonstração: Ver [32, p. 8].

Outro espaço de funções relevante nessa linha dos espaços de Campanato é o clássico de Espaço

de Morrey o qual definimos a seguir.

Definição 2.2.50 Sejam E um aberto limitado em R
n, 1 f p < ∞ e 0 f ¹ f n. Por Lp,¹(E)

será denotado o Espaço de Morrey das funções h ∈ Lploc(E) tais que

∥h∥Lp,¹(E) = sup
x0∈E

0<rfdiam(E)

(
r¹−n

�
E(x0,r)

|h(y)|pdy
) 1

p

<∞,

onde E(x0, r) = E ∩ B(x0, r).

Observação 2.2.51 No contexto acima, é possı́vel ver que Lp,¼(E) ¢ Lp(E) e

∥h∥Lp(E) f (diam(E))
n−¼
p ∥h∥Lp,¼(E), ∀f ∈ Lp,¼(E).

Para mais detalhes sobre tal fato e outras propriedade dos espaços de Morrey recomendamos

ao leitor consultar [1, Capı́tulo 2] e [28, p. 47].

Tais espaços estão interligados pelo seguinte resultado.

Teorema 2.2.52 (Campanato-Morrey) Sejam Ω ¢ R
n um domı́nio limitado que não tem

cúspides externas, 0 f ¼ < n e 1 f p <∞. Então, Lp,¼(Ω) é isomorfo a Lp,¼0 (Ω).

Demonstração: Ver [28, Proposição 2.3].

Observação 2.2.53 A constante ¼ no Teorema 2.2.52 é assintótica no sentido que não pode ser

igual a dimensão n. De fato, em Ω = (0, 1) ¢ R e p = 1 temos que u(x) = − log x, x ∈ (0, 1)

pertence a L1,1
0 (0, 1), contudo não pertence à L1,1(0, 1) (Ver [28, Capı́tulo 2]).

Mais geralmente, Kovats em [32], generalizou o Teorema do Mergulho de Campa-

nato no contexto dos espaços de Dini-Campanato. Explicitaremos, sobre tal resultado que justi-

ficará a abordagem adequada no capı́tulo 7. Para tal fim, necessitaremos de algumas definições

e observações preliminares.

Definição 2.2.54 Um módulo de continuidade é qualquer função É : [0,∞) −→ [0,∞) cres-

cente tal que

lim
t→0+

É(t) = É(0) = 0.

Observação 2.2.55 A função É(t) = t³, t ∈ [0,∞) para ³ ∈ (0, 1] é um exemplo de módulo

de continuidade.

Um exemplo mais sofisticado de módulo de continuidade vem a seguir na seguinte definição:
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Definição 2.2.56 Um módulo de continuidade É : [0,∞) −→ [0,∞) é dito Dini se

� 1

0

É(Ä)

Ä
dÄ <∞.

O termo módulo de continuidade é associado a utilidade de tais funções para me-

dir quantitatividade a continuidade uniforma de uma função dada. Isso fica mais claro com a

seguinte Definição

Definição 2.2.57 Dizemos que uma função f : Ω −→ R admite módulo de continuidade É se

|f(x)− f(y)| f É(|x− y|), ∀x, y ∈ Ω,

onde É é um módulo de continuidade. Ademais, definimos o módulo de continuidade da função

f para t g 0

Éf (t) = sup
x,y∈Ω

|x−y|ft

|f(x)− f(y)|.

Observação 2.2.58 Neste caso dizer que f admite módulo de continuidade É garante que

existe módulo de continuidade É tal que É g Éf . Se f ∈ C0,³(Ω), então Éf (t) f [f ]0,³,Ωt
³.

Por outro lado, dizemos que f é Hölder contı́nua em x0 ∈ Ω se existir constante c0 > 0

Éf (x0)(t) =: sup
x∈Ω

|x−x0|ft

|f(x)− f(x0)| f c0t
³

e denotamos f ∈ C0,³(x0). Neste caso,

|f(x)− f(x0)| f Éf (x0)(|x− x0|) f c0|x− x0|³, ∀x ∈ Ω.

Para mais detalhes recomendamos aos leitores o livro de Da Silva e Ricarte [52].

Com o conceito de módulo de continuidade podemos generalizar a definição dos espaços Hölder

como segue:

Definição 2.2.59 Definimos o espaço Ck,É(Ω) para k inteiro não-negativo e É módulo de con-

tinuidade das funções u ∈ Ck(Ω) que tais que

[Dku]É;Ω := sup
x,y∈Ω
x ̸=y
|»|=k

|D»u(x)−D»u(y)|
É(|x− y|) <∞.

Agora podemos definir o conceito de módulo de continuidade Dini.

Definição 2.2.60 Uma função f : Ω −→ R é dita ser Dini contı́nua se f admite um módulo de

continuidade É que é Dini no sentido da Definição 2.2.56.
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Observação 2.2.61 Neste caso, É1 definido por

É1(t) :=




0, se t = 0� t
0
É(Ä)
Ä
dÄ, se t > 0.

é um módulo de continuidade. De fato, sabemos que para cada t > 0, tem-se

É1(t) f





� 1

0
É(Ä)
Ä
dÄ, se t ∈ (0, 1]� 1

0
É(Ä)
Ä
dÄ + É(t) ln(t), se t ∈ (1,∞)

que é finito pela hipótese de f ser Dini contı́nua e por É1(0) = 0 segue que É1 está bem definida.

Agora, provemos que

lim
t→0+

É1(t) = 0 = É1(0).

Para isso, dado ε > 0 como É é Dini, tem-se

� 1

0

Ä

Ä
dÄ <∞

tem-se pela Continuidade da Integral de Lebesgue (confira [53, Teorema 1.12]) que existe t0 >

0 tal que para todo 0 < t < t0

|É1(t)− 0| =
� t

0

É(Ä)

Ä
dÄ < ε.

Isso prova o afirmado. Logo, É1 é crescente. Portanto, É1 é um módulo de continuidade.

Definição 2.2.62 Dados um módulo de continuidade Dini É : [0,∞) −→ [0,∞), 1 f p < ∞
e Ω um domı́nio limitado de R

n definimos os espaços de Dini-Campanato Mk,É
p (Ω) como o

conjunto das funções u ∈ Lp(Ω) tais que

[u]
′
k,p,É;Ω = sup

x0∈Ω
0<rfdiam(Ω)

[
1

rkp+nÉ(r)p
inf
P∈Pk

�
Ω(x0,r)

|u(x)− P (x)|pdx
] 1
p

<∞,

onde Pk é o espaço das funções polinomiais em R
n de grau menor ou igual a k e para cada

r > 0 e x0 ∈ R
n usamos a notação Ω(x0, r) = Br(x0) ∩ Ω.

Agora podemos enunciar o mergulho de Dini-Campanato provado em [32]:

Teorema 2.2.63 (Mergulho de Dini-Campanato) Seja Ω ¢ R
n um domı́nio limitado que não

tem cúspides externas, 1 f p < ∞ e É um módulo de continuidade Dini. Se u ∈ Mk,É
p (Ω),

então u ∈ Ck,É1(Ω) para É1(t) =
� t
0
É(Ä)
Ä
dÄ e vale as seguintes estimativas

|Dku(x)−Dku(y)| f C0(n, k, p,U)É1(|x− y|), ∀x, y ∈ Ω.
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2.3 Equações elı́pticas totalmente não-lineares com condições de bordo oblı́quo

Nesta última parte sobre conceitos preliminares abordaremos de forma breve alguns

resultados sobre soluções de viscosidade seguinte problema

{
F (D2u,Du, u, x) = f(x) em Ω

´ ·Du+ µu = g sobre Γ,
(33)

onde F : Sym(n) × R
n × R × Ω → R (aqui Sym(n) é o espaço das matrizes simétricas de

ordem n) é um operador uniformemente elı́ptico, ou seja, existem constantes reais 0 < ¼ f Λ,

chamadas constantes de elipticidade do operador F, tais que

¼∥N∥ f F (M +N, p, r, x)− F (M, p, r, x) f Λ∥N∥,

para todos (p, r, x) ∈ R
n × R × Ω e M,N ∈ Sym(n) com N g 0, onde entendemos aqui por

essa desigualdade matricial que a matrizN é não-negativa definida e ∥N∥ = max
∥x∥=1

∥Nx∥. Além

disso, µ, g : Γ → R são funções dadas e ´ : Γ → R
n é um campo dado que satisfaz a condição

de bordo oblı́quo a qual diz que existe constante µ0 > 0 tal que ´(x) · n g µ0 para todo x ∈ Γ

sendo Γ ¢ ∂Ω um aberto relativo e n a normal unitária exterior de Ω.

Observação 2.3.1 Por simplicidade, diremos que F é um operador (¼,Λ)-elı́ptico para indicar

que 0 < ¼ f Λ são as constantes de elipticidade para o operador uniformemente elı́ptico F .

Observação 2.3.2 Em algumas partes do texto trabalharemos com operadores uniformemente

elı́pticos que não dependem das segunda e terceira entradas, mais precisamente operadores da

forma,

F (M, p, q, x) = F (M, 0, 0, x)

neste caso usaremos a notação F (M,x) para indicar a dependência apenas da entrada de

ordem dois e dos coeficientes.

Equações da forma descrita em (33) juntamente com a condição sob a parte do

bordo Γ e dentro das hipóteses acima é conhecido Equações elı́pticas totalmente não lineares

com condição de bordo oblı́quo.

Observação 2.3.3 Salvo menção contrária quando referirmos ao problema (33), estaremos

assumindo as condições descritas acima. Também no restante desse trabalho, sempre estaremos

assumindo a condição de bordo oblı́quo e que a função µ é não-positiva. Esse último fato ficará

mais claro um pouco adiante.

Feitas essas considerações pertinentes, podemos definir o conceito de solução de

viscosidade para (33). Mais precisamente, trabalharemos com dois conceitos de solução de

viscosidade para (33), as C0- soluções de viscosidade e as Lp-soluções de viscosidade.

Definição 2.3.4 ( C0−solução de viscosidade) Sejam F ∈ C0(Sym(n) × R
n × R × Ω) um

operador (¼,Λ)-elı́ptico e f ∈ C0(Ω). Uma função u ∈ C0(Ω ∪ Γ) é dita uma C0-solução de
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viscosidade para o problema (33) se as seguintes condições ocorrem:

a) (Subsolução) Para quaisquer x0 ∈ Ω∪ Γ e ∀ φ ∈ C2(Ω∪ Γ) tais que φ toca u por cima

em x0 tem-se,

{
F (D2φ(x0), Dφ(x0), φ(x0), x0) g f(x0) quando x0 ∈ Ω

e ´(x0) ·Dφ(x0) + µ(x0)φ(x0) g g(x0) em x0 ∈ Γ

b) (Supersolução) Para quaisquer x0 ∈ Ω ∪ Γ e ∀ φ ∈ C2(Ω ∪ Γ) tais que φ toca u por

baixo em x0 tem-se,

{
F (D2φ(x0), Dφ(x0), φ(x0), x0) f f(x0) quando x0 ∈ Ω

e ´(x0) ·Dφ(x0) + µ(x0)φ(x0) f g(x0) em x0 ∈ Γ

Para a próxima definição recordemos da Análise Real que uma propriedade P ocorre em quase

todo ponto (q.t.p.) de um conjunto A ¢ R
n, se o conjunto dos pontos onde P não ocorre tem

medida nula.

Definição 2.3.5 (Lp-Solução de viscosidade) Sejam F um operador (¼,Λ)-elı́ptico, p > n
2

e

f ∈ Lp(Ω). Assuma que F é contı́nua nas variáveis X, q, r e mensurável na variável x. Uma

função u ∈ C0(Ω ∪ Γ) é dita uma Lp-solução de viscosidade (33) se as seguinte condições são

satisfeitas:

a) (Subsolução) Para todos φ ∈ W 2,p(Ω ∪ Γ), ε > 0, O aberto relativo de Ω ∪ Γ com

F
(
D2φ(x), Dφ(x), φ(x), x

)
g f(x) + ε q.t.p. em Ω ∩ O

e

´(x) ·Dφ(x) + µ(x)φ(x) g g(x) + ε q.t.p em Γ ∩ O

então u− φ não atinge mı́nimo local em O.

b) (Supersolução) Para todos φ ∈ W 2,p(Ω ∪ Γ), ε > 0, O aberto relativo de Ω ∪ Γ com

F
(
D2φ(x), Dφ(x), φ(x), x

)
f f(x)− ε q.t.p. em Ω ∩ O

e

´(x) ·Dφ(x) + µ(x)φ(x) f g(x)− ε q.t.p em Γ ∩ O

então u− φ não atinge máximo local em O.

Observação 2.3.6 O conceito de solução de viscosidade foi introduzido em [19] por Crandall

e Lions no contexto das equações de Hamilton-Jacobi. Tal ideia remonta por motivação o

Princı́pio do Máximo. Desde então tal conceito vem sendo vastamente explorado no contexto

das equações diferenciais parciais, tendo ênfase nos problemas totalmente não-lineares seja

elı́ptico ou parabólico. Para mais detalhes o leitor pode consultar [15] no contexto introdutório

de equações elı́pticas totalmente não-lineares, [37] para o problema de natureza oblı́quo com
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coeficientes constantes no contexto elı́ptico e [9] no caso parabólico.

Para exemplificar os conceitos de solução de viscosidade acima, apresentaremos a seguinte

proposição:

Proposição 2.3.7 (Normalização e escalonamento) Seja u uma C0- solução de viscosidade

para {
F (D2u,Du, u, x) = f(x) em B+

1

´ ·Du+ µu = g sobre T1,
(34)

K > 0 e r ∈ (0, 1), onde F é (¼,Λ) elı́ptico. Então, v(x) = Ku(r−1x), x ∈ B+
r ∪ Tr é

C0-solução de viscosidade para

{
F̃ (D2v,Dv, v, y) = f̃(y) em B+

r

˜́ ·Dv + µ̃v = g̃ sobre Tr,

onde temos

F̃ (M, p, q, y) =
K

r2
F

(
r2

K
M,

r

K
p,

1

K
q,

1

r
y

)
,

f̃(y) =
K

r2
f

(
1

r
y

)
, ˜́(y) = ´

(
1

r
y

)
, µ̃(y) =

1

r
µ

(
1

r
y

)
e g̃(y) =

K

r
g

(
1

r
y

)
.

Ademais, F̃ também é (¼,Λ)-uniformemente elı́ptico.

Prova: Provemos que v é subsolução de viscosidade e o caso de ser também supersolução é

de maneira análoga. Com efeito, seja x0 ∈ B+
r ∪ Tr e φ ∈ C2(B+

r ∪ Tr) tal que φ toque

v por cima em x0. Definamos y0 = r−1x0 ∈ B+
1 ∪ T1. Agora definindo a função auxiliar

ϱ(x) = 1
K
φ (rx) , x ∈ B+

1 ∪ T1 e notemos que claramente pela regularidade de φ segue que

ϱ ∈ C2(B+
1 ∪ T1). Além disso, por φ tocar v em x0 segue para todo x ∈ B+

1 ∪ T1 que

ϱ(x) =
1

K
φ (rx)

rx∈B+
r ∪Trg 1

��K
��Ku

(
1

�r
�rx

)
= u(x),

com igualdade em y0. Daı́, ϱ toca u por cima em y0 ∈ B+
1 ∪T1. Portanto, por u ser em particular

subsolução de viscosidade para (34) segue que

{
F (D2ϱ(y0), Dϱ(y0), ϱ(y0), y0) g f(y0) se y0 ∈ B+

1

´(y0) ·Dϱ(y0) + µ(y0)ϱ(y0) g g(y0) se y0 ∈ T1.

Se x0 ∈ B+
r então y0 ∈ B+

1 e assim estamos no primeiro caso acima. Daı́ pela definição de ϱ e

pela Regra da Cadeia obtemos que

F

(
r2

K
D2φ(x0),

r

K
Dφ(x0),

1

K
φ(x0),

1

r
x0

)
g f

(
1

r
x0

)
,
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ou seja, pela definição de F̃ e f̃ ,

F̃ (D2φ(x0), Dφ(x0), φ(x0), x0) g f̃(x0).

Por outro lado, se x0 ∈ T1, então y0 ∈ Tr, donde pela desigualdade acima envolvendo ϱ em Tr

obtemos

´

(
1

r
x0

)
·
( r
K
Dφ(x0)

)
+ µ

(
1

r
x0

)
1

K
φ(x0) g g

(
1

r
x0

)
(35)

pela linearidade do produto interno e as definições de ˜́, µ̃ e g̃, podemos reescrever a equação

(35),

˜́(x0) ·Dφ(x0) + µ̃(x0)φ(x0) g g̃(x0).

E assim v é de fato subsolução de viscosidade para o problema desejado. Por fim, notemos que

a definição de F̃ implica na seguinte igualdade

F̃ (M +N, p, q, y)− F̃ (M, p, q, y) =
K

r2

(
F

(
r2

K
(M +N),

r

K
p,

1

K
q,

1

r
y

)
−

− F

(
r2

K
N,

r

K
p,

1

K
q,

1

r
y

))
,

para todos (p, q, y) ∈ R
n×R×B+

1 , M,N ∈ Sym(n) com N g 0. Assim a (¼,Λ)-elipticidade

de F implica que

F̃ (M +N, p, q, y)− F̃ (M, p, q, y) f K

r2
Λ

∥∥∥∥
r2

K
N

∥∥∥∥ =
�
�
�K

r2
Λ
�
�
�r2

K
∥N∥ = Λ∥N∥.

Bem como

F̃ (M +N, p, q, y)− F̃ (M, p, q, y) g K

r2
¼

∥∥∥∥
r2

K
N

∥∥∥∥ =
�
�
�K

r2
¼
�
�
�r2

K
∥N∥ = ¼∥N∥.

Isso garante a condição de (¼,Λ)-elipticidade uniforme para o operador F̃ e assim finalizamos

a prova da proposição.

Observação 2.3.8 Na Proposição 2.3.7 mostramos, em particular, que o operador F̃ ainda

está na mesma ”classe”do operador F no sentido de elipticidade uniforme.

Para o que segue, definiremos no sentido fraco a classe de ”todas as soluções para todas as

equações elı́pticas”. Para isso, introduziremos os operadores extremais de Pucci.

Definição 2.3.9 Sejam 0 < ¼ f Λ. Para qualquer M ∈ Sym(n), os operadores extremais de
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Pucci M+
¼,Λ e M−

¼,Λ são definidos como segue:

M+
¼,Λ(M) = Λ

∑

ei>0

ei + ¼
∑

ei<0

ei,

M−
¼,Λ(M) = ¼

∑

ei>0

ei + Λ
∑

ei<0

ei

onde ei são os autovalores de M .

Com esses operadores extremais podemos usar a seguinte notação por conveniência para b g 0

L±(u) =: M±
¼,Λ(D

2u)± b|Du|.

Definição 2.3.10 Sejam f ∈ C0(Ω) uma função, ¼ f Λ e b três constantes positivas. Denota-

mos por S(¼,Λ, b, f) o espaço das funções u ∈ C0(Ω) tais que

L+(u) g f(x)

no sentido da viscosidade em Ω. Similarmente, S(¼,Λ, b, f) é o espaço das funções u ∈ C0(Ω)

tais que

L−(u) f f(x)

no sentido da viscosidade em Ω.

Também definimos a partir das classes fundamentais de sub e super soluções no sentido da

viscosidade acima as seguintes classes que usaremos no decorrer do texto

S(¼,Λ, b, f) = S(¼,Λ, b, f) ∩ S(¼,Λ, b, f) e S∗(¼,Λ, b, f) = S(¼,Λ, b,−|f |) ∩ S(¼,Λ, b, |f |).

Observação 2.3.11 Com respeito à definição acima, quando b = 0 abreviaremos a notação

S, S, S, S∗(¼,Λ, 0, f) por apenas S, S, S, S∗(¼,Λ, f), respectivamente.

Sobre essa classe de soluções temos o seguinte resultado que mostra a ligação com

as equações elı́pticas totalmente não lineares.

Proposição 2.3.12 Seja u ∈ C0(Ω) satisfazendo no sentido da viscosidade

F (D2u, x) g f(x)(respectivamente F (D2u, x) f f(x)) em Ω.

Então,

u ∈ S

(
¼

n
,Λ, f(x)− F (0, x)

)(
respectivamente u ∈ S

(
¼

n
,Λ, f(x)− F (0, x)

))
.

Mais geralmente, para qualquer ϕ ∈ C2(Ω) temos que

u− ϕ ∈ S

(
¼

n
,Λ, f(x)− F (D2ϕ(x), x)

)
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(
respectivamente u− ϕ ∈ S

(
¼

n
,Λ, f(x)− F (D2ϕ(x), x)

))
.

Demonstração: Ver [15], Proposição 2.13, p. 16.

Agora voltando ao interesse do problema (33) introduziremos alguns resultados de

extrema importância nesse contexto para os capı́tulos seguintes.

Lema 2.3.13 ( Estimativa ABP) Sejam Ω ¢ B1 e u ∈ C0(Ω) tal que

{
u ∈ S(¼,Λ, b, f) em Ω

´ ·Du+ µu = g(x) sobre Γ.

Suponha que exista ς ∈ ∂B1 tal que ´ · ς g µ0 e µ f 0 em Γ. Então,

∥u∥L∞(Ω) f ∥u∥L∞(∂Ω\Γ) + C(n, ¼,Λ, b, µ0)(∥g∥L∞(Γ) + ∥f∥Ln(Ω)).

Ademais, se b = 0 então existe ε0 = ε0(n, ¼,Λ, µ0) ∈
(
0, n

2

)
tal que

∥u∥L∞(Ω) f ∥u∥L∞(∂Ω\Γ) + C(n, ¼,Λ, b, µ0)(∥g∥L∞(Γ) + ∥f∥Ln−ε0 (Ω)).

Demonstração: Ver [37, Teorema 2.1] e [8], p.7.

Observação 2.3.14 A constante ε0 é chamada constante de Escauriaza em homenagem ao

matemático espanhol Luis Escauriaza que estendeu no artigo W 2,n A Priori Estimates for So-

lutions to Fully Non-linear Equations (Ver [22]) as estimativas W 2,p interiores obtidas por

Caffarelli em [14] para p > n − ε0, onde essa constante positiva ε0 ∈
(
0, n

2

)
depende apenas

de n, ¼ e Λ.

A seguir temos resultados de regularidade C0,³, C1,³ e C2,³ regularidade para o

problema (45) com apenas a dependência do termo D2u.

Teorema 2.3.15 ( Regularidade C0,³′
) Seja u ∈ C0(Ω ∪ Γ) satisfazendo no sentido da visco-

sidade {
u ∈ S(¼,Λ, f) em Ω

´ ·Du+ µu = g sobre Γ

Então, para qualquer Ω′ ¢¢ Ω ∪ Γ, u ∈ C0,³′
(Ω′) e

∥u∥C0,³′ (Ω′) f C(n, ¼,Λ, µ0, ∥µ∥L∞(Γ),Ω
′,Ω)

(
∥u∥L∞(Ω) + ∥f∥Ln−ε0 (Ω) + ∥g∥L∞(Γ)

)

onde ³′ ∈ (0, 1) depende apenas de n, ¼,Λ e µ0 e ε0 ∈
(
0, n

2

)
é a constante de Escauriaza.

Demonstração: Ver [37, Teorema 1.1].

Teorema 2.3.16 (Regularidade C1,³′
) Sejam u solução de viscosidade de

{
F (D2u) = f(x) em Ω,

´ ·Du+ µu = g sobre Γ,
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e 0 < ³′ < ³, onde ³ ∈ (0, 1) é uma constante que depende apenas de n, ¼, Λ e µ0. Suponha

ainda que ´, µ, g ∈ C0,³′
(Γ) e que f cumpre a seguinte condição

(�
Ω(x0,r)

|f(x)|ndx
) 1

n

f Cfr
³′−1, ∀x0 ∈ Ω, ∀r > 0.

Então, para todo Ω′ ¢¢ Ω ∩ Γ, u ∈ C1,³′
(Ω′) e

∥u∥C1,³′ (Ω′) f C(∥u∥L∞(Ω) + Cf + ∥g∥C0,³′ (Γ) + |F (0)|),

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, ¼, Λ, µ0, ³′, ∥´∥C0,³′ (Γ), ∥µ∥C0,³′ (Γ),

Ω′ e Ω.

Demonstração: Ver [37, Teorema 1.2].

Teorema 2.3.17 (Regularidade C2,³′
) Seja u solução de viscosidade de

{
F (D2u) = f(x) em Ω,

´ ·Du+ µu = g sobre Γ.

Assuma que F é convexa, 0 < ³′ < ³ onde ³ ∈ (0, 1) é uma constante dependendo apenas

de n, ¼, Λ e µ0 e Γ ∈ C1,³′
. Se ´, µ, g ∈ C1,³′

(Γ) e f ∈ C0,³′
(Ω), então para qualquer

Ω′ ¢¢ Ω ∪ Γ, u ∈ C2,³′
(Ω′) e vale a seguinte estimativa

∥u∥C2,³′ (Ω′) f C(∥u∥L∞(Ω) + ∥f∥C0,³′ (Ω) + ∥g∥C1,³′ (Γ) + |F (0)|)

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, ¼, Λ, µ0, ³′, ∥´∥C1,³′ (Γ), ∥µ∥C1,³′ (Γ),

Ω e Ω′.

Demonstração: Ver [37, Teorema 1.3]

Nessa linha do problema com bordo oblı́quo também ressaltaremos alguns resultados sobre

existência e unicidade de soluções de viscosidade do problema,





F (D2u, x) = f(x) em Ω,

´ ·Du+ µu = g sobre Γ

u(x) = φ(x) em ∂Ω \ Γ,
onde Γ é um aberto relativo de ∂Ω. Para isso, precisaremos da seguinte hipótese estrutural

adicional:

(SC) Existe um módulo de continuidade É̃( Isso quer dizer que É̃ : [0,∞) −→ [0,∞) é uma

função não-decrescente com lim
t→0

É̃(t) = 0) tal que

ÈF (x, y) f É̃(|x− y|),
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onde para x0 ∈ Ω fixado, definimos a função:

ÈF (x; x0) =: sup
X∈Sym(n)

|F (X, 0, 0, x)− F (X, 0, 0, x0)|
1 + ∥X∥ ,

que mede a oscilação dos coeficientes do operador F em torno de x0. Por simplicidade

de notação quando x0 = 0 escreveremos ÈF (x, 0) = ÈF (x). Em outros termos, os

coeficientes do operador F admitem um módulo de continuidade É̃.

A saber, temos os seguintes três Teoremas:

Teorema 2.3.18 (Princı́pio de Comparação) Suponhamos que Γ ∈ C2 e ´ ∈ C2(Γ). Assuma

que F satisfaz a condição (SC). Sejam u e v tais que no sentido da viscosidade satisfazem

{
F (D2u, x) g f1(x) em Ω,

´ ·Du+ µu g g1 sobre Γ

e {
F (D2v, x) f f2(x) em Ω,

´ ·Dv + µv f g2 sobre Γ

Então, {
u− v ∈ S

(
¼
n
,Λ, f1 − f2

)
em Ω,

´ ·D(u− v) + µ(u− v) g g1 − g2 sobre Γ

Demonstração: Segue na mesma linha da prova de [37, Teorema 3.1] com mı́nimas alterações

usando a hipótese estrutural (SC).

Teorema 2.3.19 (Unicidade) Sejam Γ ∈ C2, ´ ∈ C2(Γ), µ f 0 e φ ∈ C0(∂Ω \ Γ). Suponha-

mos que exite ς ∈ ∂B1 tal que ´ · ς g µ0 sobre Γ. Assuma ainda que F satisfaz a condição

estrutural (SC). Então, existe no máximo uma solução de viscosidade de





F (D2u, x) = f(x) em Ω,

´ ·Du+ µu = g sobre Γ

u(x) = φ(x) em ∂Ω \ Γ.

Demonstração: A prova é consequência direta do Teorema 2.3.18 junto com a Estimativa ABP

2.3.13.

Além da unicidade temos garantido a existência de única solução no sentido da

viscosidade de equações elı́pticas totalmente não-lineares com condição de bordo oblı́quo e

condição de Dirichlet no complementar do bordo, via os teoremas 2.3.18 e 2.3.19. Esse resul-

tado é descrito pelo seguinte teorema:

Teorema 2.3.20 (Existência e Unicidade) Sejam Γ ∈ C2, ´ ∈ C2(Γ) e φ ∈ C0(∂Ω \ Γ).

Assuma que a função µ satisfaz µ f 0. Suponhamos que existe ς ∈ ∂B1 tal que ´ · ς g µ0 sobre

Γ e assumamo a condição (SC). Em adição, suponhamos que Ω cumpre as condições do cone

exterior em qualquer x ∈ ∂Ω\Γ e a condição da esfera exterior para qualquer x ∈ Γ∩(∂Ω\Γ).
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Então, existe única solução de viscosidade u ∈ C0(Ω) para





F (D2u, x) = f(x) em Ω,

´ ·Du+ µu = g sobre Γ

u(x) = φ(x) em ∂Ω \ Γ.

Demonstração: A prova segue na mesma linha como em [37, Teorema 3.3] com mı́nimas

modificações. A saber, invocamos o Teorema 2.3.19 em vez do [37, Teorema 3.2]. Outras

modificações necessárias são as mesmas feitas na prova de 2.3.18.

Por fim, temos a condição de estabilidade de soluções de viscosidade, a qual é

imprescindı́vel para argumentos de compacidade em geral.

Lema 2.3.21 (Lema de Estabilidade) Para k ∈ N consideremos Ωk ¢ Ωk+1 sequência cres-

cente de domı́nios e Ω =:
∞⋃

k=1

Ωk. Sejam p g n e F, Fk operadores (¼,Λ, Ã, À)-elı́pticos. Assu-

mamos que f ∈ Lp(Ω), fk ∈ Lp(Ωk) e que uk ∈ C0(Ωk) são Lp-subsoluções(respectivamente

supersoluções) de viscosidade de

Fk(D
2uk, Duk, uk, x) = fk(x) in Ωk.

Além disso, suponhamos que uk → u∞ localmente uniformemente em Ω e que para quaisquer

Br(x0) ¢ Ω e φ ∈ W 2,p(Br(x0)) temos que

∥(ĝ − ĝk)
+∥Lp(Br(x0)) → 0

(
resp. ∥(ĝ − ĝk)

−∥Lp(Br(x0)) → 0
)
, (36)

onde ĝ(x) =: F (D2φ,Dφ, u, x) − f(x) e ĝk(x) = Fk(D
2φ,Dφ, uk, x) − fk(x). Então, u é

Lp-subsolução (resp. supersolução) de viscosidade para

F (D2u,Du, u, x) = f(x) in Ω. (37)

Ademais, se F, f são contı́nuas, então u é uma C0-subsolução (resp. supersolução) e viscosi-

dade de (37) provando a condição em (36) ocorre para todas funções teste φ ∈ C2(Br(x0)).

Demonstração: Ver [16, Teorema 3.8].
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3 ESTIMATIVAS W 2,p COM CONDIÇÃO DE BORDO OBLÍQUO SOB REGIME AS-

SINTÓTICO

Nesta parte, estaremos interessados em estudar a seguinte classe de problemas

elı́pticos totalmente não-lineares com condição de bordo oblı́quo

{
F (D2u(x), Du(x), u(x), x) = f(x) em Ω

´(x) ·Du(x) + µ(x)u(x) = g(x) sobre ∂Ω,
(38)

no contexto da Teoria de regularidade W 2,p sob certas condições e exibiremos algumas con-

sequências de grande relevância desse fato. Vale pontuar que os resultados que serão apresen-

tados neste capı́tulo fazem parte do artigo ”Sharp Hessian estimates for fully nonlinear ellip-

tic equations under relaxed convexity assumptions, oblique boundary conditions and applicati-

ons”publicado na Revista Journal of Differential Equations (JDE), disponı́vel em https://

www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0022039623003339,

feito juntamente em colaboração com os professores Dr. João Vitor da Silva, Dra. Maria Nilde

Barreto Frederico e Dr. Gleydson Chaves Ricarte.

Para o restante do capı́tulo precisaremos das seguintes condições estruturais:

(A1) Assumiremos que F ∈ C0(Sym(n),Rn,R,Ω). Além disso, também assumiremos que

existem constantes 0 < ¼ f Λ, Ã g 0 e À g 0 tais que

M−
¼,Λ(X− Y)− Ã|q1 − q2| − À|r1 − r2| f F (X, q1, r1, x)− F (Y, q2, r2, x)

f M+
¼,Λ(X− Y) + Ã|q1 − q2|+ À|r1 − r2|

para todos X,Y ∈ Sym(n), q1, q2 ∈ R
n, r1, r2 ∈ R, x ∈ Ω, onde M±

¼,Λ : Sym(n) → R

são os operadores extremais de Pucci. Além disso, por questões de normalização assumi-

remos que F (0, 0, 0, x) = 0 para todo x ∈ Ω.

(A2) O termo fonte f satisfaz f ∈ C0(Ω)∩Lp(Ω) para n < p <∞. Além disso, assumiremos

que g, µ ∈ C1,³(∂Ω) (para algum ³ ∈ (0, 1)) com µ f 0 e ´ ∈ C0(∂Ω;Rn) satisfazendo

a condição de bordo oblı́quo com constante µ0.

(A3) Assumiremos que a função F q(X, 0, 0, x), x ∈ Ω(confira a Definição 3.1.1) é Hölder

contı́nua no sentido da média Lp para todo X ∈ Sym(n). Mais precisamente, existem

constantes universais (isto é, constantes que só dependem de n, ¼,Λ, p, µ0, ∥µ∥C1,³(∂Ω) e

∥´∥C1,³(∂Ω)) ³̂ ∈ (0, 1), ¹0 > 0 e 0 < r0 f 1 tais que

(�
Ω(x0,r)

ÈF q(x, x0)
pdx

)1/p

f ¹0r
³̂

para x0 ∈ Ω e 0 < r f r0.

(A4) (Estimativas C1,1 a priori) Assumiremos que o operador recessão F q (Ver definição
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3.1.1) existe e tem estimativas C1,1 a priori no bordo, isto é, para x0 ∈ B+
1 e g0 ∈

C1,³(T1) (para algum ³ ∈ (0, 1)), existe uma solução h ∈ C1,1(B+
1 ) ∩ C0(B+

1 ) para o

problema {
F q(D2h, x0) = 0 em B+

1

´ ·Dh+ µh = g0 sobre T1

que goza da seguinte estimativa

∥h∥
C1,1

(

B+
1
2

) f C1

(
∥h∥L∞(B+

1 ) + ∥g0∥C1,³(T1)

)

para alguma constante universal C1 > 0.

Observação 3.0.1 A condição de normalização em (A1) não é restritiva, devido ao fato que

dado F satisfazendo a condição (A1) sem a questão de normalização definindo

G(M, p, r, x) = F (M, p, r, x)− F (0, 0, 0, x), (M, p, r, x) ∈ Sym(n)× R
n × R× Ω

tem-se que G satisfaz

G(M, p1, r1, x)−G(N, p2, r2, x) = F (M, p1, r1, x)− F (N, p2, r2, x),

para todos ¨(M, p1, r1, x), (N, p2, r2, x) ∈ Sym(n)×R
n×R×Ω e assim G cumpre as mesmas

condições impostas sobre F em (A1) adicionado com o fato que G(0, 0, 0, x) = 0 para todo

x ∈ Ω.

Observação 3.0.2 A condição de Hölder continuidade em (A3) é claramente válida quando

x 7−→ ÈF (x, x0) é uma função ³̂-Hölder contı́nua para todo x0 ∈ Ω e

K = sup
x0∈Ω

∥ÈF q(·, x0)∥C0,³̂(Ω) <∞,

uma vez que, para todo x0 ∈ Ω, tem-se

(�
Ω(x0,r)

ÈF q(x, x0)
pdx

)1/p

=

(�
Ω(x0,r)

|ÈF q(x, x0)− ÈF q(x0, x0)|pdx
)1/p

f
(�

Ω(x0,r)

(K|x− x0|³̂)pdx
)1/p

f Kr³̂

para todo r > 0 pequeno. E assim nesse caso, K = ¹0.

Observação 3.0.3 Vale observar que a condição (A4) é cumprida quando o operador F é

convexo com respeito a Sym(n), uma vez que, nesse caso é possı́vel verificar que existe F q e

coincide com F .

Observação 3.0.4 Ao longo deste trabalho, quando dizermos que uma constante é univer-
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sal estaremos referindo-se que tal constante depende apenas de n, ¼,Λ, p, µ0, ∥µ∥C1,³(∂Ω) e

∥´∥C1,³(∂Ω).

Sobre essas condições estruturais podemos enunciar o principal resultado desse

capı́tulo que é o seguinte:

Teorema 3.0.5 ( Estimativas W 2,p sobre condições de bordo oblı́quo) Sejam n f p < ∞,

Ω ¢ R
n, ∂Ω ∈ C2,³, ´, µ, g ∈ C1,³(∂Ω) (para algum ³ ∈ (0, 1)) e u uma Lp-solução de

viscosidade (38). Assuma as hipóteses estruturais (A1)-(A4). Então, u ∈ W 2,p(Ω) e vale ainda

a seguinte estimativa

∥u∥W 2,p(Ω) f C ·
(
∥u∥L∞(Ω) + ∥f∥Lp(Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)

)
,

onde C = C(n, ¼,Λ, À, Ã, p, µ0, ∥µ∥C1,³(∂Ω), ∥´∥C1,³(∂Ω), ∥∂Ω∥C2,³) é uma constante positiva.

Com o intuito de demonstrar o Teorema 3.0.5 passaremos por duas etapas prin-

cipais: Primeiramente, investigaremos equações governadas por operadores sem dependência

da função e entrada do gradiente. Na sequência, reduzimos a análise para operadores com de-

pendência total. Para o primeiro passo precisaremos de uma técnica de aproximação e compaci-

dade de tais problemas, os quais precisam de um repasso em argumentos da Análise Tangencial.

3.1 Uma abordagem tangencial

Nesta parte apresentaremos uma ferramenta chave que possibilitará provarmos o

Teorema 3.0.5. Ela perpassa pela Análise Tangencial, onde necessitaremos inicialmente da

seguinte

Definição 3.1.1 Seja F (X, ς, s, x) um operador elı́ptico totalmente não linear. Denotaremos

por F q o Operador Recessão associado a F , o qual é definido por

F q(X, ς, s, x) =: lim
Ä→0+

Ä · F
(
1

Ä
X, ς, s, x

)
(39)

para todos X ∈ Sym(n), ς ∈ R
n, s ∈ R e x ∈ Ω.

O termo operador recessão surge no trabalho de Giga e Sato em [27] sobre a teoria de EDP’s

de Hamilton-Jacobi. Mais detalhadamente, a motivação do operador recessão vem da análise

convexa (Ver a introdução de [46]). Se colocarmos hipóteses de regularidade sobre F q, estamos

colocando regularidade no ”fim” de Sym(n) e esperamos ”voltar com regularidade” para F .

Tal estratégia nos permite enfraquecer a hipótese de convexidade/concavidade do operador em

questão para ser trabalhado com estimativas W 2,p. Geometricamente, temos na Figura 3 a ideia

do operador Recessão F q bem como o caminho FÄ .

Observação 3.1.2 Recomendamos aos leitores [51], [26], [45] e [46] para um aprofunda-

mento mais amplo sobre o operador recessão com exemplos e propriedades e aplicações em

diversos contextos.
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Figura 3 – Ideia sobre o operador Recessão F q

F

FÄ

F q

Variedade de operadores (¼,Λ) - elı́pticos

Vizinhança com teoria

de regularidade W 2,p

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.1.3 Ilustremos a importância do operador recessão no contexto da teoria de regu-

laridade. Consideremos a seguinte pertubação do operador de Bellman

F (X, ς, s, x) =: inf
º∈Â

(
−

n∑

i,j=1

aºijXij +
n∑

i=1

bºi(x).ςi + cº(x)s

)
+

n∑

i=1

arctg(1 + ¼i(X))

onde (¼i(X))
n
i=1 são os autovalores da matriz X ∈ Sym(n), bºi, c

º : Ω → R são funções reais

paca cada º ∈ Â ( Â é um conjunto de ı́ndices), e
(
aºij
)n
i,j=1

tem autovalores em [¼,Λ] para

cada x ∈ Ω e º ∈ Â. Observemos que tal classe de operadores não é convexa e nem côncava.

Entretanto, o interessante é que o operador recessão F q associado a F tem boas propriedades

estruturais. Vemos que

F q(X, ς, s, x) = inf
º∈A

(
−

n∑

i,j=1

aºijXij

)

é um operador convexo. Assim o problema





F q(D2h, Dh, h, x) = inf
º∈A

(
−

n∑

i,j=1

aºijhij

)
= 0 em Ω

´ ·Dh+ µh = g sobre Γ ¢ ∂Ω,
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admite estimativas C2,³ pelo Teorema 2.3.17, para algum ³ ∈ (0, 1), isto é, em h ∈ C2,³(Ω′)

para Ω′ ¢¢ Ω ∪ Γ, sendo Γ ∈ C1,³ ¢ ∂Ω, ´, µ, g ∈ C1,³(Γ), vale

∥h∥C2,³(Ω′) f C
(
n, ¼,Λ, ∥´∥C1,³(Γ), ∥µ∥C1,³(Γ),Ω

′,Ω
)(

∥h∥L∞(Ω) + ∥g∥C1,³(Γ)

)
.

Se em certo sentido aproximarmos soluções do problema original com F de soluções associ-

adas a F q espera-se que as soluções associadas a F ”herdem”em parte a regularidade das

associadas ao operador F q.

Com o sentimento da análise no exemplo acima, o próximo resultado é uma fer-

ramenta chave na aproximação tangencial. Mais precisamente, ele descreve a convergência

pontualmente de FÄ para F q.

Lema 3.1.4 Seja F um operador uniformemente elı́ptico e assuma que existe o operador re-

cessão F q. Então, dado ϵ > 0 existe Ä0(¼,Λ, ϵ, ÈF ∗) > 0 tal que para todo Ä ∈ (0, Ä0) tem-se

∣∣ÄF (Ä−1X, 0, 0, x)− F q(X, 0, 0, x)
∣∣

1 + ∥X∥ f ϵ,

para toda matriz X ∈ Sym(n).

Demonstração: A prova segue as mesmas linha de [17, Proposição 3.1] (veja também [46,

Lema 4.1]). Por isso omitiremos aqui.

O principal resultado desta seção fornece um método de compacidade que será

usado como ponto-chave ao longo de todo o trabalho. De fato, mostraremos que, se nossa

equação ”estiver próxima” o suficiente da equação homogênea com coeficientes constantes,

então nossa solução estará suficientemente próxima de uma solução da equação homogênea

com coeficientes congelados. No centro de nossas técnicas, está a noção de operador de re-

cessão. A maneira apropriada de formalizar essa intuição é por um lema de aproximação.

Lema 3.1.5 (Lema de Aproximação do Operador Recessão) Sejam n f p < ∞, 0 f ¿ f 1

e assuma as hipóteses (A1) − (A4). Então, para todos ¶ > 0, φ ∈ C0(∂B1(0
′, ¿)) com

∥φ∥L∞(∂B1(0′,¿)) f c1 e g ∈ C1,³(T2) para algum 0 < ³ < 1 com ∥g∥C1,³(T2)
f c2 para alguma

constante positiva c2 > 0, existem constantes positivas ϵ = ϵ(¶, n, µ0, p, ¼,Λ, µ, c1, c2) < 1 e

Ä0 = Ä0(¶, n, ¼,Λ, µ0, c1, c2) tais que, se

max
{
|FÄ (X, x)− F q(X, x)|, ∥ÈF q(·, 0)∥Lp(B+

r )
, ∥f∥Lp(B+

r )

}
f ϵ and Ä f Ä0

então, quaisquer duas C0-soluções de viscosidade u (normalizada, isto é, ∥u∥L∞(B+
r (0′,¿)) f 1)

e h de 



FÄ (D
2u, x) = f(x) em B+

r (0
′, ¿) ∩ R

n
+

´ ·Du+ µu = g sobre Br(0
′, ¿) ∩ Tr

u(x) = φ(x) em ∂Br(0′, ¿) ∩ Rn
+
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e 



F q(D2h, 0) = 0 em B+
7
8
r
(0′, ¿) ∩ R

n
+

´ ·Dh+ µh = g sobre B 7
8
r(0

′, ¿) ∩ Tr

h(x) = u(x) em ∂B 7
8
r(0

′, ¿) ∩ Rn
+

satisfazem

∥u− h∥L∞(B+
7
8 r

(0′,¿)) f ¶.

Demonstração: Por argumento de reescalonamento, podemos supor sem perda de generalidade

que r = 1. Provaremos o lema por argumento de redução ao absurdo. Assim, assumiremos que

a tese do lema não é satisfeita, dessa forma existem ¶0 > 0 e sequências de funções (FÄj)j∈N,

(F q
j )j∈N, (uj)j∈N, (fj)j∈N, (φj)j∈N, {gj}j∈N e (hj)j∈N associadas no sentido da viscosidade para





FÄj(D
2uj, x) = fj(x) em B1(0

′, ¿j) ∩ R
n
+

´ ·Duj + µuj = gj sobre B1(0
′, ¿j) ∩ T1

uj(x) = φj(x) em ∂B1(0′, ¿j) ∩ Rn
+

e 



F q
j (D

2hj, 0) = 0 em B 7
8
(0′, ¿j) ∩ R

n
+

´ ·Dhj + µhj = gj sobre B 7
8
(0′, ¿j) ∩ T1

hj(x) = uj(x) em ∂B 7
8
(0′, ¿j) ∩ Rn

+

onde Äj , ∥ÈF qÄj (·, 0)∥Lp(B+
1 ), ∥fj∥Lp(B+

1 ) tende para 0 quando j → ∞, porém

∥uj − hj∥L∞(B 7
8
(0′,¿)∩Rn+) > ¶0. (40)

Além disso, φj ∈ C0(∂B1(0
′, ¿j)) e gj ∈ C1,³(T2) são tais que ∥φj∥L∞(∂B1(0′,¿j)) f c1 e

∥gj∥C1,³(T2)
f c2, respectivamente. Usando o Teorema 2.3.15, temos para todo 0 < Ä < 1

∥uj∥C0,³′ (B1−Ä(0′,¿j)∩Rn+) f C(n, ¼,Λ, c1, c2, µ0)Ä
−³′

(41)

para algum ³′ = ³′(n, ¼,Λ, µ0) e para todo j ∈ N. Por (¿j) ser limitada sabemos que exis-

tem ¿∞ ∈ [0, 1] e uma subsequência {¿jk} tais que ¿jk → ¿∞ as k → +∞. Pelo fato que

toda sequência de números reais admite uma subsequência monótona podemos assumir que tal

subsequência é monótona. Se vjk é não-crescente, é possı́vel verificar que

B1(0
′, ¿∞) ∩ R

n
+ ¢ B1(0

′, ¿jk) ∩ R
n
+

para todo k. Portanto, observemos que

∥ujk∥C0,³′ (B15/16(0
′,¿∞)∩Rn+) f C(c1, c2, n, ¼,Λ, µ0), (42)



68

onde usamos (41) acima. Por outro lado, se ¿jk é não-decrescente, existe um k0 ∈ N tal que

B31/32(0
′, ¿kj) ∩ R

n
+ £ B15/16(0

′, ¿∞) ∩ R
n
+ for k g k0.

Assim, podemos novamente deduzir (42) para alguma subsequência própria ujk . Daı́, pode-

mos usar o Teorema de Ascoli-Arzelà e obter subsequências (ujk) e (gjk) e funções u∞ ∈
C0,³(B15/16(0′, ¿∞) ∩ Rn

+), g∞ ∈ C0(∂B+
1 ) tais que ujk → u∞ em C0,³′

(B+
1 ) e u∞ = g∞ em

B15/16(0
′, ¿∞) ∩ T1.

Ademais, como F q
j (·, 0) → F q

∞(·, 0) uniformemente em conjuntos compactos de Sym(n) e para

toda φ ∈ C2(B+
2 ),

|FÄjk (D
2φ, x)− fjk(x)− F q

∞(D2φ, 0)| f |FÄjk (D
2φ, x)− F q

jk
(D2φ, x)|+ |fjk |+

+ |F q
jk
(D2φ, x)− F q

jk
(D2φ, 0)|+

+ |F q
jk
(D2φ, 0)− F q

∞(D2φ, 0)|
f |FÄjk (D

2φ, x)− F q
jk
(D2φ, x)|+ |fjk |+

+ ÈF qÄjk
(x, 0)(1 + |D2φ|)

então

lim
k→+∞

∥FÄjk (D
2φ, x)− fjk(x)− F q

∞(D2φ, 0)∥Lp(Br(x0)) = 0,

para qualquer bola Br(x0) ¢ B15/16(0, ¿∞)∩Rn
+. Consequentemente pelo Lema de Estabilidade

2.3.21 garante que u∞ é solução de viscosidade de

{
F q
∞(D2u∞, 0) = 0 em B15/16(0

′, ¿∞) ∩ R
n
+

´ ·Du∞ + µu∞ = g∞ sobre B15/16(0
′, ¿∞) ∩ T1.

Agora, definamos para cada k ∈ N a função wjk =: u∞ − hjk . Então, pelo Critério de

Comparação 2.3.18, wjk satisfaz no sentido da viscosidade





wjk ∈ S(¼
n
,Λ, 0) em B7/8(0

′, ¿∞) ∩ R
n
+

´ ·Dwjk + µwjk = g∞ − gjk sobre B7/8(0
′, ¿∞) ∩ T1

wjk(x) = u∞(x)− ujk(x) em ∂B7/8(0′, ¿∞) ∩ Rn
+.

Por fim, usando a Estimativa ABP 2.3.13 obtemos que

∥wjk∥L∞(B7/8(0
′,¿∞)∩Rn+) f ∥u∞ − ujk∥L∞(∂B7/8(0

′,¿∞)) +

+ C(n, ¼,Λ, µ0)∥g∞ − gjk∥L∞(B7/8(0
′,¿∞)∩T1) → 0 as k → +∞.

Consequentemente, hjk converge uniformemente para u∞ em B7/8(0′, ¿∞) ∩ Rn
+, o que contra-

diz (40) para k suficientemente grande.
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3.2 Prova do Teorema 3.0.5

Para a prova do Teorema 3.0.5 usaremos a ideia descrita na seção anterior. Mais

precisamente, com a técnica de aproximação descrita pelo Lema 3.1.5, a ideia a seguir é traba-

lhar com os operadores FÄ dentro das hipóteses desse mesmo lema, apresentar que sob certas

condições ocorre um decaimento da medida de Lebesgue dos conjuntosAt (relembre a definição

dos conjuntosAM(H) eGM(H) no capı́tulo anterior) em potência de t. Inicialmente, temos um

decaimento até o bordo desse tipo quando u ∈ S(¼,Λ, f) sendo u normalizada e f normalizada

no espaço de integrabilidade Ln. Mais precisamente,

Proposição 3.2.1 (Decaimento na ordem potencial sobre o bordo) Sejam u ∈ S(¼,Λ, f) em

B+
12

√
n
¢ Ω ¢ R

n
+, u ∈ C0(Ω) e ∥u∥L∞(Ω) f 1. Então, exitem constantes universais C > 0 e

¶ > 0 tais que ∥f∥Ln(B+
12

√
n
) f 1 implica

|At(u,Ω) ∩
(
Qn−1

1 × (0, 1) + x0
)
| f C.t−¶

para qualquer x0 ∈ B9
√
n ∩ Rn

+ e t > 1.

Demonstração: Ver [15, Lema 7.8] e [57, Lema 2.7] para mais detalhes.

Pela definição de At(u,Ω) e Gt(u,Ω), a proposição a seguir juntamente com a

Proposição 3.2.1 garantem a informação chave sobre a medida do conjunto

GM(u,Ω) ∩
(
(Qn−1

1 × (0, 1)) + x0
)
,

desde que

G1(u,Ω) ∩
(
(Qn−1

2 × (0, 2)) + x0
)
̸= ∅,

se verifique.

Proposição 3.2.2 Suponhamos que as hipóteses estruturais (A1) − (A4) ocorrem. Sejam

B+
14

√
n
¢ Ω ¢ R

n
+ e u uma solução de viscosidade para

{
FÄ (D

2u, x) = f(x) em B+
14

√
n
,

´ ·Du+ µu = g sobre T14
√
n.

(43)

Além disso, suponhamos que

max
{
∥f∥Ln(B+

14
√
n
), Ä

}
f ϵ

e que para algum x̃0 ∈ B9
√
n ∩ {xn g 0} ocorra

G1(u,Ω) ∩
(
(Qn−1

2 × (0, 2)) + x̃0
)
̸= ∅.
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Então,

|GM(u; Ω) ∩
(
(Qn−1

1 × (0, 1)) + x0
)
| g 1− ϵ0,

onde x0 ∈ B9
√
n ∩ {xn g 0}, M > 1 depende apenas de n, ¼, Λ, µ0, ³, ∥µ∥C1,³(T14

√
n)

, C1 (da

hipótese (A4)) e ∥g∥C1,³(T14
√
n)

sendo ϵ0 ∈ (0, 1).

Demonstração: Consideremos x1 ∈ G1(u,Ω) ∩
(
Qn−1

2 × (0, 2) + x̃0
)
. Então, por definição

existem paraboloides com abertura t = 1 tocando u em x1 por cima e por baixo, ou seja,

−1

2
|x− x1|2 f u(x)− ℓ(x) f 1

2
|x− x1|2

para x ∈ Ω e uma função afim ℓ.

Agora, definamos a seguinte função auxiliar

v(x) =
u(x)− ℓ(x)

C∗
,

onde C∗ é uma constante dimensional positiva e suficientemente grande de tal forma ocorra

∥v∥L∞(B+
12

√
n
) f 1 e

−|x|2 f v(x) f |x|2 in Ω \ B+
12

√
n
.

Por u ser solução de viscosidade do problema (23) segue que v é solução de viscosidade para

{
F̃Ä (D

2v, x) = f̃(x) em B+
14

√
n
,

´ ·Dv + µv = 1
C∗
[g − ´ ·Dℓ− µℓ] sobre T14

√
n.

onde

F̃Ä (X, x) =:
1

C∗
FÄ (C∗X, x) e f̃(x) =:

1

C∗
f(x)

Usando o Lema de Aproximação para o Operador Recessão 3.1.5, podemos considerar função

h ϵ-próxima de u, mais precisamente, podemos considerar h ∈ C1,1(B+
13

√
n
) ∩ C0(B+

13
√
n
)(pela

hipótese estrutural (A4)) solução de viscosidade de

{
F̃ q(D2h, 0) = 0 em B+

13
√
n
,

´ ·Dh+ µh = 1
C∗
[g − ´ ·Dℓ− µℓ] sobre T13

√
n.

de tal sorte que ocorra

∥v − h∥L∞(B+
13

√
n
) f 2.

Observemos que ´ ·Dℓ ∈ C1,³(T14
√
n) sendo que, ´ ∈ C1,³(T14

√
n) e Dℓ é um vetor constante.
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Feita essa observação, usando estimativa ABP 2.3.13 garantimos que

∥h∥L∞(B+
13

√
n
) f ∥v∥L∞(∂B+

13
√
n
\T13

√
n)
+

C

C∗

[
∥g∥L∞(T13

√
n)
+ |Dℓ|∥´∥L∞(T14

√
n)
+

+ ∥µℓ∥L∞(T13
√
n)

]

f C(n, ∥ℓ∥L∞(T14
√
n)
, ∥µ∥C1,³(T14

√
n)
, ∥g∥C1,³(T14

√
n)
)

=: C̃

Usando esta estimativa em conjunto com a condição estrutural (A4) temos que

∥h∥C1,1(B+
12

√
n)

f C(C1, C̃) =⇒ AN

(
h,B+

12
√
n

)
∩
(
(Qn−1

1 × (0, 1)) + x0
)
= ∅

para alguma constante N = N(C1, C̃) > 1. Estendamos h
∣∣∣
B+

12
√
n

(continuamente) fora de B+
12

√
n

tal que h = v fora de B+
13

√
n

e ∥v − h∥L∞(Ω) = ∥v − h∥L∞(B+
12

√
n
). Dessa forma,

∥v − h∥L∞(Ω) f C(C1, C̃)

e

−(C(C1, C̃) + |x|2) f h(x) f C(C1, C̃) + |x|2 in Ω \ B+
12

√
n
.

Portanto, existe constante M0 = M0(C1, C̃) g N > 1 satisfazendo

AM0(h,Ω) ∩
(
(Qn−1

1 × (0, 1)) + x0
)
= ∅.

Com tal escolha e pela relação complementar entre AM0(h,Ω) e GM0(h,Ω) temos

(
Qn−1

1 × (0, 1) + x0
)
¢ GM0(h,Ω). (44)

Definamos agora a função

w(x) =:
1

2Cϵ
(v − h)(x).

Note que w satisfaz as hipótese da Proposição 3.2.1 e assim podemos obter para t > 1

|At(w,Ω) ∩
(
(Qn−1

1 × (0, 1)) + x0
)
| f Ct−».

Usando que A2M0(u) ¢ AM0(w) ∪ AM0(h) e (44) garantimos que

|G2M0(v − h,Ω) ∩
(
(Qn−1

1 × (0, 1)) + x0
)
| g 1− Cϵ−».

Por fim, concluı́mos que

|G2M0(v,Ω) ∩
(
(Qn−1

1 × (0, 1)) + x0
)
| g 1− Cϵ−».
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A demonstração é finalizada escolhendo ϵj 1 e pondo M ≡ 2M0.

Com a Proposição 3.2.2 podemos fazer o processo interativo entre a medida dos

conjuntos At no seguinte

Lema 3.2.3 Dado ϵ0 ∈ (0, 1), seja u uma solução de viscosidade normalizada para

{
FÄ (D

2u, x) = f(x) em B+
14

√
n
,

´ ·Du+ µu = g sobre T14
√
n.

Assuma as hipóteses estruturais (A1)− (A4) verdadeiras e estenda f por zero fora de B+
14

√
n

e

assumamos que

max
{
Ä, ∥f∥Ln(B14

√
n)

}
f ϵ

para algum ϵ > 0 dependendo apenas de n, ϵ0, ¼,Λ, µ0 e ³. Para cada k ∈ N defina

A =: AMk+1(u,B+
14

√
n
) ∩
(
Qn−1

1 × (0, 1)
)

B =:
(
AMk(u,B+

14
√
n
) ∩
(
Qn−1

1 × (0, 1)
))

∪
{
x ∈ Qn−1

1 × (0, 1);m(fn) g (C0M
k)n
}
,

onde M = M(n,C0) > 1. Então,

|A| f ϵ0(n, ϵ, ¼,Λ)|B|.

Demonstração: A ideia para provar esse lema é essencialmente usar o Teorema da decomposição

de Calderón-Zygumund para cubos 2.1.19. Observe que A ¢ B ¢
(
Qn−1

1 × (0, 1)
)

e da

Proposição 3.2.2 concluı́mos que |A| f ¶ < 1 para a escolha de ¶ = ϵ0. Portanto, resta-nos

verificar a seguinte condição para aplicar o Teorema 2.1.19: Para cubos diádicos Q

|A ∩Q| > ϵ0|Q| ⇒ Q̃ ¢ B.

Para este fim, assuma que para algum i g 1, Q =

(
Qn−1

1

2i
×
(
0, 1

2i

))
+ x0 é um cubo diádico

com cubo predecessor Q̃ =

(
Qn−1

1

2i−1
×
(
0, 1

2i−1

))
+ x̃0. Assumamos que Q satisfaz

|A ∩ Q| = |AMk+1(u,B+
14

√
n
) ∩ Q| > ϵ0|Q|, (45)

contudo a inclusão Q̃ ¦ B não ocorre. Neste caso, existe x1 ∈ Q̃ \ B, ou seja,

x1 ∈ Q̃ ∩GMk(u,B+
14

√
n
) e m(fn)(x1) < (C0M

k)n. (46)

Na sequência, devemos dividir a análise em dois casos:

Caso 1: |x0 − (x′0, 0)| < 1
2i−3

√
n.

Neste caso, definindo T(y) =: (x′0, 0) +
1
2i
y e ũ : Ω̃ → R, onde Ω̃ = T−1(Ω), pondo
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ũ(y) =: 22i

Mku(T(y)). Neste cenário, observemos que Q ¢
(
Qn−1

1 × (0, 1)
)

implica que

B+
14

√
n/2i

(x′0, 0) ¢ B+
14

√
n
. Além disso, notemos que ũ é solução de viscosidade de

{
F̃Ä (D

2ũ, y) = f̃(x) em B+
14

√
n
,

˜́ ·Dũ+ µ̃ũ = g̃ sobre T14
√
n,

onde 



F̃Ä (X, q, r, y) =: Ä
MkF

(
Mk

Ä
X,T(y)

)
,

f̃(y) =: 1
Mk f(T(y)),

˜́(y) =: ´(T(y)),

µ̃(y) =: 1
2i
µ(T(y)),

g̃(y) =: 2i

Mk g(T(y))

Agora, notemos que F̃ q cumpre também estimativas C1,1 com a mesma constante de F q.

Além disso, de (46) obtemos que

∥f̃∥Ln(B+
14

√
n
) f

2i

Mk



�
Q 28

√
n

2i
(x1)

|f(x)|ndx




1
n

f 2nC0;

Como consequência dessa última estimativa, ∥f̃∥Ln(B+
14

√
n
) f ϵ para C0 suficientemente

pequeno em (46). Novamente por (46) concluı́mos ainda que

G1(ũ,T
−1(B+

14
√
n
)) ∩

(
Qn−2

2 × (0, 2) + 2i (x̃0 − (x′0, 0))
)
̸= ∅.

Ademais, |x0 − x̃0| f 1
2i

√
n implica |2i(x̃0 − (x′0, 0))| < 9

√
n. Consequentemente,

acabamos de garantir as hipóteses da Proposição 3.2.2. Portanto, segue que

|GM(ũ,T
−1(B+

14
√
n
)) ∩

((
Qn−1

1 × (0, 1)
)
+ 2i(x0 − (x′0, 0))

)
| g 1− ϵ0.

Assim,

|GMk+1(u; B+
14

√
n
) ∩ Q| g (1− ϵ0)|Q|,

que contradiz a desigualdade em (45).

Caso 2: Se |x0 − (x′0, 0)| g 1
2i−3

√
n.

Neste último caso, temos imediatamente que B √
n

2i−3

(
x0 +

1
2i+1 en

)
¢ B+

8
√
n
, onde en é o

n-ésimo vetor da base canônica de R
n. Como no primeiro caso, definimos a seguinte

transformação T(y) =:
(
x0 +

1
2i+1 en

)
+ 1

2i
y. Neste caso, basta proceder analogamente

ao Caso 1 para finalizar a prova e aplicarmos [46, Lema 5.2] em vez da Proposição 3.2.2

obtemos novamente contradição com (45).

Com a análise dos dois casos acima, temos uma contradição. Isso completa a prova do lema.

Com as ferramentas desenvolvidas até aqui podemos começar o estudo da equação
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governada por operadores sem a dependência dos termos que envolvem a ”função”e o ”gradi-

ente”. O nosso primeiro resultado de regularidade nessa linha é a seguinte

Proposição 3.2.4 Seja u uma C0-solução de viscosidade normalizada de

{
F (D2u, x) = f(x) em B+

1 ,

´ ·Du+ µu = g sobre T1,
(47)

onde ´, µ, g ∈ C1,³(T1) e ´ satisfaz a condição de bordo oblı́quo com constante positiva µ0,

µ f 0 e f ∈ Lp(B+
1 ) ∩ C0(B+

1 ), para n f p < ∞. Além disso, assuma que as condições

estruturais (A1)-(A4) ocorrem. Então, D2u ∈ Lp
(
B+

1
2

)
e

∥D2u∥
Lp

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Lp(B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
,

onde C = C(n, ¼,Λ, µ0, p, ∥´∥C1,³(T1)
, ∥µ∥C1,³(T1)

, ³, r0) > 0.

Demonstração: Fixemos inicialmente x0 ∈ B1/2∩{xn g 0}. Então, temos duas possibilidades,

a saber, x0 ∈ T 1
2

ou x0 ∈ B+
1
2

. Se x0 ∈ T 1
2
, então escolhamos r ∈ R tal que 0 < r < 1−|x0|

14
√
n

e

definamos a seguinte constante

» =:
ϵr

ϵr−1∥u∥L∞(B+
14r

√
n
(x0))

+ ∥f∥Ln(B+
14r

√
n
(x0))

+ ϵr−1∥g∥C1,³(T14r
√
n(x0))

onde a constante ϵ = ϵ(n, ϵ0, ¼,Λ, p, µ0, ³, ∥´∥C1,³(T1)
) é como na Proposição 3.2.2 para uma

constante ϵ0 ∈ (0, 1) a ser escolhida mais adiante. Definida tal constante », podemos definir a

função ũ(y) =: »
r2
u(x0 + ry), x ∈ B+

14
√
n
∪ T14

√
n. Então, não é difı́cil verificar que ũ é uma

C0-solução de viscosidade para

{
F̃ (D2ũ, y) = f̃(x) em B+

14
√
n
,

˜́ ·Dũ+ µ̃ũ = g̃(x) sobre T14
√
n.

onde 



F̃ (X, y) =: »F
(
1
»
X, ry + x0

)

f̃(y) =: »f(x0 + ry)
˜́(y) =: ´(x0 + ry)

µ̃(y) =: rµ(x0 + ry)

g̃(y) =: »
r
g(x0 + ry).

Observemos que F̃ cumpre as condições (A1)-(A4). Além disso,

∥f̃∥
Ln

(

B+
14

√
n

) =
»

r
∥f∥

Ln
(

B+
14r

√
n
(x0)

) f ϵ e ∥ ˜́∥C1,³(T14
√
n)

f 1 (48)

e assim as hipóteses do Lema 3.2.3 ocorrem. Agora, consideremos M > 0 e C0 > 0 como no
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Lema 3.2.3 e escolhamos ϵ0 =: 1
2Mp . Assim, definindo para cada k g 0

³k =:
∣∣∣AMk(ũ,B+

14
√
n
) ∩
(
Qn−1

1 × (0, 1)
)∣∣∣

´k =:
∣∣∣
{
x ∈

(
Qn−1

1 × (0, 1)
)
; m(f̃n)(x) g (C0M

k)n
}∣∣∣

temos que a tese do Lema 3.2.3 garante que ³k+1 f ϵ0 (³k + ´k) e indutivamente temos ainda

que

³k f ϵk0 +
k−1∑

i=0

ϵk−i0 ´i. (49)

Por outro lado, como f ∈ Lp(B+
1 ) segue por (48) que f̃ ∈ Lp(B+

14
√
n
). Agora aplicando o

Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener 2.1.14, m(f̃n) ∈ L
p
n (B+

14
√
n
) com estimativa

∥m(f̃n)∥
L
n
p (B+

14
√
n
)
f C(n, p)∥f̃n∥

L
n
p (B+

14
√
n
)
f C(n, p)∥f̃∥n

Lp(B+
14

√
n
)
f C(n, p, ϵ),

em que usamos (48) na última desigualdade. Portanto, como m(f̃n) ∈ L
p
n (B+

14
√
n
) temos pela

Proposição 2.1.11 que
∞∑

k=1

Mpk´k f C(n, p). (50)

Daı́, pela escolha de ϵ0, (49) e (50) garantem que

∞∑

k=1

Mpk³k f
∞∑

k=1

2−k +

( ∞∑

k=0

Mpk´k

)
·
( ∞∑

k=1

Mpkϵk0

)
f C(n, p). (51)

Sob outra perspectiva, notemos que a inclusão B+
1
2

¢ B+
14

√
n

fornece

AMk(ũ,B+
1
2

) ¢ AMk(ũ,B+
14

√
n
).

Nesse ponto, como B+
1
2

¢ Qn−1
1 ×(0, 1), tem-seAMk(ũ,B+

1
2

) ¢ AMk(ũ,B+
14

√
n
)∩
(
Qn−1

1 × (0, 1)
)
.

Usando esse fato juntamente com a desigualdade

¼Θ(ũ,B+
1/2

)(M
k) f |AMk(ũ,B+

1/2)|, ∀k ∈ N,

obtemos de (51)

∞∑

k=1

Mpk¼Θ(ũ,B+
1/2

)(M
k) f

∞∑

k=1

Mpk³k f C(n, p). (52)

Portanto, aplicado a Proposição 2.1.11 e (52), segue que Θ(ũ,B+
1/2) ∈ Lp(B+

1/2). Daı́, pela
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Proposição 2.1.8 ∥D2ũ∥
Lp

(

B+
1
2

) f C(n, p,M) e consequentemente,

∥D2u∥
Lp

(

B+
r
2
(x0)

) f C(n, ¼,Λ, p, r)
(
∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Lp(B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
.

Por fim, se x0 ∈ B+
1/2, podemos aplicar o resultado de estimativas interiores (confira [46, Teo-

rema 6.1], veja também [51]) e obter também que para um r̃ suficientemente pequeno

∥D2u∥
Lp

(

B r̃
2
(x0)

) f C(n, ¼,Λ, p, r)
(
∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Lp(B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
.

Agora, tomando r′ = min{r, r̃} podemos cobrir a semi-bola B+
1
2

com uma cobertura finita por

bolas e semi-bolas do tipos acima de raio r′ e com as estimativas para cada uma delas e daı́

segue a proposição.

A ideia agora é melhorar a Proposição 3.2.4 para operadores com a dependência

dos termos D2u, Du, u e x.

Proposição 3.2.5 (Estimativas W 1,p) Seja u uma C0-solução de viscosidade para

{
F (D2u,Du, u, x) = f(x) em B+

1 ,

´ ·Du+ µu = g sobre T1,
(53)

onde f ∈ Lp(B+
1 ) ∩ C0(B+

1 ) (n f p < ∞), ´, µ, g ∈ C1,³(T1). Assuma ainda a condição

estrutural (A1). Então, existe constante ε̃0 = ε̃0(n, ¼,Λ, µ0, p, ³) > 0 tal que se

�
(B+

1 )(y,r)

ΨF (x, y)
pdx f ε̃0

p, ∀y ∈ B+
1 , ∀r ∈ (0, r0],

para alguma constante r0 > 0, então u ∈ C1,³̃
(
B+

1
2

)
com 0 < ³̃ < 1− n

p
com estimativa

∥u∥
C1,³̃

(

B+
1
2

) f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp(B+

1 ) + ∥g∥C1,³(T1)
),

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, ¼, Λ, p, µ0, ³, Ã, À, ∥´∥C1,³(T1)
e

∥µ∥C1,³(T1)
.

Demonstração: Segue na mesma linha do Teorema 4.4 de [8] com mı́nimas alterações.

Corolário 3.2.6 Seja u uma C0-solução e viscosidade para

{
F (D2u,Du, u, x) = f(x) em B+

1 ,

´ ·Du+ µu = g sobre T1,

onde f ∈ Lp(B+
1 ) (para n f p < ∞), ´, µ, g ∈ C1,³(T1) com ´ cumprindo a condição de

bordo oblı́quo para algum µ0 > 0 e µ f 0. Além disso, assuma que as condições (A1)-(A4) são
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satisfeitas. Então, u ∈ W 2,p
(
B+

1
2

)
com estimativa

∥u∥
W 2,p

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Lp(B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
,

onde C é uma constante positiva dependendo apenas de n, ¼, Λ, p, µ0, ³, Ã, À, ∥´∥C1,³(T1)
,

∥µ∥C1,³(T1)
e r0.

Prova: Observemos inicialmente que u também é solução de viscosidade de

{
F̃ (D2u, x) = f̃(x) em B+

1 ,

´ ·Du+ µu = g sobre T1.

onde F̃ (X, x) =: F (X, 0, 0, x) e f̃ é uma função satisfazendo

|f̃ | f Ã|Du|+ À|u|+ |f |.

Portanto, podemos aplicar a Proposição 3.2.4 para concluir que D2u ∈ Lp
(
B+

1
2

)
e

∥D2u∥
Lp

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f̃∥Lp(B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
. (54)

Por outro lado, pela Proposição 3.2.5 concluı́mos que u ∈ W 1,p(B+
1
2

) com estimativa

∥u∥W 1,p(B+
1 ) f C · (∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Lp(B+
1 )). (55)

Por fim, combinando as estimativas (54) e (55) finalizamos a prova do corolário.

Agora estenderemos o Corolário 3.2.6 para Lp-soluções de viscosidade via argumentos de den-

sidade e estabilidade de tais soluções de viscosidade. Esse é o conteúdo da próxima proposição.

Proposição 3.2.7 Seja u uma Lp−solução de viscosidade de

{
F (D2u,Du, u, x) = f(x) em B+

1 ,

´ ·Du+ µu = g sobre T1,

onde ´, µ, g ∈ C1,³(T1) e f ∈ Lp(B+
1 ), para n f p <∞. Além disso, assuma as condições es-

truturais (A4) e (SC). Então, existem constantes positivas ´0 = ´0(n, ¼,Λ, p), r0 = r0(n, ¼,Λ, p)

e C = C(n, ¼,Λ, p, µ0, ³, Ã, À, ∥´∥C1,³(T1)
, ∥µ∥C1,³(T1)

, r0) > 0, tais que se

(�
(B+

1 )(x0,r)

ÈF q(x, x0)
pdx

) 1
p

f È0
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para quaisquer x0 ∈ B+
1 e r ∈ (0, r0), Então, u ∈ W 2,p

(
B+

1
2

)
e

∥u∥
W 2,p

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Lp(B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
.

Prova: Como em [57, Theorem 4.3] é suficiente provar o resultado sem a dependência de Du

e u na equação. Para o desejado notemos que podemos aproximar f em Lp por uma sequência

de funções fj ∈ C∞(B+
1 ) ∩ Lp(B+

1 ) tais que fj → f in Lp(B+
1 ). Também podemos aproximar

g por uma sequência (gj) in C1,³(T1) tal que gj → g in C1,³(T1). Pelo Teorema 2.3.20, existe

sequência de funções uj ∈ C0(B+
1 ), onde cada uj é solução de viscosidade para





F (D2uj, x) = fj(x) em B+
1 ,

´ ·Duj + µuj = gj sobre T1

uj(x) = u(x) em ∂B+
1 \ T1.

Portanto, as hipóteses da Proposição 3.2.4 são satisfeitas. Logo,

∥uj∥
W 2,p

(

B+
1
2

) f C
(
∥uj∥L∞(B+

1 ) + ∥fj∥Lp(B+
1 ) + ∥gj∥C1,³(T1)

)
,

para uma constante universal C > 0 que independe de j. Além disso, por argumento de cober-

tura padrão, uj ∈ W 2,p
loc (B

+
1 ). Da Estimativa ABP 2.3.13, (uj)j∈N é uniformemente limitada em

W 2,p(B+
Ä ) para Ä ∈ (0, 1). Mais uma vez pela Estimativa ABP 2.3.13 obtemos que

∥uj − uk∥L∞(B+
1 )

f C(n, ¼,Λ, µ0)(∥fj − fk∥Lp(B+
1 ) + ∥gj − gk∥C1,³(T1)

).

Portanto, uj → u∞ in C0(B+
1 ). Além disso, uma vez que, (uj)j∈N é limitada emW 2,p

(
B+

1
2

)

obtemos que uj á u∞ em W 2,p
(
B+

1
2

)
. Portanto,

∥u∞∥
W 2,p

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∞∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Lp(B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
.

Por fim, pelo Lema Estabilidade 2.3.21 asseguramos que u∞ é uma Lp-solução de viscosidade

para 



F (D2u∞, x) = f(x) em B+
1 ,

´ ·Du∞ + µu∞ = g(x) sobre T1

u∞(x) = u(x) em ∂B+
1 \ T1.

Agora observemos que w =: u∞ − u satisfaz no sentido da viscosidade





w ∈ S(¼
n
,Λ, 0) em B+

1 ,

´ ·Dw + µw = 0 sobre T1

w = 0 em ∂B+
1 \ T1.
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Pela Estimativa ABP 2.3.13 concluı́mos que w = 0 em B+
1 \ T1 e, por continuidade, w = 0 em

B+
1 o que finaliza a prova.

Finalmente provaremos o Teorema 3.0.5.

Demonstração do Teorema 3.0.5: Fixemos inicialmente x0 ∈ ∂Ω. Como ∂Ω ∈ C2,³ sabemos

que podemos tomar uma vizinhança de x0, a qual denotaremos por V(x0) e um difeomorfismo

de classe C2,³ Φ : V(x0) → B1(0) tal que Φ(x0) = 0 e Φ(Ω∩V(x0)) = B+
1 . Agora, definamos

para φ̃ ∈ W 2,p(B+
1 ), φ = φ̃ ◦ Φ ∈ W 2,p(V(x0)). Portanto, obtemos que

Dφ = (Dφ̃ ◦ Φ)DΦ e D2φ = DΦt · (D2φ̃ ◦ Φ) ·DΦ + ((Dφ̃ ◦ Φ)∂ijΦ)1fi,jfn.

Consequentemente, definindo ũ =: u ◦ Φ−1 ∈ C0(B+
1 ) podemos notar que ũ é uma Lp-solução

de viscosidade para

{
F̃ (D2ũ, Dũ, ũ, y) = f̃(x) em B+

1 ,
˜́ ·Dũ+ µ̃ũ = g̃ sobre T1.

onde para y = Φ−1(x) temos definidos





F̃ (D2φ̃, Dφ̃, ũ, x) =: F (DΦt(y)D2φ̃DΦ(y) +Dφ̃D2Φ(y), Dφ̃DΦ(y), ũ, y)

f̃(x) =: f ◦ Φ−1(x)
˜́(x) =: (´ ◦ Φ−1) · (DΦ ◦ Φ−1)t

µ̃(x) =: (µ ◦ Φ−1) · (DΦ ◦ Φ−1)t

g̃(x) =: g ◦ Φ−1

Além disso, percebemos que F̃ (X, ς, ¸, y) = F (DΦt(y) · X ·DΦ(y) + ςD2Φ, ςDΦ(y), ¸, y) é

um operador uniformemente elı́ptico com constantes de elipticidade ¼C(Φ), ΛC(Φ) e

F̃ q(X, ς, ¸, x) = F q
(
DΦt(y) · X ·DΦ(y) + ςD2Φ(y), ςDΦ(y), ¸, y

)
, onde y = Φ−1(x).

Daı́ segue que ÈF̃ q(x, x0) f C(Φ)ÈF q(x, x0) e isso garante que estamos nas hipóteses da

Proposição 3.2.7 e assim obtemos que ũ ∈ W 2,p
(
B+

1
2

)
com estimativa

∥ũ∥
W 2,p

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥ũ∥L∞(B+

1 ) + ∥f̃∥Lp(B+
1 ) + ∥g̃∥C1,³(T1)

)
.

Por fim, pela arbitrariedade do ponto x0 ∈ ∂Ω e este por sua vez ser compacto, podemos tomar

uma quantidade finita de vizinhanças Vx1 , · · · ,Vxm de tal maneira que formemos uma cobertura

aberta para ∂Ω onde em cada um desses abertos satisfaça a condição acima de estimativasW 2,p.

Por outro lado, também podemos cobrir Ω por uma quantidade finita de abertos que garanta

estimativas interiores W 2,p por exemplo, usando Teorema 6.1 de [46]. Usando essas coberturas

finitas e reescalonando essas estimativas temos o desejado. Isso finaliza a prova do Teorema
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3.0.5.

Observação 3.2.8 Vale ressaltar que as estimativasW 2,p do Teorema 3.0.5 dependem não ape-

nas de constantes universais, mas também do ”módulo de convergência”de FÄ → F q. Em

termos mais precisos, definindo ς : (0,∞) → (0,∞) da seguinte forma

ς(ε) =: sup
X∈Sym(n)
Ä∈(0,Ä0)

{∣∣ÄF (Ä−1X, 0, 0, x)− F q(X, 0, 0, x)
∣∣

1 + ∥X∥ f ε

}
,

então a constante C > 0 que aparece na estimativa W 2,p a priori até o bordo do Teorema 3.0.5

também depende de ς .



81

4 ESTIMATIVAS DE LORENTZ-SOBOLEV COM PESO

Neste capı́tulo continuaremos estudando o problema apresentado no capı́tulo ante-

rior, a saber,

{
F (D2u(x), Du(x), u(x), x) = f(x) em Ω

´(x) ·Du(x) + µ(x)u(x) = g(x) sobre ∂Ω,
(56)

sob a ótica da teoria de regularidade no contexto dos espaços de Lorentz com peso. Após isso,

exibiremos algumas variações de tais estimativas em outros contextos.

Aqui usaremos algumas ideias esboçadas anteriormente com algumas alterações.

Inicialmente necessitaremos da seguinte condição estrutural:

(A2)’ O termo fonte f satisfaz f ∈ Lp,qÉ (Ω) para (p, q) ∈ (n,∞) × (0,∞]. Além disso, µ, g ∈
C1,³(∂Ω) com µ f 0 e ´ ∈ C1,³(∂Ω;Rn) para algum ³ ∈ (0, 1).

Como no capı́tulo 3, estudaremos a regularidade de C0-soluções de viscosidade de

(56) sem a dependência dos termos Du e u. Isso é o conteúdo da seguinte proposição.

Proposição 4.0.1 Considere (p, q) ∈ (n,∞) × (0,∞], f ∈ Lp,qÉ (B+
1 ) ∩ C0(B+

1 ) e É um peso

na classe A p
n

. Seja u uma C0-solução de viscosidade normalizada de

{
F (D2u, x) = f(x) em B+

1 ,

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1.

Assuma as hipóteses (A1), (A2’), (A3) e (A4) são válidas. Então, D2u ∈ Lp,qÉ

(
B+

1
2

)
e

∥D2u∥
Lp,qÉ

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Lp,qÉ (B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
,

onde C = C(n, ¼,Λ, p, q, [É] p
n
, ∥´∥C1,³(T1), ∥µ∥C1,³(T1), ³, r0, ¹0, µ0) > 0.

Prova: Fixemos x0 ∈ B+
1
2

∪ T 1
2
. Se x0 ∈ T 1

2
, escolhamos 0 < r < 1−|x0|

14
√
n

e definamos

» =:
ϵr

ϵr−1∥u∥L∞(B+
14r

√
n
(x0))

+ C(n, [É] p
n
, p)∥f∥Lp,qÉ (B+

14r
√
n
(x0))

+ ϵr−1∥g∥C1,³(T14r
√
n(x0))

onde a constante ϵ = ϵ(n, ϵ0, ¼,Λ, p, µ0, ³, ∥´∥C1,³(T1)
) acima é da Proposição 3.2.2 para uma

constante ϵ0 ∈ (0, 1) a ser escolhida mais adiante e C(n, [É] p
n
, p) > 0 é a constante do Lema de

mergulho 2.2.10. Agora partindo de r e » podemos definir a função auxiliar

ũ(y) =:
»

r2
u(x0 + ry), y ∈ B+

14
√
n
∪ T14

√
n.

Observemos inicialmente que ũ ∈ C0(B+
14

√
n
∪T14

√
n) devido a continuidade de u em B+

1 ∪T1.
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Também notemos que ũ é uma C0-solução de viscosidade normalizada de

{
F̃ (D2ũ, x) = f̃(x) em B+

14
√
n
,

˜́ ·Dũ+ µ̃ũ = g̃(x) sobre T14
√
n.

onde 



F̃ (X, y) =: »F
(
1
»
X, x0 + ry

)

f̃(y) =: »f(x0 + ry)
˜́(y) =: ´(x0 + ry)

µ̃(y) =: rµ(x0 + ry)

g̃(y) =: »
r
g(x0 + ry)

É̃(y) =: É(x0 + ry).

Assim, F̃ cumpre as condições (A1), (A2’), (A3), (A4) e ainda temos É̃ ∈ A p
n

(uma vez que,

É ∈ A p
n

). Além disso, o Lema 2.2.10 garante que

∥f̃∥
Ln

(

B+
14

√
n

) = C(n, [É] p
n
, p)∥f̃∥

Lp,qÉ

(

B+
14

√
n

) f ϵ. (57)

Escolhamos ϵ0 > 0 tal que ε0 =
(
ϵ0
c1

) 1
¹ ∈ (0, 1), onde c1 e ¹ são as constantes do Lema 2.2.9.

Agora, para k g 0 definimos

Ak =: AMk(ũ,B+
14

√
n
) ∩
(
Qn−1

1 × (0, 1)
)

Bk =:
{
x ∈

(
Qn−1

1 × (0, 1)
)
; M(f̃n)(x) g (C0M

k)n
}
.

Portanto, pelo Lema 3.2.3 implica que |Ak+1| f
(
ϵ0
c1

) 1
¹ |Ak ∪ Bk| e consequentemente pelo

dobramento forte ( item (c) do Lema 2.2.9)

É̃(Ak+1) f c1

( |Ak+1|
|Ak ∪ Bk|

)¹
É̃(Ak ∪ Bk) f ϵ0É̃(A

k ∪ Bk) f ϵ0É̃(A
k) + ϵ0É̃(B

k).

Consequentemente,

˜É(Ak) f ϵk0É̃(A0) +
k−1∑

i=1

ϵi0É̃(B
k−i) (58)

Por outro lado, pelo Lema 2.2.13 obtemos que

∥M(f̃n)∥
L
p
n ,
q
n

É̃ (Qn−1
1 ×(0,1))

f C∥f̃n∥
L
p
n ,
q
n

É̃ (Qn−1
1 ×(0,1))

<∞,

uma vez que, f ∈ Lp,qÉ (B+
1 ). Portanto, usando (58) juntamente com o Lema de caracterização
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dos espaços de Lorentz com peso 2.2.12 obtemos que

∞∑

k=1

MqkÉ̃(Ak)
q
p f C(n, p, q)

( ∞∑

k=1

(M qϵ
q
p

0 )
kÉ̃(A0)

q
p +

∞∑

k=1

M qk

k∑

i=1

ϵ
q
p
i

0 É̃
q
p (Bk−i)

)

donde

∞∑

k=1

MqkÉ̃(Ak)
q
p f C

( ∞∑

k=1

(M qϵ
q
p

0 )
kÉ̃

q
p (Qn−1

1 × (0, 1)) +
∞∑

k=1

k−1∑

i=1

(M qϵ
q
p

0 )
iM q(k−i)É̃

q
p (Bk−i)

)

f C
∞∑

k=1

(M q ϵ̃
q
p

0 )
k

(
É̃(Qn−1

1 × (0, 1)) +
∞∑

i=1

M qiÉ̃(Bi)
q
p

)
f C(n, p, q, [É] p

n
),

para ϵ0 suficientemente pequeno tal que M qϵ
q
p

0 < 1. Tal estimativa juntamente com o Lema

2.2.12 garante que Θ(ũ,B+
1
2

) ∈ Lp,qÉ̃ (B+
1
2

) donde pelo Lema 2.2.11, ∥D2ũ∥Lp,qÉ̃ (B+
1
2

) f C, para

alguma constante positiva C que depende apenas de n, ¼, Λ, p, q, [É] p
n

, ∥´∥C1,³(T1), ∥µ∥C1,³(T1),

µ0, r0 e ¹0 (constantes da condição (A3)). Reescalonando para u, obtemos

∥D2u∥Lp,qÉ (B+
r
2
(x0))

f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp,qÉ (B+

1 ) + ∥g∥C1,³(T1)),

onde C > 0 depende apenas de n, ¼, Λ, p, q, [É] p
n

, ∥´∥C1,³(T1),∥µ∥C1,³(T1), µ0, r0, ¹0 e r.

Por outro lado, se x0 ∈ B+
1/2, procedendo de maneira análoga as estimativas interio-

res em [46] com mı́nimas alterações para o contexto dos espaços de Lorentz-Sobolev com peso

para obtermos r̃ suficientemente pequeno tal que

∥D2u∥Lp,qÉ (B r̃
2
(x0)) f C(∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Lp,qÉ (B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)).

Finalmente, combinando as estimativas interiores e no bordo, obtemos o resultado desejado

via argumento de cobertura padrão. Isso finaliza a prova no caso q ∈ (0,∞). Para o caso

q = ∞ segue as mesmas linhas da prova acima fazendo as mı́nimas alterações devidas como

por exemplo o uso do caso q = ∞ no Lema 2.2.12. Isso encerra a prova da proposição.

Com essa proposição em mãos, podemos encontrar estimativas de Lorentz-Sobolev

com peso para C0-soluções de viscosidade para o problema (53) devido ao seguinte resultado.

Proposição 4.0.2 Seja u uma C0-solução de viscosidade normalizada de (53). Assuma que

f ∈ Lp,qÉ (B+
1 ) ((p, q) ∈ (n,+∞) × (0,+∞]), É ∈ A p

n
, ´, µ, g ∈ C1,³(T1) e que as condições

(A1), (A2)’, (A3) e (A4) ocorrem. Então, u ∈ W 2Lp,qÉ

(
B+

1
2

)
com estimativa

∥u∥
W 2Lp,qÉ

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Lp,qÉ (B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
.

onde C é uma constante positiva dependendo apenas de n, ¼, Λ, À, Ã, p, q, [É] p
n

, ∥´∥C1,³(T1),

∥µ∥C1,³(T1)
, ³, r0, ¹0 e µ0.
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Prova: Notemos que u também é uma solução de viscosidade para

{
F̃ (D2u, x) = f̃(x) em B+

1 ,

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1.

onde F̃ (X, x) =: F (X, 0, 0, x) e f̃ é uma função satisfazendo

|f̃ | f Ã|Du|+ À|u|+ |f |.

Portanto, podemos usar a Proposição 4.0.1 para concluir que

∥D2u∥
Lp,qÉ

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f̃∥Lp,qÉ (B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
. (59)

Agora, similarmente a [61, Lema 3.2] para obtermos a estimativa do gradiente,

∥Du∥Lp,qÉ (B+
1
2

) f C · (∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp,qÉ (B+

1 ) + ∥g∥C1,³(T1)). (60)

Por fim, combinando as estimativas (59), (60) e usando o fato que u ∈ Lp,qÉ (B+
1
2

) com estimativa

∥u∥Lp,qÉ (B+
1
2

) f C∥u∥L∞(B+
1 ) completamos a prova do desejado.

Agora, usando as ideias vistas no capı́tulo 3 podemos estender a Proposição 4.0.2

para Lp̃-soluções de viscosidade.

Corolário 4.0.3 Considere u uma Lp̃-solução de viscosidade normalizada para (53), onde

´, µ, g ∈ C1,³(T1) com ´ · ¿ g µ0 para algum µ0 > 0, µ f 0, f ∈ Lp,qÉ (B+
1 ), para (p, q) ∈

(n,∞) × (0,∞], É ∈ A p
n

com condição p̃ ∈ [n, p). Além disso, assuma que F q cumpre (A4)

e F cumpre a condição (SC). Então, existem constantes positivas ´0 = ´0(n, ¼,Λ, p, q, p̃),

r0 = r0(n, ¼,Λ, p, q, p̃) e C = C(n, ¼,Λ, À, Ã, p, q, p̃, [É] p
n
, ¹0, ∥´∥C1,³(T1), ∥µ∥C1,³(T1), r0) > 0,

tais que se (�
(B+

1 )(x0,r)

ÈF q(x, x0)
pdx

) 1
p

f È0

para qualquer x0 ∈ B+
1 e r ∈ (0, r0), então u ∈ W 2Lp,qÉ

(
B+

1
2

)
e

∥u∥
W 2Lp,qÉ

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Lp,qÉ (B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
.

Prova: A prova desse resultado é de maneira inteiramente análoga a prova de Corolário 3.2.7

com mı́nimas alterações trocando os espaços variacionais e os resultados com respeito aos

espaços Lp’s pelos resultado respectivos com respeito aos espaços de Lorentz com peso.

Observação 4.0.4 Observemos que temos uma diferença sútil na relação do tipo de solução de

viscosidade do Corolário 4.0.3 com o termo fonte f quando comparamos com o Corolário 3.2.7.
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Isso evidência que a natureza dos resultados nesse capı́tulo não se tratam de uma generalização

dos resultados obtidos de natureza semelhante do capı́tulo anterior, mas sim um conjunto de

resultados distintos sobre o mesmo problema (56).

Agora estamos aptos a enunciar e provar o principal resultado desse capı́tulo que é o uma versão

Teorema 4.0.5 (Estimativa de Lorentz-Sobolev com peso) Seja Ω ¢ R
n(n g 2) um domı́nio

limitado com ∂Ω ∈ C2,³ (³ ∈ (0, 1)) e É ∈ A p
n

um peso. Assuma as condições estruturais

(A1), (A2)’, (A3) e (A4) são válidas e que u é uma Lp̃-solução de viscosidade de (56) com

p̃ ∈ [n, p). Então, u ∈ W 2Lp,qÉ (Ω) com estimativa

∥u∥W 2Lp,qÉ (Ω) f C ·
(
∥u∥L∞(Ω) + ∥f∥Lp,qÉ (Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)

)
, (61)

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, ¼, Λ, À, Ã, p, q, p̃, [É] p
n

, µ0,

∥´∥C1,³(∂Ω), ∥µ∥C1,³(∂Ω) e ∥∂Ω∥C2,³ .

Demonstração: Como no Teorema 3.0.5 somos motivados pelo argumento clássico de cober-

tura (cf. [57] e [60]) e analogamente a este Teorema citado para cada x0 ∈ ∂Ω, by ∂Ω ∈ C2,³

existe uma vizinhança de x0, que iremos denotar por V(x0) e um difeomorfismo de classe C2,³,

Φ : V(x0) → B1(0) tal que Φ(x0) = 0 e Φ(Ω ∩ V(x0)) = B+
1 . Definindo ũ =: u ◦ Φ−1 ∈

C0(B+
1 ) vemos que ũ é uma Lp̃-solução de viscosidade para

{
F̃ (D2ũ, Dũ, ũ, y) = f̃(x) em B+

1 ,
˜́ ·Dũ+ µ̃ũ = g̃(x) sobre T1.

onde para y = Φ−1(x) temos que





F̃ (X, ς, ¸, y) = F (DΦt(y) · X ·DΦ(y) + ςD2Φ, ςDΦ(y), ¸, y)

f̃(x) =: f ◦ Φ−1(x)
˜́(x) =: (´ ◦ Φ−1) · (DΦ ◦ Φ−1)t

µ̃(x) =: (µ ◦ Φ−1) · (DΦ ◦ Φ−1)t

g̃(x) =: g ◦ Φ−1

É̃(x) = É ◦ Φ−1(x).

Ademais, notemos que F̃ também é uniformemente elı́ptico com constantes de elipticidade

¼C(Φ), ΛC(Φ). Portanto,

F̃ q(X, ς, ¸, x) = F q
(
DΦt(Φ−1(x)) · X ·DΦ(Φ−1(x)) + ςD2Φ(Φ−1(x)), ςDΦ(y), ¸,Φ−1(x)

)
.

Daı́ pela definição de F q segue queÈF̃ q(x, x0) f C(Φ)ÈF q(x, x0), logo estamos sob as hipóteses

do Corolário 4.0.3. Daı́, ũ ∈ W 2Lp,qÉ (B+
1/2) e vale a seguinte estimativa

∥u∥W 2Lp,qÉ (B+
1/2

) f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp,qÉ (B+

1 ) + ∥g∥C1,³(T1)
).
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Agora utilizando o mesmo de cobertura descrito no final do Teorema 3.0.5 podemos concluir

que ũ ∈ W 2Lp,qÉ (Ω) sendo que ainda temos a estimativa

∥u∥W 2Lp,qÉ (Ω) f C(∥u∥L∞(Ω) + ∥f∥Lp,qÉ (Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)). (62)

O que finaliza a prova do Teorema.

Podemos refinar as estimativa (61) obtida no Teorema 4.0.5, contudo, é necessário

que os dados de bordo sejam mais regulares para isso. Tal resultado é dado pelo seguinte

teorema:

Teorema 4.0.6 Seja Ω ¢ R
n (n g 2) um domı́nio limitado com ∂Ω ∈ C2,³ (³ ∈ (0, 1)) e

É ∈ A p
n

um peso. Assuma as condições estruturais (A1), (A2)’, (A3) e (A4) são válidas, sendo

´, µ ∈ C2(∂Ω) e que u é uma Lp̃-solução de viscosidade de (56) com p̃ ∈ [n, p). Então,

u ∈ W 2Lp,qÉ (Ω) com estimativa

∥u∥W 2Lp,qÉ (Ω) f C ·
(
∥f∥Lp,qÉ (Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)

)
, (63)

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, ¼, Λ, À, Ã, p, q, p̃, [É] p
n

, µ0,

∥´∥C1,³(∂Ω), ∥µ∥C1,³(∂Ω) e ∥∂Ω∥C2,³ .

Demonstração: Realmente, pelo mergulho natural C2(∂Ω) em C1,³(∂Ω) (pela Proposição

2.2.44), estamos nas hipóteses do Teorema 4.0.5 e assim u ∈ W 2Lp,qÉ (Ω). Logo, para demons-

trar o desejado, resta-nos provar a estimativa (63). Suponhamos por absurdo que a estimativa

seja falsa. Então, existem sequências de funções (uj)j∈N, (fj)j∈N e (gj)j∈N tais que uj é Lp̃-

solução de viscosidade

{
F (D2uj, Duj, uj, x) = fj(x) em Ω,

´ ·Duj + µuj = gj(x) sobre ∂Ω,

porém ocorre a estimativa

∥uj∥W 2Lp,qÉ (Ω) > j(∥fj∥Lp,qÉ (Ω) + ∥gj∥C1,³(∂Ω)). (64)

Em particular, temos que ∥uj∥W 2Lp,qÉ (Ω) > 0 para todo j ∈ N. A partir dessa observação,

a menos de normalização podemos supor sem perda de generalidade que ∥uj∥W 2Lp,qÉ (Ω) = 1.

Consequentemente, por (64) ganhamos que ∥fj∥Lp,qÉ (Ω) → 0 e ∥gj∥C1,³(∂Ω) → 0 quando j tender

a ∞.

Por outro lado, pelo Teorema 4.0.5 e as convergências acima, a menos de passa-

gem a subsequência, temos que uj á u0 em W 2Lp,qÉ (Ω). Pelo Lema 2.2.10 e o mergulho de

Sobolev também temos que uj → u0 em C1,1−n
p (Ω) quando j → ∞. Assim, pelo Lema de

estabilidade 2.3.21, u0 é solução do seguinte problema com condição de derivada oblı́qua ao
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longo da fronteira

{
F (D2u0, Du0, u0, x) = 0 em Ω

´ ·Du0 + µu0 = 0 sobre ∂Ω.
(65)

Agora como o operador B(p, s, x) = ´(x) · p + µ(x)s é classe C2 em p e x, uma vez que,

´, µ ∈ C2(∂Ω) segue de [39, Teorema 7.19] que o problema (65) admite única solução e como

v = 0 é claramente uma solução desse problema segue que u0 = 0. Mas para cada j ∈ N a

estimativa do Teorema 4.0.5 é válida para uk

∥uj∥W 2Lp,qÉ (Ω) f C(∥uj∥L∞(Ω) + ∥fj∥Lp,qÉ (Ω) + ∥gj∥C1,³(∂Ω)).

Mas pela convergência fraca uj á u0, podemos concluir que

∥u0∥W 2Lp,qÉ (Ω) f lim inf
j→+∞

∥uj∥W 2Lp,qÉ (Ω)

f C lim inf
j→+∞

(∥uj∥L∞(Ω) + ∥fj∥Lp,qÉ (Ω) + ∥gj∥C1,³(∂Ω)) = 0,

o que é uma contradição, uma vez que, ∥uj∥W 2Lp,qÉ (Ω) = 1 para todo j ∈ N. Isso encerra a

prova.
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5 ESTIMATIVAS DE ORLICZ-SOBOLEV COM PESO

Ainda interessados no problema (38), apresentaremos nesse capı́tulo uma teo-

ria de regularidade desse problema no âmbito dos espaços de Orlicz com peso. A estratégia

para obter tal objetivo faz um paralelo ao que foi feito no capı́tulo anterior nas estimativas de

Lorentz-Sobolev com peso. As ideias aqui apresentadas são do artigo intitulado ”Weighted Or-

licz regularity for fully nonlinear elliptic equations with oblique derivative at the boundary via

asymptotic operators” publicado na revista Journal of Functional Analysis (JFA) e disponı́vel

no endereço eletrônico: https://www.sciencedirect.com/science/article/

abs/pii/S0022123623004524.

Precisamos das seguintes hipóteses estruturais:

(O2)’ O termo fonte f satisfaz |f |n ∈ LΦ
É(Ω) para Φ ∈ ∆2 ∩ ∇2 e É ∈ Ai(Φ). Além disso,

µ, g ∈ C1,³(∂Ω) com µ f 0 e ´ ∈ C1,³(∂Ω;Rn) (para algum ³ ∈ (0, 1)).

(O5)’( Estimativas C1,1-interior ) Assumimos que o problema homogêneo com coeficientes

constantes tem estimativas C1,1
loc a priori. Mais precisamente, entendemos esse fato com que

solução de viscosidade de F q(D2h) = 0 em B1 é tal que h ∈ C1,1(B 1
2
) e

∥h∥C1,1(B 1
2
) f c1∥h∥L∞(B1)

para uma constante c1 g 1. Inspirados nas ideias dos capı́tulos anteriores, estudaremos a

regularidade de C0-soluções de viscosidade de (56) sem a dependência dos termos Du e u.

Para isso, precisamos do seguinte lema de iteração

Lema 5.0.1 Dado ϵ0 ∈ (0, 1) e sendo u uma solução de viscosidade normalizada para

{
FÄ (D

2u, x) = f(x) em B+
14

√
n
,

´ ·Du+ µu = g sobre T14
√
n.

Assuma as hipóteses estruturais (A1), (O2)′, (A3) e (A4) ocorrem e estenda f por zero fora

de B+
14

√
n

e assumamos que

max
{
Ä, ∥f∥Ln(B14

√
n)

}
f ϵ

para algum ϵ > 0 dependendo apenas de n, ϵ0, ¼,Λ, µ0 e ³. Então, para k ∈ N definindo

A =: AMk+1(u,B+
14

√
n
) ∩
(
Qn−1

1 × (0, 1)
)

B =:
(
AMk(u,B+

14
√
n
) ∩
(
Qn−1

1 × (0, 1)
))

∪
{
x ∈ Qn−1

1 × (0, 1);m(fn) g (C0M
k)n
}
,

onde M = M(n,C0) > 1. Então, para qualquer k g 0,

É
(
Ak
)
f ϵk0É(A

0) +
k−1∑

i=1

ϵk−i0 É(Bi).
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Prova: Realmente, pela hipótese (O2)’ temos pelo mergulho do Lema 2.2.38 que f ∈ Lp0n(B+
1 )

e por conseguinte, f ∈ Ln(B+
1 ) (pois, p0 > 1) e assim faz sentido a hipótese da pequenez da

norma Ln(B+
1 ) de f , logo estamos nas hipóteses do Lema 3.2.3. Seja ϵ0 ∈ (0, 1). Daı́, podemos

aplicar o Lema 3.2.3 para a constante ϵ̃0 =
(
ϵ0
k1

) 1
¹
, onde ¹ e k1 são as constantes do Lema 2.2.9,

obtemos a seguinte estimativa

|Ak+1| f ϵ̃0|Ak ∪ Bk|

e consequentemente pelo dobramento duplo (item (c) do Lema 2.2.9)

É(Ak+1) f k1

( |Ak+1|
|Ak ∪Bk|

)¹
É(Ak ∪ Bk) = ϵ0É(A

k ∪Bk) f ϵ0É(A
k) + ϵ0É(B

k), ∀k g 0.

Iterando essas estimativas acima obtemos o desejado.

Com isso podemos enunciar a seguinte proposição.

Proposição 5.0.2 Sejam Φ ∈ ∆2 ∩∇2 uma N -função, f ∈ LΥ
É (B

+
1 )∩C0(B+

1 ) onde É ∈ Ai(Φ)

é um peso e Υ(t) = Φ(tn). Seja u uma C0-solução de viscosidade limitada de

{
F (D2u, x) = f(x) em B+

1 ,

´ ·Du+ µu = g sobre T1,

Assuma as condições (A1), (O2)′, (A3), (A4) e (O5)′ são válidas. Então, D2u ∈ LΥ
É

(
B+

1
2

)
e

∥D2u∥
LΥ
É

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∥n

L∞(B+
1 )

+ ∥f∥LΥ
É (B

+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
,

onde C = C(n, ¼,Λ, i(Φ), p2, É, ∥´∥C1,³(T1)
, ∥µ∥C1,³(T1)

, ³, r0, ¹0, µ0) > 0.

Prova: Inicialmente, observemos que Υ é uma N -função que satisfaz Υ ∈ ∆2 ∩ ∇2, porque

Φ cumpre tais condições. Além disso, é interessante observar que as constantes de Υ para a

condição ∆2 ∩ ∇2 são as mesmas que para Φ. No entanto, não é difı́cil mostrar que i(Υ) =

ni(Φ) e portanto, Ai(Φ) ¢ Ai(Υ) pelo item (a) do Lema 2.2.9. Isso garante, por exemplo, que o

Lema 2.2.38 aplicado a LΥ
É depende apenas de n, É e i(Φ) ainda. Após esta digressão, provemos

o desejado.

Fixemos x0 ∈ B+
1
2

∪ T 1
2
. Quando x0 ∈ T 1

2
, escolhamos 0 < r < 1−|x0|

14
√
n

e definamos

» =:
ϵr

(ϵnr−n∥u∥n
L∞(B+

14r
√
n
(x0))

+ (C′)n∥f∥LΥ
É (B

+
14r

√
n
(x0))

+ ϵnr−n∥g∥C1,³(T14r
√
n(x0))

)
1
n

onde a constante ϵ > 0 é do Lema 5.0.1 para a constante ϵ0 > 0 que será escolhadia a posteriori

e C′ é a constante do lema de mergulho 2.2.38. Pela escolha do r, podemos definir a seguinte

função auxiliar ũ(y) =: »
r2
u(x0 + ry), y ∈ B+

14
√
n
. Observe que, ũ é uma C0-solução de
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viscosidade normalizada para

{
F̃ (D2ũ, x) = f̃(x) em B+

14
√
n
,

˜́ ·Dũ+ µ̃ũ = g̃(x) sobre T14
√
n,

sendo que, 



F̃ (X, y) =: »F
(
1
»
X, x0 + ry

)

f̃(y) =: »f(x0 + ry)
˜́(y) =: ´(x0 + ry)

µ̃(y) =: rµ(x0 + ry)

g̃(y) =: »
r
g(x0 + ry)

É̃(y) =: É(x0 + ry).

Portanto, F̃ satisfaz as mesmas condições estruturais que F e claramente É̃ ∈ Ai(Φ) (uma vez

que, É ∈ Ai(Φ)). Doravante, pelo Lema 2.2.38 e a Desigualdade de Hölder segue que

∥f̃∥
Ln

(

B+
14

√
n

) =
»

r
∥f∥Ln(B+

14r
√
n
(x0))

f »

r
C′∥f∥

1
n

LΥ
É (B

+
14r

√
n
(x0))

f ϵ.

Portanto, estamos nas hipóteses do Lema 5.0.1 e consequentemente para cada k g 0, sendo

Ak =: AMk(ũ,B+
14

√
n
) ∩
(
Qn−1

1 × (0, 1)
)

e

Bk =:
{
x ∈

(
Qn−1

1 × (0, 1)
)
;M(f̃n)(x) g (C0M

k)n
}

obtemos que

É̃(Ak) f ϵk0É̃(A
0) +

k−1∑

i=1

ϵk−i0 É̃(Bi). (66)

Por outro lado, a condição f ∈ LΥ
É (B

+
1 ) equivale ao fato que |f̃ |n ∈ LΦ

É(B
+
14

√
n
) e assim pelos

Lemas 2.2.39 e (30),

ÄΦ,É̃(M(|f̃ |n)) f CÄΦ,É̃(|f̃ |n) =
C

rn

�
B+

14r
√
n
(x0)

Φ (»n|f(y)|n)É(y)dy

f C

rn

(
∥(»f)n∥p2

LΦ
É (B

+
14

√
n
(x0))

+ 1

)
=

C

rn

(
»np2∥f∥p2

LΥ
É (B

+
14r

√
n
(x0))

+ 1

)

f C

rn
((ϵr)np2 + 1) f C,
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daı́ temos que M(|f̃ |n) ∈ LΦ
É(B

+
14

√
n
) e com a seguinte estimativa

∥M(|f̃ |n)∥LΦ
É (B

+
14

√
n
) f C (67)

Portanto, por Φ ∈ ∆2, existe uma constante K0 = K0(M
n) > 0 tal que , Φ(Mnt) f K0Φ(t) para

todo t g 0. Consequentemente, pela iteração acima segue que para todo k ∈ N as seguintes

desigualdades ocorrem: Φ(Mkn) f Kk
0Φ(1) e Φ(Mkn) f Kk−i

0 Φ(Min), para todo 1 f i f k−1.

Desta forma, usando (66) e (67), tem-se

∞∑

k=1

Υ(Mk)É̃(Ak) =
∞∑

k=1

Φ(Mkn)É̃(Ak)

f
∞∑

k=1

Φ(1)Kk
0ϵ
k
0É̃(A

0) +
∞∑

k=1

Φ(Mkn)
k−1∑

i=1

ϵk−i0 É̃(Bi)

f Φ(1)É(Qn−1
1 × (0, 1))

∞∑

k=1

(K0ϵ)
k +

∞∑

k=1

k−1∑

i=1

(Φ(Min)(K0ϵ)
k−iÉ̃(Bi)

=
∞∑

k=1

(K0ϵ0)
k

(
Φ(1)É̃(Qn−1

1 × (0, 1)) +
∞∑

i=1

Φ(Min)É̃(Bi)

)
< +∞,

para ϵ0 suficientemente pequeno tal que K0ϵ0 < 1. Essa estimativa juntamente com a Proposição

2.2.41 implica que Θ(ũ,B+
1
2

) ∈ LΥ
É̃ (B

+
1
2

), visto que

{
x ∈ B+

1
2

: Θ(ũ,B+
1
2

)(x) > Mk
}
¢ AMk(ũ,B+

1
2

).

Por conseguinte, o Lema 2.2.40 garante que ∥D2ũ∥LΥ
É̃ (B

+
1
2

) f C, para C constante positiva

dependendo apenas de n, ¼, Λ, i(Φ), É, ∥´∥C1,³(T1)
, ∥µ∥C1,³(T1)

, µ0, r0 e ¹0. Reescalonando u,

temos

∥D2u∥
LΥ
É

(

B+
r
2
(x0)

) f C(∥u∥n
L∞(B+

1 )
+ ∥f∥LΥ

É (B
+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

),

onde C > 0 depende apenas de n, ¼, Λ, i(Φ), p2, É, ∥´∥C1,³(T1)
, ∥µ∥C1,³(T1)

, µ0, r0, ¹0 e r.

Por outro lado, se x0 ∈ B+
1
2

então, com condição (O5)′ obtemos estimativas interiores por [35,

Teorema 2.4] da forma,

∥D2u∥
LΥ
É

(

B r
2
(x0)

) f C(∥u∥n
L∞(B+

1 )
+ ∥f∥LΥ

É (B
+
1 )).

Por fim, combinando as estimativas interiores e no bordo, obtemos o resultado desejado por

argumento de cobertura padrão. Isso finaliza a prova.

Agora temos estimativas de Orlicz-Sobolev com peso para C0-soluções de viscosi-

dade do problema (53) pela seguinte proposição
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Proposição 5.0.3 Seja u C0-solução de viscosidade limitada de (53). Assuma as condições

estruturais (A1), (O2)′, (A3), (A4) e (O5)′, f ∈ LΥ
É (B

+
1 ) para Υ(t) = Φ(tn) e É ∈ Ai(Φ).

Então, existe constante C > 0 dependendo apenas n, ¼, Λ, À, Ã, p2, i(Φ), É, ∥´∥C1,³(T1)
,

∥µ∥C1,³(T1)
, ³, r0, ¹0 e µ0, tal que u ∈ W 2,Υ

É

(
B+

1
2

)
e

∥u∥
W 2,Υ
É

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∥n

L∞(B+
1 )

+ ∥f∥LΥ
É (B

+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
.

Prova: Segue na mesma linha das provas do Corolário (3.2.6) e da Proposição (4.0.2) com

mı́nimas alterações.

Como nos dois capı́tulos anteriores via argumentos análogos de densidade, compa-

cidade, estabilidade e as estimativas obtidas acima na Proposição (5.0.3), podemos estender as

estimativas para Lp- soluções de viscosidade de (53). Por isso omitiremos a prova da próxima

proposição que traz tal extensão.

Proposição 5.0.4 Seja u uma Lp-solução de viscosidade limitada de (53) para p =: p0n ∈
(n,+∞), onde ´, µ, g ∈ C1,³(T1) com ´ · ¿ g µ0 para algum µ0 > 0, µ f 0, f ∈ LΥ

É (B
+
1 ),

para Υ(t) = Φ(tn) sendo que Φ ∈ ∆2 ∩ ∇2 é uma N -função e É ∈ Ai(Φ) um peso. Ademais,

suponhamos as hipóteses estruturais (A4) e (O5)′ para F q e que F cumpre a condição (SC).

Então, existem constantes positivas ´0 = ´0(n, ¼,Λ, p0, p2), r0 = r0(n, ¼,Λ, p0, p2) e C > 0

que depende apenas de n, ¼, Λ, À, Ã, p0, p2, i(Φ), É, ¹0, ∥´∥C1,³(T1)
, ∥µ∥C1,³(T1)

e r0, tais que

se (�
Br(x0)∩B+

1

ÈF q(x, x0)
pdx

) 1
p

f È0

para qualquer x0 ∈ B+
1 e r ∈ (0, r0), então u ∈ W 2,Υ

É

(
B+

1
2

)
e

∥u∥
W 2,Υ
É

(

B+
1
2

) f C ·
(
∥u∥n

L∞(B+
1 )

+ ∥f∥LΥ
É (B

+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
.

Com essa Proposição 5.0.4 podemos provar o resultado principal desse capı́tulo,

cuja demonstração é idêntica a dos Teoremas (3.0.5) e (61) e por esse motivo omitiremos sua

demonstração.

Teorema 5.0.5 (Estimativas de Orlicz-Sobolev com peso) Sejam Ω ¢ R
n (n g 2) domı́nio

limitado com ∂Ω ∈ C2,³ (³ ∈ (0, 1)). Suponhamos as condições estruturais (A1), (O2)′, (A3),

(A4) e (O5)′ são válidas e u seja uma Lp-solução de viscosidade de (38) onde p = p0n para

a constante p0 > 1 do Lema 2.2.38. Então, u ∈ W 2,Υ
É (Ω) onde Υ(t) = Φ(tn), com a seguinte

estimativa

∥u∥W 2,Υ
É (Ω) f C ·

(
∥u∥nL∞(Ω) + ∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)

)
,

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, ¼, Λ, À, Ã, p0, p2, Φ, É, µ0,

∥´∥C1,³(∂Ω), ∥µ∥C1,³(∂Ω) e ∥∂Ω∥C2,³ .
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Fazendo um ajuste nas hipóteses do Teorema 5.0.5 podemos obter estimativas mais

refinadas onde o lado direito das estimativas obtidas acima não tenha o termo ∥u∥nL∞(Ω). Para

isso, devemos pagar o preço de melhorar a regularidade de alguns termos de bordo. Isso é o

conteúdo do seguinte teorema.

Teorema 5.0.6 Seja Ω ¢ R
n (n g 2) um domı́nio limitado com ∂Ω ∈ C2,³ (³ ∈ (0, 1)).

Assuma as mesmas condições estruturais do Teorema 5.0.5 com exceção que ´, µ ∈ C2(∂Ω) em

vez de pertencerem a C1,³(∂Ω) e u seja uma Lp-solução de viscosidade de (38) onde p = p0n

é tal que p0 > 1 é a constante do Lema 2.2.38. Então, u ∈ W 2,Υ
É (Ω) onde Υ(t) = Φ(tn) e vale

a seguinte estimativa

∥u∥W 2,Υ
É (Ω) f C ·

(
∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)

)
, (68)

onde C é uma constante positiva dependendo apenas de n, ¼, Λ, À, Ã, p0, p2, Φ, É, µ0,

∥´∥C1,³(∂Ω), ∥µ∥C1,³(∂Ω) e ∥∂Ω∥C2,³ .

Demonstração: Segue a mesma linha da demonstração do Teorema 4.0.6, com as mı́nimas

alterações fazendo alusão aos espaços funcionais.

Observação 5.0.7 O Teorema 5.0.6 tem sua importância para estimativas sob os dados que

temos controle. Mais precisamente, na modelagem de alguns problemas do tipo (38), sob dados

de controle de f e g podemos controlar a solução u apenas por esses dados.
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6 APLICAÇÕES

Neste capı́tulo, usufruiremos da teoria de regularidade desenvolvida nos capı́tulos

3, 4 e 5 para apresentarmos algumas aplicações relevantes dos resultados obtidos em diversas

áreas. Em um primeiro momento, voltaremos a atenção a teoria de problemas de fronteira livre,

mais precisamente, estudaremos o problema de obstáculo com condição de bordo oblı́quo. Mu-

dando um pouco a vertente de aplicação, trabalharemos com a classe fundamental de soluções

de EDP’s elı́pticas garantido densidade dos espaçosW 2Lp,qÉ (resp. WΦ
É eW 2,p) para soluções de

viscosidade de modelos totalmente não-lineares com condição de bordo oblı́quo. Após isso, es-

taremos interessados em estudar nossos modelos de EDP’s quando o termo de força (ou termo

fonte) f está em um espaço de integrabilidade um pouco mais complicado que o espaço das

funções limitadas, mais precisamente, garantiremos estimativas BMO com respeito ao espaço

de Orlicz com peso para a Hessiana quando o termo f pertence ao respectivo espaço funcional.

Por fim, explanaremos com ajuda das estimativas de Lorentz com peso, estimativas de Morrey

com expoente variável para um caso particular de modelo que estudamos regularidade global

nos capı́tulos antecedentes a esse.

6.1 Problema de obstáculo

Neste primeiro momento, gostarı́amos de destacar que as estimativas globais da

Hessianas também são úteis no contexto de problemas do tipo obstáculo. Fisicamente, o pro-

blema clássico do obstáculo refere-se à posição de equilı́brio de uma membrana elástica (ou

seja, u : Ω → R), cuja fronteira é mantida fixa (ou seja, u|∂Ω = g), situada acima de um

determinado obstáculo e sujeito à ação de uma força transversal f : Ω → R. Tal posição de

equilı́brio é a que minimiza a energia potencial envolvida no processo.

Além da ação realizada pela força transversal, devemos levar em consideração outra

componente da energia potencial da membrana: o trabalho necessário para esticá-la. Nesse ex-

perimento, a membrana é considerada perfeitamente elástica, por isso, o trabalho é proporcional

à diferença de área entre a superfı́cie esticada e a parte que não sofreu deformação. A constante

de proporcionalidade é conhecida por tensão, que por simplificação assumiremos que é igual a

1. Assim, a energia potencial é dada por

E =

�
Ω

(√
1 + |Du(x)|2 − 1

)
dx+

�
Ω

u(x)f(x)dx (69)

que fazendo a imposição que o gradienteDu é pequeno e lembrando que
√
1 + a ≈ 1+ 1

2
a (Via

expansão de Taylor) obtemos em (69)

E =
1

2

�
Ω

|Du(x)|2dx+
�
Ω

u(x)f(x)dx. (70)

Via essa expressão da energia potencial, em busca da posição de equilı́brio, podemos olhar
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a expressão (70) como um funcional em u e busquemos minimizar no espaço de Sobolev

H1(Ω) = W 2,2(Ω).

Para isso, se a membrana estiver sobre um obstáculo definido, como gráfico de uma

função φ de classe C2 em Ω, o problema de minimização é reduzido a minimizar o funcional

J (w) =
1

2

�
Ω

|Dw|2dx+
�
Ω

wfdx,

sob o conjunto K = {w ∈ H1(Ω) : w − g ∈ H1
0 (Ω) e w > φ em Ω}, onde as funções em K

são ditas admissı́veis (ou representantes) e H1
0 (Ω) é o fecho de C∞

0 (Ω) em H1(Ω). Façamos a

suposição que g > φ em Ω para garantir que K ̸= ∅.

Seguindo as ideias de [52] e [49], iremos fazer algumas reduções do problema de

minimização. Suponhamos que o funcional J admita um minimizante u. Então, dados 0 f
ς ∈ C∞

0 (Ω) e ε > 0, a função w = u + ες é admissı́vel e assim pela minimalidade de u com

respeito ao funcional J , tem-se J (u) f J (w) e assim

0 f J (w)− J (u)

=
1

2

�
Ω

|D(u+ ες)|2dx+
�
Ω

(u+ ες)fdx− 1

2

�
Ω

|Du|2dx−
�
Ω

ufdx

=
�
�
�
�

�
�
�

1

2

�
Ω

|Du|2dx+ ε

�
Ω

Du ·Dςdx+ 1

2
ε2
�
Ω

|Dς|2dx+
�

�
�
��

�
Ω

ufdx+ ε

�
Ω

ςfdx−

−
�

�
�

�
�
�
�

1

2

�
Ω

|Du|2dx−
�
�
�

��
�
Ω

ufdx

= ε2
1

2

�
Ω

|Dς|2dx+ ε

(�
Ω

Du ·Dςdx+
�
Ω

ςfdx

)
. (71)

Dividindo ambos os membros de (71) e fazendo ε→ 0+, podemos concluir que

0 f
�
Ω

Du ·Dςdx+
�
Ω

ςfdx, ∀ς ∈ C∞
0 (Ω), com ς g 0. (72)

Em outros termos, (72) nos diz que uma solução do problema de obstáculo satisfaz no sentido

fraco

∆u f f(x) em Ω.

De forma similar a dedução realizada acima, usando funções ς ∈ C∞
0 (Ω) com suporte no

domı́nio {u > φ} que o minimizante deve satisfazer

∆u = f(x) em {u > φ}.

Para mais detalhes, recomendamos aos leitores as referências [52] e [49], bem como para mais

deduções fı́sicas sobre o problema de obstáculo.
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Assim, o problema de obstáculo pode ser estudado no sentido fraco o seguinte pro-

blema: 



∆u f f no sentido fraco em Ω

∆u = f no sentido fraco em {u > φ}
u g φ em Ω

com u − g ∈ H1
0 (Ω) no sentido do traço. Alguns conjuntos destacamos sua nomenclatura no

contexto do problema de obstáculo:

✓ {u = φ} - Conjunto de contato com o obstáculo;

✓ {u > φ} - Conjunto de não-contato com o obstáculo;

✓ ∂{u > φ} - Fronteira livre.

A abordagem acima é de caráter variacional, uma vez que, o caráter de solução

é no sentido distribucional (solução fraca). O problema de obstáculo pode também ser es-

tudado no contexto não-variacional, via soluções no sentido da viscosidade. O de soluções

não-variacionais é bem posto para estudar problemas onde o operador que define a EDP é da

forma não-divergente e/ou modelos não-lineares ou totalmente não-lineares. Nosso interesse

nesta aplicação é abordar o problema de obstáculo no contexto não-variacional.

Sobre teoria de regularidade para problemas do tipo obstáculo, Lieberman em [38]

sobre estimativas de gradientes para problemas de obstáculos de modelos elı́pticos (sob estru-

tura convexa/convexa) com condições de contorno oblı́quas.

Também citamos Byun et al. em [11] estudaram estimativas de Calderón-Zygmund

para os seguintes modelos de problemas de obstáculos:





aij(x)Duij f f(x) em Ω

(aij(x)Duij − f)(u− ϕ) = 0 em Ω

u(x) g ϕ(x) em Ω

´ ·Du+ µu = g(x) sobre ∂Ω

e 



F (D2u, x) f f(x) em Ω

(F (D2u, x)− f)(u− ϕ) = 0 em Ω

u(x) g ϕ(x) em Ω

u(x) = 0 sobre ∂Ω,

onde a matriz (aij(x))n×n e F são (¼,Λ)-elı́pticos com o fato que F é um operador convexo.

Tais problemas de obstáculo foram estudados com coeficientes descontı́nuos e obstáculos irre-

gulares (isto é, ϕ ∈ W 2,p(Ω)).

Um pouco mais tarde, Koike e Tateyama em [30], obtiveram estimativas globais

para Lp-soluções de viscosidade do problema de obstáculos bilateral com ingredientes ilimita-
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dos para obstáculos apenas contı́nuos na seguinte classe de problemas de obstáculos





F (D2u,Du, x) f f(x) em {x ∈ Ω : u(x) > φ(x)}
F (D2u,Du, x) g f(x) em {x ∈ Ω : u(x) < È(x)}
φ(x) f u(x) f È(x) em Ω

u(x) = g(x) sobre ∂Ω,

e também garantiram estimativas Hölder para a primeira derivada de soluções desse problema

para obstáculos suficientemente regulares.

Recentemente, Byun et al. [10, Teorema 1.1] estabeleceram estimativas W 2,p pro-

blema de obstáculo com condições de bordo oblı́quo





F (D2u,Du, u, x) f f(x) em Ω

(F (D2u,Du, u, x)− f)(u− ϕ) = 0 em Ω

u(x) g ϕ(x) em Ω

´ ·Du+ µu = g(x) sobre ∂Ω

(73)

para um dado obstáculo ϕ ∈ W 2,p(Ω) satisfazendo ´(x) ·Dϕ + µϕ g g q.t.p. em ∂Ω, quando

F é um operador convexo e µ = g ≡ 0.

Motivados pelas referências acima, investigaremos estimativas W 2,Υ
É e W 2Lp,qÉ para

o problema de obstáculo (73) sobre condições assintóticas mais fracas que convexidade.

Para esse propósito, precisaremos assumir as seguintes hipóteses:

(A5) Existe um módulo de continuidade É : [0,+∞) → [0,+∞) com É(0) = 0, tal que

F (X1, q, r, x1)− F (X2, q, r, x2) f É (|x1 − x2|)
[
(|q|+ 1) + ³0|x1 − x2|2

]

para todos x1, x2 ∈ Ω, q ∈ R
n, r ∈ R, ³0 > 0 e X1,X2 ∈ Sym(n) satisfazendo

−3³0

(
Idn 0

0 Idn

)
f
(
X2 0

0 −X1

)
f 3³0

(
Idn −Idn

−Idn Idn

)
,

onde Idn é a matriz identidade de ordem n.

(A6) F é um operador próprio no seguinte sentido:

d · (r2 − r1) f F (X, q, r1, x)− F (X, q, r2, x),

para quaisquer X ∈ Sym(n), r1, r2 ∈ R com r1 f r2, x ∈ Ω, q ∈ R
n, e para alguma

constante d > 0.

As condições (A5)− (A6) são necessárias para garantir o Princı́pio de Comparação

para o problema oblı́quo (45) (veja [16, Teorema 2.10] e [39, Teorema 7.17]), consequente-

mente asseguramos de empregar o Método de Perron para soluções de viscosidade (veja [39,
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Seções 7.4 e 7.6]).

Para enunciar o resultado principal no contexto dos espaços de Orlicz-Sobolev com peso, assu-

miremo que nosso obstáculo obstáculo ϕ ∈ W 2,Υ
É (Ω), onde Υ(t) = Φ(tn) sendo Φ a N -função

nas condições do Teorema 5.0.5 satisfazendo ´(x) ·Dϕ+ µϕ g g q.t.p. em ∂Ω.

Teorema 6.1.1 (Estimativas W 2,Υ
É para o prolema de obstáculo) Seja u uma Lp-solução de

viscosidade para o problema de obstáculo (73), onde p = p0n, F satisfaz as condições estrutu-

rais (A1), (O2)′, (A3), (A4) e (O5)′, com a condição ´ ∈ C2(∂Ω) e (O1) − (O2), ∂Ω ∈ C3

e ϕ ∈ W 2,Υ
É (Ω), onde Υ(t) = Φ(tn) e É ∈ Ai(Φ). Então, u ∈ W 2,Υ

É (Ω) e vale a seguinte

estimativa

∥u∥W 2,Υ
É (Ω) f C ·

(
∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥ϕ∥W 2,Υ(Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)

)
,

onde C = C(n, ¼,Λ, p0, p2, µ0, Ã, À, É, i(Φ), ∥´∥C2(∂Ω), ∥µ∥C1,³(∂Ω), ∂Ω, diam(Ω), ¹0).

Demonstração: A ideia da demonstração desse resultado consiste em construir uma famı́lia de

soluções de viscosidade do seguinte problema penalizado

{
F (D2uε, Duε, uε, x) = h+(x)Ψε(uε − ϕ) + f(x)− h+(x) em Ω

´ ·Duε + µuε = g sobre ∂Ω,
(74)

para ε ∈ (0, 1), onde Ψε(s) é uma função suave não-decrescente tal que

Ψε(s) ≡ 0 se s f 0; Ψε(s) ≡ 1 se s g ε,

0 f Ψε(s) f 1 par qualquer s ∈ R.

e

h(x) =: f(x)− F (D2ϕ,Dϕ, ϕ, x).

Essa penalização no termo fonte nos ajudará, sob certas condições, que tendo limitação da

sequência uε que independe de ε que tal sequência converge para uma função u∞ que será a

nossa candidata a solução de (73) e também goza das estimativas desejadas.

Para o desejado, definamos f̂uε(x) =: h+(x)Ψε(uε−ϕ) + f(x)− h+(x). Observemos que pela

condição estrutural (A1) temos que

|h(x)| f |f(x)|+ C(n¼,Λ)|D2ϕ|+ Ã|Dϕ|+ À|ϕ|
f C(n, ¼,Λ, Ã, À)(|f(x)|+ |D2ϕ(x)|+ |Dϕ(x)|+ |ϕ(x)|), q.t.p. em Ω,

donde por desigualdade triangular, garantimos que h ∈ LΥ
É (Ω) com estimativa

∥h∥LΥ
É (Ω) f C ·

(
∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥ϕ∥W 2,Υ
É (Ω)

)
, (75)

onde a constante positiva C depende apenas de n, ¼, Λ, Ã e À. Agora estimemos f̂uε . Para

cumprir tal objetivo, analisaremos em dois casos sobre a função h+:
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(i) ∥h+∥LΥ
É (Ω) > 0.

Nesse caso, pela desigualdade triangular temos para q.t.p. x em Ω,

|f̂uε(x)| f 2|h+(x)|+ |f(x)|

e assim pelo fato de ∥h+∥LΥ
É (Ω) > 0 obtemos que

∥∥∥∥∥
f̂uε

∥h+∥LΥ
É (Ω) + ∥f∥LΥ

É (Ω)

∥∥∥∥∥
LΥ
É (Ω)

f 2

∥∥∥∥
h+

∥h+∥LΥ
É (Ω)

∥∥∥∥
LΥ
É (Ω)

+

+

∥∥∥∥
f

∥h+∥LΥ
É (Ω) + ∥f∥LΥ

É (Ω)

∥∥∥∥
LΥ
É (Ω)

f 3.

consequentemente,

∥f̂uε∥LΥ
É (Ω) f 3(∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥h+∥LΥ
É (Ω))

f C(n, ¼,Λ, Ã, À)(∥f∥LΥ
É (Ω) + ∥È∥W 2,Υ

É (Ω)).

(ii) ∥h+∥LΥ
É (Ω) = 0.

Neste caso, ∥h+∥LΥ
É (Ω) = 0 implica que h+ = 0 q.t.p. em Ω e daı́ f̂uε = f que independe

de v0.

Portanto, a partir desses dois casos podemos concluir que

∥f̂uε∥LΥ
É (Ω) f C(∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥È∥W 2,Υ
É (Ω)), (76)

onde C > 0 independe de uε.Como consequência temos que

∥f̂uε∥LΥ(Ω) f C(n, ¼,Λ, Ã, À)
(
∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥ϕ∥W 2,Υ
É (Ω)

)
. (77)

Agora, afirmamos que o problema (74) admite uma solução de viscosidade que goza de estima-

tivas a priori. De fato, pelo Método de Perron (confira [39, Teorema 7.19]) segue que para cada

v0 ∈ LΥ
É (Ω) fixada, existe única solução de viscosidade uε ∈ W 2,Υ

É (Ω) satisfazendo no sentido

da viscosidade

{
F (D2uε, Duε, uε, x) = h+(x)Ψε(v0 − ϕ) + f(x)− h+(x) em Ω

´ ·Duε + µuε = g sobre ∂Ω,

cumprindo o Teorema 5.0.5 com estimativas

∥uε∥W 2,Υ
É (Ω) f C ·

(
∥uε∥nL∞(Ω) + ∥f̂v0∥LΥ

É (Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)

)
(78)
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para alguma constante C > 0 dependendo apenas de n, ¼, Λ, À, Ã, p0, p2, Φ, É, µ0, Ã, É,

∥´∥C2(∂Ω), ∥µ∥C2(∂Ω), ¹0 e diam(Ω). Invocando as Estimativas ABP 2.3.13 e o Teorema de

mergulho dos espaços de Orlicz com peso 2.2.38, obtemos em (78)

∥uε∥W 2,Υ
É (Ω) f C ·

(
∥f̂v0∥LΥ

É (Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)

)
. (79)

Contudo, similar à (77) temos a seguinte estimativa

∥f̂v0∥LΥ(Ω) f C(n, ¼,Λ, Ã, À)
(
∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥ϕ∥W 2,Υ
É (Ω)

)
. (80)

Assim, por (79) e (80) podemos concluir que

∥uε∥W 2,Υ
É (Ω) f C0,

onde C0 > 0 é uma constante que depende apenas de n, ¼, Λ, µ0, Ã, É, p0, p2, Φ, É, ∥´∥C2(∂Ω),

¹0, diam(Ω), ∥f∥LΥ
É (Ω), ∥g∥C1,³(∂Ω), ∥ϕ∥W 2,Υ

É (Ω) e que independente de v0.

Nessa linha de raciocı́nio, definindo o operador T : LΥ
É (Ω) → W 2,Υ

É (Ω) ¢ LΥ
É (Ω)

dado por T (v0) = uε, podemos concluir que T aplica C0-bola (em LΥ
É (Ω)) sobre si própria.

Portanto, T é um operador compacto. Consequentemente, pelo Teorema do Ponto Fixo de

Schauder (Ver [7, Capı́tulo 6]), existe uε tal que T (uε) = uε, que é solução de viscosidade

para(74).

De (79) e (80) garantimos que a sequência {uε}ε>0 é limitada em W 2,Υ
É (Ω). Daı́,

temos por W 2,Υ
É (Ω) ser reflexivo e o mergulho de Sobolev garantimos a existência de uma sub-

sequência {uεj}j∈N com εj → 0 e uma função u∞ ∈ W 2,Υ
É (Ω) tais que uεj á u∞ em W 2,Υ

É (Ω)

e uεj → u∞ em C1,1−n
p (Ω), devido aos mergulhos de Sobolev mais a inclusão dos espaços de

Orlicz nos espaços de Lebesgue dada pelo Lema 2.2.38.

Agora, afirmamos que u∞ é uma solução de viscosidade de (73). De fato, observemos inici-

almente que ´(x) · Duεj(x) + µ(x)uεj(x) = g(x) e {uεj}j∈N são uniformemente limitadas e

eqüicontı́nuas sobre ∂Ω, então de (79) e a convergência uεj → u∞ em C1,1−n
p (Ω) temos no

sentido da viscosidade (mais que isso, pontualmente)

´(x) ·Du∞(x) + µ(x)u∞(x) = g(x) sobre ∂Ω.

Por outro lado, de (74) e pela definição de Ψ temos que

F (D2uεj , Duεj , uεj , x) = h+(x)Ψεj(uεj − ϕ) + f(x)− h+(x)

f f(x) em Ω ∀j ∈ N

donde pela Lema de Estabilidade 2.3.21 segue fazendo j → +∞,

F (D2u∞, Du∞, u∞, x) f f em Ω
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no sentido da viscosidade. Feito isso, provaremos agora que

u∞ g ϕ em Ω.

Realmente, observemos que no conjunto Oj =: {x ∈ Ω : uεj(x) < ϕ(x)} tem-se pela

definição de Ψ que Ψεj(uεj − ϕ) ≡ 0. Agora se Oj = ∅, não temos nada a provar. Portanto,

suponhamos que Oj ̸= ∅. Então,

F (D2uεj , Duεj , uεj , x) = f(x)− h+(x) para x ∈ Oj.

Mas como Oj é aberto em Ω para cada j ∈ N uma vez que uεj ∈ C0(Ω). Além disso, pela

definição da função h segue que

F (D2ϕ,Dϕ, ϕ, x) = f(x)− h(x) g F (D2uεj , Duεj , uεj , x) em Oj.

Ademais, sabemos que uεj = ϕ em ∂Oj\∂Ω. Portanto, podemos usar o Critério de Comparação

(veja [16, Teorema 2.10] e [39, Teorema 7.17]) para concluirmos que uεj g ϕ em Oj , o que é

uma contradição. Consequentemente, Oj = ∅ e u∞ g ϕ em Ω. Por fim, resta-nos mostrarmos

que

F (D2u∞, Du∞, u∞, x) = f(x) em {u∞ > ϕ}

no sentido da viscosidade. Para este fim, vejamos que para cada k ∈ N ocorre

h+(x)Ψεj(uεj − ϕ) + f(x)− h+(x) → f(x) q.t.p. em

{
x ∈ Ω : u∞(x) > ϕ(x) +

1

k

}
.

E assim aplicando novamente o Lema de Estabilidade 2.3.21 temos no sentido da viscosidade

que

F (D2u∞, Du∞, u∞, x) = f(x) em {u∞ > ϕ} =
∞⋃

k=1

{
u∞ > ϕ+

1

k

}
quando j → +∞,

e assim segue a afirmação. Logo, u∞ é solução de (73) com estimativa W 2,Υ
É (Ω)

∥u∞∥W 2,Υ
É (Ω) f lim inf

j→+∞
∥uεj∥W 2,Υ

É (Ω) f ·
(
∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥ϕ∥W 2,Υ
É (Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)

)
,

onde C = C(n, ¼,Λ, p0, p2, µ0, Ã, À, É, i(Φ), ∥´∥C2(∂Ω), ∥µ∥C1,³(∂Ω), ∂Ω, diam(Ω), ¹0) sendo a

primeira desigualdade acima verı́dica devido a convergência fraca uεj á u∞. Resta-nos garan-

tir que u ≡ u∞ para concluir a prova do Teorema. Para este objetivo, suponhamos por absurdo

que u ̸= u∞. Então, podemos supor sem perda de generalidade que

Oq = {u∞ > u} ≠ ∅.
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Uma vez que, u∞ > u g ϕ em Oq, obtemos no sentido da viscosidade que

F (D2u∞, Du∞, u∞, x) = f(x) em Oq

Assim podemos concluir que





F (D2u,Du, u, x) f f(x) f F (D2u∞, Du∞, u∞, x) em Oq

u(x) = u∞(x) em ∂Oq \ ∂Ω,
´ ·Du+ µu = g = ´ ·Du∞ + µu∞ sobre ∂Oq ∩ ∂Ω

Consequentemente, pelo Princı́pio de Comparação para problemas com condições

de bordo oblı́quo [16, Teorema 2.10] e [39, Theorem 7.17], concluı́mos que u g u∞ em Oq caso

∂Oq ∩ ∂Ω = ∅ ou não. Em qualquer caso, temos uma contradição pela definição do conjunto

Oq, e consequentemente conseguimos provar que u ≡ u∞. O que encerra a prova.

Observação 6.1.2 Sobre o Teorema 6.1.1:

✓ No final da prova, do Teorema 6.1.1 provamos na realidade unicidade de solução de

viscosidade para (73). Ademais, na prova desse teorema ficou evidenciado a condição de

n < p e não n f p, devido a recorrermos aos mergulhos de Sobolev.

✓ O Teorema 6.1.1 garante boas estimativas nos espaços de Orlicz-Sobolev com peso que

são espaços mais refinados de propriedades quando comparamos aos espaços de Sobolev

W k,p’s.

✓ Fazendo Φ = tp (p ∈ (n,∞)) e É ≡ 1 temos imediatamente que LΦ
É(Ω) é o espaço de

Lebesgue Lp(Ω) e daı́ recuperamos pelo Teorema 6.1.1 estimativas de Sobolev para o

problema de obstáculo (73).

✓ Em consonância com a observação precedente, notemos que diferente do caso Lp (p ∈
[1,∞]) a norma ∥ · ∥LΦ

É (Ω) não tem a propriedade de ser crescente no seguinte sentido:

Para todas f, g ∈ Lp(Ω) tem-se

|f | f |g| em Ω =⇒ ∥f∥Lp(Ω) f ∥g∥Lp(Ω).

E mais que isso, em LΦ
É(Ω) a função |f | 7−→ ∥f∥LΦ

É (Ω) é não-crescente, no sentido que

|f | f |g| em Ω =⇒ ∥f∥LΦ
É (Ω) f ∥g∥LΦ

É (Ω),

devido a definição da norma de Luxemburg. Realmente, se |f | f |g|, então por Φ ser

crescente

�
Ω

Φ(|f(x)|)É(x)dx f
�
Ω

Φ(|g(x)|)É(x)dx.
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Nesse caso, se t > 0 é tal que ÄΦ,É
(
g
t

)
f 1, então pela observação acima

ÄΦ,É

(
f

t

)
f ÄΦ,É

(g
t

)
f 1.

Com isso, acabamos de mostrar que

{
t > 0; ÄΦ,É

(g
t

)
f 1
}
¢
{
t > 0; ÄΦ,É

(
f

t

)
f 1

}
.

E assim tomando o ı́nfimo desses dois conjuntos temos que

∥f∥LΦ
É (Ω) g ∥g∥LΦ

É (Ω).

Devido a esse fato não podemos ter repetido o argumento no caso Lp na estimativa de

f̂v0 para garantir a independência da função v0.

Agora em vista de pedir menos regularidade acima para ´ e µ também temos a

seguinte versão do Teorema 6.1.1.

Teorema 6.1.3 Seja u uma Lp-solução de viscosidade de (73), onde p = p0n, F satisfaz as

condições estruturais (A1), (O2)′, (A3), (A4), (O5)′ e (O1)− (O2), ∂Ω ∈ C3 e È ∈ W 2,Υ
É (Ω),

onde Υ(t) = Φ(tn) e É ∈ Ai(Φ). Então, u ∈ W 2,Υ
É (Ω) com a seguinte estimativa

∥u∥W 2,Υ
É (Ω) f C ·

(
∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥ϕ∥W 2,Υ
É (Ω) +max{∥g∥C1,³(∂Ω), ∥g∥nC1,³(∂Ω)}

)
.

onde C = C(n, ¼,Λ, p0, p2, µ0, Ã, À, É, i(Φ), ∥´∥C2(∂Ω), ∥µ∥C1,³(∂Ω), ∂Ω, diam(Ω), ¹0).

Demonstração: Similar a demonstração do Teorema 6.1.1, com os seguintes ajustes: quando

tomamos a famı́lia {uε}ε>0 de soluções para o problema penalizado (74), garantimos que estão

em W 2,Υ
É (Ω) via o Teorema 5.0.5 em vez do Teorema 5.0.6 e portanto obter as seguintes esti-

mativas,

∥uε∥W 2,Υ
É (Ω) f C · (∥uε∥nL∞(Ω)∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥ϕ∥W 2,Υ
É (Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)),

Donde pela estimativa ABP 2.3.13 e o Lema de mergulho 2.2.38, concluı́mos da última estima-

tiva acima que

∥uε∥W 2,Υ
É (Ω) f C · (∥f∥LΥ

É (Ω) + ∥ϕ∥W 2,Υ
É (Ω) +max{∥g∥C1,³(∂Ω), ∥g∥nC1,³(∂Ω)}).

Daı́, basta prosseguir inteiramente análogo a demonstração do Teorema 6.1.1.

Como antecipado acima, também temos de estimativas de Lorentz com peso para

o problema de obstáculo (73). A prova do resultado é inteiramente análoga ao Teorema 6.1.1,

com o ajuste nos espaços respectivos, por omitiremos aqui.
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Teorema 6.1.4 (Estimativas W 2Lp,qÉ para o problema de obstáculo) Sejam p, q, p̃ constantes

tais que (p, q) ∈ (n,∞) × (1,∞), p̃ ∈ (n, p) e É ∈ A p
n

um peso. Seja u uma Lp̃-solução

de viscosidade de (73). Assuma que as condições estruturais (A1) − (A6) são satisfeitas,

´ ∈ C2(∂Ω), ∂Ω ∈ C3 e ϕ ∈ W 2Lp,qÉ (Ω) é tal que ´ · ϕ + µϕ g g q.t.p em ∂Ω. Então,

u ∈ W 2Lp,qÉ (Ω) e

∥u∥W 2Lp,qÉ (Ω) f C ·
(
∥f∥Lp,qÉ (Ω) + ∥ϕ∥W 2Lp,q(Ω) + ∥g∥C1,³(∂Ω)

)
.

onde C = C(n, ¼,Λ, p, q, p̃, µ0, Ã, À, [É] p
n
, ∥´∥C2(∂Ω), ∥µ∥C1,³(∂Ω), ∂Ω, diam(Ω), ¹0).

Observação 6.1.5 Fazendo p = q ∈ (n,∞) e É ≡ 1 obtemos pelo novamente estimativasW 2,p

para o problema de obstáculo (73).

6.2 Densidade de soluções de viscosidade

Nesta parte, como consequência das estimativas obtidas nos três capı́tulos anterio-

res apresentaremos que uma C0-solução de viscosidade do problema

{
F (D2u, x) = f(x) em B+

1

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1,
(81)

sob certas condições, pode ser aproximada por uma sequência de funções na mesma classe de

soluções de viscosidade e que ainda estão no espaço (W 2Lp,qÉ )loc(B
+
1 ) (resp. (W 2,Υ

É )loc(B
+
1 ) e

W 2,p
loc (B

+
1 )). Sobre esse problema de densidade podemos citar [46] no estudo de equações sem

condição de fronteira e no livro [45] de Pimentel até sobre os aspectos de densidade fraca.

Teorema 6.2.1 (Densidade W 2Lp,qÉ ) Seja u uma C0-solução de viscosidade do problema (81),

onde f ∈ Lp,qÉ (B+
1 ) ∩ C0(B+

1 ) (para (p, q) ∈ (n,∞) × (0,∞]), É ∈ A p
n

, ´, µ, g ∈ C1,³(T1).

Então, dado ¶ > 0, existe uma sequência (uj)j∈N ¢ (W 2Lp,qÉ )loc(B
+
1 ) ∩ S(¼− ¶,Λ + ¶, f) que

converge localmente uniformemente para a função u.

Demonstração: Como em [46, Teorema 8.1], para exibir tal sequência desejada construiremos

uma sequência de operadores Fj : Sym(n)×B+
1 −→ R como segue: Dado ¶ > 0 consideremos

o Operador Maximal de Pucci

L¶(M) := M+
(¼−¶),(Λ+¶)(M) = (Λ + ¶)

∑

ei>0

ei + (¼− ¶)
∑

ei<0

ei,

onde ei são os autovalores da matriz M ∈ Sym(n). A partir de L¶ definimos

Fj : Sym(n)× B+
1 −→ R

(M,x) 7−→ max{F (M,x), L¶(M)− Cj},

sendo (Cj)j∈N uma sequência de números reais positivos divergente que será determinada a
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posteriori.

Figura 4 – Ideia para construir a sequência de operadores Fj

Sym(n)

R L¶ − Cj

F

j Cj

−Cj

−j−Cj (¼,Λ) - Cone de elipticidade

Fonte: Elaborada pelo autor.

Intuitivamente, como em [46], a Figura 4 ilustra a construção do operador Fj . Como

por hipótese, o gráfico do operador F , que é (¼,Λ)-elı́ptico, encontra-se no cone de elipticidade

(¼,Λ). Inclinando um pouco a abertura do cone e colocando seu vértice em um ponto com

ordenada −Cj para Cj grande, a fronteira do novo cone, que contém o gráfico de L¶ − Cj ,

fica abaixo do cone original de abertura (¼,Λ) dentro da bola Bj , e acima no complemento da

bola de raio ∼ Cj . Agora detalharemos analiticamente o operador Fj . Realmente, observemos

preliminarmente que Fj é contı́nuo(pois é máximo de duas funções contı́nuas) e uniformemente

elı́ptico com constantes elipticidade ¼ − ¶ f Λ + ¶, uma vez que, F e L¶ também são. Feitas

essas observações preliminares vemos por outro lado que pela (¼,Λ)-elipticidade de F segue

que

F (M,x) g ¼
∑

ei>0

ei + Λ
∑

ei<0

ei g ¼
∑

ei>0

ei − Λ∥M∥

= L¶(M)− (Λ + ¶ − ¼)
∑

ei>0

ei − (¼− ¶)
∑

ei>0

ei − Λ∥M∥

g L¶(M)− (2Λ− ¼+ ¶)∥M∥
g L¶(M)− Cj, ∀Bj ¢ Sym(n), ∀x ∈ B+

j

onde Cj := j(2Λ − ¼ + ¶). Isso prova que F ≡ Fj em Bj × B+
1 ¢ Sym(n) × B+

1 . Por outro
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lado, determinaremos o operador recessão de Fj . Para isso, para cada µ > 0 vale que

(Fj)µ(M,x) = µFj(µ
−1M,x) = max{Fµ(M,x), L¶(M)− µCj}.

Como Fµ é (¼,Λ)-elı́ptico para todo µ > 0 segue que

Fµ(M,x) f Λ
∑

ei>0

ei + ¼
∑

ei<0

ei = L¶(M)− ¶
∑

ei>0

ei + ¶
∑

ei<0

ei

f L¶(M)− ¶∥M∥ f L¶(M)− µCj,

para todos M ∈ BµCj
¶

¢ Sym(n) e x ∈ B+
1 . Com isso, podemos concluir, em particular, que

Fj(M,x) = L¶(M) − Cj fora de uma bola de raio ∼ Cj e assim F q
j = L¶ . Agora, notemos

que F q
j satisfaz a condição de estimativas C1,1 locais, isso é, dados x0 ∈ B+

1 e g0 ∈ C1,³(T1)

temos que solução de viscosidade de

{
F q
j (D

2v, x0) = 0 em B+
1

´ ·Dv + µv = g0(x) sobre T1

é tal que v ∈ C1,1(B+
1/2) com estimativa

∥v∥
C1,1(B+

1/2
)
f C(∥v∥L∞(B+

1 ) + ∥g∥C1,³(T1)
),

devido ao Teorema 2.3.17, soluções acima estão em C2,³(B+
1/2) com estimativa

∥v∥
C2,³(B+

1/2
)
f C(∥v∥L∞(B+

1 ) + ∥g∥C1,³(T1)
).

Por outro lado, claramente vale que ÈF qj
(x, y) ≡ 0, ∀x, y ∈ B+

1 e assim vale que

(�
(B+

1 )(x0,r)

ÈF qj
(x, x0)

pdx

) 1
p

= 0,

para todo x0 ∈ B+
1 e 0 < r < 1. Logo, estamos nas hipóteses da Proposição 4.0.2 e assim para

cada j ∈ N fixado, soluções de viscosidade do problema

{
Fj(D

2v, x) = f(x) em B+
1

´ ·Dv + µv = g(x) sobre T1

tem estimativas interioresW 2Lp,qÉ a priori. Mais precisamente, para cada j ∈ N existe constante

»j > 0 tal que

∥v∥
W 2Lp,qÉ

(

B+
1
2

) f »j(∥v∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp,qÉ (B+

1 ) + ∥g∥C1,³(T1)
).



107

Finalmente, construiremos uj desejada para ser solução de viscosidade do problema





Fj(D
2uj, x) = f(x) em B+

1

´ ·Duj + µuj = g(x) sobre T1

uj = u em ∂B+
1 \ T1

que existe pelo Teorema 2.3.20. Pela discussão acima, cada uj ∈ (W 2Lp,qÉ )loc(B
+
1 ). Como os

operadores Fj são uniformemente elı́pticos segue que Fj(·, x) → F0(·, x) localmente unifor-

memente em Sym(n) para cada x ∈ B+
1 . E por Fj ≡ F em Bj × B+

1 , segue que F0 ≡ F .

Agora pela regularidade local C³ junto com estimativa ABP (Teorema 2.3.15 e Lema 2.3.13,

respectivamente) vale que a sequência uj , a menos de passagem à subsequência, converge para

alguma u0 localmente na topologia C³. Agora pelo Lema de Estabilidade 2.3.21 segue que u0

é solução de viscosidade de





F (D2u0, x) = f(x) em B+
1

´ ·Du0 + µu0 = g(x) sobre T1

u0 = u em ∂B+
1 \ T1

Tomando w = u0 − u segue que w satisfaz no sentido da viscosidade





w ∈ S(¼/n,Λ, 0) em B+
1

´ ·Dw + µw = 0 sobre T1

w = 0 em ∂B+
1 \ T1

e pela Estimativa ABP 2.3.13 segue que w = 0 em B+
1 \T1 e por continuidade segue que w ≡ 0,

ou seja, u ≡ u0, o que encerra a prova.

Observação 6.2.2 Fazendo p = q e É ≡ 1, obtemos densidade W 2,p
loc para soluções na classe

das soluções de viscosidade S via o Teorema (6.2.1).

Observação 6.2.3 Podemos aplicar a Proposição 5.0.3 para obter densidade de W 2,Υ
É em uma

classe de C0-soluções de viscosidade. Mais precisamente, seguindo fielmente a prova do Teo-

rema 6.2.1 com mı́nimas alterações garantimos que se u é uma C0-solução de viscosidade de

(81), onde f ∈ LΥ
É (B

+
1 )∩C0(B+

1 ) (Υ como na Proposição 5.0.3), É ∈ Ai(Φ), ´, µ, g ∈ C1,³(T1)

com µ f 0 e ´ · ¿ g µ0 sobre T1, para algum µ0 > 0. Então, para qualquer ¶ > 0, existe uma

sequência (uj)j∈N ¢ (W 2,Υ
É )loc(B

+
1 )∩S(¼−¶,Λ+¶, f) convergindo localmente uniformemente

para u.

6.3 Estimativas BMO para a Hessiana

Agora voltaremos nossa atenção para estimativas a priori no contexto das funções

de oscilação média limitada (ou simplesmente BMO do termo em lı́ngua inglesa Bounded Mean
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Oscilation) no espaço de Orlicz com peso para o problema

{
F (D2u,Du, u, x) = f(x) em B+

1

´ ·Du+ µu = g sobre T1.
(82)

Mais precisamente, apresentaremos uma aplicação de estimativas da Hessiana de soluções de

(82), quando o termo fonte f tem LΥ
É -oscilação média limitada ou apenas LΥ

É − BMO. É

conhecido da teoria de regularidade de soluções de equações elı́pticas totalmente não lineares

que mesmo se o termo fonte f for limitado em Ω disso não implica que a Hessiana D2u seja

limitada, muito menos esperamos isso quando temos soluções de (82).

Definição 6.3.1 Dizemos que uma função f ∈ L1
loc(Ω) pertence ao espaço LΦ

É − BMO(Ω)

para Φ ∈ ∆2 ∩∇2 uma N -função e É um peso se

∥f∥LΦ
É−BMO(Ω) := sup

B¢Rn

Ω∩B ̸=∅

∥(f − fB)ÇB∥LΦ
É (Ω)

∥ÇB∥LΦ
É (Ω)

< +∞

onde o supremo acima é tomado sob todas as bolas abertas B ¢ R
n que tem interseção não-

vazia e para cada uma dessas bolas estamos usando a notação

fB =

�
B

f(x)dx.

Observação 6.3.2 Observemos que ∥·∥LΦ
É−BMO(Ω) define uma seminorma no espaço das funções

que são e Orlicz com peso oscilação média limitada, devido as funções constantes q.t.p. clara-

mente terem seminorma LΦ
É − BMO(Ω) zero.

Exemplo 6.3.3 Considere a função Φ(t) = tp para p > 1. Recordemos do Exemplo que

Φ ∈ ∆2 ∩∇2. Agora considerando É ≡ 1 recuperamos a definição de espaços p− BMO(Ω).

Lembremos que pelas desigualdades de John-Nirenberg e de John-Strömberg as seminormas

p-BMO sao equivalentes para qualquer p ∈ [1,∞). Para mais detalhes confira [36].

De fato, para qualquer bola B = B(x, r) em R
n que intersecte Ω temos para Φ e É como acima

∥(f − fB)ÇB∥LΦ
É (Ω)

∥ÇB∥LΦ
É (Ω)

=
∥f − fB∥Lp(B∩Ω)

|B ∩ Ω| 1p
=

∥f − (f)x,r∥Lp(Ω(x,r))

|Ω(x, r)| 1p
=

(�
Ω(x,r)

|f − (f)x,r|p
) 1

p

.

Donde, por essa identidade segue que ∥f∥LΦ
É−BMO(Ω) = ∥f∥p−BMO(Ω).

Observação 6.3.4 Note que pelo fato que Φ ∈ ∆2 ∩ ∇2 e assumindo que É ∈ Ai(Φ) segue de

[29, Teorema 2.3] que existem constantes universais 0 < A f B tais que

A∥f∥BMO(B+
1 ) f ∥f∥LΦ

É−BMO(B+
1 ) f B∥f∥BMO(B+

1 ), ∀f ∈ L1
loc(B

+
1 )

Feitas essas obervações sobre as funções nos espaços BMO’s nessa parte, assumi-

remos a seguinte hipótese adicional
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(A5) (Estimativas C2,³̃ a priori) F q cumpre estimativas C2,³̃ a priori para algum ³̃ ∈ (0, 1)

para o problema oblı́quo, isto é, para qualquer g0 ∈ C0(T1) ∩ C1,³̃(T1), existe constante

universal C∗ > 0, tal que para qualquer solução de viscosidade de

{
F q(D2h, 0, 0, x) = 0 em B+

1 ,

´ ·Dh = g0 sobre T1.

pertence à C2,³̃(B+
1 ) ∩ C0(B+

1 ) e vale a seguinte estimativa

∥h∥
C2,³̃

(

B+
Ä

) f C∗
Ä2+È

(
∥h∥L∞(B+

1 ) + ∥g0∥C1,³̃(T1)

)
∀ 0 < Äj 1.

Novamente, a classe de problemas que cumpre a condição (A5) é não vazia, uma vez que,

quando F é convexo segue que F q também é convexo e podemos invocar o Teorema 2.3.17

para garantir tal condição. Agora para provar o desejado apresentaremos alguns resultados que

vão ser de grande utilidade na demonstração do Teorema principal dessa subseção. O primeiro

deles é uma versão similar ao Lema de Aproximação 3.1.5.

Lema 6.3.5 (Lema de Aproximação II) Sejam g ∈ C1,³̃(T1) tal que ∥g∥C1,³̃(T1)
f Cg e

´, µ ∈ C1,³̃(T1). Sejam F e F∞ dois operadores
(
¼
n
,Λ
)
-elı́pticos. Dado ¶ > 0, existe cons-

tante positiva ϵ0 = ϵ0(¶, n, ¼,Λ, µ0,Cg) < 1 tal que, se

max
{
|F (X, x)− F∞(X, x0)|, ÈF∞(x), ∥f∥LΦ

É (B
+
1 )

}
f ϵ0, ∀X ∈ Sym(n),

então quaisquer duas Lp−soluções de viscosidade u e v de

{
F (D2u, x) = f(x) em B+

1

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1.
e

{
F∞(D2h, x0) = 0 em B+

7
8

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8
.

satisfazem

∥u− h∥
L∞

(

B+
7
8

) f ¶.

Demonstração: A prova segue na mesma linha do Lema 3.1.5 com mı́nimas mudanças.

Observação 6.3.6 Vale observar no Lema 6.3.5, usamos dois fatos essenciais: A observação

6.3.4 e

Com essa versão temos o seguinte lema:

Lema 6.3.7 (Aproximação quadrática) Sob as hipóteses do Lema 6.3.5, assumamos que F∞

cumpre a condição (A4)⋆. Seja u uma Lp-solução de viscosidade para

{
F (D2u, x) = f(x) em B+

1 ,

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1.

Então, existem constantes universais Cq > 0, r0 ∈ (0, 1/2) e um polinômio quadrático P, tal
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que ∥P∥L∞(B+
1 ) f Cq satisfazendo

sup
B+
r

|u(x)−P(x)| f r2 para todo r f r0

Demonstração: Fixemos ¶ ∈ (0, 1) o qual explicitaremos a posteriori, e apliquemos o Lema

6.3.5 para obter ϵ0 > 0 e uma Lp-solução de viscosidade para

{
F∞(D2h, x) = 0 em B+

7
8

,

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8
.

tal que

sup
B+

7
8

|u− h| f ¶.

Recordando que F∞ cumpre a condição (A4)⋆, então h goza de estimativas clássicas. Assim,

podemos tomar a expansão de Taylor de segunda ordem em torno de 0 e definir P como tal

polinômio quadrático. Além disso, por essa construção segue que

sup
B+
Ä

|h−P| f C∗Ä
2+³̃ ∀ Ä f r0.

Daı́, escolhamos 0 < r j 1 de tal maneira que

r f min

{
r0,

(
1

10C∗

) 1
³̃

}
.

Portanto,

sup
B+
r

|h−P| f 1

10
r2.

Por outro lado, escolhendo ¶ =: 1
10
r2 temos que

sup
B+
r

|u− h| f 1

10
r2.

Por fim, obtemos

sup
B+
r

|u−P| f r2.

Como consequência do resultado acima, podemos fazer uma aproximação quadrática

para operadores FÄ associados ao operador recessão. A prova também segue o cálculo no Lema

6.3.7 com mı́nimos ajustes.

Lema 6.3.8 Assuma as condições (A1), (O2)′, (A3), (A5) e (O5′). Então, existem constantes

universais C∗ > 0, Ä0 > 0 e r > 0, tais que se u é uma solução de viscosidade (normalizada)
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de {
FÄ (D

2u, x) = f(x) em B+
1 ,

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1,

com max
{
Ä, ∥f∥LΥ

É−BMO(B+
1 )

}
f Ä0, existe um polinômio de grau 2 P, com ∥P∥∞ f C∗

satisfazendo

sup
B+
r

|u(x)−P(x)| f r2.

Com isso podemos enunciar a principal aplicação nessa seção:

Teorema 6.3.9 (Regularidade LΥ
É -BMO para a Hessiana) Seja u umaLp-solução de viscosi-

dade para o problema (47) onde f ∈ LΥ
É−BMO(B+

1 )∩LΥ
É (B

+
1 ), para p = p0n e Υ(t) = Φ(tn)

sendo Φ e É ∈ Ai(Φ) como nas hipóteses (O2)′. Assuma ainda que as condições (A1), (O2)′,

(A3), (A5) e (O5)′ são verdadeiras. Então, D2u ∈ LΥ
É −BMO

(
B+

1
2

)
, e ainda vale a seguinte

estimativa

∥D2u∥
LΥ
É−BMO

(

B+
1
2

) f C
(
∥u∥n

L∞(B+
1 )

+ ∥f∥LΥ
É−BMO(B+

1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

)
, (83)

onde C > 0 depende apenas de n, ¼, Λ, p0, É, i(Φ), c∗, µ0, ∥´∥C1,³(T1)
e ∥µ∥C1,³(T1)

.

Demonstração: Seja u uma solução de (82). Por argumento de normalização podemos tomar

» ∈ (0, 1) a ser determinado a posteriori e definir a função auxiliar w(x) = »u(x) tal que é

solução normalizada no sentido Lp- da viscosidade para

{
FÄ (D

2w, x) = f̃(x) em B+
1 ,

´ ·Dw + µw = g̃(x) sobre T1,

onde Ä := », f̃(x) = »f(x), e g̃(x) := »g(x). Agora escolhamos » de tal maneira que

max{Ä,A−1B∥f̃∥LΥ
É (B

+
1 )} f Ä0 onde Ä0 é a constante do Lema 6.3.8 e as contantes A,B > 0

são as constantes universais da Observação 6.3.4. Como ∥ ·∥LΥ
É (B

+
1 ) é positivamente homogênea

e pela definição de w, provar a estimativa LΥ
É − BMO for D2w garante o mesmo para Du e

portanto iremos garantir a estimativa desejada para D2w. Para tal fim, afirmamos que existe

sequência de polinômios quadráticos (Pk)k∈N da forma

Pk(x) = ak + bk · x+
1

2
xtMkx (84)

e cumprindo as seguintes condições:

(i) F q(Mk, x) = f̃1 =: f̃B+
1

.

(ii) sup
B+

rk

|w−Pk| f r2k, ∀k g 1, onde r ∈
(
0, 1

2

)
é o raio da semi-bola aberta no Lema 6.3.8.

(iii) Para todo inteiro k g 0, r2(k−1)|ak−ak−1|+ rk−1|bk− bk−1|+ |Mk−Mk−1| f C∗r2(k−1),

sendo que, C∗ é a constante do Lema 6.3.8.
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A prova é feita por indução em k. Ponhamos inicialmente P0 e P−1 para serem

P0(x) = P−1(x) =
1

2
xT ·M0 · x,

onde M0 ∈ Sym(n) satisfaz F q(M0, x) = (f̃)1.

O caso em que k = 0, é imediato. Agora suponhamos que tenhamos estabelecido a existência

de polinômios quadráticos P para k = 0, 1, . . . , j. Então definamos a seguinte função auxiliar

vj : B
+
1 ∪ T1 → R dada por

wj(x) =:
(w − Pj)(r

jx)

r2j
,

onde temos por hipótese de indução e a definição de wj que a mesma é uma Lp-solução de

viscosidade para {
Fj(D

2wj, x) = f̃j(x) em B+
1

˜́(x) ·Dwj(x) + µ̃wj = g̃j(x) sobre T1.

onde 



Fj(X, x) =: ÄF
(
1
Ä
(X +Mj), r

jx)
)

f̃j(x) =: f̃(rjx)

µ̃j(x) =: rjµ(rjx)

g̃j(x) =: r−j(g̃(rjx)− ˜́(x) ·DPj(rjx)− µ(rjx)Pj(r
jx))

˜́(x) =: rj´(rjx).

Temos pela hipótese e a Observação 6.3.4 que

∥fj∥LΥ
É−BMO(B+

1 ) f B∥fj∥BMO(B+
1 ) = B sup

0<sf1

�
B+
s

|fj(x)− (fj)s| dx

= B sup
0<sf1

�
B+
sr

|f(z)− (f)sr|d z

f B∥f̃∥BMO(B+
1 )

f A−1B∥f∥LΥ
É−BMO(B+

1 )

f Ä0.

Ademais, uma vez que, F q(Mj, x) = (f̃)1, a EDP com condição oblı́qua

{
F q
j (D

2h, x) = (f̃)1 em B+
1

´ ·Dh(x) + µ̃h = g̃(x) sobre T1

cumpre a mesma C2,³̃ estimativas a priori do problema governado por F q e está nas hipóteses

do Corolário 6.3.7. Portanto, existe um polinômio quadrático P̃ com ∥P̃∥∞ f Cq tal que

sup
B+
r

|wj − P̃ | f r2. (85)
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Reescalonando (85) obtemos que

sup
B+

rk+1

∣∣∣w(x)−
[
Pk(x) + r2kP̃

( x
rk

)]∣∣∣ f r2(k+1).

Por fim, definindo Pj+1(x) =: Pj(x) + r2jP̃ (r−jx) obtemos a (k + 1)-ésima etapa de indução.

Além disso, as condições desejadas sobre os coeficientes são satisfeitas. Isso prova o afirmado

Por fim, para qualquer Ä ∈
(
0, 1

2

)
, escolhamos m tal que 0 < rm+1 < Ä f rm. Agora temos a

seguinte estimativa

∥(D2w −Mm)ÇB+
Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

∥ÇB+
Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

f C
∥(D2w −Mm)ÇB+

rm
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

∥ÇB+
rm
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

= C
∥D2wm∥LΥ

É (B
+
rm )

∥ÇB+
rm
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

f C∥D2wm∥LΥ
É (B

+
rm )

f C, (86)

onde na penúltima desigualdade usamos o Lema 2.2.38 e na última desigualdade usamos a

Proposição 5.0.4. Portanto, podemos concluir da estimativa (86) o seguinte

∥(D2w − (D2w)B+
Ä
)ÇB+

Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

∥ÇB+
Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

f
∥(D2w −Mm)ÇB+

Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

∥ÇB+
Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

+

+
∥(D2w)B+

Ä
−Mm)ÇB+

Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

∥ÇB+
Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

f 2
∥(D2w −Mm)ÇB+

Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

∥ÇB+
Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

f C.

Logo,

∥D2w∥
LΥ
É−BMO

(

B+
1
2

) f sup
0<Ä< 1

2

∥(D2w − (D2w)B+
Ä
)ÇB+

Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

∥ÇB+
Ä
∥LΥ

É (B
+
1/2

)

f C < +∞

que finaliza a prova do Teorema.

Observação 6.3.10 Finalizamos com seguintes duas obervações pontuais:

(i) O Teorema 6.3.9 junto com a Observação 6.3.4 implicam que D2u ∈ BMO(B+
1 ) com

estimativa

∥D2u∥
BMO

(

B+
1
2

) f C(∥u∥n
L∞(B+

1 )
+ ∥f∥LΥ

É (B
+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

),
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para a constante C dependendo apenas da constante do Teorema 6.3.9 e de B.

(ii) Via o mergulho do espaço BMO em [3, Lema 1] e o mergulho de Sobolev garantimos do

item (i) acima que u ∈ C1,Log−Lip
(
B+

1
2

)
, com a seguinte estimativa para o gradiente de

u,

|Du(x)−Du(y)| f −CD|x− y| log |x− y|, ∀x, y ∈ B+
1
2

, x ̸= y,

onde

D = (∥u∥n
L∞(B+

1 )
+ ∥f∥LΥ

É (B
+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

).

e a constante C > 0 depende apenas de n, ¼, Λ, p0, É, i(Φ), c∗, µ0, ∥´∥C1,³(T1)
e

∥µ∥C1,³(T1)
.

(iii) Fazendo Φ(t) = tp e É ≡ 1 obtemos do Teorema 6.3.9 estimativas p − BMO para a

Hessiana.

6.4 Regularidade de Morrey com expoente variável

Por fim, apresentaremos sob certas condições que as estimativas de Lorentz-Sobolev com peso

também são válidas no contexto dos espaços de Morrey com expoente variável. Mais precisa-

mente estudaremos a regularidade do problema

{
F (D2u(x), Du(x), u(x), x) = f(x) em Ω

´(x) ·Du(x) = 0 sobre ∂Ω,
(87)

no contexto dos espaços de Morrey com expoente variável. Nessa parte, precisaremos da se-

guinte hipótese:

(A2)” O termo fonte f satisfaz f ∈ Lς(·),ϱ(·)(Ω) e ´ ∈ C1,³(∂Ω;Rn) par algum ³ ∈ (0, 1).

Com o intuito de apresentar tal aplicação, precisaremos de uma Lema Técnico sobre pesos.

Lema 6.4.1 (Técnico) Para todo ¹ ∈ (0, 1) temos que É(x) = (m(ÇBr(y))(x))
¹, x ∈ R

n é um

peso pertencente a classe A1 para todos x ∈ R
n e r > 0.

Prova: Inicialmente mostraremos que É, de fato, é um peso. Com efeito, como a m(ÇBr(y)) é

uma função mensurável, dado ³ g 0 temos que o conjunto {x ∈ R
n : m(ÇBr(y))(x) f ³

1
¹ } é

mensurável a Lebesgue, mas

{x ∈ R
n : m(ÇBr(y))(x) f ³

1
¹ } = {x ∈ R

n : (m(ÇBr(y))(x))
¹ f ³}

e como o conjunto {x ∈ R
n : (m(ÇBr(y))(x))

¹ f ³} = ∅ para todo ³ < 0 temos que É é

uma função mensurável. Além disso, verifiquemos que É(x) ∈ (0,∞) q.t.p. x ∈ R
n. De fato,

segue pela definição do operador maximal,m(ÇBr(y)) está bem definido pois ÇBr(y) ∈ L1
loc(R

n),

sendo que, tal operador é finito e positivo q.t.p. x ∈ R
n (Ver [56, Capı́tulo 7]). Assim segue o
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mesmo para É. Por fim, É ∈ L1
loc(R

n) pois, para qualquer compacto K ¢ R
n tem-se

�
Rn

|É(x)ÇK(x)|dx =

�
K

É(x)dx f
�
K

dx = |K| <∞ =⇒ ÉÇK ∈ L1(Rn),

uma vez que, É(x) f 1 q.t.p. x ∈ R
n. Portanto, É é um peso. Agora verifiquemos que É ∈ A1.

Com efeito, notemos inicialmente que definindo para cada A ¢ R
n, ¿(A) = |A ∩ Br(y)|.

Notemos que ¿ é uma medida de Borel finita definida em R
n. A partir de ¿, consideremos a

função maximal de ¿ a qual denotaremos por ¿∗ definida por

¿∗(x) = sup
B

¿(B)

|B| = sup
B

�
B

ÇBr(y)(z)dz,

onde o supremo acima é tomado sob todas as bolas em R
n que contém x. Em outros ter-

mos, ¿∗(x) é o operador maximal de Hardy-Littlewood não centrado da função ÇBr(y) (a saber,

m∗(ÇBr(y))). Notemos que ¿∗ é finita em quase todo ponto em R
n pelo Teorema de Hardy-

Littlewood (Ver [53, Teorema 1.1]). Afirmamos que (¿∗)¹ ∈ A1. Com efeito, analogamente ao

que fizemos acima para É, não é difı́cil ver que (¿∗)¹ é um peso. Doravante, pelo Teorema de

Kolmogorov 2.1.17, para toda bola B ¢ R
n e x ∈ B onde ¿∗ é finita,

�
B

(¿∗(z))¹dz f C

1− ¹
|B|1−¹

(�
B

ÇBr(y)(z)dz

)¹

onde C = C(n, ¹) é uma constante positiva. A partir dessa estimativa podemos reescrevê-la e

obter

�
B

(¿∗(z))¹dz f C

1− ¹

(�
B

ÇBr(y)(z)dz

)¹
f C

1− ¹
(¿∗(x))¹

assim podemos concluir que

�
B

(¿∗(z))¹dz f C

1− ¹
infess
B

(¿∗)¹.

Isso prova a afirmação que (¿∗)¹ ∈ A1. Com isso podemos mostrar que É ∈ A1. Realmente,

observemos que os operadores de Hardy-Littlewood centrado (m(f)) e não centrado (usaremos

a notação m∗(f)) são equivalentes, mais precisamente para qualquer f ∈ L1
loc(R

n) vale

m(f)(x) f m∗(f)(x) f 2nm(f)(x), ∀x ∈ R
n. (88)
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A desigualdade m(f)(x) f m∗(f)(x) segue pelas definições de m(f) e m∗(f). Por outro lado,

dada bola B = BÄ(z) que contém x temos que a bola B2Ä(x) contém B e assim

�
B

|f(w)|dw f 1

|B|

�
B2Ä(x)

|f(w)|dw

= 2n
1

2n|BÄ(z)|
|f(w)|dw =

�
B2Ä(x)

|f(w)|dw f 2nm(f)(x)

e assim tomando o supremo desses valores sob todas as bolas B que contém x segue que

m∗(f)(x) f 2nm(f)(x).

E assim segue as duas desigualdades (88). Feito isso, segue naturalmente que É ∈ A1, uma vez

que, para toda bola B ¢ R
n,

�
B

É(x)dx f
�
B

(¿∗(x))¹dx f C

1− ¹
infess

B
(¿∗)¹ f 2n¹C

1− ¹
infess

B
É.

Isso finaliza a prova do Lema.

Com esse lema em mãos, apresentaremos a nossa aplicação no contexto dos espaços

de Morrey com expoente variável formulada no seguinte teorema:

Teorema 6.4.2 (Estimativas W 2Lς(·),ϱ(·)) Seja Ω ¢ R
n (n g 2) um domı́nio limitado com

∂Ω ∈ C2,³ e assuma as condições estruturais (A1), (A2)′′, (A3) e (A4) e que u é uma

Lς1-solução de viscosidade para (87), onde a função ς é Log-Hölder contı́nua. Então, u ∈
W 2Lς(·),ϱ(·)(Ω) e vale a seguinte estimativa

∥u∥W 2Lς(·),ϱ(·)(Ω) f C · ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω),

onde C = C(n, ¼,Λ, À, Ã, µ0, ς1, ς2, ϱ0, ³, ∥´∥C1,³(∂Ω),Ω).

Demonstração: Inicialmente, por argumento de normalização, podemos supor sem perda de

generalidade que ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) = 1. Fixemos arbitrariamente um peso É ∈ A1 e tomemos

p0 =
ς1+n
2

que está no intervalo (n, ς1) (pela hipótese sobre ς1) temos que, se f ∈ Lp0É (Ω) então

estamos nas hipóteses do Teorema 4.0.5 (vale observar que É ∈ A ς1
n

pois, A1 ¢ Ap para todo

p ∈ [1,∞)) e assim podemos concluir que u ∈ W 2Lp0É (Ω) com estimativa

∥u∥W 2L
p0
É (Ω) f C∥f∥Lp0É (Ω), (89)

onde C = C(n, ¼,Λ, À, Ã, ς1, [É]1, µ0, ∥´∥C1,³(∂Ω), ∥∂Ω∥C2,³). Em particular,

�
Ω

|D2u(x)|p0É(x)dx f C

�
Ω

|f(x)|p0É(x)dx. (90)

Caso f /∈ Lp0É (Ω) temos essa última desigualdade, uma vez que, o lado direito dessa última
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desigualdade é infinito. Assim, pela arbitrariedade do peso É ∈ A1 segue do Teorema de

Extrapolação de expoentes variáveis com peso 2.2.24 que

∥D2u∥
L
ς(·)
É (Ω)

f C∥f∥
L
ς(·)
É (Ω)

, ∀É ∈ A1 (91)

sendo que C = C(n, ¼,Λ, À, Ã, ς1, ς2, ,C
′
ς(·), µ0, ∥´∥C1,³(∂Ω), ∥∂Ω∥C2,³ ,Ω). Agora provemos o

Teorema quando ϱ ̸= 0 e nesse caso ϱ0 > 0. De fato, inicialmente estendamos f como zero

fora de Ω e fixemos arbitrariamente y ∈ Ω e r > 0. Pelo Lema Técnico 6.4.1 para todo

¹ ∈ (0, 1), É(x) = (m(ÇBr(y))(x))
¹, x ∈ R

n é um peso da classe A1. Agora, para todo

¹ ∈
(
ϱ0
n
, 1
)
¢ (0, 1) (pois ϱ0 > 0) temos que

�
Ω(y,r)

|D2u(x)|ς(x)dx =

�
Ω

|D2u(x)|ς(x)ÇBr(y)(x)dx

=

�
Ω

|D2u(x)|ς(x)(ÇBr(y)(x))
¹dx, (92)

onde na última igualdade usamos o fato que para qualquer x ∈ Ω, ÇBr(y)(x) ∈ {0, 1}.

Por outro lado, afirmamos que (ÇBr(y)(x))
¹ f (m(ÇBr(y))(x))

¹ q.t.p. x ∈ Ω. Com

efeito, seja x ∈ Ω tal que m(ÇBr(y))(x) esteja bem definido. Temos três possibilidades para x:

✓ x = y.

Nesse caso, temos que

m(ÇBr(y))(y) = sup
Ä>0

�
BÄ(y)

ÇBr(y)(z)dz = sup
Ä>0

|BÄ(y) ∩ Br(y)|
|BÄ(y)|

,

onde claramente podemos concluir que m(ÇBr(y))(y) f 1. Agora fazendo Ä = r temos,

em particular, pelo visto acima que

m(ÇBr(y))(y) g
|Br(y) ∩ Br(y)|

|Br(y)|
= 1.

Logo, m(ÇBr(y))(y) = 1 = ÇBr(y)(y). Elevando ambos os membros dessa igualdade a

potência ¹ segue o afirmado.

✓✓ x ̸= y e x ∈ Br(y)

Nessa possibilidade, como x ∈ Br(y), segue que existe r̃ > 0 tal que Br̃(x) ¢ Br(y).

Assim, em particular,

1 g m(ÇBr(y))(x) = sup
Ä>0

|BÄ(x) ∩ Br(y)|
|BÄ(x)|

Ä=r̃

g |Br̃(x) ∩ Br(y)|
|Br̃(x)|

=
|Br̃(x)|
|Br̃(x)|

= 1,

donde m(ÇBr(y))(x) = 1 = ÇBr(y)(x) e assim como na primeira possibilidade segue a

igualdade afirmada.

✓✓✓ x ̸= y e x /∈ Br(y)
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Nessa último caso temos que ÇBr(y)(x) = 0 e assim por m(ÇBr(y))(x) g 0 segue o

afirmado.

Com essa afirmação e a estimativa (91) para É(x) = (m(ÇBr(y))(x))
¹, x ∈ R

n temos, por (92),

�
Ω(y,r)

|D2u(x)|ς(x)dx f
�
Ω

|D2u(x)|ς(x)É(x)dx

f C

�
Ω

|f(x)|ς(x)É(x)dx (93)

para alguma constante positiva C = C(n, ¼,Λ, À, Ã, ς1, ς2, ,C
′
ς(·), µ0, ∥´∥C1,³(∂Ω), ∥∂Ω∥C2,³ ,Ω).

Agora estudemos a última integral do lado direito em (93). Para isso, recordando

que f está definida em todo R
n, sendo f |Rn\Ω ≡ 0 e tendo em vista que podemos decompor Rn

como a seguinte união disjunta

R
n = B2r(y)

·∪
(
⋃̇

kg1

(B2k+1r(y) \ B2kr(y))

)

podemos concluir que

�
Ω

|f(x)|ς(x)É(x)dx = =

�
Rn

|f(x)|ς(x)É(x)dx

=

�

B2r(y)
·
∪









⋃̇

kg1

(B
2k+1r

(y)\B
2kr

(y))









|f(x)|ς(x)É(x)dx

=

�
B2r(y)

|f(x)|ς(x)É(x)dx+

+
∞∑

k=1

�
B

2k+1r
(y)\B

2kr

|f(x)|ς(x)É(x)dx. (94)

Denotemos por

A0 =

�
B2r(y)

|f(x)|ς(x)É(x)dx e Ak =

�
B

2k+1r
(y)\B

2kr

|f(x)|ς(x)É(x)dx, para k ∈ N.

Estimemos cada um desses termos acima:

(I) Estimativa de A0

Inicialmente, como vimos acima, temos que É(x) f 1 q.t.p. x ∈ R
n. Além disso, pela

hipótese imposta sobre a potência ϱ temos que 2ϱ(y) f 2ϱ0 < 2n. Assim esses fatos
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garantem que

A0 f
�
B2r(y)

|f(x)|ς(x)dx = 2n
1

2n

�
Ω(y,2r)

|f(x)|ς(x)dx

< 2n
1

2ϱ(y)
(2r)ϱ(y)Äς(·),ϱ(·)(f) f 2n

1

2ϱ(y)
(2r)ϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

= 2nrϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω),

onde usamos acima na penúltima desigualdade a majoração da modular Äς(·),ϱ(·) pela

norma ∥·∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) na bola unitária(Lembrando que ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) = 1), visto na Observação

2.2.19.

(II) Estimativa de Ak para todo k ∈ N

Notemos inicialmente que

�
BÄ(z)

ÇBr(y)(x)dx =
|BÄ(z) ∩ Br(y)|

|BÄ(z)|
f |Br(y)|

|BÄ(z)|
=

(
r

Ä

)n
, (95)

q.t.p. z ∈ Ω e Ä > 0. Agora tomando Ä > (2k+1 − 1)r temos que para todo ponto

z ∈ B2k+1r(y) \ B2kr(y), |Br(y) ∩ BÄ(z)| > 0, uma vez que, podemos tomar uma bola

aberta Br̃(w) ¢ Br(y)∩BÄ(z) onde w ∈ [z, y] é tal que |w− z| = Ä+(2k+1−1)r
2

e com raio

r0 =
Ä−(2k+1−1)r

2
> 0. Assim,

0 < |Br̃(w)| f |Br(y) ∩ BÄ(z)|

Figura 5 – Esboço geométrico da ideia da construção da bola Br̃(w)
z

w

y

Ä

r

(2k+1 − 1)r

Fonte: Elaborada pelo autor.
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donde em (95) temos que

0 <

�
BÄ(z)

ÇBr(y)(x)dx f rn

Än

Ä>(2k+1−1)r

f rn

(2k+1 − 1)nrn

2k+1−1g2k−1

f 1

2(k−1)n
, ∀k ∈ N.

Assim, observando também que se 0 < Ä f (2k+1 − 1)r então Br(y) ∩ BÄ(z) = ∅ temos

pela estimativa acima da média em BÄ(z) de ÇBr(y),

É(z) = (m(ÇBr(y))(z))
¹ =

(
sup
Ä>0

�
BÄ(z)

ÇBr(y)(x)dx

)¹

f
(

1

2(k−1)n

)¹
=

1

2¹n(k−1)
.

Com essa estimativa temos que

Ak f 1

2¹n(k−1)

�
B

2k+1r
(y)\B

2kr

|f(z)|ς(z)dz f 1

2(k−1)n¹

�
Ω(y,2k+1r)

|f(z)|ς(z)dz

f 1

2(k−1)n¹
(2k+1r)ϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) f

1

2(k−1)n¹
2(k+1)ϱ(y)rϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

f 2n¹+ϱ(y)2k(ϱ(y)−n¹)rϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) f 2n+n¹2k(ς(y)−n¹)rϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

f 4n2k(ϱ(y)−n¹)rϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

onde usamos diretamente acima a majoração da modular Äς(·),ϱ(·) pela norma ∥·∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

na bola unitária vista na Observação 2.2.19.

Por (I) e (II) temos em (94),

�
Ω

|f(x)|ς(x)É(x)dx f 4nrϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

(
1 +

∞∑

k=1

2(ς(y)−n¹)k

)

= 4nrϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

∞∑

k=0

2(ϱ(y)−n¹)k

e como ϱ(y) f ϱ0 segue que

�
Ω

|f(x)|ς(x)É(x)dx f 4nrϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

∞∑

k=0

2(ϱ0−n¹)k

¹>
ϱ0
n= 4nrϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

∞∑

k=0

1

2(n¹−ϱ0)k

= C′′rϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

onde C′′ = 4n 2n¹−ϱ0
2n¹−ϱ0−1

> 0. Portanto, juntando essa estimativa com a estimativa (93) segue que

1

rϱ(y)

�
Ω(y,r)

|D2u|ς(x)dx f 1

rϱ(y)
Crϱ(y)∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) = C∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)
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Como tomamos arbitrariamente y ∈ Ω e r > 0, tomando o supremo sob todos esses valores

acima obtemos que

Äς(·),ϱ(·)(D
2u) f C∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

Donde D2u ∈ Lς(·),ϱ(·)(Ω) e por ∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) = 1 segue que Äς(·),ϱ(·)(D
2u) f C. Agora

notemos que dessa última desigualdade podemos assumir C > 1 e assim

Äς(·),ϱ(·)

(
D2u

C

)
C−1<1

f 1

C
Äς(·),ϱ(·)(D

2u) f 1

Daı́, pela Propriedade da bola unitária norma-modular 2.2.18 segue que

∥∥∥∥
D2u

C

∥∥∥∥
Lς(·),ϱ(·)(Ω)

f 1 =⇒ ∥D2u∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) f C = C∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω).

Ademais, pela estimativa (89) repetimos o mesmo processo acima para u e Du mostrando que

u,Du ∈ Lς(·),ϱ(·)(Ω), sendo que valem as seguintes estimativas ∥u∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) f C∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω)

e ∥Du∥Lς(·),ϱ(·)(Ω) f C∥f∥Lς(·),ϱ(·)(Ω). Juntando esses fatos chegamos que u ∈ W 2Lς(·),ϱ(·)(Ω)

com a estimativa desejada.

Para o caso, ϱ ≡ 0 usamos a estimativa (89) para É ≡ 1 e concluı́mos que pelo Teorema de

Extrapolação de expoente variável com peso a estimativa (91) para D2u, Du e u, donde segue

o desejado. Isso encerra a demonstração do Teorema.
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7 MÓDULO DE CONTINUIDADE UNIVERSAL PARA PARA SOLUÇÕES DE VIS-

COSIDADE DO PROBLEMA COM CONDIÇÃO OBLÍQUA

Neste capı́tulo exibiremos o módulo de continuidade universal para C0-soluções

de viscosidade do seguinte problema

{
F (D2u, x) = f(x) em B+

1

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1,
(96)

onde F : Sym(n) × B+
1 −→ R é um operador (¼,Λ)- elı́ptico, ´ é tal que ´ · n g µ0 em

T1 para algum µ0 > 0 e µ f 0. Mais precisamente, estabeleceremos a regularidade ótima do

problema (96) em diferentes cenários de integrabilidade do termo fonte f . Por simplicidade,

salvo menção contrária, usaremos apenas o termo ”solução de viscosidade” em vez de ”C0-

solução de viscosidade” ao longo deste capı́tulo.

Contextualizando tal problema que estudaremos, em 2014, Teixeira no seu célebre

trabalho [54] estudou o módulo de continuidade universal para soluções de viscosidade de

equações elı́pticas totalmente não-lineares. Neste trabalho ele trouxe estimativas interiores

ótimas para soluções de viscosidade de problemas elı́pticos totalmente não-lineares da forma

F (D2u, x) = f(x) em Ω.

Foram obtidas, de acordo com a integrabilidade do termo fonte f , estimativas interiores ótimas

do tipo C³, CLog−Lip, C1,³ e C1,Log−Lip.

Um pouco mais tarde em [50], Da Silva e Nornberg desenvolveram nessa linha um

estudo de regularidade, onde operador elı́ptico totalmente não-linear admite termos Hamiltoni-

anos gerais da seguinte configuração

G(D2u,Du, x) = F (D2u, x) + b(x)|Du|+ µ(x)|Du|m = f(x) em Ω,

onde b ∈ Lϱ(Ω), µ ∈ Lq(Ω) para ϱ, q ∈ (n,∞] e m ∈ (0, 2] com m ̸= 1. O interessante dessa

abordagem é a dependência do operador governante de termo de ordem 1(dependência do termo

gradiente Du). Observemos que, além do ganho na generalidade do operador comparando com

[54], também foram obtidas estimativas W 2,p e C2,³ para tais operadores.

Recentemente, Amaral e Dos Prazeres em [2] provaram regularidade ótima para

modelos elı́pticos sob condição de fronteira de Dirichlet

{
F (D2u,Du, x) = f(x) in Ω

u = φ on ∂Ω,

e nesse caso o operador governante também depende do termo de ordem 1. Diferentemente de

[50], a oscilação do operador em questão depende do termo de ordem 1 para o operador. Foram
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também obtidas estimativas do tipo C2,³ para tal problema.

Inspirado nesses três trabalhos faremos o estudo do módulo de continuidade univer-

sal para o problema (96).

Para o que segue, trabalharemos com a seguinte função que mede a oscilação dos coeficientes

do operador F em torno de x0,

ΦF (x; x0) =: sup
X∈Sym(n)\{0}

|F (X, x)− F (X, x0)|
∥X∥ .

Adotando a notação ΦF (x) quando x0 = 0.

Feita essa observação e conseguir o desejado, a ideia para obter a regularidade ótima a seguir é

baseada no seguinte argumento: se a solução de (96) estiver próxima do problema homogêneo

com coeficientes constantes então espera-se que u herde pelo menos a mesma regularidade

da solução próxima. Após tal aproximação, fazemos um processo iterativo de sequências que

aproximem da solução em uma ordem de decaimento de acordo com a regularidade fornecida

pelo termo fonte e os dados de bordo. Depois desse passo, passamos para o processo contı́nuo

onde obtemos o desejado. Tal técnica remonta a análise tangencial. Agora, reproduziremos um

lema de aproximação semelhante ao Lema 3.1.5. Apresentaremos sua prova por questões de

completude do trabalho, mostrando as alterações de uma versão para a outra.

Lema 7.0.1 (Aproximação) Seja u solução de viscosidade de (96) com u = φ em ∂B+
1 \ T1

para φ ∈ C0(∂B+
1 \ T1) tal que ∥φ∥L∞(∂B+

1 \T1)
f C1 para alguma constante positiva C1 onde

g ∈ C0,³(T1) para algum ³ ∈ (0, 1) e tal que ∥g∥C0,³(T1)
f C2 sendo C2 > 0 constante e

p ∈ [n − ε0,∞) (aqui ε0 constante de Escauriaza). Dado ¶ > 0, existe ¸ > 0 dependendo

apenas de n, ¼, Λ, p, ¶,C1 e C2 tal que se

�
B+

1

|ΦF (x)|ndx f ¸n e

�
B+

1

|f(x)|pdx f ¸p,

então se h é solução de viscosidade de





F (D2h, 0) = 0 em B+
7
8

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8

h = u em ∂B+
7
8

\ T 7
8
,

então

sup
B+

7
8

|u− h| f ¶.

Demonstração: A demonstração será feita por argumento de redução ao absurdo. Mais precisa-

mente, suponhamos por absurdo que exista um ¶0 > 0 tal que a tese do lema não seja satisfeita.

Logo, podemos encontrar sequências de funções (Fk)k∈N, (fk)k∈N, (uk)k∈N, (hk)k∈N e (gk)k∈N
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tais que uk e hk são soluções de viscosidade de





F (D2uk, x) = fk(x) em B+
1

´ ·Duk + µuk = gk(x) sobre T1

uk = φk em ∂B+
1 \ T1

e





F (D2hk, 0) = 0 em B+
7
8

´ ·Dhk + µhk = gk(x) sobre T 7
8

hk = uk em ∂B+
7
8

\ T 7
8
,

onde ∥φk∥L∞(∂B+
1 \T1)

f C1, ∥gk∥C0,³(T1)
f C2 e

�
B+

1

|ΦFk(x)|ndx f 1

kn
e

�
B+

1

|fk(x)|pdx f 1

kp
,

porém,

sup
B+

7
8

|uk − vk| > ¶0, ∀k ∈ N. (97)

Agora pela Estimativa ABP (Lema 2.3.13) segue que

∥uk∥L∞(B+
1 ) f ∥φk∥L∞(∂B+

1 \T1)
+ C(n, ¼,Λ, µ0) · (∥fk∥Ln−ε0 (B+

1 ) + ∥gk∥L∞(T1))

f C1 + C(n, ¼,Λ, µ0, p, ε0) · (∥fk∥Lp(B+
1 ) + ∥gk∥C0,³(T1)

)

f C(n, ε0, p, ¼,Λ, µ0,C1,C2), ∀k ∈ N, (98)

onde usamos nas últimas duas desigualdades acima as limitações de ∥φk∥L∞(∂B+
1 \T1)

, ∥gk∥C0,³(T1)

e ∥fk∥Lp(B+
1 ). Por outro lado, pelo Teorema 2.3.15, existe ³′ ∈ (0, 1) dependendo apenas de n,

¼, Λ e µ0 tal que u ∈ C0,³′
(
B+

7
8

)
e ainda vale a seguinte estimativa

∥uk∥
C0,³′

(

B+
7
8

) f C(n, ¼,Λ, µ0, ∥µ∥L∞(T1))(∥uk∥L∞(B+
1 ) + ∥fk∥Ln−ε0 (B+

1 ) + ∥gk∥L∞(T1))

f C(∥uk∥L∞(B+
1 ) + ∥fk∥Lp(B+

1 ) + ∥gk∥L∞(T1)), (99)

onde C = C(n, ¼,Λ, µ0, p, ε0, ∥µ∥L∞(T1)). Assim, por (98) e (99) segue que

∥uk∥
C0,³′

(

B+
7
8

) f C(n, ¼,Λ, µ0, p, ε0, ∥µ∥L∞(T1),C1,C2), ∀k ∈ N.

Assim a sequência (uk)k∈N é limitada em C0,³′
(
B+

7
8

)
, donde por esta limitação segue que

tal sequência é equicontı́nua e pontualmente limitada. Nessa linha, também temos o mesmo
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para a sequência (gk)k∈N e por os operadores Fk serem (¼,Λ)-elı́pticos segue que a sequência

(Fk(·, 0))N satisfaz as hipóteses de equicontinuidade e limitação pontual em conjuntos com-

pactos de Sym(n). Assim, podemos usar o Teorema de Ascoli-Arzelà e obter subsequências

de funções (ukj)j∈N e (gkj)j∈N e de operadores (Fkj)j∈N tais que ukj → u∞ em L∞
(
B+

7
8

)
,

gkj → g∞ em L∞(T1) e Fkj(·, 0) → F∞(·, 0) em conjuntos compactos de Sym(n), onde F∞ é

um operador (¼,Λ)-elı́ptico. Ademais, para toda φ ∈ C2(Br(x0)) para Br(x0) ¢ B+
7
8

,

|Fkj(D2φ(x), x)− fkj(x)− F∞(D2φ(x), 0)| f |Fkj(D2φ(x), x)− Fkj(D
2φ(x), 0)|+

+ |fkj(x)|+
+ |Fkj(D2φ(x), 0)− F∞(D2φ(x), 0)|
f |D2φ(x)||ΦFkj

(x)|+ |fkj(x)|+
+ |Fkj(D2φ(x), 0)− F∞(D2φ(x), 0)|,

donde pelas hipóteses acima sobre Φkj e fkj segue que

lim
j→∞

∥Fkj(D2φ(·), ·)− fkj(·)− F∞(D2φ(·), 0)∥Lp(Br(x0)) = 0.

Portanto, pelo Lema de Estabilidade 2.3.21 podemos concluir que u∞ é solução de viscosidade

de

{
F∞(D2u∞, 0) = 0 em B+

7
8

´ ·Du∞ + µu∞ = g∞(x) sobre T 7
8
.

Por fim, definindo wkj := u∞ − hkj obtemos pelo Principio de Comparação Teorema 2.3.18

que





wkj ∈ S
(
¼
n
,Λ, 0

)
em B+

7
8

´ ·Dwkj + µwkj = g∞ − gkj sobre T1

wkj = u∞ − ukj em ∂B+
7
8

\ T 7
8
,

donde novamente pela Estimativa ABP 2.3.13 vemos que

∥wkj∥
L∞

(

B+
7
8

) f ∥u∞ − ukj∥
L∞

(

∂B+
7
8

\T 7
8

) + ∥g∞ − gkj∥
L∞

(

T 7
8

) → 0,

quando j → ∞. Logo, hkj → u∞ em B+
7
8

, o que contradiz a condição (97) para j suficiente-

mente grande.

Com essa ferramenta estudaremos a regularidade em vários cenários de acordo com a integra-

bilidade do termo fonte f , sendo que o os dados de bordo ´, µ e g terão grande influência nesse

estudo. Abaixo na Figura 6, temos um esquema dos cenários do termo fonte f relacionando
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com a regularidade da solução que será obtida em cada caso.

Figura 6 – Esquema do módulo de continuidade universal em função da integrabilidade

do termo fonte

0 n− ε0

C
0,

n−2ε0

n−ε0

n− ε0 f p < n

C0,
2p−n

p Log-Lip

n p > n

C1,ν

∞
C1,Log−Lip

p−BMO

Fonte: Elaborada pelo autor.

A ideia para obter a regularidade em cada caso analisado abaixo tem como motivação

além dos trabalhos citados, o Mergulho de Dini-Campanato 2.2.63. Na seguinte configuração:

Seja Ä ∈ (0, 1). Dada uma função contı́nua u em B1, assuma que para todo x ∈ B 1
2

exista uma

sequência de funções polinomiais (Pk)k∈N de grau +m, f 2 (aqui m ∈ [0, 3) e +m, é a parte

inteira de m) tais que

sup
B
Äk(x)

|u− Pk| f C0Ä
km, ∀k ∈ N,

onde os coeficientes universalmente limitados no seguinte sentido,

Ä(k−1)+m,|ak−1 − ak|+ Ä(k−1)(+m,−1)|bk−1 − bk|+ ∥Mk−1 −Mk∥ f CÄ(k−1)m,

para alguma constante C > 0 e sendo ak, bk e Mk os coeficientes do polinômio Pk. Então, pelo

Mergulho de Dini-Campanato 2.2.63, u ∈ C+m,,É1

(
B 1

2

)
,e

[D+m,]É,B 1
2

f C0(n,m, p, Ä)C.

Desta forma, nessa perspectiva a busca da regularidade em cada cenário será pautada via essas

aproximações.

7.1 Caso p ∈ [n− ε0, n) - Hölder regularidade ótima

Esta seção é dedicada a provar estimativas de regularidade para soluções de (96) quando f ∈
Lp(B+

1 ) para p ∈ [n − ε0, n) e sob suposições adequadas sobre os dados de bordo do pro-

blema. Para tal, o próximo resultado constitui o primeiro passo em um sofisticado processo de

aproximação geométrica, que produzirá a estimativa Hölder desejada.

Lema 7.1.1 Seja u uma solução de (96), onde ´, µ, g ∈ C0,³(T1) para algum ³ ∈ (0, 1). Dado

³ ∈ (0, 1), existem ¸ > 0 e Ä ∈
(
0, 1

2

]
dependendo apenas de n, p, ¼, Λ, µ0, ³, ³, ∥´∥C0,³(T1)

,

∥µ∥C0,³(T1)
e ∥g∥C0,³(T1)

tais que, se

�
B+

1

|ΦF (x)|ndx f ¸n e

�
B+

1

|f(x)|pdx f ¸p,

para p ∈ [n − ε0, n), então existe uma constante µ ∈ R universalmente limitada, no seguinte
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sentido

|µ| f C(n, ¼,Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
, ∥µ∥C0,³(T1)

, ∥g∥C0,³(T1)
),

tal que

sup
B+
Ä

|u− µ| f Ä³.

Demonstração: Para um ¶ > 0 a ser escolhido a posteriori, apliquemos o Lema 7.0.1 e o

Teorema 2.3.20 para podermos considerar h solução de viscosidade de





F (D2h, 0) = 0 em B+
7
8

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8

h = u em ∂B+
7
8

\ T 7
8
,

tal que

sup
B+

7
8

|u− h| f ¶ (100)

Pelo Teorema 2.3.16 segue-se que h ∈ C1,³
(
B+

2
3

)
com estimativa

∥h∥
C1,³

(

B+
2
3

) f C

(
∥h∥

L∞
(

B+
7
8

) + ∥g∥
C0,³

(

T 7
8

)

)
,

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, ¼, Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
e ∥µ∥C0,³(T1)

.

Por essa estimativa, u ser normalizada e (100) segue que

∥h∥
C1,³

(

B+
2
3

) f C̃ = C̃(n, ¼,Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
, ∥µ∥C0,³(T1)

, ∥g∥C0,³(T1)
). (101)

Em particular, pela Desigualdade do Valor Médio, para todo x ∈ B+
r para r ∈

(
0, 1

2

)
, |h(x) −

h(0)| f C̃r donde

sup
x∈B+

r

|h(x)− h(0)| f C̃r. (102)

Agora para o ³̃ ∈ (0, 1) dado façamos as escolhas de

Ä =

{(
1

2C̃

) 1
1−³̃

,
1

2

}
e ¶ =:

1

2
Ä³̃.
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Tal escolha determina a constante ¸ pelo Lema de Aproximação 7.0.1. Por fim, escolhendo

µ = h(0) segue por (101)

|µ| f ∥h∥
L∞

(

B+
2
3

) f ∥h∥
C1,³

(

B+
2
3

) f C̃ =: C.

Ademais, por (100) e (102)

sup
B+
Ä

|u− µ| f sup
B+
Ä

|u− h|+ sup
B+
Ä

|h− µ|

Ä< 7
8f sup

B+
7
8

|u− h|+ sup
B+
Ä

|h− µ|

f ¶ + CÄ

f 1

2
Ä³̃ +

(
1

2
Ä³̃−1

)
Ä

= Ä³̃.

O que finaliza a prova do Lema.

Agora estamos aptos para provar neste capı́tulo o primeiro resultado de regularidade

ótima no contexto dos espaços Hölder. Nesse caso, a partir do fato do termo fonte f em (96)

estar no espaço Lp para parâmetros de integrabilidade p ∈ [n − ε0, n) e dados de bordo ´, µ

e g com regularidade Hölder obtemos a regularidade afirmada. Isso é detalhado pelo seguinte

teorema:

Teorema 7.1.2 (Regularidade C0,³ ótima) Seja u uma solução de viscosidade de (96), onde

´, µ, g ∈ C0,³(T1) (para algum ³ ∈ (0, 1)) e f ∈ Lp(B+
1 ) ∩ C0(B+

1 ) para p ∈ [n − ε0, n).

Existe constante v0 > 0 que depende apenas de n, p, ¼, Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
e ∥µ∥C0,³(T1)

tal

que se,

�
B+
r

|ΦF (x, y)|ndx f vn0 , ∀y ∈ B+
1
2

, ∀r ∈
(
0,

1

2

)
, (103)

então u ∈ C0,2−n
p

(
B+

1
2

)
e vale a seguinte a estimativa

∥u∥
C

0,2−n
p

(

B+
1
2

) f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp(B+

1 ) + ∥g∥C0,³(T1)
)

onde C = C(n, ¼,Λ, µ0, p, ³, ∥´∥C0,³(T1)
, ∥µ∥C0,³(T1)

) é uma constante positiva e ε0 ∈
(
0, n

2

)

é a constante de Escauriaza.

Demonstração: Inicialmente podemos supor sem perda de generalidade que ∥u∥L∞(B+
1 ) f 1,

∥f∥Lp(B+
1 ) f ¸ e ∥g∥C0,³(T1)

f 1, onde ¸ > 0 é constante do Lema 7.1.1 quando fazemos
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³̃ = 2− n
p
. De fato, caso não ocorra tais condições definimos a constante

» =:
¸

¸∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp(B+

1 ) + ¸∥g∥C0,³(T1)

e vemos que ũ(x) = »u(x) é solução de viscosidade de

{
F̃ (D2ũ, x) = f̃(x) em B+

1

˜́ ·Dũ+ µ̃ũ = g̃ sobre T1,

onde 



F̃ (X, x) =: »F
(
1
»
X, x

)

f̃(x) =: »f(x)
˜́(x) =: ´(x)

µ̃(x) =: µ(x)

g̃(x) =: »g(x),

tem-se que ∥ũ∥L∞(B+
1 ) f 1, ∥f̃∥Lp(B+

1 ) f ¸ e ∥g̃∥C0,³(T1)
f 1 e assim assumindo que o Teorema

é válido nessas condições segue que ũ ∈ C0,2−n
p

(
B+

1
2

)
com estimativa

∥u∥
C

0,2−n
p

(

B+
1
2

) f C(n, ¼,Λ, µ0, p, ³∥´∥C0,³(T1)
, ∥µ∥C0,³(T1)

), (104)

donde claramente temos que u ∈ C0,2−n
p

(
B+

1
2

)
e reescalonando a estimativa (104) segue a

estimativa desejada na tese do teorema. Assim podemos, de fato, fazer a suposição dita acima

no inicio da demonstração. Nesse caso, escolhamos v0 = ¸. A fim de provar o desejado, fixado

y ∈ T 1
2

afirmamos que existe sequência de números reais (µk)k∈N tal que para todo k ∈ N,

sup
z∈B+

Äk
(y)

|u(z)− µk| f Äk(2−
n
p ), (105)

onde Ä ∈
(
0, 1

2

]
é o raio da semi-bola obtida no Lema 7.1.1 e ainda satisfazendo a seguinte

estimativa,

|µk+1 − µk| f CÄk(2−
n
p ). (106)

Vale fazermos uma digressão rápida para observar que pelo fato de Ä ∈
(
0, 1

2

]
e y ∈ T 1

2
segue

que B+
Äk
(y) ¢ B+

1 e TÄk(y) ¢ T1 para todo k ∈ N. Feita essa observação provemos o afirmado

por indução em k ∈ N. Realmente, quando k = 1 temos a existência da constante µ1 garantida

pelo Lema 7.1.1 junto com a estimativa (105). Agora supondo por hipótese de indução que vale
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a afirmação para k ∈ N e definamos a função auxiliar

vk(x) =:
u(y + Äkx)− µk

Äk(2−
n
p )

, x ∈ B+
1 ∪ T1,

vemos que vk é solução de viscosidade para

{
Fk(D

2vk, x) = fk(x) em B+
1

´k ·Dvk + µkvk = gk(x) sobre T1,

onde 



Fk(X, x) =: Äk
n
pF
(

1

Ä
k np

X, y + Äkx
)

fk(x) =: Äk
n
p f(y + Äkx)

´k(x) =: ´(y + Äkx)

µk(x) =: Äkµ(y + Äkx)

gk(x) =: Äk(−1+n
p )(g(y + Äkx)− µkµ(y + Äkx)).

Afirmamos que vk está nas hipóteses do Lema 7.1.1. De fato, pela hipótese de indução, segue

da estimativa (105) para k que ∥vk∥L∞(B+
1 ) f 1. Além disso, pela hipótese de ´, µ ∈ C0,³(T1)

e Ä ∈
(
0, 1

2

]
que,

[´k]0,³,T1
=: sup

x,z∈T1
x ̸=z

|´k(x)− ´k(z)|
|x− z|³ = Äk³ sup

x,z∈T1
x ̸=z

|´(y + Äkx)− ´(y + Äkz)|
|(y + Äkx)− (y + Äkz)|³

= Äk³[´]0,³,T
Äk

(y)

f ∥´∥C0,³(T1)
<∞,

donde ´k ∈ C0,³(T1) e

[µk]0,³,T1
=: sup

x,z∈T1
x ̸=z

|µk(x)− µk(z)|
|x− z|³ = Äk(1+³) sup

x,z∈T1
x ̸=z

|µ(y + Äkx)− µ(y + Äkz)|
|(y + Äkx)− (y + Äkz)|³

= Äk(1+³)[µ]0,³,T
Äk

(y)

f ∥µ∥C0,³(T1)
<∞,

garantindo também a ³-Hölder regularidade de µk em T1. Por outro lado, também vemos que

gk ∈ C0,³(T1), uma vez que, procedendo analogamente acima como feito para ´k e µk vemos

que

[gk]0,³,T1
f Äk(−1+n

p )(Äk³[g]0,³,T
Äk

(y) + |µk|Äk³[µ]0,³,T
Äk

(y))

f Äk³[g]0,³,T1
+ Äk³|µk|[µ]0,³,T1

f ∥g∥C0,³(T1)
+ |µk|∥µ∥C0,³(T1)

, (107)
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onde usamos na segunda desigualdade o fato que n
2
f n− ε0 f p < n e assim 0 < n

p
− 1 f 1.

Agora, analisaremos o comportamento da constante µk. Por um lado, u ser normalizada e

contı́nua segue que ∥u∥L∞(B+
1 ∪T1)

f 1. Já pela estimativa (105) obtemos por densidade e

continuidade que

sup
B+

Äk
(y)

|u− µk| f Äk(2−
n
p ),

consequentemente por desigualdade triangular, obtemos que

|µk| f ∥u∥L∞(B+
1 ∪T1)

+ ∥u− µk∥L∞(B+

Äk
(y))

f 1 + Äk(2−
n
p ) <

3

2
.

Portanto, pela estimativa (107) segue que gk ∈ C0,³(T1). Ademais, pela definição de fk temos

que

�
B+

1

|fk(x)|pdx = Äkn
�
B+

1

|f(y + Äkx)|pdx =

�
B+

Äk
(y)

|f(z)|pdz f
�
B+

1

|f(z)|pdz f ¸p.

E para usarmos enfim o Lema 7.1.1 notemos que pela definição de Fk claramente é um operador

(¼,Λ)- elı́ptico e pela hipótese (103) segue que

�
B+

1

|ΦFk(x)|ndx =

�
B+

1

|ΦF (y + Äkx, y)|ndx =

�
B+

Äk
(y)

|ΦF (z, y)|ndz f vn0 = ¸n.

Assim podemos usar o Lema 7.1.1 para vk e obter constante real µ̃ tal que µ̃ é universalmente

limitada por uma constante C e

sup
B+
Ä

|vk − µ̃| f Ä2−
n
p . (108)

Definamos µk+1 = µk + Äk(2−
n
p )µ̃ temos da definição de vk juntamente com (105) e (108) que

sup
B+

Äk+1 (y)

|u− µk+1| f Ä(k+1)(2−n
p ),

o que prova o caso k + 1. Assim por indução segue a afirmação da existência da sequência

(µk)k∈N em R satisfazendo (105). Da estimativa (106) podemos concluir que (µk) é uma

sequência de Cauchy em R e por conseguinte existe o número real µ∞ = limk→∞ µk. Afirma-

mos que µ∞ = u(y). Com efeito, fixemos x0 ∈ B+
1 e definamos para cada k ∈ N, zk = y+Äkx0.

Vemos claramente que zk ∈ B+
Äk
(y) para todo k ∈ N e que zk → y quando k → ∞, visto que,

|zk − y| = Äk|x0| < Äk → 0, quando k → ∞.
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Assim, a continuidade da função u implica que u(zk) → u(y). Usando essas convergências

acima, (106) e (108) temos

|u(y)− µ∞| f |u(zk)− u(y)|+ |u(zk)− µk|+ |µk − µ∞|
zk∈B+

Äk(y)

f |u(zk)− u(y)|+ sup
B+

Äk
(y)

|u− µk|+ |µk − µ∞|

f |u(zk)− u(y)|+ Äk(2−
n
p ) + |µk − µ∞| → 0, quando k → ∞.

Logo, µ∞ = u(y). Por outro lado, dados quaisquer k < m naturais temos pela condição (106)

que

|µk − µm| f
m−1∑

j=k

|µj+1 − µj| f C
m−1∑

j=k

Äj(2−
n
p ) = C

Äk(2−
n
p )
(
Ä(m−k)(2−n

p ) − 1
)

Ä2−
n
p − 1

fixado k ∈ N acima e fazendo m→ ∞ obtemos pela convergência de µm → u(y) que

|u(y)− µk| f
C

1− Ä2−
n
p

Äk(2−
n
p ) (109)

donde pela arbitrariedade de k segue a estimativa (109) para todo k ∈ N.

Por fim, fixemos 0 < r < Ä e escolhemos k ∈ N tal que Äk+1 < r f Äk. De (105) e (109)

obtemos que

sup
x∈B+

r (y)

|u(x)− u(y)|
rfÄk
f sup

x∈B+

Äk
(y)

|u(x)− µk|+ |µk − u(y)|

f Äk(2−
n
p ) +

C

1− Ä2−
n
p

Äk(2−
n
p )

=
1

Ä

(
1 +

C

1− Ä2−
n
p

)
Ä(k+1)(2−n

p )

Äk+1<r

f Cr2−
n
p . (110)

Agora provemos que de fato u ∈ C0,2−n
p

(
B+

1
2

)
. Para isso dados x ∈ B+

1
2

e y ∈ T 1
2
, temos dois

possı́veis casos a considerarmos:

1º Caso: r = |x− y| g Ä

Nesse caso segue imediatamente que

|u(x)− u(y)|
|x− y|2−n

p

f

f2︷ ︸︸ ︷
2∥u∥

L∞
(

B+
1
2

)

Ä2−
n
p

f C.



133

2º Caso: r = |x− y| < Ä

Observemos que a estimativa (110) também vale em B+
r (y) e daı́ como x ∈ B+

r (y) segue

de tal estimativa que

|u(x)− u(y)|
|x− y|2−n

p

f Cr2−
n
p

|x− y|2−n
p

= C.

Desses casos acima e as estimativas interiores Hölder ótimas (cf. [54, Observação 2]) garan-

timos que [u]0,2−n
p
,B+

1
2

< ∞, ou seja, u é
(
2− n

p

)
- Hölder contı́nua em B+

1
2

sendo evidente a

estimativa

∥u∥
C

0,2−n
p

(

B+
1
2

) f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp(B+

1 ) + ∥g∥C0,³(T1)
),

o que finaliza a prova do Teorema.

Observação 7.1.3 Podemos ver a otimalidade do expoente acima na demonstração do Teorema

7.1.2 da seguinte maneira: em vez de usarmos ³̃ = 2− n
p

inicialmente nesse teorema, tomando

³′ ∈ (0, 1) no passo de indução definindo

vk(x) =:
u(y + Äkx)− µk

Äk³′ ,

temos que vk é solução de viscosidade para

{
Fk(D

2vk, x) = fk(x) em B+
1

´k ·Dvk + µkvk = gk(x) sobre T1,

onde 



Fk(X, x) =: Äk(2−³
′)F
(

1
Äk(2−³′)

X, y + Äkx
)

fk(x) =: Äk(2−³
′)f(y + Äkx)

´k(x) =: ´(y + Äkx)

µk(x) =: Äkµ(y + Äkx)

gk(x) =: Äk(1−³
′)(g(y + Äkx)− µkµ(y + Äkx)).

Notemos que

�
B+

1

|fk(x)|pdx = Äk(2−³
′)p

�
B+

1

|f(y + Äkx)|pdx f Äk(2−³
′)p−kn

�
B+

1

|f(z)|pdz.

Assim, a fim de possamos garantir a hipótese de norma Lp pequena de fk em vista do Lema

7.1.1 e assumindo que ∥f∥Lp(B+
1 ) f ¸ devemos ter k(2−³′)− kn g 0, o que é sempre verdade

para todo, ³′ f 2− n
p
.

Em vista do Teorema 2.3.15, estabeleceremos uma conexão desse resultado com o

Teorema 7.1.2. Mais precisamente, estudaremos a regularidade do problema (96), quando o
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termos que definem o operador B(q, r, x) = ´(x) · q + µ(x)r e o termo fonte na fronteira g

tem regularidade Lipschitz. Para entender melhor essa conexão, inicialmente temos a seguinte

aplicação direta do Teorema 2.3.15:

Corolário 7.1.4 Consideremos u solução de viscosidade de (96). Assuma que os dados de

bordo ´, µ, g ∈ C0,³(T1) para algum ³ ∈ (0, 1) e f ∈ Lp(B+
1 ) ∩ C0(B+

1 ) para

p = max

{
n

2− ³
, n− ε0

}
.

Então, existe constante v0 > 0 dependendo apenas de n, p, Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
e ∥µ∥C0,³(T1)

tal que se

�
B+
r

|ΦF (x, y)|ndx f vn0 , ∀y ∈ B+
1
2

, ∀r ∈
(
0,

1

2

)
,

então u ∈ C0,2−n
p

(
B+

1
2

)
com a seguinte estimativa

∥u∥
C

0,2−n
p

(

B+
1
2

) f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp(B+

1 ) + ∥g∥C0,³(T1)
)

onde C = C(n, p, ¼,Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
, ∥µ∥C0,³(T1)

) é uma constante positiva e ε0 é a cons-

tante de Escauriaza.

Prova: Realmente, temos por hipótese que o parâmetro integrabilidade do termo fonte f é tal

que p ∈ [n−ε0, n).Daı́, podemos aplicar o Teorema 7.1.2 para obter v0 > 0 constante universal

desejada no corolário e nessas condições u ∈ C0,2−n
p

(
B+

1
2

)
com estimativa,

∥u∥
C

0,2−n
p

(

B+
1
2

) f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp(B+

1 ) + ∥g∥C0,³(T1)
), (111)

onde C > 0 é constante universal. Donde segue o desejado.

Observação 7.1.5 Neste último corolário vale a observação que, p = p(n, ³, ε0) e que se o

expoente ³ da Hölder regularidade dos dados de bordo ´, µ e g tende para 1− segue que

p→ max {n, n− ε0} = n

e com isso

³p := 2− n

p
→ 1 quando ³ → 1−.

Bem como

³p := 2− n

p
→ n− 2ε0

n− ε0
quando ³ → 0+.
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Essa observação mostra um limitante inferior dos possı́veis expoentes de Hölder regularidade

para o problema (96) sob as condições acima.

Para finalizar essa seção relacionaremos tais estimativas em um contexto um pouco diferente

sob a ótica do termo fonte f em (96) no contexto dos espaços de Morrey. Esse é o conteúdo do

seguinte corolário.

Corolário 7.1.6 Seja u solução de (56), onde ´, µ, g ∈ Lip(T1) e assuma que o termo fonte

f ∈ Ln,n(1−³̃)(B+
1 ) ∩ C0(B+

1 ) para algum ³̃ ∈ (0, 1). Então, para qualquer ³ ∈ (0, 1), existe

contante v0 > 0 dependendo apenas de n, ³̃, ¼, Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
e ∥µ∥C0,³(T1)

tal que, se

�
B+
r

|ΦF (x, y)|ndx f vn0 , ∀y ∈ B+
1
2

, ∀r ∈
(
0,

1

2

)
,

então u ∈ C0,³
(
B+

1
2

)
com a seguinte estimativa

∥u∥
C0,³

(

B+
1
2

) f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Ln,n(1−³̃)(B+

1 ) + ∥g∥Lip(T1)
)

onde C = C(n, ³̃, ¼,Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
, ∥µ∥C0,³(T1)

) é uma constante positiva e ε0 é a cons-

tante de Escauriaza.

Prova: Realmente, dado qualquer ³ ∈ (0, 1), recordemos dos mergulhos clássicos

Lip(T1) ↪→ C0,³(T1) e Ln,n(1−³̃)(B+
1 ) ↪→ Ln(B+

1 ) ↪→ Lp(B+
1 )

para o seguinte parâmetro de integrabilidade

p = max

{
n

2− ³
, n− ε0

}
∈ [n− ε0, n)

(Veja Proposição 2.2.42, Observação 2.2.51 e [56, Teorema 8.2]). Assim, lembrando que

´, µ, g ∈ Lip(T1), podemos aplicar o Teorema 7.1.2 para obter constante v0 > 0 tal que

u ∈ C0,2−n
p

(
B+

1
2

)
satisfazendo a seguinte estimativa

∥u∥
C

0,2−n
p

(

B+
1
2

) f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp(B+

1 ) + ∥g∥C0,³(T1)
), (112)

Consequentemente, pelos mergulhos citados acima obtemos da estimativa (112),

∥u∥
C

0,2−n
p

(

B+
1
2

) f C̃(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Ln,n(1−³̃)(B+

1 ) + ∥g∥Lip(T1)
), (113)

sendo C̃ > 0 que depene apenas de C e ³̃.

Da última estimativa acima temos duas possibilidades para o parâmetro de integra-

bilidade p. Se p = n
2−³ então pela estimativa (113) a regularidade e estimativa desejadas são

válidas. Caso contrário, isto é, no caso p = n − ε0 temos pela definição de máximo entre dois
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números reais n
2−³ f n− ε0 e desta forma −2−³

n
f − 1

n−ε0 . Portanto, concluı́mos que

³ = 2− n
n

2−³
f 2− n

n− ε0
=
n− 2ε0
n− ε0

.

Devido este fato, temos pela Proposição 2.2.44 o seguinte mergulho contı́nuo

C
0,
n−2ε0
n−ε0

(
B+

1
2

)
↪→ C0,³

(
B+

1
2

)

e então, a estimativa (113) juntamente com a estimativa via o mergulho citado por último,

∥u∥
C0,³

(

B+
1
2

) f C(n, ³, ε0)∥u∥
C

0,2−n
p

(

B+
1
2

) f C′(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Ln,n(1−³̃)(B+

1 ) + ∥g∥Lip(T1)
).

O que finaliza a prova.

Observação 7.1.7 Assumindo que f pertence ao espaço Ln(B+
1 ) e os dados de bordo são Lips-

chitz então para qualquer ³ obtemos regularidade C0,³ para soluções de (56), contudo, no

Corolário 7.1.6 ganhamos uma estimativa mais refinada quando comparamos com o cenário

Ln.

7.2 Caso p = n - Regularidade Log − Lip

Nesta segunda parte estudaremos a regularidade ótima de soluções de viscosidade

de (96) quando o termo fonte f está em Ln(B+
1 ). Veremos a seguir que nesse caso, u ∈ C0,³′

loc

para qualquer ³′ ∈ (0, 1). Assim, se olharmos para o módulo de continuidade É(t) para tais

soluções vemos que é da ordem t³
′

para qualquer ³′ ∈ (0, 1), porém temos que
É(t)
t

· ∞
quando t = o(1) e assim não obtemos módulo de continuidade Lipschitz para tais soluções

(cf.[54]).

Tal fato ocorre devido os espaços de Lebesgue Lp’s com a técnica abordada aqui não ”capta-

rem”a regularidade Lipschitz de soluções do nosso problema.

Contudo, veremos que a regularidade ótima para soluções de (96), sob certas condições, nessa

parte é a regularidade Log-Lipschitz. Sobre tal conceito temos a seguinte definição

Definição 7.2.1 Uma função u : Ω −→ R é dita ser Log-Lipschitz ou ter módulo de continui-

dade Log-Lipschitz e usamos a notação u ∈ C0,Log−Lip(Ω) se existe uma constante positiva C

tal que

|u(x)− u(y)| f C|x− y|| log |x− y||, ∀x, y ∈ Ω, x ̸= y.
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Figura 7 – Gráfico da função É(t) = t log 1
t

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observação 7.2.2 O termo módulo de continuidade na definição acima vem da seguinte ideia:

definindo a função real É(t) = t| log t| vemos a condição de u ∈ C0,Log−Lip(Ω) se existe

constante positiva C tal que

|u(x)− u(y)| f CÉ(|x− y|), ∀x, y ∈ Ω, x ̸= y.

Veja Figura 7.

Observação 7.2.3 A regularidade Log-Lipschitz é muito interessante devido ao seguinte fato:

Se u ∈ C0,Log−Lip
(
B+

1
2

)
, então u ∈ C0,³

(
B+

1
2

)
para todo ³ ∈ (0, 1). Daremos uma prova

desse fato por questão de cortesia aos leitores. Com efeito, observemos que dado ³ ∈ (0, 1)

temos por u ∈ C0,Log−Lip(B+
1
2

),

|u(x)− u(y)| f −C|x− y| log |x− y|
f −C(|x− y|1−³ log |x− y|)|x− y|³, ∀x, y ∈ B+

1
2

, x ̸= y. (114)

Agora definamos a função i(t) = −t1−³ log t, t ∈ (0, 1) (uma ilustração do gráfico função

t 7−→ −t1−³ ln t para ³ = 1
2

e t > 0 está no Gráfico 8 abaixo).

Observemos que i(t) satisfaz lim
t→0+

i(t) = 0, uma vez que, pela Regra de L’Hopital

lim
t→0+

i(t) = lim
t→0+

(
− log t

1
t1−³

)
= lim

t→0+

(
−

1
t

(³− 1)t³−2

)
= lim

t→0+

(
t1−³

1− ³

)
= 0
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Figura 8 – Gráfico da função i(t) = −t 12 log t

Fonte: Elaborada pelo autor.

e isso garante que i(t) é limitada, logo podemos encontrar constante M³ > 0 tal que

t1−³ log t fM³, ∀t ∈ (0, 1).

Portanto, temos em (114)

|u(x)− u(y)| f CM³|x− y|³, ∀x, y ∈ B+
1
2

, x ̸= y,

ou seja, u ∈ C0,³
(
B+

1
2

)
.

Lema 7.2.4 Considere u solução de (96), onde ´, µ, g ∈ C0,³(T1) para algum ³ ∈ (0, 1).

Existem ¸ > 0 e Ä ∈
(
0, 1

2

)
dependendo apenas de n, p, ¼, Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)

, ∥µ∥C0,³(T1)
e

∥g∥C0,³(T1)
tais que, se

�
B+

1

|ΦF (x)|ndx f ¸n e

�
B+

1

|f(x)|ndx f ¸n,

então existe uma função afim l(x) = a + b · x com coeficientes universalmente limitados, no

seguinte sentido

|a|+ |b| f C(n, ¼,Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
, ∥µ∥C0,³(T1)

, ∥g∥C0,³(T1)
),

tal que

sup
B+
Ä

|u− l| f Ä.
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Demonstração: Fixemos ¶ > 0 que determinaremos a posteriori. Pelo Lema 7.0.1 e o Teorema

2.3.20, podemos considerar h solução de viscosidade para





F (D2h, 0) = 0 em B+
7
8

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8

h = u em ∂B+
7
8

\ T 7
8
,

tal que

sup
B+

7
8

|u− h| f ¶. (115)

Pelo Teorema 2.3.16 segue que h ∈ C1,³(T 2
3
) e

∥h∥
C1,³

(

B+
2
3

) f C̃ = C̃(n, ¼,Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
, ∥µ∥C0,³(T1)

, ∥g∥C0,³(T1)
). (116)

Definamos a = h(0) e b = Dh(0). Por (116) temos para todo x ∈ B+
r para r ∈

(
0, 2

3

)

|h(x)− l(x)| f C̃r1+³,

donde

sup
B+
r

|h− l| f C̃r1+³, ∀r ∈
(
0,

2

3

)
. (117)

Por fim, escolhamos Ä e ¶ pondo

Ä = min

{(
1

2C̃

) 1
³

,
1

e

}
e ¶ =

1

2
Ä.

Observemos que essa escolha determina a constante ¸ > 0 devido ao Lema 7.0.1. A limitação

universal das constantes a e b segue diretamente de (116). Para o que falta, de (115) e (117)

obtemos que

sup
B+
Ä

|u− l| f sup
B+
Ä

|u− h|+ sup
B+
Ä

|h− l| f sup
B+

7
8

|u− h|+ sup
B+
Ä

|h− l| f ¶ + C̃Ä1+³

f 1

2
Ä+

(
1

2Ä³

)
Ä1+³ =

1

2
Ä+

1

2
Ä = Ä.

Com o Lema (7.1.1) que nos garante uma aproximação em ordem um por funções

do tipo afim, podemos garantir regularidade Log-Lip para soluções de (96) no caso limite p = n.

Mais precisamente, temos o seguinte resultado:
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Teorema 7.2.5 (Regularidade Log-Lipschitz) Seja u uma solução de viscosidade de (96),

onde ´, µ, g ∈ C0,³(T1) para algum ³ ∈ (0, 1) e f ∈ Ln(B+
1 ) ∩ C0(B+

1 ). Existe constante

v0 > 0 que depende apenas de n, p, ¼, Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
e ∥µ∥C0,³(T1)

tal que se,

�
B+
r

|ΦF (x, y)|ndx f vn0 , ∀y ∈ B+
1
2

, ∀r ∈
(
0,

1

2

)
, (118)

então u ∈ C0,Log−Lip
(
B+

1
2

)
e vale a seguinte a estimativa

sup
x,y∈B+

1
2

x ̸=y

|u(x)− u(y)|
|x− y| ln(|x− y|−1)

f C
(
∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥Ln(B+
1 ) + ∥g∥C0,³(T1)

)
,

onde C > 0 depende apenas de n, ¼, Λ, µ0, ∥´∥C0,³(T1)
e ∥µ∥C0,³(T1)

.

Demonstração: Assim como no Teorema 7.1.2 podemos supor sem perda de generalidade que

∥u∥L∞(B+
1 ) f 1, ∥f∥Ln(B+

1 ) f ¸ e ∥g∥C0,³(T1)
f 1, onde ¸ > 0 é a constante do Lema 7.2.4.

Escolhamos v0 = ¸.

Fixado y ∈ T 1
2
, afirmamos que existe sequência de funções afins (lk)k∈N da forma

lk(x) = ak + bk · (x− y)

satisfazendo

sup
B+

Äk
(y)

|u− lk| f Äk, (119)

onde Ä é o raio da semi-bola encontrado no Lema 7.2.4. Além disso, tal sequência deverá

satisfazer para todo k ∈ N,

|ak+1 − ak| f CÄk e |bk+1 − bk| f C, (120)

onde C > 0 é uma constante universal. Com efeito, provemos tal afirmação por indução em k.

Realmente, o caso k = 1 é o Lema (7.2.4). Agora supondo que vale para k, definamos a função

vk(x) =:
(u− lk)(y + Äkx)

Äk
, x ∈ B+

1 ∪ T1,

vemos que vk é solução de viscosidade para

{
Fk(D

2vk, x) = fk(x) em B+
1

´k ·Dvk + µkvk = gk(x) sobre T1,
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onde





Fk(X, x) =: ÄkF
(

1
Äk
X, y + Äkx

)

fk(x) =: Äkf(y + Äkx)

´k(x) =: ´(y + Äkx)

µk(x) =: Äkµ(y + Äkx)

gk(x) =: g(y + Äkx)− ´(y + Äkx) · bk − µ(y + Äkx)lk(y + Äkx).

Observemos que Fk é um operador (¼,Λ)-elı́ptico e pela hipótese (118) é possı́vel checar que

�
B+

1

|ΦFk(x)|ndx =

�
B+

Äk
(y)

|ΦF (x, y)|ndx f ¸n.

Além disso, pela suposição sobre a norma Ln do termo fonte f temos,

�
B+

1

|fk|ndx =

�
B+

Äk
(y)

|f(z)|ndz f ∥f∥n
Ln(B+

1 )
f ¸n.

E também vemos que

[´k]0,³,T1
= Äk³[´]0,³,T

Äk
(y) f ∥´∥C0,³(T1)

<∞,

[µk]0,³,T1
= Äk(1+³)[µ]0,³,T

Äk
(y) f ∥µ∥C0,³(T1)

<∞

e

[gk]0,³,T1
f Äk³[g]0,³,T

Äk
(y) + Äk³|bk|[´]0,³,T

Äk
(y) + Äk³∥lk∥L∞(T1)

[µ]0,³,T
Äk

(y) +

+ Äk³∥µ∥L∞(T
Äk

(y))[lk(y + Äk·)]0,³,T1

f [g]0,³,T1
+ Äk³|bk|[´]0,³,T1

+ ∥lk∥L∞(T1)
[µ]0,³,T1

+

+ diam
(
T 1

2

)1−³
Äk|bk|∥µ∥L∞(T1)

f ∥g∥C0,³(T1)
+ Äk³|bk|∥´∥C0,³(T1)

+ ∥lk∥L∞(T1)
∥µ∥C0,³(T1)

+

+ 21−³Äk|bk|∥µ∥C0,³(T1)
<∞

pois, ´, µ, g ∈ C0,³(T1), ∥lk∥L∞(T
Äk

(y)) f 3
2

(por (119)) e |bk| f |b1| + C(k − 1) (por (120)) e

portanto, Äk³|bk| = o(k) quando k → ∞. Isso conclui que ´k, µk, gk ∈ C0,³(T1) Assim, pela

hipótese de indução de (105) temos que ∥vk∥L∞(B+
1 ) f 1 e daı́ estamos nas hipóteses do Lema

7.2.4 e aplicando o mesmo podemos encontrar função afim l̃(x) = ã+ b̃ · x de tal sorte que

sup
B+
Ä

|vk − l̃| f Ä, (121)

sendo as constantes ã e b̃ universalmente limitadas por uma constante positiva C > 0 universal.
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Definindo ak+1 = ak + Äkã e bk+1 = bk + b̃ vemos pela limitação universal das constates ã e b̃

que

|ak+1 − ak| f CÄk e |bk+1 − bk| f C.

E pondo lk+1(x) = ak+1 + bk+1 · (x− y) temos reescalonando a desigualdade (121),

sup
B+

Äk+1 (y)

|u− lk+1| f Äk+1.

Com isso provamos o afirmado. Agora notemos que a sequencia (ak)k∈N é de Cauchy em R e

consequentemente existe a∞ = lim
k→∞

ak. Agora provemos que a∞ = u(y). Com efeito, fixado

k ∈ N vemos que a condição (119) também é válida para B+
Äk
(y) por densidade e assim

|u(y)− ak| = |u(y)− lk(y)|
y∈B+

Äk
(y)

f sup
B+

Äk
(y)

|u− lk| f Äk → 0,

quando k → ∞ pois, Ä ∈
(
0, 1

2

)
. Isso prova que ak → u(y) e assim pela unicidade do limite

segue a igualdade afirmada. Por outro lado, de maneira análoga a prova do Teorema 7.1.2,

temos que a estimativa entre termos consecutivos da sequência (ak)k∈N em (120) implica para

todo k ∈ N,

|u(y)− ak| f
C

1− Ä
Äk. (122)

Também por (120), pondo b0 = 0 temos para todo k ∈ N,

|bk| f
k−1∑

j=0

|bj+1 − bj| f Ck. (123)

Vale a pena observar que na construção acima não temos garantia sobre a convergência da

sequência (bk)k∈N e assim tal sequência pode ser convergente ou não.

Por fim, dado r ∈ (0, Ä) podemos encontrar k ∈ N de tal maneira que Äk+1 < r f Äk. Daı́, por

(119), (122) e (123),

sup
x∈B+

r (y)

|u(x)− u(y)| f sup
B+
r (y)

|u− lk|+ |u(y)− ak|+ |bk| sup
x∈B+

r (y)

|x− y|

f sup
B+

Äk
(y)

|u− lk|+
C

1− Ä
Äk + Ckr f Äk +

C

1− Ä
Äk + CkÄk

=

(
1 +

C

1− Ä

)
Äk + CkÄk f C(Äk + kÄk) =

C

Ä

(
1

k
+ 1

)
kÄk,
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donde

sup
x∈B+

r (y)

|u(x)− u(y)|
r>Äk+1

f Ckr

f Cr
log r

log Ä

=
−C

− log Ä
r log r

= −C̃r log r, (124)

onde usamos acima o fato de r f Äk implicar, devido a função t → log t ser crescente, que

log r f log Ä, ou seja, log r
log Ä

g k(pois Ä < 1
2

e assim log Ä < 0). Agora provemos de fato

que u ∈ C0,Log−Lip
(
B+

1
2

)
. De fato, sejam x ∈ B+

1
2

com y ∈ T 1
2
. Temos dois casos a serem

estudados:

1º Caso: e−1 g r = |x− y| g Ä

Nesse caso, segue que r log(r−1) g Ä log(Ä−1) e assim

|u(x)− u(y)|
|x− y| log(|x− y|−1)

f

f2︷ ︸︸ ︷
2∥u∥

L∞
(

B+
1/2

)

Ä log(Ä−1)
f 2

Ä(1− Ä)
= C′,

para C′ = 2
Ä(1−Ä) , sendo que usamos acima a desigualdade clássica do logaritmo

log(Ä−1) g 1− 1

Ä−1
= 1− Ä.

2º Caso: r = |x− y| < Ä

Observemos que a estimativa (124) também vale em B+
r (y) e daı́ como x ∈ B+

r (y) segue

de tal estimativa que

|u(x)− u(y)|
|x− y| log |x− y|−1

f −C̃r log r

|x− y| log |x− y|−1
= C̃.

Portanto, fazendo C = max{C′, C̃}, dos casos acima e [54, Teorema 2] concluı́mos que u ∈
C0,Log−Lip

(
B+

1
2

)
e a estimativa desejada segue.

Observação 7.2.6 A razão ao qual tomamos Ä no Lema 7.2.4 tal que Ä < 1/e é devido no

intervalo (0, 1/e) a função É(t) = t log t é crescente.

Observação 7.2.7 Uma consequência interessante do Teorema 7.2.5 é que para operadores

F com coeficientes constantes, ou seja, da forma F = F (M), obtemos em certo sentido o

resultado do Teorema 2.3.15 com o ganho que valer a Hölder regularidade para todo ³ ∈ (0, 1).
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7.3 Caso n < p <∞ - Regularidade ótima do gradiente

Nesta parte desenvolveremos o estudo da regularidade ótima de soluções para (96) na ótica do

termo fonte f ∈ Lp(B+
1 ) para parâmetros de integrabilidade n < p < ∞. A regularidade nessa

parte será C1,¿
loc , onde ¿ ∈ (0, 1) é uma constante ótima dependendo do expoente de regularidade

ótimo C1,³ do problema homogêneo com coeficientes constantes e condições de bordo oblı́quas

(ver Teorema 2.3.16 para detalhes), bem como do parâmetro de integrabilidade do termo fonte.

Explicitaremos agora mais um pouco sobre a constante ¿. Tal constante será

¿ =: min

{
³−, 1− n

p

}
,

onde ³ ∈ (0, 1) é o expoente de Hölder da regularidade do gradiente dos termos ´, µ e g e da

regularidade C1,³ para soluções do problema (96) quando f ≡ 0 (isto é, problema homogêneo)

e F tem coeficientes constantes como já citado acima. A simbologia acima de ¿ deve ser

compreendida da seguinte forma

{
Se 1− n

p
< ³ então u ∈ C

1,1−n
p

loc

S 1− n
p
g ³ então u ∈ C1,¹

loc para qualquer 0 < ¹ < ³.

Feita essa observação prosseguiremos de maneira similar as últimas duas seções. Inicialmente

temos o seguinte

Lema 7.3.1 Seja u uma solução de (96), onde ´, µ, g ∈ C0,³(T1) para algum ³ ∈ (0, 1). Dado

³ ∈ (0, ³) existem ¸ > 0 e Ä ∈
(
0, 1

2

]
dependendo apenas de n, p, ¼, Λ, µ0, ³, ³, ∥´∥C0,³(T1)

,

∥µ∥C0,³(T1)
e ∥g∥C0,³(T1)

tais que, se

�
B+

1

|ΦF (x)|ndx f ¸n e

�
B+

1

|f(x)|pdx f ¸p,

para algum p > n. Então existe uma função afim l(x) = a+b·x com coeficientes universalmente

limitados, no seguinte sentido

|a|+ |b| f C(n, ¼,Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
, ∥µ∥C0,³(T1)

, ∥g∥C0,³(T1)
),

tal que

sup
B+
Ä

|u− µ| f Ä1+³.

Demonstração: A demonstração segue de maneira similar a do Lema 7.2.4. Fixemos ¶ > 0

que determinaremos a posteriori. Pelo Lema 7.0.1 e o Teorema 2.3.20, podemos considerar h
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solução de viscosidade para





F (D2h, 0) = 0 em B+
7
8

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8

h = u em ∂B+
7
8

\ T 7
8
,

tal que

sup
B+

7
8

|u− h| f ¶. (125)

Pelo Teorema 2.3.16 segue que h ∈ C1,³(B+
2
3

) e

∥h∥
C1,³

(

B+
2
3

) f C = C(n, ¼,Λ, µ0, ³, ∥´∥C0,³(T1)
, ∥µ∥C0,³(T1)

, ∥g∥C0,³(T1)
). (126)

Definamos a = h(0) e b = Dh(0). Por (126) segue que

sup
B+
r

|h− l| f Cr1+³, ∀r ∈
(
0,

2

3

)
. (127)

Por fim, escolhamos Ä e ¶ pondo

Ä =: min

{(
1

2C

) 1
³−³

,
1

2

}
e ¶ =

1

2
Ä1+³.

Observemos que essa escolha determina a constante ¸ > 0 devido ao Lema 7.0.1. Para a

limitação universal das constantes a e b temos diretamente de (126). Para o que falta, de (125)

e (127) obtemos que

sup
B+
Ä

|u− l| f sup
B+
Ä

|u− h|+ sup
B+
Ä

|h− l| f sup
B+

7
8

|u− h|+ sup
B+
Ä

|h− l| f ¶ + CÄ1+³

f 1

2
Ä1+³ +

(
1

2Ä³−³

)
Ä1+³ =

1

2
Ä1+³ +

1

2
Ä1+³ = Ä1+³,

O que encerra a prova do Lema.

Com esse lema de interação temos todas as ferramentas necessárias para provar o seguinte

Teorema 7.3.2 (Regularidade C1,³ ótima) Seja u solução de viscosidade do problema (96)

onde ´, µ, g ∈ C0,³(T1), f ∈ Lp(B+
1 ) ∩ C0(B+

1 ) para p > n e

¿ = min

{
³−, 1− n

p

}

Então, existe constante positiva v0 dependendo apenas de n, ¼, Λ, µ0, p, ∥´∥C0,³(T1)
e ∥µ∥C0,³(T1)
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tal que se

�
B+
r

|ΦF (x, y)|ndx f vn0 , ∀y ∈ B+
1
2

, ∀r ∈
(
0,

1

2

)
, (128)

então u ∈ C1,¿
(
B+

1
2

)
e ainda vale a estimativa

∥u∥
C1,¿

(

B+
1
2

) f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥Lp(B+

1 ) + ∥g∥C0,³(T1)
),

onde C > 0 depende apenas de n, ¼, Λ, µ0, p, ³, ³, ∥´∥C0,³(T1)
e ∥µ∥C0,³(T1)

.

Demonstração: Como nas seções acima podemos assumir sem perda de generalidade que

∥u∥L∞(B+
1 ) f 1, ∥f∥Lp(B+

1 ) f ¸ e ∥g∥C0,³(T1)
f 1, onde ¸ é a constante do Lema 7.3.1 e

ponhamos v0 = ¸. Fixado y ∈ T 1
2
, afirmamos que existe sequência de funções afins (lk)k∈N da

forma lk(x) = ak + bk(x− y) tais que para todo k ∈ N vale

sup
B+

Äk
(y)

|u− lk| f Äk(1+¿) (129)

e

|ak+1 − ak| f CÄk(1+¿) e |bk+1 − bk| f CÄk¿ , (130)

onde Ä é o raio no Lema 7.3.1 e C é uma constante universal. De fato, provaremos por indução

em k. O caso k = 1 é simplesmente a aplicação do Lema 7.3.1. Agora supondo que vale para

algum k ∈ N, definamos a seguinte função

vk(x) =:
(u− lk)(y + Äkx)

Äk(1+¿)
, x ∈ B+

1 ∪ T1.

Pela hipótese de indução vale (129) e daı́ segue que ∥vk∥L∞(B+
1 ) f 1. Além disso, vk é solução

de viscosidade para

{
Fk(D

2vk, x) = fk(x) em B+
1

´k ·Dvk + µkvk = gk(x) sobre T1,

onde





Fk(X, x) =: Äk(1−¿)F
(

1
Äk(1−¿)X, y + Äkx

)

fk(x) =: Äk(1−¿)f(y + Äkx)

´k(x) =: ´(y + Äkx)

µk(x) =: Äkµ(y + Äkx)

gk(x) =: Ä−k¿(g(y + Äkx)− ´(y + Äkx) · bk − µ(y + Äkx)lk(y + Äkx)).
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Segue da definição de Fk que é um operador (¼,Λ)-elı́ptico e pela hipótese (128) é possı́vel

checar que

�
B+

1

|ΦFk(x)|ndx =

�
B+

Äk
(y)

|ΦF (x, y)|ndx f ¸n.

Além disso, segue também pela definição de fk que

�
B+

1

|fk|pdx =

�
B+

Äk
(y)

|f(z)|pdz f ∥f∥p
Lp(B+

1 )
f ¸p.

E também vemos

[´k]0,³,T1
= Äk³[´]0,³,T

Äk
(y) f ∥´∥C0,³(T1)

<∞,

[µk]0,³,T1
= Äk(1+³)[µ]0,³,T

Äk
(y) f ∥µ∥C0,³(T1)

<∞

e para gk temos que

[gk]0,³,T1
f Äk(³−¿)([g]0,³,T

Äk
(y) + |bk|[´]0,³,T

Äk
(y) + ∥lk∥L∞(T

Äk
(y))[µ]0,³,T

Äk
(y)) +

+ Äk(³−¿)[lk(y + Äk·)]0,³,T1
∥µ∥L∞(T

Äk
(y))

f ∥g∥C0,³(T1)
+ Äk(³−¿)|bk|∥´∥C0,³(T1)

+ ∥lk∥L∞(T
Äk

(y))∥µ∥C0,³(T1)
+

+ 21−³Äk(³−¿)|bk|∥µ∥C0,³(T1)
<∞,

uma vez que, como na prova do Teorema 7.2.5,

∥lk∥L∞(T
Äk

(y)) f
3

2
e Äk(³−¿)|bk| = o(k)

quando k → ∞, pois ³ g ¿. O que garante que ´k, µk, gk ∈ C0,³(T1). Logo, podemos usar o

Lema 7.3.1 para garantir a existência de uma função afim l̃(x) = ã+ b̃ · x de tal sorte que

sup
B+
Ä

|vk − l̃| f Ä1+¿ , (131)

sendo as constantes ã e b̃ universalmente limitadas por uma constante positiva C > 0 universal.

Definindo ak+1 = ak+Ä
k(1+¿)ã e bk+1 = bk+Ä

k¿ b̃ vemos pela limitação universal das constates

ã e b̃ que

|ak+1 − ak| f CÄk(1+¿) e |bk+1 − bk| f CÄk¿ .

E pondo lk+1(x) = ak+1 + bk+1 · (x− y) temos reescalonando a desigualdade (131),

sup
B+

Äk+1 (y)

|u− lk+1| f Ä(k+1)(1+¿).
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o que prova que vale a afirmação para k+1. Daı́, segue por indução a existência da sequência de

funções afins (lk)k∈N satisfazendo as condições (129) e (130). Agora por (130) obtemos que as

sequências (ak)k∈N e (bk)k∈N são de Cauchy em R e R
n, respectivamente. Neste caso existem

os limites a∞ = limk→∞ ak e b∞ = limk→∞ bk. Como no Teorema 7.2.5 é possı́vel ver que

a∞ = u(y). Além disso, de maneira similar ao mesmo teorema citado, é possı́vel ver que para

todo k ∈ N vale as seguintes ordens de convergências das sequências (ak)k∈N e (bk)k∈N,

|u(y)− ak| f
C

1− Ä1+¿
Äk(1+¿) e |b∞ − bk| f

C

1− Ä¿
Äk¿ . (132)

Agora dado r ∈ (0, Ä), escolhamos k ∈ N de tal sorte que ocorra Äk+1 < r f Äk. Por (129) e

(132) obtemos

sup
x∈B+

r (y)

|u(x)− u(y)− b∞(x− y)| f sup
x∈B+

r (y)

|u(x)− lk(x)|+ |u(y)− ak|+

+ sup
x∈B+

r (y)

|(bk − b∞) · (x− y)|

f sup
B+

Äk
(y)

|u− lk|+
C

1− Ä1+¿
Äk(1+¿) + |bk − b∞|r

f Äk(1+¿) +
C

1− Ä1+¿
Äk(1+¿) +

C

1− Ä¿
Äk¿Äk,

onde usamos que r f Äk daı́ podemos concluir que

sup
x∈B+

r (y)

|u(x)− u(y)− b∞(x− y)| f
(
1 +

C

1− Ä1+¿
+

C

1− Ä¿

)
Äk(1+¿)

f 1

Ä1+¿

(
1 +

2C

1− Ä¿

)
Ä(k+1)(1+¿)

f Cr1+¿ . (133)

Como essa estimativa vale para cada y ∈ T 1
2

e sendo mais preciso, temos que b∞ = b∞(y).

De (133) e por estimativas interiores para o gradiente [54, Seção 4] segue que u ∈ C1
(
B+

1
2

)
,

onde b∞(y) = Du(y). E de maneira similar a prova do Teorema 7.1.2, vê se que, de fato,

u ∈ C1,¿
(
B+

1
2

)
com a estimativa desejada.

Observação 7.3.3 Fazendo um ajuste na prova do Teorema 7.3.2 prova-se que u ∈ C1,³′

loc .

Nessa linha de raciocı́nio, tal teorema acrescenta um ganho grande de precisão quando esti-

mamos com a melhor regularidade possı́vel dentro das hipóteses impostas.

7.4 Caso BMO - Regularidade Log − Lip do gradiente e estimativas de Schauder

Nessa parte, estudaremos o módulo de continuidade de soluções do problema (56) sob o cenário

do termo fonte f ∈ p − BMO(B+
1 ) ∩ Lp(B+

1 ) para parâmetros reais p g n − ε0 sendo ε0 a
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constante de Escauriaza. Diferentemente das seções anteriores, inicialmente trabalharemos com

operadores com coeficientes constantes. Neste caso, teremos que u será C1
loc com o gradiente

com módulo de continuidade Log-Lipschitz. Mais precisamente u ∈ C1,Log−Lip
(
B+

1
2

)
como na

definição abaixo.

Definição 7.4.1 Uma função u pertence ao espaço Ck,Log−Lip(Ω) para k ∈ N, se u ∈ Ck(Ω) e

D³u ∈ C0,Log−Lip(Ω) para todo multi-ı́ndice ³ de comprimento k.

Como dito acima trataremos o problema (96) com coeficientes contantes, mais precisamente,

estudaremos o problema

{
F (D2u) = f em B+

1

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1,
(134)

onde assumiremos nessa parte a seguinte hipótese:

(BMO1) Para qualquer matriz M ∈ Sym(n) tal que F (M) = 0 temos que o problema pertur-

bado

{
F (D2h+M) = 0 em B+

7
8

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8
,

admite soluções h ∈ C2,³̃
(
B+

2
3

)
∩ C0

(
B+

7
8

∪ T 7
8

)
para algum ³̃ ∈ (0, ³], onde ³ ∈ (0, 1) é tal

que ´, µ, g ∈ C1,³(T1), e com estimativa

∥h∥
C2,³̃

(

B+
2
3

) f C∗

(
∥h∥

L∞
(

B+
7
8

) + ∥g∥
C1,³

(

T 7
8

)

)

para alguma constante universal C∗ > 0.

Observemos que tal hipótese sempre é verdadeira quando supormos que F é convexo pelo

Teorema 2.3.17.

Observação 7.4.2 Observemos que assumindo a hipótese (BMO1) temos que a seguinte condição

também é satisfeita para qualquer c ∈ R: Para qualquer matriz M ∈ Sym(n) tal que

F (M) = c então o problema

{
F (D2h+M) = c em B+

7
8

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8
,

(135)

é tal que h ∈ C2,³̃
(
B+

2
3

)
∩ C0

(
B+

7
8

∪ T 7
8

)
para algum ³̃ e com estimativa

∥h∥
C2,³̃

(

B+
2
3

) f C̃∗

(
∥h∥

L∞
(

B+
7
8

) + ∥g∥
C1,³

(

T 7
8

)

)
,

onde C̃∗ depende apenas de C∗ e |c|. De fato, definindo F̃ (X) = F (X) − c temos que F̃ têm
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as mesmas propriedades estruturais que F como, por exemplo, elipticidade uniforme como os

mesmos coeficientes de elipticidade. Daı́ se M ∈ Sym(n) é tal que F (M) = c e h é solução

de viscosidade para (135), então h também é solução de viscosidade para

{
F̃ (D2h+M) = 0 em B+

7
8

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8
,

com F̃ (M) = 0. Daı́, pela condição (BMO1) segue que h ∈ C2,³̃
(
B+

2
3

)
com estimativa

∥h∥
C2,³̃

(

B+
2
3

) f C̃∗

(
∥h∥

L∞
(

B+
7
8

) + ∥g∥
C1,³

(

T 7
8

)

)
,

mas soluções desse problema acima são soluções de (135) e assim segue o afirmado.

Precisaremos nessa parte como nas seções anteriores de uma versão de lema de aproximação

parecido com o Lema 7.0.1. Porém, nesse caso pelo interesse do termo fonte estar em p-BMO

devemos assumir a condição da semi-norma p-BMO ser pequena. Em resumo temos o seguinte

Lema 7.4.3 (Aproximação para operadores de coeficientes constantes) Seja u solução de vis-

cosidade de (134) com u = φ em ∂B+
1 \T1 para φ ∈ C0(∂B+

1 \T1) tal que ∥φ∥L∞(∂B+
1 \T1)

f C1

para alguma constante positiva C1 onde g ∈ C0,³(T1) para algum ³ ∈ (0, 1) e tal que

∥g∥C0,³(T1)
f C2 sendo C2 > 0 constante e p ∈ [n − ε0,∞) (ε0 constante de Escauriaza).

Dado ¶ > 0, existe ¸ > 0 dependendo apenas de n, ¼, Λ, p, ¶ tal que se

∥f∥p−BMO(B+
1 ) f ¸,

então se h é solução de viscosidade de





F (D2h) = (f)1 em B+
7
8

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8

h = u em ∂B+
7
8

\ T 7
8
,

então

sup
B+

7
8

|u− h| f ¶.

Prova: A demonstração tem parte os argumentos semelhante ao do Lema 7.0.1, porém apresen-

taremos devido questões didáticas e na sutileza da mudança de alguns argumentos. Para isso,

suponhamos por absurdo que a tese do lema seja falsa. Então existe uma constante positiva

¶0 tal que a tese do lema não seja satisfeita. Assim, existem sequências de funções (Fk)k∈N,



151

(fk)k∈N, (uk)k∈N, (hk)k∈N e (gk)k∈N tais que uk e hk satisfazem no sentido da viscosidade





F (D2uk) = fk(x) em B+
1

´ ·Duk + µuk = gk(x) sobre T1

uk = φk em ∂B+
1 \ T1

e





F (D2hk) = (fk)1 em B+
7
8

´ ·Dhk + µhk = gk(x) sobre T 7
8

hk = uk em ∂B+
7
8

\ T 7
8
,

onde ∥φk∥L∞(∂B+
1 \T1)

f C1, ∥gk∥C0,³(T1)
f C2 e ∥fk∥p−BMO(B+

1 ) f 1
k
, sendo que

sup
B+

7
8

|uk − vk| > ¶0, ∀k ∈ N. (136)

Notemos que por termos um controle da semi-norma p-BMO também temos pela Proposição

?? que

∥fk∥Lp(B+
1 ) f Cp∥fk∥p−BMO(B+

1 ) f Cp
1

k

donde pela Estimativa ABP(Lema 2.3.13) obtemos que

∥uk∥L∞(B+
1 ) f ∥φk∥L∞(∂B+

1 \T1)
+ C(n, ¼,Λ, µ0) · (∥fk∥Ln−ε0 (B+

1 ) + ∥gk∥L∞(T1))

f C1 + C(n, ¼,Λ, µ0, p, ε0) · (∥fk∥Lp(B+
1 ) + ∥gk∥C0,³(T1)

)

f C(n, ε0, p, ¼,Λ, µ0,C1,C2), ∀k ∈ N (137)

Daı́, usando o Teorema 2.3.15, garantimos que existe ³′ ∈ (0, 1) com dependência apenas dos

parâmetros n,¼, Λ e µ0 tal que u ∈ C0,³′
(
B+

7
8

)
e ainda vale a seguinte estimativa

∥uk∥
C0,³′

(

B+
7
8

) f C(n, ¼,Λ, µ0, ∥µ∥L∞(T1))(∥uk∥L∞(B+
1 ) + ∥fk∥Ln−ε0 (B+

1 ) + ∥gk∥L∞(T1))

f C(∥uk∥L∞(B+
1 ) + ∥fk∥Lp(B+

1 ) + ∥gk∥L∞(T1))

f C(∥uk∥L∞(B+
1 ) + ∥fk∥Lp(B+

1 ) + ∥gk∥C0,³(T1)
), (138)

onde C = C(n, ¼,Λ, µ0, p, ε0, ∥µ∥L∞(T1)). Assim, por (137) e (138) segue que

∥uk∥
C0,³′

(

B+
7
8

) f C(n, ¼,Λ, µ0, p, ε0, ∥µ∥L∞(T1),C1,C2), ∀k ∈ N.
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Nesse caso, obtemos que (uk)k∈N é uma sequência limitada em C0,³′
(
B+

7
8

)
, donde por esta

limitação segue que tal sequência é equicontı́nua e pontualmente limitada. Nessa linha, também

temos o mesmo para a sequência (gk)k∈N e por os operadores Fk serem (¼,Λ)-elı́pticos segue

que a sequência (Fk)N satisfaz as hipóteses de equicontinuidade e limitação pontual em con-

juntos compactos de Sym(n). Assim, podemos usar o Teorema de Ascoli-Arzelà e obter sub-

sequências de funções (ukj)j∈N e (gkj)j∈N e de operadores (Fkj)j∈N tais que ukj → u∞ em

L∞
(
B+

7
8

)
, gkj → g∞ em L∞(T1) e Fkj → F∞ em conjuntos compactos de Sym(n), onde

F∞ é um operador (¼,Λ)-elı́ptico. Ademais, como ∥fkj∥LB+
1
f 1

kj
para todo k ∈ N segue que

a sequência (fkj) é de Cauchy em Lp(B+
1 ) e daı́ existe f∞ ∈ Lp(B+

1 ) tal que fkj → f∞ em

Lp(B+
1 ). Daı́, para toda φ ∈ C2(Br(x0)) com Br(x0) ¢ B+

7
8

,

|Fkj(D2φ(x))− fkj(x)− F∞(D2φ(x))− (f∞)1| f |Fkj(D2φ(x))− F∞(D2φ(x))|+
+ |fkj(x)− (fkj)1|+
+ |(fkj)1 − (f∞)1|,

donde pelas hipóteses acima sobre fkj e a convergência Fkj → F∞ em conjuntos compactos de

Sym(n) segue que

lim
j→∞

∥Fkj(D2φ(·))− fkj(·)− F∞(D2φ(·))− (f∞)1∥Lp(Br(x0)) = 0.

Portanto, pelo Lema de Estabilidade 2.3.21 podemos concluir que u∞ é solução de viscosidade

de

{
F∞(D2u∞) = (f∞)1 em B+

7
8

´ ·Du∞ + µu∞ = g∞(x) sobre T 7
8
.

Por fim, definindo wkj := u∞ − hkj obtemos pelo Principio de Comparação Teorema 2.3.18

que





wkj ∈ S
(
¼
n
,Λ, (f∞)1 − (fkj)1

)
em B+

7
8

´ ·Dwkj + µwkj = g∞ − gkj sobre T1

wkj = u∞ − ukj em ∂B+
7
8

\ T 7
8
,

donde novamente pela Estimativa ABP 2.3.13 vemos que

∥wkj∥
L∞

(

B+
7
8

) f ∥u∞ − ukj∥
L∞

(

∂B+
7
8

\T 7
8

) + C

(
∥(f∞)1 − (fkj)1∥Lp(B+

1 ) +

+ ∥g∞ − gkj∥
L∞

(

T 7
8

)

)
→ 0,
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quando j → ∞. Logo, hkj → u∞ em B+
7
8

, o que é um absurdo devido a (97). Isso encerra a

prova do lema.

Com essa ferramenta de aproximação podemos garantir uma aproximação quadrática para soluções

normalizadas com semi-norma p-BMO pequena.

Lema 7.4.4 Seja u solução normalizada de

{
F (D2u+ M̃) = f em B+

1

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1,

onde ´, µ, g ∈ C1,³(T1) para alguma constante ³ ∈ (0, 1), M̃ ∈ Sym(n) é tal que F (M̃) = 0

e assuma a condição (BMO1). Existem ¸ > 0 e Ä ∈
(
0, 1

2

]
dependendo apenas de n, p, ¼, Λ,

µ0, ³, C∗, ∥´∥C1,³(T1)
, ∥µ∥C1,³(T1)

e ∥g∥C1,³(T1)
tais que, se

∥f∥p−BMO(B+
1 ) f ¸,

para algum p g n− ε. Então existe um polinômio quadrático P (x) = a+ b · x+ 1
2
xtMx com

coeficientes universalmente limitados, no seguinte sentido

|a|+ |b|+ ∥M∥ f C(n, ¼,Λ, µ0, ³, ∥´∥C1,³(T1)
, ∥µ∥C1,³(T1)

, ∥g∥C1,³(T1)
),

tal que

sup
B+
Ä

|u− P | f Ä2.

Ademais, ainda temos que F (M + M̃) = (f)1.

Demonstração: Fixemos ¶ > 0 que escolheremos adiante. Pelo Lema 7.4.3 e o Teorema 2.3.20,

podemos considerar h solução de viscosidade para





F (D2h+ M̃) = (f)1 em B+
7
8

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8

h = u em ∂B+
7
8

\ T 7
8
,

tal que

sup
B+

7
8

|u− h| f ¶. (139)

Pela hipótese (BMO1) e a Observação 2.3.16 segue que h ∈ C2,³̃(B+
2
3

) e

∥h∥
C2,³̃

(

B+
2
3

) f C = C(n, ¼,Λ, µ0, ³0, ∥´∥C0,³(T1)
, ∥µ∥C0,³(T1)

, ∥g∥C0,³(T1)
). (140)
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Definamos a = h(0), b = Dh(0) e M = D2h(0). Por (140) segue que

sup
B+
r

|h− P | f Cr2+³̃, ∀r ∈
(
0,

2

3

)
. (141)

Agora façamos as seguintes escolhas das constantes Ä e ¶ pondo

Ä = min

{(
1

2C

) 1
³̃

,
1

2

}
e ¶ =

1

2
Ä2.

Com essa escolha fica determinada a constante ¸ > 0 devido ao Lema 7.4.3. Sobre limitação

universal das constantes a, b e M , temos garantida pela estimativa (140). Por fim, de (139) e

(141) obtemos que

sup
B+
Ä

|u− P | f sup
B+
Ä

|u− h|+ sup
B+
Ä

|h− P | f sup
B+

7
8

|u− h|+ sup
B+
Ä

|h− P | f ¶ + CÄ2+³̃

f 1

2
Ä2 +

(
1

2Ä³̃

)
Ä2+³̃ =

1

2
Ä2 +

1

2
Ä2 = Ä2,

encerrando a prova do resultado desejado.

Para o principal resultado dessa parte precisaremos das seguintes hipóteses:

(A) (Regularidade do termo fonte) Assumimos no problema (134) que o termo fonte f

pertence a p− BMO(B+
1 ) ∩ Lp(B+

1 ) ∩ C0(B+
1 ) para p ∈ [n− ε0,∞).

(B) (Regularidade dos dados de bordo) Também assumimos que ´, µ, g ∈ C1,³(T1) e exis-

tem constantes ³´, ³µ ∈ (0, ³] tais que

sup
x,z∈Tr(y)

x ̸=z

|D´(x)|
|x− z|³ = O(r−³´) e sup

x,z∈Tr(y)
x ̸=z

|Dµ(x)|
|x− z|³ = O(r−³µ ), ∀y ∈ T 1

2
, (142)

quando r → 0, onde O é a notação de Landau.

Agora apresentaremos um dos resultados principais desta seção.

Teorema 7.4.5 (Regularidade C1,Log−Lip - coeficientes constantes) Seja u uma solução de vis-

cosidade para (134). Assuma as hipóteses estruturais (BMO1), (A) e (B). Então, u ∈
C1,Log−Lip

(
B+

1
2

)
e a seguinte estimativa ocorre

sup
x,y∈B+

1
2

x ̸=y

|u(x)− u(y)−Du(y) · (x− y)|
|x− y|2 log(|x− y|−1)

f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥p−BMO(B+

1 ) + ∥g∥C1,³(T1)
),

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n, ¼, Λ, µ0, ³0, C´µ , p, C∗, ∥´∥C1,³(T1)

e ∥µ∥C1,³(T1)
.

Demonstração: De forma similar as seções anteriores, podemos supor sem perda de generali-

dade que ∥u∥L∞(B+
1 ) f 1, ∥f∥p−BMO(B+

1 ) f ¸ e ∥g∥C1,³(T1)
f 1, onde ¸ é a constante do Lema
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7.4.4. Fixado y ∈ T 1
2

afirmamos que existe sequência de polinômios quadráticos (Pk)k∈N da

forma Pk(x) = ak + bk · (x− y) + 1
2
(x− y)tMk(x− y) satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) F (Mk) = (f)1,

(ii) sup
B+

Äk
(y)

|u− Pk| f Ä2k,

(iii) |ak−1 − ak|+ Äk−1|bk−1 − bk|+ Ä2(k−1)|Mk−1 −Mk| f CÄ2(k−1),

para todo k g 0, onde P−1 = P0 =
1

2
(x − y)tM0(x − y) para M0 ∈ Sym(n) é tal que

F (M0) = (f)1 e Ä é o raio da semi-bola do Lema 7.4.4. Com efeito, provaremos o caso por

indução em k. O caso k = 0 é satisfeito de forma clara. Agora suponhamos que vale o desejado

para algum k e definamos a seguinte função auxiliar

vk(x) =:
(u− Pk)(y + Äkx)

Ä2k
, x ∈ B+

1 ∪ T1.

Notemos que vk é solução de viscosidade de

{
F (D2vk +Mk) = fk(x) em B+

1

´k ·Dvk + µkvk = gk(x) sobre T1,

onde fk(x) =: f(y + Äkx), ´k(x) =: ´(y + Äkx), µk(x) =: Äkµ(y + Äkx) e gk pondo

gk(x) =: Ä−k(g(y + Äkx)− ´(y + Äkx) ·DPk(y + Äkx)− µ(y + Äkx)Pk(y + Äkx)).

Observemos que pela hipótese de indução segue que de (ii) implica que∥vk∥L∞(B+
1 ) f 1, além

de que pela definição de fk,

∥fk∥p−BMO(B+
1 ) = sup

x0∈Ω,r>0

(�
Br(x0)∩B+

1

|fk(x)− (fk)x0,Ä|pdx
) 1

p

= sup
x0∈B+

1 ,r>0

(�
B
rÄk

(y+Äkx0)∩Ω
|f(z)− (f)y+Äkx0,rÄk |pdx

) 1
p

donde

∥fk∥p−BMO(B+
1 ) f ∥f∥p−BMO(B+

1 ) f ¸. (143)

Observemos também que ´k, µk ∈ C1,³(T1), uma vez que, ´, µ ∈ C1,³(T1) (pela condição

(B)) e Ä ∈
(
0, 1

2

)
. Com o intuito de garantir as hipóteses do Lema (7.4.4) é suficiente mostra

que gk ∈ C1,³(T1). Para isso, para qualquer ı́ndice i ∈ {1, . . . , n} vemos pela Regra da Cadeia
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para derivadas de aplicações compostas que

Digk(x) = Dig(y + Äkx)−Di´(y + Äkx) ·DPk(y + Äkx)−
− ´(y + Äkx) ·DiDPk(y + Äkx)

− Diµ(y + Äkx)Pk(y + Äkx)− µ(y + Äkx)DiPk(y + Äkx),

donde

[Digk]0,³,T1
f [Dig]0,³,T

Äk
(y) + [Di´(y + Äk·) ·DPk(y + Äk·)]0,³,T1

+

+ [´(y + Äk·) ·Di(DPk(y + Äk·))]0,³,T1
+ [Diµ(y + Äk·)Pk(y + Äk·)]0,³,T1

+

+ [µ(y + Äk·)DiPk(y + Äk·)]0,³,T1
. (144)

Agora, analisaremos cada uma das parcelas do lado direito de (144). De fato, por g ∈ C1,³(T1)

segue que [Dig]0,³,T
Äk

(y) f ∥g∥C1,³(T1)
<∞. Além disso,

[Di´(y + Äk·) ·DPk(y + Äk·)]0,³,T1
f [Di´]0,³,T

Äk
(y)

(
Äk³∥DPk∥L∞(T

Äk
(y))

)
+

+ 2∥DPk∥L∞(T
Äk

(y)) sup
x,z∈T1
x ̸=z

|Di´(y + Äkz)|
|x− z|³

= ∥´∥C1,³(T1)

(
Äk³∥DPk∥L∞(T

Äk
(y))

)
+

+ 2∥DPk∥L∞(T
Äk

(y))Ä
k³ sup

x,z∈T
Äk

(y)

x ̸=z

|Di´(z)|
|x− z|³

< ∞,

uma vez que, pelo item (iii) da hipótese de indução,

∥DPk∥L∞(T
Äk

(y)) f
1

1− Ä
C + Co(k) quando k → ∞,

devido |Mk| f Ck + |M0|, |bk| f
∑k

j=1 |bj − bj−1| f C 1
1−Ä e

sup
x,z∈T

Äk
(y)

x ̸=z

|Di´(z)|
|x− z|³ f C´Ä

−k³´ para k k 1

(por (142) na condição (B)). E assim,

∥DPk∥L∞(T
Äk

(y))Ä
k³ sup

x,z∈T
Äk

(y)

x ̸=z

|Di´(z)|
|x− z|³ f 2C´Ä

k(³−³´)
(

1

1− Ä
C + Co(Äkk)

)
→ 0, (145)

quando k → ∞, em particular, o lado esquerdo de (145) é limitado para todo k ∈ N.
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Similarmente, temos também que,

[´(y + Äk·) ·Di(DPk(y + Äk·))]0,³,T1
f Äk³[´]0,³,T

Äk
(y)|Mk| f 2∥´∥C1,³(T1)

o(k),

quando k → ∞, uma vez que, pelo item (iii) segue que |Mk| f Ck + |M0|. Para o terceiro

termo do lado direito de (144),

[Diµ(y + Äk·)Pk(y + Äk·)]0,³,T1
f Äk³[Diµ]0,³,T

Äk
(y)∥Pk∥L∞(T

Äk
(y)) +

+ 2∥Pk∥L∞(T
Äk

(y)) sup
x,z∈T1
x ̸=z

|Diµ(y + Äkx)|
|x− z|³

f ∥µ∥C1,³(T1)
+ 2CµÄ

k(³−³µ) para k k 1 (por (142)).

E finalmente,

[µ(y + Äk·)DiPk(y + Äk·)]0,³,T1
f Äk³[µ]0,³,T

Äk
(y)∥DiPk∥L∞(T

Äk
(y)) +

+ Äk(1−³)∥µ∥C1,³(T1)
C(n)|Mk|

f 2∥µ∥C1,³(T1)
∥DPk∥L∞(T

Äk
(y)) +

+ ∥µ∥C1,³(T1)
C(n)o(k), quando k → ∞.

Portanto, gk ∈ C1,³(T1). Daı́ estamos nas hipóteses do Lema 7.4.4 e assim garantimos que

existe polinômio quadrático P̃ da forma P̃ (x) = ã + b̃ · x + 1
2
xtM̃x com coeficientes univer-

salmente limitados com constante C > 0 e tal que

sup
B+
Ä

|vk − P̃ | f Ä2 (146)

e daı́ definindo ak+1 = ak + Ä2kã, bk+1 = bk + Äkb̃ e Mk+1 =Mk + M̃ por (146) segue que

sup
B+

Äk+1 (y)

|u− Pk+1| f Ä2(k+1),

e com isso segue a condição (ii) para k+1. Além disso, a condição (i) também é garantida pelo

Lema 7.4.4. Por fim,

|ak − ak+1|+ Äk|bk − bk+1|+ Ä2k|Mk −Mk+1| f Ä2k|ã|+ ÄkÄk|b̃|+ Ä2k|M̃ | f CÄ2k

garantindo a condição (iii) para k + 1. Isso prova o afirmado por indução.

Com essa afirmação notemos que a condição (iii) garante que as sequências (ak)k∈N e (bk)k∈N

são de Cauchy e além disso, pondo a∞ = limk→∞ ak e b∞ = limk→∞ bk temos que a∞ = u(y).

Com efeito, fixado k ∈ N notemos que a condição (ii) também vale para B+
Äk
(y) por densidade.
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Portanto, por essa observação segue que

|u(y)− ak| f |u(y)− Pk(y)|
y∈B+

Äk
(y)

f sup
B+

Äk
(y)

|u− Pk| f Ä2k → 0 (147)

quando k → ∞. Daı́, ak → u(y) e pela unicidade do limite segue o desejado.

Por outro lado, pela condição (iii) temos as seguintes ordens de convergências das sequências

(ak) e (bk)

|u(y)− ak| f
C

1− Ä2
Ä2k e |b∞ − bk| f

C

1− Ä
Äk (148)

para todo k ∈ N. Além disso, apesar de não termos garantia de convergência da sequência

(Mk)k∈N, a condição (iii) garante ainda que

|Mk| f Ck (149)

para todo k ∈ N. Daı́, fixado r ∈ (0, Ä) (e assim Ä f 1/2 <
√

1/e) escolhamos k ∈ N de tal

maneira que Äk+1 < r f Äk. Por (148) e (149) obtemos que

sup
x∈B+

r (y)

|u(x)− u(y)− b∞(x− y)| f sup
x∈B+

r (y)

|u− Pk|+ |u(y)− ak|+

+ sup
x∈B+

r (y)

|(bk − b∞) · (x− y)|+

+ sup
x∈B+

r

|Mk(x− y) · (x− y)|

f sup
B+

Äk
(y)

|u− Pk|+
C

1− Ä2
Ä2k + |bk − b∞|r + |Mk|r2

e assim por (ii) e r < Äk segue que

sup
x∈B+

r (y)

|u(x)− u(y)− b∞(x− y)| f Ä2k +
C

1− Ä2
Ä2k +

C

1− Ä
Äkr + Ckr2

f Ä2k +
C

1− Ä2
Ä2k +

C

1− Ä
Ä2k + CkÄ2k

f
(
1 +

C

1− Ä2
+

C

1− Ä

)
Ä2k + CkÄ2k

f C(Ä2k + kÄ2k) =
C

Ä2

(
1

k
+ 1

)
kÄ2(k+1)

f CkÄ2(k+1) f −Cr2 log r, (150)

onde na última passagem procedemos de maneira inteiramente análoga a demonstração do Te-

orema 7.2.5 na estimativa (124). Daı́, segue pela arbitrariedade de y ∈ T 1
2

que b∞ = b∞(y),
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(150) e [54, Teorema 3] que u ∈ C1
(
B+

1
2

)
com Du(y) = b∞(y). Ademais, de maneira análoga

ao Teorema 7.2.5 segue que u ∈ C1,Log−Lip
(
B+

1
2

)
com a estimativa da tese desse resultado

satisfeita.

Segue imediatamente do Teorema 7.4.5 o seguinte

Corolário 7.4.6 Sob as hipóteses do Teorema 7.4.5 garantimos que u ∈ C1,³
(
B+

1
2

)
para qual-

quer ³ ∈ (0, 1).

Observação 7.4.7 A respeito do Teorema temos os seguintes aspectos que vale a pena ser pon-

tuados:

i. Sobre o problema (134) com respeito ao Teorema 7.4.5. Nesse caso, fazendo paralelo

com o artigo [54] Teixeira para a regularidade interior, é necessário de uma versão do

Teorema 2.3.17 para operadores com coeficientes variáveis e assim proceder semelhante

ao caso de coeficientes constantes do Teorema (7.4.5). Mais adiante mostraremos que

dentro de certas condições tal versão é verdadeira.

ii. Notemos que a técnica empregada no Teorema (7.4.5) com leves ajustes pode ser adap-

tada para a prova do Teorema (??) levando em consideração a necessidade de uma Teoria

W 2,p para o problema (82).

7.4.1 Estimativas BMO em proveito da estratégia do operador recessão

Agora apresentaremos uma versão do Teorema 7.4.5 sob o contexto assintótico, mais preci-

samente remontando a análise tangencial garantiremos uma versão um pouco melhor de tal

teorema. Tais ideias que vão ser apresentadas aqui foram inspiradas no livro de Pimentel [45].

Para o que segue, precisaremos da seguinte hipótese estrutural:

(BMO)q O operador F do problema (96) é tal que F q cumpre a condição de estimativas C2,³ a

priori se dada g0 ∈ C1,³
(
T 2

3

)
soluções do problema

{
F q(D2h) = 0 em B+

7
8

,

´ ·Dh+ µh = g sobre T 7
8
,

são de classe C2,³
(
B+

2
3

)
com estimativa

∥h∥
C2,³

(

B+
2
3

) f Cq
(
∥h∥

L∞
(

B+
7
8

) + ∥g∥
C1,³

(

T 7
8

)

)
,

para alguma constante universal Cq > 0.

Inicialmente precisaremos do seguinte lema de iteração.

Lema 7.4.8 (Aproximação quadrática) Seja u solução de viscosidade normalizada para

{
FÄ (D

2u) = f(x) em B+
1 ,

´ ·Du+ µu = g sobre T1.
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onde f ∈ (p − BMO(B+
1 )) ∩ Lp(B+

1 ) ∩ C0(B+
1 ) para p ∈ [n − ε0,∞), ´, µ, g ∈ C1,³(T1).

Assuma a hipótese (BMO)q. Então existem Ä ∈
(
0, 1

2

)
, Ä0 > 0 e ¸ > 0 constantes dependendo

apenas de n, p, ¼, Λ, µ0, ³, Cq, ∥´∥C1,³(T1)
, ∥µ∥C1,³(T1)

e ∥µ∥C1,³(T1)
tais que, se

∥f∥p−BMO(B+
1 ) f ¸ e Ä f Ä0

então, existe um polinômio quadrático da forma P (x) = a + b · x + 1
2
xtMx com coeficientes

universalmente limitados, isso é, existe uma constante C > 0 que depende apenas de n, ¼, Λ,

µ0, ³, Cq, ∥´∥C1,³(T1)
, ∥µ∥C1,³(T1)

e ∥µ∥C1,³(T1)
tais que

|a|+ |b|+ ∥M∥ f C.

tal que

sup
B+
Ä

|u− P | f Ä2.

Além disso, vale que F q(M) = 0.

Prova: Seja ¶ > 0 constante a ser escolhida a posteriori. Aplicando o Lema 3.1.5 e o Teorema

2.3.20 temos que existem Ä0 ∈ (0, 1), ¸ > 0 e h solução de viscosidade para





F q(D2h) = 0 em B+
7
8

,

´ ·Dh+ µh = g sobre T 7
8

h = u em ∂B+
7
8

\ T 7
8

satisfazendo

sup
B+

7
8

|u− h| f ¶. (151)

Agora pela hipótese (BMO)q que h ∈ C2,³(B+
2
3

) com estimativa

∥h∥
C2,³

(

B+
2
3

) f Cq
(
∥h∥

L∞
(

B+
7
8

) + ∥g∥
C1,³

(

T 7
8

)

)
.

E como no Lema 7.4.4 segue que

∥h∥
C2,³

(

B+
2
3

) f C = C(n, ¼,Λ, µ0, ³, Cq, ∥´∥C1,³(T1)
, ∥µ∥C1,³(T1)

, ∥g∥C1,³(T1)
). (152)



161

e tomando a = h(0), b = Dh(0) e M = D2(0) temos para essa constante acima que

sup
B+
r

|h− P | f Cr2+³, ∀r ∈
(
0,

2

3

)
. (153)

Agora escolhendo

Ä = min

{(
1

2C

) 1
³

,

√
1

e

}
e ¶ =

1

2
Ä2

segue que fica bem determinado Ä0 e ¸. Além disso, por (151), (153) e as escolhas acima segue

que

sup
B+
Ä

|u− P | f sup
B+
Ä

|u− h|+ sup
B+
Ä

|h− P | f ¶ + CÄ2+³ =
1

2
Ä2 +

1

2
Ä2 = Ä2.

Por fim, a limitação universal das contantes de P segue de (152). Isso encerra a prova.

Com isso temos todos os ingredientes necessários para enunciar e demonstrar o seguinte

Teorema 7.4.9 (Regularidade C1,Log−Lip - assintótico) Seja u solução de viscosidade para

(134). Assumamos as hipóteses estruturais (BMO)q, (A) e (B). Então, u ∈ C1,Log−Lip
(
B+

1
2

)
e

ainda vale a seguinte estimativa

sup
x,y∈B+

1
2

x ̸=y

|u(x)− u(y)−Du(y) · (x− y)|
|x− y|2 log(|x− y|−1)

f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥p−BMO(B+

1 ) + ∥g∥C1,³(T1)
)

com C constante positiva que depende apenas de n, ¼, Λ, ³,µ0, p, Cq, C´µ , ∥´∥C1,³(T1)
e

∥µ∥C1,³(T1)
.

Demonstração: De fato, para » ∈ (0, 1) constante a ser determinado posteriormente, definamos

a seguinte função auxiliar w(x) =: »u(x) tal que w é uma solução de viscosidade normalizada

para {
FÄ (D

2w) = f̃(x) em B+
1 ,

´ ·Dw + µw = g̃ sobre T1.

onde Ä =: », f̃(x) =: »f(x) e g̃(x) =: »g(x). Agora, determinaremos a constante ». Ela deve

ser escolhida de forma que max
{
Ä,Cp|B+

1 |∥f̃∥BMO(B+
1 )

}
f min{Ä0, ¸}, onde Ä0 e ¸ são as

constantes do Lema 7.4.8 e Cp vem da Proposição ??. Finalmente, estabeleceremos o resultado

para w, que será o suficiente para garantir a tese do Teorema. Fixado y ∈ T 1
2
, afirmamos que

existe uma sequência de polinômios quadráticos (Pk)k∈N da forma Pk(x) = ak + bk · (x− y) +
1
2
(x− y)tMk(x− y) satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) F q(Mk) = 0,

(ii) sup
B+

Äk
(y)

|u− Pk| f Ä2k,
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(iii) |ak−1 − ak|+ Äk−1|bk−1 − bk|+ Ä2(k−1)|Mk−1 −Mk| f CÄ2(k−1),

para todo k g 1, onde P−1 = 0 e Ä é o raio da semi-bola do Lema 7.4.8. De fato, provemos tal

fato por indução em k. O caso k = 1 segue do Lema 7.4.8. Agora supondo que vale para algum

k g 1, definamos a função auxiliar

wk(x) =:
(w − Pk)(y + Äkx)

Ä2k

Observemos que wk satisfaz no sentido da viscosidade

{
FÄ (D

2wk +Mk) = f̃k(x) em B+
1

´k ·Dvk + µkvk = gk(x) sobre T1,

onde fk(x) =: f̃(y + Äkx), ´k(x) =: ´(y + Äkx), µk(x) =: Äkµ(y + Äkx) e g̃k pondo

g̃k(x) =: Ä−k(g̃(y + Äkx)− ´(y + Äkx) ·DPk(y + Äkx)− µ(y + Äkx)Pk(y + Äkx)).

Claramente, ∥wk∥L∞(B+
1 ) f 1, ∥f̃k∥p−BMO(B+

1 ) f ∥f̃∥p−BMO(B+
1 ) f ¸. Além disso, escrevendo

Fk(M) = F (M +Mk) segue que

F q
k(M) = F q(M +Mk).

E assim temos que o problema homogêneo associado a F q
k tem estimativas C2,³ a priori. Analo-

gamente ao Teorema (7.4.5) verifica-se que ´k, µk, gk ∈ C1,³(T1). Logo, podemos usar o Lema

7.4.8 e obter polinômio quadrático P̃ da forma P̃ (x) = ã + b̃ · x + 1
2
xtM̃x com coeficientes

universalmente limitados com constante C > 0 e tal que

sup
B+
Ä

|wk − P̃ | f Ä2 (154)

e daı́ definindo ak+1 = ak + Ä2kã, bk+1 = bk + Äkb̃ e Mk+1 =Mk + M̃ por (154) segue que

sup
B+

Äk+1 (y)

|w − Pk+1| f Ä2(k+1),

e com isso segue a condição (ii) para k + 1. Além disso, a condição (i) segue imediatamente

pelo mesmo Lema. Por fim,

|ak − ak+1|+ Äk|bk − bk+1|+ Ä2k|Mk −Mk+1| f Ä2k|ã|+ ÄkÄk|b̃|+ Ä2k|M̃ |
f CÄ2k

garantindo a condição (iii) para k + 1. Isso prova o afirmado por indução.

Seguindo analogamente ao Teorema 7.4.5 concluı́mos que w ∈ C1,Log−Lip
(
B+

1
2

)
com estima-
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tiva

sup
x,y∈B+

1
2

x ̸=y

|u(x)− u(y)−Du(y) · (x− y)|
|x− y|2 log(|x− y|−1)

f −CD|x− y|2 log |x− y|,

donde obtemos que u ∈ C1,Log−Lip
(
B+

1
2

)
com a estimativa desejada. Isso encerra a prova do

teorema.

Observação 7.4.10 O fato de Ä f 1/2 acima garante, em particular, Ä <
√
1/e e assim

como nos passos anteriores podemos garantir a regularidade desejada no usando que a função

É(t) = t2 log
(
1
2

)
é crescente em

(
0,
√

1/e
)

.

Agora daremos uma aplicação do Teorema 7.4.9. Mais precisamente, apresentaremos um Te-

orema de regularidade fraca das funções C1,Log−Lip para o problema (134). Referimos a tal

teorema como de regularidade fraca ao Teorema de densidade de soluções mais regulares na

classe de soluções de viscosidade. Isso se deve por causa da melhor regularidade do problema

(134), sem adicionar hipóteses estruturais como convexidade para F , quando ´, µ, g ∈ C1,³(T1)

é a regularidade C1,³ (Ver Teorema 2.3.16) desde que tenhamos um comportamento do termo

fonte f . Feita essa observação temos o seguinte

Teorema 7.4.11 (Densidade fraca) Seja u uma C0-solução de viscosidade de (134). Assuma

que f ∈ (p− BMO(B+
1 )) ∩ Lp(B+

1 ) ∩ C0(B+
1 ), ´, µ, g ∈ C1,³(T1) com µ f 0 e ´ cumprindo

a condição de bordo oblı́quo com constante µ0 > 0. Então para cada ¶ > 0, existe uma

sequência de funções(uj)j∈N ¢ C1,Log−Lip
loc (B+

1 ) ∩ S(¼ − ¶,Λ + ¶, f) que converge localmente

uniformemente para a função u.

Demonstração: De maneira análoga a prova do Teorema ??, basta aplicar o Teorema 7.4.9 em

vez do Corolário 3.2.6 com os devidos ajustes.

7.4.2 Teoria Schauder para operadores com coeficientes variáveis

Nesta parte, desenvolveremos estimativas Schauder para o problema (96). É im-

portante frisar que na Teoria de regularidade para tal problema é conhecido regularidade C2,³

para operadores com coeficientes constantes, Teorema 2.3.17, provada por Li e Zhang em [37]

e um caso particular deste para o problema de Neumann no trabalho de Milakis e Silvestre [43].

Motivado pelas estimativas interiores C2,³ para operadores elı́pticos totalmente não-lineares

com coeficientes variáveis de Caffarelli em [14] e os trabalhos acima citados apresentaremos a

seguir estimativas C2,³ para o problema (96).

Para o objetivo traçado acima, precisaremos da seguinte hipótese estrutural

(#) (Estimativas do tipo C2,³0) Dada g0 ∈ C1,³0(T1), assumiremos que o problema

{
F (D2h, 0) = 0 in B+

1

´ ·Dh+ µh = g0(x) on T1,
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admite soluções h ∈ C2,³0

(
B+

2
3

)
com estimativa

∥h∥
C2,³0

(

B+
2
3

) f C∗
(
∥h∥L∞(B+

1 )
+ ∥g0∥C1,³0(T1)

)

para alguma constante universal C∗ > 0

Apresentaremos no que segue uma lema de aproximação tendo como objetivo um

processo iterativo para garantir estimativas do tipo Schauder para o problema (96). A prova

abaixo é inspirada em [15, Lemma 7.9] e [8, Lemma 3.5].

Lema 7.4.12 (Lema de aproximação) Sejam ε ∈ (0, 1) e u uma solução de viscosidade nor-

malizada para o problema (96), onde ´, µ, g ∈ C1,³0(T1). Assuma que ∥ÈF∥Ln(B+
1 ) f ε e

a hipótese (#) são satisfeitas. Então, existem funções h ∈ C2
(
B+

3
4

)
e φ ∈ C

(
B+

3
4

)
tais

que ∥h∥
C2(B+

3
4

)
f C(para C > 0 dependendo apenas de n, ¼,Λ, µ0, ³, C∗, ∥´∥C1,³0 (T1)

e

∥µ∥C1,³0 (T1)
), u− h ∈ S

(
¼
n
,Λ, φ

)
e

∥u− h∥L∞(B+
3
4

) + ∥φ∥Ln(B+
3
4

) f C′(ε¹ + ∥f∥Ln(B+
1 ) + ∥g∥L∞(B+

1 )),

onde ¹ ∈ (0, 1) depende apenas de n, ¼, Λ e µ0.

Prova: Consideremos h uma solução de viscosidade do seguinte problema





F (D2h, 0) = 0 in B+
7
8

h = u on ∂B+
7
8

\ T 7
8

´ ·Dh+ µh = 0 on T 7
8
.

(155)

Observemos que a existência de h é garantida devido ao Teorema 2.3.20. Agora pela hipótese

(#) tem-se que h é de classe C2,³0 e para Å ∈
(
0, 7

8

)
e escalonamento próprio

∥h∥
L∞

(

B+
7
8−Å

) + Å∥Dh∥
L∞

(

B+
7
8−¶

) + Å2∥D2h∥
L∞

(

B+
7
8−Å

) f C, (156)

onde C = C(n, ¼,Λ, µ0, ³0,C
∗, ∥´∥C1,³0 (T1)

, ∥µ∥C1,³0 (T1)
) é uma constante positiva.

Doravante, a partir de u e h podemos definir a função auxiliar w = u − h e verificar que tal

função satisfaz no sentido da viscosidade





w ∈ S
(
¼
n
,Λ, φ

)
in B+

7
8

w = 0 on ∂B+
7
8

\ T 7
8

´ ·Dw + µw = 0 on T 7
8
,

onde φ(x) = f(x)− F (D2h(x), x). Notemos que φ é contı́nua em B+
7
8

, uma vez que D2h, f e
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F são contı́nuas. Contudo, podemos obter pela Estimativa ABP (2.3.13) que

∥w∥
L∞

(

B+
7
8−Å

) f ∥w∥(
∂B+

7
8−Å

\T 7
8−Å

) + C

(
∥φ∥

Ln
(

B+
7
8−Å

)

)

f ∥w∥(
∂B+

7
8−Å

\T 7
8−Å

) + C

(
∥f∥

Ln
(

B+
7
8−Å

) +

+ ∥F (D2h(·), ·)∥
Ln

(

B+
7
8−Å

)

)
, (157)

onde C = C(n, ¼,Λ, µ0) é uma constante positiva.

Observemos também que por h ser solução no sentido da viscosidade de (155) e é de classe

C2,³0 em B+
7
8
−Å então é uma solução clássica nessa mesma semi-bola. Em particular,

F (D2h(x), 0) = 0 para todo x ∈ B+
7
8
−Å.

Feitas essas observações, estudaremos o segundo membro da estimativa (157). Como h é

solução de (155) e pela hipótese sobre a oscilação dos coeficientes obtemos em B+
7
8
−Å,

∥F (D2h(·), ·)∥
Ln

(

B+
7
8−Å

) =



�
B+

7
8−Å

|F (D2h(x), x)− F (D2h(x), 0)︸ ︷︷ ︸
=0

|ndx




1
n

f



�
B+

7
8−Å

|ÈF (x)(1 + ∥D2h(x)∥)|ndx




1
n

f
(
1 + ∥D2h(x)∥

L∞
(

B 7
8−Å

)

)
∥ÈF∥

Ln
(

B 7
8−Å

)

f
(
1 + ∥D2h(x)∥

L∞
(

B 7
8−Å

)

)
ε

donde por (156),

∥F (D2h(·), ·)∥
Ln

(

B 7
8−Å

) f Cε(1 + Å−2) f CεÅ−2, (158)

uma vez que, 0 < Å < 1 e 0 < C = C(n, ¼,Λ, µ0, ³0,C
∗, ∥´∥C1,³0 (T1)

, ∥µ∥C1,³0 (T1)
).

Por outro lado, pela Hölder regularidade no Teorema (2.3.15) pode-se inferir que

w ∈ C³′
(B+

7
8
−Å) para algum ³′ ∈ (0, 1) dependendo apenas de n, ¼, Λ e µ0. Daı́, por w = 0 em
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∂B+
7
8

\ T 7
8

segue que

∥w∥(
∂B+

7
8−Å

\T 7
8−Å

) f
(
[w]

³′,B+
7
8−Å

)
Å³

′

f CÅ³
′
(1 + ∥f∥Ln(B+

1 ) + ∥g∥L∞(T1)), (159)

onde 0 < C = C(n, ¼,Λ, µ0) e usamos [15, Proposition 4.14]. Por fim, tomando Å = ε
1

2+³′ e

¹ = ³′

2+³′ , usando (157) e (159),

∥w∥
L∞

(

B+
7
8−Å

) + ∥φ∥
Ln

(

B+
7
8−Å

) f C
(
∥f∥Ln(B+

1 ) + ∥g∥L∞(T1) +

+ Å−2ε+ Å³
′
(1 + ∥f∥Ln(B+

1 ) + ∥g∥L∞(T1))
)

f C′(ε¹ + ∥f∥Ln(B+
1 ) + ∥g∥L∞(T1)),

onde C′ = C(n, ¼,Λ, µ0, ³0,C
∗, ∥´∥C1,³0 (T1)

, ∥µ∥C1,³0 (T1)
) é uma constante positiva e isso en-

cerra a prova.

Para o próximo resultado precisaremos da seguinte hipótese estrutural

(H1) (Estimativas do tipo C2,³0 para o problema transladado por uma matriz) Dadas uma

função g0 ∈ C1,³0(T1) e uma matriz M ∈ Sym(n) tal que F (M, 0) = 0, assumiremos

que o problema

{
F (D2h+M, 0) = 0 in B+

1

´ ·Dh+ µh = g0(x) on T1,

admite soluções h ∈ C2,³0

(
B+

2
3

)
com estimativa

∥h∥
C2,³0

(

B+
2
3

) f Cq
(
∥h∥L∞(B+

1 )
+ ∥g0∥C1,³(T1)

)

para alguma constante universal Cq > 0.

(H2) (Regularidade sobre os dados do problema (96))Assumiremos que o termo fonte f

pertence ao espaço C0,³(B+
1 ) para algum ³ ∈ (0, 1). Além disso, também faremos a

suposição que ´ ∈ C1,³´(T1), µ ∈ C1,³µ (T1) g ∈ C1,³g(T1) com as seguintes relações

dos expoentes e Hölder continuidade ³´ > ³, ³µ > ³ e ³g > ³. Além disso, suponhamos

que ´ e µ são tais que para todo r ∈ (0, 1)

∥´∥L∞(Tr) f C´r
1+³´ e ∥µ∥L∞(Tr) f Cµr

1+³µ ,

onde C´ e Cµ são constantes positivas.

Observação 7.4.13 Notemos que a condição estrutural (H1) é satisfeita quando F é um ope-
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rador côncavo/convexo e ´, µ ∈ C1,³0(T1) devido ao Teorema 2.3.16.

Teorema 7.4.14 Seja u solução no sentido da viscosidade de

{
F (D2u, x) = f in B+

r0

´ ·Du+ µ u = g(x) on Tr0 ,

onde F é um operador (¼,Λ)- elı́ptico tal que F (0, 0) = 0, bem como f(0) = 0 e considere

uma constante 0 < ³ < min{³0, ³´, ³µ, ³g}. Assuma as hipóteses estruturais (H1)-(H2) e que

existes constantes C0 > 0 e C1 > 0 tais que

(�
B+
r

|ÈF (x)|ndx
) 1

n

f C0

(
r

r0

)³
e

(�
B+
r

|f(x)|ndx
) 1

n

f C1

(
r

r0

)³
, ∀r ∈ (0, r0].

Então, u é de classe C2,³ na origem. Mais precisamente, existe uma função polinomial P de

grau 2 tal que :

(i) ∥u− P∥
L∞(B+

1 ∩Br)
f C′′

(
r
r0

)2+³
para todo r ∈ (0, r1].

(ii) |DP (0)|+ ∥D2P (0)∥ f C′′.

(iii) C′′ f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + C1 + ∥g∥C1,³(T1)

),

onde 1 < C = C(n, ¼,Λ, µ0,C
q, ³, ∥´∥C1,³(T1)

, ∥µ∥C1,³(T1)
) e r1 = Č = C−1r0

Observação 7.4.15 A hipótese que F (0, 0) = f(0) não é restritiva, para mais detalhes confira

[15, Chapter 8].

Demonstração: Como em [37, Lemma 6.3] podemos supor sem perda de generalidade que

g(0) = 0 e Dg(0) = 0. Além disso, provaremos que existem constantes ε ∈ (0, 1) e ¶ > 0

dependendo apenas de n, ¼, Λ, Cµ , C´ , Cq, ³, ∥´∥C1,³(T1)
e ∥µ∥C1,³(T1)

tal que se u é solução

de (96) normalizada, ∥g∥C1,³(T1)
f ε e

(�
B+
r

|ÈF (x)|ndx
) 1

n

f ¶r³ e

(�
B+
r

|f(x)|ndx
) 1

n

f ¶r³, ∀r ∈ (0, 1], (160)

então existe polinômio quadrático P cumprindo (i) e (ii) com r1 = 1. O resultado segue por

escalonamento (cf. [15, Theorem 8.1]).

Afirmamos que existem constantes universais Ä ∈ (0, 1), C̃ > 0 e uma sequência de polinômios

quadráticos (Pk)kg−1 da forma

Pk(x) = ak + bk · x+
1

2
xtMkx

tal que para todo k g 0 valem as seguintes três propriedades:

I. F (Mk, 0) = 0.

II. ∥u− Pk∥L∞(B+

Äk
)
f Äk(2+³).

III. |ak − ak−1|+ Äk−1|bk − bk−1|+ Ä2(k−1)∥Mk −Mk−1∥ f C̃Ä2(k−1)(2+³),

onde P0 ≡ P−1 ≡ 0.
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Realmente, escolhamos Ä ∈ (0, 1) tal que

Ä³ f 1

2
, Ä f 49

64
e 3CqÄ³0 f Ä³.

A partir de Ä tomemos ε ∈ (0, 1) tal que

10C′ε¹ f Ä2+³,

onde C′ e ¹ são as constantes do Lema 7.4.12. Agora escolhamos ¶ > 0 tal que

¶ f ε

21−
1
n (1 + C̃)É

1
n
n

,

sendo Én o volume da bola unitária B1 em R
n e a constante C̃ será tomada de tal forma que

20C̃max{C´,Cµ} f ε.

Assim ficam determinadas as constantes e são de caráter universal. A prova da afirmação a res-

peito da sequência de polinômios será feita por argumento de indução . Para tal fim, notemos

que o caso k = 0 é evidente devido P−1 ≡ P0 ≡ 0, F (0, 0) = 0 e u é normalizada. Agora su-

ponhamos que tenhamos construı́do P0, · · · , Pk satisfazendo I-III. Devemos mostrar que existe

Pk+1 cumprindo essas mesmas condições. Para isso, definamos a função auxiliar

vk(x) =
(u− Pk)(Ä

kx)

Äk(2+³)
, x ∈ B+

1 ∪ T1.

Notemos que por hipótese de indução, ∥vk∥L∞(B+
1 ) f 1. Agora notemos que vk é solução no

sentido da viscosidade de

{
Fk(D

2vk, x) = fk(x) in B+
1

´k ·Dvk + µkvk = gk(x) on T1,
,

onde





Fk(M, x) =: 1
Äk³

(
F
(
Äk³M+Mk, Ä

kx
)
− F (Mk, Ä

kx)
)
,

fk(x) =: 1
Äk³

(
f(Äk³x)− F (Mk, Ä

kx)
)
,

´k(x) =: ´(Äkx),

µk(x) =: Äkµ(Äkx),

gk(x) =: 1
Äk(1+³)

[g(Äkx)− ´k(x) ·DPk(Äkx)− µ(Äk(x))Pk(Ä
kx)].

Por construção e a hipótese estrutural (H1) temos que Fk(0, x) = 0 para todo x ∈ B+
1 ∪ T1

e que o problema associado ao operador Fk também cumpre a condição (H1) com a mesma

constante Cq(em particular, vale a condição (#) para Fk com a mesma constante Cq). Ademais,



169

temos que

ÈFk(x) = sup
M∈Sym(n)

|Fk(M,x)− Fk(M, 0)|
1 + ∥M∥

f sup
M∈Sym(n)

∣∣∣∣
F (Äk³M +Mk, Ä

kx)− F (Mk, Ä
kx)− F (Äk³M +Mk, 0) + F (Mk, 0)

Äk³(1 + ∥M∥)

∣∣∣∣

f Ä−k³ÈF (Ä
kx) sup

M∈Sym(n)

(
1 + ∥Äk³M +Mk∥+ 1 + ∥Mk∥

1 + ∥M∥

)

f Ä−k³ÈF (Ä
kx) sup

M∈Sym(n)

(
Äk³∥M∥
1 + ∥M∥ + 2

1 + ∥Mk∥
1 + ∥M∥

)

f Ä−k³ÈF (Ä
kx) sup

M∈Sym(n)

(
1 + 2

1 + ∥Mk∥
1 + ∥M∥

)

f 2Ä−k³ÈF (Ä
kx) sup

M∈Sym(n)

(
1 +

1 + ∥Mk∥
1 + ∥M∥

)

f 2Ä−k³ÈF (Ä
kx)(1 + ∥Mk∥)

donde pela condição III valer para todo i g k segue que

∥Mk∥ f C̃

1− Ä³
f C̃ (161)

e assim por esses dois últimos fatos,

∥ÈFk∥Ln(B+
1 ) f 2(1 + C̃)Ä−k³Ä−k∥ÈF∥Ln(B+

Äk
) f 21−

1
n (1 + C̃)¶É

1
n
n f ε, (162)

onde acima usamos a condição (160). Ademais, usando a limitação da norma da oscilação de

F , a condição I da hipótese de indução é válida para k e a seguinte desigualdade

|fk(x)| f Ä−k³(|f(Äkx)|+ |F (Mk, Ä
kx)|)

= Ä−k³(|f(Äkx)|+ |F (Mk, Ä
kx)− F (Mk, 0)︸ ︷︷ ︸

=0

|)

= Ä−k³(|f(Äkx)|+ ÈF (Ä
kx)(1 + ∥Mk∥))

temos que

∥fk∥Ln(B+
1 ) f Ä−k(1+³)(∥f∥Ln(B+

Äk
) + (1 + C̃)∥ÈF∥Ln(B+

Äk
))

f 21−
1
nÉ

1
n
n ¶(1 + C̃) f ε, (163)

onde usamos na primeira desigualdade a limitação de ∥Mk∥ obtida em (161).



170

Por fim, claramente ´k, µk, gk ∈ C1,³(T1) e pelas condição sobre ´, µ e g tem-se

∥gk∥L∞(T1) f Ä−k(1+³)[∥g∥L∞(T
Äk

) + ∥µ∥L∞(T
Äk

)∥Pk∥L∞(T
Äk

) +

+ ∥´∥L∞(T
Äk

)∥DPk∥L∞(T
Äk

)]. (164)

Mas pela hipótese sobre g temos para todo x ∈ TÄk , que podemos escrever x = Äky para algum

y ∈ T1 e assim pela Desigualdade do Valor Médio

|g(x)| = |g(Äky)| = |g(Äky)− g(0)︸︷︷︸= 0|

f sup
z∈T1

|Dg(Äkz)||Äkx− 0| f sup
z∈T1

|Dg(Äkz)|Äk. (165)

Contudo, pela condição de Dg(0) = 0 e g ∈ C1,³(T1),

sup
z∈T1

|Dg(Äkz)| = sup
z∈T1

|Dg(Äkz)−Dg(0)︸ ︷︷ ︸
=0

| f ∥g∥C1,³(T1)
sup
z∈T1

|Äkz − 0|³ f Äk³∥g∥C1,³(T1)

e assim em (165) obtemos que |g(x)| f Äk(1+³)∥g∥C1,³(T1)
. Pela arbitrariedade de x ∈ TÄk ,

∥g∥L∞(T
Äk

) f Äk(1+³)∥g∥C1,³(T1)
. (166)

Também pela hipótese estrutural (H2) segue que

∥´∥L∞(T
Äk

) f C´Ä
k(1+³´) e ∥µ∥L∞(T

Äk
) f CµÄ

k(1+³µ). (167)

Assim, por (166) e (167) obtemos em (164)

∥gk∥L∞(T1) f ∥g∥C1,³(T1)
+ CµÄ

k(³µ−³)∥Pk∥L∞(T
Äk

) +

+ C´Ä
k(³´−³)∥DPk∥L∞(T

Äk
). (168)

Agora pela hipótese III valer podemos estimar limitar o polinômio Pk bem como a norma do

gradiente e obter que

∥Pk∥L∞(T
Äk

) f
3C̃

1− Ä2+³
e ∥DPk∥L∞(T

Äk
) f

2C̃

1− Ä1+³

donde obtemos em (168), a condição sobre a norma ∥g∥C1,³(T1)
f ε e a escolha da constante C̃,

∥gk∥L∞(T1) f ε+ 40C̃max{C´,Cµ} f ε+ 2ε = 3ε. (169)

Assim estamos nas hipóteses do Lema 7.4.12 e daı́ garantimos a existência de C′ e ¹(e com isso
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as constantes acima ficam bem definidas) bem como de h ∈ C2(B+
3
4

) tal que

∥vk − h∥L∞(B+
3
4

) f C′(ε¹ + 4ε) f 5C′ε¹ f 1

2
Ä2+³, (170)

onde usamos na duas últimas desigualdades (163) e (169) bem como o fato de ε, ¹ ∈ (0, 1) e as

escolhas de ε e Ä.

Doravante, recordemos que no Lema 7.4.12, h satisfaz no sentido da viscosidade





Fk(D
2h, 0) = 0 in B+

7
8

h = vk on ∂B+
7
8

\ T 7
8

´k ·Dh+ µkh = 0 on T 7
8
,

(171)

e por valer a condição (H1) para Fk segue que

∥h∥∗
C2,³0

(

B+
49
64

) f Cq∥h∥
L∞

(

B+
7
8

) f Cq.

Como por hipótese, Ä f 49
64

, fazendo a = h(0), b = Dh(0) e M = D2h(0) temos que o

polinômio quadrático P (x) = a+ b · x+ 1
2
xtMx satisfaz pela Fórmula do Polinômio de Taylor

com resto de Lagrange,

∥h− P∥L∞(B+
Ä )

f 1

2
Ä2 sup

x,y∈B+
Ä

x ̸=y

∥D2h(x)−D2h(x)∥
|x− y|³0

sup
x,y∈B+

Ä
x ̸=y

|x− y|³0

f 1

2
Cq

(
64

49

)2+³0

Ä2+³0

f 3

2
CqÄ2+³0

f 1

2
Ä2+³.

donde pela condição imposta pela constante Ä acima obtemos que

∥h− P∥L∞(B+
Ä )

f 1

2
Ä2+³. (172)

Portanto, de (170) e (172) podemos via desigualdade triangular que

∥vk − P∥L∞(B+
Ä )

f Ä2+³. (173)

Agora definamos

Pk+1(x) = Pk(x) + Äk(2+³)P (Ä−kx).

Segue por reescalonamento e continuidade de u que de (173) a condição II é cumprida para
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Pk+1 . Ademais, por construção desse mesmo polinômio, seguem imediatamente as condições

I (devido h ser solução de (171)) e III para o mesmo.

Isso prova afirmação desejada. Com essa afirmação, analogamente a [15, Theorem 8.1] segue a

tese do resultado.

Combinando o Teorema 7.4.14 com [15, Theorem 8.1] temos o seguinte resultado.

Teorema 7.4.16 (Schauder) Seja u uma solução para o problema (96). Suponha que exista

³È ∈ (0, 1) tal que K =: sup
x∈B+

1

∥ÈF (·, x)∥C0,³È (B+
1 ) < ∞ e que as hipóteses (H1) − (H2) são

satisfeitas. Então, dado 0 < ³ < min{³0, ³È, ³´, ³µ, ³g} temos que u ∈ C2,³(B+
1
2

) com a

seguinte estimativa

∥u∥
C2,³(B+

1
2

)
f C(∥u∥L∞(B+

1 ) + ∥f∥C³(B+
1 ) + ∥g∥C1,³(T1)

),

para uma constante universal C > 1.

Observação 7.4.17 O Teorema 7.4.16 é o primeiro resultado nessa linha para coeficientes

variáveis para essa classe de problemas com condição oblı́qua. A dificuldade para obter uma

versão desse resultado fica exposta quando foi realizado o processo iteração, onde operador

que rege a condição oblı́qua B(q, r, x) = ´(x) · q + µ(x)r sofre uma alteração significativa

nesse processo e por questões de manter as propriedades de ´ no processo o termo fonte dessa

condição g, sofre uma mudança com os termos do polinômio e de seu gradiente que aproxima-

mos, µ e ´.

Com esse resultado podemos provar a versão geral de estimativas C1,Log−Lip para soluções de

(96). Pela estruturação obtida acima formulamos o seguinte resultado.

Teorema 7.4.18 (Estimativas C1,Log−Lip - coeficientes variáveis) Seja u solução de viscosi-

dade de (96). Assuma as condições estruturais (A), (B), (H1), (H2) (exceto a condição f ∈
C0,³(B+

1 )) e que

K =: sup
x∈B+

1

∥ÈF (·, x)∥C0,³È (B+
1 ) <∞.

Então, existe constante universal C > 0 tal que u ∈ C1,Log−Lip
(
T 1

2

)
e vale a seguinte estima-

tiva

sup
x,y∈B+

1
2

x ̸=y

|u(x)− u(y)−Du(y) · (x− y)|
|x− y|2 log(|x− y|−1)

f C(∥u∥L∞(B+
1 ) + ∥f∥p−BMO(B+

1 ) + ∥g∥C1,³(T1)
).

Demonstração: Pelas ideais desenvolvidas anteriormente no Teorema 7.4.5, argumentaremos

apenas as mudanças para o seguinte resultado. Inicialmente com a hipótese de K < ∞ vale

também uma versão do Lema 7.4.3 para operadores com coeficientes variáveis se aproximando
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de soluções do





F (D2h, x) = (f)1 em B+
7
8

´ ·Dh+ µh = g(x) sobre T 7
8

h = u em ∂B+
7
8

\ T 7
8
,

onde a condição K < ∞ é importante na prova do Lema 7.4.3 por argumento de compaci-

dade. Assim, com essa versão de lema de aproximação segue a seguinte versão de aproximação

quadrática: Seja u solução de

{
F (D2u+ M̃, x) = f em B+

1

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1,

onde f , ´, µ e g estão nas condições acima e K < ∞, M̃ ∈ Sym(n) é tal que F (M̃) = 0 e

assuma as hipóteses acima. Dado x0 ∈ B+
1
2

existem ¸ > 0 e Ä ∈
(
0, 1

2

)
constantes universais

que independem de x0 tais que, se

∥f∥p−BMO(B+
1 ) f ¸,

para algum p g n− ε. Então existe um polinômio quadrático

P (x) = a+ b · (x0 − x) +
1

2
(x− x0)

tM(x− x0)

com coeficientes universalmente limitados, no seguinte sentido

|a|+ |b|+ ∥M∥ f C,

para C > 0 constante universal, tal que

sup
B+
Ä

|u− P | f Ä2.

Ademais, ainda temos que F (M + M̃, x0) = (f)1.

A prova do resultado é análoga ao Lema 7.4.4, onde nas hipóteses acima invocamos o Teorema

7.4.16 para garantir estimativas C2,³ locais do perfil limite da aproximação e seguir a mesma

linha da prova deste lema citado. Com esses dois ingredientes em mãos a prova do desejado

segue a mesma linha do Teorema 7.4.5.

Observação 7.4.19 Vale pontuar que diferente do caso estimativas interiores como em [50] e

[46] os dados de bordo tem propriedades mais finas do que apenas o gradiente ter módulo de

continuidade Hölder. Isso é perceptı́vel na nossa forma de aproximação quadrática onde esses

dados sofrem uma penalização do polinômio quadrático na iteração. Fica como uma questão



174

em aberto, enfraquecer as condições sobre os dados de bordo ´, µ e g para obter estimativas

C1,Log−Lip para soluções de (96) bem como estimativas de Schauder para tal problema no

cenário em que o termo fonte tem regularidade Hölder.
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8 CONCLUSÃO

O presente trabalho mostra que a gama de tópicos da teoria de regularidade para

o problema com condição de bordo oblı́quo que podem ser explorados. O árduo trabalho na

espécie de problema aqui apresentado fica evidente pela refinação dos argumentos nas provas

dos resultados quando comparamos por exemplo com os problemas com a condição de bordo

de Dirichlet.

Ainda sobre os resultados vistos neste manuscrito, uma questão interessante é abor-

dar o Teorema 3.0.5 sob outras condições mais fracas dos dados de bordo ´, µ e g, por exemplo,

com módulo de continuidade Dini no gradiente. Também vale pensar em modificações no termo

fonte, como realizado nos capı́tulo três e quatro em contextos fora dos espaços habituais Lp’s.

Vale ressaltar que o Teorema 3.0.5 bem como suas aplicações apresentadas foram

são generalizações/inovações dos resultados comentados na introdução. Espera-se que refina-

mento dos argumentos aqui apresentada sejam de grande aporte para futuros trabalhos e de

grande ajuda para a comunidade cientı́fica.

Outra questão pertinente, estimativas C2,³ para o problema (56). Quais condições

o problema necessita para obter tais estimativas? Essa pergunta é bem intrigante, uma vez que,

com a dependência de mais termos no operador de segunda ordem F em comparação com o

problema (96), a dificuldade nos processos apresentados neste trabalho aumentam consideravel-

mente tendo plenas condições de necessitar de outras técnicas para abordar tal problema. Nessa

linha do problema oblı́quo, um ponto a ser explorado é resultados quando temos por exemplo a

condição ´ · n f µ0 para alguma constante µ0 > 0. Quais impactos com essa mudança?

Nas estimativas de Lorentz com peso bem como nas de Orlicz com peso proce-

demos com um mergulho desses espaços sobre os espaços de Lebesgue para podermos usar

ferramentas válidas na Teoria W 2,p desenvolvida no capı́tulo três e daı́ adaptá-las ao contexto

de tais espaços. Isso fez que tivéssemos que pagar um preço para garantir tais mergulhos. Fica

como indagação teoria de regularidade nesses espaços sem ter em condições mais gerais sem

ter que perpassar por esses mergulhos e com isso restringir as hipóteses sobre o termo fonte da

equação assim como condições sobre os pesos.

Com respeito a técnica apresentada no capı́tulo seis e inspirado no excelente tra-

balho de Ricarte em [48], um problema interessante de estudar é a regularidade C1,³ ótima do

problema degenerado

{
|Du|¹F (D2u) = f em B+

1

´ ·Du+ µu = g(x) sobre T1,

onde ¹ é uma constante positiva.

Por fim, sobre todas as observações acima uma questão natural e complicada é tentar

desenvolver resultados de caráter da teoria de regularidade para problemas parabólicos com

condição oblı́qua. A geometria dos problemas parabólicos oferecem uma resistência grande
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em boa partes das técnicas aqui apresentadas bem como na literatura existente no caso elı́ptico.

Dito isso, é um vasto campo a ser explorado em pesquisas futuras.
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