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“Alguns homens véem as coisas como sdo, e di-
zem: Por que? Eu sonho com coisas que nunca
foram e digo: Por que nao?"

(SHAW, 1922, p. 7)



RESUMO

O problema de coloragdo é um dos problemas mais estudados em Teoria dos Grafos. E sabido
que decidir se um grafo possui uma colora¢do com 3 cores é um problema NP-completo, mesmo
quando se impdem restri¢des sobre o grafo, como por exemplo, grafos planares ou grafos linha.
Um teorema conhecido, de autoria de Kral et al., acerca da dificuldade do problema diz que,
dados um grafo G livre de H e um inteiro &, decidir se o nimero cromatico de G é no maximo
k é polinomial quando H é um subgrafo induzido de P ou de P3 + K, e é NP-completo, caso
contrario. Isso motivou o estudo da dificuldade do problema para valores fixos de k. Em
particular, quando H € um grafo conexo, os tinicos casos ainda em aberto ocorrem quando H é
um caminho.

Neste trabalho, apresentamos uma revisao bibliografica do problema. Além disso, mostramos

dois dos principais resultados relacionados a grafos livres de caminhos.

Palavras-chave: coloracdo; indice cromético; grafos livres de Py; complexidade.



ABSTRACT

The coloring problem is one of the most studied problems in Graph Theory. It is known that
deciding whether a graph has a coloring with 3 colors is an NP-complete problem, even when
constraints are imposed on the graph, such as flat graphs or line graphs.

A well-known theorem, authored by Kral et al., about the difficulty of the problem says that,
given a free graph G of H and an integer k, deciding whether the chromatic number of G is
at most k is polynomial when H is an induced subgraph of P4 or P; 4+ K1, and is NP-complete
otherwise. This motivated the study of the difficulty of the problem for fixed values of k. In
particular, when H is a connected graph, the only remaining open cases occur when H is a path.
In this work, we present a bibliographical review of the problem. Furthermore, we show two of

the main results related to path-free graphs.

Keywords: coloring; chromatic index; free graphs of P;; complexity.
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1 INTRODUCAO

Em 1852, Francis Guthrie conjecturou que quatro cores seriam suficientes para
colorir qualquer mapa desenhado sobre um plano de forma que regides adjacentes tivessem
cores diferentes (MACKENZIE, 2004). Trata-se do primeiro problema conhecido de coloragcao
de grafos. Guthrie ndo conseguiu provar sua conjectura, sobre a qual varios matematicos
se debrugaram na época, como De Morgan e Cayley (CAYLEY, 1879). Kempe apresentou
uma primeira tentativa de demonstracdo para a conjectura em 1879, que foi tida como valida
até 1890, ano em que Heawood conseguiu apontar um erro na prova (HEAWOOQOD, 1890).
Apesar do erro, Kempe introduziu o conceito de cadeias de Kempe, que pode ser usado por
Heawood para demonstrar o Teorema das cinco cores. Kempe também concebeu o método
dos descarregamentos. Este acabou sendo o método utilizado na primeira prova definitiva da
conjectura, obtida por Appel e Haken apenas em 1976 (APPEL K.; HAKEN, 1977a)(APPEL
K.; HAKEN, 1977b), tendo sido também a primeira prova de um teorema em matemaética
assistida por computador. Desde entdo, a conjectura passou a ser chamada de Teorema das quatro
cores. Apesar dos avancos obtidos por Robertson, Sanders, Seymour e Thomas (ROBERTSON
N.; SANDERS, 1977), ndo ha hoje prova conhecida do Teorema das quatro cores que possa ser
verificada manualmente.

O problema da colorag@o ndo se restringe aos grafos planares e hoje € estudado
sob diversas variagdes, como a coloracdo de arestas, a coloragdo por listas e a extensao de
pré-coloracoes. Cabe observar aqui que, além de se relacionar com outras dreas da matematica,
trata-se de um problema com diversas aplicacdes praticas, como alocacao de frequéncias em
telecomunicag¢des (AARDAL K.; HOESEL, 2007) e alocacao de registros de computadores
(CHAITIN G. ; AUSLANDER, 1981). Apesar de se tratar de um problema com muitas aplicacgoes,
determinar se um grafo G pode ser colorido com k cores € um problema inerentemente custoso
do ponto de vista computacional.

Em 1971, Stephen Cook demonstrou a existéncia de um problema NP-completo e
formalizou o conceito de reducdo polinomial entre problemas de decisao (COOK, 1971). No ano
seguinte, Richard Karp demonstrou em um famoso trabalho a NP-completude de 21 problemas,
dos quais a coloragdo faz parte (KARP, 1972). O estudo do problema da coloragcdao do ponto
de vista de complexidade computacional ganhou grande interesse ja nos anos que se seguiram,
com publicacdes como (STOCKMEYER, 1973), na qual Larry Stockmeyer demonstrou a NP-
completude da 3-coloragdo para grafos planares, e (JOHNSON D.; GAREY; STOCKMEYER,
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1976), na qual Michal Garey, David Johnson e Larry Stockmeyer forneceram, entre outros
resultados, uma prova simplificada da NP-completude da 3-coloragdo para grafos quaisquer.

A dificuldade em atacar o problema da coloracdo é notéria. Mesmo para grafos
planares (que possuem nimero cromatico limitado a 4) ou grafos cujos vértices possuem grau no
maximo igual a4 (GAREY M. R. ; JOHNSON, 1979), o problema da 3-coloracdo ¢ NP-completo.
A k-coloragdo de grafos linha também é um problema NP-completo, pois a determinagao do
indice cromatico de um grafo também o é (HOLYER, 1981). Mesmo a aproximacdo do nimero
cromdtico possui suas barreiras: € NP-dificil aproximar o nimero cromdtico de grafos com um
fator n(!=%), para todo € > 0 (ZUCKERMAN, D., 2006).

Sendo o problema de coloragdo NP-completo e dificil de tratar de maneira aproxi-
mada, uma possivel abordagem € analisar o problema restrito a alguma classe de grafos. Esse tipo
de estudo é comum em problemas NP-completos, dado que em alguns casos a restricdo a uma
classe de instancias pode ser resolvida em tempo polinomial. A titulo de exemplo, o problema
da coloragdo de grafos perfeitos admite solucio polinomial (GROTSCHEL, M.; LOVASZ, L.;
SCHRIJVER, A., 1984). Um caso interessante ocorre quando se toma um grafo H e queremos
classificar o problema de coloracao restrito a classe dos grafos livres de H (ou seja, que nao

possuem H como subgrafo induzido), conforme o teorema abaixo.

Teorema 1.0.1 (KRAL; KRATOCHVIL; WOEGINGER, G., 2001) Dados um grafo G, livre de
H previamente fixado, e um niimero natural k, decidir se Y (G) < k é um problema polinomial

quando H é um subgrafo induzido de Py ou de P; + K1, e é NP-completo caso contrdrio.

Podemos, em um préximo passo, fixar o valor de k em vez de deix4d-lo fazer parte da entrada do
problema de decis@o. A ideia € controlar a complexidade do algoritmo através desse parametro.
Se a complexidade para resolver um problema de decisdo qualquer depende de dois pardmetros n
e k e conseguimos encontrar, por exemplo, um algoritmo com complexidade O(n*), isso significa
que quando k é um valor fixo, por exemplo 3, resolvé-lo passa a ser considerado polinomial,
pois a complexidade passa a ser O(n3). Observe que, em geral, isso ndo € possivel devido aos
resultados mencionados. Desta forma, é necessario também fazer restricoes acerca do tipo de
grafo G. Alguns resultados importantes nesse sentido sdo citados em (HUANG, S., 2016), como

0 teorema que segue.

Teorema 1.0.2 (VADIM V. L.; KAMINSKI M., 2007) Para todo k > 3, o problema da k-colora¢do

€ NP-completo sobre o conjunto dos grafos com cintura maior do que ou igual a g, para g > 3.
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Como consequéncia imediata, o problema da k-coloragdo ¢ NP-completo sobre a classe dos
grafos livres de H, sempre que H contiver um ciclo. Mais do que isso, lan Holyer deduz em
(HOLYER, 1981) que o problema da k-coloracdo de arestas € NP-completo para todo k > 3.
Como a coloracdo das arestas de um grafo G € equivalente a coloragdo do grafo linha de G,
denotado L(G), é imediato que o problema da coloragio sobre o conjunto dos grafos linha é NP-
completo. Este resultado tem como consequéncia a NP-completude do problema da k-coloragcao
de grafos livres de K 3 para todo k > 3, pois todos os grafos linha sdo livres de K 3. Logo, os
possiveis casos em que a k-coloracdo de um grafo G livre de H pode ser determinada em tempo
polinomial ocorrem quando H € uma floresta linear, pois H ndo pode conter ciclos ou vértices
com grau maior do que dois. Em particular, se impusermos que H seja conexo, temos H = P,
para algum ¢. Os resultados existentes até o momento da escrita sdo resumidos na Tabela 1.
Tabela 1 — Complexidade da k-coloracao
de grafos livres de P,

k=3 |k=4 [k=5 [k>6 |
t<5| P[]  P{] P[] P[]

tr=6 P (2] ? NP-c [3] NP-c [3]
t=7 | P[4],[5] NP-c[3] NP-c NP-c [6]
t>8 ? NP-c NP-c NP-c

[1] (HOANG C.T.; KAMINSKI, 2010)

[2] (RANDERATH B. ; SCHIERMEYER, 2004)

[3] (HUANG, S., 2016)

[4] (CHUDNOVSKY M.; MACELL, 2014)

[5S] (CHUDNOVSKY M.; MACELLI, 2015)

[6] (BROERSMA H.; FOMIN, 2013)

Os casos que ainda estdo em aberto sio k =3 et > 8;e k=4 et = 6. Note que

todo grafo livre de P, também ¢é livre de P, para todo ' > t. Logo, um resultado polinomial
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para uma combinacdo (k,7) pode ser extendida a valores ¢’ < r; por outro lado, resultados de
NP-completude podem ser extendidos a valores ¢’ > ¢.

No Capitulo 2, definimos os conceitos necessdrios ao entendimento do texto; no
Capitulo 3 fazemos uma revisao do estado da arte e comentamos as perspectivas da pesquisa
sobre o tema; no Capitulo 4, exploramos um caso em que o problema é FPT; no Capitulo 5,
reproduzimos a prova de um dos casos de NP-completude; no Capitulo 6, fazemos algumas

consideragdes finais.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, introduzimos as defini¢des basicas de teoria dos grafos, de complexi-

dade computacional e de complexidade parametrizada.

2.1 Grafos

Iniciaremos com a defini¢do de métrica riemanniana e a partir dessa definiremos

variedades imersas e imersoes isométricas.

Definicao 2.1.1 (Grafo) Um grafo é um par (V,E), onde V é um conjunto ndo vazio, chamado
conjunto de vértices, e E é um multiconjunto de pares ordenados emV X'V, chamado conjunto de
arestas. Para um grafo G dado, podemos escrever V(G) para o conjunto de vértices e E(G) para

o conjunto de arestas. Usaremos as notagcdes e = (u,v) € E ou e = uv conforme a conveniéncia.

Um lago € uma aresta e = uu, e uma aresta € miiltipla se aparece mais de uma vez em E. Um
grafo para o qual uv # vu € dito um digrafo ou grafo direcionado; caso a ordem dos pares que
definem as arestas nao seja importante, o grafo € dito ndo direcionado. Um grafo nao direcionado
sem lagos ou arestas multiplas é dito simples. Um grafo G = (V,0) é dito vazio. No restante do

texto, fazemos um abuso de linguagem e nos referimos a grafos simples apenas como grafos.

Definicao 2.1.2 (Vizinhos/Vizinhanca) Seja G um grafo. Se e = uv € E(G), dizemos que u e
v sdo adjacentes ou vizinhos. A aresta e é incidente a u e v, e esses vértices sao chamados
extremidades de e. A vizinhanca N(u) de um vértice u é o conjunto de todos os vizinhos de u. A
vizinhanga fechada de u é dada por N[u] = N(u) U {u}. O grau de um vértice u, denotado por
d(u), é a quantidade de arestas incidentes em u. Duas arestas ey, e, € E(G) sdo ditas adjacentes

se compartilham um vértice.

Note que se G € um grafo simples, vale d(u) = |[N(u)|. O grau mdximo e o grau

minimo de G sdo dados respectivamente por A(G) = max d(v) e (G) = min d(v). O grau
veV(G) veV(G)

médio de um grafo G é dado por d(G) = ﬁ VZ(G)d(v) = %
ve

Definicao 2.1.3 (Subgrafo) Um grafo H é chamado subgrafo de G se V(H) CV(G) e E(H) C
E(G). Dado X C V(G), o subgrafo induzido por X é G[X] = (X,E') tal que, para todo u,v € X,
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tem-se uv € E’' se e somente se uv € E(G). Definimos também

N(X) = <UN(V)> \X

veX
e Nx(v) = N(v)NX. Um conjunto de vértices X C V(G) é dito dominante se V(G) =X UN(X),

ou seja, todo vértice de G estd em X ou possui um vizinho em X.

Definicao 2.1.4 (Complemento de um grafo) Seja G um grafo simples. O complemento de G,
denotado G, é um grafo comV(G) =V (G) e uv € E(G) se e somente se uv ¢ E(G) Yu,v € V(G).

Um grafo simples G é completo se uv € E(G) Vu,v € V(G). O grafo completo com k
vértices é denotado por Kj. Um subconjunto X C V(G) é uma cligue se G[X| é completo, e € um
conjunto independente ou conjunto estdvel se G[X| = (X,0). O tamanho (em nimero de vértices)
da maior clique de G se escreve como ®(G), e o tamanho do maior conjunto independente de G
se escreve como @(G). Se os vértices de G podem ser divididos em dois conjuntos independentes,
dizemos que G ¢é bipartido. Se G € bipartido e cada vértice de um dos conjuntos independentes €
vizinho de todos os outros vértices do outro conjunto independente, dizemos que G € bipartido

completo. O grafo bipartido completo com partes de tamanho p e g € denotado por K, ;.

2.2 Caminhos

Definicio 2.2.1 Um caminho em um grafo G é uma sequéncia de vértices (vi,vy,...,vi) tal que
viviy1 € E(G) Vi€ {1,2,...,k—1}. Os vértices v\ e vy sdo as extremidades do caminho. Um
ciclo em G é definido de maneira similar; a diferenca é que nesse caso se impoe vi = vy. O
caminho com k vértices é denotado por P, enquanto que o ciclo com k vértices é denotado por

Gy

Chama-se a cintura de G o comprimento do menor ciclo contido em G. Caso nenhum subgrafo

de G seja um ciclo, diz-se que a cintura de G € infinita.

2.3 Conexidade

Definicao 2.3.1 (Grafo Conexo) Um grafo G é conexo se para todo par de vértices u,v € V(G)
existe um caminho de extremidades u e v. Ademais, G é 2-conexo se G — Vv é conexo para todo

veV(G).
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Um grafo que ndo contém ciclos € chamado de floresta; um grafo conexo que ndo contém ciclos
¢ chamado de drvore. Uma arvore na qual no maximo um vértice tem grau maior do que 1 é
chamada de estrela. Uma floresta H € dita linear se A(H) < 2, ou seja, se H é uma unido disjunta

de caminhos.

Definicao 2.3.2 Dados dois grafos G e H, definimos a soma disjunta de G e H, denotada por
G+ H, como o grafo comV(G+H) =V(G)UV(H) e arestas E(G+H) = E(G)UE(H). Ou

seja, o grafo G+ H é constituido por uma copia de G e uma copia de H.

Definicao 2.3.3 (Isomorfismo de Grafos) Dois grafos Gy e Gy sdo isomorfos se existe uma
bijecdo f :V(G)) — V(G,) tal que vivy € E(G)) se e somente se f(vi)f(v2) € E(Gy). Um
grafo G é dito livre de um grafo H se ndo possui subgrafo induzido isomorfo a H. Um grafo G é

dito livre de uma familia de grafos € se G ¢ livre de H para todo grafo H € 7.

2.4 Asclasses P e NP

As defini¢cOes relativas a presente secao podem ser encontradas em (GAREY M. R.

; JOHNSON, 1979).

Definicao 2.4.1 (Problema de Decisdo)
Um problema de decisdo 11 é dado por um conjunto de instancias Dy e um conjunto

Y € Dy de instancias positivas.

No caso do problema de k-coloragdo, as instancias sdo grafos e as instancias positivas sao os

grafos que admitem uma k-coloracao.

Definicao 2.4.2 (Linguagem) Uma linguagem L sobre um conjunto finito ¥, denominado alfa-
beto, (cujos elementos sdo chamados simbolos) é um subconjunto de X*, conjunto formado por
sequéncias finitas de simbolos de ¥ mais um simbolo especial €, que corresponde a sequéncia

vazia.

Uma codificagdo e é uma representacdo das instancias I € Il dentro da linguagem L. Em
(GAREY M. R. ; JOHNSON, 1979), sao feitas algumas consideracdes sobre as codificacdes
“razodveis”. Para todos os efeitos, uma codificacio razodvel transforma cada instancia I € Dpy
do problema original em uma sequéncia de simbolos I* € £* cujo comprimento |I*| (ndmero de

simbolos) € limitado por uma fun¢do polinomial dos parametros de interesse (no caso do objeto
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de estudo presente, o nimero de vértices e arestas de um grafo G). Chamaremos o conjunto das

codificagdes dos elementos de Y1y por e de L[IT, e].

Definicao 2.4.3 (Mdquina de Turing) Uma mdquina de Turing deterministica consiste de: um
conjunto de simbolos T, incluindo um subconjunto ¥ C I de simbolos de entrada e um simbolo
“em branco” b € I' — X; uma fita de memdria infinita onde sdo escritos os simbolos, inicialmente
contendo b em todas as posigcoes; um conjunto de estados Q, incluindo um estado inicial qq e dois

estados de parada qy e qy; e uma fungdo de transi¢do 8 : (Q—{qy,qn}) xT' — O xI'x{—1,1}.

A operacao de uma mdaquina de Turing deterministica sobre uma linguagem L é
simples: os simbolos correspondentes a codificagdo da instancia do problema sdo escritos sobre
a fita, a partir de uma posicao inicial fixa (posi¢do zero da fita de memoria). A maquina opera
passo-a-passo, conforme o estado atual. Se o estado for ¢ = gy ou ¢ = gy, 0 programa para,
dando uma resposta “sim” ou “nd0” para a instancia, respectivamente. Caso contrario, a maquina
18 o simbolo s € I na posi¢do atual da fita, e o valor de 6(q,s) = (¢’,5',A) é calculado. O
simbolo s € substituido na posic¢do atual da fita por s/, € a maquina se move uma posi¢io para
a esquerda se A = —1 ou para a direita se A = 1. O estado atual da maquina entdo muda para
¢'. Uma méquina resolve o problema IT se atinge o estado gy para todo elemento de L[I1,¢] e
atinge gy caso contrario. O tempo de solugdo Ty (I*) de uma instancia I* € L[I1, e] é o nimero
de transicdes executadas pela maquina de Turing para parar.

Um problema (ou mais especificamente a linguagem L) pertence a classe P se
existem uma mdaquina de Turing deterministica M e um polindmio p tal que VI* € I, Ty(I*) <
p(|I*|). Diz-se que M resolve Il em tempo polinomial. Se a codifica¢do for “razodvel”, a
codificacdio do problema ndo é relevante para efeitos de classificacio de complexidade!, e
podemos atacar o problema original em vez de procurar uma representacao de um algoritmo em

uma méquina de Turing (GAREY M. R. ; JOHNSON, 1979)

Definicao 2.4.4 (Testemunha) Uma testemunha é um objeto associado a uma instdncia positiva

I € Y1 de um problema 11 que permite verificar que de fato I € Y.

Um problema pertence a NP se existe uma maquina de Turing deterministica M tal que, para
cada [ € Y, existe uma testemunha 7 e M consegue verificar a partirde I e T que I € I7g

em tempo polinomial. No caso do problema de k-coloracdo, definido na subsecdo seguinte,

! caso contrério seria necessario especificar que L[IT, e] € P em vez de apenas IT € P
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uma testemunha para um grafo G k-colorivel poderia ser uma k-coloracio prépria de G. Uma
defini¢do usando uma mdquina de Turing ndo-deterministica esta disponivel em (GAREY M. R.

; JOHNSON, 1979).

Defini¢ao 2.4.5 (Redugdo Polinomial) Uma redugdo polinomial de uma linguagem Li C Xj
para uma linguagem Ly C X5 é uma fungdo f : X} — X5 tal que existe uma mdquina de Turing
deterministica que calcula f em tempo polinomial e para todo x € £, x € L[I1},e1] se e somente

se f(x) € L[y, es].

Um problema IT é NP-dificil se existe uma reduc@o polinomial de IT para IT para
todo IT" € NP; além disso, ele é NP-completo se pertence a NP e é NP-dificil. A existéncia de
um problema NP-completo foi provada em 1971 (COOK, 1971). A partir do primeiro problema
NP-completo provou-se que outros problemas sao NP-completos, uma vez que eles formam uma
classe de equivaléncia de problemas de decisdo (GAREY M. R. ; JOHNSON, 1979). Na sec¢do
3.2 prova-se que a 3-coloracdo € um problema NP-completo a partir do 3SAT. Podemos estender

o conceito de problema NP-dificil para outros tipos de problemas (otimizagdo, por exemplo).
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3 O PROBLEMA DE COLORACAO

Neste capitulo exploraremos desde a basica definicao de coloracdo até uma visao

abrangente sobre a complexidade de coloracao de grafos.

3.1 Coloracao: Conceitos Basicos

Definicao 3.1.1 (Coloragdo de um Grafo) Uma k-coloracdo propria ou simplesmente k-coloragdo
de um grafo G é uma fungdo ¢ : V(G) — S, com |S| =k, tal que c(v;) # c(v;) para toda aresta

vivj € E(G). Dizemos que G é k-colorivel quando tal coloragdo existe.

Salvo meng@o contrdria, supde-se que S = {1,...,k}. Neste caso, usamos a notagdo [k] para
denotar o conjunto {1,...,k}. Note que um grafo G que possui um lago ndo admite coloragéo, e
que arestas miltiplas ndo restringem mais as coloragdes possiveis do que arestas simples. E por

isso que, ao investigar o problema de coloracdo, faz-se a restricdo a grafos simples.

Definicao 3.1.2 Define-se o niimero cromdtico de G como o menor valor de k para o qual G
admite uma k-colorag¢do prépria; denotamos por x(G). Se x(G) < k, entdo G ¢é k-colorivel.
Se x(G) =k, dizemos que G é k-cromdtico; se além disso (G —v) < k para todo v € V(G),

dizemos que G é k-critico.

Dados um conjunto S e um natural k£, denotamos por (‘Z) os subconjuntos de S com k

elementos.

Sejam G um grafo, W = {wy,...,w,} CV(G) e S um conjunto. Definimos uma
atribuigdo de listas de tamanho k sobre W, ou simplesmente k-atribuicdo sobre W, como uma
funcdo £ : W — (i) que associa a cada vértice w € W uma paleta ou lista £ (w). Dada uma
k-atribui¢do .Z sobre V(G), definimos como uma k-coloragdo de G por listas, ou ainda uma
Z-coloragdo sobre G, uma k-coloragido c tal que c(v;) € Z(v;) para todo v; € V(G).

Dizemos que um grafo G é k-escolhivel quando admite uma .#’-coloragao para toda
k-atribuicdo .Z sobre V(G). O niimero de escolha (ou niimero cromdtico por listas) de um grafo
G é o menor inteiro k para o qual G é k-escolhivel; é denotado por ch(G). Como uma coloragdo
por listas é também uma coloragao propria, tem-se ch(G) > x(G).

Uma k-coloragdo das arestas de G é uma funcdo f : E(G) — S, com |S| =k, tal

que f(e;) # f(ej) se as arestas ¢; e ¢; sdo adjacentes. O menor niimero para o qual um grafo G
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admite k-coloragdo das arestas é chamado indice cromdtico e denotado x'(G). Pelo Teorema de
Vizing (VIZING, 1964), sabe-se que A(G) < x'(G) < A(G) + 1.

O problema de colorag@o também pode ser formulado como um problema de decisdo.
Dado um grafo G e um niimero k, que pode ser fixo ou fazer parte da entrada do problema,
pergunta-se se G admite uma k-coloragao.

Existem alguns limites conhecidos para x(G). O primeiro limite que vale trivial-

mente é x(G) < |V(G)|, mas alguns outros, mais interessantes, sao citados a seguir:
* x(G) < A(G) + 1, que pode ser provado via coloragdo gulosa;
* x(G) < A(G) se G nio for um grafo completo ou um ciclo impar (Teorema de Brooks);
* x(G) = [V(G)|/a(G);
* x(G) = 0(G).

Esses resultados podem ser encontrados em (WEST, 2000). Embora tenhamos
alguma estimativa para o valor de x(G), trés problemas surgem. O primeiro é que esses limites
dependem de parametros dificeis de calcular (encontrar &(G) ou @(G) sdo problemas NP-
dificeis). O segundo € que esses limites fornecem estimativas que podem ser muito ruins. Por
exemplo, em (WEST, 2000) € possivel encontrar uma constru¢do devida a Mycielski, que
produz uma familia de grafos sem tridngulos (consequentemente, com ®(G) = 2) e com niimero
cromatico tdo grande quanto se queira. O terceiro € que, sem informagdes adicionais sobre o
grafo, ter um limite superior ou inferior para o nimero cromético ndo reduz, em geral, a classe
de complexidade da solug¢do. O problema da coloragao para k > 3 fixo € NP-completo; uma
demonstragdo € feita para k = 3 neste documento.

Esses resultados podem ser encontrados em (WEST, 2000). Embora tenhamos
alguma estimativa para o valor de x(G), trés problemas surgem. O primeiro é que esses limites
dependem de parmetros dificeis de calcular (encontrar &¢(G) ou @(G) sdo problemas NP-
dificeis). O segundo € que esses limites fornecem estimativas que podem ser muito ruins. Por
exemplo, em (WEST, 2000) € possivel encontrar uma constru¢do devida a Mycielski, que
produz uma familia de grafos sem tridingulos (consequentemente, com @(G) = 2) e com nimero
cromdtico tdo grande quanto se queira. O terceiro € que, sem informagdes adicionais sobre o
grafo, ter um limite superior ou inferior para o nimero cromético ndo reduz, em geral, a classe
de complexidade da solugdo. O problema da coloragdo para k > 3 fixo € NP-completo; uma

demonstracdo € feita para kK = 3 neste documento.
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3.2 A coloracao como problema NP-completo

A prova de NP-completude de um problema IT € feita em dois passos. O primeiro é
provar que IT € NP. O segundo € escolher um problema sabidamente NP-completo e mostrar
que ele admite uma reducdo polinomial no problema que se quer provar que é NP-completo
(ou seja, mostrar que o problema € NP-dificil). O fato de a 3-coloracdo pertencer a NP &
simples: dados um grafo G e uma coloracg@o f, basta verificar se em todos os pares de vértices
vale: f(vi) # f(v2) ouvivy ¢ E(G). Ao todo sdo feitas () comparagdes, onde n = |V(G)],
claramente polinomial no tamanho do grafo.

Em 1971, Stephen Cook provou que o problema de satisfatibilidade (SAT) é NP-

completo. Definimos este problema mais formalmente na se¢do seguinte.

3.3 Forma normal conjuntiva e 0 3SAT

O problema consiste em saber se € possivel atribuir valores a literais (férmulas
atdomicas ou negacdo de formulas atdmicas) em uma expressao logica de modo que a expressao
seja verdadeira. Por exemplo, x VVy pode ser satisfeita, mas x A —x ndo pode. Diz-se que uma
expressao légica E estd expressa em forma normal conjuntiva se satisfaz as seguintes regras:

e E é uma conjungdo de cldusulas C1,Cy,...,Cpy;
* cada cldusula é uma disjuncdo de literais

No problema 3SAT, supde-se que cada cldusula possui 3 literais. Dizemos que uma

instancia I do 3SAT com cldusulas Cy,...,C, e literais xy,...,x, € satisfativel se existe uma

fungdo f: {xi,...,x,} — {V,F} tal que I é verdadeira.

3.4 Forma normal conjuntiva e o 3SAT

Seja C = (aV bV c) uma clausula com literais a, b e c. A Figura 1 mostra um grafo
produzido a partir de C. Suponha que as cores dos vértices pertengam ao conjunto {V,F, B},
representando respectivamente os valores verdadeiro, falso e uma cor auxiliar B. Note que se a e
b forem falsos, o vértice a \VV b deve receber necessariamente a cor F. Se, além disso, ¢ for falso,
o vértice aV bV c, dito vértice de saida do dispositivo “ou”, necessariamente receberd a cor F
para que a coloragao do dispositivo “ou” seja propria. Por outro lado, se pelo menos um dos

literais for verdadeiro, existe uma colorag@o propria tal que o vértice a VbV ¢ recebe a cor V.
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Figura 1 — Dispositivo “ou”

a

A demonstracdo a seguir foi proposta originalmente em (JOHNSON D.; GA-
REY; STOCKMEYER, 1976); a interpretacdo do grafo da Figura 1 como um circuito 16gico é
sugerida na secdo de problemas do capitulo 34 de (CORMEN T.; LEISERSON, 2009). Dada
uma instancia L do 3SAT com clausulas Cy,...,C,, e literais xy,...,x,, busca-se um grafo G,
cujos vértices e arestas sejam limitados por um polindmio em m e n, tal que G admite 3-coloracio
se, e somente se, L pode ser satisfeita.

Para aplicar o resultado acima a uma instancia L do 3SAT, basta representar os
literais, os dispositivos “ou” correspondentes a cada cldusula e alguma estrutura auxiliar para
garantir que o grafo final admite 3-coloracdo se, e somente se, L pode ser satisfeita. Seja L uma
instancia do 3SAT com cldusulas Cy,...,C,, e literais xy,...,x,. O grafo G correspondente &
formado da seguinte maneira:

* Adicione um K3 com os vértices V, F e B (estes irdo representar as cores);

* para cada varidvel x;, adicione dois vértices, chamados x; e —x;, ligados entre si e ao vértice
de cor B do primeiro item;

* para cada cldusula C; um dispositivo “ou” como o da Figura 1, com os vértices a, b e ¢
identificados aos respectivos literais e o vértice de saida a\VV bV ¢ ligado aos vértices de
cores B e F' do primeiro item.

A Figura 2 mostra o grafo construido para a expressdo L = (x; V —xp Vx3) A (x2 V

X4\/X5).



22

Figura 2 — Grafo obtido para a instancia
L= (x1V-x2Vx3)A(x2VxgV
Xs)

Proposicao 3.4.1 L pode ser satisfeita <= G admite 3-coloragao.

Demonstracao: (=) Se L pode ser satisfeita, cada clausula é verdadeira. E em cada cldusula,
pelo menos um literal vai ser verdadeiro. Como visto acima, existe uma colora¢do para o
dispositivo “ou” correspondente tal que o vértice de saida recebe a cor V. A coloracdo assim
obtida € proépria.
(<) Se G é 3-colorivel, entdo todos os vértices de saida dos dispositivos “ou” sdo coloridos com
V (por constru¢do, pois sdo vizinhos de vértices de cores B e F'). Os literais sdo todos vizinhos de
um vértice com a cor B, logo possuem cor V ou F. Um literal serd verdadeiro ou falso conforme
a cor recebida. Tome C; = (aV bV ¢) uma cldusula qualquer. Se os trés literais fossem falsos, o
vértice de saida teria a cor F, o que ndo ocorre. Logo, pelo menos um literal é verdadeiro em
cada clausula, e L € satisfeita.
0
Note que, para uma expressao L com m clausulas e n literais, o grafo obtido possui
2n+ 6m+ 3 vértices e 3n+ 12m + 3 arestas. Portanto, a transformacao entre os dois problemas

¢ polinomial.
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3.5 Algoritmos e recursividade

Um algoritmo ou procedimento é uma sequéncia finita de operacdes sobre um objeto
que produz um outro objeto como resultado, de forma semelhante a uma méquina de Turing mas
sem necessariamente resolver um problema de decisdo. Assim como funcdes, algoritmos podem
ser definidos de maneira recursiva. Segue abaixo um algoritmo que calcula o n-ésimo nimero de

Fibonacci, para n € N.

Algoritmo 1: Procedimento Fibonacci (n)

1 Procedimento Fibonacci(n):
2 se n > 2 entao retorna Fibonacci(n—1) + Fibonacci(n—2)
3

4 senao sen =2 oun =1 entao retorna 1

6 senao retorna NULL

9 fim

Dados um algoritmo recursivo 2/ ¢ um valor de entrada x, podemos definir uma
drvore de recursdo associada da seguinte maneira: Um primeiro vértice da drvore corresponde a
execugdo de <7 (x). Cada vez que o algoritmo o7 faz referéncia a si mesmo para o cédlculo de
4/ (x), criamos um novo vértice, adjacente ao vértice da execugdo de .2/ que o originou. Para o
algoritmo mencionado acima, a arvore de recursdo resultante para o cdlculo do quarto nimero de
Fibonacci € apresentada na Figura 3.

Dizemos que um algoritmo resolve um problema de decisdo L C X* se, ao receber
uma instincia I € £*, retorna SIM quando / € L e NAQ, caso contrdrio. Algumas vezes, o algoritmo

poderd produzir também uma testemunha para a resposta SIM.

3.6 Problemas FPT

Como mencionado no primeiro capitulo, decidir ) (G) < k para grafos livres de P,
pode ser resolvido em tempo polinomial, para alguns valores de k e ¢ fixos. Observe porém que
existe uma diferenca importante entre um algoritmo com complexidade O(nk’ ) e um de comple-
xidade O(2"n), sendo que este tltimo, quando k e ¢ sio fixos, é visto como um algoritmo linear.

Estas diferencas sdo capturadas na defini¢ao a seguir, encontrada em (CYGAN M.; FOMIN,
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Figura 3 — Célculo de Fibonacci(4)

2015).

Dado um alfabeto ¥, definimos como um problema parametrizado uma linguagem
L CX* x N. Para cada instincia I = (x,k) € £* x N, dizemos que k é o pardmetro. Um problema
parametrizado é dito tratdvel a pardmetro fixo ou FPT! quando pode ser resolvido em um tempo
limitado por O(f (k) -n®1)) para alguma fungdo computavel f : N — N. Note que o expoente
em n nao pode depender de k. Esta classe de algoritmos tem sido bastante estudada nos ultimos

anos; um exemplo de tal algoritmo é explorado no Capitulo 5.

' 0 acrénimo vem do nome em inglés
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4 ESTADO DA ARTE

Como mencionamos no capitulo introdutério, a coloracdo € um dos problemas mais
dificeis dos 21 problemas de Karp, e que mesmo a aproximagdo do nimero cromdtico com um
fator n(1=¢) ¢ NP-dificil (ZUCKERMAN, D., 2006). Ao tentarmos investigar a coloragao restrita
a classe dos grafos livres de H, deparamo-nos com um resultado devido a Kral’ et al (KRAL;
KRATOCHVIL; WOEGINGER, G., 2001), que afirma que o problema se torna polinomial
quando H é um subgrafo induzido de P4 ou de P; + K1, e € NP-completo caso contrério. O passo
seguinte é considerar o nimero de cores k fixado e ndo mais como parte dos dados de entrada do
problema.

A motivagdo para o estudo da coloracao de grafos livres de caminhos curtos se mostra
clara a partir de duas constatacdes: a primeira é a de que o problema da k-coloracdo de grafos
livres de H € NP-completo sempre que H possuir um ciclo, pois o problema é NP-completo
sobre os conjuntos de grafos com cintura maior do que ou igual a g, para todo g > 3 (VADIM V.
L.; KAMINSKI M., 2007); a segunda € a de que H ndo pode possuir um K; 3 induzido, pois o
conjunto dos grafos livres de K| 3 € subconjunto dos grafos linha, para os quais o problema da
k-coloragdo é NP-completo (HOLYER, 1981).

Portanto, se desejamos encontrar uma restri¢do do problema que possa ser resolvida
em tempo polinomial proibindo grafos H induzidos, temos que H ndo pode conter ciclos nem
vértices com grau maior do que 2. Ou seja, H € uma floresta linear. Se nos restringirmos aos
casos em que H € conexo, chegamos ao problema da coloracio de grafos livres de caminhos
curtos. O estado atual do problema esta resumido na Tabela 2. Os casos que ainda estdo em
abertosdo k=3 et > 8;e k=4 et = 6. Note que todo grafo livre de P, também € livre de Py,
para todo ¢’ > ¢. Logo, um resultado polinomial para uma combinagéo (k,) pode ser extendida
a valores ¢’ < t; por outro lado, resultados de NP-completude podem ser extendidos a valores
"> 1.

Tabela 2 — Complexidade da k-coloracao
de grafos livres de P,

k=3 |k=4 |k=5 [k>6 |
t<5] PII] P[1] P[1] P[1]
1=6| P[2] ? NP-c [3] NP-c [3]
t=7|P[4],[5] NPc[3] NP-c NP<c[6]
t>8 ? NP-c NP-c NP-¢
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[1] (HOANG C.T.; KAMINSKI, 2010)

[2] (RANDERATH B. ; SCHIERMEYER, 2004)

[3] (HUANG, S., 2016)

[4] (CHUDNOVSKY M.; MACELL, 2014)

[5S] (CHUDNOVSKY M.; MACELLI, 2015)

[6] (BROERSMA H.; FOMIN, 2013)

Muitos dos resultados obtidos sao frutos de publicagdes recentes. Pelo menos parte
deles faz uso de técnicas voltadas para a k-coloragio por listas, como (HOANG C.T.; KAMINSKI,
2010) e (HUANG, S., 2016), do qual a k-coloragdo é um caso particular (basta fazer todas as
listas iguais a {1,...,k}).Hd avancos recentes para o caso em que k =4 et = 6.

Em (HUANG, S., 2016) Shenwei Huang conjectura que este caso admite solucao
polinomial e mostra que isso é verdadeiro no caso particular em que o grafo G também ¢ livre
de banner !. O mesmo artigo mostra que os casos em que k=4 et=7;e k=35, t =6 sio
NP-completos através da existéncia de um tipo de grafo especifico dito bem comportado, que
ndo existe para k =4 e t = 6. Um outro caso particular onde k = 4 e t = 6 que admite solugao
em tempo polinomial é o dos grafos livres de Py e Cs (CHUDNOVSKY M.; MACELL, 2017).

Tanto em (HUANG, S., 2016) quanto em (CHUDNOVSKY M.; MACELI, 2017),
adota-se uma estratégia de decompor o grafo em um conjunto de instancias menores e servindo-se
de propriedades estruturais das classes, uma vez que essas classes sdo hereditdrias. Mencionamos
que, a época da conclusao da escrita deste texto, foi anunciada uma solugdo para o caso em
que k =4 e t = 6, dividida em dois artigos, da autoria de Maria Chudnovsky, Sophie Spirkl e
Mingxian Zhong (CHUDNOVSKY M.; SPIRKL, 2018a)(CHUDNOVSKY M.; SPIRKL, 2018b).
Como tais artigos ainda ndo passaram por uma revisio por parte da comunidade académica,

achamos melhor ndo anunciar este caso como resolvido.

I Um banner é um grafo obtido a partir de um Cy4, adicionando-se um vértice extra e tornando-o adjacente a

exatamente um vértice do ciclo
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O caso em que k =3 e t > 8 € enderecado em uma pré-publicacio de autoria de
Maria Chudnovsky, Jan Goedgebeur, Oliver Schaudt e Mingxian Zhong (CHUDNOVSKY
M.; GOEDGEBEUR, 2017). A abordagem ¢ baseada no conceito de obstru¢do. Chamamos um
par (G,.Z),com Z(v) C {1,2,3} para todo v € V(G), uma obstrucdo minimal por listas se ndo
existe .Z-colora¢do de G mas o par (A,.Z) é colorivel para todo subgrafo A de G préprio. O
artigo em questao explora propriedades estruturais das obstru¢des minimais por listas. Embora
nao resolva o problema, o artigo mostra dois resultados. O primeiro afirma que o nimero de
grafos 4-criticos livres de H se e somente se H € um subgrafo induzido de Pg, 2P; ou Py + kP;
para algum k € N. O segundo afirma que existe um nimero finito de obstrucdes por listas (G,.Z)
com G livre de H se e somente se H € um subgrafo induzido de Ps ou P; + kP; para algum

ke N.
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S O PROBLEMA DA ESCOLHA

Este capitulo destina-se a mostrar a estratégia usada em (GOLOVACH P;HEGGERNES,
2009) para demonstrar que o problema da escolha restrito a grafos livres de Ps é FPT quando
parametrizado por k. As provas que envolvem resultados polinomiais costumam ser construtivas,
isto é, dadas explicitamente por algoritmos que resolvem o problema em tempo polinomial.

Um exemplo cléssico de grafo 2-colorivel que ndo € 2-escolhivel € o K3 3, exibido
na Figura 4. Mais geralmente, é possivel mostrar que mesmo para algumas classes de grafos,
como os bipartidos (para os quais vale x(G) = 2), a diferen¢a entre o nimero de escolha e o
nimero cromatico pode ser arbitrariamente grande. Em particular, se m = (Zkk_ 1) , entao K,

ndo é k-escolhivel (ERDéS P.; RUBIN; TAYLOR, 1979).

Figura 4 — O grafo K3 3 ndo € 2-escolhivel

{1,2} {1,2}
{1,3} {2,3}

{2,3} {1,3}

Teorema 5.0.1 (ERDOS P.; RUBIN; TAYLOR, 1979) Se m = (* 1), entdo Ki,,n nao é k-

escolhivel.

Demonstracao:

Note que (Zkk_ 1) € o ndmero de subconjuntos com k elementos de um conjunto
com 2k — 1 elementos. Suponha que K, ,, seja k-escolhivel e chamemos os dois conjuntos
independentes de K, ,, de A ¢ B. Em particular, K, ,, admite coloracio por listas se as listas
correspondentes aos vértices de A forem os subconjuntos de {1,...,2k — 1} com k elementos (e
o mesmo para B). Como, para todo L C {1,...,2k— 1} tal que |L| < k— 1, existe v € A tal que
L(v)NL = 0, temos que pelo menos k cores sdo usadas em A. Mas k destas cores correspondem
exatamente a paleta de um dos vértices de B. Logo, K, ,, ndo admite coloragdo prépria para as

listas atribuidas e ndo pode ser k-escolhivel.

O
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5.1 Definicoes para o problema

Precisamos de algumas defini¢des adicionais para apresentarmos o algoritmo. Sejam
G um grafo, W = {wy,...,w,} CV(G), H= G —W e .Z uma k-atribuicio sobre W. Definimos
L como o conjunto das cores da atribui¢do .#’; ¢ a maior cor em L; IL. o produto cartesiano das
listas (cada ¢ € I € uma escolha de cores para os w; € W dentro das listas de cada vértice); X

um conjunto de escolhas de cores para os w; € W dentro da atribui¢do .. Mais formalmente:

LZUX(W,’)

i=1
{ =maxL
L=2(w)x...xZ(w)
X =2k

De forma andloga, podemos definir L', ¢/, I ¢ X' a partir de uma atribuicdo &’
sobre V(H). Dados ¢ = (cy,...,c,) € L e £’ uma k-atribuigéo sobre H, dizemos que ¢ concorda
com £’ se existe uma .¢’-coloracdo f de H tal que a colorag@o (f +c¢) : V(G) — [max(¢,¢)] é

prépria, onde

(f+eo)(v) = S0, seveviH) (5.1)

Ci, SCV=w;

Dado X € X, dizemos que X concorda com £’ se ¢ concorda com .’ para todo

ceX.

5.2 O Algoritmo

A prova de existéncia de soluc@o polinomial para um problema normalmente se
da por construgdo explicita de um algoritmo. Nesta secio mostramos que o algoritmo exibido
em (GOLOVACH P.;HEGGERNES, 2009) € correto e possui tempo de solu¢do polinomial.
O algoritmo se baseia em dois teoremas, apresentados a seguir. O primeiro € encontrado em

(ALON, 1993) e o segundo em (BACSO G.; TUZA, 1990).

Teorema 5.2.1 (ALON, 1993) Sejam G um grafo e s um inteiro positivo. Se o grau médio de G
satisfaz d(G) > 4(ss4)log(2 (534) ), entd@o ch(G) > s.
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Teorema 5.2.2 (BACSO G.; TUZA, 1990) Todo grafo conexo G livre de Ps possui um conjunto
dominante que é uma clique ou um P3. Além disso, um tal conjunto pode ser encontrado em

tempo polinomial.

Antes de apresentar o algoritmo que resolve o problema da escolha (ou seja, dado
um grafo G, determinar se este € k-escolhivel), vamos definir um problema de decisdo auxiliar,
que tem como entradas um grafo G livre de Ps, um subconjunto W de V(G) e uma k-atribui¢do

¥ sobre W.

Problema da Concordancia
Entrada: (G,W,.%)
Pergunta: Existe 2" ={Xj,...,X;} CX, tal que, para toda k-atribui¢do .#’ sobre H =G —W,

existe X; € 2 que concorda com .Z’?

O problema da concordancia € resolvido pelo algoritmo recursivo Colorir, apre-
sentado no pseudocddigo abaixo, que retorna uma testemunha 2~ para o problema de deciséo.
Para simplificar a afirmacdo de que 2 é testemunha para a instincia (G, W,.%) do problema
de concordancia, diremos que 2 resolve (G,W,.%). Os simbolos 0 e {0} sdo distintos nesse
contexto. O primeiro representa uma familia vazia de fato e corresponde a uma resposta negativa
para o problema de decisdo; o segundo corresponde a uma resposta positiva para o caso (G,0,0),
conforme discutido a seguir.

Vejamos o que acontece quando tentamos resolver o problema da concordancia para
(G,0,0). Neste caso, temos W =0 CV(G),H=G—-W =G, Z =0,L=0,X= {0} e podemos
convencionar £ = 0. Observando a Equacdo 5.1, constatamos que X = @ € X é compativel com
uma k-atribui¢do .’ sobre H quando existe uma .#”-coloragdo propria sobre G (jé que néo existe
nenhum w; € W e V(H) = V(G)). Reciprocamente, se G é k-colorivel para toda k-atribui¢ao
&', entdo 0 concorda com .Z’, ou seja, {0} é a resposta para o problema da concordancia para
(G,0,0). Em outras palavras, resolver o problema da concordincia para (G,0,0) é equivalente a
resolver o problema da escolha sobre G.

Por outro lado, se a resposta para o problema da concordancia € positivae W # 0,
entdo a familia 2~ € necessariamente ndo-vazia. Se 2~ fosse vazio, existiria uma k-atribui¢ao
£’ sobre V(H) com a qual nenhuma .#-colora¢do de W concorda, ou seja, £" = £ U<’

seria uma k-atribuicdo de cores sobre V (G) que ndo admite coloragd@o prdpria, o que implicaria
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ch(G) > k.

Um ponto importante deve ser feito a respeito do valor maximo do conjunto de cores
usado nas atribui¢des ¢’ definidas sobre H para uma instancia (G,W,.%¢) dada. Queremos
saber se existe 2 tal que, para toda k-atribuicdo .Z’ : V(H) — (I,f), temos que existe X € 2
que concorda com .¢’. O que podemos observar é que € possivel concluir algo a este respeito
sem precisar testar infinitos conjuntos. A titulo de ilustragdo, consideremos o problema da
concordancia sobre o grafo G definido por V(G) = {vi,v2}, E(G) = {viv2}, parak =2, W =
{v1}, Z(v1) = {1,2}. E suficiente testar os casos em que .’ (v,) éigual a {1,2}, {1,3}, {1,4},
{2,3}, {2,4} e {3,4}, pois todos os casos de interse¢do estdo inclusos, assim como o caso
mais extremo, em que as listas sdo disjuntas. Fazer .¢’(v;) igual a {3,4} ou {4,5} néo faz
diferenca para fins de intersecdes de listas de coloragdo. Eis o que justifica o limite da linha 16
do pseudocddigo sobre as listas de cores.

Assumimos, para efeito de calculo de complexidade e prova de corretude, que G é
conexo, pois o numero de escolha de um grafo G € o maximo dos nimeros de escolha de suas
componentes conexas. Assumimos também que k > 3, pois o problema da escolha para k = 2
pode ser resolvido em tempo polinomial para grafos quaisquer (ERDOS P.; RUBIN; TAYLOR,
1979).

Em linhas gerais, o algoritmo aplicado a uma instancia (G, W,.Z’) funciona tomando-
se H=G—W e U C V(H) um conjunto dominante de H, obtido por aplica¢do do Teorema
5.2.2. Dado que k > 3, se |U| > k entdo U é clique e, portanto, ch(G) > x(G) > |U| > k
e o algoritmo nos retorna uma familia vazia de conjuntos, que corresponde a uma resposta
negativa para o problema de decisdo. Caso o conjunto dominante tenha passado por esse crivo
e H passe pelo teste do grau médio (linha 14), o algoritmo analisa todas as k-atribui¢cdes &’
relevantes de U, testando-as a exaustdo se U = V(H) ou fazendo uma chamada recursiva a
Colorir(G,WUU,Z U.Z") caso contrério. Os detalhes do pseudocddigo do algoritmo sdo

explorados na prova de corretude.



Algoritmo 2: Procedimento Colorir (G, W, .£)

1 Procedimento Colorir(G, W, .%):

2

3

4

63

64

65

66

67

68 fim

D) 10g2(%)

H«G-W

L+ Z(w)U...UZ(w,)

se W = 0 entdo { < 0

sendo / < max L

L Z(w1)x...xZ(w)

X2k

Encontre U = {uy,..., up} conjunto dominante de H, com G[U] clique
ou P3

p< U

20

se p > k entdio retorna (
se d(H) > D entiio retorna 0

paratodo .’ : U — [(+kp] faca

se U =V(H) entido

se W # 0 entdo

X0

para todo ’-Coloragdo f de H faca
‘ X+ XU{ceL; (f+c)é propria}

fim

se X # 0 entdo
| 220

sendo

‘ retorna (

fim
senio
‘ se 3.%"-col. propria entio retorna 0
fim
sendo
Encontre H\,...,H; componentes conexas de H—U
paraic {l,...,q} faca
F, < GIWUU UV (H,)]
Zi+ Colorir(F;, WUU, LU.¥L")
se 2; = 0 entdo retorna
fim
Y — 2
paraic {2,...,q} faca
Z 0
paratodo X € 2;,Y € % faca
se X NY # 0 entdo
‘ Z+—ZuXny)
sendo
‘ retorna 0
fim
Y2

fim
fim
paratodo Z € Z faca
se W # 0 entdo
X {(cwi),....c(wr) 1 c € Z,c(wi) # c(uj) se wiuj €
E(G) e c(u;) # c(uj) se ujuj € E(G)}
se X # 0 entdo
‘ 2~ X UX
sendo
‘ retorna 0
fim
seniio
X« {ceZ:c(u)# c(u)) se uuj € E(G)}
se X #0entdo 2+ 2 UX

sendo retorna 0

fim

fim

fim

fim
se W =0 entdo 2"« {0}

retorna 2~

32
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5.3 Prova da Corretude

A prova da corretude do algoritmo é feita por indugio em |V (G)|. Observe que todo
subgrafo induzido de um grafo livre de Ps € livre de Ps. Portanto, isso nao serd mencionado na

prova, pois ficard implicito.

Teorema 5.3.1 Seja 2" = (X1,...,X;) afamilia de elementos de X produzida por Colorir(G,W,.Z).
Entdo, 2" resolve (G,W,.Z). Reciprocamente, se existe 2~ # 0 que resolve (G,W,.Z), entdo

Colorir(G,W,.Z) retorna uma familia ndo-vazia.

Demonstracio: Tome uma instincia (G,W,.%#) do problema de concordéncia e seja 2~ =
Colorir(G,W,.Z). Provamos que, se 2~ # 0, entdo 2 resolve (G,W,.%) e que, se Z =0,
entdo ndo existe 2~ que resolve (G,W,.£). Primeiro suponha que 2~ # 0. Analisemos o
algoritmo para saber como £ € gerado. Na linha 9, produz-se um conjunto dominante U,
que € uma clique ou um Pz, em tempo polinomial, o que € possivel dado que G é livre de Ps
pelo Teorema 5.2.2. As linhas 12 e 14, embora ndo sejam suficientes para resolver o problema,
rejeitam instancias com base em condi¢des necessdrias e desempenham um papel importante
para o controle da complexidade. Note que se |U| > k, entdo U é uma clique (pois k >3 e a
desigualdade |U| > k é estrita). Neste caso, ch(G) > ch(G[U]) > x(G[U]) > k e o algoritmo
pdra na linha 12. Se d(H) > D, o algoritmo pdra na linha 14; observe que ch(G) > ch(H) > k
pelo Teorema 5.2.1. Temos entdo dois casos a considerar:
I) U=V (H): este caso se desmembra em dois.

a) Se W = 0, para cada k-atribuicdo de listas ¥’ sobre U (linha 16), testa-se por
exaustdo (ou seja, todas as possibilidades sdo verificadas) se existe .#’-coloragdo
sobre G[U] (linhas 28 a 30). Mas U =V (H) =V (G), pois W = 0. Como por hip6tese
2 # 0, isso significa que o algoritmo termina na linha 67. Por conta da linha 66,
temos 2~ = {0}. Por hipétese, o algoritmo passa pelo lago da linha 16, pelo ramo
correspondente ao valor verdadeiro para a condi¢@o da linha 17 (linhas 18 a 30) e
pelo ramo correspondente ao valor falso para a condi¢@o da linha 18 (linha 29). Se a
condic¢do da linha 29 fosse verdadeira em algum momento, o algoritmo retornaria
2 =0,mas 2 = {0} # 0. Logo, temos que toda atribui¢do .’ definida no lago da
linha 16 admite coloragdo prépria, e {0} resolve (G,W,.Z).

b) Se W # 0, o algoritmo passa pelo lago da linha 16, pelo ramo correspondente ao

valor verdadeiro para a condicdo da linha 17 e pelo ramo correspondente ao valor
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verdadeiro para a condi¢do da linha 18 (linhas 19 a 27). Assim, para cada .Z’-
coloragdo de H (linha 20), adicionamos ao conjunto .2° um subconjunto de I que
concorda com .’ (linha 21). Por hipétese, o algoritmo retorna 2" ndo-vazio, o que
significa que a condicdo da linha 23 é sempre verdadeira; caso contrario o algoritmo
terminaria na linha 26. Ou seja, o conjunto 2~ é tal que, para toda %’ -atribuicdo de
H definida na linha 16, existe X € 2" que concorda com .¢’. Em outras palavras,
Z resolve (G,W,.7).

IT) U # V(H): para cada k-atribuicdo de listas .#’ sobre U definida na linha 16, o algoritmo
segue os passos descritos entre as linhas 31 e 64. Sejam Hj,...,H, as componentes
conexas de H —U. Paracadai € {1,...,q} definimos F; = G|W UU UV (H;)] e fazemos a
chamada recursiva 2; = Colorir(F;, WUU,ZU.Z"). Como Z € ndo-vazio, a condi¢do
da linha 36 € sempre falsa. Por hipétese de indugdo, Z; resolve (F;, WUU,.Z U.Z") para
todo i € {1,...,q}. Nas linhas 38 a 49, obtemos uma familia 2 tal que todo Z € 2<
em Z (caso W =0, temos Z € 2]1‘/) concorda com todos os H;. Por conta da linha 43, as
coloragdes em 2 dido as mesmas cores sobre W UU para cada H;.

O caso em que W = 0 ¢ tratado nas linhas 59 a 61. A condi¢do da linha 60 é sempre
verdadeira; caso contrario o algoritmo avangaria para a linha 61 e terfamos 2" vazio. Logo,
para toda atribui¢do .’ sobre U definida no lago da linha 16 temos uma .#”-coloragdo de
U que concorda com toda atribui¢do toda k-atribui¢do . sobre H;, pela construgio de
% . Como os conjuntos H; so disjuntos, entdo a .#’-coloragio de U em questdo concorda
com H — U, ou seja, G € k-escolhivel. Como visto acima, isso € equivalente a dizer que
{0} resolve (G,0,0). De fato, o algoritmo sai do lago da linha 50 esgotando todos os
elementos de 2, sai do laco da linha 16 esgotando todas as listas .’ e segue para a linha
66, retornando {0} em 67.
O caso em que W # 0 € tratado nas linhas 52 a 57. A condi¢ao da linha 52 verifica se
€ possivel adicionar a familia 2 uma restri¢do de Z a W para cada Z € Z. Note que ¢
concorda com todos os H;, e a condi¢do garante que X concorde com U. Como a condi¢ao
da linha 53 € sempre verdadeira, por hipdtese, cada X € ndo vazio. Assim, W concorda
com G[U|UHU...UH, = H, ou seja, todos os elementos de 2~ concordam com H para
qualquer k-atribui¢do .#’ sobre H. Em outras palavras, 2 resolve (G,W,.Z).

Agora, suponha que 2" = 0. Queremos mostrar que ndo existe 2~ que resolve

(G,W,.Z). Em particular, o algoritmo para em uma das linhas seguintes: 12, 14, 26, 29, 36, 45,
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56 ou 61. Analisemos cada um desses casos.

D)

)

I1I)

V)

V)

VI)

VII)

Linha 12: se |U| = p > k > 3, entdo U é uma clique (ndo pode ser P; pois a desigualdade
é estrita) de tamanho p. Logo, x(H) > x(U) > k. Neste caso, a atribui¢do . sobre V (H)
definida por .Z'(v) = {1,...,k} para todo v € V(H) ndo admite .#’-coloragdo prépria e,
portanto, nio existe ¢ que concorda com &’

Linha 14: observe que, pelo Teorema 5.2.1, H ndo € k-escolhivel, ou seja, existe k-
atribui¢do ¢’ sobre H para a qual H ndo é k-colorivel. Logo, nenhum ¢ € L. pode
concordar com %, o que implica que ndo existe 2" que resolve (G,W,.Z).

Linha 26: esta linha ¢é atingida se X = () na linha 23, o que por sua vez ocorre se toda
coloragdo (f+c¢) : V(G) — N onde ¢ é Z-coloragdo de W e f é £’-coloragio de H ndo
¢ propria para alguma atribui¢do ¢’ sobre H. Logo, ndo existe ¢ € IL que concorda com
Z’, o que implica que ndo existe 2" que resolve (G,W,.Z).

Linha 29: se ndo existe .¢’-colorag¢do para H para alguma k-atribui¢do .#’, entdo H no é
k-escolhivel. Logo, ndo existe 2" que resolve (G,W,.Z).

Linha 36: dadas as atribui¢des .Z sobre W e ¢’ sobre U, existe alguma atribui¢do .#"
sobre V (H;) com a qual nenhuma (£ U_¥¢")-coloragdo de W UU concorda. Vé-se entdo
que nenhuma Z-coloragio de W concorda com £’ U.#" e que isso pode ser facilmente
estendido para H. Logo, ndo existe 2~ que resolve (G,W,.Z).

Linha 45: sejai € {2,...,q} a iteragdo do laco da linha 39 na qual o algoritmo parou.
No processo iterativo compreendido entre as linhas 38 e 49, sabemos que 2~ resolve
(F,WUU,ZUZ") e resolve (F;,WUU, L UZ"), para 1 < j < i. Sejam X € 21XV
(ou 2L caso W = 0) o conjunto das (£ U.Z")-coloragdes de W UU que concordam
com todas as . -atribuicdes sobre H; e Y € 25 (ou 2L caso W = 0) o conjunto das
(L UZ")-coloragdes de W UU que concordam com todas as .£"»-atribui¢des sobre H,
paratodo j € {1,...,i—1}. Se XNY =0, entdo existem atribui¢des .£" sobre H; e .£"
sobre H; para algum j tais que nenhuma (£ U_%¢")-colora¢do de U UW concorda com a
atribuicdo " U.Z" sobre H; UH;. Isso pode ser facilmente estendido para H, logo néo
existe 2" que resolve (G,W,.%).

Linha 56: neste caso, o conjunto X na linha 52 é vazio (condi¢do da linha 53). Sabemos
que Z resolve (F;,WUU,ZU.¥") para todo i, o que implica em Z resolve (G,W U
U, ZUZ") para uma atribuicdo ¢’ dada sobre U. Se X € vazio significa que existe uma

atribui¢do " sobre V(H) — U tal que nenhuma . U #”’-coloragido de W UU concorda
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com .£", para alguma atribuicio .’ sobre U. Defina . sobre H de tal modo que
Lly=%L"eZLlym-v=2".Seexistisse Z que resolvesse (G,W,.%), bastaria tomar
uma .Z-coloragio c e f € .Z tal que f + ¢ seja propria sobre G. Temos entio uma .2 U.%"-
coloragdo de W UU que concorda com .Z”. Absurdo, pois X € vazio. Logo, ndo existe
2 que resolve (G,W,.Z).
VIII) Linha 61: neste caso, o conjunto X na linha 59 € vazio, para alguma .#’-atribui¢do sobre
U. Ou seja, GIW U U] ndo € k-escolhivel, logo ndo existe 2~ que resolve (G,W,.%).
IX) Linha 67: note que se o algoritmo nio parou em nenhuma das linhas mencionadas acima,
adicionamos pelo menos um conjunto nao-vazio a 2 . A adi¢ao € feita nas linhas 24 ou

54, caso W = (), ou na linha 66 caso contrario.

5.4 Complexidade do algoritmo

Nesta secdo provamos o resultado seguinte:
Teorema 5.4.1 O algoritmo apresentado é FPT, com pardmetro k.

Para o célculo de tempo de execucdo do algoritmo, vamos encontrar limitantes para o nimero de
chamadas do procedimento e para o nimero de opera¢des dentro de cada chamada.

O numero de chamadas do procedimento € limitado pela profundidade da arvore
de recursdo vezes o nimero de folhas. Este dltimo é no maximo |V(G)| = n. Observe que
chamadas sdo feitas somente na linha 35. Ser4 {itil, portanto, limitar primeiramente a quantidade
de conjuntos dominantes distintos para os quais alguma chamada € feita. Sejam Uy, ..., Uy, tais
conjuntos.

Como |Uj| <k, entdo |UyU...UUy| < hk. Seja F = G[U;U...UUy]. Como U; é

conjunto dominante de Uy 1,...,Uy, temos Y, dp(v) > h— 1. Assim, para h conjuntos, temos
veU;
Y d(v) > h(h—1). Da defini¢do do grau médio, temos d(F) = |V(1—F)| Y d(v). Como
veV (F) veV(F)

Y d(v)>h(h—1)e|[V(F)|=|UjU...UUy| < hk, entdo temos que d(F) > % = h%l

veV(F)
Note que, se & > kD + 1, entdo d(F) > % = D e o procedimento € interrompido; logo a

profundidade 4 da arvore de recursdo é no maximo kD + 1. Substituindo o valor de D e usando a

desigualdade (Z) < 2% temos:

4

kD +1 :4k(k

4
k)log(2(i))—i—l <4k XK+ 1)+1 =0 2K
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Multiplicando pelo nimero de folhas, que € no maximo 7, temos O(k5 Lk -n) chamadas para o
algoritmo.

Resta estimar o tempo de execucdo de cada rodada do procedimento. O conjunto
dominante U pode ser obtido em tempo polinomial, pelos resultados de (BACSO G.; TUZA,
1990). Sabemos também que se |U| > k o algoritmo termina sem mais operagdes além da
proépria verificagdo do tamanho do conjunto. Podemos supor para a estimativa que |U| < k.
Como a arvore de recursdo possui profundidade 4, as listas de cores sdo escolhidas dentro do
conjunto {1,...,h-k*}. Segue a explicacdo deste fato: note que na linha 16 do algoritmo as
cores sao limitadas por ¢, k e p. Na primeira chamada, Colorir(G,0,0), temos ¢ =0, h =1
e o primeiro conjunto para escolha de listas é {1,...,k-p} C {1,...,k?*}, pois p < k (caso
contrdrio o procedimento termina antes do laco). Suponha que as listas estejam contidas em
{1,...,(h—1)-k*} para uma 4rvore de recursio de profundidade (4 — 1). Tome uma chamada
recursiva a partir de qualquer vértice da arvore na profundidade (4 — 1). Temos, por hipStese de

inducio, que £ < (h—1) - k2. No lago da linha 16, as novas listas sio tomadas em [/ +k - p]. Mas
(+k-p<(h—1)k4k-p<(h—1)-K>+k =h-k

Logo, para uma profundidade de recursdo £, as listas de cores sdo tomadas dentro do conjunto
{1,...,h-k?}.
Sabemos também que i < kD + 1, pelo pardgrafo anterior; assim, todas as listas de

cores s3o subconjuntos com k elementos do conjunto {1,..., (kD + 1)k*}. Existem ((kD Zl)kz)

kD+1)k?

k
A ) possibilidades de atribuicdo de listas

possiveis listas e, portanto, existem no maximo ( (
T . . 4 .
aos vértices de U. Do paragrafo anterior, sabemos que kD + 1 = O(k5 -2k ). Combinando

L. 20(15 k4 8 k4
este fato com o de que (§) < 2, temos no maximo (2 Ok-25 ) )k — 0(k*2%)

possibilidades de
atribuicdo de listas aos vértices de U.

Uma vez limitado o ndmero de listas possiveis, devemos olhar para o tamanho do
conjunto gerado. A saida do algoritmo € um conjunto vazio, caso o grafo G ndo seja k-escolhivel,
ou uma familia 2" = {Xj,...,X;} C X, caso G o seja. Com uma profundidade de recursao
h e conjuntos dominantes com tamanho maximo k (exceto quando o algoritmo termina nas
verificagdes iniciais), o tamanho de W deve ser no maximo k(kD + 1). Logo, a lista que é

. . . ‘. 65k*
retornada caso G seja k-escolhivel possui no maximo 2k(kD+1) — 0(k°2")

conjuntos, novamente
usando a estimativa de kD + 1 do pardgrafo anterior. Usando esses limitantes mais o fato de
que o nimero de componentes conexas ¢ de H — U nos casos em que U # V(H) satisfaz g < n,

podemos estimar que o nimero de operacdes em cada chamada do procedimento € no maximo
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8,k4 . P
20(°25) e para alguma constante ¢. Levando em conta o nimero de chamadas, podemos
e - . . 8,k4
limitar o tempo de execugdo do procedimento Colorir por 202" ). ;% para alguma constante

s. Fica assim demonstrado que o algoritmo ¢ FPT.
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6 NP-COMPLETUDE

O proposito deste capitulo € mostrar a estratégia usada para provar a NP-completude
do problema de k-coloragdo de grafos livres de P;, nos casos (k=5,r=6)e (k=4,t=7) em
(HUANG, S., 2016). Conforme visto na Secao 3.4, o fato de que o problema da k-coloragio (e
suas restricoes a classes de grafos) pertence a NP € de facil verificagdo: para verificar se uma
coloragdo de um grafo G € de fato uma coloracdo propria, basta testar se as extremidades de
cada aresta possuem cores distintas, um procedimento que € quadratico no nimero de vértices.
Desta forma, resta mostrar que uma restricdo em particular do problema é NP-dificil. Faremos
uso de uma construcao similar a da Se¢do 3.4. Embora um pouco mais sofisticada, conta com
elementos similares. A demonstracdo se dd em trés passos:

* Toma-se um grafo H, dito bem comportado, em um sentido preciso a ser definido abaixo.

* Transforma-se uma instincia I qualquer do 3SAT em uma instancia equivalente Gy ; do
problema de k-coloragdo. Esta construcao faz uso da instancia / e do grafo H.

* Prova-se que se um grafo bem comportado H em questdo € livre de F; para algum inteiro ¢,
o grafo construido Gy ; também o €.

Assim, o problema da k-coloragdo de grafos livres de P, € NP-completo sempre que
encontrarmos um grafo H bem comportado livre de P;. A partir desse ponto, basta encontrar os
grafos convenientes para k e ¢ especificados.

Um grafo k-critico H é dito bem comportado quando contém trés vértices indepen-
dentes ¢, ¢; e c3 tais que ®(H — {cy,¢2,c3}) = @(H) = k— 1. A Figura 5 mostra um exemplo
para k = 4.

Figura 5 — Um grafo 4-critico bem com-
portado

€1

(6} c3
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Dados uma instancia I do 3SAT com varidveis X = {x;,x2,...,x,} e cldusulas
¢ ={C,Cy,...,Cy} e um grafo k-critico bem comportado H, o grafo Gy ; € construido como
segue:

* Para cada varidvel x;, uma componente literal T;, com dois vértices adjacentes x; € —x;,
que serdo ditos vértices do tipo X.

* Ainda para cada varidvel x;, um vértice d;, que serd do tipo D.

* Para cada clausula C; = (y;, Vyi, Vyis) ! uma cépia H i de H. Os trés vértices independentes
de H j2 serdo denotados ¢;, j,cj, j, Ci; j € serdo ditos vértices do tipo C. Os demais vértices
de H; serido ditos do tipo U.

e Para cada vértice ¢;;, chamaremos x; ou —; o vértice literal correspondente a c;j conforme
x; ou —x; pertenga a C;.

* Cada vértice do tipo U € adjacente a todos os vértices dos tipos D e X.

¢ Cada vértice c;; do tipo C € adjacente a d; e a seu literal correspondente.

O procedimento € ilustrado na Figura 6.

Figura 6 — Construcdo de Gy ; dados H e
Cj = (xil V X, \/x,~3)

dl‘2 Xiy 7 Xiy

Lema 6.0.1 Sejam I instdncia do 3SAT e H k-critico bem comportado. Seja Gy 1 obtido como

descrito acima. Temos que I € satisfativel se, e somente se, Gy 1 € (k+ 1)-colorivel.

Demonstracgio: (=) Considere uma atribuicdo ¢ : X — {V, F} que satisfaz /. Iremos construir

uma (k+ 1)-coloragdo prépria ¢ : V(G 1) = {1,2,...,k+1} de Gy 1, comegando pelos vértices

vi; € x;, ou —x;,; os outros dois literais sdo andlogos
convenientemente escolhidos em funcéo do fato de H; ser bem comportado
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dos tipos D e X. De inicio, temos ¢(d;) = k+ 1 para todo d; € D. Se o(x;) =V, entdo
o(x;) =k+1e ¢(—x;) = k. Caso contrdrio, ¢ (x;) =ke ¢(—x;) =k+ 1.

Como / ¢ verdadeira, cada cldusula C; = (y;, Vyi, V yi;) possui pelo menos um literal
verdadeiro y;,, para algum ¢ € {1,2,3}. Note que vizinhos de c;, ; (d;, e seu literal correspondente)
receberam a cor k+ 1. Assim, se ¢(c;,j) = k, a coloragdo ¢ continua propria. Note que H; é
k-critico, logo H; — ¢;,; admite uma colora¢do com k — 1 cores. Assim, podemos tomar uma
colorac@o qualquer de H; usando as cores de 1 a kK — 1. Finalmente, note que o fato de os
vértices de tipo U serem vizinhos de todos os vértices de D e X ndo causa problema, pois
o(U)C{1,2,....k—1} e (X UD) = {k,k+ 1}. Logo, a coloracao assim obtida & prépria.

(<) Considere agora ¢ uma (k + 1)-coloragdo propria de Gy ;. Iremos construir
uma atribui¢do o que satisfaz /. Tome H; uma das copias de H criadas na construcio de Gy 1,
i €{1,2,...,m}. Por defini¢do, sabemos que w(H;NU) =k — 1. Tome R; clique maximal
em H;NU. Temos que R = R; U {x;, —x;} é uma clique de tamanho k + 1, e como ¢ é prépria,
todos os vértices de R recebem cores diferentes. Sem perda de generalidade, podemos supor
que {@(x;),¢(—x;)} = {k,k+ 1}. Segue imediatamente que ¢ (R;) = {1,2,...,k— 1}. Note que
disso decorre que ¢ ({x;,—x;}) = {k,k+ 1} para todo j, pois R; U {x;,—x;} € clique de tamanho
k+1, paratodo j € {l,...,n}, e ¢(d;) € {k,k+ 1}, pois R; é adjacente a todos os vértices do
tipo D. Segue ainda que ¢ (u) € {1,2,...,k— 1} para todo vértice u do tipo U, pois U é completo
aX eascores ke k+1jd aparecem em X.

Definimos o(x;) =V se ¢ (x;) = ¢(d;) e o(x;) = F caso contrdrio. Argumentamos a
seguir que o assim definida sobre os literais satisfaz /.

Suponhamos que ndo seja o caso. Entdo, pelo menos uma cldusula C; = (y;, Vyi, V
Yi;) € falsa. Para cada r € {1,2,3}, por um abuso de linguagem, denote também por y;, o vértice
literal correspondente a y;,, ou seja, y;, serd x;, ou —x;,. Mas como X e D usam apenas as cores k e
k+1, temos entdo que {@(y;,),¢(d;, )} = {k,k+1}, paracadat € {1,2,3}.Como c;, j € adjacente
ay; ed, temos ¢(c; ;) <k, paratodot € {1,2,3}. Pelo pardgrafo anterior, temos entio que H;
esté colorido com cores inferiores a k. Absurdo, pois y(H) = k.

0

O resultado acima mostra que a (k + 1)-coloragdo é um problema NP-completo

sempre que existir um grafo k-critico bem comportado H.
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Lema 6.0.2 Sejam H um grafo k-critico bem comportado, t > 6 inteiro e I uma instancia

qualquer do 3SAT. Se H é livre de P, entdo Gy, também o é.

Demonstracao: Por contradi¢do, suponha que P € um caminho induzido de tamanho  em Gy ;.
Temos entdo trés propriedades:

(a) O caminho P possui pelo menos um vértice em X UD. Note que se P nado intersecta X UD,
entdo P estd contido em alguma cépia de H, pois G — (X U D) é uma unido disjunta de copias de
H e P é conexo. Mas H é livre de F;, absurdo.

(b) O mesmo caminho possui pelo menos um vértice do tipo U. Para a prova desta propriedade
precisamos do conceito de substitui¢do. Dados dois grafos G| e Gy, substituir Gy em v € V(G»)
ou substituir v € V(G,) por G significa retirar v de G», incluir uma cépia de G e ligar todos os
vértices dessa copia a Ng, (v). Quando ndo houver ambiguidade, a mengéo ao vértice substituido
pode ser omitida.

Seja C; o conjunto dos vértices do tipo C adjacentes a x;, e seja C; o conjunto dos
vértices do tipo C adjacentes a —x;. Cada componente conexa de Gy ; — U possui uma estrutura
proveniente da substitui¢ido dos vértices de um Cs por cinco conjuntos. Os cinco conjuntos, em
ordem (ciclica) sdo: A| = {x;}, Ay = C;, A3 = {d;}, Ay = C; e As = {—x;}. O leitor poderd se

convencer comparando o processo de constru¢do de Gy ; com a Figura 7.

Figura 7 — Ilustragdo de uma componente
conexade Gy —U
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Como Cs € livre de P, parat > 5 e cada um dos A ; € um conjunto independente, as
componentes conexas de Gy ;j — U sdo livres de F;. Logo, P possui pelo menos um vértice do
tipo U.

(c) O caminho P possui no maximo trés vértices em X UDUU e eles sdo consecutivos em P.
Pelos itens (a) e (b), temos que P possui pelo menos um vértice u € U e um vértice x € (X UD).
Como cada vértice de U € adjacente a todos os vértices de D e de X, eles sdo consecutivos em P.

* vizinho de x diferente de u (existe no maximo um, pois P é caminho) e u™ vizinho de u

Sejam x
diferente de x (pelo mesmo argumento existe no maximo um). E imediato que x* ¢ (X UD), pois
teriamos um tridngulo induzido, contrariando o fato de que P € caminho induzido. Da mesma
forma, u™ ¢ U. Mais ainda, pelo menos um dos vértices xT ou u™ estd em C, caso contrario
terfamos x™ € U e u™ € X UD, e eles seriam consecutivos, violando o fato de que P é caminho
induzido. De forma andloga, os demais vértices de P estdo em C. Assim, X UDUU possui no
méximo trés vértices de P (x, u e um dos vértices x™ e u™) e eles sdo consecutivos.

Segue da propriedade (c) que no maximo trés vértices consecutivos de P nio per-
tencem a C. Como ¢ > 6, C possui vértices consecutivos de P. Absurdo, pois C € conjunto
independente. Logo, G 1 € livre de F;.

0J
Temos entdo dois resultados importantes. O primeiro diz que podemos transformar de uma
maneira polinomial o0 3SAT em um problema de (k + 1)-coloragdo desde que exista um grafo
k-critico bem comportado. O segundo diz que se o grafo k-critico bem comportado em questio é
livre de F;, os grafos gerados no problema de coloracio também sdo. Ora, se um problema restrito
a um conjunto <7 é NP-completo, também serda NP-completo se restrito a todo superconjunto de

/. Assim, o resultado principal desta secdo segue de maneira imediata.

Teorema 6.0.1 (HUANG, S., 2016) Sejam t > 6 e k > 3 inteiros. Se existe um grafo H k-critico
bem comportado que é livre de P;, entdo o problema de (k + 1)-coloragdo em grafos livres de P,

é NP-completo.

O trabalho que resta € mostrar que existem grafos k-criticos bem comportados livres
de P, para os casos em que se deseja provar a NP-completude. O grafo da Figura 5 é 4-critico, bem
comportado e livre de Ps. Logo, a 5-coloracdo de grafos livres de Py € um problema NP-completo.
Da mesma forma, C7 € 3-critico, bem comportado e livre de Py. O fato de que C7 € 3-critico

¢ de verificacdo imediata: retirando-se qualquer vértice temos um Py, e X (Ps) = 2. Também
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¢ imediato que C7 € livre de Py, pois o Unico subgrafo induzido de C7 com 7 vértices possui
uma aresta a mais do que Py. Para verificar que C7 é bem comportado, podemos enumerar seus
vértices em sequéncia: {cj,...,c7}. Sabemos que ®(C7) = 2, pois C; é livre de tridngulos. Os
pontos {c1,c3,cs} formam um conjunto independente e @(Cy — {cy,c3,¢5}) = O(P, +2P) = 2.

Logo, a 4-coloracdo de grafos livres de P; também € um problema NP-completo.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho foi abordado o problema da colorag¢do do ponto de vista de comple-
xidade. Citamos o resultado presente em (KRAL; KRATOCHVIL; WOEGINGER, G., 2001)
sobre a coloracdo de grafos livres de H e comentamos sobre as consequéncias dos resultados de
(VADIM V. L.; KAMINSKI M., 2007) e (HOLYER, 1981) sobre a natureza de H no problema
da k-coloracao para um valor de k fixado, concluindo que as possiveis classes de grafos livres de
H ocorrem quando H € uma floresta linear. Apresentamos um resumo dos resultados conhecidos
quando H é conexo na Tabela 1 e comentamos sobre os trabalhos recentes para os casos em
que k=4et=6ek=3et >8, os unicos que restam em aberto dentro desta premissa.
Apresentamos no Capitulo 5 e uma prova de um caso polinomial, por meio de apresentacao
explicita de um algoritmo que resolve o problema. Apresentamos no Capitulo 6 uma prova de
NP-completude através de reducao do 3SAT.

Sobre o caso em aberto em que k = 4 e t = 6, mencionamos que Shenwei Huang
conjectura em (HUANG, S., 2016) que o caso em que k =4 e t = 6 admite solu¢do polinomial
e prova que isso € valido no caso particular em que o grafo também € livre de banner. Ainda
em (HUANG, S., 2016), prova-se que ndo existe grafo 3-critico bem comportado livre de Fg,
o que faz que o Teorema 6.0.1 ndo possa ser aplicado para este caso. Porém, a ndo existéncia
destes grafos ndo implica que o problema seja polinomial, uma vez que o Teorema 6.0.1 funciona
somente em uma direcdo. Mencionamos ainda que existe um trabalho da autoria de Maria
Chudnovsky et al. (CHUDNOVSKY M.; SPIRKL, 2018a)(CHUDNOVSKY M.; SPIRKL,
2018b), atualmente sob revisdo, que classifica o caso como polinomial via prova construtiva.
O algoritmo se baseia na extensdo de pré-coloracdes por listas com propriedades especiais,
denotadas pré-coloragdes excelentes

O caso em que k = 3 e > 8, que continua em aberto, € explorado por Maria Chud-
novsky et al. em uma pré-publicacio (CHUDNOVSKY M.; GOEDGEBEUR, 2017) que, embora
ndo resolva o problema, define um tipo de grafo chamado obstru¢do como uma extensao de grafo
critico a coloragdes por listas e aponta para quais classes grafos H o nimero obstrucdes livres de

H € finito.
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Uma situacao ndo explorada aqui € o caso dos grafos livres de dois ou mais grafos
Hy,...,H,. Ainda que a Tabela 1 seja preenchida, os casos em que H ndo € conexo estio longe
de ser resolvidos e estd ainda longe de existir uma familia .7# que resolva uma dicotomia do tipo:
seja G um grafo livre de H e k um inteiro fixo, decidir se x(G) < k pode ser feito em tempo

polinomial se H € J# e é NP-completo caso contrdrio.
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