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“Mudar significa estar inserido na

temporalidade.” (LEWIS, 2017, p. 51).



RESUMO

O escoamento bifdsico em meios porosos leva a formacgao de bolhas que eventualmente se que-
bram e se fundem ou podem ficar presas na matriz porosa. Esse comportamento dinamico
altamente complexo cria flutuacdes caracteristicas nos campos de velocidade das duas fases e
influencia fortemente as propriedades macroscopicas, como a permeabilidade efetiva. A fim de
entender melhor como o comportamento microscépico afeta as propriedades macroscopicas do
escoamento, nds simulamos os campos de velocidade de dois fluidos imisciveis escoando em
um meio poroso bidimensional. N6s encontramos que os tamanhos das bolhas, m, seguem uma
distribuicdo em lei de poténcia, &2 (m) o< m~%, onde o expoente & depende do nimero capilar,
Ca, que descreve a razao entre as forcas viscosas e interfaciais. Abaixo de um nimero capilar
caracteristico, dado por Ca* ~ 0,046, as bolhas sdo grandes e coesas com um expoente constante
& ~ 1,234+0,03. Acima desse valor, o escoamento é dominado por muitas goticulas e alguns
aglomerados longo e finos. Neste regime o expoente & aumenta, aproximando-se de 2,05 40,03
no limite quando Ca — c. Além disso, analisando as flutuagcdes nos campos de velocidade das
duas fases, nds descobrimos que o sistema € ergddico para grandes fracoes de volume da fase
menos viscosa e altos valores de Ca. As flutuagdes nas séries temporais da velocidade apresen-
tam avalanches cujos tamanhos seguem uma distribui¢ao em lei de poténcia, & (Ar) o< (At)~ ",
enquanto os saltos de velocidade seguem uma distribuicao gaussiana. Andlises pelo método
DFA mostram correlacdes de longo alcance nas séries temporais. A velocidade caracteristica
do escoamento total, calculada como o valor médio da série temporal da mistura das duas fases,
segue uma generalizacdo da lei de Darcy na forma (M) oc (Vp)B, onde Vp € o gradiente de
pressdo global aplicado e o expoente 3 depende da tensdo superficial entre as duas fases. Para
altos valores de nimero capilar, a constante de proporcionalidade nesta relagao, chamado mobi-
lidade, aumenta exponencialmente com a saturagdo da fase menos viscosa. Este resultado estd
de acordo com observagdes anteriores para permeabilidades efetivas em reservatorios movidos

a gés dissolvido.

Palavras-chave: escoamento bifdsico; meios porosos; correlagdes temporais; relacdes de On-

sager.



ABSTRACT

Two-phase flow through porous media leads to the formation of bubbles that eventually break
and merge or can become trapped in the porous matrix. This highly complex dynamic behavior
creates characteristic fluctuations in the velocity fields of the two phases and strongly influences
macroscopic properties such as effective permeability. In order to better understand how the
microscopic behavior affects the macroscopic properties of the flow, we simulate the velocity
fields of two immiscible fluids flowing through a two-dimensional porous medium. We found
that the bubble size, m, follows a power law distribution, & (m) o< m_é, where the exponent
& depends on the capillary number, Ca, which describes the ratio between the viscous and
interfacial forces. Below a characteristic capillary number, given by Ca* ~ 0.046, the bubbles
are large and cohesive with a constant exponent § = 1.23 +0.03. Above this value, the flow
is dominated by many droplets and finger-like spanning clusters. In this regime the exponent
& increases approaching 2.05 £ 0.03 in the limit when Ca — o0. Moreover, by analyzing the
fluctuations in the velocity fields of the two phases, we find that the system is ergodic for large
volume fractions of the less viscous phase and high values of Ca. The fluctuations in the velocity
time series present avalanches whose sizes follow a power law distribution, & (At) o< (Ar)™1,
while the velocity jumps follow a Gaussian distribution. Analyzes by the DFA method show
long-range correlations in the time series. The characteristic velocity of the flow, calculated as
the mean value of the time series of the mixture of the two phases, follows a generalization
of Darcy’s law in the form 7" o (Vp)ﬁ, where Vp is the applied global pressure gradient
and the exponent 8 depends on the surface tension between the two phases. For high values
of capillary number, the constant of proportionality in this relation, called mobility, increases
exponentially with the saturation of the less viscous phase. This result is in agreement with

previous observations for effective permeabilities in dissolved gas powered reservoirs.

Keywords: two-phase flow; porous media; time correlations; Onsager’s relations.
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1 INTRODUCAO

O escoamento de fluidos em meios porosos pode tanto ocorrer espontaneamente
na natureza quanto ser induzido por a¢des humanas. Um dos exemplos mais comuns deste
ultimo caso € a recuperacdo de dleo através da injecdo de d4gua ou gas em um reservatorio de
petroleo. Devido a sua grande aplicacao tecnoldgica, o escoamento em meios porosos tem sido,
por décadas, objeto de pesquisa de diversos campos nas Ciéncias e Engenharias. Quando os
fluidos s@o imisciveis, a competicao entre as fases pelo escoamento leva a formacgao de bolhas
que, eventualmente, se quebram e se fundem ou podem ficar presas na matriz porosa. Este
comportamento dindmico e extremamente complexo cria flutuagdes caracteristicas nos campos
de velocidade das duas fases influenciando fortemente as propriedades macroscépicas como a
permeabilidade efetiva e as curvas de permeabilidade relativa.

O escoamento de fluidos pode ser descrito por um conjunto de equacdes diferenciais
parciais ndo-lineares como as equagdes da continuidade e de Navier-Stokes que sdo derivadas
das leis de conservacdo da massa e do momento linear, respectivamente. A solucdo dessas
equagdes mostra como os diferentes campos vetoriais e escalares descrevem o escoamento, ou
seja, elas mostram como a velocidade e a pressdo das fases mudam com a posi¢do e o tempo.
Em alguns casos, outras leis de conservagdo, como do momento angular, da energia, e da en-
tropia, também podem ser necessdrias para descrever o transporte de quantidades fisicas. Na
prética, porém, a alta complexidade devido a ndo-linearidade presente nas equagdes dificulta
solucdes de situagdes fisicas mais realistas e apenas casos mais simples podem ser resolvidos
analiticamente [1]. Além disso, as condicdes iniciais e as condi¢des de contorno, frequente-
mente, elevam essa complexidade. Por outro lado, essas equacdes podem ser resolvidas através
de métodos numéricos. Além disso, elas também podem ser simplificadas de modo significativo
considerando propriedades mais simples para os fluidos em escoamentos nao turbulentos. Neste
trabalho nés utilizamos um software comercial de Fluidodinamica Computacional, a saber, o
ANSYS Fluent™ [2], que resolve numericamente as equacdes de Navier-Stokes e da continui-
dade usando o método de volumes finitos. Para resolver o escoamento bifdsico nds usamos o
formalismo de volume de fluidos (VoF) para escoamentos com muiltiplas fases.

Para entender melhor como o comportamento microscépico afeta as propriedades
macroscopicas do escoamento, nds investigamos o escoamento em meios porosos de dois flui-
dos newtonianos imisciveis e incompressiveis em condi¢des isotérmicas. Para evitar custos
computacionais impeditivos, nds consideramos um meio poroso bidimensional. A fim de di-
minuir efeitos de tamanho finito, consideramos condi¢des periddicas de contorno em ambas as
dire¢des do meio poroso, de modo que nosso modelo fisico pode ser compreendido como um
escoamento na superficie de um toro poroso. Inicialmente, o escoamento € altamente depen-
dente da configurac¢do inicial, mas com o tempo o sistema deixa esse regime transiente e atinge

um estado estaciondrio onde os pardmetros fisicos como velocidade e pressao flutuam em torno
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de seus valores médios. N6s entdo variamos os valores da tensdo superficial, do gradiente de
pressdo global e da fracdo volumétrica das fases a fim de estudar o papel das forcas viscosas e
interfaciais no escoamento, quantificado pelo nimero capilar. Nossos resultados mostram que
a distribuicdo dos tamanhos das bolhas segue uma lei de poténcia cujo expoente depende do
nimero capilar. Abaixo de um ndmero capilar caracteristico, quando as forcas viscosas sao
muito menores do que as forgas interfaciais, as bolhas sdo grandes e coesas. Por outro lado,
escoamentos com altos valores de niimero capilar sao dominados por muitas goticulas e alguns
aglomerados alongados e finos. Nés também investigamos as flutuagdes nos campos de velo-
cidade das duas fases e encontramos que o sistema € ergddico para ndmeros capilares altos e
grandes fracOes de volume da fase menos viscosa. Nossa andlise também mostra que a veloci-
dade média temporal de toda a mistura pode ser descrita por uma generalizagao da lei de Darcy
que depende da tensdo superficial entre as duas fases.

Esta tese esta organizada da seguinte forma. No Cap. 2, nds apresentamos uma
introducdo a alguns conceitos fundamentais da Mecénica dos fluidos como, por exemplo, a
caracterizacao de fluidos newtonianos e nao-newtonianos, viscosidade, tensao superficial e as
equacdes da continuidade e de Navier-Stokes. Sobre escoamentos em meios porosos, apresen-
tamos os conceitos de porosidade e permeabilidade, que caracterizam o meio poroso, e efeitos
interfaciais como molhabilidade e pressao capilar. Em seguida, mostramos como descrever es-
coamentos multifasicos neste meio através da lei de Darcy. O Cap. 3 € um resumo geral sobre
alguns conceitos relacionados as correlacdes em séries temporais e as relacoes de Onsager. No
Cap. 4, apresentamos o modelo do meio poroso proposto e os parametros e configuracoes uti-
lizados nas simula¢des do escoamento bifasico. Também descrevemos o modelo matemético
e o método numérico utilizado para calcular os campos de velocidade das duas fases, e por
fim, analisamos os dados obtidos e discutimos os resultados. As conclusdes deste trabalho sdao

apresentadas no Cap. 5.
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2 ESCOAMENTO MULTIFASICO EM MEIOS POROSOS

Neste capitulo, nds discutiremos alguns conceitos fundamentais do escoamento de
fluidos em meios porosos. Primeiramente, abordaremos as propriedades basicas de fluidos e
de meios porosos, depois discutiremos as equacdes que descrevem o escoamento dos fluidos

através dos canais porosos, tanto em escala do poro quanto em escala macroscopica.
2.1 Fluidos

Fluidos sao substancias que se deformam continuamente quando um esfor¢o de ci-
salhamento € aplicado [3,4]. Em termos mais simples, um fluido € uma substincia que nao
consegue resistir a uma forca de cisalhamento, por menor que seja a intensidade desta forca.
Apesar de o termo “fluido” incluir as fases liquida e gasosa, no cotidiano, entretanto, fluido
¢ frequentemente usado como sindnimo de liquido. Por exemplo, o “fluido de freio” em um
motor de carro é um 6leo incompressivel que ndo ird funcionar corretamente se houver gas
nele. Podemos diferenciar liquidos e gases com base na resisténcia que o material apresenta
quando submetido a compressao: enquanto os liquidos resistem as for¢as de compressao, os
gases apresentam pouca resisténcia. Essa diferenca esta relacionada as forcas de coesao entre
as moléculas dessas substancias. Outra diferenca marcante entre os liquidos e os gases € que os
liquidos podem formar uma superficie livre independente do recipiente que o contem. Entre-
tanto, essa definicdo ndo € util quando os fluidos ocupam todo o volume do recipiente. Nesta
situacdo outras propriedades sdo usadas para distingui-los, como por exemplo a relacdo da vis-
cosidade com a temperatura. Enquanto os liquidos se tornam menos viscosos com 0 aumento
da temperatura, os gases aumentam sua viscosidade.

A distingdo entre sélidos e fluidos, por outro lado, tende a ser mais clara. Entretanto,
em alguns casos especiais, como os solidos plasticos, essa distin¢cdo € bem mais confusa. Como
ja foi dito, os fluidos sdo incapazes de resistir a um esfor¢o de cisalhamento, isto é, quando sdao
submetidos a uma forca tangencial, e, além disso, quando estao em equilibrio estético, eles nao
conseguem resistir a deformacdo permanente, ou seja, nao mantém uma forma especifica apds
a forca aplicada ser removida. Eles s6 podem resistir a taxas relativas de deformacao de ma-
neira dissipadora. No entanto, os fluidos ainda podem responder a forcas restauradoras quando
sdo submetidos a tensdes normais, ou seja, quando as forcas atuam perpendicularmente a su-
perficie do fluido. Em contraste, os s6lidos respondem as agdes externas, sejam elas cisalhantes
ou normais, com uma for¢a de restauracdo semelhante a de uma mola, o que significa que pe-
quenas deformagdes sao reversiveis. Em um sélido, o esfor¢o de cisalhamento é uma funcado
da tensdo, mas em um fluido, o esforco de cisalhamento € uma funcdo da taxa de deformacao.
Uma consequéncia desse comportamento € a lei de Pascal [5], que descreve o papel da pressao

na caracterizacao do estado de um fluido. Vale destacar que essas classificagdes classicas da
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matéria entre gases, liquidos e sélidos sdo, por vezes, simplistas. Materiais mais complexos,
como 0s materiais viscoeldsticos, que incluem fluidos biolégicos e outros materiais macios,
possuem propriedades simultaneas tanto de liquidos quanto de s6lidos. Estes materiais comple-
X0s, portanto, ndo sao classificados nas defini¢des acima.

Tanto os sélidos quanto os liquidos possuem superficies livres, que custam uma
certa quantidade de energia livre para formar. No caso dos sélidos, a quantidade de energia
livre para formar uma determinada unidade de area superficial ¢ chamada energia de superficie,
enquanto que para liquidos essa quantidade € chamada de tensdo superficial. Em equilibrio,
porém, ambos tendem minimizar sua energia superficial: os liquidos tendem a formar gotas
arredondadas, enquanto que os s6lidos puros tendem a formar cristais. Os gases, por outro lado,
ndo possuem superficies livres e, por isso, eles se difundem livremente. Como veremos nos
proximos capitulos, a tensdo superficial desempenha uma importante fun¢do no escoamento
dos fluidos.

A estrutura molecular de um fluido € importante para caracteriza-lo, porém nao
¢ possivel descrever seu comportamento, seja em equilibrio ou em movimento, a partir da
dindmica individual das moléculas que o constituem [3]. Em outras palavras, é praticamente
impossivel, seja analitica ou numericamente, estudar os fluidos pela abordagem Lagrangiana.
Ao invés disso, o comportamento dos fluidos é descrito com base na hipétese do continuo, isto
€, considerando o fluido como um meio continuo. Tal abordagem é chamada de Euleriana, onde
as propriedades, como massa especifica, temperatura e velocidade dos fluidos sdo tratadas como
campos, ou seja, sao consideradas como fungdes continuas da posi¢do e do tempo [4].

Na hipétese do continuo um dado volume de uma substancia pode ser dividido em
elementos menores, pequenos do ponto de vista macroscopico mas que contenham um niimero
suficiente de moléculas para que os efeitos médios de suas propriedades nao flutuem [6, 7].
Embora a distribui¢do das velocidades das moléculas em um fluido seja extremamente nao-
uniforme [8], a distribui¢do das velocidades médias dos elementos de fluido muda pouco quando
comparada aos elementos vizinhos. Entretanto, essa hipdtese falha sempre que a trajetoria
média livre das moléculas torna-se da mesma ordem de grandeza que a menor dimensao ca-
racteristica significativa do sistema [4, 6]. Esses elementos de volume minimo, para os quais
a hipétese do continuo € vélida, sdo chamados de particulas fluidas. O conceito de um meio
continuo constitui a base da mecéanica dos fluidos classica [4].

Os tipos de forcas que agem sobre as particulas fluidas sdo as forcas de superficie,
também chamadas de forcas de contato, e as forcas de campo, como forcas gravitacional e
eletromagnética [4]. As do primeiro tipo sdo geradas pelo contato com outras particulas ou
com superficies s6lidas, como por exemplo forcas de atrito e normal, e geram o que chamamos
de tensdes [4], que serdo descritas a seguir. O modulo da for¢a gravitacional, por exemplo,
atuando sobre um elemento de fluido de volume dV € dado por pgdV, onde p é a densidade
(massa especifica) do fluido e g é o mddulo da aceleragdo local da gravidade.

Considere uma for¢a de contato, SF , agindo em alguma por¢do da superficie, 511,
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de uma particula fluida. A forca 6F, agindo sobre 8A, pode ser decomposta em duas compo-
nentes, uma componente normal, 8 F;,, ¢ uma componente tangente a drea, 6 F;. A razio entre o
modulo de uma forca e a drea da superficie sobre a qual ela atua é chamada de tensdo. Assim,

uma tensao normal e uma tensdo de cisalhamento sdo, respectivamente, definidas como [4]

0' — 1 _— 2.1
SA0 8A,  dA,’ 2.1

© SF,  dF
7= lim L=t (2.2)

84,0 8A,  dA,
Como veremos mais adiante, a relacdo entre a tensdo de cisalhamento e a respectiva
taxa de deformacdo caracteriza o tipo de fluido. Em fluidos newtonianos, a tensdo de cisalha-
mento cresce linearmente com a taxa de deformacao. Em casos onde as relagdes constitutivas

sao mais complexas, os fluidos sdo ndo-newtonianos.

2.1.1 Viscosidade

A viscosidade pode ser facilmente entendida pela seguinte experiéncia classica, que
consiste em duas placas sélidas paralelas separadas por uma distancia 2 com uma porcao de
fluido incompressivel entre elas, como mostra a Fig. 1a. Suponha que o sistema esta inici-
almente em repouso. Fixando o referencial, em coordenadas cartesianas, na placa inferior e
aplicando uma forca constante para a direita, F = §F,£, na placa superior, a experiéncia mos-
tra que esta ultima se move com uma aceleracao ndo nula durante um certo intervalo de tempo,
até que a forca de atrito no fluido se iguale a forca aplicada, e entdo segue com velocidade

constante i = Vrx, chamada velocidade limite ou velocidade terminal [9].

Figura 1 — Experiéncia cléssica das duas placas para a demonstracao da deformacao angular.

y y _
\ Vr

AU 8I::
30000000
RS

(a) Duas placas sélidas paralelas separadas por (b) Uma forca constante, SF, atuando na placa
uma distncia 4 com uma porcao de fluido entre  superior faz com que esta se mova a uma
elas, inicialmente em repouso. velocidade constante Vy.

A experiéncia das duas placas € utilizada para calcular a deformagao angular d & aplicada a um
fluido e demonstrar o conceito de viscosidade. Fonte: Elaborado pelo autor.

Suponha agora que ap6s um intervalo de tempo infinitesimal, 0¢, com a placa se

movendo com velocidade constante, o fluido sofre uma deformagao angular infinitesimal dada
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por S (também chamada de deformagio por cisalhamento), como mostra a Fig. 1b. A taxa de
variacéo da deformagdo o @ com o tempo, chamada de raxa de deformagdo ou taxa de cisalha-

mento, é¢ dada por [4]

oa da
—_— = 23
510 Of  dr 23)
Vemos pela Fig. 1b que o angulo d o € tal que
0
tanSor = o (2.4)
h
Mas, para dngulos pequenos, tan 0o ~ d . Assim, a Equagao (2.4) pode ser escrita como
Ox
oot =—. 2.5
0 (2.5)
Como a velocidade é constante podemos escrever
0
Vr = 6—); = O0x = Vrot. (2.6)

Combinando as Equacdes (2.5) e (2.6), no limite em que 6¢ vai a zero, obtemos que a taxa de

deformacao é dada por
do . Vr

dr h
Devido a esta ag@o cisalhante, 1aminas ou camadas de fluido, paralelas entre si e

2.7)

também paralelas as placas, movem-se com velocidades de mddulos diferentes [9]. Esse tipo
de escoamento em que as particulas fluidas se movem em camadas é chamado de escoamento
laminar [4]. No entanto, a camada do fluido em contato com uma superficie s6lida ndo desliza
pois o fluido adere a superficie e adquire a mesma velocidade, ndo havendo movimento relativo.
Esta condi¢do de aderéncia para fluidos viscosos, chamada de condicao de ndo deslizamento
(ou ndo escorregamento) é encontrada experimentalmente [3, 10—13]. Entretanto, muitos estu-
dos recentes relatam aparentes violacdes da condi¢do de nao deslizamento [14]. Essas violacdes
foram observadas em estudos tanto tedricos [15—17] quanto experimentais [18—24]. Para uma
discussao histoérica e filoséfica da condi¢do de nao deslizamento na dindmica dos fluidos con-
sulte a referéncia [25].

Considerando a condi¢@o de ndo deslizamento, a lamina de fluido adjacente a placa
movel possui a mesma velocidade da placa, Vr, e a 1amina de fluido adjacente a placa imdvel
permanece com velocidade nula. Os moédulos das velocidades das demais 1aminas variam li-
nearmente entre os dois extremos, zero € Vr [9]. Esse perfil de velocidade pode ser expresso

através da seguinte equagao,
Vr
u(y) =y-- (2.8)

em que y € a distancia em relacdo a placa inferior. Observe que no escoamento entre as placas
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existe um gradiente de velocidade constante dado por [3]

du VT

—=—. 29

& h (2.9)
Das Equacdes (2.7) e (2.9), vemos que a taxa de deformacao € dada por

d d

o _ du (2.10)

dt dy

A acgdo de cisalhamento, devido a for¢a exercida pela placa, produz uma tensao de
cisalhamento, 7, aplicada ao fluido que € dada pela Equacao (2.2). Por sua vez, isso acaba
gerando uma taxa de deformacdo como dada pela Equacdo (2.10). Assim, podemos escrever a

tensdo de cisalhamento como uma funcao da taxa de deformacao,

du
r:r(d—y>. (2.11)

Relacoes constitutivas mostram como um sistema se comporta quando € submetido a estimulos
externos, sejam eles mecanicos, elétricos, térmico, etc. Neste caso em especial, a relacdo cons-
titutiva mostra como o fluido escoa (quantificada pela taxa de deformacao) quando submetido
a tensdo de cisalhamento. Fluidos que apresentam relagdes constitutivas lineares sao chama-
dos de fluidos newtonianos. Por outro lado, os fluidos em que a tensdo de cisalhamento nao é
diretamente proporcional a taxa de deformagdo sdo denominados fluidos ndo-newtonianos.
Para o escoamento unidimensional de fluidos newtonianos, a relacdo constitutiva é
dada por [3,4,26],
T= u@, (2.12)
dy

onde a constante de proporcionalidade, u, é o coeficiente de viscosidade dinamica ou absoluta,
também chamada simplesmente de viscosidade. A Equagao (2.12) é conhecida como lei de
Newton da viscosidade pelo fato de expressar matematicamente as ideias basicas apontadas
na Secdo IX “The circular motion of fluids” da obra seminal Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica de Isaac Newton [26-28].

Portanto, a viscosidade € definida como a propriedade fisica que mede a resisténcia
de um fluido ao escoamento e tem origens no atrito interno do fluido [9,27,29]. Quanto maior
for a viscosidade de um fluido, maior serd sua resisténcia ao escoamento. Nos liquidos, esse
atrito interno estd associado as forcas de coesdo entre as moléculas; ja nos gases, esta rela-
cionado a transferéncia de momento [3, 9]. Da defini¢do de viscosidade como resisténcia ao
escoamento, percebe-se que a taxa de deformacdo de um fluido depende de sua viscosidade.
Em comparagdo com um soélido, a deformacdo sofrida devido a uma tensdo de cisalhamento
depende do seu modulo de rigidez. Assim, os solidos apresentam caracteristicas elasticas en-
quanto os fluidos, caracteristicas viscosas [4].

E interessante destacar que a viscosidade dos fluidos newtonianos é fungio da tem-

peratura e da pressao [27,30]. Em geral, a viscosidade dos liquidos diminui com o aumento da
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temperatura, enquanto nos gases a viscosidade aumenta com o aumento da temperatura [3,9,27].
Essa dependéncia da viscosidade em relagdo a temperatura pode ser percebida a partir de duas
equagdes empiricas [3]. A primeira equagdo é a equagdo de Andrade [31,32], que mostra que a

viscosidade dos liquidos decai exponencialmente com a temperatura,
w(T) =A%, (2.13)

onde A e B sdo constantes empiricas positivas e T € a temperatura absoluta [3, 27, 33]. A
Equacao (2.13) foi originalmente proposta por Guzman [33], mas ficou popularmente conhe-
cida como equagdo de Andrade, sendo também referida por alguns autores como equacao de
Guzman-Andrade. A segunda equacdo empirica € a equacdo de Sutherland [34], que mostra
que a viscosidade dos gases cresce com a temperatura,

CT3/2

w(T) = T1s (2.14)

onde C e § sdo constantes e 7 € a temperatura absoluta [3]. Com rela¢dao a dependéncia da
pressdo, a viscosidade de um fluido, em muitos casos, aumenta com a pressao [35]. Segundo
Partal [27], a expressdo mais usada para avaliar os efeitos da pressdao na viscosidade de um

liquido € a equacao de Barus [36,37]

u(p) = o e, (2.15)

onde L € a viscosidade nas condi¢des atmosféricas, & € o coeficiente de piezoviscosidade e Ap
¢ a diferenca de pressdo em relacdo a pressao atmosférica.

Como ja foi dito, os fluidos ndo-newtonianos sdo aqueles em que a tensdo de ci-
salhamento ndo segue uma relagdo linear com a taxa de deformacdo. Um modelo bastante
utilizado para modelar a relagdo entre a tensdo e a taxa de cisalhamento de muitos fluidos
ndo-newtonianos, com comportamento independente do tempo, € o modelo de lei de poténcia,

também conhecido como relagdo de Ostwald-Waele [38], que, para o escoamento unidimensio-

r:k(d—”) , (2.16)

onde n € o indice de comportamento do escoamento e k é o indice de consisténcia. Note que,

nal, € dado por [4]

para n = 1, a Equagdo (2.16) reduz-se a lei de Newton da viscosidade, Equacdo (2.12), com a

viscosidade dada por k. A Equagdo (2.16) € comumente reescrita na forma

du
dy

=1y B du

—k du _du
t dy ndy’

2.17)

de formato idéntico ao da equacdo de Newton, onde N = k|du/dy|"~! é chamado de viscosi-
dade aparente ou efetiva. Os fluidos nao-newtonianos para os quais n < 1 s@o chamados de

pseudopldsticos, cuja viscosidade aparente diminui com o aumento da taxa de deformacgao. Por
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outro lado, os fluidos nao-newtonianos com »n > 1, sdo chamados de fluidos dilatantes, cuja
viscosidade aparente aumenta com o aumento da taxa de deformacao [3,4]. O Gréfico 1 mostra
a relacdo entre a tensdo de cisalhamento e a taxa de deformacao para fluidos newtonianos e os

nao-newtonianos que podem ser descritos pelo modelo de lei de poténcia.

Grifico 1 — Tensao de cisalhamento em fun¢do da taxa de deformacao.

du/dt
Gréafico da tensdo de cisalhamento em funcdo da taxa de deformacdo para fluidos newtonianos,
Equacgdo (2.12), e ndo-newtonianos, Equacdo (2.16). Fonte: Elaborado pelo autor.

Em alguns fluidos ndo-newtonianos, a viscosidade aparente € também dependente
do tempo. Esse € o caso dos fluidos tixotropicos, cuja viscosidade aparente diminui com o pas-
sar do tempo, e dos fluidos reopéticos, cuja viscosidade aparente aumenta com o tempo. H4
ainda substincias que, dependendo da tensdo de cisalhamento aplicada, comportam-se como
fluidos ou como sélidos. Esse € o caso dos pldsticos de Bingham, que para tensdes de cisa-
lhamento abaixo de um determinado valor, 7y, comportam-se como sélidos, resistindo a tensao
aplicada. Entretanto, para tensoes maiores que esse valor limite, essas substancias comportam-
se como fluidos. Se a relagdo entre a tensao de cisalhamento e a taxa de deformacao for linear

para T > Ty, entdo a relagdo constitutiva do fluido de Bingham pode ser dada por [3]

d
=1+ (2.18)

dy’
Mais informacdes quanto as propriedades de fluidos ndo-newtonianos podem ser encontradas

nas referéncias [3,4,39].
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2.2 Meios Porosos

Um meio poroso € uma matriz ou estrutura solida que contém espagos vazios, in-
terconectados ou ndo, chamados de poros, onde fluidos estdo alojados [40]. Poros conectados
formam canais por onde os fluidos podem escoar. Os meios porosos podem ser classificados
de diversas maneiras de acordo com diferentes critérios. Trés desses critérios sdo a conectivi-
dade do poros, a estabilidade da estrutura porosa e a distribui¢ao espacial dos poros. Quanto
a conectividade dos poros, o meio pode ser classificado como permedvel, quando permite o
escoamento de um fluido, ou impermedvel, no caso contrario. Com relacio a estabilidade da
estrutura porosa, o meio poroso € consolidado quando a estrutura € rigida o suficiente para man-
ter a configuracio dos poros (como em 0ssos e pedra-pomes, por exemplo) ou ndo-consolidado,
quando a estrutura dos poros pode sofrer alteragdes devido a pressdo (como em esponjas e areia,
por exemplo) [6]. Finalmente, quanto a distribui¢c@o espacial dos poros, 0 meio poroso pode ser
classificado como ordenado ou desordenado, dependendo da forma como os poros estao dis-
tribuidos ao longo do meio poroso.

A simulacdo de escoamentos em meios porosos €, em geral, bastante complexa
devido a geometria do meio poroso e também devido a heterogeneidade presente na composi¢ao
quimica de suas paredes internas [6]. Duas propriedades fundamentais com respeito aos meios
porosos sao a porosidade e a permeabilidade absoluta. Em meios porosos consolidados, essas
caracteristicas dos meios porosos sdo constantes e dependem do tamanho dos poros e de sua

conectividade e distribui¢do espacial.

2.2.1 Porosidade e Permeabilidade

A porosidade é o parametro fisico que mede a fracdo volumétrica dos poros na
matriz porosa, e € definida como a razao entre o volume dos poros (espacgos vazios) € o volume

total do meio poroso,
volume dos poros

o=

Fica claro, portanto, que a porosidade varia entre O e 1, onde ¢ = 0 significa que ndo hé espacos

. 2.19
volume total do meio poroso ( )

vazios, isto €, o material é totalmente macigo, e ¢ = 1 significa que o material é oco.

Usando a Equagdo (2.19), nés podemos definir dois tipos de porosidade dependendo
da conectividade dos poros, a saber, a porosidade absoluta (ou total) e a porosidade efetiva [41].
No primeiro caso, o volume dos poros usado na equagdo acima considera todos os poros no
meio poroso, mesmo aqueles poros isolados na matriz porosa. No segundo caso, o volume dos
poros diz respeito apenas ao conjunto interconectado de poros que efetivamente contribuem
para o escoamento dos fluidos.

Por outro lado, a permeabilidade, k, é o parametro fisico que mostra como 0s poros
estdo conectados. Essa quantidade descreve a habilidade de uma determinada espécie fluida
escoar pelos canais entre os poros e depende somente da geometria do meio poroso, sendo,

por isso, chamada frequentemente de permeabilidade absoluta [40,42]. Usualmente, a per-
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meabilidade € obtida empiricamente através de andlises de amostras de rochas. A obtencdo
analitica da permeabilidade somente € possivel em casos especiais, cOmo em poros com geo-

metria cilindrica.
2.3 Escoamento multifasico

O escoamento multifasico € o escoamento simultaneo de varias fases fluidas. Fase,
neste caso, representa uma espécie homogénea que é claramente identificavel [7], com propri-
edades fisico-quimicas distintas. A fracdo volumétrica que cada fase ocupa no meio poroso,
conhecida como saturacdo [43], € um parametro importante que regula o escoamento da fase.
Outras propriedades fisicas como as viscosidades das fases e as tensdes superficiais entre elas
também influenciam no escoamento multifasico. Além disso, a interface entre as fases podem
apresentar diferentes morfologias de acordo com as propriedades fisicas citadas acima [40,44].

O escoamento de duas fases, escoamento bifasico, ¢ um caso multifasico particular.

2.3.1 Tensdo superficial e Molhabilidade

Na interface entre dois fluidos imisciveis é possivel observar a existéncia de forgas
superficiais que fazem com que a superficie do liquido se comporte como uma espécie de mem-
brana [3]. Essas forgas superficiais atuam tangencialmente na superficie fazendo com que a
interface entre os fluidos esteja em um estado de tensao [45]. Essa tensao surge nos liquidos
como resultado do desequilibrio entre as for¢cas coesivas que atuam nas moléculas proximas a
superficie do fluido [3,46]. Tal desequilibrio se deve ao fato de que as moléculas, que estao
no interior do fluido, interagem com as moléculas vizinhas atraindo-se igualmente, de modo
que a forga resultante que age sobre elas é nula, enquanto que as moléculas situadas proximas
a superficie estdo sujeitas a atragdes moleculares que apontam para o interior do fluido [3]. A
intensidade dessa forca de atragdo por unidade de comprimento ao longo de qualquer linha na
superficie do fluido é chamada de fensdo superficial ou tensdo interfacial [3,45], sendo fre-
quentemente representada por y. Quando a tensao interfacial entre dois fluidos € desprezivel, os
fluidos sdao misciveis [47,48]. Entretanto, alguns estudos mostram a existéncia de uma tensao
superficial transiente entre fluidos misciveis [49-53]. Mais discussdes sobre as origens mole-
culares da tensao superficial podem ser encontradas nas referéncias [54, 55].

A tensdo superficial € a responsadvel por minimizar as dreas das interfaces entre os
fluidos [45,56], razdo pela qual € possivel observar pequenas quantidades de liquido formarem
gotas esféricas e, também, a formacdo de bolhas de gds em um liquido. Por esta razdo, uma
interpretacdo fisica alternativa de tensdo superficial estd relacionada ao trabalho (energia) ne-
cessdario para alterar a drea superficial de um fluido [45,46,56]. Assim, podemos escrever que
o trabalho, dW, necessario para aumentar a superficie de um fluido por uma area infinitesimal,
dA, é

dW = vydA. (2.20)
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Por esse motivo, a tensdo superficial € também chamada de energia de superficie.

Vale destacar que a tensdo superficial € uma propriedade do liquido mas também
depende da temperatura[57] e do outro fluido que esta em contato com o liquido [3]. Quanto a
dependéncia da temperatura, em geral, o valor da tensao superficial decresce com o aumento da
temperatura [3,56].

Uma interface apresenta uma curvatura sempre que existe uma diferenga de pressao
positiva entre as partes interna e externa da superficie [4,45]. Como um exemplo, vamos calcu-
lar a diferenca de press@o na interface de uma gota esférica de um fluido incompressivel. Para
iss0, vamos considerar uma gota, de raio R, formada na extremidade de uma seringa devido ao
deslocamento do émbolo. O €mbolo, ao deslocar-se, realiza um trabalho sobre o liquido dado
por dW = p dV, onde p é a pressao exercida pelo émbolo sobre o liquido e V € o volume da
gota. Entretanto, a gota, a0 aumentar seu volume, também realiza trabalho, dW = p.dV, ao

deslocar o ar a sua volta. Portanto, o trabalho total realizado sobre o fluido € dado por
dW = (p — pext) dV, (2.21)

onde p.,s € a pressdo externa a gota. Por outro lado, o trabalho necessario para formar a su-
perficie de uma gota € dado pela Equacgdo (2.20). Combinando essas duas equacdes, (2.20) e
(2.21), obtemos

dW = ydA = (p — pex) dV. (2.22)

Sabendo que a drea e o volume de uma esfera sdo, respectivamente, A = 4TR?> e V = TR,
q p 3

podemos escrever a Equacao (2.22) como

Yd(4TR?) = (p — pew)d(4TR* /3) (2.23)
Y 8TRAr = (p — pext )ATR?dr (2.24)
2Y=(p— Pext)R. (2.25)

Portanto, a diferenca de pressdao, Ap = p — pex, na interface de uma gota esférica é dada pela
lei de Laplace, também chamada de lei Young-Laplace,

_

A
P= R

(2.26)

Outro efeito decorrente da tensdo superficial € a ascensdo ou depressado capilar [4],
que ocorre em tubos de pequeno didmetro. Esse efeito ocorre devido a uma propriedade cha-
mada de molhabilidade, que é uma caracteristica de aderéncia relativa de dois fluidos a uma
superficie s6lida [7,40], o que significa que a molhabilidade depende tanto dos fluidos envol-
vidos quanto da natureza do material solido. Portanto, quando dois fluidos estdo em contato
entre si e com uma superficie solida, um dos fluidos serd mais aderente do que o outro e, as-
sim, molhard mais o sélido [40]. O fluido mais aderente é chamado de molhante enquanto o

outro, de ndo-molhante. Havendo mais de dois fluidos em contato com um mesmo solido, a
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molhabilidade serd definida para cada par de fluidos [40].

A molhabilidade pode ser quantificada através do chamado dngulo de contato, 0,
como mostrado na Fig. 2. 6 = 0° indica a completa molhabilidade da fase mais densa [58],
0 que significa que essa fase se espalha completamente sobre a superficie. Para 6 = 90°, a
molhabilidade € neutra, significando que ambas as fases molham igualmente a superficie sélida,
enquanto 8 = 180° indica a completa molhabilidade da fase menos densa. Dessa forma, quando
0 < 90°, o fluido mais denso ¢é a fase molhante, e 6 > 90°, a fase ndo-molhante.

A molhabilidade pode ser explicada levando em consideracao os conceitos de forcas
de coesdo e adesdo. No caso de uma fase molhante, a for¢ca de adesdo (atracdo entre moléculas
diferentes) € maior do que a for¢a de coesao (atrac@o entre moléculas do mesmo tipo), fazendo
com que a fase molhe a superficie. J4 na fase ndo-molhante ocorre justamente o contrario, isto
€, a forca de coesdo € superior a forca de adesdo, fazendo com que a fase ndo se espalhe sobre

a superficie.

Figura 2 — Molhabilidade e dngulo de contato.
6 =0° 0 < 90° 0 = 90° 6 >90° 6=180°

N () O

Ilustracdo do fendmeno da molhabilidade por meio do angulo de contato, 8. Para 6 = (0°, vemos a
completa molhabilidade da fase mais densa, enquanto 8 = 90° representa uma molhabilidade neutra
para ambas as fases e 8 = 180° indica que a fase mais densa é completamente ndo-molhante. Fonte:
Elaborado pelo autor.

Uma importante grandeza adimensional que expressa os efeitos da tensdo super-
ficial [7,59] é o ndmero capilar, definido como a razdo entre as forgas viscosas e as forcas
capilares [60,61],

Ca=—, (2.27)

onde u € a viscosidade do fluido, v € a velocidade do fluido. O numero capilar indica, portanto,
a relacdo entre a magnitude das forcas viscosas e as forcas devidas a tensdo superficial ou
interfacial [62].

2.3.2 Pressao Capilar

Considere uma interface curva em equilibrio entre dois fluidos imisciveis, um fluido
molhante e outro nao-molhante, nos canais que ligam os poros do meio poroso [40]. A diferenca
de pressdo na interface entre esses dois fluidos € chamada de pressao capilar, peqp, € pode ser

escrita como

Pcap = Pnm — Pm, (2.28)

onde p,, € a pressdo na interface do lado do fluido ndo-molhante e p,,, € a pressdo no lado do

fluido molhante.
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Considerando que os canais do meio poroso sejam tubos cilindricos de raio r, pode-
mos escrever a pressao capilar na interface entre os fluidos em termos da tensao interfacial, 7,
do angulo de contato, 0, e do raio do tubo capilar através da equacao que também € conhecida

como lei de Young-Laplace [7,40], dada por

2y cosO

Pcap = p . (2.29)

2.3.3 Escoamento em um Tubo Capilar

Em um escoamento laminar e estacionario, através de um tubo cilindrico, o fluido
se divide em camadas cilindricas coaxiais, que se movem com velocidades de diferentes mag-
nitudes, dadas pela equacdo [9]

v(r) = 4AM—‘DL(R2 ), (2.30)

onde Ap € a diferenca de pressdo entre as extremidades do tubo, R € o raio do tubo, r € a
coordenada radial cilindrica e L é o comprimento do tubo. A camada mais externa (r = R), cha-
mada de camada limite, adere a parede do tubo devido a condi¢do de nao-deslizamento e, por
isso, tem velocidade nula, enquanto a camada central (» = 0) tem magnitude maxima, dada por
v(0) = ApR?/(4uL) [9]. A Equacdo (2.30) mostra, entio, que a magnitude da velocidade de
uma dada camada cilindrica do fluido, em um referencial fixo no tubo, € diretamente proporcio-
nal a diferencga de pressao e ao quadrado do raio do tubo e, também, inversamente proporcional
a viscosidade do fluido e ao comprimento do tubo.

De posse da Equacao (2.30), podemos entdo calcular a vazao, Q, desse escoamento,

isto €, o volume de fluido que atravessa uma secao reta do tubo por unidade de tempo,
dO(r) =v(r)-2mrdr. (2.31)

Utilizando a Equacao (2.30), obtemos

_ Ap

=L (R* —r?)-2mrdr. (2.32)

dQ(r)

Integrando a Equacao (2.32), obtemos

_mAp (R

2 2
= 3uL Jo (R —r7)rdr. (2.33)

R
o= [ a0
0
Finalmente, obtemos que o fluxo laminar através de um tubo cilindrico é dado pela equacao de

Hagen-Poiseuille [63,64],
_ nR*
0= S,u_LAp' (2.34)
A Equacdo 2.34 é o resultado de experimentos feitos, independentemente por Poiseuille e Ha-
gen, entre 1938 e 1941 [64] e mostra que a vazdo de um fluido em um tubo cilindrico € di-

retamente proporcional a diferenca de pressdo e inversamente proporcional a viscosidade do
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fluido.

2.3.4 Leide Darcy

Em seus estudos sobre o escoamento de fluidos em meios porosos, o engenheiro
francés Henry Darcy observou, em 1856 [65], que a velocidade da 4dgua, ao passar por um
meio poroso, seguia uma relacdo linear com gradiente de pressdo, ao qual estava submetida a
amostra [40,42]. Depois de varios experimentos, Darcy concluiu que a velocidade de um fluido
escoando em um meio poroso dependia, ndo apenas do gradiente de pressdo, mas também da
permeabilidade do meio e do inverso do coeficiente de viscosidade do fluido, deduzindo a lei

que carrega seu nome, dada por
— k —
v=— (Vp—pd). (2.35)

onde pg é a densidade de forga gravitacional, o primeiro sinal negativo significa que o es-
coamento segue para regides de menor pressdao. A lei de Darcy € valida para meios porosos
macroscopicos, onde a velocidade € definida em uma regido muito maior do que o tamanho dos
poros.

No escoamento simultaneo de duas ou mais fases fluidas em meios porosos, ha
uma espécie de competicdo no escoamento dessas fases. Surge entdo, uma nova definicao de
permeabilidade, a permeabilidade efetiva, k.r, que ndo depende apenas das propriedades do
meio poroso, mas também das propriedades dos fluidos e de suas respectivas saturacdes [66].
A lei de Darcy para um escoamento multifdsico, desprezando o efeito gravitacional, é dada
por [40,43]

v =—Lvp, (2.36)

onde o indice j indica a fase considerada nas medicdes. Vale destacar que a soma das permea-

bilidades efetivas é sempre menor que a permeabilidade absoluta [66].
2.4 Equacoes basicas da dinamica de fluidos

A derivagao das equagdes que governam a dinamica de fluidos € baseada em princi-
pios basicos. Os mais usados sdo a conservacdo da massa e a conservacdo do momento. O
principio da conservacgdo € discutido a seguir em uma formulagdo geral, e logo depois introdu-

zimos as equagdes de Navier-Stokes e de continuidade.

2.4.1 Equacao geral de conservacdo

Para a deducdo de uma equacdo geral de conservacdo, vamos considerar {2 uma
regido fixa do espago, de um dado sistema, através da qual o fluido escoa. A esta regido cha-
maremos de volume de controle. Vamos também considerar dQ, a superficie de controle, isto
€, a superficie que contorna o volume de controle. Um sistema € definido aqui como uma

quantidade fixa e identificavel de massa ou matéria [3,4].
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Seja N uma propriedade extensiva arbitréaria do sistema com quantidades associadas
com o volume de controle [4]. A conservacao da propriedade N implica que sua taxa de variagdao

temporal no sistema € nula, isto €,

dN d
i 7,0)dT =0, 2.37

dt dt /sistema n ( ) ( )
onde 1 (7,¢) é uma propriedade intensiva, em func¢éo da posi¢ao 7 e do tempo ¢, que corresponde
a N por unidade de volume e d7 € um elemento infinitesimal de volume. Entretanto, utilizando
o teorema de transporte de Reynolds, Equac¢do (E.10), a taxa de variacdao da propriedade N do

sistema pode ser escrita em termos do volume de controle [3], na forma
dN 0 5
av_ / 2 n(#dT+ / n(70)(@ -dA) + / s(F,1)d, (2.38)
dt Q dt 00 Q

onde i é velocidade de escoamento do fluido medida com relagdo ao volume de controle, dA
¢ o elemento infinitesimal de drea direcionado para fora da superficie e s(7,¢) € a taxa de
criagdo ou consumo de N por unidade de volume dentro do volume de controle. Combinando
as Equacdes (2.37) e (2.38) obtemos entdao uma lei de conservacdo geral na forma integral, dada

por

/ 8—ndr+/ n (ﬁ-dA')+/ sdT =0, (2.39)
Q ot oQ Q
ou, 3
n - — _)c A —_
T dt = /& S0 (ii -dA) /Q sdt, (2.40)

o que significa que a taxa de variacdo temporal de N dentro do volume de controle € igual ao
fluxo de N que atravessa a superficie de controle mais a quantidade criada ou consumida por
fontes ou sumidouros dentro do volume de controle.

Utilizando o teorema da divergéncia no segundo termo do lado esquerdo da Equacado

(2.39) e escrevendo os trés termos sob o0 mesmo sinal de integral, obtemos

/ {‘9_’7+v. (nﬁ)-l—s} it =0, (2.41)
Q| dt

de onde obtemos entdo uma lei de conservagdo geral na forma diferencial,

M- (i) +5=0. (242)

2.4.2 Conservacdo da massa

De acordo com o principio da conservagdo da massa, quando a massa, m, de um sis-
tema permanece constante a taxa de variagdo temporal de massa do sistema € nula, e, portanto,

podemos escrever

dm d
dm _ 4 7,1)dT =0, 2.43
dt dt /sz‘stemap( ) ( )
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onde p(7,1) é a massa especifica em fungdo da posi¢ao 7 e do tempo 7.

Seguindo o mesmo procedimento utilizado na Subse¢do 2.4.1 com a Equacao (2.43),
ou simplesmente aplicando a Equacgao (2.42), com 11 = p e s = 0 (sem fontes ou sumidouros do
massa), obtemos a lei de conservacao de massa na forma diferencial, também conhecida como

equacdo da continuidade, dada por

%—€+V-(pﬁ) = 0. (2.44)

Para o caso em que densidade do sistema é constante no tempo, isto é, dp/dt =0,

a equacdo da continuidade se reduz entdo para
V-i=0. (2.45)

2.4.3 Conservacdo do momento linear

A segunda lei Newton para sistemas movendo-se em relagdo a um referencial iner-

cial, estabelece que .
F=Y Fo= ‘jl—P, (2.46)

t
isto é, que a forca resultante F, que € dada pela soma das forcas externas Foy que atuam no
sistema, € igual a taxa de variacdo da quantidade de movimento ou momento P do sistema [3,4].

Por sua vez, o momento linear de um sistema continuo pode ser escrito como

P= / i p(7,1) dr. (2.47)
sistema

Utilizando o teorema de transporte de Reynolds, Equacdo (E.10), e a equagdo acima podemos

reescrever a segunda lei de Newton para um sistema, Equagao (2.46), na seguinte forma

ﬁ:/iﬁpdm/ ip (it -dA). (2.48)
Q ot 29

Portanto, a forca resultante sobre um sistema, ou a taxa de variacdo do momento linear, corres-
ponde a taxa de variacdo do momento linear dentro do volume de controle mais o fluxo liquido
de momento através da superficie de controle [3].

Queremos entdo calcular a forca que atua sobre uma particula fluida, ou seja, um
elemento de volume infinitesimal. Para isso, vamos primeiramente calcular a acelera¢do de uma
particula. Uma vez que ii(7(¢),¢) é um campo vetorial que descreve a velocidade do escoamento
inteiro e ndo apenas o movimento individual de uma particula [4], a aceleracdo de uma particula
serd dada, de acordo com a regra da cadeia, Equagao (E.3), por

d dii . du . Jdi,  Ji

d= Ji(F1) =5 d+ =79+ -2t o

dt dx  dy (2.49)

onde 7(t) = x(¢)£ + y(t)§ + z(¢)Z é a posi¢do no tempo ¢, em coordenadas cartesianas, dentro
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do volume de controle e X representa a derivada temporal da varidvel indicada. De forma mais

compacta, podemos escrever a aceleracdo de uma particula fluida como

Dii dii

— e — . V — e .
a=4 (i - V)i + 3 (2.50)
onde o operador
D d
Z —(i1-V)+ — 2.51

¢ chamado de derivada material, uma vez que essa derivada é calculada para uma particula de
matéria fluida [4]. O primeiro termo do lado direito da Equacgdo (2.51) é chamado de derivada
convectiva e o segundo termo € chamado de derivada local.

Utilizando o conceito de derivada material e a segunda lei de Newton, Equacao (2.46),

obtemos que a forca resultante que atua sobre uma particula fluida é dada por

DP 0P -

F=—r==-+(@-v)P. (2.52)

Uma vez que a quantidade de movimento, P, é dada pela Equacdo (2.47), obtemos que

. Di Jii
Fam— = /{ P +p(@-V) ]dr, (2.53)

onde m = [, pdT é a massa do sistema.
A forga resultante sobre o fluido pode ser escrita em termos das forcas de superficie

17"5 e de campo FB, como
ﬁ:ﬁ5+ﬁB:/V-Tdr+/pfdr, (2.54)
Q Q
onde f € a forca de campo por unidade de massa e T é um tensor de tensdes dado por

Oxx Txy Txg
T=1|17. o6, 7|, (2.55)
Tz Tzy Oz

onde o;; representa as tensdes normais € 7;;, as tensdes de cisalhamento. Combinando as

Equagdes (2.53) e (2.54), temos que

/ { —+p(ii-V) }dfz/g[V-TﬂLPﬂ dr, (2.56)

de onde obtemos uma equacao geral de movimento, dada por

—

il o
pat+p( V)i=V -T+pf. (2.57)

Utilizando a definicao de derivada material, Equacdo (2.51), podemos reescrever a Equagao (2.57)
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como i 1
u sl
— ==V -T+f, 2.58
D p +f (2.58)
que € conhecida como equacdo do momento de Cauchy [67].
Um outro caminho para se obter a equacdo geral do momento, dada por (2.57), € a
partir do uso da equagdo geral de conservagdo, Equacdo (2.42), aplicada ao momento. Fazendo

n = pi, que é o fluxo de massa ou densidade de momento, obtemos

d
E(pﬁ)JrV (pu®iu)+s=0, (2.59)
onde o termo i ® # € um produto tensorial (veja a definicdo na Equagdo (E.1)). Usando a

formula da divergéncia para um produto tensorial, Equacao (E.7), obtemos

d
E(pﬁ)Jr(V -pi)ii+ pii- (Vi) = —s. (2.60)
Utilizando a regra do produto, Equagdo (E.2) no primeiro termo do lado esquerdo da equacao

anterior, obtemos

d di
7P 4 o2 (v - pid)ii+ pii - (Vid) = —s. 2.61)
ot ot
que podemos reescrever como
d di
(a—f+v -pﬁ) u+p (a—?ﬂﬁ-V)ﬁ) = —s. (2.62)
Utilizando a equacao de continuidade, Equacdo (2.44), obtemos
a—»\
p8—?+p(ﬁ V)i = —s, (2.63)

e usando a definicdo de derivada material, Equacdo (2.51), temos que

dii Di

ol Vii=—s=p— 2.64
po, P Vyi=—s=p_, (2.64)

Considerando as Equacdes (2.54) e (2.56), recuperamos a equa¢do do momento, dada por

—

p8—?+p(ﬁ-V)z‘i:V-T+pf. (2.65)

Essa equacdo de momento, derivada da conservacdo do momento linear, € conhecida como
equacao de Navier-Stokes. Observe que podemos também obter, diretamente a partir da Equagao

(2.59), uma forma equivalente da equacdo do momento, dada por

d(pii)
ot

+V - (pi®id) =V -T+pf. (2.66)

A partir da defini¢ao de derivada material e tendo em vista a segunda lei de Newton,

Equacdo (2.46), vemos que o lado esquerdo da Equacao (2.65) representa a forca resultante por
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unidade de volume que atua sobre o fluido e o lado direito da equagdo representa a soma de

todas forcas (forcas de superficie e de campo) por unidade de volume que atuam sobre o fluido.

2.4.4 Formas simplificadas da equacdo de Navier-Stokes

Como vimos acima, o comportamento dos fluidos pode ser descrito pelas equagdes
de Navier-Stokes, que consistem em um conjunto de equacdes diferenciais parciais ndo-lineares
que se baseiam na lei de conservacao do momento linear. A partir dessas equagdes, podemos
determinar os campos de velocidade e de pressdo em um escoamento. Na pratica, porém, de-
vido a alta complexidade matemadtica presente nessas equacdes, apenas casos mais simples
podem ser resolvidos analiticamente [1]. Além disso, as condi¢des iniciais e as condi¢des de
contorno fazem com que as solucdes, para a maioria das situacdes reais, sejam dificeis ou até
mesmo impossiveis de se obter. No entanto, as equagdes de Navier-Stokes podem ser simplifi-
cadas de modo significativo dependendo das propriedades dos fluidos envolvidos e do tipo de
escoamento, possibilitando assim uma solu¢ao numérica [6]. Vale ressaltar que as equagdes
de Navier-Stokes sdo largamente utilizadas em diversas areas para resolver os mais variados
problemas, inclusive, sdo usadas, no estudo do clima e para modelar as correntes oceanicas,
o fluxo de ar em torno de aerofélios de automoveis e de avides, a propagaciao de fumaga em
incéndios e em chaminés industriais, além disso, sdo utilizadas nos estudos do fluxo sanguineo,
no projeto de usinas hidrelétricas, na andlise dos efeitos das polui¢des hidrica e atmosférica,
entre outros [1].

Faremos agora uma breve dedugdo das equagcdes de Navier-Stokes, aplicando a
equacgdo geral do movimento, Equacdo (2.65), a um fluido newtoniano. Para fluidos newto-

nianos, as tensoes de cisalhamento, em notag¢do indicial, sdo dadas por [3,4]

du; Jdu
Tij = Tji = ( 3xj + Qx;) (2.67)
e as tensdes normais sao dadas por [4]
d
Gi=—p+A(V - id)+2u a“’ (2.68)

onde x; representam as coordenadas x, y e z, p € a pressdo termodinamica local, e o coefici-
ente A € a viscosidade volumétrica que esta relacionado a variagdo de volume devido ao efeito

viscoso [68] e que, de acordo com a hipotese de Stokes, é dado por [4, 68]

A= —%u- (2.69)

Note que a Equacdo (2.67) € uma generalizacdo da Equagao (2.12). Utilizando as Equacgdes (2.67)

e (2.68), podemos escrever os elementos do tensor T, Equagao (2.55), como

du; Ju
Tj=[-p+A(V )]6,,+u< a”’+ ab;) (2.70)
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onde §; j € o delta de Kronecker, dado por

1 L
5y=4 0 T 2.71)
0, se i#]
Ou ainda, de forma mais compacta,
T=[-p+A(V-d)]I+u(Vi+ (Vi)), (2.72)

onde I € a matriz identidade e sobrescrito ¢ indica a transposta da matriz. Aplicando a di-

vergéncia ao tensor T, dado pela Equacdo (2.72), obtemos
V.-T=-Vp+V[AV-id)]+V-[uVi+ (Vi) (2.73)

Finalmente, substituindo a expressao (2.73) na equagao geral de movimento, Equagdo

(2.65), obtemos a equacao de Navier-Stokes para fluidos newtonianos,

—

i . . R . . -
P +p@U-V)i=—-Vp+V[AV - )]+ V- [u(Vi+ (Vi))]+pf. (2.74)
Utilizando algumas identidades do calculo vetorial, Equacdes (E.8) e (E.9), podemos reescrever

os dois dltimos termos da Equacgao (2.73) como

VAV - i) = AV(V - i) + (V-#) VA, (2.75)

V- [u(Vi+ (Va))] = uV-(Vi+ (Vi)')+ (Vi+ (Vi)' -Vu (2.76)
uV2i+uvV(V i)+ (Vi+ (Vid)') -vp. '
Substituindo as expressoes (2.75) e (2.76) na Equacdo (2.74) obtemos uma outra forma das

equacoes de Navier-Stokes, dada por

dii

P +p(it - V)it = =V p+uV2i+ (A4 p)V(V-id) + (V-@)VA + (Vii+ (Vid)) -Vu+pf.

2.77)
As equagdes de Navier-Stokes podem ser simplificadas para casos particulares. Va-
mos considerar, inicialmente, o caso de um fluido newtoniano com viscosidade (i e A) cons-

tante. Neste caso, a Equacdo (2.77) se torna

—

dii . . . . -
p§+p(u V)i = -Vp+uV3ii+A+p)V(V-i)+pf. (2.78)
Em particular, o segundo e o terceiro termos do lado direito da Equagdo (2.78) expressam a
contribuicdo das forgas viscosas para o escoamento, onde o segundo termo, 11 V2ii, é conhecido
como termo difusivo.

Para um fluido incompressivel, isto €, um fluido com densidade constante, as equagdes
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de Navier-Stokes, dadas pela Equacgao (2.78), sdo simplificadas para

—

d S
pa—l: 4 p(it -V)ii= —Vp+uViitpF, (2.79)

por causa da equagdo da continuidade (V- = 0), Equacdo (2.44). Para o caso de escoamento
sem atrito, isto é, com viscosidade nula (1 = 0), e fazendo f =g, a Equacdo (2.79) se reduz a

o
P, +p(ii -V)ii=pg—Vp, (2.80)

que € conhecida como equagdo de Euler [4].

2.4.4.1 Escoamento multifdsico

A extensdao do modelo monofasico das equacdes de Navier-Stokes (visto acima)
para contemplar o escoamento de duas fases pode ser feita através da adi¢do de um termo
fonte chamado de forca de superficie singular para representar os efeitos da tensao superficial
entre os fluidos [69]. Portanto, para fluidos incompressiveis, levando em consideracdo a tensao

superficial, as equacoes de Navier-Stokes, Equacao (2.74), se tornam

—

i

pa; +PE-V)i=—Vp+V-[u (Vii+ (V@))]+pf+E, (2.81)

onde F; é a forca de superficie singular, dada por [69,70]
R0 = [ 8086 (3)ds, (2.82)
r

onde a funcao fs ¢ a densidade de forga de superficie, 6 (x) € a fungdo delta de Dirac, usada aqui
por conta da sua propriedade de filtragem, Equacdes (E.12) e (E.13), I' corresponde a interface
entre as fases, i7-(§) é uma parametrizagdo da interface e dS é o elemento de 4rea da interface.

A densidade de forca de superficie pode ser escrita como [69, 71]
fs = yKii+ V7, (2.83)

onde Y € o coeficiente de tensdo superficial, k é a curvatura local da interface, 7i € o vetor normal

a interface, e V € o operador gradiente de superficie, dado por
Vy=(1-7A®Hn)-V. (2.84)

O primeiro termo do lado direito da Equacgdo (2.83) € a for¢a capilar e o segundo termo corres-
ponde as forcas de Marangoni, que s@o forgas tangenciais que atuam na interface, produzindo
fluxo em um fluido estatico [72].

Ao considerar um modelo multifdsico das equacdes de Navier-Stokes, € possivel
utilizar apenas um conjunto dessas equagdes para representar o escoamento de toda a mistura.

Nesse caso, € necessario utilizar modelos para representar as propriedades efetivas da mistura,
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como a densidade e a viscosidade. Esses modelos utilizam desde uma média ponderada das pro-
priedades das fases até relacdes mais complexas, baseadas em resultados experimentais. Para
mais detalhes sobre modelos usados para representar as propriedades efetivas no escoamento

multifasico, consulte as referéncias [73-78].
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3 CORRELACOES E SIMETRIA DE REVERSAO TEMPORAIS

A descri¢do dos comportamentos macroscopicos de um sistema em termos de suas
propriedades microscopicas €, por vezes, uma tarefa ndo trivial. As teorias e modelos da
mecanica estatistica, por exemplo, procuram atingir esse objetivo com base nas interagdes mi-
croscopicas entre as infinidades de particulas que o compdem. As propriedades macroscopicas
caracterizam o que chamamos de macroestado do sistema. Cada macroestado estd associado
a um enorme conjunto de microestados possiveis, que sdo as diferentes configuragdes mi-
croscopicas que o sistema pode assumir. Para facilitar a descri¢do do estado completo de um
sistema dinamico, através do conjunto de suas varidveis, € interessante introduzir o conceito
de espaco de fase. O espaco de fase € um espaco multidimensional que consiste em todas as
combinacdes possiveis dessas varidveis. Cada ponto no espaco de fase representa um tnico
estado microscépico do sistema. Assim, podemos representar no espacgo de fase todos os esta-
dos microscOpicos compativeis com as condi¢des macroscopicas de um sistema (como energia,
volume, pressdo, nimero de particulas, etc.) [79].

Neste capitulo, vamos introduzir alguns conceitos uteis, assim como apresentar for-
mas de estudar séries temporais, para verificar se existe correlacao entre as flutuacdes de dife-

rentes parametros fisicos.
3.1 Ergodicidade

Um conjunto estatistico ou ensemble, conceito introduzido por Gibbs em 1902 [80],
¢ um conjunto de multiplas copias idénticas de um sistema fisico, em que cada cdpia, embora
esteja no mesmo macroestado, representa um diferente estado microscopico possivel do sis-
tema. Cada microestado representa uma configuracao tnica do sistema no espago de fase. A
ideia por trds do ensemble € que, ao observar varias copias do sistema em estados diferentes,
podemos obter informagdes estatisticas sobre 0 comportamento médio do sistema.

Considere uma grandeza fisica observavel A que depende do tempo e das varidveis
que configuram o estado do sistema. A média de A sobre o ensemble, isto €, sobre todas as
realizagdes possiveis do sistema, pode ser obtida por meio de uma média sobre o espaco de fase

do sistema, dada por [79]
(A) = JA(g,p,1)p (g, p,1)dgdp
J'p(q.p.t)dgdp
onde g e p representam as coordenadas generalizadas de posicdo e de momento do sistema,

3.1

respectivamente, e p(q, p) é a densidade de probabilidade no espaco de fase do sistema. A den-
sidade do espago de fase é uma funcao que associa um peso probabilistico para cada ponto do
espaco de fase, e representa a densidade de probabilidade do macroestado chegar aquele ponto
do espago de fase [81]. O termo p(q, p,t)dqdp corresponde ao nimero de pontos representa-

tivos que estdo contidos no elemento de volume dgdp, centrado no ponto (p,q), em um dado
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instante de tempo ¢ [79].

No equilibrio, isto €, em uma situacdo estaciondria, o teorema de Liouville garante
que p € uma constante em relacdo ao tempo. Nesse caso, a fun¢cdo densidade depende apenas
das coordenadas generalizadas, isto é, p = p(q, p), e, portanto, ndo depende explicitamente do

tempo [79]. Além disso, se a densidade de probabilidade for normalizada, isto €, se

/P(q,p)dqdp =1, (3.2)

entdo a média de A sobre o ensemble, dada pela Equacgao (3.1), pode ser escrita como [82]

(A) = / A(q,p)p(q,p)dqdp. (3.3)

Por outro lado, a média temporal do observavel A pode ser calculada como

o T

1
A= lim o | Alq(0), p(t))dt, 3.4)

onde T é o tempo total de integracdo e ¢(¢) e p(t) representam, respectivamente, as coordenadas
generalizadas de posi¢do e de momento do sistema no tempo ¢.
Um sistema € considerado ergddico se, ao longo do tempo, as médias temporais de

suas variaveis se igualam as médias calculadas sobre o conjunto estatistico, ou seja,

T

1
lim — [ A(t)dt = / A(q,p)p(q,p)dqdp, (3.5)
T—eo T Jo

ou,

A= (A). (3.6)

Assim, de acordo com a hipdtese ergddica, uma média sobre um conjunto com apenas algumas
particulas, mas em longos intervalos de tempo, pode entdo substituir uma média sobre mui-
tas particulas [79, 83]. Além disso, o fato de um sistema ser ergddico significa que qualquer
configuracdo possivel do sistema pode ser alcancada a partir de qualquer outra configuracdo
possivel [83]. Ou seja, um sistema ergdédico pode alcangar, ao longo do tempo, todas as regides
do espaco de fase consistentes com suas restricoes de energia e outras grandezas conservadas.
A ergodicidade, portanto, ¢ uma propriedade que permite que os resultados de médias tem-
porais sejam generalizados para médias instantaneas no ensemble e vice-versa, simplificando
significativamente a anélise estatistica de sistemas complexos. Para mais informagdes sobre a

hipdtese ergodica, sua validade e sua prova matematica, consulte as referéncias [84—86].
3.2 Funcoes de correlacao temporal

As correlagdes medem o grau em que dois atributos de um sistema variam jun-

tos [87]. Considere A e B como duas varidveis observaveis de um sistema fisico dindmico. A
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flutuagiio de A em torno de seu valor médio A é dada por
AA(t) = A(t) — A, (3.7)

e a flutuacdo de B € definida de modo andlogo. A média do conjunto do par de flutuacdes
(AAAB) indica como AA e AB estdo correlacionados dentro do conjunto e indica o quanto se
espera que o valor de AA corresponda ao de AB, para um estado de flutuacao selecionado alea-
toriamente [87].

De forma mais geral, a correlacdo observada entre essas duas varidveis, em instantes

de tempo diferentes, é dada por
Cap(7) = (AA(70)AB(7 + 7)), (3.8)

onde 7 representa o atraso ou deslocamento em relacdo as observacdes das flutuagdes. A fungdo
Cap(7), chamada de funcdo de Kubo ou fungéo de relaxagéo [82], € a correlagdo temporal entre
as flutuacdes de A no instante 7y e as flutuacdes de B no instante 7o+ 7. A correlagdo inicial

entre essas varidveis no instante de tempo 7y € definida pela média
Cap(0) = (AA(10)AB(1y)), (3.9)

e quantifica o grau em que essas flutuagdes sdo correlacionadas para observagdes instantdneas

do sistema. A correlacdo temporal, dada pela Equagao (3.8), pode ser reescrita como

CAB(T):%/OTT [M(t)]c[fg;t+r)]dt, (3.10)

onde os valores médios, e as variancias 04 € Op, sdo todos calculados sobre a janela de tempo
[0,T — 7], compartilhada por ambas as flutuagdes.

A funcao definida na Equagao (3.8) € comumente chamada de funcao de correlacao
cruzada e mede quao préximos dois observaveis distintos estdo relacionados entre si no mesmo
instante de tempo ou em momentos diferentes. Além disso, a correlacio cruzada mede o quanto
um processo pode ser previsto com base nas observagdes do outro, mas, uma vez que nao se
conhece qual flutuacdo seria a causa e qual seria o efeito, essa previsibilidade pode se referir a
tempos anteriores ou posteriores [88].

Quando se deseja calcular a correlagdo temporal de uma varidvel consigo mesma,
a fun¢do de correlagdo cruzada € substituida pela fungo de autocorrelagdo, dada por Caa(7) =
(AA(T9)AA(T9+ 7)). De modo andlogo, a funcdo de autocorrelagdo é uma medida de quanto
um observdvel, em um determinado instante de tempo, estd relacionado consigo mesmo em
outro instante de tempo. A autocorrelacio mede o grau de semelhanga da série de flutuacdes
consigo mesma com o passar do tempo e pode ser visto como uma medida da previsibilidade
de um processo com base em dados passados [88]. A previsdao de um processo em um tempo

no futuro sera boa, se o valor da funcdo de correlagdo no atraso 7 for grande, pois uma vez
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que a fungdo de correlacdo se torna pequena, a semelhanga da série temporal com sua histéria

anterior desaparece e as flutuacdes tornam-se imprevisiveis [88].
3.3 Simetria de reversao temporal

Em 1931, Onsager estabeleceu suas famosas relacdes reciprocas [89, 90] que es-
tabelecem conexoes entre os coeficientes presentes nas leis fenomenoldgicas lineares e que
descrevem os processos irreversiveis [91]. Essas relacdes conectam a termodinamica, a teo-
ria de transporte € a mecanica estatistica, e além de mostrar a importancia das correlacdes das
flutuacdes na andlise de sistemas préximos ao equilibrio, também apresentam varias proprieda-
des elementares das correlacdes no equilibrio [87].

Em um sistema em equilibrio, as correlacdes temporais t€ém propriedades de sime-
tria que conduzem a relagdes reciprocas. Essas propriedades surgem do principio da reversi-
bilidade microscépica, que, de acordo com Onsager, significa que os processos moleculares
ocorrem com igual probabilidade nas dire¢cdes direta e reversa em relacao ao tempo [87]. Esse

principio pode ser expresso, em termos de correlagdes temporais, como
(AA(T9)AB(To+ 7)) = (AA(T0)AB(T0 — 7)), (3.11)

0 que significa que a expectativa de que um evento na quantidade AA, observado no tempo
To, seja seguido por um evento na quantidade AB, em 7o+ 7, € a mesma expectativa de que o
evento em AB ocorra no tempo Ty — T, isto €, antes do evento em AA. A propriedade descrita
pela Equacdo (3.11), também é chamada de simetria de reversdo temporal [87].

Como o equilibrio é uma condicao estaciondria, as correlacOes temporais sdo in-

sensiveis a mudancas de 7y na Equagao (3.8). Assim, substituindo de 7y por 7o — T, obtemos
Cap(7) = (AA(19)AB(10+ 7)) = (AA(T9 — T)AB(10)), (3.12)

que é conhecido como o principio da invariancia translacional no tempo [87]. Aplicando o

principio da simetria de reversao de tempo na Equacdo (3.12), obtemos
(AA(19)AB(19+ 7)) = (AA(T0+ T)AB(10)), (3.13)

ou seja,
Cap(T) = Cpa(1). (3.14)

As Equacoes (3.13) e (3.14) expressam, portanto, o principio da reversibilidade microscopica,
que implica que a probabilidade de observar, em média, que uma flutuagdo AA, no tempo 7o,
seja seguido por outra flutuacdo AB apds um intervalo de tempo 7o + 7, € igual a probabilidade
de observar a situacdo inversa [83]. Portanto, um processo dinamico € considerado reversivel
no tempo se as fungdes de correlagdo cruzada forem simétricas.

E interessante destacar que a propriedade de invariancia de reversao temporal ex-
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pressa o fato de que as equacdes mecanicas do movimento de particulas sdo simétricas em
relacdo ao tempo, o que implica que se todas as velocidades fossem invertidas, as particulas
iriam refazer suas trajetorias passadas [91]. Outro fato interessante € que, de acordo com
a hipotese de regressdo de Onsager, as flutuacdes, que descrevem os estados microscopicos,
evoluem de acordo com as leis que regem as variacdoes macroscopicas [87]. Além disso, essa
hipdtese afirma que para pequenos desvios do equilibrio, o relaxamento em dire¢do ao equilibrio
¢ governado pelas mesmas leis que regulam as flutuagdes no equilibrio [82]. Portanto, a hipdtese
de regressao de Onsager é uma importante contribui¢io para a teoria de transporte em sistemas
proximos ao equilibrio termodinamico.

As correlagdes temporais ou funcdes de Kubo sdo consideradas objetos basicos
da mecanica estatistica fora do equilibrio, pois permitem calcular primeiro as suscetibilidades
dinamicas que estao relacionadas as derivadas temporais das fungdes de Kubo e descrevem a
resposta do sistema a uma perturbacdo externa dependente do tempo, e segundo, os coeficien-
tes de transporte, que podem ser expressos em termos de integrais no tempo das fungdes de
Kubo [82]. As equagdes que expressam os coeficientes de transporte em termos de integrais das

correlagdes temporais sao conhecidas como relacoes de Green-Kubo [92-96].



44

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

A fim de entender melhor como o comportamento microscopico do fluxo de duas
fases afeta as propriedades macroscdpicas do escoamento, simulamos os campos de velocidade

de dois fluidos imisciveis escoando em um meio poroso bidimensional.
4.1 Modelo matematico

A geometria dos poros do nosso sistema consiste em um meio poroso bidimensio-
nal do tipo “Queijo Suico” [97-99], conforme estd apresentado na Fig. 3, feito de obstaculos
circulares que podem se sobrepor uns aos outros. Mais especificamente, o dominio poroso é
composto por uma caixa quadrada de 50 mm x 50 mm e preenchido aleatoriamente com dis-
cos de 1 mm de diametro até que uma porosidade desejada ¢ seja alcancada. Para todas as
simulacdes realizadas aqui, nds utilizamos ¢ = 0,8. Condi¢des de contorno periddicas sao
aplicadas em ambas as direcdes a fim de evitar efeitos de tamanho finito. O espago poroso é
preenchido com dois fluidos newtonianos imisciveis e incompressiveis com uma tensao super-
ficial atuando na interface entre eles, dado por y. A Fig. 4 mostra a condicao inicial do sistema,
onde a fracdo do volume preenchido pela fase de baixa viscosidade (representada na cor azul) é
definida como §1 = 0,2. A fase de alta viscosidade (representada na cor vermelha) preenche o

restante do volume, S, = 1 —5; = 0,8. Um gradiente de pressao global e constante, V p, € entdo

Figura 3 — O meio poroso bidimensional utilizado nas simulacdes e a malha de discretizagao.

T T
1T I

:::E
:

(a) Vis@o completa do meio poroso utilizado nas (b) Visdao ampliada do meio poroso, exibindo
simulacdes. detalhes da malha de discretizacao.

O meio poroso utilizado nas simula¢des consiste em uma caixa quadrada de 50 mm x 50 mm preen-
chida aleatoriamente com discos de 1 mm de didmetro, e possui uma porosidade ¢ = 0,8. A malha de
discretizacdo € composta por uma rede de quadrilateros. Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 4 — Configuracdo inicial do sistema para o escoamento de duas fases newtonianas.

(a) Configuragdo inicial do sistema.

(b) Visdo ampliada da regido préxima a
interface.

A fracdo do volume ocupado pela fase 1 € S; = 0,20. A fase 1, com baixa viscosidade (¢ = 0,1 Pa -s),
esta representada na cor azul claro, a fase 2, com alta viscosidade (u, = 1,0 Pa -s), esta representada na
cor vermelha e a interface entre os fluidos, na cor amarela. A barra de cores indica a fracdo de volume
ocupada pela fase 1. Devido a conservacio da massa, a relacdo S; + 5, = 1 € verdade em todos os grids
numéricos. Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.

aplicado na direcao horizontal (dire¢ao X) ocasionando o fluxo.

A solu¢do numérica das equacdes de Navier-Stokes requer a discretiza¢ao do espago
poroso onde o escoamento acontece [6]. Os trés métodos classicos de discretizagdo para a
solu¢do numérica de problemas que sao descritos por equagdes diferenciais parciais [100] sdo:
o método das diferencas finitas [101]; o método de elementos finitos [102]; e o método dos
volumes finitos [103]. A geometria do nosso sistema foi discretizada utilizando uma rede
de quadrilateros, uma vez que o célculo dos efeitos da tensdo superficial sdo mais precisos
em malhas quadrilaterais e hexaédricas [2]. As Figs. 3b e 4b mostram uma por¢do da ma-
lha de discretizacdo utilizada. O método de volumes finitos respeita os principios fisicos de
conservacao e aproveitam ao miximo as malhas arbitrdrias para aproximar geometrias comple-
xas [104]. O escoamento das duas fases através do espaco poroso € resolvido numericamente
por um formalismo de volume de fluido (VoF) [105-107], que é uma adaptacdo das equacdes
de Navier-Stokes para fluxo multifasico. O método VoF € utilizado na maioria dos softwares
de Fluidodinamica Computacional e € um dos métodos mais populares [108] de captura ou ras-
treamento da interface entre os fluidos, sendo amplamente empregado em diversos estudos de
fluidodinamica. Este formalismo resolve um tnico conjunto de equacdes de momento, rastre-
ando a fracao de volume de cada fluido em todo o dominio [2]. Essa técnica numérica de volume

de fluido foi validada em varios estudos através de inimeras aplicacOes distintas [109-117].
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Em particular, a tensao superficial e o angulo de contato no modelo do esquema VoF do Flu-
ent foram aplicados com sucesso para descrever quantitativamente a dindmica de pincamento de
goticulas em um dispositivo de emulsificacao de etapa microfluidica [118]. Todas as simulacdes
do escoamento bifésico foram realizadas utilizando-se o software ANSYS Fluent™ [2] que im-
plementa em sua solu¢cdo numérica tanto o o método de volumes finitos quanto modelo VoF para
escoamentos multifasicos. E interessante destacar que os estudos numéricos permitem explorar
o espaco de fase dos parametros sem restri¢oes fisicas, o que fornece uma visao geral melhor
do espaco de fase em comparagdo com as restri¢cdes de experimentos com fluidos reais.

No formalismo de volume de fluido, as equacdes de Navier-Stokes e de continui-
dade, que descrevem as conservagdes do momento linear e da massa do fluido total, respectiva-
mente, sdo dadas por [2,119]:

—

0
pa—? +pV-(i®id) = —Vp+V-[u (Vﬁ+(Vﬁ)’)]+yKVs,
Vi = 0, 4.1)

onde p, U, p e i sdo a densidade, a viscosidade, a pressao e a velocidade do fluido, respectiva-
mente. O termo ¥ ® i é um produto tensorial, e s(X) é a func¢do da fragdo do volume ocupado
pela fase 1 em um dado volume de controle. Devido a conservacdo de massa, a funcio da
fracao do volume da fase 2 é dada por 1 — s(X). Uma vez que o conjunto de equagdes descrito
na Equacdo (4.1) descreve o movimento de ambas as fases, p e i ndo sao constantes, mas cam-
pos escalares que dependem da fung@o s(X). Mais especificamente, uma regra de mistura linear
dada por [2,74]

1(X) = pis(X) + p2[1 = s(x)], (4.2)

€ usado para definir uma viscosidade efetiva local da mistura, onde as constantes | € U, repre-
sentam as viscosidades das fases 1 e 2, respectivamente. A mesma regra de mistura pode ser

aplicada para a densidade, no caso de fases com densidades diferentes, p; € p»,

p(X) = pi5(x) + p2[1 —s(x)], (4.3)

O termo yxVs na Equacdo (4.1) descreve a forca de tensdo interfacial e € proporcional ao
gradiente de s(X) normal a interface. Este termo surge como um termo fonte na equagio do
momento em virtude da adicdo da tensdo superficial ao cédlculo do VoF, sendo este modelo
de tensdo superficial conhecido como modelo de forca superficial continua [2,120]. Aqui, a
variavel Kk = V-7 é a curvatura local da interface. As forcas de tensdo interfacial desaparecem
em regides longes da interface, onde s(X) é constante, porque Vs se anula. Como condi¢des
de contorno nas paredes sélidas, limitamos nosso estudo utilizando uma molhabilidade neutra
(angulo de contato 6 = 90°) e uma condi¢do de ndo deslizamento. A fung¢@o de fragio s(X) tem

uma interface nitida na fronteira entre as duas fases e é transportada pelo fluxo via

ds
Fr +u-Vs =0. 4.4)
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No nosso trabalho, nés mantemos as densidades dos dois fluidos iguais, p; = pr =
1,0 kg/m3, para evitar perturbagdes por efeitos inerciais. Além disso, definimos a viscosi-
dade mais alta como t; = 1,0 Pa-s, mas estudamos escoamentos com duas razdes viscosidade
M = /1y, asaber M = 1 e M = 10. Durante as simulagdes, o passo de tempo de integracio, é
mantido fixo e pequeno o suficiente para evitar altos nimeros de Courant [121,122], geralmente
dt ~ 10~*s. Salvo indicagio em contrério, nossa mistura de fluidos consiste em 20% da fase 1
(azul, fase de baixa viscosidade) e 80% da fase 2 (vermelha, fase de alta viscosidade). Inicial-
mente, os dois fluidos sdo colocados no dominio do fluido com a interface vertical, conforme
mostrado na Fig. 4, perpendicular ao gradiente de pressao. Entretanto, diferentes configuracoes
iniciais foram testadas em outras simulagdes para garantir que o regime estaciondrio ndo de-
penda dessa condic¢ao inicial.

Nés entdo estudamos o escoamento dos dois fluidos se misturando, quando altera-
mos as duas principais interacdes entre as fases, a saber, as for¢as viscosas, que sdo controladas
aqui pelo gradiente de pressdo global, Vp, e as forcas interfaciais, que dependem da tensao in-
terfacial, y. Também fizemos simulagdes com tensdo interfacial nula e viscosidades iguais para
testar se nosso modelo bifasico recupera as propriedades de um fluxo monofédsico. Os dados
das simulacdes sao analisados apenas apds o estado estaciondrio ser atingido, a fim de produzir
séries temporais estatisticamente significativas. Isso faz com que os custos computacionais se-
jam elevados, uma vez que a parte transitoria inicial do calculo deve ser descartada. Dizemos
que um sistema estd em equilibrio estatistico quando as médias das propriedades do fluxo e as
fungdes de distribui¢do sdo invariantes no tempo. Embora o escoamento seja um processo dis-
sipativo, um sistema pode atingir um estado de equilibrio estatistico, se uma entrada de energia
externa contrabalancar a perda de energia interna a fim de manter o equilibrio [123]. No nosso
sistema, a entrada de energia externa € fornecida pelo gradiente de pressao global que € mantido

constante durante as simulagoes.
4.2 Resultados e Discussoes

A acgdo de cisalhamento e a tensao superficial exercem for¢as nos fluidos enquanto
eles fluem através do meio poroso. Essas forcas eventualmente levam a quebra de componentes
conectados de uma fase, resultando na formacdo de gotas. Essas gotas podem fluir separada-
mente através dos canais porosos ou podem ficar presas por algum tempo pela matriz porosa.
Além disso, gotas em colisdo também podem se fundir formando aglomerados maiores. Essa
dinamica complexa de fusdo e quebra de gotas domina o comportamento microscépico do es-
coamento no estado estaciondrio. Como resultado, os campos de velocidade das duas fases
exibem flutuagdes transitdrias caracteristicas.

As imagens apresentadas na Fig. 5 mostram o fluxo bifésico através do meio poroso,
em um instante de tempo especifico, depois que o estado estaciondrio € atingido, para diferen-
tes valores de tensdo superficial, mantendo-se o gradiente de pressao fixo. A figura mostra a

distribui¢cdo e interacdo das duas fases dentro do meio poroso, onde € possivel observar dife-
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Figura 5 — Configuracdo do escoamento para diferentes valores de tensao superficial.

(c)y=10"3N/m. (d)y=0N/m.
Escoamento bifdsico através do meio poroso, em um instante de tempo especifico, apds o estado es-
taciondrio ser atingido, para diferentes valores de tensdo superficial e para um gradiente de pressao de
Vp =2000 Pa/m. Observe os diferentes padrdes de fluxo, como a formagio de gotas e aglomerados de
diferentes tamanhos. Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.

rentes padrdes de fluxo, como a formacao de gotas e aglomerados de diferentes tamanhos. As
Figs. 8—10 do Apéndice B, apresentam as configuragdes do escoamento, em um dado instante
de tempo, para todos os casos estudados. Além disso, nessas figuras também sao mostrados
os respectivos campos de velocidade, para todo o dominio do meio poroso, para cada um dos
casos estudados.

Em cinco dos casos estudados, observamos que pouco tempo depois do inicio das
simulagdes, dada a configuracdo inicial do nosso sistema, a fase de maior viscosidade ficou
completamente presa no meio poroso, fazendo com que todo o fluido ficasse estagnado. Isso

pode ser explicado pelo fato de que, para esses casos, a forca gerada pelo gradiente de pressao
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Figura 6 — Configuragdo do escoamento e contorno da velocidade para o caso (1072, 100).
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2.50e-04

0.00¢-+00
Configuracdo do escoamento bifdsico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo

especifico, para Y= 1072 N/m e Vp = 100 Pa/m e seu respectivo campo de velocidade (direita). Este
é um dos casos em que o fluido ficou completamente preso no meio poroso. Fonte: Obtida através do
software ANSYS Fluent.

ndo foi suficiente para vencer as forcas de coesao entre as moléculas do fluido, resultando na sua
retencao dentro do meio poroso, em vez de promover o escoamento. Esses cinco casos, designa-
dos pela tupla (7, Vp), foram (1072,100), (10~!,100), (10~',250), (10~",500) e (10!, 1000).
A configuracio do escoamento para esses casos € apresentada nas Figs. 9a, 10a, 10b, 10c e 10d
(Apéndice B), respectivamente. A Fig. 6 mostra um desses casos, onde é possivel observar a
estagnacao do fluido a partir da imagem do campo de velocidade, em que a magnitude da ve-
locidade € nula em praticamente todo o dominio, exceto para as regides proximas a interface

entre as fases, o que pode representar um ruido numérico.

4.2.1 Andlise da interface

A partir das imagens das configuracdoes do escoamento apresentadas na Fig. 5 é
possivel observar que ha uma maior dispersdo da fase 1 na fase 2 para baixos valores de tensao
superficial (Figs. 5c e 5d), gerando muitas bolhas pequenas e eventuais aglomerados finos e
alongados (comumente chamados de “dedos” ou fingers, em inglés), enquanto que, para altos
valores de tensdo superficial (Figs. 5a e 5b), a fase 1, por estar mais coesa, se dispersa menos
na fase 2, gerando poucas bolhas porém visivelmente maiores. A mesma andlise pode ser feita
variando os valores de gradiente de pressao, e mantendo fixo o valor da tensdo superficial, como
pode ser visto nas Figs. 8—10 do Apéndice B. Ou seja, para baixos valores de tensao superficial
ou para altos valores de gradiente de pressao, a fase 1 se dispersa mais na fase 2, aumentando o
tamanho da interface entre as fases.

A fim de quantificar essa andlise, calculamos o tamanho da interface para os casos

estudados, a partir de todas as imagens geradas nas nossas simulacdes. A cada passo de tempo,
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Graéfico 2 — Fragdo do tamanho da interface entre os fluidos em fun¢ao do tempo.
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uma imagem do escoamento € gerada, e, a partir dela, calculamos a drea total da interface,
Ainter face» oMo sendo a somatoria de todos os pixels que pertencem a interface entre os fluidos.
Nas imagens do Gréfico 2, nés mostramos a fracio da drea da interface entre as fases fluidas,
dada por Ajnterface/ L2¢, em func¢do do tempo, onde o termo L2¢ ¢ a quantidade total de fluido, L
€ o comprimento linear do sistema (em pixels) e ¢ € a porosidade do meio poroso. No Grafico 2
sdo apresentados os resultados para varios valores de gradiente de pressdo e tensdo superficial,
onde € possivel observar que, apds um tempo transitorio inicial, a drea total da interface entre
os fluidos se torna maior para os casos com baixos valores de tensdo superficial e também para
os casos com altos valores de gradiente de pressao.

Todos os casos analisados nesta se¢do utilizam a mesma configuracgao inicial (Fig. 4),
cuja area total da interface € minima. Com o passar do tempo, a interface aumenta até se es-
tabilizar. As flutuacdes observadas no Gréafico 2 ocorrem devido a dindmica do escoamento,
onde as gotas e aglomerados se fundem e se quebram constantemente, alterando a area total da
interface. Também € possivel observar que, em alguns dos casos onde o gradiente de pressao
¢ alto, a area da interface, apds atingir um valor maximo, diminui com o passar do tempo até
finalmente estabilizar-se. Nesses casos, ocorre uma sequéncia continua de fusdes de bolhas for-
mando grandes e permanentes aglomerados, o que faz com que a drea total da interface diminua.
Esses casos serdo analisados com mais detalhes na subsecdo a seguir. Para os casos em que o
fluido fica completamente preso no meio poroso, a drea da interface € evidentemente constante
nesse estdgio. Embora o calculo da drea da interface por meio da andlise das imagens do es-
coamento tenha uma precisao limitada, devido a resolucao das imagens, ainda assim € possivel
obter resultados interessantes, que mostram, por exemplo, o quao misturado dois fluidos podem

estar em um escoamento, dependendo da tensdo superficial e do gradiente de pressao.

4.2.2 Distribuicdo dos tamanhos das bolhas

Neste trabalho, a fim de estudar como a mistura das fases pode influenciar o com-
portamento mesoscopico do escoamento bifasico, nos analisamos a distribuicdo dos tamanhos
das bolhas da fase 1, a fase com a menor fracao de volume ocupado. A partir de cada uma das
imagens que mostram a configuracao do escoamento, geradas pelas nossas simulagdes a cada
passo de tempo, nds calculamos o tamanho de cada bolha, em pixels, e, em seguida, calculamos
a distribuicdo dos tamanhos, representada pela fun¢ao de probabilidade normalizada &2 (m),
onde m é o tamanho da bolha normalizado pelo volume total do fluido L?¢. Ressaltamos que
esta andlise foi realizada durante o intervalo de tempo em que o sistema se encontra no regime
estaciondrio, quando as propriedades do escoamento ndo variam significativamente ao longo do
tempo. Além disso, vale destacar que esse tipo de andlise ndo foi realizado para os casos em
que o fluido fica completamente preso no meio poroso, ja que nesses casos hd apenas um tnico
aglomerado.

Os Graficos 3a e 3b mostram a distribui¢do dos tamanhos das bolhas em fung¢ao do

numero capilar, que descreve a razdo entre as forcas viscosas e a tensdo superficial, definido
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como

—(m)
Ca— “2; , (4.5)

onde ™ ¢ uma velocidade caracteristica do escoamento calculada como a média da série
temporal da velocidade de todo o fluido (veja a subsecdo 4.2.3). As distribuicdes obtidas seguem

uma lei de poténcia,

P(m)oemE, (4.6)

onde o expoente & depende do niimero capilar. No Gréfico 3¢, nés mostramos como o expoente
& depende de Ca. Para Ca < 0,046, o expoente & é aproximadamente constante com um valor
de & ~ 1,23 +0,03. Nesta faixa capilar, as bolhas sdo em sua maioria grandes e os eventos de

fusdo e divisdo, bem como os canais alongados, sdo raramente observados. Para Ca > 0,046,

Griafico 3 — Distribui¢ao dos tamanhos das gotas e aglomerados e o valor dos expoentes
obtidos.
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Os graficos mostrados nos itens (a) e (b) mostram as distribuicdes dos tamanhos das bolhas, normalizadas
pela quantidade total de fluido, no regime estaciondrio para diferentes valores de Ca. As linhas sélidas
correspondem ao melhor ajuste de uma lei de poténcia aos dados, &2 (m) o< m-e, cujo expoente & depende
do nimero capilar. Para melhor visibilidade, as diferentes leis de poténcia sdo deslocadas em uma ordem
de grandeza uma em relag@o a outra, verticalmente. O item (a) mostra casos para pequenos valores de Ca,
enquanto (b) para altos valores de Ca. No item (c), & € exibido em termos de Ca. O expoente permanece
aproximadamente constante para Ca < 0,046, com média dada por 1,23 40,03, conforme indicado pela
linha vermelha. Acima desse valor, £ aumenta rapidamente. No caso limite de Ca — oo, 0 expoente é
dado por & & 2,05+ 0,03, conforme indicado pela linha preta. Fonte: Elaborado pelo autor.
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no entanto, as bolhas sdo quebradas em muitas goticulas e alguns “dedos” (aglomerados finos
e alongados) ao longo de canais de maior velocidade. Nesse regime, & aumenta de 1,73 +0,06
para 1,92 + 0,06 quando Ca aumenta de 0,078 para 0,150, e entdo converge para 2,05 £+ 0,03
quando Ca se aproxima do infinito. O nimero capilar caracteristico, Ca* ~ 0,046, separa os dois
regimes, marcados por fundo lilds e amarelo no Gréfico 3. Vale destacar que o comportamento
dos tamanhos das bolhas no regime de alto nimero capilar pode estar associada ao surgimento
de correlagdes de longo alcance, semelhantes as encontradas em difusdes andmalas [124]. Na
Tabela 1, ndés mostramos os valores calculados de Ca, utilizados no Grafico 3c, e os valores

associados de y e Vp utilizados nas simulacdes, para M = 10.

Tabela 1 — Relagdo entre o numero capilar obtido e os valores de tensdo superficial e
gradiente de pressao utilizados nas simulagdes.

Ca Y (N/m) Vp (Pa/m)

0,0006 107! 2000
0,0009 1072 250
0,0015 107! 4000
0,0021 1072 500
0,0024 107! 5000
0,0056 1073 100
0,0060 1072 1000
0,0161 1073 250
0,0165 1072 2000
0,0337 1072 4000
0,0340 1073 500
0,0458 1072 5000
0,0780 1073 1000
0,1500 1073 2000
0,3069 1073 4000
0,4098 1073 5000

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em alguns dos casos estudados, nés observamos a formagao de um ou mais aglo-
merados alongados e grandes o suficiente, de modo que se estenderam, como canais, da es-
querda para a direita ao longo de um caminho continuo conectando uma extremidade a outra
do sistema. Esses canais sdo mostrados nas Figs. 5b e 5d. Fazendo uma analogia a teoria
de percolagdo [125], podemos dizer que, nesses casos, o sistema percolou e podemos chamar
esses canais que atravessam todo o sistema de agregados percolantes. Por outro lado, esses ca-
nais que cruzam o sistema sao dinamicos, pois podem ser desconectados durante intervalos de
tempo. A fim de estudar esses agregados percolantes (ou a soma dos tamanhos dos agregados
percolantes), nds calculamos o tamanho deles, o que representamos por 1,,.

Nos Grificos 4 e 5, n6s apresentamos o valor de m,, normalizado em relagdo ao
tamanho total do sistema, em fun¢do do tempo para os casos em que ocorreu a percolagdo. O
Griafico 4 retrata os casos com tensao superficial nula e M = 1, enquanto o Gréfico 5 exibe os

casos com tensdo superficial ndo nula e M = 10. O valor de m,, igual a zero, em determinados
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Grifico 4 — Fracdo do tamanho do agregado percolante em fungao do tempo; casos M =1 e

Y=0N/m.
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Grifico da fragdo do tamanho do agregado percolante, m,, em relagdo ao tamanho do sistema, L?¢, em

funcdo do tempo, para varios valores de gradiente de pressdo, e para M = 1 e tensdo interfacial nula
(Ca — o). Fonte: Elaborado pelo autor.

mp/(L2¢)

intervalos de tempo, indica a inexisténcia de um agregado percolante, o que significa que, nesses
instantes de tempo, nao ha um canal, isto é, um caminho continuo, formado pela fase 1 que
atravessa todo o sistema. Em outros instantes de tempo, em que o valor de m,, € diferente de
zero, € possivel observar variacdes abruptas, como saltos, no tamanho do agregado percolante.
Esses saltos ocorrem devido a dois eventos principais: a formagdo de novos canais, quando m,,
aumenta, e o rompimento de canais pré-existentes, quando m, diminui. Além disso, também

sdo observadas variagoes mais suaves no valor de m,,. Essas variagdes podem ser causadas pela
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Grafico 5 — Fracao do tamanho do agregado percolante em fun¢ao do tempo; casos M = 10.
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funcdo do tempo, para varios valores de gradiente de pressao e tensao interfacial, e para M = 10. Fonte:
Elaborado pelo autor.

mp/@%)

fusdo de bolhas aos canais existentes, quando m, aumenta, ou pela quebra de parte da estrutura
dos canais, formando novas bolhas, quando 7, diminui. Também € possivel observar a relagdo
entre a formacgdo de agregados percolantes e a diminuicdo da drea da interface entre as fases, a
partir da comparacgdo entre os graficos do tamanho do agregado percolante em funcao do tempo
(Gréficos 4 e 5) e do o grafico do tamanho da interface em fun¢do do tempo (Grafico 2). Isso
ocorre porque € necessario a fusdo de muitas bolhas para a formagao de um agregado percolante,
0 que, por sua vez, implica na diminui¢do da 4rea da interface.

Esses graficos, portanto, sao uteis para observar a formacao e a evolugdo dos agre-
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gados percolantes ao longo do tempo. Quando esses canais estdo presentes, eles possibilitam
um escoamento continuo da fase percolante através do meio poroso, o que pode ser bastante
relevante no estudo de escoamentos em meios porosos. Esse estudo foi direcionado para a fase
com a menor fragdao de volume ocupado, ja que a fase com a maior fragao volumétrica é sempre
percolante. Dessa forma, quando a fase com a menor fragdo volumétrica percola, significa que
ambas as fases escoam continuamente através do meio poroso. Como mencionado anterior-
mente, a formacgdo desses canais percolantes estd relacionada ao aumento do ndmero capilar,
que é proporcional ao gradiente de pressao, via lei de Darcy, e inversamente proporcional a

tensao interfacial.

4.2.3 Andlise das séries temporais da velocidade

No método VoF, a velocidade média volumétrica de uma fase, no instante ¢, pode
ser escrita em termos da velocidade do fluido, i, e da fungdo da fragdo do volume ocupado

s(X,t). Para a componente x da velocidade da fase 1, temos

Wy L 1) s(%
W) = o /Q e (%1) 5(%,1)dQ, .7
onde
Q = /Q S(®)dQ 4.8)

¢ o dominio ocupado pela fase 1, Q é o espago poroso total ocupado pela mistura de fluidos e
uy(¥,1) é a componente x da velocidade i, aquela resolvida através das Equagdes (4.1) e (4.4).

De modo equivalente, a velocidade média da fase 2 € dada por

M(r):giz /Q e (®,0) [1 - 5(%,1)]dQ, 4.9)
onde
Q, = /Q 1 - s(%)]d, (4.10)

€ o dominio ocupado pela fase 2. Uma vez que as duas fases sdo incompressiveis € a massa €
conservada, entdo £ e 2, sdo constantes. Finalmente, a componente x da velocidade média da

mistura € dada por
1
VM (1) = — / 1y (%,1)d. 4.11)
QJa

As séries temporais da velocidade, para dois casos especificos, calculadas através
das Equacoes (4.7), (4.9) e (4.11) sdo apresentadas no Grafico 6, onde a fase 1, a fase 2 e a mis-
tura s3o marcadas por linhas azuis, vermelhas e pretas, respectivamente. As séries temporais da
velocidade para os demais casos sao apresentadas nos Gréficos 15 a 18, no Apéndice A. Observe
que, embora o gradiente de pressdo seja constante, a vazao pode variar devido as flutuacdes na
resisténcia hidraulica. Embora essas flutuacdes sejam de natureza mecanica agindo no nivel
mesoscopico, elas apresentam analogias com as flutuacdes térmicas no nivel molecular [126].

Essas flutuagdes s@o inerentes a série temporal da velocidade e refletem a complexa dinamica
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Griafico 6 — Séries temporais da velocidade para ambas as fases e para todo o fluido.
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Griéficos das séries temporais da velocidade, calculadas através das Equacdes (4.7), (4.9) e (4.11), para
ambas as fases e para a mistura. A fase 1, a fase 2 e a mistura das fases estio representadas por linhas
azuis, vermelhas e pretas, respectivamente. Ambos os graficos apresentam casos com M = 10, Vp =
1000 Pa/m e S; = 0,2. Fonte: Elaborado pelo autor.

das bolhas e suas interacdes com a geometria dos poros. Por exemplo, quando as bolhas fi-
cam presas em uma regido do meio poroso, a velocidade média diminui. Quando as bolhas sdao
eventualmente liberadas, o fluxo acelera, resultando em um ou varios picos mostrados na série
temporal. Para efeito de comparacdo, as séries temporais da velocidade da mistura, y(m), para
diferentes valores de gradiente de pressdo sdo apresentadas no Grafico 7.

Neste trabalho, nds também analisamos o estado estacionario a partir de uma pers-
pectiva de fluxo de Darcy de uma unica fase, ou seja, nds observamos como a velocidade média
do fluido varia com o gradiente de pressdao. Enquanto as velocidades definidas acima sdo cal-

culadas sobre toda a regido espacial para cada instante de tempo e, portanto, apresentam séries

Grafico 7 — Velocidade de todo o fluido (mistura) em fun¢do do tempo, para varios valores de
gradiente de pressao.
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Griéfico do valor médio, calculado sobre todo o volume, da componente x da velocidade da mistura dos

fluido em fungdo do tempo, para M = 10, y = 1073 N/m, S; = 0,2 e virios valores de gradiente de

pressdo. Fonte: Elaborado pelo autor.
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temporais, a velocidade média dessas séries temporais € calculada da seguinte forma

. to+T .
s =L / " (0, 4.12)
T Ji

onde j = 1,2, m representa as duas fases (1,2) ou a mistura (m). A varidvel T corresponde a
janela de tempo que abrange o regime estaciondrio.

O Grafico 8 mostra a média da componente x da velocidade da mistura, V(’"), em
funcdo do gradiente de pressdo aplicado, Vp. Como mostrado, a média temporal da velocidade

segue uma lei de poténcia com o gradiente de pressao,
v o (V)P (4.13)

para diferentes valores de tensdo superficial. Essa equacdo pode ser interpretada como uma
forma nao-linear da lei de Darcy para escoamentos bifdsicos. Uma generalizacao semelhante
entre o fluxo e o gradiente de pressdo foi aplicada com sucesso a fluxos ndo-newtonianos em
tubos e em redes de poros [127, 128]. O expoente B varia em fungdo da tensdo superficial.
Conforme esperado, o caso Y =0 e M = 1 recupera a relacdo linear tradicional prevista por
Darcy para uma unica fase, com 8 = 1,00+ 0,00.

Também analisamos como a fragdo do volume ocupado pela fase menos viscosa

Griafico 8 — Média temporal da velocidade da mistura em funcao do gradiente de pressao.
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Grafico em escala logaritmica da média temporal da velocidade da mistura, no regime estaciondrio, em
funcdo do gradiente de pressdo. Para melhor visibilidade, as curvas para diferentes valores de y foram
deslocadas verticalmente em uma ordem de grandeza uma em relagdo a outra. A velocidade pode ser
descrita como uma lei de Darcy generalizada, ) o (V p)ﬁ, onde o expoente aumenta com a tensao
superficial. Os marcadores verdes apresentam a lei de Darcy tradicional com = 1,00 £ 0,00, obtido
para Y =0 N/m e M = 1, enquanto 8 = 1,09 +0,02, para y = 107> N/m, e B = 1,34+ 0,03, para
y=10"2 N/m. Os casos em que as gotas ficam permanentemente presas na matriz dos poros nio sio
mostrados no grafico. Fonte: Elaborado pelo autor.



59

Grafico 9 — Média temporal da velocidade da mistura em funcdo da fragao volumétrica da fase
menos viscosa.
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Gréfico da média temporal da velocidade da mistura, no regime estaciondrio, em funcdo da fragdo de
volume ocupado pela fase menos viscosa. Foi observado que a velocidade média aumenta exponencial-
mente com a fragdo volumétrica da fase 1 de acordo com a relagio 7" o< €(%51) onde o expoente obtido
foi & = 2,34 40,07. Fonte: Elaborado pelo autor.

(fase 1) influencia a velocidade média do fluido para Vp = 1000 Pa/m, y=0N/me M = 10.

O Gréfico 9 mostra que 7" aumenta exponencialmente com a fragdo volumétrica da fase 1,

T oc o(351), (4.14)

com um expoente 0 = 2,34+ 0,07, onde o termo e(951)

€ um coeficiente de mobilidade para a
mistura [129]. A Fig. 11, no Apéndice C, mostra a configuracdo do fluxo bifésico através do
meio poroso, em um instante de tempo especifico, depois que o estado estaciondrio € atingido,
para diferentes valores de S1. Em um fluxo de fase tnica, o termo de mobilidade € a razdo entre
a permeabilidade e a viscosidade. Em um sistema de fluxo de duas fases, o termo de mobilidade
estd relacionado as curvas de permeabilidade relativa [130]. A permeabilidade efetiva na forma
de um aumento exponencial com a saturacdo se ajusta particularmente bem as medicoes de
percolacdo de gas em reservatdrios acionados por gas dissolvido [131], onde a permeabilidade
do 6leo € saturada com pequenas bolhas dispersas, o chamado “6leo espumante” [132, 133], a
fim de aumentar as taxas de recuperagdo. Apesar da complexidade envolvida na dindmica do
fluxo bifasico, nossos resultados sugerem que a velocidade média da mistura pode ser descrita
por uma fung¢do simples da saturacdo e do gradiente de pressao.

Nas subsecdes a seguir, vamos analisar as flutuagdes das séries temporais da velo-
cidade de todo o fluido, p(m) (1), utilizando quatro métodos. O primeiro método utilizado é uma
andlise da distribui¢do dos saltos de velocidade. O segundo € uma analise da distribuicdo dos

tamanhos das avalanches presentes na série temporal das velocidades. O terceiro € o método
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de andlise de flutuagoes sem tendéncias. E o quarto, uma andlise das correlacdes temporais.

4.2.3.1 Andlise da distribuicdo de saltos de velocidade

Os saltos de velocidade, Av, sao definidos como a variacdo ou diferenca de veloci-

dade entre dois instantes de tempo consecutivos, isto &,

Av(t) =v(t) —v(t — Ot), (4.15)

onde 6t é o tamanho do passo de tempo. O processo para se obter uma série composta pelas
diferencas entre os valores consecutivos ao longo do tempo é conhecido como diferenciacdo.
E a série temporal resultante desse processo € chamada de série diferenciada. Além disso, é
possivel obter a série original a partir da série diferenciada através do processo de integracdo.
O processo de diferenciacdo € aplicado para eliminar (ou reduzir) tendéncias e padroes sazonais
que possam estar presentes na série temporal. A diferenciacdo é comumente utilizada para
tornar estaciondria uma série temporal ndo estaciondria, a fim de facilitar a andlise estatistica.

No processo de diferenciacdo, é comum definir o operador de diferenciacdo, Vp,
como [134]

Vh=(1-By=Y (Z) (—B)¥, (4.16)
k=0

onde B é o operador de deslocamento para tras (backward shift operator), também chamado de
operador de defasagem ou atraso, e é tal que Bv; = v;_| e, de forma mais geral, Bdy; = Vi_d,
onde v; € o valor da série temporal no instante discretizado i. Em outras palavras, B é um
operador que recupera o valor da série temporal em uma posicdo para tras. O expoente d, na
Equacao (4.16), é a ordem da diferenciacdo e corresponde ao niimero de vezes que o operador de
defasagem € aplicado. Utilizando o operador de diferenciacdo, com d = 1, podemos reescrever
a Equacdo (4.15) como

Av(t) = Vpu(t) = (1—B)v(r), 4.17)

de forma que Av(z) é série temporal diferenciada de v(z).

Utilizando a Equagdo (4.17), calculamos as variagdes de velocidade entre interva-

Tabela 2 — Comparacao dos parametros (o, Avg) obtidos das distribui¢des dos saltos de
velocidade.

Vp  y=103N/m y=102N/m y=10"'N/m
100 0,1867; 0,0445

250  0,1687; 0,0468 0,8136; 0,1167

500  0,2253; 0,0733  1,0421; 1,2421

1000 0,4762; 0,1088  1,9458; 0,1932

2000 0,5872; 0,0910 2,2487; 0,5450  7,8010; 1,0593
4000 0,9313; 0,1881 2,2267; 0,4376  9,4766; 1,5976
5000 1,2615; 0,3326 1,4795; 0,8888 11,8266; 2,3715

Fonte: Elaborado pelo autor.
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los de tempo consecutivos para toda a série temporal da velocidade da mistura entre as fases,
plm) (1), apds o estado estacionario ter sido atingido, a fim de analisar a distribui¢@o da série dife-

renciada. Como resultado, foi encontrado que os saltos de velocidade seguem uma distribui¢dao

Grifico 10 — Distribuicao de saltos de velocidade das séries da velocidade da mistura.
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Distribui¢io normalizada dos saltos de velocidade das séries temporais de v(") (), para os casos com
M =10¢e S; =0,2. Cada conjunto de subgréficos apresenta os resultados para um determinado valor
de tensdo superficial e cada curva representa um valor diferente de gradiente de pressdao. Nossos re-
sultados mostram que os saltos de velocidade seguem uma distribuicdo gaussiana, onde os pardmetros
caracteristicos da distribuicdo (o, Avg) dependem do gradiente de pressdo aplicado e da tensdo superfi-
cial entre as fases. O ajuste de cada curva foi obtido através do melhor ajuste utilizando-se o método de
minimos quadrados. Fonte: Elaborado pelo autor.
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gaussiana, que é dada pela equagao

1 1 [ Av—Avp\?
@(Av)zomexp —5 (%) , (4.18)

em que Avg € o valor médio ou centro da gaussiana e ¢ € o desvio padrdo dos saltos de veloci-
dade, e que controla a largura da gaussiana.

O Grifico 10 apresenta, para os casos com ¥ # 0, M = 10 e §; = 0,2, os histogra-
mas normalizados dos saltos de velocidade, e a Tabela 2 apresenta os respectivos parametros
(0,Avg) das distribui¢des obtidas, que definem a funcdo gaussiana dada pela Equacgao (4.18).
Observamos que os tamanhos dos saltos de velocidade, em geral, aumentam com o gradiente
de pressdo, como pode ser verificado a partir da comparagdo dos valores dos desvios padrdes
apresentados na Tabela 2 e da comparacao das larguras das gaussianas no Gréafico 10. Também
observamos que as médias dos saltos de velocidade sdo préximas de zero, o que indica que,
em média, as séries podem ndo apresentar um crescimento ou decrescimento significativo em

relacdo a velocidade, o que € esperado em um regime estatisticamente estaciondrio.

4.2.3.2 Andlise da distribuicdo de avalanches

Neste trabalho, nos definimos uma avalanche como um evento na série temporal
da velocidade que € caracterizado por uma diminui¢do na velocidade, seguida de um subse-
quente aumento e, finalmente, o retorno ao seu valor inicial. Em outras palavras, uma ava-
lanche inicia-se com uma diminuicdo na velocidade e dura enquanto a velocidade permanece
abaixo do valor prévio a queda. O tamanho de uma avalanche, At, é definido como o intervalo
de tempo necessario para que o evento ocorra completamente, ou seja, para que a velocidade
volte ao seu valor inicial apds a diminui¢do. O termo avalanche é “emprestado” da percolagcdo
invasiva [135, 136], onde ele € definido como o evento em que o fluido invasor invade sequen-
cialmente sitios com raios menores que o raio do sitio que iniciou a avalanche.

Os tamanhos das avalanches podem ser calculados, da seguinte forma. Conside-
rando uma série temporal v(¢), podemos definir o tamanho de uma avalanche como o intervalo
de tempo (ou numero de passos de tempo) que vai de um instante de tempo inicial, 7,, de valor
(ou altura) v(z,) = h, até um instante posterior, #,, de altura igual ou superior a &, isto é, v(,) > h,
tal que os instantes de tempo intermedidrios, ¢;, entre 7, € t;, apresentam valores menores que #,
isto &, v(t;) < h, Vt; € (t4,1,). Assim, o tamanho da avalanche pode ser escrito como

Iy —14

ot

onde &t é o tamanho do passo de tempo.

At(t,) = ,osev(ty) <v(ty) <v(tp), Vi € (tastp), (4.19)

O Grifico 11 exibe um exemplo de uma série temporal, v(¢), e ilustra, para uma
melhor compreensao, onde ocorrem as avalanches e indica, por meio de setas, os seus respecti-

vos tamanhos. O tamanho da avalanche pode ser entendido como a largura dos vales presentes
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Grafico 11 — Avalanches progressivas em uma série temporal.
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Uma avalanche inicia-se com uma diminui¢@o na velocidade e dura enquanto a velocidade permanece
abaixo do valor prévio a queda. O tamanho de uma avalanche, A¢, é definido como o intervalo de tempo
necessdrio para que o evento ocorra completamente, ou seja, para que a velocidade volte ao seu valor
inicial ap6s a diminuicdo. No grafico, as setas mostram onde ocorrem as avalanches na série temporal
v(t) e indicam seus respectivos tamanhos. Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 3 — Comparacao dos expoentes (1) das distribuicdes dos tamanhos das avalanches.

Vp (Pa/m) y=10"3N/m y=10"2N/m y=10"'N/m
100 1,81928 £0,02859

250 1,63170£0,03193 1,70737£0,01611

500 1,55716 £0,03879  1,71984 +0,01398

1000 1,54669 £ 0,02337 1,60038 £0,01937

2000 1,31897+£0,03234 1,57586+0,03126 1,75039+0,02006
4000 1,65290+0,04184 1,46894+0,04275 1,61788+0,03193
5000 1,75593+0,03416  1,60865+0,02224 1,57934 +0,02043

Fonte: Elaborado pelo autor.

na série temporal, como ilustrado no Grafico 11. Note que as avalanches podem ocorrer em
diferentes escalas de tempo e que, além disso, varias avalanches podem ocorrer dentro de outra.
A avalanche, do modo como foi definida acima, € chamada de avalanche ‘progressiva’, uma vez
que € calculada, em um dado instante 7, levando em conta os instantes de tempo posteriores.
Com o objetivo de analisar as distribui¢des dos tamanhos das avalanches presentes
nas séries temporais da velocidade da mistura, v(") (t), para os casos estudados, nds calculamos
os tamanhos das avalanches, aplicando a Equacdo (4.19) para cada instante de tempo das séries
e, em seguida, calculamos as distribuicdes dos tamanhos. Os resultados obtidos, apresentados
no Gréfico 12, mostram que as distribuicdes apresentam um comportamento do tipo lei de
poténcia,
P(At) o< (At) T, (4.20)

onde o expoente 1) depende do gradiente de pressdo aplicado e da tensdo superficial entre as
fases. A Tabela 3 apresenta um resumo desses expoentes para os casos estudados.

As flutuagOes temporais nas velocidades médias de todo o fluido, ylm) (1), apresen-
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Graéfico 12 — Distribuicdo dos tamanhos das avalanches nas séries temporais da velocidade.
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Histogramas em escala logaritmica dos tamanhos das avalanches nas séries temporais da velocidade da
mistura das fases, v(") (1), para os casos com M = 10 e §; = 0,2. Cada subgrifico apresenta os resultados
para um determinado valor de tensdo superficial e cada curva representa um valor diferente de gradiente
de pressdo. As distribui¢des obtidas seguem uma lei de poténcia, &?(Ar) « (At)~", onde o expoente 1
depende do gradiente de pressdo aplicado e da tensdo superficial entre as fases. O ajuste de cada curva
foi obtido através do melhor ajuste utilizando-se o método de minimos quadrados. Fonte: Elaborado
pelo autor.

tam avalanches que acreditamos ser o resultado do aprisionamento de bolhas (de uma fase em
outra) em regides mais estreitas do meio poroso. E interessante destacar que uma distribuicio
em lei de poténcia mostra um comportamento critico, tipico de eventos que sdao independentes
uns dos outros. Isso significa que, apés uma queda de velocidade (diminui¢c@o na série tempo-
ral), o tempo necessdrio para retornar a mesma velocidade pode ser extremamente curto, com
uma maior probabilidade, ou bastante longo, com uma menor probabilidade. Além disso, uma
distribuicdo em lei de poténcia pode indicar que a auto-organizacao interna da interface leva a
uma estrutura livre de escala. Portanto, conhecer esse comportamento em lei de poténcia, assim
como a dependéncia do seu expoente com os outros parametros fisicos do sistema, é importante
para melhor entender como duas fases imisciveis competem entre si para preencher o espago

poroso, o que por sua vez influencia no comportamento macroscopico do fluxo das fases.
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4.2.3.3 Andlise das flutuacoes sem tendéncias

O método de analise de flutuacdes sem tendéncias ou método DFA [137] (do inglés,
Detrended Fluctuations Analysis), ¢ amplamente utilizado para detectar correlacdes de longo
alcance em séries temporais. Este método € descrito com mais detalhes no Apéndice D. A
ideia basica desse método consiste em subtrair possiveis tendéncias da série original e analisar
a flutuacdo dos dados resultantes. Nessa andlise, é definida uma fun¢do F(n), Equacdo (D.3),
chamada de funcdo de flutuagdo, calculada como o desvio quadratico médio da série temporal
uma vez removidas as tendéncias, onde n é o tamanho dos blocos ou janelas de tempo em que
a série temporal é divida para que seja realizada a andlise. Em seguida, um grafico de F(n)
contra n é esbogado e o comportamento de F(n) é analisado. A ideia por trds desse processo é
analisar como as flutuacdes de uma série temporal mudam a medida que o intervalo de tempo
sobre o qual as flutuagdes sdo calculadas aumenta. Se os dados a serem analisados possuirem
correlacoes de longo alcance, a fungdo de flutuagio apresentard um comportamento do tipo lei
de poténcia [138], F(n) «< n*, Equagdo (D.4), onde o expoente ¢ estd relacionado aos padrdes
de correlacao da série analisada [139, 140].

O Gréfico 13, a seguir, mostra as funcdes de flutuacdo calculadas para as séries
temporais da velocidade da mistura, v(")(¢), para os casos com M = 10, y#0 e §; = 0,2.
Como € possivel observar, as fun¢des de flutuagdo das séries temporais analisadas apresentam
um comportamento do tipo lei de poténcia para as regides mais centrais dos graficos, o que
significa que as séries p(m) (t) possuem correlagdes de longo alcance para as janelas de tempo
envolvidas. A Tabela 4 apresenta um resumo dos expoentes da lei de poténcia obtidos a partir

do método DFA para os casos estudados.

Tabela 4 — Comparacao dos expoentes (&) obtidos a partir do método DFA.

Vp (Pa/m) y=10"3N/m y=10"2N/m y=10"'N/m
100 1,52920+0,01784

250 1,52858 +0,01319 1,08950 4 0,00334

500 1,51283+0,01431 1,27635+0,00814

1000 1,234734+0,01044 1,343124+0,01174

2000 1,54036+0,01282 1,43952+0,01247 1,12590 +0,00599
4000 1,09326 +0,01228 1,36013 +0,00838 1,2258040,00755
5000 1,16681+0,01132 1,28716+0,00936 1,2227440,00912

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2.3.4 Andlise das correlacées temporais

Para desenvolver uma descricdo do escoamento como um sistema dindmico es-
tocastico, € importante saber se o sistema € ergddico ou ndo. Embora originalmente aplicadas
a flutuacdes térmicas na escala molecular, as simetrias de Onsager [89, 90] foram aplicadas
com sucesso para descrever o comportamento de fluxos multifidsicos em meios porosos ma-

croscopicos [141] e em modelos de rede de poros [126, 142—-145]. Com este propdsito em
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Grafico 13 — Andlise das séries temporais da velocidade através do método DFA.

100 T T T n T T
V11:100 v = 1.535 + 0.012 100 V[}:ZSO a=1.243+0. 007— ' AO#
Vp =250, a = 1.529 + 0.013 == F V) = 500 o = 1.362 + 0.007 = )
Vp =500; «a=1.51340.014 == Vp =1000; a = 1.357 £0.011 =— ", ]
Vp = 1000; o = 1.235 £ 0.010 =—— Vp = 2000; o = 1.440 + 0,012 =— -
of Tp=2000 0= L340 0.013— o Vp = 4000; & = 1.360 = 0.008
- Vp =4000; a = 1.093 +0.012 ~ 7 Vp = 5000; a = 1.415+ 0.008 ==
10 E V) — 5000 a = 1,167+ 0.011 — 3 s O 7 L
7 107%k 7
—~ —~
I I
S~— S~—
L3 10~4% 9 59
10_4r -
| 96 o7
- § 88 | [y
L L L L 10_6 L L L L
10" 10° 10° 10" 10" 10 10° 10"
n n
(a) M = 10; }/:1073 N/m. (b) M = 10; 7:1072N/m.

1()0 T T T T

Vp =2000; o =1.126 £ 0.006 ==
Vp =4000; a = 1.226 % 0.008

Vp = 5000; a=1.223 £ 0.009 == F

o7 107 107 07
n
()M =10; y=10"" N/m.
Método DFA: Grifico, em escala logaritmica, da funcio de flutuacdo em funcido do tamanho dos inter-
valos, para as séries temporais da velocidade da mistura, ylm) (). Na legenda de cada grifico, a letra «
indica o expoente da lei de poténcia, F(n) o< n*, obtido através do método de minimos quadrados. Fonte:
Elaborado pelo autor.

vista, aplicamos as relagdes reciprocas de Onsager para estudar a ergodicidade. As relacdes

reciprocas de Onsager sdo baseadas em correlagdes temporais que podem ser calculadas pela

T AA(2 t
Can(%) = 7 / ABi+7) @.21)
O'AO'B

Equacdo (3.10), como

onde AA(t) = A(t) — A sio as flutuagdes da série temporal A(¢) e AB(t + T) sdo as flutuagdes
correspondentes de B(t) deslocadas por 7. Os valores médios A e B, e as varidncias o4 e 0,
sdo todos calculados sobre a janela de tempo [0,7 — 7], compartilhada por ambas as séries
temporais.

Um processo dinamico € considerado reversivel no tempo se a fungdo de correlacdo
cruzada for simétrica, e portanto, as integrais de Cqp € Cpy forem iguais [91, 126]. Essa
condi¢do € satisfeita quando Csp(T) colapsa em Cpa(T) para todos os instantes de tempo, ex-
ceto para algumas escalas de tempo muito pequenas em que a contribuicao para a integral é
desprezivel [126]. As autocorrelagdes, por outro lado, medem a aleatoriedade na série tem-

poral e a taxa em que as flutuacdes mudam em relagdo a escala de tempo 7. Também pode
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Grifico 14 — Fungdes de correlagcao temporal das séries temporais de velocidade das duas
fases e da mistura.
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Griéficos das fungdes de correlagdo temporal calculadas para as séries temporais de velocidade das duas
fases e da mistura, para M = 10 e Vp = 1000 Pa/m. C}; € a fun¢do de correlacio cruzada entre as séries
temporais de velocidade da fase 1 e da fase 2, onde a série temporal da fase 2 € deslocada no tempo em
relacdo a fase 1 por 7, enquanto Cp; € o caso oposto. C,,;; € a autocorrelacdo da velocidade de todo o
fluido. Os subgréficos superiores mostram o efeito da diminui¢do do nimero capilar de Ca — o0 em (a)
para 0,078 em (b) e para 0,006 em (c), enquanto a fracdo volumétrica da fase 1 ¢ mantida em S; = 0,2.
Nos subgréficos (d), (e) e (f), mantemos Ca — oo, como em (a), mas aumentamos sistematicamente a
saturacdo da fase menos viscosa de S; = 0,4 para 0,6 e para 0,9, respectivamente. Fonte: Elaborado pelo
autor.

ser interpretada como a memoria de um processo estocastico, determinando se as observagoes
sucessivas sao independentes ou nao.

A seguir, analisamos as correlagdes das séries temporais da velocidade média das
fases 1 e 2 e da mistura, definidas através das Equacdes (4.7), (4.9) e (4.11). Aqui, C»(7)
descreve a correlacdo cruzada entre a fase 1 e a fase 2, onde a série temporal da fase 2 € deslo-
cada no tempo em relac@o a fase 1. Enquanto Cy;(7) é oposto. Cp,,(7) € a autocorrelacdo da
mistura, ou seja, a correlagdo € calculada com a série temporal da mistura em relacdo a mesma
curva. O Grafico 14 mostra Ci2(7), C21(7) € Cpym(T) para Vp = 1000 Pa/m e M = 10. Em
geral, para pequenos atrasos, a fase 1 e a fase 2 tendem a ser anti-correlacionadas e fracamente
correlacionadas para valores maiores de 7. Isso significa que se uma fase acelera (comparando
em relacdo a sua velocidade média), a outra fase desacelera. No limite de atrasos muito gran-
des, as correlagdes cruzadas de Ci2(7) e C1(7) vdo a zero. Por outro lado, as fungdes de
autocorrelacdo mostram o comportamento oposto, com fortes correlagdes para pequenos atra-
sos, ligeiras anti-correlagdes em uma faixa intermedidria e correlacdes que tendem a zero para
T — oo,

O Griéfico 14 mostra como a fracdo volumétrica da fase menos viscosa (fase 1) e o
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ndmero capilar afetam as diferentes correlacdes no fluxo. Os subgraficos (a), (b) e (c) mostram
as fungdes de correlacdo cruzada para Ca decrescente, mantendo-se a fragao volumétrica cons-
tante no valor S} = 0,2. Para Ca — o0 e S| = 0,2, C12(7) e C21(T) parecem colapsar apenas para
valores grandes de 7. A medida que Ca diminui, as funcdes de correlacio cruzada se aproxi-
mam mais rapidamente de zero, mas as flutuacdes também aumentam e, portanto, o colapso de
C12 com (1 ndo € completamente claro para pequenos valores de Ca. Para sistemas domina-
dos por forgas capilares, Ca — 0, a reversibilidade no tempo € menos clara, semelhante a um
recente experimento com fluxos bifdsicos em sistemas tridimensionais heterogéneos [144]. O
grafico também mostra o efeito do aumento da fracdo volumétrica da fase menos viscosa. Aqui,
S1 varia de 0,2 no subgrafico (a) para 0,4 em (d), para 0,6 em (e) e para 0,9 em (f), enquanto
todos os outros parametros sao mantidos fixos. Para fra¢des volumétricas de 0,4, 0,6 € 0,9, as
fungdes de correlacdo cruzada quase se colapsam perfeitamente, sugerindo uma dinadmica de
reversao no tempo comparada ao caso com apenas 0,2 de fragcdo volumétrica, como mostrado
no subgréfico (a). De fato, variando a saturacao S; de 0,1 até 0,9, um bom colapso das duas
fungdes de correlacdo cruzada é observado para S; > 0,4 em todas as escalas de tempo. Em
relacdo as fungdes de autocorrelag@o (linhas pretas no Gréfico 14), nossos resultados mostram
que elas se tornam lentamente anti-correlacionadas, o que é semelhante a0 movimento Brow-
niano [146]. No entanto, & medida que a tensdo superficial aumenta, C,,(7) vai & zero mais

cedo, em valores menores de 7.
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5 CONCLUSAO

N6s investigamos o regime de escoamento estaciondrio de dois fluidos newtonia-
nos imisciveis e incompressiveis em meios porosos bidimensionais do tipo Queijo Suico. As
equacoes de Navier-Stokes e da continuidade s@o resolvidas numericamente em duas dimensoes
usando o modelo volume de fluidos (VoF) para escoamentos multifasicos. O comportamento da
série temporal da velocidade do fluido € influenciado por uma dinamica complexa das bolhas
que se formam a medida que as duas fases competem entre si no espaco heterogéneo dos poros.
Apesar da aparente desordem, no regime estaciondrio, a distribuicdo do tamanho das bolhas
segue uma lei de poténcia bem definida, &?(m) o< m-s, cujo expoente & depende do nimero
capilar. Esse expoente é aproximadamente constante & ~ 1,23 para Ca < 0,046, onde as bolhas
sdo em sua maioria grandes e coesas. Para Ca > 0,046, por outro lado, £ aumenta sistematica-
mente, chegando a 2,05 + 0,03 para Ca — oo. Este regime € caracterizado pela presenca de um
grande nimero de pequenas bolhas e alguns aglomerados longos e finos, onde fusdes e quebras
de bolhas sdo frequentes.

As flutuacdes na série temporal sdo analisadas por meio de fun¢des de correlagdo
entre as velocidades das duas fases, mostrando que as relacoes reciprocas de Onsager € a si-
metria de reversdo temporal sdo satisfeitas para fra¢cdes de volume acima de 0,4 e altos valores
de nimero capilar. Para valores menores, a reversibilidade temporal do fluxo é menos clara, o
que € consistente com observagoes feitas em experimentos tridimensionais de duas fases. Além
disso, as distribui¢des dos tamanhos das avalanches, presentes nas séries temporais da veloci-
dade da mistura, seguem uma lei de poténcia, & (Atr) o (Ar)~", e os tamanhos dos saltos de
velocidade seguem uma distribuicdo gaussiana.

Finalmente, nés mostramos que a velocidade média da mistura dos dois fluidos
pode ser modelada por uma generalizacao da lei de Darcy, dada por M) o (Vp)ﬁ, onde o ex-
poente B depende da tensdo superficial entre as fases (e, portanto, do ndmero capilar). Quando
a tensdo superficial é desprezada e a razdo de viscosidade € unitéria, a relacdo de Darcy tra-
dicional é recuperada, ou seja, B = 1. Por outro lado, o sistema é dominado pela presenca de
muitas goticulas para Ca — o, onde a velocidade média do fluido aumenta exponencialmente
com a fracdo volumétrica da fase menos viscosa, M) o e(551), onde 8 é uma constante. Esse
comportamento € semelhante as permeabilidades efetivas encontradas em reservatorios com gas
dissolvido. N6s acreditamos que nossos resultados tém aplicagdes diretas no comportamento
do escoamento mesoscopico (ao nivel do poro) em diversas situagdes reais, podendo auxiliar na

descricao da propagacdo macroscopica da frente de invasdo em reservatorios de petrdleo.
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APENDICE A - SERIES TEMPORAIS DAS VELOCIDADES NO ESCOAMENTO
BIFASICO EM UM MEIO POROSO

Nos graficos a seguir vemos as séries temporais das velocidades (média volumétrica)
da mistura e de ambas as fases no escoamento bifasico em um meio poroso bidimensional para
alguns dos casos descritos no capitulo 4. Essas séries temporais sdo calculadas através das
Equacoes (4.7), (4.9) e (4.11), dadas por

1
W () = ~— / we(%,1) s(%,1)dQ, (A1)
Q1 Jo
2) 1
V() = — [ ue(X,1)[1—s(X,1)]dQ (A.2)
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W 0) = o [ w(E0ag (A3)
QJo
Griéfico 15 — Velocidade média em fungio do tempo paraM = 10e y=10"! N/m.
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(c) Vp =5000 Pa/m.
Graficos das séries temporais das velocidades da mistura e de ambas as fases, para M = 10,
y=10"1N/m, S; = 0,2 e alguns valores de gradiente de pressio. Fonte: Elaborado pelo autor.
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Grifico 16 — Velocidade média em fungdo do tempo para M = 10e y = 1072 N /m.
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Griaficos das séries temporais das velocidades da mistura e de ambas as fases, para M = 10,

y=10"2 N/m, S; = 0,2 e alguns valores de gradiente de pressio. Fonte: Elaborado pelo autor.
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Griéfico 17 — Velocidade média em fungdo do tempo paraM = 10e y= 10> N /m.
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Graficos das séries temporais das velocidades da mistura e de ambas as fases, para M = 10,
y=10"3 N/m, S; = 0,2 e alguns valores de gradiente de pressio. Fonte: Elaborado pelo autor.
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Grifico 18 — Velocidade média em fun¢do do tempo paraM =1ey=0N/m.
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Grificos das séries temporais das velocidades da mistura e de ambas as fases, para M = 1,
Yy=0N/m,S; =0,2 e varios valores de gradiente de pressdo. Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE B - CONTORNOS DO ESCOAMENTO BIFASICO EM UM MEIO
POROSO BIDIMENSIONAL

Bl CasoM=1;y=0N/m.
Figura 7 — Configura¢do do escoamento e contorno da velocidade; y =0 N /m.
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(b) Vp =250 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressdo e para y = 1073 N/m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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Figura 7 — (Continuagdo) Configuragdo do escoamento e contorno da velocidade; y =0 N/m.
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(e) Vp =2000 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressio e para Y = 107> N /m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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Figura 7 — (Continuagdo) Configuragdo do escoamento e contorno da velocidade; y =0 N/m.
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(g) Vp =5000 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressio e para y = 1072 N/m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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B.2 CasoM =10;y=10"2N/m.

Figura 8 — Configuracio do escoamento e contorno da velocidade; y = 1073 N /m.
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(b) Vp =250 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressio e para y = 1072 N/m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.



Figura 8 — (Continuagdo) Configuracido do escoamento e contorno da velocidade;
y=10"3N/m.
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(e) Vp =2000 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressio e para Y = 107> N /m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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Figura 8 — (Continuagdo) Configuracido do escoamento e contorno da velocidade;
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(g) Vp =5000 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressio e para ¥ = 107> N /m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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B.3 CasoM =10; y=10"2N/m.

Figura 9 — Configuracio do escoamento e contorno da velocidade; y = 1072 N /m.
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(b) Vp =250 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressio e para y = 1072 N/m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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Figura 9 — (Continuagdo) Configuracido do escoamento e contorno da velocidade;
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(e) Vp =2000 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressio e para Y = 1072 N /m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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Figura 9 — (Continuagdo) Configuracido do escoamento e contorno da velocidade;

2.98e-02
I 2.68e-02
2.38e-02
2.09e-02
1.79e-02
. 1.49e-02
1.19e-02
8.94e-03
5.96e-03
2.98e-03

0.00e+00

8.06e-02
I 7.25€-02
6.45¢-02
5.64¢-02
4.84¢-02
. 4.03¢-02
3.226-02
2.426-02
1.61e-02
8.06e-03

0.00e+00

(g) Vp =5000 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressio e para ¥ = 1072 N /m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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B4 CasoM =10;y=10"! N/m.

Figura 10 — Configuracio do escoamento e contorno da velocidade; y = 10~! N/m.
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(b) Vp =250 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressio e para y = 10~! N/m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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Figura 10 — (Continuacdo) Configuragao do escoamento e contorno da velocidade;
y=10"' N/m.
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(e) Vp =2000 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressio e para Y = 10~! N/m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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Figura 10 — (Continuacdo) Configuragao do escoamento e contorno da velocidade;
y=10"' N/m.
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(g) Vp =5000 Pa/m.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso (esquerda), em um instante de tempo especifico,
para diferentes valores de gradientes de pressio e para y = 10~! N/m, e seu respectivo campo de veloci-
dade (direita). Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.



98

APENDICE C - ESCOAMENTO BIFASICO EM FUNCAO DA SATURACAO DA
FASE MENOS VISCOSA

Neste apéndice sdo apresentadas as imagens das configuracdes do fluxo bifasico
em um meio poroso, resultantes das simulagdes realizadas com diferentes valores da fracdo
volumétrica da fase menos viscosa, enquanto os demais parametros permanecem fixos, a saber,
Vp=1000 Pa/m,y=0N/me M = 10.

o do esco viscosa.

Figura 11 — Configuraca

amento em fungdo da saturacdo da fase menos
E |/ .
o ° . @ o s o -,

° 4',.“ ‘o Off

(c) §1 =0,30. (d) S; =0,40.
Fluxo do escoamento bifasico através do meio poroso, em um instante de tempo especifico, para dife-
rentes valores de S;. Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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Figura 11 — (Continuacdo) Configuracao do escoamento em fun¢do da saturacdo da fase
menos viscosa.
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1 S1=0,90.
Fluxo do escoamento bifésico através do meio poroso, em um instante de tempo especifico, para dife-
rentes valores de S;. Fonte: Obtida através do software ANSYS Fluent.
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APENDICE D - METODO DFA

O método de andlise de flutuagdes sem tendéncias ou método DFA (Detrended
Fluctuations Analysis) [137], € um método amplamente utilizado para detectar correlacdes de
longo alcance em séries temporais, e € particularmente util para investigar a existéncia de auto-
similaridade em dados temporais. O método DFA consiste basicamente em subtrair possiveis
tendéncias deterministicas da série temporal original e analisar a flutuacao dos dados uma vez
removidas as tendéncias [147]. Esse método tem se mostrado uma técnica bastante segura e
além disso tem sido aplicado inclusive em séries ndo-estaciondrias [138, 148]. Segundo Kan-
telhardt et al [148], o DFA foi aplicado com sucesso a diversos campos de interesse como
o DNA [139, 149], a dinamica da frequéncia cardiaca [150, 151], redes neurais [152, 153], a
marcha humana [154], registros climéticos [155, 156], estrutura de nuvens [157, 158], econo-
mia [159, 160] e também em fisica do estado sélido [161, 162].

Os passos para aplicar o método DFA em uma série temporal sdo descritos a seguir.
Seja x(¢) uma série temporal de tamanho N (Gréfico 19), cujo valor médio é (x). O primeiro
passo para se aplicar o método DFA em uma série x(¢) é remover a tendéncia média da série x(t)
e depois calcular a série integrada ou acumulada, X (¢), dessa diferenca. Esta etapa é expressa,

matematicamente, por
X(1) = Y (x(i) = (x). (D.1)

A Griéfico 20 ilustra essa primeira etapa do método DFA.

O préximo passo resume-se em remover as tendéncias locais dos dados da série

Grafico 19 — Série temporal original usada para ilustrar a aplicagao do método DFA.
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Griafico 20 — Ilustracdo da aplicacdo do primeiro passo do método DFA.
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O primeiro passo do método DFA consiste em calcular a série integrada X (¢) a partir da série temporal
original x(¢) subtraindo seu valor médio, utilizando a Equagdo (D.1). Fonte: Elaborado pelo autor.

integrada, o que consiste primeiramente em dividir a série integrada em N /n blocos, ou janelas
de tempo, de tamanho n, onde, para cada bloco k, é calculada uma tendéncia local X;(f,n). Nos
casos abordados nesta tese, a tendéncia local, X;(z,n), € um polindmio do primeiro grau, obtido
através do método dos minimos quadrados, como mostrado no Grafico 21. A seguir, uma nova
série Y (¢,n) é criada removendo-se a tendéncia da série acumulada, isto é, subtraindo X (z,n)
de X (1):

Y(t,n) =X(t) — X (t,n). (D.2)

No terceiro passo, as flutuagdes resultantes, geralmente referidas como funcdes de

Grafico 21 — Tlustracdo da aplicacdo do segundo passo do método DFA.
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X(1) (x 10°%)
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0 100 200 300 400 500 600 700 800

Gréfico da tendéncia local da série integrada, com 8 blocos de tempo de tamanho n = 100. O segundo
passo do método DFA consiste em remover as tendéncias locais, X;(¢,n), dos dados da série integrada,
X (t). Fonte: Elaborado pelo autor.
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flutuagdo, F(n), sdo calculadas como desvios quadraticos médios [138]:

(D.3)

No udltimo passo, apds repetir os passos anteriores para diferentes tamanhos, n, de blocos de
tempo, constréi-se um grafico, em escala logaritmica, de F(n) versus n, como mostrado no
Grifico 22. Se os dados originais, x(t), tiverem correlagdes de longo alcance, isso sera refletido

na fun¢@o de flutuagdo, F(n), como uma lei de poténcia [138],
F(n) < n%, (D.4)

onde o expoente  estd relacionado aos padrdes de correlagdo da série analisada [139, 140].
Este expoente de escala também estd relacionado ao expoente de Hurst [163, 164], que mede o
grau de memoria de longo alcance de uma série temporal, como & = H para o ruido gaussiano

fraciondrio e como o = H + 1 para o movimento browniano fraciondrio [138].

Griafico 22 — Fungao de flutuagao em fun¢ao do tamanho dos blocos de tempo.
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Gréfico, em escala logaritmica, da fun¢do de flutuacdo em fungdo do tamanho dos blocos (ou janelas) de
tempo. Neste exemplo, o valor do expoente é o = 1.444 +0.0159. Fonte: Elaborado pelo autor.

O método DFA possibilita a anélise de séries temporais complexas, sendo especial-
mente util quando se suspeita da presenca de comportamentos de longo alcance que nao sdo de-
tectaveis pelas medidas de correlagdo tradicionais. Além disso, o DFA auxilia na identifica¢do

de padrdes de tendéncias e flutuacdes em diferentes escalas temporais.
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APENDICE E - EQUACOES DO CALCULO VETORIAL

Neste apéndice, apresentamos algumas identidades e equagdes do célculo vetorial

que foram utilizadas no desenvolvimento das equacgdes apresentadas nesta tese. Vamos consi-
derar f e g funcdes escalares e 7, ii e V fungdes vetoriais.

Produto tensorial (produto diadico):

Uy UeVy UxVy UxV;
i®v=iu) uy | e vy vo) = wpve wyvy v, (E.1)
Uz

UzVx UVy UV

Regra do produto para derivadas parciais:

d _ dg  df
E(f@—fg*n?g (E.2)
Regra da cadeia para a derivada:

d . dr
Ef(r(t)):V i

. (E.3)
Gradiente: af af af
Vf axx-l-a—yy-l-a—zz (E4)
Divergéncia:
_ duy duy du,
Vi = ox  dy = dz E5)
Rotacional:
Ju, du du, Jdu du, Jdu
Vxige | 22_27)% C A I bt e 2 PN )
u <8y 8z)x+(81 8x)y+(&x 8)})Z (E.6)

Regra da divergéncia para um produto tensorial:

V- ({@®7) = (V-id)i+ii- Vv (E.7)

Regra do produto (escalares) para gradiente:

V(fg) =fVg+egVf (E.8)

Regra do produto (escalar e vetor) para divergéncia:

V(i) = fV-i+ii-Vf (E.9)



Teorema de transporte de Reynolds:

d " _ [ 97 o

an -
— [ Do j'{ i d3
/Q at * S m
Teorema da divergéncia (teorema de Gauss) [165,166]:

/V-ﬁdQ _ fﬁ.ﬁds
Q S

- fﬁ-cﬁ
S

Fungdo delta de Dirac:

oo Se X = X

0 sex##xg

§(x—xo) = {
Propriedades da func¢ao delta de Dirac:
/_ZS(x—xo) dx = 1
| _r@se—m)dx = fix)
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(E.10)

(E.11)

(E.12)

(E.13)
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Two-phase flow through porous media leads to the formation of drops and fingers, which
eventually break and merge or may be trapped behind obstacles. This complex dynamical
behavior highly influences macroscopic properties such as the effective permeability and it
also creates characteristic fluctuations in the velocity fields of the two phases, as well as in
their relative permeability curves. In order to better understand how the microscopic
behavior of the flow affects macroscopic properties of two phases, we simulate the velocity
fields of two immiscible fluids flowing through a two-dimensional porous medium. By
analyzing the fluctuations in the velocity fields of the two phases, we find that the system is
ergodic for large volume fractions of the less viscous phase and high capillary numbers Ca.
We also see that the distribution of drop sizes m follows a power-law scaling, P (m) ocm.
The exponent & depends on the capillary number. Below a characteristic capillary number,
namely Ca* = 0.046, the drops are large and cohesive with a constant scaling exponent & =
1.23 + 0.03. Above the characteristic capillary number Ca*, the flow is dominated by many
small droplets and few finger-like spanning clusters. In this regime the exponent &
increases approaching 2.05 + 0.03 in the limit of infinite capillary number. Our analysis
also shows that the temporal mean velocity of the entire mixture can be described by a
generalization of Darcy’s law of the form 7™ o (VP)? where the exponent B is sensitive to
the surface tension between the two phases. In the limit of infinite capillary numbers the
mobility term increases exponentially with the saturation of the less viscous phase. This
result agrees with previous observations for effective permeabilities found in dissolved-
gas-driven reservoirs.

Keywords: porous media, two phase flow, Onsager symmetry, computational fluid dynamics, generalized
Darcy’s law

1 INTRODUCTION

Due to its technological application, two-phase flows in porous media have been an active subject of
research for decades [1-4]. It is well known, for instance, that the flow of a water/oil mixture through
a porous rock strongly depends on the volume ratio of the two fluids, the surface tension between the
two phases and their wetting interactions with the solid walls [5-8]. Phenomenologically, this
behavior has been described by relative permeability curves, which need to be determined
experimentally. Over the years, many models have been proposed to explain those experimental
measurements, or to approximate them when experimental gauging curves are not available [9-11].
Most of these studies focused on the displacement of an interface moving in a transient regime, such
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as in gas/oil drainage or water/oil imbibition. Understanding this
process is of great practical relevance in petroleum engineering
where the main goal is to increase production by delaying the
breakthrough of the injected fluid, i.e., to increase the amount of
the displaced fluid by extending the time the injected fluid takes to
reach the producing well [12].

Immiscible two-phase flows in porous media commonly
exhibit intriguing phenomena that arise due to the
competition between capillary and viscous effects. Generally
speaking, the resulting interface formation is controlled by two
dimensionless numbers, namely, the capillary number Ca,
which describes the balance of viscous forces to capillary
forces, and the ratio of the two viscosities. By carrying out
multiple experiments, Lenormand classified the emerging
patterns in two-phase flow into three major regimes,
depending on these two dimensionless parameters. This
classification is today known as the so-called Lenormand’s
phase-diagram [13], which was recently extended including
effects of surface adhesion, namely, also considering contact
angles [14]. While the general partitioning of the different flow
regimes is characterized by Lenormand’s phase diagram, the
transitions at which one regime changes to another are not
universal and depend on the particular pore geometry and the
dimensionality of the system [7, 15, 16]. Low capillary
numbers and high viscosity ratios are frequently associated
with a “capillary fingering” regime, while high capillary
numbers and high viscosity ratios to a “stable
displacement.” In addition, when a low viscous fluid
displaces a high viscous one (low viscosity ratio), the
resulting interface forms unstable patterns, known as
“viscous fingering” [17-19], which can be obtained for any
value of the capillary number. This flow regime can be
described in terms of a Laplacian growth problem [20],
which is also equivalent to diffusion-limited-aggregation
(DLA) systems [21]. Experimental studies have also
revealed that the capillary number influences the effective
permeability of two immiscible phases in terms of a power-
law kegr ~Ca® [22, 23] and numerical studies suggest that the
exponent a depends on the relative fraction of the two phases
in the mixture [24].

The description of two-phase flow at the Darcy scale as an
effective medium has a long history [25, 26], but the dynamics of
the interface between the different phases at the pore scale still
represents a challenging and scientifically important problem. In
this case, the geometric properties of the substrate create
heterogeneous flow paths which can be invaded by one fluid
or the other or both. In such mixing flows, drops of many sizes
and shapes naturally emerge. These drops may split and re-merge
while they are dragged by the flow through the porous medium or
maybe trapped behind obstacles for some time. Numerical
simulations [5] and micro-tomography [6, 27] have been used
to understand the interplay between two phases inside a porous
medium on the scale of individual pores, but the connection
between this micro-dynamic behavior and macroscopic
quantities such as permeability or displacement efficiency is
still poorly understood [28]. Over time, the dynamic of a two-
phase flow inside a heterogeneous medium eventually reaches a
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stationary regime, where certain variables fluctuate around a
long-time averaged value [8]. In this regime the application of
novel techniques from non-equilibrium statistical physics [29]
proved to be very helpful in establishing a proper connection
between micro and macro scale. Recent studies of fluctuations in
mesoscopic properties, such as relative permeability and flow
velocity, paved the way to a new perspective on the conceptual
description for two-phase flow at low Reynolds numbers [30-32]
with focus on its statistical properties. Here, we study through
two-dimensional simulations the characteristic fluctuations in the
velocity time series of two immiscible fluids flowing through an
irregular porous medium.

The paper is organized as follows: In Section 2, we present
the details of our pore geometry, the mathematical model and
numerical technique used to calculate the velocity fields of the
two phases. Section 3 covers the analysis of the numerical
results. More specifically, we analyze temporal correlations in
the spatially averaged time series of the velocity fields of the
different phases and the mixture in the stationary regime and
apply Onsager’s reciprocal relations in order to investigate
time reversibility. Moreover, we show that the drop size
distribution follows a power-law scaling and propose a
generalization of Darcy’s law with a non-linear coupling
between flow rate and pressure drop in Section 3.4. We
close our analysis with discussions and conclusions in
Section 4.

2 MATHEMATICAL MODEL

The pore geometry of our system consists of a two-dimensional
“Swiss cheese” type of porous medium [33-35], which is made of
circular obstacles that can overlap with each other. More
specifically, the porous domain is composed of a 50 mm x
50 mm square, which is iteratively filled with randomly placed
discs of 1 mm in diameter until a desired porosity g is reached.
For all simulations performed here, ¢ = 0.8. Periodic boundary
conditions are applied in both directions in order to avoid finite-
size effects. The pore space is filled with two immiscible
Newtonian fluids with a surface tension, y, acting at the
interface between them. A global pressure gradient, VP, in the
horizontal direction (x-direction) drives the flow. Figure 1A
shows the initial condition of the system, where the filling
fraction S; of the low viscous phase (blue) is set to 0.2. The
two phases flowing through the pore space are solved numerically
by a Volume-of-Fluid (VoF) formalism [5, 36], which is an
adaptation of the Navier-Stokes equations for multi-phase flow
as implemented in the Ansys Fluent™ software [37]. This
numerical technique has been previously validated in several
studies through numerous distinct applications [38-44]. In
particular, the surface tension and contact angle in the model
of Fluent’s VoF scheme have been successfully applied to
quantitatively describe the droplet pinch-off dynamics in a
microfluidic step emulsification device [45].

In the Volume-of-Fluid formalism, the Navier-Stokes and
continuity equations describe the conservation of linear
momentum and mass of the entire mixture,
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FIGURE 1 | Time evolution of the two-phase flow starting from an initial condition (A) where the filing fraction of the lower viscous phase is set to S = 0.2. (B-D)
describe the case for Ca — « while the case for Ca = 0.006 is shown in (E-G). In both cases, the pressure drop is VP = 1.0 kPa/m and the viscosity ratio is M = 10. The
time series of the averaged x-component velocity for phase 1 (blue curves), phase 2 (red curves), and the mixture (black curves), computed with Egs 3-5, are shown in
(B,E). (C,F) show typical configurations of the two-phase flow in the stationary regime. For high capillary numbers, (B) phase 1 is scattered into several small
droplets and few fingers (long and thin clusters), while for small capillary numbers, (F) phase 1 forms large drops. The corresponding velocity fields of the mixture are
shown in (D,G), with velocities ranging from 0.0 to 4.0 mm/s. Brighter colors represent regions of high speeds. Large bubbles, of the order of the system size, can be

L1

a—u+pV- (ueu) = -Vp+V- [u(Vu+Vu")] +yxVs,

ot (1)
V.u=0,

where p, ¢, p and u are density, viscosity, pressure, and the fluid
velocity, respectively. The term u ® u is an outer product, and
s(x) is the fraction function of phase 1 in a given control volume.
Due to mass conservation, the fraction of phase 2 is given by 1 —
s(x). Because Eq. 1 describes the motion of both phases, p and y
are not constants, but scalar fields, which depend on the fraction
function s(x). More specifically, a linear mixing rule p(x) = y; -
s(x) + pp - [1 — s(x)] is used to define a local effective viscosity of
the mixture, where the constants y; and p, stand for the
viscosities of phase 1 and 2, respectively. The same holds for
the density in case of phases with different densities, p; and p,.
The term y«Vs in Eq. 1 describes the interfacial tension force and
is proportional to the gradient of s normal to the interface. Here,
the variable x = V-n is the curvature of the interface. Because Vs is
nonzero only along the interface, interfacial tension forces vanish
in the bulk of phase 1 and phase 2, where s is constant. As
boundary conditions on the solid walls, we limit our study to
neutral wettability (contact angle « = 90°) and no slip. The
fraction function s(x) has a sharp interface at the border
between the two phases, and is advected by the flow via

Js
—+u-Vs=0.

ot @

In this analysis, we keep the density of the two fluids equal p; =
p2 = 1.0 kg/m’, to avoid disturbance by inertial effects. Moreover,
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we set y, = 1.0 Pa-s and keep the viscosity ratio M = p,/y, at either
1 or 10. During a simulation, the integration time step dt is kept
fixed and small enough to avoid high Courant numbers, generally
dt = 10™*s. If not mentioned otherwise, our fluid mixture consists
of 20% of phase 1 (blue, lower viscous phase) and 80% of phase 2
(red, high viscous phase). Initially, the two phases are placed in
vertical strips (see Figure 1A) in the fluid domain with their
interface perpendicular to the pressure gradient. Different initial
configurations have been tested in multiple simulations to ensure
that the stationary regime does not depend on this initial
condition. Using this setup, we study the behavior of the
mixture as we change the two major interactions between the
phases, namely, the viscous forces, which is controlled here by the
global pressure gradient, VP, and interfacial forces, which
depends on surface tension, y. We also ran simulations with
vanishing surface tension and equal viscosities in order to test
whether our two-phase model recovers the properties of a single-
phase flow. Simulation data are only analyzed after the stationary
state is reached, in order to produce statistically meaningful time
series. This highly increases the computational costs as the initial
transient part of the calculation has to be discarded.

3 RESULTS

Shear and surface tension exert forces on the fluid while it flows
through the porous medium. These forces eventually lead to the
breakup of connected components of a phase and, thus, to the
generation of drops. These drops may flow separately through the
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FIGURE 2| Time correlation functions computed with the velocity time series of the two phases and the mixture, like those shown in Figures 1B,E, for M =10 and

VP =1.0 kPa/m. Cy is the cross-correlation function between the velocity time series of phase 1 and phase 2, where the evolution of phase 2 is shifted forward in time by
T relative to phase 1, while Co4 is the opposite case. C,,,, is the autocorrelation of the velocity of the entire fluid. The top panels show the effect of decreasing the capillary
number from Ca — oo in (A) to 0.078 in (B), and to 0.006 in (C), while the volume fraction of phase 1 is kept at Sy = 0.2. In (D-F) we keep Ca — «, as in (A), but
increase the saturation of the less viscous phase systematically from Sy = 0.4 to 0.6, and to 0.9, respectively.

porous channels or may be trapped for some time by the porous
matrix. Moreover, colliding drops may also merge with each
other forming larger clusters. This complex dynamics of merging
and disconnecting drops dominates the flow’s microscopic
behavior in the stationary state. As a result, the velocity fields
of the two phases show typical transient fluctuations.

3.1 Velocity Time Series
In the VoF method, the volumetric average velocity of a phase, at
time #, may be written in terms of the fluid velocity, u, and the

fraction function s(x, t). For the x-component of phase 1’s velocity
we find

1
v (1) = —[ u, (x,1) - s(x,t)dQ, (3)

QS
where Q, = Iﬂs(x)dQ is the domain occupied by phase 1, Q is the
total porous space occupied by the fluid mixture and u,(x, ) is the
x-component of u, solved with Egs 1, 2. Equivalently, the mean x-
velocity of phase 2 is given by

1
v (1) = —/ u, (x,t) - [1-s(x,1)]dQ, (4)
M) a

with Q, = f o [1-s(x)]dQ. Since the two phases are
incompressible and mass is conserved, Q; and Q, are
constants. Finally the mean x-velocity of the entire mixture is
given by

v (¢) = é/nux (x,1)dQ. (5)
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The temporal mean values of these time series are computed
through v\ = 1/Tf:u°Jr v dt, where j = 1, 2, m stands for the two
phases (1,2) or the mixture (m). The variable T corresponds to the
time window spanning the stationary regime. The capillary
number describes the ratio between viscous forces and surface
tension being defined here in terms of the mean mixture
velocity as

Ca=v"y,[y. 6)

Figure 1 shows the influence of the capillary number on the
two-phase flow in the stationary regime. The initial configuration
is shown in panel (A), where the volume fraction of phase 1 is set
to S; = 0.2. Panels (B-D) show the case of Ca — o while panels
(E-G) the case for Ca = 0.006. The velocity time series computed
through Eqs 3-5 are presented in panels (B) and (E) where phase
1, phase 2, and the mixture are marked by blue, red and black
lines, respectively. Note that, although the pressure drop is
constant, the flow rate can actually vary due to the
fluctuations in  hydraulic resistance. These inherent
fluctuations in the velocity time series reflect the dynamics of
the drops and their interactions with the pore geometry. When
drops get trapped in a region of the porous medium, the average
velocity is slowed down. Conversely, when drops are released at a
later time, the flow accelerates resulting in one or multiple peaks
appearing in the time series.

The snapshots in panels Figures 1C,F show the distribution of
phase 1 (blue) and phase 2 (red) in the pore space for the two
cases Ca — oo (equivalent to y = 0) and Ca = 0.006. At high
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FIGURE 3 | (A,B) show the distributions of drop sizes, normalized by the amount of total fluid, in the stationary regime for different values of Ca. The solid lines
correspond to the best fit of a power law to the data, P (m) o«cm™¢, whose exponent & depends on the capillary number. For better visibility, the different power laws are
shifted by one order of magnitude with respect to each other, vertically. The (A) shows cases for small values of Ca, while (B) for high values of Ca. In (C), ¢ is plotted in
terms of Ca. The exponent remains approximately constant for Ca < 0.046, with average given by 1.23 + 0.03, as indicated by the red line. Above this value, &
increases quickly. In the limiting case of Ca — «, the exponent is ~ 2.05 + 0.03, as indicated by the black line.

0.1

capillary number, the flow is characterized by a large number of
small droplets with a highly active merging and splitting
dynamics. In some of these cases, the formation of one or
more finger-like cluster spanning from left to right along a
major flow path can be observed. In the case with low
capillary number, the phases stick together and create more
cohesive drops, preventing split-merging events. In cases of
very small capillary numbers, the pressure gradient may even
not be sufficient to overcome the interfacial forces and thus the
formation and motion of drops may be suppressed. In this
situation, permanently trapped drops are observed in the
porous medium. The velocity maps corresponding to the
snapshots shown in (C) and (F) are plotted in panels (D) and
(G). Darker colors represent regions with low velocities, while
brighter colors indicate fast flowing regions.

3.2 Time Correlations in Two-phase Flow

In order to develop a description of the flow as a stochastic
dynamical system, it is important to know whether the system
is ergodic or not. Although originally applied to thermal
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fluctuations on the molecular scale, Onsager symmetries [46,
47] have been successfully applied to describe the behavior of
multi-phase flows in macroscopic porous media [48] and in
pore-network models [30-32]. For this purpose, we apply
Onsager’s reciprocal relations in order to study ergodicity.
Onsager’s reciprocal relations are based on time correlations
which can be calculated as follows

T"AA(t)AB
Cute) = L[ BAWBB

Here AA(t) = A(t) — A are the fluctuations of the time series A(f)
and AB(t + 1) are the corresponding fluctuations of B(t)
shifted by 7. The mean values, A and B, and the variances,
o4 and op, are all computed over the time window, [0,T - 7],
shared by both time series. If A(t) and B(¢) are identical, then
Eq. 7 recovers the autocorrelation function, otherwise the
cross-correlation function is calculated. Accordingly, a
dynamical process is considered to be time reversible if the
cross correlation function is symmetric, thus the integrals of

dt. (7)

040
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Cap and Cpy are equal [49]. This condition is satisfied when
Cap(7) collapses on Cpu(7) at all times, except for some very
small timescales in which the contribution to the integral is
negligible [32]. Autocorrelations, on the other hand, measure
the randomness in the time series and the rate at which
fluctuations change with respect to the time scale 7. It can also
be interpreted as the memory of a stochastic process,
determining  whether  successive  observations are
independent or not.

In the following, we analyze the correlations in the time series
of the spatially averaged x-velocity of phase 1, phase 2, and the
entire fluid as defined through Eqs 3-5. Here, C,,(7) and C,,(1)
describe the cross-correlation between phase 1 (2) and phase 2
(1), where the evolution of phase 2 (1) is shifted forward in time
relative to phase 1 (2). C,,,(7) is the autocorrelation of the
mixture. Figure 2 shows C;,(1), C5,(7), and C,,,,(7) for VP =
1.0 kPa/m and M = 10. Generally, for small delays, phase 1 and
phase 2 tend to be anti-correlated and weakly correlated for
increasing 7, i.e., if one phase speeds up (comparing to its average
velocity) the other phase slows down. In the limit of very large
delays, the cross correlations of C;,(7) and C,;(7) both vanish.
Conversely, the autocorrelation functions show the opposite
behavior with strong correlations for small delays, slight anti-
correlations in a intermediate range, and vanishing correlations
for 7 — co.

Figure 2 shows how the filling fraction of phase 1 and the
capillary number affect the different correlations in the flow.
Panels (A), (B), and (C) show the cross-correlation functions for
decreasing Ca, keeping a constant filling fraction of S; = 0.2. For
Ca — o0 and §; = 0.2, Cy,(7) and G, (1) seem to collapse only for
large values of 7. As Ca decreases, the cross-correlation functions
approach zero more rapidly, but the fluctuations also increase and
thus the collapse of C;, with C,; is not completely clear for small
Ca. For capillary-dominant systems, Ca — 0, time-reversibility is
less clear, similar to a recent experiments with two-phase flows
in three-dimensional heterogeneous systems [30]. The figure
also shows the effect of increasing filling fraction of the less
viscous phase. Here S, is varied from 0.2 in panel (A) to 0.4 in
(D), t0 0.6 in (E), and to 0.9 in (F) while all other parameters are
kept fixed. For filling fractions of 0.4, 0.6, and 0.9 the cross
correlation functions almost perfectly collapse onto each other
suggesting a more time reversal dynamics compared to the case
with only 0.2 filling fraction, as shown in panel (A). In fact, by
varying the saturation §; from 0.1 to 0.9, a good collapse of the
two cross-correlation function is observed for S; > 0.4 at all time
scales. Regarding the autocorrelation functions (black lines in
Figure 2), our results show that they slowly become
decorrelated, which is similar to Brownian motion [50].
However, as the surface tension increases, C,,,,(7) vanishes
sooner, at smaller values of 7.

3.3 Drop Size Distribution

In order to study how the agglomerates of drops may influence
the mesoscopic behavior of the two-phase flow, we determine the
sizes of the different drops for every time step during the
stationary regime and then calculate their distributions.
Figure 3A shows the drop size distribution P(m) as a
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function of capillary number for VP = 2.0 kPa/m and M = 10,
where m is the drop size normalized by the whole fluid volume.
The distribution follows a power law, P (m) m~%, whose
exponent & depends on the capillary number. For Ca < 0.046,
the exponent £ is roughly constant with a value of £ = 1.23 + 0.03.
In this capillary range, the drops are mostly large and the split-
merging events (as well as the spanning channels) are rarely
observed. For Ca > 0.046, however, the drops are shattered into
many smaller droplets and few fingers (thin elongated clusters)
along higher speed channels. In this regime, £ increases from
1.73 £ 0.06 to 1.92 + 0.06 for Ca = 0.078 and 0.150, respectively,
and then converging to 2.05 + 0.03 as Ca approaches infinity. The
characteristic capillary number, Ca* = 0.046, separates the two
regimes, which are marked by light blue and cream background
in Figure 3. The heavy-tail scaling of the drop sizes in the large
capillary regime may be associated with the emergence of long-
range correlations, similar to those found in anomalous
diffusion [51].

3.4 Generalized Darcy Law

Next, we analyze the stationary state from a single-phase Darcy
flow perspective, namely, how the averaged fluid velocity
depends on the pressure gradient. Figure 4 shows the x-
velocity of the mixture averaged over space and time, ILORPY
a function of the applied pressure drop VP. As depicted, the
temporal average velocity follows a power-law scaling,
7m o (VP)ﬁ, for different values of the surface tension y.
This equation can be interpreted as a non-linear form of
Darcy’s law for two-phase flows. A similar generalization
between flux and pressure drop has been successfully applied
to non-Newtonian flows in pipes and pore networks [52, 53].
The exponent 8 varies as a function of surface tension. As

100

2107

1072

109 101

VP

FIGURE 4 | Temporal average velocity of the mixture in the stationary
regime as a function of the pressure gradient, for different values of surface
tension. Each point on the graph correspond to a specific capillary number.
For better visibility, the curves for different values of y were shifted
vertically by one order of magnitude with respect to each other. The velocity
can be described as a generalized Darcy’s law, v o (VP)‘*, where the
exponent increases with the surface tension. Green markers present the
traditional Darcy’s law with = 0.99 + 0.01, obtained for y=0and M = 1, while
B=1.09:+0.02, fory=10"° N/m, and = 1.34 + 0.03, for y = 1072 N/m. The
cases where drops are permanently trapped in the pore matrix are not plotted
in the graphs.
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FIGURE 5 | Log-linear graph showing that, for Ca — o, the behavior of
the temporal average velocity can be described by an exponential function of
the filling fraction, 7™ oc %", where Sy is the saturation of phase 1 (the less
viscous phase) with exponent § = 2.34 + 0.07, for M = 10 and VP =
1.0 kPa/m.

expected, the case y = 0 and M = 1 (green markers) recovers
the traditional linear relation predicted by Darcy for a single
phase, with § = 0.99 + 0.01 = 1.

In regimes of very high capillary numbers, the flow behavior is
dominated by the presence of many small droplets. Figure 5 shows
how the filling fraction of the less viscous phase (phase 1) impacts
the average velocity for VP = 1 kPa/m and M = 10. The plot shows
that 77" increases exponentially with filling fraction 7" oc (%)
with an exponent § = 234 + 0.07, where ¢!®) is a mobility
coefficient for the mixture [54]. In a single phase flow, the
mobility term is the ratio between the permeability and the
viscosity. In a two-phase flow system, the mobility term is
related to relative permeability curves [10]. The effective
permeability in the form of an exponential increase with
saturation fits particularly well with measurements of gas
percolation in dissolved gas-driven reservoirs [55], where the oil
phase is saturated with dispersed small bubbles, the so-called “foamy
oil” [56, 57], in order to enhance the recovery rates. Despite the
complexity involved in the two-phase flow dynamics, our results
suggest that the mean flow velocity of the mixture can be described
by a simple function of the saturation and the gradient of pressure.

4 DISCUSSION AND CONCLUSION

We investigated the stationary flow regime of two immiscible
and incompressible Newtonian fluids in porous media by
solving Navier-Stokes equations in multi-phase flow in two
dimensions. The behavior of the time series of the fluid’s
velocity is influenced by the complex dynamics of drops
which form as the two phases interact with each other and
the heterogeneous pore space. Despite the apparent disorder,
in the stationary regime, the drop size distribution follows a
well-defined power law, P(m)ocm™, whose exponent &
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depends on the capillary number. This exponent is roughly
constant & = 1.23 for Ca < 0.046, where the drops are mostly
large and cohesive, and splitting and merging are less
common. For Ca > 0.046, however, ¢ increases
systematically, reaching 2.05 = 0.03 for Ca — co. This
regime is characterized by the presence of a large number
of small droplets and few finger-like clusters. Fluctuations in
the time series are analyzed via cross-correlation functions
between the x-velocities of the two phases showing that
Onsager’s reciprocal relations and time reversal symmetry
are fulfilled for volume fraction above 0.4 and high capillary
number. At lower capillary numbers Ca the time reversibility
of the flow is less clear which is consistent with observations
made in three dimensional two-phase experiments. Finally,
we study the macroscopic scaling of the average velocity. Our
results show that two-phase flows can be modeled by an
effective Darcy type of description, namely, # o (VP)’. In
this generalization of Darcy’s law, the exponent § depends on
the surface tension between the phases (and, thus, on the
capillary number). When the surface tension is neglected and
the viscosity ratio is unity, the traditional Darcy relation is
recovered, = 1. For Ca — o, when the systems is dominated by
the presence of many small droplets, the averaged fluid velocity
increases exponentially with the filling fraction of the lower
viscous phase, V(m)oce(‘ssl), where this term represents the
mobility coefficient and § is a constant. This behavior is
similar to effective permeabilities found in dissolved-gas-
driven reservoirs. We believe that our results have direct
applications in the behavior of the mesoscopic flow (at the
level of the pore) in several real situations, and can help in the
description of the macroscopic propagation of the invasion
front in oil reservoirs.
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