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RESUMO

Apresentamos o expoente de Łojasiewicz no infinito, demonstramos que este é um número

racional para aplicações polinomiais F : Cn → Cm, n ≥ 2. Mostramos ainda que, para este caso,

o expoente é atingido no conjunto dos z ∈ Cn, tais que uma de suas funções coordenadas se

anula. Ademais, definimos a relação de equivalência analítica de funções no infinito e utilizamos

o exponte de Łojasiewicz para mostrar que no complementar de um conjunto algébrico próprio

dos polinômios de grau menor ou igual a um certo grau fixado, há somente um número finito de

classes de equivalência.

Palavras-chave: conjuntos semialgébricos; expoente de Łojasiewicz; equivalência analítica de

funções no infinito.



ABSTRACT

We present the Łojasiewicz exponent at infinity, we show that this is a rational number for

polynomial maps F : Cn → Cm, n ≥ 2. We also show that, for this case, the exponent is attained

in the set of z ∈ Cn, such that one of its coordinate functions is zero. Furthermore, we define the

analytic equivalence relation of functions at infinity and use the exponent of Łojasiewicz to show

that in the complement of a proper algebraic set of polynomials of degree less than or equal to a

certain fixed degree, there are only a finite number of equivalence classes.

Keywords: semialgebraic sets; Łojasiewicz expoent; analytic equivalence of functions at

infinity.
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1 INTRODUÇÃO

Uma das principais atividades da matemática é classificar objetos. Ainda no início

da vida acadêmica temos contato com a noção de homeomorfismo, por exemplo, passando-se

a procurar objetos que são topologicamente equivalentes. Mais ainda, busca-se propriedades

que dois objetos homeomorfos devem ter em comum ou que, eventualmente, possam não ter.

Em particular, em 1962 René Thom conjecturou que no conjunto dos polinômios reais em

n variáveis de grau menor ou igual a k só teríamos uma quantidade finita de equivalências

topológicas (mais detalhes serão dados no início do capítulo 3). Embora esta conjectura tenha

sido provada como verdadeira, outros resultados permaneceram em aberto. Neste trabalho

buscamos estudar o conceito de equivalência analítica no infinito entre polinômios utilizando o

expoente de Łojasiewicz.

O primeiro capítulo trata a respeito de algumas propriedades de equações diferenciais

ordinárias que serão importantes nos principais resultados deste trabalho. Após isto, passamos a

tratar de conjuntos semialgébricos. Apresentamos algumas propriedades básicas, enunciamos

o teorema da Decomposição Cilíndrica e, após definir o que é uma função semialgébrica, o

utilizamos para demonstrar o teorema de Tarski-Seidenberg. Este teorema tem papel central

na geometria algébrica real. Com efeito, este nos diz que funções semialgébricas preservam a

estrutura de conjunto semialgébrico, algo que não ocorre, por exemplo, com as funções contínuas

e conjuntos abertos, uma vez que uma esta pode aplicar um aberto em um conjunto que não

é aberto. Feito isto, encerramos o capítulo demonstrando algumas propriedades das funções

semialgébricas, por exemplo, mostramos que se f : (A,+∞)→ R é semialgébrica, então existem

B > A e N natural tal que, para x ∈ (B,+∞), temos | f (x)|< xN .

No segundo capítulo definimos o expoente de Łojasiewicz (L∞(F)) e enunciamos

um resultado devido a Stanisław Spodzieja em [13] que relaciona o expoente com as aplicações

semialgébricas. Após isso, demonstramos na Proposição 3.0.2 que se F : Cn → Cm, n ≥ 2, é

polinomial então o expoente de Łojasiewicz de F restrita a um subconjunto S algébrico próprio e

ilimitado é um número racional e, como corolário, obtemos que F |S é própria se e somente se o

expoente de Łojasiewicz de F |S é positivo. Por fim, demonstramos L∞(F) = L∞(F |S) onde S é

o conjunto dos pontos onde ao menos uma das funções coordenadas de F se anula.

Por fim, no terceiro capítulo definimos o que é uma vizinhança do infinito e o que

significa duas funções serem analiticamente equivalentes no infinito. Somado a isso, mostramos

que, dado um polinômio real f em n variáveis de grau menor ou igual a k com L∞(∇ f )≥ k−1,
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existem hipóteses sobre um polinômio P de modo a termos f analiticamente equivalente no

infinito a f +P. A saber, estas condições são que P seja um polinômio de grau menor ou igual a

k em n variáveis tal que para um certo ε > 0 tenhamos |P(x)| ≤ ε ∥ x ∥k e ∥ ∇P(x) ∥≤ ε ∥ x ∥k−1

para ∥ x ∥> R > 0.

Ainda no terceiro capítulo, demonstramos que existe um subconjunto algébrico

próprio no conjunto dos polinômios reais de n variáveis de grau menor ou igual a k, tal que, o

gradiente dos polinômios no complementar desse conjunto tem expoente de Łojasiewicz igual a

k−1. Mais ainda, no complementar deste mesmo conjunto só há um número finito de classes de

equivalência. Encerramos o capítulo fazendo comentários a respeito do caso complexo.
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2 PREMILINARES

Este capítulo pretende em sua primeira seção enunciar resultados da já conhecida

teoria de Equações Diferenciais Ordinárias que serão usados ao longo do texto e em sua segunda

seção introduzir conjuntos semialgébricos o que será fundamental para o restante do trabalho.

Provaremos ainda algumas propriedades topológicas básicas destes conjuntos. Ainda nesta

segunda parte será introduzido o que é uma aplicação semialgébrica e demonstraremos o Teorema

de Tarski-Seidenberg, após isto, provaremos algumas propriedades de funções semialgébricas.

2.1 Equações diferenciais ordinárias

Seja F : G → Rn definido no aberto G ⊂ Rn+1. Considere a seguinte equação

diferencial

y′ = F(t,y) (2.1)

onde y′ = (y
′
1, ...,y

′
n). Assuma que o sistema (2.1) tem a seguinte propriedade: para

todo (τ,η) ∈ G há uma única solução φ(τ,η) : I(τ,η) → Rn do sistema (2.1) definida no

intervalo maximal I(τ,η)⊂ R e satisfazendo a condição inicial φ(τ,η)(τ) = η .

Dizemos que φ(τ,η) é solução do sistema integral (2.1). Dizemos que essa equação

diferencial possui a propriedade de unicidade de soluções.

Para tais sistemas definimos

V = {(τ,η , t) ∈ R×Rn ×R : (τ,η) ∈ G, t ∈ I(τ,η)}

e Φ : V → Rn por

Φ(τ,η , t) = φ(τ,η)(t).

Φ é dita solução geral de (2.1).

Proposição 2.1.1. Sejam F : J ×D → Rn contínua e φ : (a,b)→ D solução integral de (2.1).

Se (a,b] ⊂ J, então para todo compacto K ⊂ D há c ∈ (a,b) tal que φ(t) /∈ K para t ∈ (c,b).

Analogamente, se [a,b)⊂ J, então para todo compacto K ⊂ D há d ∈ (a,b), tal que φ(t) /∈ K

para t ∈ (a,d).

Demonstração. Ver Teorema 3.1 de [6].
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Teorema 2.1.1. Se o mapa F é solução de classe Cm,m ∈ Z,m ≥ 0, então a solução geral do

sistema (2.1) existe e é de classe Cm.

Demonstração. Ver Corolário 4.1 de [6].

Teorema 2.1.2. Se o mapa F é analítico, então a solução geral do sistema (2.1) existe e é

analítica.

Demonstração. Ver Teorema 1.8.12 de [9].

2.2 Conjunto semialgébricos

Os resultados e definições feitos nesta seção estão em [1] e [4].

Definição 2.2.1. Um subconjunto X ⊂Rn é semialgébrico se existem polinômios Pi, j ∈R[x1, · · · ,xn]

tais que

X =
r⋂

i=1

si⋃
j=1

{x ∈ Rn : Pi, jsi, j0},si,k ∈ {<,=,>}.

Exemplo 2.2.1. Todo conjunto algébrico é semialgébrico.

Exemplo 2.2.2. Os conjuntos semialgébricos da reta são uniões finitas de pontos e intervalos.

Proposição 2.2.1. A coleção de conjuntos semialgébricos é a menor coleção de conjuntos que

contém {x ∈ Rn; f (x)> 0} e é fechada por uniões e interseções finitas e complementares.

Demonstração. Seja Ω uma família de subconjuntos do Rn que contém todos os conjuntos da

forma {x ∈ Rn : f (x)> 0} fechada para uniões e interseções finitas e complementares.

Tome A = {x ∈Rn : f (x)> 0} elemento de Ω. Então Rn −A = {x ∈Rn : f (x)≤ 0}.

Seja g ∈ R[x1, · · ·xn],g = − f . O conjunto B = {x ∈ Rn;g(x) > 0} é um elemento de Ω e

Rn−B = {x ∈Rn : 0 ≤ f (x)}. Como Ω é fechada para interseções finitas, C = (Rn−A)∩ (Rn−

B) = {x ∈ Rn : f (x) = 0} é um elementode Ω. Logo, Ω contém todos os conjuntos da forma

{x ∈Rn : f (x)> 0} e {x ∈Rn : f (x) = 0},∀ f ∈R[x1, · · · ,xn]. Daí, Ω contém todos os conjuntos

semialgébricos.

Por outro lado, a interseção de todos os conjuntos do tipo Ω contém todos os

conjuntos do tipo {x ∈Rn : f (x)> 0} e {x ∈Rn : f (x) = 0},∀ f ∈R[x1, · · · ,xn] e é fechada para

interseções finitas, uniões finitas e complementares. Portanto os semialgébricos estão contidos

na interseção.
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Proposição 2.2.2. Todo conjunto semialgébrico em Rn pode ser escrito como uma união finita

de conjuntos semialgébricos da forma:

{x ∈ Rn : P1(x) = · · ·= Pk(x) = 0,Q1(x), . . .Ql(x)> 0}, (2.2)

onde P1, . . . ,Pk,Q1, . . . ,Ql são elementos de R[x1, . . . ,Xn].

Demonstração. Todo conjunto da forma (2.2) pode ser escrito como
⋂m

i=1{x ∈ Rn : Risi0}, com

s j ∈ {>,=} e Ri é uma renomeação dos polinômios Pi e Q j. Logo, a família dos conjuntos

da forma (2.2) formam uma subfamília da família dos conjuntos semialgébricos e contém os

conjuntos da forma {x ∈ Rn : f (x)> 0}. Pela Proposição 2.2.1, basta mostrar que ela é fechada

para uniões finitas, interseções finitas e complementares.

Ela é fechada para a uniões finitas por definição e o caso da interseção segue da

distributividade da interseção pela união. Quanto a ser fechado por complementar, basta notar

m⋂
i=1

{x ∈ Rn;Risi0}=
⋃
{x ∈ Rn : Ri(x)¬si0},

onde ¬si ∈ {̸=,<}.

Se ¬si ≠=, podemos escrever {x ∈Rn : Ri(x) ̸= 0} como {x ∈Rn : Ri(x)> 0}∪{x ∈

Rn : −Ri(x)> 0}, obtendo um conjunto do mesmo tipo. Portanto, podemos concluir que essa

união é de conjuntos do tipo enuciado.

Enuciamos agora o Teorema da Decomposição Cilíndrica.

Teorema 2.2.1. Seja X ⊂ Rn um conjunto semialgébrico, e denotemos um elemento de Rn por

(x, t) = ((x1, ...,xn−1), t). Então:

(an) X tem uma quantidade finita de componentes conexas, e cada uma delas é

semialgébrica;

(bn) Existe uma partição finita P de Rn−1 em conjuntos semialgébricos conexos de

forma que, para todo A ∈ P , podemos definir

f A
k : A → R,k = 0,1, . . .SA,SA +1

tais que:

1) f A
0 =−∞, f A

SA+1 =+∞;

2) f A
k : A → R é uma função contínua para todo k = 0,1, . . . ,SA,SA + 1, e para todo x ∈

A, f A
k (x)< f A

k+1(x);
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3) Todos os conjuntos da forma

{(x, t) ∈ Rn : f A
k (x)< t < f A

k+1(x)},k = 0,1, . . . ,SA,

são ditos de tipo B e

{(x, t) ∈ Rn : f A
k = t},k = 1, . . . ,SA

são ditos de tipo G .

4) A coleção de todos os conjuntos de Rn indicados em 3) formam uma partição de Rn. A

coleção destes conjuntos que está contida em X formam uma partição de X.

Demonstração. Ver Teorema 2.2.1 de [1].

Definição 2.2.2. Sejam X ⊂ Rn e Y ⊂ Rm conjuntos semialgébricos. Dizemos que f : X → Y é

semialgébrica se o gráfico de f é um conjunto semialgébrico em Rn+m.

Exemplo 2.2.3. Todo polinômio P em n variáveis é semialgébrico, pois o gráfico de P é o

conjunto {(x,y) ∈ Rn+1;y−P(x) = 0}.

Enunciamos agora um dos teoremas mais importantes envolvendo conjuntos semial-

gébricos. Este nos diz que uma função semialgébrica aplica semialgébrico em semialgébrico.

Veja que algo análogo não ocorre, por exemplo, com funções contínuas, estas não aplicam

abertos em abertos. Por outro lado, homeomorfismos o fazem. Ocorre algo análogo também

para homomofismos de grupos, onde a imagem de um grupo é ainda um grupo ou subgrupo. Isto

nos diz que aplicações semialgébricas preservam a estrutura de conjuntos semialgébricos. O que

será fundamental.

Teorema 2.2.2. (Teorema de Tarski-Seidenberg) Sejam X e Y conjuntos semialgébricos, e

f : X → Y uma função semialgébrica. Então f (X) é semialgébrico.

Demonstração. De f ser semialgébrica, temos que o gráfico de f é semialgébrico e note que

f (X) = π(X ×Y ∩gra f ( f )) onde π : Rn ×Rm → Rm é a projeção. Note que π é semialgébrica,

pois o gráfico de π é o conjunto {(x,y, t) ∈ Rm+n+m;y− t = 0}. Logo, é suficiente mostrar que

se V ⊂ Rn é semialgébrico, então π(V ) também o é.

Façamos indução sobre m. Para o caso m= 1, o Teorema da Decomposição Cilíndrica

permite que escrevamos V como a união de conjuntos semialgébricos conexos dos tipos B

e G sobre conjuntos semialgébricos que particionam Rn. Ao aplicar π em V os conjuntos
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resultantes são elementos que particionam π(V ). Como união finita de conjuntos semialgébricos

é semialgébrica, então π(V ) é semialgébrico.

Supondo que a afirmação vale para o caso m, em π : Rn ×Rm+1 → Rn, podemos

expressar π : Rn ×Rm+1 → Rn como a composição de π1 : Rn ×Rm+1 → Rn ×Rm composto

com π2 : Rn ×Rm → Rn. Pelo caso de base π1(V ) é semialgébrico, e pela hipótese de indução,

π2(π1(V )) é semialgébrico.

Proposição 2.2.3. Sejam X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm conjuntos semialgébricos e f : X → Y uma bijeção

semialgébrica. Então, f−1 : Y → X também é semialgébrica.

Demonstração. Por definição gra f ( f ) é semialgébrico. Além disso, defina A : Rm ×Rn →

Rn ×Rm por A(x,y) = (y,x). Temos que gra f (A) = {(x,y,s, t) ∈ Rm ×Rn ×Rn ×Rm;x− t =

0,y− s = 0}. Logo, A é semialgébrica e o resultado segue de gra f ( f−1) = A(gra f ( f )).

Iremos apresentar agora a versão lógica do Teorema de Tarski-Seidenberg. Para

tanto precisaremos da seguinte definição:

Definição 2.2.3. Uma linguagem de primeira ordem na língua de corpos ordenados com

parâmetros em R é definida como:

(1) As fórmulas atômicas são dadas por P(x)> 0 e Q(x) = 0 onde P,Q ∈ R[x1, . . . ,xn];

(2) Se Φ e Ψ são fórmulas de primeira ordem, então Φ∨Ψ, Φ∧Ψ e ¬Φ são fórmulas de

primeira ordem;

(3) Se Φ é fórmula de primeira ordem, então ∃XΦ e ∀XΦ são fórmulas de primeira ordem.

Ora, os conjuntos semialgébricos podem ser escritos utilizando linguagem de pri-

meira ordem, uma vez que vale:

(a) y ∈ {x ∈ Rn;P(x)}∪{x ∈ Rn : Q(x)}⇔ P(y)∨Q(y).

(b) y ∈ {x ∈ Rn;P(x)}∩{x ∈ Rn : Q(x)}⇔ P(y)∧Q(y).

(c) y ∈ {x ∈ Rn : P(x)}C ⇔¬P(y).

Teorema 2.2.3. Se Ψ é uma fórmula de primeira ordem, então {x ∈ Rn : Ψ(x)} é semialgébrico.

Demonstração. Procedamos por indução. É evidente que (1) e (2) na Definição 2.2.3 produzem

conjuntos semialgébricos. Quanto a (3), se

{(x1, . . .xn+1 ∈ Rn+1;Ψ(x1, . . .xn+1)}
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é semialgébrico, então

{(x1, . . .xn) ∈ Rn;∃xn+1,Ψ(x1, . . .xn+1)

é semialgébrico pois é a projeção do conjunto anterior. O caso do ∀XΨ é equivalente a ¬∃X¬Ψ.

Esta caracterização pode facilitar muito a verificação de exemplo.

Exemplo 2.2.4. A função módulo é semialgébrica pois o seu gráfico é o conjunto

{(x,y);y = |x|}= {(x,y);x ≥ 0∧ y = x}∪{(x,y);x < 0∧ y =−x}.

Aplicaremos a versão lógica acima para demontrar a seguinte proposição:

Proposição 2.2.4. Se X ⊂ Rn é semialgébrico, então também são semialgébricos os conjuntos

int(X),∂X e X .

Demonstração. Seja P a fórmula que define o conjunto X . Daí,

1. X ={ x ∈ Rn;∀ε > 0,∃y ∈ Rn(∥ x− y ∥< ε)} = {x ∈ Rn;∀ε > 0,∃y ∈ Rn(∥ x− y ∥2<

ε2)∧P(y)};

2. ∂X = X ∩Rn −X ;

3. int (X) = Rn − (Rn −X).

A proposição anterior nos deu propriedades topológicas de conjuntos semialgébricos.

Vejamos agora propriedades de funções semialgébricas:

Proposição 2.2.5. Sejam X ⊂ Rn,Y ⊂ Rm e Z ⊂ Rp conjuntos semialgébricos e f : X → Y e

g : Y → Z funções semialgébricas tais que faz sentido g◦ f . Então vale:

1. g◦ f : X → Z é semialgébrica;

2. Se B ⊂ Y é semialgébrico, então f−1(B) é semialgébrico;

3. S(X) = {h : X → R;h é semialgébrica} é um anel comutativo com unidade.

4. f é semialgébrica se, e somente se, as funções coordenadas são semialgébricas.

5. h : X → Y é semialgébrica se, e somente se, g◦h ∈ S(X) para toda g ∈ S(Y ).

6. Se f : X → R e f (x) ̸= 0,∀x ∈ X. f ∈ S(X) se, e somente se, 1
f ∈ S(X).

Demonstração. 1. Temos que gra f (g◦ f ) = π((gra f ( f )×Rp)∩ (Rn ∩gra f (g)) onde π é

a projeção de Rn+m+p em Rn+p. A afirmação é válida por 2.2.2.
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2. Veja que f−1(B) = π((X ×B)∩gra f ( f )). Por Tarski-Seidenberg o resultado segue.

3. Veja que se f é uma função constante igual a c, então f é semialgébrica, pois gra f ( f ) =

X ×{c}. Assim, as funções constantes iguais a 0 e 1 são semialgébricas. Além disso, a

soma e o produto de funções semialgébricas é ainda semialgébrica, pois para f1 e f2 semial-

gébricas o gra f ( f1+ f2)= {(x,y,z)∈Rm×Rm×Rm;existem y’ e z’ com f(y’)=y e f(z’) = z e x−

y− z = 0} . Analogamente o produto também é semialgébrico. Por fim, − f = 0− f . Logo

S(X) é subanel comutativo com unidade do conjunto do anel das funções de X em R.

4. Se f é semialgébrica então fi = πi ◦ f que é a composta de funções semialgébricas.

Logo, fi é semialgébrica. Por outro lado, f (x) = ( f1(x),0, ...,0) + (0, f2(x),0, ...,0) +

· · ·+(0,0, ..., fm(x)). De forma que podemos tomar a composta ji ◦ f (x) onde ji(x) é

a inclusão que é 0 zero em todas as entradas exceto a i-ésima que é x. Temos que

gra f ( ji) = {x,x1, ...,xm);x− xi = 0 e x j = 0 para j ̸= i}. Que é um conjunto semialgé-

brico. Segue que f é semialgébrica.

5. Por 1), se h é semialgébrica, g ◦ h também é. Por outro lado, se g ◦ h ∈ S(X) para toda

g ∈ S(Y ), então hi = πi ◦h também é semialgébrica e por 4), h é semialgébrica.

6. Temos g :R−{0}→R que leva x em 1
x é semialgébrica, pois gra f (g) = {(x,y)∈R2;xy=

1}. Logo, g◦ f é semialgébrica.

Exemplo 2.2.5. As funções racionais são semialgébricas pelos itens (1) e (6) da Proposição

2.2.5.

Vamos estimar o crescimento de uma função real semialgébrica, não nescessaria-

mente contínua. Antes façamos a seguinte proposição:

Proposição 2.2.6. Seja P = a0Xd + · · ·+ad−1X +ad , onde a0 ̸= 0. Se c ∈ C é uma raíz de P,

então

|c| ≤ max
i=1,...,d

(
d
|ai|
|a0|

) 1
i

.

Demonstração. Seja

M = max
i=1,...,d

(
d
|ai|
|a0|

) 1
i

e z ∈ C tal que |z|> M. Então,

|a0||z|i

d
>

|ao|d|ai|
d|a0|

= |ai|



20

para i = 1, ...,d. Logo,

|a1zd−1 + · · ·+ad| ≤ |a1||z|d−1 + · · ·+ |ad|< |a0zd|

e, portanto, P(z) ̸= 0, uma vez que se z é zero de P, então a0zd + · · ·+ ad−1z+ ad = 0 e, daí,

|a1zd−1 + · · ·+ad|= |a0zd|.

Proposição 2.2.7. Seja f : (A,+∞)→ R semialgébrica. Então existe B ≥ A e N ∈ N tal que

| f (x)| ≤ xN para todo x ∈ (B,+∞).

Demonstração. Seja Γ o gráfico de f que é um semialgébrico de R2. Pela Proposição 2.2.2

podemos escrever I = G1 ∪G2 ∪·· ·∪Gp onde cada Gi é não vazio da forma

Gi = {(x,y) ∈ R2 : Pi(x,y) = 0,Qi,1(x,y)> 0, ...,Qi,ki(x,y)> 0}.

Onde todos os polinômios Pi tem grau maior que zero em relação a y, pois, caso

contrário, se (x0,y0) ∈ Gi então o gráfio deveria conter a linha {x0}×R, pois Pi não dependeria

de y. O que não pode ocorrer pois é gráfico. Seja P(x,y) = a0(x)yd +a1(x)yd−1 + · · ·+ad(x) o

produto de todos os Pi(x,y), onde d > 0 e a0 ̸= 0. Escolha C ≥ A grande o suficiente para ao(x)

não se anular em (C,+∞). Pela Proposição 2.2.6, como f é zero de P, nós obtemos

| f (x)| ≤ max
i=1,...,d

(
d
|ai(x)|
|a0(x)|

) 1
i

Fazendo x → ∞ temos que o lado direito é equivalente a |λxα |,α ∈Q, pois temos o

quociente de um polinômio elevado a um número racional vezes uma constante e, assim, para

efeitos de limite com x → ∞, apenas o monômio de maior grau é de interesse. Logo, tomando

N ∈ N,N > α , obtemos B ≥C, tal que | f (x)|< xN para x ∈ (B,+∞).

Demonstraremos agora a inequação de Łojasiewicz:

Teorema 2.2.4. Seja K ⊂ Rn conjunto compacto e semialgébrico e f ,g : K → R funções contí-

nuas semialgébricas, tais que se x ∈ K e f (x) = 0, vale que g(x) = 0. Então existem N ∈ N e

uma constante C ≥ 0, tal que para todo x ∈ K, temos que |g(x)|N ≤C| f (x)|.

Demonstração. Para t > 0, o conjunto Ft = {x ∈ K; t|g(x)|= 1}. Claramente Ft é fechado em K.

em particular, Ft é compacto. Suponhamos Ft ̸=∅, então f não se anula em Ft (caso contrário,

g também se anularia) e a função 1
| f (x)| tem máximo em Ft , que denotaremos por θ(t). Se Ft é
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vazio, colocamos θ(t) = 0. Isto define uma função θ : (0,+∞)→ R que é semialgébrica. Pela

Proposição 2.2.7, existe B > 0 e N ∈ N tal que para todo t > B, |θ(t)| ≤ tN . Isto é equivalente a

∀x ∈ K
(

0 < |g(x)|< 1
B
⇒ 1

| f (x)|
≤ tN =

1
|g(x)|N

)
.

Seja D o máximo de |g(x)|N
| f (x)| no compacto {x ∈ K; |g(x)| ≥ 1/B} e C = max{1,D}.

Obtemos |g(x)|N ≤C| f (x)|.
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3 O EXPOENTE DE ŁOJASIEWICZ NO INFINITO

Neste capítulo iremos definir o expoente de Łojasiewicz e demonstrar resultados

feitos em [2]. Inicialmente mostraremos que se F : Cn → Cm,n ≥ 2, é polinomial e a imagem

inversa do zero por F restrita a um conjunto algébrico ilimitado é finita, então o expoente de

Łojasiewicz é racional (Proposição 3.0.2). Por fim mostraremos que o expoente de Łojasiewicz

de F é atingido no conjunto formado pelos pontos em Cn onde ao menos uma de suas funções

coordenadas se anula (Teorema 3.0.1). Para tanto, iniciemos com o expoente para aplicações em

Rn.

Seja F : Rn → Rm. Definimos

N(F) = {v ∈ Rn : ∃C,R > 0,∀x ∈ Rn(∥ x ∥> R ⇒∥ F(x) ∥≥C ∥ x ∥v)}

e colocamos L∞(F) como o sup{N(F)}. Se N(F) =∅, colocamos L∞(F) =−∞. De forma

análoga, para S conjunto algébrico ilimitado em Rn, podemos colocar:

N(F |S) = {v ∈ R : ∃C,R > 0,∀x ∈ S(∥ x ∥> R ⇒∥ F(x) ∥≥C ∥ x ∥v)}

e, assim, L∞(F |S) = sup{N(F |S)}.

De forma parecida ao caso real, definimos o expoente de Lojasiewicz de F :Cn →Cm

no infinito como o supremo do conjunto

N(F) = {v ∈ R : ∃C,R > 0,∀z ∈ Cn ∥ z ∥> R ⇒∥ F(z) ∥≥C ∥ z ∥v}

e denotamos por L∞(F), onde ∥ z ∥=
√
|z1|2 + · · ·+ |zn|2,z = (z1, · · · ,zn) ∈ Cn,n ∈ N. Caso

N(F) =∅, então L∞(F) =−∞.

Uma relação entre mapas semialgébricos e o expoente é dada pela seguinte proposi-

ção:

Proposição 3.0.1. Se F : Rn → Rm é semialgébrico, então existem C,R > 0, tais que

∥ F(x) ∥≥C ∥ x ∥L∞(F) para ∥ x ∥> R.

Demonstração. Ver Teorema 3.5 de [13].

Uma curva φ : (R,∞)→ Rk é dita meromorfa no infinito se φ é soma de uma série

de Laurent da forma

φ(t) = t p
αp + t p−1

αp−1 + ...,αi ∈ Rk, p ∈ Z.
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De forma análoga podemos definir uma curva meromorfa no infinito com contradomínio em Ck.

Neste caso, observe ainda que fazendo a mudança de variável z = 1
t obteremos

φ(z) = z−p p+ · · ·+α0 + zα−1 + · · · ,αi ∈ Ck

de forma que φ passa a ser uma série de Laurent em torno do zero. Além disso, cada coordenada

de φ é uma série meromorfa de uma variável complexa que faz parte do anel das funções

meromorfas. De modo que se a imagem de φ está contida em um conjunto S algébrico ilimitado,

tal que (F |S)−1(0) é um conjunto finito, onde F : Ck → Cm,k ≥ 2 é polinomial, então F ◦φ ,

ainda é uma curva meromorfa no infinito

Lema 3.0.1. (Lema de Seleção da Curva) Se X ⊂ Rk é um conjunto semialgébrico ilimitado,

então há uma curva φ : (R,∞)→ Rk, meromorfa no infinito, tal que φ(t) ∈ X para t ∈ (R,∞) e

∥ φ(t) ∥→ ∞ quando t → ∞.

Demonstração. Ver Lema 2 de [10].

Dizemos ainda que φ = (φ1, ...,φn) : {t ∈ C→ Cn} é meromorfa no ∞ se cada φi é

meromorfa.

A notação ∥ F(z) ∥∼∥ z ∥λ será usada para dizer que

0 < lim
z→∞

∥ F(z) ∥
∥ z ∥λ

< M

Sejam F : Cn → Cm,n ≥ 2, polinômio e S ⊂ Cn conjunto algébrico ilimitado, vale:

Proposição 3.0.2. Se (F |S)−1(0) < +∞, então L∞(F |S) ∈ N(F |S)∩Q. Mais ainda, há uma

curva meromorfa no infinito φ : {t ∈ C; |t|> R} → Cm, tal que φ(t) ∈ S,∥ φ(t) ∥→ ∞ quando

t → ∞ e ∥ F ◦φ(t) ∥∼∥ φ(t) ∥L∞(F |S) quando t → ∞.

Demonstração. Note que o conjunto {(z,w) ∈ S×S;∥ F(z) ∥2≤∥ F(w) ∥2 ∨ ∥ z ∥2 ̸=∥ w ∥2} é

semialgébrico.

Pelo Teorema de Tarski-Seidenberg o conjunto

X = {z∈ S;∀w∈ S(∥F(z) ∥2≤∥F(w) ∥2 ∨∥ z ∥2 ̸=∥w ∥2)}= {z∈ S;∥F(z) ∥= min
∥z∥=∥w∥

∥F(w) ∥}

é também semialgébrico e ilimitado. Este último acontece, pois, como S é ilimitado, para todo

número real A, podemos obter z ∈ S com ∥ z ∥> A, daí podemos tomar z0 ∈ S com ∥ z0 ∥=∥ z ∥ e

∥ F(z0) ∥= min
∥x∥=∥z∥

∥ F(x) ∥,
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para x ∈ S.

Pelo Lema de Seleção de Curvas existe uma curva φ : (R,∞)→ X meromorfa no

infinito com ∥ φ(t) ∥→ ∞ quando t → ∞. Então há um inteiro positivo p tal que φ é a soma da

série de Laurent: t pαp+ t p−1αp−1+ . . . , com αi ∈Ck,αp ̸= 0. Daí, como F é polinomial, segue

que existe q inteiro com F ◦φ(t) = tqβq + tq−1βq−1 + ...,βi ∈ C,βq ̸= 0. Daí, tomemos λ = q
p ,

e, portanto, ∥ F ◦φ(t) ∥∼∥ φ(t) ∥λ quando t →+∞.

Seja Γ = {z ∈ Cn;z = φ(t), t ∈ (R,+∞)}. Então ∥ F(z) ∥∼∥ z ∥λ , quando ∥ z ∥→

∞,z ∈ Γ.

Desejamos mostrar que L∞(F |S) = λ .

Como

0 < lim
z→+∞

∥ F(z) ∥
∥ z ∥λ

< M,

então para z ∈ Γ,∥ z ∥> A, temos que ∥ F(z) ∥≤ M ∥ z ∥λ , segue que L∞(F |S)≤ λ .

Como Γ é ilimitado, segue que existem A,B > 0 tais que, para z ∈ Γ,∥ z ∥> B, temos

∥ F(z) ∥> A ∥ z ∥λ . Seja w ∈ S ∥ w ∥> B, temos que existe w0 ∈ X ,∥ w0 ∥=∥ w ∥ e daí

∥ F(w) ∥≥∥ F(w0) ∥≥ A ∥ w0 ∥λ= A ∥ w ∥λ .

Daí, λ ∈ N(F |S) e, portanto, L∞(F |S) ≥ λ . De forma que a primeira parte da

proposição está demonstrada.

Quanto a segunda parte, seja φ a extensão ao domínio complexo de φ , isto é,

φ(t) = t pαp + t p−1αp−1 + · · · , onde t ∈ C, |t|> R,αi ∈ Cm,αp ̸= 0. Temos que φ é meromorfa

no infinito e ∥ φ(t) ∥→ ∞ quando t → ∞. De forma analoga, seja F ◦φ extensão de F ◦φ como

F ◦φ(t) = tqβq + tq−1βq−1 + · · · , onde t ∈ C, |t| > R,βi ∈ Cm e βq ̸= 0. Pela construção feita

anteriormente, temos o resultado.

Segue da proposição anterior que:

Corolário 3.0.1. L∞(F |S)>−∞ se, e somente se, #(F |S)−1(0)< ∞.

Uma aplicação f : Rn → Rm é dita própria se a imagem inversa de compacto por f é

ainda compacto. Isto é equivalente a termos que se limxk = ∞, então lim f (xk) = ∞.

Corolário 3.0.2. F |S é próprio se, e somente se, L∞(F |S)> 0.
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Demonstração. Se L∞(F |S)≤ 0, pela proposição anterior, existiria uma curva meromorfa no

∞ indo para o infinito, mas com F composta com essa curva limitado. Assim, F |S não seria

própria.

Por outro lado, existem A,B> 0 tal que para ∥ z ∥>B, temos ∥F(z) ∥>A ∥ z ∥L∞(F |S).

Assim, se zk é uma sequência indo para o ∞, temos que para k suficientemente grande passamos

a ter ∥ F(zk) ∥> A ∥ zk ∥L∞(F |S), logo F(zk)→+∞.

Exemplo 3.0.1. Seja F : C2 → C dada por F(x,y) = x2y+ x e S = {(x,y);2xy+1 = 0}. Temos

que φ(t) = (1
t ,

−t
2 ) pertence a S para todo t > 0. Além disso, F ◦φ(t) = 1

2t que pela Proposição

3.0.2 nós que

L∞(F |S) =−1

. Isto é, F |S não é uma aplicação própria.

Lema 3.0.2. Seja Φ = (φ1, ...,φm) : C→ Cm um mapa polinomial e φ = φ1 · · ·φm. Se φ é um

polinômio de grau positivo e T o conjunto dos seus zeros, então para todo t ∈ C

∥ Φ(t) ∥≥ 2−degΦ min
τ∈T

∥ Φ(τ) ∥ .

Demonstração. Fixemos t0 ∈ C e o minτ∈T |t0 − τ| atingido em τ0 ∈ T . Se φi é um polinômio

de grau positivo e tem a forma

φi(t) = ci

degφi

∏
j=1

(t − τi j),

então nós temos

2|t0 − τi j|= |t0 − τi j|+ |t0 − τi j| ≥ |t0 − τ0|+ |t0 − τi j| ≥ |τ0 − τi j|.

Portanto,

2degφi|φi(t0)|= 2degφi|ci

degφi

∏
j=1

(t − τi j)|= |ci

degφi

∏
j=1

2(t − τi j)| ≥ |ci|
degφi

∏
j=1

2|τ0 − τi j|= |φi(τ0)|.

Essa inequação também é verdade para φi constante. Como degΦ ≥ degφ , obtemos

2degΦ ∥ Φ(t0) ∥≥∥ Φ(τ0) ∥≥ minτ∈T ∥ Φ(t) ∥ .
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Para uma sequência z = (z1, ...,zn) ∈ Cn,n ≥ 2, pomos, para todo i ∈ {1, ...,n},

z
′
i = (z1, ...,zi−1,zi+1, ...,zn).

Lema 3.0.3. Seja f : Cn →C polinômio não constante e S o conjunto dos seus zeros. Se deg f =

degzi f para i ∈ {1, ...,n}, então há constantes C ≥ 1,D > 0, tal que para todo i ∈ {1, ...,n},

|zi| ≤C|z′i| para z ∈ S e |z′i|> D.

Demonstração. Suponha que isto não ocorra, então existe uma sequência {z′ik} ⊂ S, com

∥ z′ik ∥→ ∞ e zik >Ci ∥ z′ik ∥. Isto é,

lim
k→∞

∥ z′ik ∥
∥ zik ∥

= 0.

Digamos que o grau de f seja d e observemos os monômios de grau d de f , denotando por fd .

Daí, se z = (z1, . . .zn) ∈ S, temos
ΣaIz

α1
1k · · ·z

αn
nk

zd
ik

= 0 (3.1)

Porém, como deg f = degzi f , existe um monômio Σa0zd
i , onde a0 é diferente de 0. Daí, tomando

k → ∞ na equação 3.1, obtemos a0 = 0.

Lema 3.0.4. Seja F : Cn → Cm e T uma mudança linear de coordenadas de Cn. Se v ∈ N(F),

então v ∈ N(F ◦T ).

Demonstração. Temos que T é um isomorfismo e vale que

N = inf
∥x∥=1

∥ T x ∥<∥ T ∥< sup
∥x∥=1

∥ T x ∥= M.

Tome v ∈ N(F), daí existem A,B > 0 tais que ∥ x ∥> B implica ∥ F(x) ∥≥ B ∥ x ∥v.

Agora, se T x = y, então ∥ T x ∥≥ N ∥ x ∥, de forma que se ∥ x ∥> A
N , teremos ∥ y ∥≥ A e irá valer

que ∥ F ◦T (x) ∥=∥ F(y) ∥≥ B ∥ y ∥v. De forma que v ∈ N(F ◦T ).

Veja que de forma análoga ao Lema anterior, se S é um subconjunto de Cn ilimitado,

então N(F |S) é invariante por mudanças lineares de coordenadas em Cn.

Teorema 3.0.1. Seja F = ( f1, ..., fm) : Cn → Cm,n ≥ 2, um mapa polinomial e S = {z ∈

Cn; f1(z) · · · fm(z) = 0} não vazio, então L∞(F) = L∞(F |S).

Demonstração. Vamos assumir que
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(1) S ̸= Cn;

(2) (F |S)−1(0)< ∞.

Com efeito, se (1) não vale o resultado é imediato e se (2) não vale o resultado segue

do Corolário 3.0.1. Somado a isso, é evidente que N(F)⊂ N(F |S), logo, basta-nos mostrar que

N(F |S)⊂ N(F).

Vamos realizar uma mudança de coordenadas em Cn da seguinte forma: substitua z1

por a11v1 + · · ·+a1nvn,..., zn por an1v1 + · · ·+annvn, de forma que a matriz (ai j) seja invertível.

Há um número infinito de formas de escolher os ai j. Porém, colocaremos mais condições sobre a

escolha destes. Seja f = f1 · · · fm. De (1) nós temos que deg f > 0 e podemos olhar para a parte

homogênea de grau máximo, digamos d, de f como

∑
i

aiz
α1i
1 · · ·zαni

n

onde ∑ j α ji = d que pela mudança de coordenadas acima ficará:

∑
i

ai(a11v1 + · · ·+a1nvn)
αi1 · · ·(an1v1 + · · ·+annvn)

αin .

Para cada v j teremos um monômio da forma ∑i ai(a
αi1
1 j · · ·a

αin
n j )v

d
j . Queremos que

cada ai(a
αi1
1 j · · ·a

αin
n j ) ̸= 0. Mas como só há uma quantidade finita de equações que os ai j precisam

satisfazer, isto é possível. De tal forma que, podemos assumir deg f = degzi f e, mais ainda,

repetindo este processo para cada f j, teremos degzi f j = deg f j.

De (2) e do Corolário 3.0.1, segue que N(F |S) é não vazio. Tome v ∈ N(F |S), então

existem A,B > 0 com ∥ F(ζ ) ∥≥ A ∥ ζ ∥v para ∥ ζ ∥> B.

Pelo Lema 3.0.3, existem C ≥ 1 e D > 0 tais que para todo i ∈ {1, ...,n} vale

|zi| ≤C|z′i|, onde z ∈ S e |z′i|> D.

Ponha A1 = 2−degFAmin(1,Cv) e B1 = max(B,D). Tome z0 ∈ Cn qualquer tal que

∥ z0 ∥> B1. Devido a equivalência das normas, ao invés de utilizar a norma euclidiana, podemos

usar a norma de máximo, de modo a termos que existe i com ∥ z0 ∥=∥ z0
i
′ ∥. Defina φ j(t) =

f j = (z0
1, ...,z

0
i−1, t,z

0
i+1, ...,z

0
n),Φ = (φ1, ...,φm). Da construção degF = degΦ. Definindo φ =

φ1 · · ·φm polinômio de grau positivo com T o conjunto dos seus zeros. Do Lema 3.0.2 segue que

∥F(z0)|=∥ Φ(z0
i ) ∥≥ 2−degΦ min

τ∈T
∥ Φ(τ) ∥= 2−degF ∥ F(ζ 0) ∥

onde ζ 0 = (z0
1, ...,z

0
i−1,τ0,z0

i+1, ...,z
0
n),τ0 ∈ T . Segue que ζ 0 ∈ S, pois como alguma φ j se anula,

temos que f j se anula.
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Como ∥ z0 ∥> B1 e ∥ ζ 0 ∥≥∥ z0
i
′ ∥=∥ z0 ∥. Daí, vale que

∥ F(z0)≥ 2−degF ∥ F(ζ 0) ∥> 2−degFA ∥ ζ
0 ∥v .

E

∥ z0 ∥≤∥ ζ
0 ∥≤C ∥ ζ

0
i
′ ∥≤C ∥ z0

i
′ ∥=C ∥ z0 ∥ .

Segue que ∥ F(z0) ∥≥ A1 ∥ z0 ∥v.

Como z0 é arbitrário, v ∈ N(F) e o resultado segue.

Exemplo 3.0.2. Seja f : C2 → C2 dada por f (x,y) = (x+ y3,x2 + y2). Podemos parametrizar

os zeros de f1 e f2 por φ1(t) = (−t3, t),φ2(t) = (−it, t),φ3(t) = (it, t), onde na notação da

demonstração da Proposição 3.0.2 teremos p, respectivamente p1 = 3, p2 = 1, p3 = 1 e assim

f ◦φ1(t) = (0, t6 + t2), f ◦φ2(t) = (−it + t3,0), f ◦φ3(t) = (it + t3,0) e, portanto, q1 = 6,q2 =

3,q3 = 3. Logo, L∞(F) = L∞(F |S) = 2.
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4 EQUIVALÊNCIA ANALÍTICA NO INFINITO

4.1 Breve evolução histórica

Em 1962 René Thom conjecturou que há somente um número finito de tipos to-

pológicos de polinômios reais e complexos em n variáveis de grau no máximo k; isto é, uma

quantidade finita de classes de equivalência, onde um polinômio f é equivalente a um polinômio

g se f ◦φ = ψ ◦g, para certos homeomorfismos ψ : R→ R e φ : Rn → Rn ( no caso complexo

ψ : C → C e φ : Cn → Cn). Em 1976 T. Fukuda provou isto. Sabe-se que esta equivalência

topológica não pode ser substituída por equivalência difeomórfica, isto é, φ e ψ passarem a ser

difeomorfismos. Mostraremos isso através do próximo exemplo.

Exemplo 4.1.1. Considere o polinômio de Whitiney ft(x,y) = xy(x− y)(y− tx). Se ft é difeo-

morficamente equivalente a fs por um difeomorfismo Φ, então D0Φ é tal que Dφ(0) = 0 e as

retas x = 0,y = 0,x = y e y = tx são levadas em permutações nas retas x = 0,y = 0,x = y e

y = sx. De tal forma que ao passarmos a reta x+ y = 1 ela irá interceptar a reta x = 0 no ponto,

visto como número complexo, i, y = 0 no número complexo 1. Já a reta y = tx e y = sx serão

interceptadas, respectivamente, nos pontos 1
1+t +

t
1+t i e 1

1+s +
s

1+s i. Por fim, quanto a reta x = y,

teremos 1
2 +

1
2 i.

Figura 1 – Razão Cruzada
y=x y=x

y=tx
y=sx

x+y=1 x+y=1

i i

1 1

D0Φ

Fonte: elaborada pelo autor.

Dados a,b,c,d ∈ C dois a dois distintos, a razão cruzadas destes é o conjunto de

todos os quocientes x1−x2
x3−x4

onde xi ̸= x j para i ̸= j e xi ∈ {a,b,c,d}. Sabemos que a razão cruzada

dos pontos que são zeros de ft e estão na reta x+ y = 1 devem ser os mesmos dos pontos que

são zeros de fs e estão na reta x+ y = 1. Na Tabela 1 listamos todas as razões cruzadas.

Agora devemos igualar cada termo da primeira coluna da tabela 1 com os da

segunda coluna, afim de termos condições para ft ser equivalente a um fs. Por exemplo, se
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Tabela 1 – Todas as razões cruzadas referentes a ft e a fs

igualarmos a primeira linha da primeira coluna com a primeira linha da segunda, obteremos

t = s. Todas opções possíveis são dadas abaixo:

Segue daí que apenas para um número finito de casos ft é equivalente a fs. Uma

variante deste exemplo será importante futuramente quando estivermos falando de equivalência

analítica no infinito.
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O Teorema 4.2.3 feito por Grzegorz Skalski em [12] resolve parcialmente o problema

de Thom para equivalências analíticas no infinito. Mostraremos que o complementar de um certo

conjunto algébrico próprio nos polinômios de graus menor ou igual a k em n variáveis tem um

número finito de classes de equivalência.

4.2 Equivalência analítica no infinito

Sejam U1,U2 ⊂ Rn abertos. Dizemos que uma bijeção φ : U1 →U2 é um difeomor-

fismo analítico se φ e φ−1 são analíticas. Uma vizinhança do infinito é o complementar de um

compacto, isto é, U ⊂ Rn é vizinhança do infinito se existe K ⊂ Rn compacto com U = Rn −K.

Sejam f ,g : Rn → R. Dizemos que f e g são analiticamente equivalentes no infinito

se há um difeomorfismo analítico φ : U1 →U2 de vizinhanças do infinito U1,U2 ⊂ Rn, tal que

∥ φ(x) ∥→ ∞ se, e somente se, ∥ x ∥→ ∞ e há um difeomorfismo analítico ψ : R→ R, tal que

f ◦φ = ψ ◦g em U1.

Na família das funções f : Rn → R definimos uma relação de equivalência dizendo

que f ≈ g se f e g são analíticamente equivalentes no infinito

Seja k ∈ Z um inteiro não negativo definimos Rk[x1, ...,xn] = { f ∈ R[x1, ...,xn] :

deg f ≤ k}. Para todo ε > 0 definimos o conjunto Rk,ε [x1, ...,xn] como sendo todos os polinômios

P ∈ Rk[x1, ...,xn], tais que existe R > 0 com |P(x)| ≤ ε ∥ x ∥k e ∥ ∇P(x) ∥≤ ε ∥ x ∥k−1 para

∥ x ∥> R.

Demonstraremos dois Lemas de EDO que serão utilizados adiante.

Lema 4.2.1. Seja D = {x ∈ Rn :∥ x ∥> R}, onde R > 0 e seja W : (−2,2)×D → Rn} um mapa

contínuo que satisfaz ∥W (t,x) ∥≤ 1
2 ∥ x ∥ para (t,x) ∈ (−2,2)×D. Seja φ : (α,β )→ D uma

solução integral do sistema de equações diferenciais

y′ =W (t,y).

Se 0 ∈ (α,β ) e φ satisfaz a condição inicial φ(0) = x, onde x ∈ D, então

∥ x ∥ e−
1
2 t ≤∥ φ(t) ∥≤∥ x ∥ e

1
2 (1−t)

para t ∈ [0,β ). Se 1 ∈ (α,β ) e φ satisfaz a condição inicial φ(1) = x, onde x ∈ D, então

∥ x ∥ e−
1
2 (1−t) ≤∥ φ(t) ∥≤∥ x ∥ e

1
2 (1−t)

para t ∈ (α,1].
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Demonstração. Iremos demonstrar a primeira parte, uma vez que a segunda é análoga. Como

∥ φ(t) ∥> R, pois φ(t) ∈ D para t ∈ (α,β ), então podemos definir f : (α,β )→ R:

f (t) =
1
2

ln ∥ φ(t) ∥2

para t ∈ (α,β ).

Derivando e usando que φ é solução de W temos que

f ′(t) =
< φ(t),φ ′(t)>

∥ φ(t) ∥2 =
< φ(t),W (t,φ(t))>

∥ φ(t) ∥2

para t ∈ (α,β ). Pelo Teorema do Valor Médio, para todo t ∈ (0,β ), há θ ∈ (0, t) tal que

f (t)− f (0) = f ′(θ)t. Fazendo as substituições

| f (t)− f (0)| ≤ | f ′(θ)|t ≤ |φ(θ)| · |W (θ ,φ(θ))|
|φ(θ)|2

· t ≤ 1
2

t.

Portanto, para todo t ∈ (0,β ), vale

f (0)− 1
2

t ≤ f (t)≤ f (0)+
1
2

t ⇒ 1
2

ln ∥ x ∥2 −1
2

t ≤ 1
2

ln ∥ φ(t) ∥2≤ e
1
2 ln∥x∥2

· e
1
2 t ⇒

⇒ e
1
2 ln∥x∥2

e
1
2 t

≤ e
1
2 ln∥φ(t)∥2

≤ e
1
2 ln∥x∥2

e
1
2 t ⇒∥ x ∥ e−

1
2 t ≤∥ φ(t) ∥≤∥ x ∥ e

1
2 t .

Onde na primeira implicação usamos que f (0) = 1
2 ln ∥ x ∥2 e na segunda aplicamos a função

exponencial.

Lema 4.2.2. Seja D = {x ∈ Rn :∥ x ∥> R}, onde R > 0 e seja W : (−2,2)×D → Rn} um mapa

contínuo que satisfaz ∥W (t,x) ∥≤ 1
2 ∥ x ∥ para (t,x) ∈ (−2,2)×D. Seja φ : (α,β )→ D uma

solução integral do sistema de equações diferenciais

y′ =W (t,y).

Se φ satisfaz a condição inicial φ(0) = x, onde ∥ x ∥> 2R, então β > 1. Se φ satisfaz

a condição inicial φ(1) = x, onde ∥ x ∥> 2R, então α < 0.

Demonstração. Novamente iremos provar apenas a primeira parte, uma vez que a segunda é

análoga. Por contradição suponhamos que β ≤ 1. Do Lema 4.2.1 obtemos, para t ∈ [0,β ), que:

R <
1√
e
∥ x ∥≤∥ φ(t) ∥≤

√
e ∥ x ∥ .

Assim, φ restrita a [0,β ) está contida no compacto:
{

y ∈ Rn; 1√
e ∥ x ∥≤∥ y ∥≤

√
e ∥ x ∥

}
. O

que é um absurdo.
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No próximo teorema utilizaremos o exponte de Łojasiewicz para, dado um polinômio

f , com uma hipótese sobre o seu gradiente, colocarmos algumas condições sob um polinômio P

de forma que f seja analiticamente equivalente no infinito a f +P.

Teorema 4.2.1. Seja f ∈ R[x1, ...,xn] e k ∈ Z, k ≥ 0. Se L∞(∇ f ) ≥ k−1, então há ε > 0 tal

que para todo P ∈ Rk,ε [x1, ...,xn] os polinômios f e f +P são analiticamente equivalentes no

infinito.

Demonstração. De f ser semi-algébrica, pela Proposição 3.0.1 segue que existem C > 0 e R > 1

tal que C ∥ x ∥k−1≤∥ ∇ f (x) ∥ para ∥ x ∥> R.

Seja ε = C
4 e fixe um polinômio arbitrário P ∈ Rk,ε [x1, ...,xn]. Aumentando R se

necessário podemos supor que ∥ P(x) ∥≤ ε ∥ x ∥k e ∥ ∇P(x) ∥≤ ε ∥ x ∥k−1 para ∥ x ∥> R.

Definimos F : Rn+1 → R polinômio por F(ξ ,x) = f (x) + ξ P(x), G = {(ξ ,x) ∈

R×Rn; |ξ |< 2,∥ x ∥> R} e, por fim, D = {x ∈ Rn;∥ x ∥> R}.

Segue que ∇F = (P(x),∇ f (x)+ξ ∇P(x)), de tal forma que para (ξ ,x) ∈ G, temos

∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥≥∥ ∇ f (x) ∥ −|ξ |· ∥ ∇P(x) ∥≥∥ ∇ f (x) ∥ −2 ∥ ∇P(x) ∥.

Daí segue que ∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥≥C ∥ x ∥k−1 −2ε ∥ x ∥k−1= (C−2ε) ∥ x ∥k−1≥

2ε ∥ x ∥k−1. Onde na última igualdade usamos que C
4 = ε ⇒C = 4ε ⇒C−2ε = 2ε . De modo

que ∥ ∇F(ξ ,x) ∥≥∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥≥ 2ε ∥ x ∥k−1.

De sorte que podemos definir o mapa X =(X1, ...,Xn+1) : (ξ ,x)∈G→ P(x)
∥∇F(ξ ,x)∥2 ∇F(ξ ,x)∈

Rn+1.

Da definição de X, obtemos

∥ X(ξ ,x) ∥= ∥ P(x) ∥
∥ ∇F(ξ ,x) ∥2 ∥ ∇F(ξ ,x) ∥= ∥ P(x) ∥

∥ ∇F(ξ ,x) ∥
≤ ε ∥ x ∥k

∥ ∇F(ε,x) ∥
≤ ε ∥ x ∥k−1

2ε ∥ x ∥k−1 < 1.

Além disso, para (ξ ,x) ∈ G, observe que

X1(ξ ,x) =
P(x)

∥ ∇F(ξ ,x) ∥2 ·
∂F(ξ ,x)

∂ξ
=

P(x) ·P(x)
∥ ∇F(ξ ,x) ∥2

logo,

∥X1(ξ ,x)−1 ∥=
∥∥∥∥ (P(x))2

∥ P(x)2 ∥+ ∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥2 −1
∥∥∥∥= ∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥2

∥ P(x) ∥2 + ∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥2 .

Agora olhemos para

∥ (X2, ...,Xn+1)(ξ ,x) ∥=
∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥ · ∥ P(x) ∥

∥ P(x) ∥2 + ∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥2

.
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Assim, faz sentido definir o mapa W :

W : (ξ ,x) ∈ G → 1
X1(ξ ,x)−1

(X2, ...,Xn+1) ∈ Rn.

Daí,

∥W (ξ ,x) ∥= 1
X1(ξ ,x)−1

∥ (X2, ...,Xn+1)(ξ ,x) ∥

=
∥ P(x) ∥2 + ∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥2

∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥2 · ∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥ · ∥ P(x) ∥
∥ P(x) ∥2 + ∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥2

=
∥ P(x) ∥

∥ ∇ f (x)+ξ ∇P(x) ∥

≤ ε ∥ x ∥k

2ε ∥ x ∥k−1

=
1
2
∥ x ∥ .

De forma que faz sentido considerar o seguinte sistema de equações diferenciais:

y′ =W (t,y), onde W está definida em G. Seja U = {x ∈ Rn;∥ x ∥> 2R}. Como W é analítica

em G, ela possui solução geral Φ : V → Rn analítica, onde

V = {(τ,η , t) ∈ R×Rn ×R;(τ,η) ∈ G, t ∈ I(τ,η)}

e I(τ,η)⊂ R é o intervalo aberto de existência da solução integral t → Φ(τ,η , t) passando por

(τ,η).

Do Lema 4.2.2, obtemos para x ∈U , 1 ∈ I(0,x) e 0 ∈ I(1,x). Isso implica que estão

bem definidas :

Ψ : x ∈U → Φ(0,x,1) ∈ D

e

Θ : y ∈U → Φ(1,y,0) ∈ D

e são analíticas. Da unicidade de solução, temos ainda que elas são injetivas.

Mais ainda, do Lema 4.2.1 elas satisfazem as inequações

1√
e
∥ x ∥≤∥ Ψ(x) ∥≤

√
e ∥ x ∥

1√
e
∥ y ∥≤∥ Θ(y) ∥≤

√
e ∥ y ∥

onde x,y ∈U .
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Definimos a seguinte vizinhança do infinito U1 = {y ∈U ;∥ y ∥> 4R}, da segunda

inequação acima, obtemos que ∥ Θ(y) ∥≥ 1√
e ∥ y ∥> 2R e, portanto, temos Θ(U1)⊂U .

Iremos provar que Ψ◦Θ(y) = y sempre que y pertencer a U1. Ora, como Φ(1,y,0) =

Θ(y)∈U para y∈U1 e Φ(0,Φ(1,y,0),0)=Φ(1,y,0). Pela unicidade de soluções Φ(0,Φ(1,y,0), t)=

Φ(1,y, t) para t ∈ [0,1]. Portanto, para y ∈U1, Ψ◦Θ(y) = Φ(0,Φ(1,y,0),1) = Φ(1,y,1) = y.

Como Θ(U1)⊂U ⇒ Ψ◦Θ(U1)⊂ Ψ(U)⇒U1 ⊂ Ψ(U).

Definimos U2 = Ψ−1(U1), então U2 é aberto e Ψ(U2) = U1. Iremos provar que

Θ◦Ψ(x) = x para x ∈U2.

Da definição de U2 nós temos que Φ(0,x,1) = Ψ(x) ∈U1 para x ∈U2, então, pela

unicidade de solução Φ(1,Φ(0,x,1), t) = Φ(0,x, t) para t ∈ [0,1].

Portanto, Θ◦Ψ(x) = Φ(1,Φ(0,x,1),0) = Φ(0,x,0) = x.

Logo, U2 =Θ(U1) e Θ é um difeomorfismo analítico de U1 em U2 e Ψ|U2 = (Θ|U1)
−1.

Assim, para termos um difeomorfismo analítico entre vizinhanças do infinito, resta

mostrar que U2 é uma vizinhança do infinito. Para tanto, definimos U3 = {x ∈ Rn;∥ x ∥> 8R} e

x ∈U3 um elemento arbitrário. Então, x ∈U e ∥ Ψ(x) ∥≥ 1√
e∥x∥ > 4R.

Logo, Ψ(x) ∈U1 e x ∈U2. O que implica que U3 ⊂U2 e U2 é uma vizinhança do

infinito.

Fixemos x∈U e seja φx(t)=Φ(0,x, t) para t ∈ [0,1]. Iremos provar que F(t,φx(t))=

f (x) para t ∈ [0,1].

Da definição de X e W nós obtemos para (ξ ,x) ∈ G que

(1,W ) =

(
1,

X2

X1 −1
, ...,

Xn+1

X1 −1

)
=

1
X1 −1

(X1 −1,X2, ...,Xn+1) =
1

X1 −1
(X − e1)

onde o (ξ ,x) foram omitidos.

Vale ainda que ⟨∇F(ξ ,x),X(ξ ,x)⟩=
〈

∇F, P∇F
∥∇F∥2

〉
= P.

Seja ς : [0,1]→ R definida por ς(t) = F(t,φx(t)), t ∈ [0,1]. Daí,

ς
′
(t) =

〈
∇F(t,φx(t)),(1,φ

′
x(t))

〉
= ⟨∇F(t,φx(t)),(1,W (t,φx(t)))⟩

=

〈
∇F(t,φx(t)),

1
X1(t,φx(t))−1

(X(t,φx(t))−ne1)

〉
=

1
X1(t,φx(t))−1

[⟨∇F(t, ,φx(t)),X(t,φx(t))⟩−⟨∇F(t,φx(t)),e1⟩]

=
1

X1(t,φx(t))−1
(P(φx(t))−P(φx(t))) = 0.
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Assim, ς(t) é constante e como ς(0) = F(0,φx(0)) = f (x), vale que ς(t) = f (x) para todo

t ∈ [0,1]. Isto é, F(t,φx(t)) = f (x).

Como φx(0) = x, vale F(t,φx(t)) = f (x). Daí, temos que para x ∈U2

f (x) = F(0,x) = F(0,φx(0)) = F(1,φx(1)) = F(1,ψ(x)) =

= f (ψ(x))+1 ·P(ψ(x)) = ( f +P)(ψ(x)).

Como ψ|U2 = (Θ|U1)
−1, temos f ◦Θ(x) = f (x)+P(x),∀x ∈U1.

Seja ψ =Θ|U1
e Id a função identidade dos números reais. Então f ◦φ = Id ◦( f +P).

Das inequações, segue que |φ(x)| → ∞ ⇐⇒ |x| → ∞

Corolário 4.2.1. Seja f ∈ R[x1, ..,xn] e k ∈ Z,k ≥ 0. Se há C,R > 0, tal que

∥ ∇ f (x) ∥≤C ∥ x ∥k−1 para ∥ x ∥> R, então para todo polinômio P ∈Rk[1, ...,xn], cujos módulos

dos coeficientes dos monômios de grau k não são maiores que

C

n(4k+4)
(n+k−1

n−1

)
os polinômios f e f +P são analiticamente equivalentes no infinito.

Demonstração. Seja

D =
C

n(4k+4)
(n+k−1

n−1

) ,
temos que o resultado vale para k = 0, pois P se torna o polinômio contante e, para ε = C

4 ,

é trivial aplicar o Teorema 4.2.1 . Suponhamos k > 0 e seja P ∈ Rk[x1, ...,xn] um polinômio

arbitrário com P = P1 +P2 onde P1 tem grau menor que k e P2 é um polinômio homogêneo de

grau k ou o polinômio nulo. Se o módulo dos coeficientes do polinômio P2 não são maiores que

D, então o módulo dos coeficientes das derivadas parciais de P2 não são maiores que kD. Como(n+k−1
n−1

)
é o número de monômios de P2, então

∥ P2(x) ∥≤
(n+k−1

n−1

)
· C

n(4k+4)·(n+k−1
n−1 )

· ∥ x ∥k≤
( C

4k+4) ∥ x ∥k.

Além disso, para P2(x)=Σβix
αi1
1 ···xαin

n , então ∇P2 =(Σβiαi1xαi1−1
1 · · ·xαin

n , . . . ,Σβiαinxαi1
1 · · ·xαin−1

n ),

logo

∥∇P2(x) ∥≤

√
n
(

kD ∥ x ∥k−1
(

n+ k−2
n−1

))2

= kD ∥ x ∥k−1
(

n+ k−2
n−1

)√
n≤ kC

n(4k+4)
∥ x ∥k−1 .

Na primeira desigualdade acima, usamos que para t = 1
∥x∥ , então ∥ (tx1)

α1 ...(txn)
αn ∥≤

1 e daí tk−1 ∥ x1
α1...xαn

n ∥≤ 1, de forma que ∥ x1
α1 ...xαn

n ∥≤ 1
tk−1 =∥ x ∥k−1.
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Pela escolha de P1, vale que

lim
∥x∥→∞

∥ P1 ∥
∥ x ∥k = 0,

logo existe R > 0 tal que ∥ x ∥> R ⇒∥ P1 ∥< ε ∥ x ∥k, para ε > 0 dado. Analogamente para ∇P1.

Seja ε = C
4 e R1 > 0 tal que ∥ P1(x) ∥≤

(
ε − C

4k+4

)
∥ x ∥k e ∥ ∇P1(x) ∥≤

(
ε − kC

4k+4

)
∥ x ∥k−1

para ∥ x ∥> R. Assim, P ∈ Rk,ε [x1, ...,xn] e o resultado segue do Teorema 4.2.1.

Podemos enfranquecer a noção de equivalência analítica para no lugar de usarmos

funções analíticas, usarmos funções de classe Cr, para r ∈Z,r ≥ 0. Sejam f ,g : Rn →R funções,

diremos que elas são Cr-equivalentes no infinito se há um Cr difeomorfismo φ : U1 →U2, onde

U1 e U2 são vizinhanças do infinito em Rn, tal que ∥ φ(x) ∥→ ∞ se, e somente se, ∥ x ∥→ ∞ e há

um Cr-difeomorfismo ψ : R→ R, tal que f ◦φ = ψ ◦g em U1.

Como em funções de classe Cr+1 o expoente de Lojasiewicz não precisa ser atingido,

então podemos reescrever o Teorema 4.2.1, usando o Teorema 2.1.1, da seguinte forma:

Teorema 4.2.2. Seja f : Rn → R de classe Cr+1, r ∈ Z,r ≥ 0. Se existem k ∈ Z,k ≥ 0, C,R >

0, tais que ∥ ∇ f (x) ∥≥ C ∥ x ∥k−1 para ∥ x ∥> R, então há ε > 0, tal que para todo P ∈

Rk,ε [x1, ...,xn] as funções f e f +P são Cr-equivalentes no infinito.

O espaço projetivo de dimensão k, denotado por Pk, é dado Ck+1/∼, onde

(x0, ...,xn) ∼ (y0, ...,yn) se yi = λxi para i = 0, ...,n e λ ∈ C. Representaremos uma classe de

equivalência por [z]. Seja S⊂C[x1, ...,xn], definimos Z(S) = {x∈Cn; para todo f ∈ S, f (x) = 0}.

Dizemos que X ⊂ Pn é algébrico se X = Z(S) para algum S. .

Proposição 4.2.1. Para todo A ⊂ Pn ×CN algébrico, tem-se que π2(A)⊂ CN é algébrico, onde

π2 : Pn ×CN → CN é definido por π2(x,y) = y.

Demonstração. Veja o primeiro teorema da seção 6.2 de [7].

Voltemos o olhar para os polinômios analiticamente equivalentes no infinito. Iremos

mostrar que, após retirarmos um subconjunto algébrico próprio, só restará uma quantidade finita

de classes de equivalência no conjuntos dos polinômios de n variáveis de grau menor ou igual a

k. O subconjunto que devemos tirar será dado pelo próximo lema.

Lema 4.2.3. Seja k um inteiro positivo. Há um subconjunto algébrico próprio Σ ⊂ Rk[x1, ...,xn],

tal que L∞(∇ f ) = k−1 para f ∈ Rk[x1, ...,xn]−Σ.
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Demonstração. Seja Σk = { f ∈ Ak : ∃z ∈ Cn,∥ z ∥= 1;∇ f (z) = 0}, onde Ak é o espaço linear

dos polinômios homogêneos em C[z1, ...,zn] de grau k, assumimos que 0 ∈ Ak. Denotaremos

por fk o único polinômio homogênio de grau k, tal que f − fk tem o grau menor que k. Iremos

mostrar que o conjunto desejado é Σ = { f ∈ Rk[x1, ...,xn]; fk ∈ Σk}.

Primeiramente, Σk é um subconjunto algébrico próprio de Ak. Utilizando a Pro-

posição 4.2.1, defina B = {([z], f ); [z] ∈ Pn e f um polinômio homogênio de grau k; ∂ f
∂ z1

(z) =

· · · ∂ f
∂ zn

(z) = 0}. Temos que B ⊂ Pn ×CN é algébrico, logo π(B) é algébrico.

De forma análoga ao fk podemos definir f1 como a parte homogênea de grau 1 de f ,

f2 a parte homogênea de grau 2 de f e assim por diante. No caso, f0 representa as constantes.

De modo que cada fi pertence a uma Rni , logo Rk[x1, ...,xn] = R×Rn1 ×·· ·×Rnk = RN ×Rnk .

Logo, Σ = RN ×Σk ⊂ RN ×Rnk . Como k é algébrico em Rnk , temos que Σ é algébrico.

Seja f ∈Rk[x1, ...,xn]−Σ arbitrário e ponha C = 1
2 in f{∥ ∇ fk(x) ∥: x ∈Rn,∥ x ∥= 1}.

Assim, da definição de Σk, de C > 0 e das entradas de ∇ fk serem polinômios

homogêneos, vale que para todo x ∈ Rn −{0}, vale

1
∥ x ∥k−1 ∥ ∇ fk(x) ∥= ∥ ∇ fk

(
x

∥ x ∥

)
∥≥ 2C.

Portanto, ∥ ∇ fk(x) ∥≥ 2C ∥ x ∥k−1 para x ̸= 0.

Como deg( f − fk)≤ k−1 então existe R > 0, tal que ∥ ∇( f − fk)(x) ∥≤C ∥ x ∥k−1

para ∥ x ∥≥ R, de forma que:

| ∥ ∇ f ∥ − ∥ ∇ fk ∥ | ≥∥ ∇ f −∇ fk ∥=∥ ∇( f − fk) ∥≤C ∥ x ∥k−1

logo,

∥ ∇ f ∥≥∥ ∇ fk ∥ −| ∥ ∇ f ∥ − ∥ ∇ fk ∥ | ≥ 2C ∥ x ∥k−1 −C ∥ x ∥k−1≥C ∥ x ∥k−1

sempre que ∥ x ∥≥ R.

Segue que L∞(∇ f )≥ k−1. Como deg f ≤ k, então L∞(∇ f )≤ k−1.

Teorema 4.2.3. Seja k um inteiro não negativo. Há um subconjunto algébrico próprio Σ ⊂

Rk[x1, ...,xn], tal que toda componente S do conjunto Rk[x1, ...,xn]−Σ contém somente polinô-

mios analiticamente equivalentes, isto é, f ≈ g para f ,g ∈ S. Em particular, em Rk[x1, ...,xn]−Σ

há somente um número finito de equivalência analítica no infinito.

Demonstração. Para k = 0 é suficiente tomar Σ como o conjunto vazio. Suponhamos k > 0.

Seja Σ como o conjunto do lema anterior e suponhamos que S seja uma componente fixada de
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Rk[x1, ...,xn]−Σ e f ∈ S. Consideremos o conjunto S f = {g ∈ S;g ≈ f} claramente não vazio.

Por hipótese, existem C,R > 0, tais que

∥ ∇ f (x) ∥≥C ∥ x ∥L∞(∇ f )

Defina | f |= max{|a|; a é coeficiente de f}. Seja f1 ∈ S f e g ∈ S, tal que | f1 −g|<
ε

λk
√

n onde λ é o número máximo de monômios que um polinômio de grau k em n variáveis

pode ter e ε = C
4 . Assim, se f1 = ∑aix

αi1
1 · · ·xαin

n e g = ∑bix
αi1
1 · · ·xαin

n , então |ai − bi| < ε

λk
√

n .

Veja que ∑α ji ≤ k. Logo, para x = (x1, · · · ,xn) e ∥ x ∥> 1, temos |(g− f1)(x)| ≤ |a j −b j| ∥ x ∥k

+ · · ·+ |a0 −bo| ∥ x ∥k≤ ε ∥ x ∥k e

∇(g− f1)(x) = (∑(bi −ai)αi1xαi1−1
1 · · ·xαin

n , ...,∑(bi −ai)αinxαi1
1 · · ·xαin−1

n )

.

Observe que o módulo de cada entrada do gradiente acima é menor que εk ∥ x ∥k−1

de tal forma que

∥ ∇(g− f1)(x) ∥≤
√

n(εk ∥ x ∥k−1)2 ≤ ε ∥ x ∥k−1 .

Assim, (g− f1) ∈ Rk,ε [x1, ...,xn] e f1 = f1 +(g− f1)≈ g pelo Teorema 4.2.1, isto é,

S f é aberto. De forma, analoga mostramos que se fn é uma sequência em S f com fn convergindo

a uma f0 em S, teremos para n suficientemente grande | fn− f0|< ε

λ
, logo f0 ∈ S f . Da conexidade,

temos que S f = S.

A segunda parte do teorema segue de Rk[x1, ...,xn]−Σ ter um número finito de

componentes semialgébricas.

De fato, é necessário tirar um conjunto para termos apenas um número finito de

classes de equivalência, vide o exemplo abaixo:

Exemplo 4.2.1. Considere ft(x,y,z)= y(x+y)(x−ay) polinômio de Whitney. Sejam s, t ∈R, tais

que ft ≈ fs. Sejam U1,U2 ⊂ R3 vizinhanças do infinito e φ : R3 −U1 → R3 −U2 difeomorfismo

analítico com ft = fs ◦φ em U2. Veja que φ leva os zeros de ft nos zeros de fs.

Como ft não depende de z então f (0,0,z) = 0. Como U2 = R3 −K, onde K é

um compacto, podemos tomar z suficientemente distante da origem para termos que o plano

passando por z e paralelo ao plano xy não intercepta K e f (0,0,z) = 0. Temos que φ(0,0,z) é

um zero de fs com a imagem de um ponto do tipo (0,0,z) por φ sendo um ponto do tipo (0,0,z′),
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uma vez que o conjunto singular desses zeros está sobre o eixo z. Daí podemos olhar para a

derivada de DF(0,0,z) e repetir o raciocínio já feito no exemplo 4.1.1.

Exemplo 4.2.2. Na linguagem do Lema 4.2.3 tomemos g ∈ R2[x,y]. Temos que g = ax2 +bxy+

cy2+dx+ey+ f .Segue daí que o g2 = ax2+bxy+cy2. De forma que ∇ f (x,y) = (2ax+by,bx+

2cy). Isto é igual a zero se 2ax+by = 0 e bx+2cy = 0. Segue daí que para o sistema ter uma

solução não nula precisaríamos ter b2 −4ac = 0. Logo, ao identificarmos R2[x,y] com R6 nós

temos Σ = {(a,b,c,d,e, f ) ∈ R6;b2 − 4ac = 0} que é um super cilindro em R6. Logo há no

máximo três classes de equivalência no conjunto dos polinômios de duas variáveis de grau

menor ou igual a 2, após tirarmos Σ.

Por fim, note que para f ,g : R → R dadas por f (x) = x e g(x) = x3, tem-se que

f ◦ ψ = g onde ψ : R → R é dada por ψ(x) = x3. Note que ∥ x ∥→ ∞ se, e somente se,

∥ ψ(x) ∥→ ∞. Daí f é analiticamente equivalente no infinito a g. Temos que f ′(x) = 1 e

g′(x) = 3x2, de forma que o expoente de Łojasiewicz da derivada de f e da derivada de g são

distintos. Em resumo, não é verdade que se dois polinômios são analiticamente equivalentes no

infinito, então seus gradientes possuem o mesmo expoente.

4.3 O caso complexo

Resultados análogos aos obtidos na seção anterior podem ser obtidos para polinômios

complexos, conforme [12]. Procederemos definindo vizinhança do infinito como o complementar

de um compacto K ⊂Cn. Dizemos que f ,g : Cn →C são analiticamente equivalentes no infinito

se existe um difeomorfismo analítico φ : U1 → U2 (visto como uma aplicação em R2n) entre

vizinhanças do infinito U1,U2 ∈ Cn, tal que ∥ φ(z) ∥→ ∞ se, e somente se, ∥ z ∥→ ∞ e há uma

difeomorfismo analítico ψ : R2 → R2, tal que f ◦φ = ψ ◦g em U1.

Os conjuntos Ck[z1, ...,zn] e Ck,ε [z1, ...,zn] tem definições analogas.

O Teorema 4.2.1 assume a seguinte forma:

Teorema 4.3.1. Seja f ∈ C[x1, ..,xn] e k ∈ Z,k ≥ 0. Se L∞(∇ f ) ≥ k− 1, então há ε > 0 tal

que para todo P ∈ Ck,ε [z1, · · · ,zn] os polinômios f e f +P são analiticamente equivalentes no

infinito.

Demonstração. O teorema será resolvido de forma análoga ao caso real onde definiremos
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F(t,z) = f (z)+ tP(z), X(t,z) = P(z)
∥∇F(t,z)∥2 ∇F(t,z) e a EDO é dada por y′ =W (t,y) onde

W (t,z) =
1

X1(t,z)−1
(X2(t,z), · · · ,Xn+1(t,z)).

Do teorema acima iremos obter:

Teorema 4.3.2. Há um subconjunto algébrico próprio Σ ⊂ Ck[z1, ...,zn], tal que quaisquer

polinômios f ,g ∈ Ck[z1, ...,zn]−Σ são analiticamente equivalentes no infinito.

Veja que, diferente do caso caso real, só haverá uma classe de equivalência em

Ck[z1, ...,zn], pois Σ é um conjunto fino e, portanto, seu complementar é conexo, vide Corolário

II.1.4. de [11].
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5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho definimos em seu primeiro capítulo o que é uma equação diferencial

ordinária e um conjunto semialgébrico, demonstrando algumas propriedades destes. Feito isto,

no segundo capítulo definimos o expoente de Łojasiewicz, exibindo uma relação deste com as

funções semialgébricas. Somado a isso, exibimos um conjunto onde o expoente de Łojasiewicz

de uma aplicação F : Cn → Cm, n ≥ 2, é atingido. Por fim, no último capítulo, utilizamos

o expoente de Łojasiewicz para estudar a relação de equivalência analítica no infinito entre

polinômios, mais precisamente, mostramos que no complementar de um subconjunto algébrico

próprio no conjuntos dos polinômios em n variáveis de grau menor ou igual a k há somente uma

quantidade finita de classes de equivalência.

Para mais resultados relacionados ao assunto, pode-se consultar [14] ou [3] para

buscar fórmulas do expoente de Łojasiewicz, ainda que para casos particulares ou [8] para a

conexão entre o expoente e a conjectura jacobiana.

Permanecem para estudos futuros questões como o de encontrar fórmulas para o

expoente de Łojasiewicz para o caso de polinômios com domínio n-dimensional, assim também

como para o gradiente destes polinômios. Ademais, será possível diminuir o conjunto Σ de 4.2.3

de modo ainda a termos apenas uma quantidade finita de classes de equivalência?
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