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"E a diferenca de possibilidade e probabilidade.
As pessoas acham que é a mesma coisa, mas é
totalmente diverso. A entropia € um conceito
mais sutil que a energia: a energia funciona no
mundo das possibilidades. A entropia respeita o
que € improvavel." (TSALLIS, 2014, entrevista

para Globo.)



RESUMO

Nesse trabalho foi realizado um estudo acerca dos efeitos da dimensionalidade de redes com

k/A

estatistica de Tsallis, tendo essas redes distribui¢cdo de graus na forma P(k) ~ eq_ , sendo a
g-exponencial na forma ej = [1+(1—gq)7] 1/(1-4) ¢ no limite termodinimico possui a forma
P(k) ~ k". Redes com distribui¢cdo de graus em lei de poténcia séo conhecidas como redes livre
de escala. Dentre os modelos capazes de gerar essas redes, estdo os modelos de configuracdo e o
de crescimento da conexao preferencial, proposto por Samurai et. al, sendo o modelo de foco
do trabalho. A estatistica de Tsallis, foi desenvolvida por Constantino Tsallis, sendo oriunda
da generalizacdo da entropia de Boltzmann-Gibbs. No modelo de crescimento da conexao
preferencial € realizado uma altera¢do na conexao preferencial proposta por Barabdsi, onde surge
um termo de distancia euclidiana d-dimensional, obtendo uma distribui¢cdo de graus que otimiza a
entropia que define a estatistica de Tsallis. Focamos em estudar as propriedades do comprimento

médio do caminho mais curto, o didmetro e a assortatividade dessa rede, analisando os efeitos da

dimensionalidade nessas propriedades da rede.

Palavras-chave: Modelo de crescimento da conexdo preferencial; Modelo de Barabasi-Albert;

g-Exponencial; Estatistica de Tsallis; Assortatividade.



ABSTRACT

In this work, a study was carried out on the effects of the dimensionality of networks with

&/ /1, being

Tsallis statistics, having these networks degree distribution in the form P(k) ~ ¢,
the g-exponential in the form €% = [1+ (1 — g)Z] 1/(1-4) and in the thermodynamic limit has the
form P(k) ~ k?. Networks with power-law degree distribution are known as scale-free networks.
Among the models capable of generating these networks, are the configuration models and the
preferential attachment growth model, proposed by Samurai itshape et. al, being the model of
focus of the work. The Tsallis statistic was developed by Constatino Tsallis and comes from
the generalization of the Boltzmann-Gibbs entropy. In the growth model of the preferential
connection, a change is made in the preferential connection proposed by Barabasi, where a
d-dimensional Euclidean distance term appears, obtaining a degree distribution that optimizes
the entropy that defines the Tsallis statistic. We focus on studying the properties of the average

length of the shortest path, the diameter and the assortativity of this network, analyzing the

effects of dimensionality on these network properties.

Keywords: Preferential attachment growth model; Barabasi—Albert model; q-Exponential;

Tsallis statistics; Assortativity.
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LISTA DE FIGURAS

O quadro (a) mostra uma rede com oito sitios (N = 8) e oito ligagcdes (L = 8).
Em (b) é mostrado a distribui¢do de graus daredeem (a). . . . . . .. . ..
Os circulos enumerados de 0 até 4 representam sitios, com as conexdes
entre eles sendo as ligacdes. Tendo os conjuntos de caminhos dos sitios
0 e 3, destacados de verde e azul. NOs temos a sequéncia de ligagcdes
E =1{(0,1),(1,2),(2,4),(4,3)}, com comprimento do caminho (o3 = 4,
para o caminho verde, enquanto o azul possui a sequéncia de ligacdes E =
{(0,1),(1,3)}, com comprimento do caminho o3 =2. . . .. .. ... ..
Exemplifica¢do do processo de interpolacdo para o caso de N = 20 sitios e
(k) = 4. A rede inicia-se no formato regular regular, com os sitios conectados
aos seus (k) = 4 vizinhos mais préximos. E escolhido um sitio na rede,
selecionando a ligagdo com seu sitios mais proximo no sentido horario. Com
uma probabilidade p, essa ligacao € realocada para outro sitio aleatério da
rede. Esse processo é repetido até percorrer todos os sitios da rede. Podemos
observar que para p = 0 a rede permanece a mesma, enquanto para o caso
p = 1 todos os sitios sao realocados, tornando a rede aleatéria. Tendo as
redes com fendmeno de mundo pequeno ocorrem num ponto de transi¢do em
que pe (0,1). .« o o
kun representa o grau médio dos sitio da vizinhanga e k o grau dos sitios.
Na imagem (A) nés temos o comportamento da curva para uma rede assor-
tativa (0 < R < 1), representando a rede de afiliacdo na categoria Astro-ph
do arXiv (LESKOVEC et al., 2007). Na imagem (B) para uma rede des-
sortativa (—1 < R < 0), representando a rede de interacdo proteina-proteina
(PPIL, do inglés protein-protein interactions) (JEONG et al., 2001). E na
imagem (C) de uma rede nao-assortativa (R = 0), representando o modelo de
Barabdsi (BARABASI; ALBERT, 1999). . . . . . .. . ... ... ... ..
Do lado esquerdo nés temos um possivel microestado do sistema, enquanto

do lado direito temos outro microestado do mesmo sistema. . . . . . . . . .
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Figura6 —

Figura7 —

Figura 8 —

Figura9 -
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Os circulos enumerados cinza representam os sitios, com m representando o
nimero de ligagdes que o novo sitio adicionado fard, my = 2, .4 a constante
de normalizagdo e k; o grau do i-ésimo sitio. Na figura 6.(a) nés temos a rede
inicial, com sitio 1 e 2 conectados. Na figura 6.(b) € realizado um sorteio do
sitio que fard ligagdo com o novo sitio 3, tendo a probabilidade dada pela
Eq (4.1), tendo sitio sorteado 1, realizamos uma ligacao entre esses dois sitios.
Na figura 6.(c) o sorteio € repetido, pois € necessario realizar m = 2 ligagoes.
Na figura 6.(d) nés temos o novo sitio fazendo todas as liga¢des. O processo
€ repetido mais N — 3 vezes para obtermos uma rede com N sitios. . . . . .
Na figura abaixo nés temos dois exemplos de rede de Barabdsi. Os sitios
sdo representados pelos circulos, a intensidade da cor e o tamanho do sitio
representam seu grau. Na Figura 7.(a) a rede possui mg =2 com m = 1,
enquanto na Figura 7.(b) nés temos mg = 4 e m = 3. Como para representada
em (b) possui valor de m maior, a rede possuird mais ligacdes. Ambas as
redes possuem N =500 sitios. . . . . . . ...
Os circulos coloridos de azul s@o os valores calculados a partir da distribuicdo
de graus oriundo do modelo de Barabdsi. Foram utilizadas M = 50 amostras
para o célculo da distribui¢do, com valor de mg = 1 e m = 1. Enquanto a seta
preta representa a regressao linear dos dados, dos quais podemos inferir o
valor de ¥ a partir do coeficiente linear. As redes geradas possuem N = 10°
STHOS. . o o v o e e
Os circulos pretos, cinza, carmesim, verdes, azuis e rosas representam os
valores dos diametros para A = 1,3,5,7,9, 10, respectivamente. Enquanto Ad
representam a variacdo no didmetro da rede. Podemos observar que para o
prefator A = 1, uma variagdo de N na ordem de 10° representa uma variagio
de Ad = 2.54, mostrando que o didmetro dessa rede cresce muito lentamente
comonumerode sitios. . . . . .. ... Lo
Nos temos r como sendo a distancia e p(r) a distribui¢do dada pela Eq. (5.3).
Na figura (a) nés podemos observar os efeitos do pardmetro o, sobre a
distribui¢do dada pela Eq. (5.3), sendo d = 1 a dimensao. Enquanto na Figura

(b) podemos observar os efeitos da dimensao, fixado @, =2.0 . . . . . . ..



Figura 11 —

Figura 12 —

Figura 13 —

Figura 14 —

Figura 15 —

N6s temos log r como sendo a distancia e log p(r) a distribui¢do dada pela

Eq. (5.3). Na figura (a) nés podemos observar os efeitos do pardmetro o

sobre a distribui¢do dada pela Eq. (5.3), sendo d = 1 a dimensao. Enquanto

na Figura (b) podemos observar os efeitos da dimensdo, fixado o, = 2.0

Os circulos representam os sitios, enquanto k; representa o grau do i-ésimo

sitio, sendo .#” a constante de normalizacio e rcys o centro de massa. Na

Figura 12.(a) nds temos a rede com os sitios 1 e 2 conectados entre si,
a distancia r, foi gerada seguindo a distribuicao dada pela Eq. (5.2), na

Figura 12.(b) nés temos a regidao onde o novo sitio pode ser alocado, um

circulo de raio r,. Na Figura 12.(c) foi realizado um sorteio, sendo o sitio

2 selecionado para conectar ao sitio 3. Na Figura 12.(d) o sitio 2 e 3 sdo

conectados, atualizando o centro de massa e o grau dos sitios. O processo é

repetido N — 3 até que arede possua N sitios. . . . . . . .. ... ... ..
No gréfico expresso, nds temos que d representa a dimensao, enquanto o €

o parametro relacionado com a distancia dos novos sitios para o centro de

massa e ¢, o parametro relacionado as distancias na conexao preferencial.
Para todos os conjuntos fixamos o, = 2.0. Foram utilizadas M = 82 amostras

comN =107 sftios. . . . . . . . . ..
No grafico expresso, nds temos que d representa a dimensdo, enquanto o €

o parametro relacionado com a distancia dos novos sitios para o centro de

massa e 0, o parametro relacionado as distancias na conexdo preferencial.
Para todos os valores fixamos o, = 2.0. Foram utilizadas M = 82 amostras

com N=107 STHOS. . . . o o o e
No grafico expresso, nds temos que d representa a dimensdo, fixamos o valor
de o, = 2.0 para todas as curvas, enquanto variamos o,. Foram utilizadas

M = 82 amostras para redes com N = 107 sitios. As retas pretas representam

a curva que melhor se ajusta ao conjunto de dados, com os valores de g e A

para cada uma das curvas expressa na Tabela 2. O ajuste foi realizado numa
regido dos dados, devido ao platd nas curvas oriundo da grande quantidade

de sitios com mesmo grau e poucos sitios com grande valor de grau. Esse

platd desaparece no limite termodinamico, onde k> 1. . . . . .. ... ..
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Figura 16 —

Figura 17 —

Figura 18 —

Figura 19 —

Figura 20 —

No grifico expresso, nds temos que (/) representa o comprimento médio
dos menores caminhos da rede e o € 0 pardmetro relacionado as distancias
dos novos sitios para o centro de massa, foi utilizado o, = 1.0 para todos
os conjuntos de amostras. Os circulos preto é o valor de (¢) para dimensao
d =1, tridngulos verde d = 2, quadrados azul d = 3 e tridngulos vermelho
d = 4. Foram utilizados M = 82 amostras para redes com N = 10 sitios. . .
No gréfico expresso, nds temos que (¢) representa o comprimento médio
dos menores caminhos da rede e o, é o parametro relacionado a conexao
preferencial modificada, foi utilizado ¢, = 1.0 para todos os conjuntos de
amostras. Os circulos preto é o valor de (¢) para dimensdo d = 1, tridngulos
verde d = 2, quadrados azul d = 3 e tridngulos vermelho d = 4. Foram
utilizados M = 82 amostras para redes com N = 10° sitios. . . .. ... ..
No gréfico expresso, nos temos que dy,, representa o didmetro da rede e o, €
o parametro relacionado as distancias dos novos sitios para o centro de massa,
foi utilizado a,;, = 1.0 para todos os conjuntos de amostras. Os circulos preto
€ o valor de d,,,, para dimensao d = 1, tridngulos verde d = 2, quadrados
azul d = 3 e tridngulos vermelho d = 4. Foram utilizados M = 82 amostras
pararedescom N = 107 sitios. . . . . . . . . . ... ...
No gréfico expresso, nés temos que dy,, € o didmetro da rede e a, € o
parametro relacionado as distancias dos novos sitios para o centro de massa,
foi utilizado o, = 2.0 para todos os conjuntos de amostras. Os circulos preto
€ o valor de d,,, para dimensao d = 1, tridngulos verde d = 2, quadrados
azul d = 3 e tridngulos vermelho d = 4. Foram utilizados M = 82 amostras
pararedes com N = 10° Sftios. . . . . . . . . ...
No grifico expresso, nés temos que (¢) representa o comprimento médio do
menor caminho da rede, N é o tamanho da rede, d a dimensao e ¢, o parime-

tro relacionado as distancias na conexdo preferencial, foi utilizado oz = 2.0

para todos os conjuntos de amostras, tendo M = 402,252,202,92,92,118,75,12

amostras, para as redes com N = 5.000, 10.000, 20.000, 40.000, 80.000,
160.000, 320.000 sitios, respectivamente. . . . . . . . . . . . ... ... ..
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Figura 21 —

Figura 22 —

Figura 23 —

Figura 24 —

Figura 25 —

No gréfico expresso, nds temos que d,;qy representa o didmetro da rede, N é
o tamanho da rede, d a dimensao e @, o parametro relacionado as distancias
na conexdo preferencial, foi utilizado o, = 2.0 para todos os conjuntos
de amostras, tendo M = 402,252,202,92,92,118,75,12 amostras, para as
redes com N = 5.000, 10.000, 20.000, 40.000, 80.000, 160.000, 320.000
Sitios, respectivamente. . . . . . . . ... . e e e e e e e
No gréfico expresso, nds temos que R representa o coeficiente de assortativi-
dade e o, 0 pardmetro as distancias para o centro de massa do sistema, foi
utilizado ¢, = 1.0 para todos os conjuntos de amostras. Os circulos pretos
€ o valor de R para dimensdo d = 1, estrelas verdes d = 2, tridngulos azuis
d = 3 e quadrado vermelho d = 4. Foram utilizados M = 82 amostras para
redescom N = 107 sTtiOs. . . . . . . . i
No grafico expresso, nds temos que R representa o coeficiente de assorta-
tividade e ¢, o parametro relacionado as distancias do centro de massa da
rede, foi utilizado o, = 2.0 para todos os conjuntos de amostras. Os circulos
pretos € o valor de R para dimensao d = 1, estrelas verdes d = 2, tridngulos
azuis d = 3 e quadrado vermelho d = 4. Foram utilizados M = 82 amostras
pararedescom N = 107 sitios. . . . . . . . . . ... ...
No grafico expresso, nds temos que ky, representa o grau da vizinhanca,
k o grau do sitio, o, o pardmetro relacionado as distancias geradas com
relag@o ao centro de massa do sistema e d a dimensdo. Para todos os casos
foram utilizados ¢, = 2.0. Foram utilizados M = 41 amostras para redes
com N = 10° sitios. Foi realizado Logarithmic binning nos dados. . . . . .
No grafico expresso, nds temos que ky, representa o grau da vizinhanca,
k o grau do sitio, ®; o parametro relacionado as distancias na conexao
preferencial e d a dimensdo. Para todos os casos foram utilizados ¢, = 2.0.
Foram utilizados M = 41 amostras para redes com N = 10° sitios. Foi

realizado Logarithmic binning nosdados. . . . . . . ... ... ... ....
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Figura 26 —

Figura 27 —

Figura 28 —

No grafico expresso, nés temos que R € o coeficiente de assortatividade, N
o ndmero de sitios na rede, o, o coeficiente relacionado as distincias na
conexdo preferencial, d a dimensdo, A e g os parAmetros da distribui¢io
de graus da rede. Os diferentes marcadores representam diferentes valores
de oy, foi utilizado o, = 2.0 para todos os conjuntos de amostras, tendo
M =402,252,202,92,92,118,75, 12 amostras, para as redes com N = 5.000,
10.000, 20.000, 40.000, 80.000, 160.000, 320.000 sitios, respectivamente.

No gréfico expresso, nds temos que R € o coeficiente de assortatividade, ¢, o
coeficiente relacionado as distancias na conexao preferencial, d a dimensao.
Os diferentes marcadores representam diferentes valores de o, foi utilizado
0, = 2.0 para todos os conjuntos de amostras, tendo M = 81 amostras para
redes com N = 10° sitios. As regides avermelhadas representam a drea onde
g = 1.33, A = 0.30, fora dessa regido os valores de ¢ decresce e A aumenta,
segundo as Eqgs. (6.2), (6.1). . . . . . . ...
Fluxograma de um algoritmo para implementacdo do modelo de crescimento
da conexao preferencial. Os simbolos destacados em azul serdo os parametros

que iremos variar ao longo do trabalho. . . . . . . . ... o000
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16
1 INTRODUCAO

O primeiro trabalho envolvendo a ideia de rede — também conhecido como grafo
na matemdtica — surgiu com Euler em 1736, com o famoso problema das pontes de Konigsberg
(BOAVENTURA, 2017). A forma como Euler prop0s para resolver esse problema deu origem
ao que hoje é conhecido como grafo. Em geral, os termos “grafo” e “rede” s@o usados de forma
intercambidvel, sendo o primeiro utilizado na perspectiva Matematica e o tltimo na perspectiva
de Ciéncia de Sistemas Complexos. Ambos se referem a uma colecio de nds ou sitios conectados
por arestas ou ligacdes. Nessa dissertagao usaremos o termo “rede”, Além dos termos sitios e
ligacGes para os elementos da rede. Uma rede é representada por G(V, E), onde V representa
o conjunto de sitios e £ o conjunto de ligacdes (do inglés edges). Os sitios e ligagdes podem
possuir diferentes significados, dependendo do problema que estamos lidando. Podemos, de
forma abstrata, relacionar os sitios apenas como pontos, € as ligacdes como as conexdes entre
esses sitios. Quando um sitio i estd conectado ao sitio j, a ligacdo correspondente € representada
por (i, j). O ndmero de liga¢des que cada sitio possui é conhecido como grau do sitio, sendo
representado comumente na literatura por k;, onde o subscrito i € para indicar o grau do sitio i.

Diversas propriedades mostram-se recorrentes ao longo do estudo de uma ampla
variedade de redes, dentre os quais estdo a distribui¢do de graus, comprimento médio do caminho
mais curto da rede, didmetro e a assortatividade. A distribui¢ao de graus da rede representa a
forma como estao distribuidos os graus de todos os sitios da rede, retratando a probabilidade
de selecionarmos aleatoriamente um sitio tendo grau k em toda rede. A assortatividade nesse
trabalho, serd utilizada para checar uma correlacdo entre os graus dos sitios da rede, ou seja,
checar se sitios muitos conectados tendem a se conectar-se a sitios muito conectados, com
poucas conexdes ou se ndo hd uma tendéncia na conexdo com relacdo ao grau dos sitios. O
comprimento médio do caminho mais curto da rede representa a média sobre todos conjuntos de
menores caminhos da rede, enquanto o didmetro da rede é o maior desse conjunto de menores
caminhos. O célculo do comprimento médio do menor caminho da rede pode ser feito por
meio de dois tipos de navegacoes: navegacdo com conhecimento local e global. Na navegacgdo
com conhecimento local nds possuimos informag¢des apenas do sitio alvo (sitio onde queremos
chegar) e dos vizinhos dos sitios fonte (sitio de saida), enquanto na navega¢ao conhecimento
global, ndés possuimos conhecimento sobre todos os pares de ligagdes da rede (LI et al., 2013).

Um das redes mais fascinantes € a World Wide Web (WWW). Essa rede € formada por

documentos em hipermidia (reunido de vérias midias num ambiente computacional, suportado
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por sistemas eletronicos de comunicacao (BAIRON, 2012)), cada documento fica alocado numa
pégina, sendo a representacao do sitio da rede, tendo a ligacao entre eles sendo dada por um
hyperlink que leva a outro documento. Atualmente a WWW € a maior rede criada pelo ser
humano, com uma estimativa de um trilhdo de documentos (BARABASI, 2013). Diversos
estudos foram realizados com o foco de obter as propriedades dessas largas redes, dentre os
trabalhos primordiais, onde foi realizado o cdlculo do didmetro da WWW (ALBERT et al.,
1999).

Redes reais como a WWW sdo dinamicas, ou seja, crescem com o tempo. Esse
crescimento normalmente se dd de forma preferencial: os sitios mais conectados se tornam cada
vez mais conectados. Baseando-se nessa caracteristica Albert-Laszlo Barabasi, desenvolveu um
modelo minimo chamado de modelo Barabdési-Albert, onde um sitio adicionado a rede possui
uma probabilidade maior de se conectar a um sitio com um valor de grau maior, esse processo €
chamado de conexao preferencial e gera redes com distribui¢do de graus dadas através de uma
lei de poténcia, chamadas de redes livre de escala (BARABASI; ALBERT, 1999). Esse modelo
€ usado em diversos trabalhos, dentre os quais estd o estudo de processos aleatérios com alta
variacdo (JOHNSTON; ANDERSEN, 2022) e o efeito da aprendizagem social observacional na
vacinacao e doencas (ORABY; BALOGH, 2022).

A estatistica de Tsallis foi inicialmente proposta por Constantino Tsallis por meio
de uma entropia conhecida como entropia de Tsallis, que generaliza a entropia de Boltzmann-
Gibbs. Essa generalizacdo ocorre por meio do parametro g que estd associado com a quantidade
normalmente escalada em sistemas multifractais (TSALLIS, 1988). Observando que € possivel
realizar modificagdes na conexdo preferencial para que possamos representar sistemas fisico-
estatisticos (BARABASI, 2001a), Soares et. al propuseram um modelo que pudesse retratar
sistemas termostaticos com a estatistica de Tsallis (SOARES et al., 2005).

Soares et. al propuseram um modelo cuja conexdo preferencial depende de distancias
euclidianas bidimensionais. Foi observado através de analises numéricas que a distribui¢do de
graus da rede possui ndo somente a mesma forma funcional que otimiza a entropia de Tsallis —
g-exponencial — mas uma relacio direta entre as propriedades dos sistemas com mesma entropia,
sujeitas aos vinculos de normalizacao da distribuic@o e grau médio constante (SOARES et al.,
2005).

Posteriormente, realizou-se uma generalizacao d-dimensional do modelo proposto

por Soares, chamado de modelo de crescimento da conexdo preferencial (BRITO et al., 2016).
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Nesse trabalho foi realizado uma analise numérica acerca dos efeitos da dimensionalidade na
distribui¢ao de graus, observando que a distribuicdo de graus possuia uma dependéncia da
dimensao sobre a qual a rede é construida.

Nosso trabalho foca-se em dar continuidade ao trabalho de Samurai et. al, focando-se
em analisar os efeitos da dimensionalidade nas seguintes propriedades da rede: assortatividade
dos graus da rede, didmetro e comprimento médio do menor caminho da rede. O cdlculo do
comprimento médio do menor caminho da rede e didmetro foram realizados através de um

algoritmo Breadth-first search (BFS).
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2 CONCEITOS BASICOS DE CIENCIAS DE REDES
2.1 Propriedades das redes

Uma rede e um conjunto de elemento G(V,E), cujo V representa os sitios e E as
ligacdes. O grau de um sitio representa o nimero de ligacdes que ele possui, tendo essa defini¢ao
em mente, podemos também introduzir a ideia de nimero de ligacdes, comumente denotado pela
letra L, com esse valor expressando o niimero total de interaces entre os sitios (BARABASI,
2013). Tendo uma rede nao-direcionada, isto €, uma rede onde as ligagdes entre os sitios nao

possuem uma direcdo, podemos relacionar L e k;:
1 N
L= Yk @1
i=1

com o fator 1/2 aparecendo devido ao fato do sitio i estar conectado ao sitio j, assim como j
estd conectado ao sitio i, isto é, somando o grau de todos os sitios obtemos o dobro do niimero
de ligacdes. Tendo esse conceito de grau de um sitio bem definido, podemos definir também a
distribui¢do de graus da rede dada por P(k), que representa a probabilidade de selecionarmos
aleatoriamente um sitio possuindo grau k (BARABASI, 2013). Essa distribui¢io é dada por:

_ M

P(k) =3, (2.2)

onde Ny € o numero de sitios com grau k, N é o nimero total de sitios da rede. A distribuicdo

P(k) deve ser normalizada, isto é

kmax

Y P(k)=1, (2.3)
k=1

tendo que

kmax

Y Ny=N, (2.4)
k=1

onde k€ 0 maximo grau da rede.
Com a distribui¢ao de graus dada pela Eq. (2.2), podemos calcular o grau médio da

rede através da equacao:

N
(k) =Y P(ki)ki. (2.5)
i=1

Na Figura 1 nés mostramos uma rede com 8 sitios e 8 ligacdes distribuidas entre os
sitios de forma desuniforme, ou seja, os graus estao distribuidos de forma que hé sitios com mais

ligacdes do que outros.
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Figura 1 — O quadro (a) mostra uma rede com oito sitios (N = 8) e oito liga¢des (L = 8). Em (b)
€ mostrado a distribuicdo de graus da rede em (a).

(@) (b)

Fonte: elaborado pelo autor

A distribuic@o cumulativa representa a probabilidade dos valores do nosso conjunto
de amostras K (que esta relacionado ao conjunto de todos graus possiveis da rede), assuma
um valor menor do que o grau kK (DEISENROTH et al., 2020). Como nosso caso, nds estamos
lidando com distribui¢des discretas, essa distribuicdo de graus cumulativa da rede serd dada

simplesmente por

kmax
P.(ky=Y P(K). (2.6)
k'=k

2.1.1 Coeficiente de agrupamento

O coeficiente de agrupamento ¢ uma medida de como os sitios da rede tendem a
agrupar-se (BARABASI, 2013). Esse coeficiente pode ser calculado de forma local ou global. O

coeficiente de agrupamento local € dado por:

2L;

Ci=
ki(ki—1)

2.7)

onde L; representa o nimero de ligacdes entre os vizinhos do sitio i, k; € o grau desse sitio. O
valor de C; estd entre O e 1, tendo 0s casos extremos:
— C; = 0 os sitios vizinhos do i-ésimo sitio estao totalmente desconectados entre si;
— C; = 1 os sitios vizinhos do i-ésimo sitio estdo totalmente conectados entre si;
Dessa forma, C; representa a probabilidade de dois sitios com um vizinho em comum
(i-ésimo sitio), possuam também ligacdes entre si. Tendo o coeficiente de agrupamento global

dado pela média (BARABASI, 2013):

1 N
(Q:N;a. (2.8)
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2.1.2 Comprimento médio do caminho mais curto e diametro

Na fisica, o conceito de distincia possui uma grande relevancia, contudo, quando
trabalhamos com rede complexas, esse conceito precisa ser generalizado (BARABASI, 2013).
Podemos observar essa caracteristica ao usarmos como exemplo a rede de internet, onde dois
computadores podem estar conectados através de um IP(ndmero atribuido a cada dispositivo
conectado a uma rede (POSTEL, 1980)), mesmo estando a milhares de quilometros de distancia.
Para esse caso, faz-se necessario surgir o conceito de caminho e comprimento do caminho, onde
por caminho tomamos a trajetéria dentro da rede, entre, por exemplo, dois sitios i e j. Essa
trajetoria pode ser representada por uma sucessao de ligacdes, com numero total representando o
comprimento do caminho. Exemplificamos a ideia de caminho na Figura 2. Considere a distancia
entre os sitios s(fonte, do inglés source) e t(alvo, do inglés target) na rede representada na
Figura 2. Existem dois caminhos possiveis, o primeiro representado de vermelho, com caminho
E = {(5,6),(6,8),(8,5),(5,4),(4,1),(1,7)} e o segundo destacado de azul, com caminho E =
{(s,6),(6,4),(4,1),(1,¢)}. Tendo o comprimento do caminho definido pelo simbolo ¢y com o
sufixo representando o sitio de saida e chega, respectivamente. Teremos £;; = 6 para o caminho
vermelho e /;; = 4 para o caminho azul. Observamos que mesmo ambos os caminhos saindo do
mesmo sitio, tendo mesmo sitio de fonte, um deles possui um valor menor. Sendo esse caminho
de menor valor conhecido com o comprimento do menor caminho.

Dado um sitio inicial (fonte) e um sitio final (alvo), nés temos duas possibilidades
de caminho para seguir. Contudo, um deles tem ¢y3 = 4, enquanto no outro ¢p3 = 2. O caminho
mais curto tem bastante relevancia no estudo de algumas propriedades da rede, sendo também
chamado de caminho geodésico, representado por £;; de menor valor, dentre todos os caminhos
possiveis. De forma geral, nés podemos calcular o comprimento médio do caminho mais curto

por (BARABASI, 2013)

1

R

Y, 4 (2.9)

i,jE€Gi#]

com ¢;; sendo o comprimento do caminho mais curto entre o sitio i e o sitio j. Para o célculo

do conjunto de menores distancias, ¢;;, diversos algoritmos foram desenvolvidos ao longo da

histéria, dentre os quais, hé o algoritmo algoritmo de BFS (do inglés Breadth-first search).
Nessa rede expressa na Figura 2, nés temos £o3 = 2, representando o menor caminho

entre os sitios i =0 e j = 3. O estudo do menor caminho leva em consideracdo apenas um par

de sitios da rede, caso queiramos saber uma caracteristica global com relagdo aos caminhos, o
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Figura 2 —Os circulos enumerados de 0 até 4 representam sitios, com as conexdes entre eles sendo
as ligacdes. Tendo os conjuntos de caminhos dos sitios 0 e 3, destacados de verde e azul. N6s
temos a sequéncia de ligagdes E = {(0,1),(1,2),(2,4),(4,3)}, com comprimento do caminho
lp3 =4, para o caminho verde, enquanto o azul possui a sequéncia de ligagdes E = {(0,1),(1,3)},
com comprimento do caminho fp3 = 2.

(a) (b)

Fonte: elaborado pelo autor.

conceito de didmetro e comprimento médio do caminho mais curto na rede sao muito importantes.
O diametro é o maior valor de todo o conjunto de menores comprimentos de caminhos mais
curto da rede, ou seja, dado o conjunto de menores caminhos de toda rede, aquele de maior
valor, serd o didmetro da rede, sendo representado pelo simbolo d,,,,. Para a rede representada
na Figura 2, nés temos todos os conjuntos de distancias representadas na tabela abaixo, com o

didmetro destacado em vermelho. Podemos observar a simetria nessa tabela, decorrente da rede

ser ndo-direcionada.

Vo Vi [ VA V5 | Vs
VolO | 1]2]21]3
Vil1 ][0/ 1]1]2
V12 1021
Vsl2 1 ]2]0]1
Vi3 2110

Tabela 1 —Conjunto de comprimentos dos menores caminhos entre os sitios da rede representado
na Figura 2, com valor do didmetro, d,,,x = 3, destacado em vermelho.

Fonte: elaborado pelo autor

A matriz que representa o conjunto de menores distancia € simétrica, tendo diagonal
principal nula. Para calcularmos o comprimento médio dos menores caminhos, basta somarmos
os termos do triangulo superior ou inferior da matriz e dividir pelo nimero de termos, que €

equivalente a expressao dada pela Eq. (2.9), nos dando o comprimento médio do caminho mais
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curto da rede, para rede expressa na Figura 2 nds temos (¢) = 1.6. O didmetro dessa rede é dada
pelo caminho representado pela sequéncia de ligagdes E ={(0,1),(1,2),(2,4)}.

O diametro da rede é definido como
dpax = max (¢;5), (2.10)

com /;; sendo o conjunto dos comprimentos dos caminhos mais curtos de toda rede. Para
calcularmos esse conjunto de comprimentos, podemos utilizar o algoritmo BFS, sendo um dos
mais simples e mais importantes algoritmos de rede (CORMEN CHARLES E. LEISERSON,
2001). Esse algoritmo foi inventado em 1959 pelo matematico e cientista computacional norte-
americano Edward F. Moore, que usou para encontrar o menor caminho para fora de um labirinto
(MOORE, 1959). O algoritmo funciona baseando-se numa navegacao com conhecimento global
da rede. Dada uma rede representada por G = (V,E), é selecionado um sitio s dessa rede, o
algoritmo BFS explora as ligacdes de G, para descobrir cada um dos sitios acessiveis a partir do
sitio s, ou seja, todos os sitios que possuem algum grau de conexdo com sitio s. E entdo calculado
o comprimento da menor distdncia — caminho entre o sitio s € os demais sitios que possuem
algum grau de conexdo com sitio s, no qual haja o menor nimero de ligacoes (CORMEN
CHARLES E. LEISERSON, 2001). O BFS ¢ aplicado para cada um dos N sitios da nossa rede,
cada uma das implementagdes nos retorna uma lista de distancias. Para calcularmos o diametro
da rede, basta armazenamos o maior valor de cada uma das implementagdes, selecionando o

maior valor dentre todos.
2.1.3 Algoritmo BFS

Para implementacdo do algoritmo BFS nos utilizamos trés listas: uma lista que nos
dard as cores dos sitios, color[u], outra lista que nos retornara os parentes do sitio (vizinhos), IT[u],
e, uma lista que guardard as distancias do sitio fonte, s, representado por d[u]. Faremos também
uso de um conjunto dindmico de valores, chamados de fila (do inglés gueue), aqui representado
pela letra Q, que ird gerir o conjunto de sitios cinzas (CORMEN CHARLES E. LEISERSON,

2001). Abaixo n6s temos um exemplo de implementagdo do algoritmo BFS.
Algoritmo BFS

(i) Os sitios comegam todos coloridos de branco;

(i1) O sitio inicial, s, € pintado de cinza;
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(iii)) Ap6s colorir o sitio inicial de cinza, adicionamos ele a Q;

(iv) E feito uma checagem de todos os sitios na primeira vizinhanca do sitio s, pintamos todos
de cinza, com o sitio fonte sendo pintado de preto;

(v) Atualizamos as listas color(u], IT[u], d[u] e Q. Ao colorir o sitio fonte de s, ele é removido
da lista Q;

(vi) O algoritmo repete os passos (iv) e (v), onde o sitio analisado passa a ser 0os novos sitios
cinzas, checando seus vizinhos, até que todos os N sitios sejam analisados e pintados de
pretos.

Para o caso em que um sitio ndo tenha vizinhos, podemos expressar os vizinhos
desse sitio por I1[u] = NIL, um exemplo é caso onde u = s, isto &, a vizinhanga do sitio fonte

com ele mesmo.
2.1.3.1 Fenomeno de mundo pequeno

O conceito por trds do fendmeno de mundo pequeno esta relacionado com a con-
cepcao de que numa rede complexa, ha “pequenos caminhos” conectando dois sitios quais-
quer (EASLEY; KLEINBERG, 2010). Esse fendmeno também € comumente conhecido como
seis graus de separagdo, servindo de titulo para o livro de John Guare, tendo a frase dita nesse
livro: “Eu li em algum lugar que todo mundo no planeta estd separado apenas por seis outras
pessoas. Seus graus de separacdo entre nés e qualquer outra pessoa no planeta”. Essa frase
reflete a esséncia desse fendmeno. Tendo a rede social de todo mundo N ~ 10° individuos, nds
teremos (/) muito pequeno, se comparado com N.

O primeiro experimento que tentou explicar esse fenomeno foi realizado pelo psicé-
logo social norte-americano, Stanley Milgran (MILGRAM, 1967). Nesse experimento, Stanley
deu a um individuo um pacote. O objetivo era que esse pacote saisse desse individuo fonte e
chegasse até outra pessoa alvo, sendo que ambos ndo se conheciam. O processo ocorria, com 0
individuo inicial enviando esse pacote para um conhecido seu, que ele julgasse estar mais perto
do alvo, e esse, repetia o procedimento com outro. Esse ciclo era repetido até que o pacote fosse
entregue ao alvo.

Baseando-se nesse fendomeno de mundo pequeno, Strogatz propds um algoritmo para
construcdo de redes com essa propriedade (STROGATZ, 1998). O algoritmo fundamenta-se
na realizacdo de uma interpolagdo de uma rede no formato de anel regular atingindo uma rede

totalmente aleatéria. O processo de ocorreu por meio da escolha de um sitio da rede, selecionando
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a ligacdo com o sitio mais proximo dele no sentindo hordrio. Com uma probabilidade p, essa
ligagdo sofre um processo de realocacdo com outro sitio da rede, selecionado de forma aleatéria.
Esse processo € repetido até percorrer todos os sitios da rede. Esse método de construcio de rede
ficou conhecido como Modelo de Watts e Strogatz, tendo a rede comumente representacio na
literatura pelo simbolo G(N, k, p), onde N expressa o nimero de sitios da rede, k = (k) o grau

médio da ligacao entre eles e p a probabilidade de realocar a ligagao.

Figura 3 — Exemplificac@o do processo de interpolagdo para o caso de N = 20 sitios e (k) = 4. A
rede inicia-se no formato regular regular, com os sitios conectados aos seus (k) = 4 vizinhos mais
préximos. E escolhido um sitio na rede, selecionando a liga¢io com seu sitios mais préximo no
sentido hordrio. Com uma probabilidade p, essa ligagdo € realocada para outro sitio aleatério da
rede. Esse processo € repetido até percorrer todos os sitios da rede. Podemos observar que para
p = 0 arede permanece a mesma, enquanto para o caso p = 1 todos os sitios sdo realocados,
tornando a rede aleatéria. Tendo as redes com fendmeno de mundo pequeno ocorrem num ponto
de transicdo em que p € (0,1).

Regular Mundo pequeno Aleatoria

aumento da aleatoridade

Fonte: elaborado pelo autor.

Foi observado que (¢) e (C) estdo relacionados a N e (k) da seguinte forma:

P 0= 2k} 2.11)

p—1= (2.12)

\
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A dependéncia de (¢) com InN para o caso das redes aleatorias reflete a caracteristica
fundamental por detrds do fendmeno de mundo pequeno. Para rede com muitos sitios, N > 1,
nds temos que N > InN, isso implica que (¢) pode ser ordens de magnitude menor do que o
tamanho da rede. A rela¢do (¢) expressa na Eq. (2.12) pode ser entendida para o didmetro da

rede (BARABASI, 2013):

(2.13)

onde os valores obtidos a partir da Eq. (2.13) possuem uma pequena discrepancia quando
comparado com o caso de (/) devido ao valor de d,,, representar um pequeno conjunto de

valores de menores caminhos médio da rede.
2.1.4 Assortatividade

A assortatividade, assim como a distribuicdo de graus, o menor comprimento do
caminho médio e o didmetro, € uma das propriedades de interesse no estudo das redes. Essa
propriedade estd relacionada com a correlag@o entre os sitios da rede (NEWMAN, 2003), sendo
uma métrica que representa a tendéncia de sitios um “tipo” se conectarem entre sitios de mesmo
“tipo” (FOSTER et al., 2011).

O conceito de “tipo” de sitio varia de acordo com a rede estudada. Numa rede social,
podemos ter o caso de uma rede de relacionamentos amorosos entre individuos de diferentes
etnias, com os diferentes tipos de sitios representando as diferentes etnias. No nosso caso, os
tipos de sitios serdo dados por sitios de diferentes graus.

A forma de mensurar a assortatividade da rede € através do coeficiente de assortativi-
dade, comumente representado pela letra R na literatura. O célculo desse coeficiente pode ser
feito de duas forma, através da caracterizacao discreta e da caracterizagdo por propriedades esca-
lares da rede. Na caracterizagao discreta € levado em consideracao propriedades que distingue
ou separa um tipo de sitio, sendo essa propriedade inerente aos sitios, como por exemplo, numa
rede de relacionamentos, podemos levar em consideragdo a linguagem ou a etnia. Enquanto na
caracterizacao por propriedades escalar levamos em consideracao uma ou mais propriedades

escalar dos sitios da rede, como por exemplo, o grau de um sitio.
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2.1.4.1 Caracterizagdo discreta

Na caracterizagdo discreta, a assortatividade pode ser descrita pela quantidade e,
onde essa medida representa a fragdo de ligagdes da rede que conecta os sitios de tipo & com
o tipo B. Numa rede ndo-direcionada teremos eyg = eg,. Além dessa medida, ainda temos as
medidas aq ¢ bg, representando a soma das fragdes de ligagdes que terminam no tipo de sitio o
e B, respectivamente (NEWMAN, 2003).

Vale observar que, por eqg representar fragoes das ligagdes da rede, a soma sobre
todos os valores de o e B obrigatoriamente deve ser 1, e, a partir da defini¢do descrita acima de

Ag € bﬁ, nds teremos também:

Zeaﬁzl, Zea[;:aa, Zeaﬁ:bﬁ- (2.14)
o.B B o

Partindo dessas propriedades € possivel calcular o coeficiente de assortatividade por
meio da equagdo:
Y eqo — Y.aaba
a o
1—-Yagbg '’
o

R= (2.15)

o valor do coeficiente de assortatividade, R, determina se a rede possui ou ndo assortatividade, e,
caso possua, qual o tipo de assortatividade ela tem. Caso os sitios de um tipo conectem-se mais a
sitios de mesmo tipo, dizemos que a rede € assortativa. Caso os sitios de um tipo conectem-se
mais a sitios de diferentes tipos, dizemos que a rede € dessortativa. E, por fim, caso os sitios
de um tipo nao possuam nenhuma tendéncia preferencial quanto ao tipo de sitio que ele va se
conectar, dizemos que a rede é ndo-assortativa. As redes podem ser classificadas de trés formas
com relacdo a assortatividade: rede assortativa, dessortativa e ndo-assortativa, tendo cada caso
classificado abaixo:
1. Todos os sitios se conectam somente com mesmo tipo (rede completamente assortativa).

Nesse caso nés temos (eqp = 0, Vo # ), nos dando a seguinte matriz

€11 0 0
€= 0 epn O ) (2.16)
0 0 €33

observamos que ) eqq = 1, reduzindo a Eq. (2.15) a forma
o

1-— Zaaba
o

max 1—Y agby )
o

(2.17)
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nos dando a situacdo onde R = R, = 1, a rede é completamente assortativa.
. Os sitios conectam-se apenas a sitios de tipos diferentes (rede totalmente dessortativa).

Nesse caso nés temos (eqg = 0, Vo = ), nos dando a seguinte matriz

0 enn er3
e=\le1 0 exn], (2.18)
e31 ey 0

observamos que Y eqq = 0, reduzindo a Eq. (2.15) a forma
o

Y. agbqg
o

R=Ryin=— %
1— Y duba
o

(2.19)

Tendo que agby sdo fragdes com soma de valor menor do que 1, o valor de
nosso coeficiente de assortatividade, R, serd negativo. Tendo uma matriz ndo direcionada,
o menor valor possivel que nés podemos ter é o caso de apenas dois sitios conectados,

sendo eles de tipos distintos, dando por exemplo, a matriz expressa abaixo

0 €12 0
e=1]e; 0 O], (2.20)
0 0 O

numa rede ndo-direcionada, nds temos que e, = €gq, N0s dando assim

Y. agbg = axby +azbs,
o

1 1
Yagbo =7+ 7,
o

1
Rpin = ——2+ = —1, 2.21)

de forma geral, tendo a fracdo de sitios conectados a sitios de diferente tipos, valores

iguais, isso nos dard, para um conjunto de M diferentes tipos de sitios

Zaaba = (612 +... +61M)(621 =+ ... —|—eM1) + ...+ (eM1 + ... +€MM—1)(61M+ —|—eM_1M),
o
(2.22)

sendo uma rede ndo-direcionada eq5 = egq, nos dando

Zaaba = (612 + ... —|—€1M)2 + ...+ (€M1 +... —|—€MM_1)2, (2.23)
o
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as expressoes dentro dos parénteses possuem M — 1 termos (tiramos a diagonal principal
para o caso das redes completamente dessortativas), tendo M expressdes. Como todas as
fragdes eyp sdo igualmente provaveis, teremos eqg = 1 /(M?* — M), pois ela é quadrada de

ordem M e removemos os M termos das diagonal principal, com isso, teremos

1 2
Za:aaba :M((M— 1)m) , (2.24)

usando a Eq. (2.24) na Eq. (2.19), nés obtemos

M > 2,
R= (2.25)

—1 M =12.

A Eq. (2.25) nos diz que, se R estiver no intervalo € [—1,0), a rede é comple-
tamente dessortativa. Vemos que uma rede completamente dessortativa, quando descrita
pela caracterizagdo discreta, ocorre num intervalo de valores de R, diferente do caso da
rede completamente assortativa, que se d4 no valor exato de R = 1.

Na matriz e, que representa o conjunto de elementos e, pode possuir cada
vez mais valores, conforme nos aumentamos o numero de diferentes tipos de sitios, ou
seja, a ordem da matriz e, representada pela letra M. Para o caso da rede completamente
assortativa, esse aumento ndo impacta no valor de R, pois haverd apenas elementos na
diagonal principal, e, a soma dessa diagonal principal sempre serd igual a 1. Contudo,
como podemos observar no cédlculo de R para uma rede completamente dessortativa
expressa na Eq. (2.25), o aumento do nimero de tipos de ligagdes impacta diretamente
no cdlculo de R, e, mesmo com valores distintos, todos 0s casos representam uma rede
completamente dessortativa. Para o caso da matriz representada na Eq. (2.18) nds temos
R = —0.5, enquanto para rede representada na matriz expressa na Eq. (2.16), nds temos
R = —1, sendo a matriz mais simples para rede completamente dessortativa.

. Os sitios ndo possuem viés de conexao quanto ao tipo de sitio (rede nao-assortativa).
Para esse caso, nos temos que (¢q3 = agbg). A partir dessa condi¢do, vemos que nosso R,

dado pela Eq. (2.15) serd igual a 0.
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Com todos esses casos, nds chegamos a seguinte conclusao

.
x€[-1,00 = Rede completamente dessortativa,

x=0 —  Rede nao-assortativa,
R= (2.26)

xe(0,1) =—>  Rede assortativa,

x=1 —>  Rede completamente assortativa.

Outra medida importante que nds podemos obter acerca da rede € o desvio padrao
médio de R. Uma das formas de calcular essa medida € através do método jackknife. Esse método
consistes em analisar uma amostragem do nosso conjunto de dados, retirando um elemento e
analisando os elementos restantes. Nos repetimos esse processo n vezes, sendo n o tamanho da

nossa mostragem (EFRON, 1979), para o nosso caso, nds teremos

M
or =Y (Ri—R)* (2.27)
i=1

onde R; € o valor de R, com a i-ésima ligacao removida, sendo M sendo o numero de ligacdes
da rede. Existe uma similaridade matemadtica entre o coeficiente R e o coeficiente de correla-
¢ao interclasses usado na fisica estatistica, que serve para comparar medidas entre diferentes
grupos de classes, ndés podemos adaptar o cédlculo desse desvio através da relacdo expressa
abaixo (NEWMAN, 2003) (FLEISS et al., 1969) (FLEISS et al., 2013):

| Taab -+ [%aaba} T Laba ~ Laab}

2
= — . 2.28
ok M 1 —Yaohq ( )
a

2.1.4.2 Assortatividade por propriedades escalares

No caso da assortatividade por propriedades escalares, o célculo da assortativi-
dade depende de uma ou mais propriedades escalares dos sitios da rede (NEWMAN, 2003).
Nesse caso, o coeficiente de assortatividade € calculado através do coeficiente de correlacao de

Pearson (BOSLAUGH, 2012), dado por

R 00— () 229)
0y 0y

com (x), (y) e (xy) sendo as médias do conjunto de medidas x, y e do produto xy, e, o, e O,
sendo o desvio padrdo das medidas x e y. Podemos expressar a Eq. (2.29) em termos das fracdes

eqp € da somas das fragdes aq, bg como definidos anteriormente:

(x) =Y xaeap, () =) vgeasp: (2.30)
o B
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tendo que as medidas de x e y s@o varidveis independentes, podemos junta-las numa tinica soma
@) =Y xvjeap, (2.31)
a.p

além disso, nés temos que aq € by representam a soma das fragdes dos sitios terminados em i e
J, respectivamente, com 1SS0

() = ) aabpxayp, (2.32)

o,f
com isso, podemos reescrever a expressao dada pela Eq. (2.29) na forma

Y. xayp(eap —aabp)
a7

Ry =P oo, . (2.33)

Para que possamos utilizar a Eq. (2.33) para calcular a assortatividade por graus dos
sitios, tomaremos e4g como sendo a fracdo de ligagdes que conectam os sitios de grau i aos sitios
de grau j. As grandezas ag; e b; serdo relacionadas com a distribui¢cio de graus da rede, para
isso, lembramos que a distribuicdo de graus da rede representa a probabilidade de selecionarmos
aleatoriamente um sitio na rede de grau k. Para que possamos relacionar essas medidas, devemos
nos atentar aos graus remanescentes dos sitios, que representa o nimero de ligagdes que saem
dos sitios diferentes do sitio analisado no momento. Ou seja, caso estejamos observando o sitio 1
na rede representada na Figura 2, teremos do sitio 2 as ligagdes L; = {{2,1},{2,4}}, do sitio 3
as ligacoes L3 = {{3,1},{3.4}} e do sitio 0 a ligacdo Ly ={0,1}. Essa nova distribuicio € igual
ao valor um a menos do que a distribui¢do total de graus py, logo, ela deve ser proporcional a

(k+1)prs1 NEWMAN, 2002). Normalizando essa distribui¢do, nds obtemos

k+1
gk = M) (2.34)

)y j jpj
com }.; jp; sendo o termo de normalizagdo.
N6s podemos expressar a fragéo e,g em termos do grau de um sitio analisado, k,

obtendo assim a frac@o de sitios remanescentes e;;, obedecendo as regras

Yeux=1 e Zejk:qk, (2.35)
Jk J

tendo as condi¢des acima, podemos observar que

a; = qi, bj=gqj, (2.36)
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fixandoi =k para que possamos expressar r em termo dos graus remanescentes, teremos

1 .
R=— ) jk(ejx—ai), (2.37)
q jk
tendo o desvio padrao como definido na Eq. (2.28), apds as devidas manipulagdes algebricas,

nds podemos reescrever nosso R na forma

z Ty 2
Y jiki— ML 5 (ji+ ki)
l l

R (2.38)

M 12 12 e )

Y50 +ki) =ML (ji+ k)]

1 l
onde j;,k; sdo os graus dos sitios que terminam na i-ésima ligacdo, comi=1,..., M.
Partindo da Eq. (2.37), nés podemos também calcular o grau médio dos sitios da

vizinhanga, &, definido da forma (JIANG et al., 2017)

knn =Y JPjlks (2.39)
J

onde p | € a probabilidade condicional de uma ligagdo pertencente a um sitio de grau k esteja
conectado com um sitio de grau j. Analisando as Egs. (2.38), (2.39), podemos observar que
se existir uma correlacdo positiva de k,,, com k, o valor de R sera positivo, nos dando uma
rede assortativa (0 < R < 1), se a correlacdo for negativa nds teremos uma rede dessortativa

(=1 £ R <0), se ndo houver uma correlagdo, nds teremos uma rede ndo-assortativa (R ~ 0).

Figura 4 — k,,, representa o grau médio dos sitio da vizinhanca e k o grau dos sitios. Na imagem
(A) n6s temos o comportamento da curva para uma rede assortativa (0 < R < 1), representando a
rede de afiliag@o na categoria Astro-ph do arXiv (LESKOVEC et al., 2007). Na imagem (B) para
uma rede dessortativa (—1 < R < 0), representando a rede de interacdo proteina-proteina (PPI,
do inglé€s protein-protein interactions) (JEONG et al., 2001). E na imagem (C) de uma rede
nao-assortativa (R = 0), representando o modelo de Barabasi (BARABASI; ALBERT, 1999).
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3 CONCEITOS DE FISICA ESTATISTICA

Para iniciarmos as fundamentagdes acerca da fisica estatistica, devemos fundarmos
as bases para a andlise de quaisquer sistemas mecanico estatisticos em equilibrio, podendo ser
divididos em trés etapas (SALINAS, 2008):

1. Caracterizar os estados microscopios do sistema, tendo o conjunto de estados definindo
um ensamble estatistico;

2. Definir um postulado estatistico bdsico acerca ensemble e utilizar a teoria das probabilida-
des;

3. Estabelecer uma conexao com a termodinamica, ou seja, definir de quais formas aquelas va-
ridveis que descreve estados microscopicos (microestado) afetam os estados macroscopicos
(macroestado), sendo esses estados categorizados por variaveis termodindmicas.

Né6s podemos estudar um sistema fisico de particulas, com as leis da mecanica
fornecendo-nos meios para que possamos determinar os conjuntos de estados microscopicos
(ensamble). Contudo, para alguns casos é mais conveniente construirmos modelos especificos
para lidar com o problema analisado em questdo, como € o caso do ensamble microcandnico,
onde expressa o sistema possui energia total fixa, e, com isso € proposto probabilidades iguais a
priori. Ou seja, todos os microestados do sistemas sdo igualmente provaveis (SALINAS, 2008).

A diferenca entre microestado e macroestados pode ser melhor compreendida com
exemplo abaixo:

Suponhamos que um individuo coloque dentro de uma caixa um total de 50 dados
idénticos, cada um deles com seis lados. Ele fecha a caixa com uma tampa e chacoalha ela por
um periodo. Apds isso, ele abre a caixa e observa a disposi¢cao dos dados, no caso, quais faces
estdo viradas para cima de cada um dos dados. Como a probabilidade dos dados estarem virados
para cima sdo independentes, nds temos que o nimero possivel de configuracdes possiveis
para esse sistema é 6°°, pois cada dado possuf 6 faces e hd um total de 50 dados. Assumindo
que todas as configuragdes sao igualmente provaveis, nds temos que a probabilidade de obter
uma dada configuracio é simplesmente 6°°. Cada um dessas configuracdes é conhecida como

6°9 microestados do sistema. NGs

microestado desse sistema. A Figura 5 representa dois dos
podemos rotular cada um desses dados e checar em cada um dos microestados, qual valor cada
um desses dados rotulados foi tirado no dado, ou, de forma mais eficiente, podemos contar o
numero de dados com os diferentes valores foi resultado. Essa forma de categorizar os dados €

chamado de macroestado. Esse valor pode ser mensurado através de conceitos fundamentais da



34

probabilidade. Tendo:
6

N=Y N =50, (3.1)
i

com N representando o nimero de dados e N; representando o nimero de dados com valor
i=1,2,3,4,5,6 voltado para cima. Assim, nds teremos que a configuracdo que representa o
nimero N de dados virados para cima é dada por

N!
N1!N>!N3!Ny!\N5!Ng!’

Numero de dados com valor N; voltados para cima = 3.2)
comi=(1,2,3,4,5,6). Esse valor representando o macroestado do sistema.

Figura 5 — Do lado esquerdo nds temos um possivel microestado do sistema, enquanto do lado direito

temos outro microestado do mesmo sistema.
o ° ° ° o ° ° ° °

:
) | e

° ° ° ° ° ° ° ° °
Fonte: elaborado pelo autor.

3.1 Temperatura, entropia e ensambles

Para que possamos estabelecer uma conexao da fisica estatistica com a termodina-
mica, primeiramente iremos precisar definir alguns conceitos fundamentais da termodinamica.
Além de fixarmos nossa atenc¢do a sistemas em equilibrio termodinamico, ou seja, as propriedades
macroscépicas nao sofrem alteragcdes com o tempo.

Para estudarmos sistemas fisicos da perspectiva mecanica, devemos focar nossa
atenc¢do acerca da dindmica que regem os objetos de interesse. Na termodinamica, essa forma de
trabalhar torna-se irracional, pois sistemas termodindmicos apresentam um nimero de particulas

da ordem da Avogrado (N ~ 10%*), caso trabalhemos da mesma forma como é trabalho na
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mecanica, teriamos que encontrar a equagao de movimento de todas as particulas, além de dar
um significado a essas solu¢des (NUSSENZVEIG, 2006).

N6s podemos estudar a termodinamica sobre duas perspectivas diferente: fenomeno-
légica e postulada (estatistica) (KITTEL; KROEMER, 1980). Iremos focar nossa aten¢do na
perspectiva postulada, sendo baseada nos quatro postulados (CALLEN, 1985):

1. Existe um estado particular (chamado de estado de equilibrio) do sistema simples que,
macroscopicamente, sdo caracterizados completamente pela energia interna U, o volume
V, e o numero de mols Ny, N, ..., N, dos componentes quimicos;

2. Existe uma fun¢ao (chamada entropia S) de pardmetros extensivos de qualquer composicao
do sistema, definida para todos os estados de equilibrio e tem a seguinte propriedade: os
valores assumidos pelos parametros extensivos na auséncia de um vinculo interno sdo
aqueles que maximizam a entropia sobre a variedade de estados de equilibrio;

3. A entropia de um sistema composto € aditiva sobre os subsistemas constituintes. A entropia
€ continua e diferencial e € uma fun¢do monotonicamente crescente com a energia interna;

4. A entropia de qualquer sistema € nula no estado para os quais
(QU/dS)vn,,..N, =0, (3.3)

ou seja, na temperatura nula.

Partindo do primeiro postulado nés podemos encontrar o conceito de temperatura,
que representa a média da energia interna das particulas do sistema, sendo representada por 7',
com o primeiro postulado podendo ser simplificado por: sistemas em equilibrio termodinamico,
possuem temperaturas iguais.

A funcgdo entropia descrita no segundo postulado € essencial para o estudo de
quaisquer sistemas termodinamicos, estando associada a medida de desordem ou aleatoriedade
em um sistema. E uma grandeza termodindmica que descreve a quantidade de energia nio
disponivel para realizar trabalho em um sistema ou, de maneira equivalente, a quantidade de
caos ou desordem molecular em um sistema.

A conjectura fundamental da mecanica estatistica estabelece que todos os estados mi-
croscopicos acessiveis a um sistema fechado em equilibrio sdo igualmente provédveis (SALINAS,
2008). Baseando-se nisso, nés podemos definir uma relagao direta entre a probabilidade P({X;})
de encontrar um sistema sujeito a um conjunto de vinculos {X;} e um sistema cujo nimero de

microestados depende de E, V e N na forma:

P({X;}) =< Q(E,V,E;{X;}), (3.4)
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ou seja, a probabilidade é proporcional ao nimero de microestados acessiveis do sistema. O
desenvolvimento estatistico é realizado partindo da relacdo dada pela Eq. (3.4).

Para simplificar nosso estudo, iremos trabalhar com sistemas simples, ou seja, siste-
mas contendo um tnico tipo de dtomo, fazendo com que o niimero de mols expresso no postulado
2 seja resumido a N. No equilibrio termodinamico, todos os microestados sao igualmente prova-
veis, caso nds tenhamos um sistema caracterizado pelos parametros E, V e N, sendo E a energia,
V o volume e N o niimero de particulas, com E fixo, o conjunto de microestados acessiveis
caracteriza o ensamble microcandnico. Partindo do segundo postulado, nés podemos realizar a

conexao entre esses microestados e a entropia por meio da relacdo (SALINAS, 2008)
S(E,V,N) =kpInQ(E,V,N), (3.5)

sendo kp a constante de Boltzmann e Q(E,V,N) o niimero de microestados acessiveis do sistema.

Nos podemos expressar a Eq .(3.5) numa forma mais generalizada na forma
S=kplnQ, (3.6)

onde S e Q sdo funcdes das mesmas varidveis, que dependem dos vinculos expressos no sistema,
com esses vinculos caracterizando o tipo de ensamble de nosso interesse. A Eq. (3.6) € conhecida

como equag¢do de Boltzmann.

3.2 Estatistica de Boltzmann-Gibbs

Como pode ser observado pela Eq. (3.4), hd uma relagdo direta entre os microestados
do sistema e a probabilidade de encontrarmos o sistema naquele microestado. Essa relacao
€ valida para quaisquer ensambles, ou seja, dado quaisquer sistemas termo-estatisticos, nos
teremos sempre uma relacao direta entre os microestados e as probabilidades associadas a ele.
Baseando-se nisso, nés podemos escrever a entropia do sistema em termos da probabilidade.

Para o caso do ensamble microcan6nico apresentado na se¢do anterior, nds teremos
o vinculo da energia total ser fixa, ou seja, dado dois subsistemas isolados termicamente, caso a
parede que separa os dois sistemas torne-se diatérmica, permitindo que a transi¢cdo de energia
entre ambos os sistemas, mas mantendo o volume e o nimero de particulas constante, a energia

total do sistema serd dada por

Ey=E,+E,— E|=Ey—E,, (3.7)
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onde E| e E, representam a energia do sistema 1 e 2, respectivamente e E( a energia total do
sistema, sendo constante.
Sendo o microestado de ambos os sistemas independentes, o microestado do sistema

composto € dado pelo produto de cada um
Q = Qi (E1,V1,N)Q(E2,V2, M), (3.8)

como o volume e o ndmero de particulas ndo varia, tendo a relacdo entre as energias, nos

podemos simplificar a Eq. (3.8)

Q(E|;Ey) = Q1 (E1)Q(Eg—E)). (3.9
Utilizando a Eq. (3.4), nds teremos

P(Ey) = cQ(E|,Ep) = cQ(E)0(Ey—Ey), (3.10)

tendo assim a constante ¢ que normaliza P como sendo

c=—=— (3.11)

sendo Q. = Q o microestado acessivel do sistema composto, sendo uma funcao unicamente da
energia.

Com isso, nossa entropia no caso do ensamble microcandnico fica na forma

S=—kgy PjinP;, (3.12)
j

para o caso onde hd mais de um subsistema, com a soma sobre os todos microestados do sistema.
A Eq. (3.12) é conhecida como equagao de Boltzmann-Gibbs, e, partindo dela nés podemos
derivar todas as outras grandezas termodindmicas.

A equacio de Boltzmann-Gibbs nos mostra a relacio entre a entropia e a incerteza
ou a falta de conhecimento sobre o estado microscépico exato do sistema. Quando ela € uniforme
(estados igualmente provaveis), a entropia € miaxima. Quando a distribui¢do estd concentrada
num Unico microestado (indicando incerteza sobre o estado do sistema), a entropia € minima.

Como a estatistica de Boltzmann-Gibbs descreve sistemas cuja energia total € fixa, ela
€ bastante util para descrever sistemas homeostéticos(ecoequilibrio de matéria) e isovolumétricos

(invariancia no volume).
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3.3 Estatistica de Tsallis

A entropia de Tsallis foi proposta por Constantino Tsallis como uma possivel genera-
lizacdo a entropia de Boltzmann-Gibbs. Tsallis postulou sua entropia por utilizando o parametro
g que € uma quantidade normalmente escalada em multifractais (TSALLIS, 1988). A entropia
postulada por ele tem a forma:

-y, P}

S, =k
q q—l

5 (3.13)

onde g € R, p; sdo as probabilidades associadas a algum evento, W € N representa o nimero
total de possiveis configuracdes e k € uma constante real positiva conveniente ao problema. No6s

iremos inicialmente definir as seguintes fungdes:

Iny(x) = . ! (x > 0;In; (x) = In(x)), (3.14)

=[1+(1-gu/""? (@ =e, (3.15)

sendo essas funcdes generalizacdes do logaritmo natural e da exponencial, respectivamente,
sendo chamadas de g-logaritmo e q-exponencial.

N6s podemos reescrever a Eq. (3.13) na forma

w w g
ZPL_ZP, w ( l—q
l 1 |

w
Sg=k = —kzp’ = kY piing(p). (3.16)

Partindo da Eq. (4.21) podemos facilmente perceber que no limite onde q tende a 1,
nds obtemos a entropia de Boltzmann-Gibbs expressa na Eq. (3.12). Tendo a funcio que otimiza,

sujeita as vinculos Eq. (V.1) e Eq. (V.2)

w

Y pi=1, (V.1)
i=1

w

Y piei =U,, (V.2)
i=1

a forma

pi= = (3.17)
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onde & representa a energia associada ao i-ésimo evento,f estd associado ao parametro dos

multiplicadores de Lagrange e Z, € a funglo de parti¢do, que normaliza p;, sendo dada por

Zq

W
Y e (3.18)
I=1

Essa generalizacdo proposta por Tsallis t€ém obtido sucesso em vdrias aplicagcdes na
matéria condensada em atomos frios (LIU; GOREE, 2008), vidro de spin (PICKUP et al., 2009),
sistemas bioldgicos (UPADHYAYA et al., 2001) e supercondutores do tipo II (ANDRADE et al.,
2010).
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4 O MODELO DE BARABASI-ALBERT

O modelo de Barabasi-Albert foi desenvolvido com o intuito de estudar redes di-
namicas, cujo crescimento se d4 forma preferencial. Para implementar essa caracteristica na
rede, Barabdsi prop6s um mecanismo chamado de conexdo preferencial, onde os novos sitios
adicionados a rede possuiam uma maior probabilidade de conectar-se aos sitios com muitas
conexodes. Baseando-se nessa caracteristica, Samurai ef. al escreveu uma modificacdo dessa
conexao preferencial, possuindo pesos das distincias entre os sitios (BRITO et al., 2016).

Para implementacdo do modelo, a rede inicial comec¢a com my sitios, 0 nimero
de ligacdes inicias pode ser escolhido de forma arbitrdria, seguindo a restricdo m < mgy. O
desenvolvimento da rede segue duas etapas (BARABASI, 2013): para cada interagdo adiciona-se
um novo sitio a rede, e m ligacdes entre ele e os demais sitios da rede. A restricdo para os valores
de m é que m < my, essa restricdo impede que dois sitios, A e B por exemplo, tenham duas
ligacdes entre si, isto &, restringimos a rede apenas a redes simples' e sem loops. A probabilidade
de ligacdo desse novo sitio com relacdo aos sitios ja existentes € dada por:
ki
Lkj’

J

Il; = 4.1
onde k; representa o grau do i-ésimo sitio, I'l; representa a probabilidade do novo sitio conectar-se
ao sitio i. Essa probabilidade € o que caracteriza a conexdo preferencial, um dos mecanismo
probabilistico existentes do qual faz surgir os hubs da rede. Os parametros do modelo de
Barabdsi-Albert sdo portanto mg, m e N. A figura 6 que exemplifica o processo por trdas do
modelo de Barabasi-Albert, enquanto na Figura 7 nés temos dois exemplos de rede de Barabdsi,

com N = 500 e diferentes valores de m e my.

' Redes onde hd apenas uma ligacio entre cada um dos pares de sitios da rede.
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Figura 6 — Os circulos enumerados cinza representam os sitios, com m representando o nimero de
ligagdes que o novo sitio adicionado fara, mo = 2, .4” a constante de normalizagdo e k; o grau do
i-ésimo sitio. Na figura 6.(a) nés temos a rede inicial, com sitio 1 e 2 conectados. Na figura 6.(b) é
realizado um sorteio do sitio que fara ligagdo com o novo sitio 3, tendo a probabilidade dada pela
Eq (4.1), tendo sitio sorteado 1, realizamos uma ligacdo entre esses dois sitios. Na figura 6.(c) o
sorteio € repetido, pois € necessdrio realizar m = 2 ligagdes. Na figura 6.(d) nés temos o novo sitio
fazendo todas as ligagdes. O processo € repetido mais N — 3 vezes para obtermos uma rede com N
sitios.

m=2 N=ki+ly |2=2 N = ki + ko
1= 1=
b= @-.n M- | ke @
0 N I, .
I, = = Iy = =
25 TN
(a) (b)
%:21 - mk;:22
1= 1=
ky =2 o = k| k=2
ky = TN ks =2

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 7 — Na figura abaixo nds temos dois exemplos de rede de Barabdasi. Os sitios sao representados
pelos circulos, a intensidade da cor e o tamanho do sitio representam seu grau. Na Figura 7.(a) a
rede possui mg =2 com m = 1, enquanto na Figura 7.(b) nds temos mo =4 e m = 3. Como para
representada em (b) possui valor de m maior, a rede possuird mais ligagcdes. Ambas as redes possuem
N =500 sitios.

Fonte: elaborado pelo autor.
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4.1 Grau médio e distribuicio de graus

De forma geral, o distribui¢do de graus de uma rede é dada pela Eq. (2.2), tendo
como diferencial de cada rede a forma de Ny. Para o modelo de Barabdasi-Albert, nés podemos
obter a distribuicao de graus exata de forma analitica partindo da conexao preferencial dada
pela Eq.(4.1) (BARABASI, 2013). A rede oriunda do modelo de Barabdsi é dinAmica, ou seja,
ela cresce com o tempo, ciente disso e partindo da definicdo da distribui¢do de graus dada pela
Eq. (2.2), nés teremos para o modelo de Barabasi que o niimero de sitios com grau k € dado por
N(k,t) e o nimero de sitios total é dado por N(¢), onde a varidvel 7 representa o instante onde

estamos calculando a distribui¢cdo de graus. A distribui¢do de graus serd dada por:

P(t) = N]\(,]Zt)t ), 4.2)
A conexao preferencial pode ser escrita na forma
I1(k) = L, 4.3)
Lk;

tendo o nimero de sitios totais apos um tempo ¢ dado por N = ¢, caso os novos sitios adicionados
facam m ligacdes dentro da rede, nds teremos o nimero de ligacdes apds ¢ instantes de tempo
dada por 2mt, com o fator 2 representando o fato da rede ser ndo-direcionada, teremos assim

k

Mk =5 —. (4.4)

nosso objetivo é calcular de que forma N (k,¢) varia, conforme nés adicionamos novos sitios na
rede. NGs podemos analisar duas possibilidades ao adicionarmos um novo sitio da rede, com
relagdo ao nimero de sitios com grau k, N(k,1):

(1) O novo sitio conecta-se a um sitio de grau k, tornando o grau daquele sitio em k+ 1,
diminuindo N (k,?).

(i) O novo sitio conecta-se a um sitio de grau k — 1, tornando o grau daquele sitio em &,
aumentando N (k,1).

O numero de ligagdes que € esperado para conectar sitios de grau k apds adicionarmos

um novo sitio é dado por:

k
k/(2mt) x NP(t) x _m = =P(1), “5)
~—— ~—— ~~ 2
termo 1 termo 2 termo 3

onde o termo 1 na Eq. (4.5) representa a probabilidade de um novo sitio conectar-se a um sitio

de grau k (conexao preferencial), o termo 2 o ndmero total de sitios com grau k e o termo 3
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representa o nimero de ligacdes que o novo sitio fard, quanto maior m, maior a chance do novo
sitio de realizar uma ligacdo com os sitios de grau k. Tendo a Eq. (4.5), nds iremos aplica-la nos
dois casos (i) e (ii):
(1) O ntmero de sitios de grau k que adquirem uma nova ligacdo, aumentando o grau para
k+1:

k

S P(0). (4.6)

(ii’) O ndmero de sitios de grau (k — 1) que adquirem uma nova liga¢do, aumentando o grau
parak é:

k—1
TP](,I(I). (47)

Combinando as Egs. (4.6), (4.7), n6s obtemos o numero esperado de sitios com

grau k ap6s a adi¢do de um novo sitio:

k—1 k
(N+1)P(t+1) :NPk(t)+—2 P;H(t)—EPk(t), (4.8)
termo 1 M M
termo 2 termo 3

o termo 1 na Eq. (4.8) representa o numero total de sitios com grau k antes da adi¢do do novo
sitio, o termo 2 o numero de sitios com grau k apds a adi¢do do novo sitio e o termo 3 os sitios
removidos da contagem, devido ao fato de terem ganhado mais um grau e tornado seu grau em
k+1. A Eq. (4.8) é aplicado para todos os sitios com grau k > m. N&s precisamos expressar
a Eq. (4.8) para os sitios de grau k < m. Para isso, iremos utilizar de argumentos similares ao

usado para obtermos a Eq. (4.8), obtendo

(N+1)Bp(t+1) = NBw(t) + %Pm(t). 4.9)

Como foi demostrado por Barabadsi, a rede oriunda do seu modelo possui distribuicao
de graus estaciondria (BARABASI, 2013). Isso significa que no limite N = — oo, Py(o0) = P,

Usando esse fato nas Eqgs. (4.8), (4.9) nés teremos

(N+1)P(t+1) = NP(t) = NPi(o0) — Pi(e0) — NP(0) = Pi(e0) = P, (4.10)

(N4 1)Py(t+1) = NPu(t) — Py, (4.11)

usando as Eqgs. (4.10), (4.11) nas Eqgs. (4.8), (4.9), respectivamente, nds obtemos

k—1
P,=——p,_ k> m, 4.12
% k+1pk1 m (4.12)
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2
P,=—. 4.13
" om+1 (4.13)
Podemos ainda reescrever a Eq. (4.13) na forma
P = k (4.14)
k+1 — k+3pk; .

realizando a mudancga de varidvel k — k+ 1. Iremos encontrar a recursividade de P, partindo do
menor grau possivel para os sitios da rede (k = m), logo em seguida, iremos utilizar a relacdo

dada pela Eq. (4.14). Teremos portanto:

2m

Puct = 55Pn = Gy
_ +1 _ 2m(m+1)

Puia = SigbPmer = (m+2)(m+3)(m+4)° (4.15)
_ om2 _ 2m(m+1)

Puis = 52 = Gojmedmes):

Substituindo (m+3) com k no denominador nds obtemos a probabilidade de observar

um sitio com grau k:

P 2m(m+1)
T kk+D(k+2)

(4.16)

sendo a solugdo exata para distribuicdo do modelo de Barabasi. Podemos observar que no caso

de k> 1 obtemos uma lei de poténcia
e~k (4.17)

com Yy =3.
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Figura 8 — Os circulos coloridos de azul sdao os valores calculados a partir da distribuicao de
graus oriundo do modelo de Barabdsi. Foram utilizadas M = 50 amostras para o cdlculo da
distribuicdo, com valor de my = 1 e m = 1. Enquanto a seta preta representa a regressao linear
dos dados, dos quais podemos inferir o valor de 7y a partir do coeficiente linear. As redes geradas
possuem N = 10° sitios.

Escala Linear

O
0.6
0.4
X
Q
0.2 0O
0-0@(@3 Q
0 2000 4000 6000
a)
Logarithmic binning Distribuicdo cumulativa

100

O y=-1.87 =0.01

10-1
103
1073
Q 1076 Y
10-5
-9
10 10—7 O
=12 -9
107450 0T 102 103 107" 560 ot 102 103
: b) : 0

Fonte: elaborado pelo autor

Na Figura 8 mostramos quatro representagdes em escalas diferentes de P(k) para
uma rede gerada pelo modelo de Barabasi-Albert com pardmetros m = 1, mg = 1, N = 10°. Na
Figura 8a € usado binagem linear, ou seja, Ny, o nimero de ligacdes entre k e k + Ak, € calculado
com Ak constante. Na Figura 8b a binagem € logaritmica, ou seja, Ak ~ logk. Na Figura 8c
mostramos a distribui¢do cumulativa P, com binagem linear.

Podemos observar que o valor de y varia dependendo do método utilizado para
calcula-lo, no caso do método logarithmic binning, o valor encontrado estd dentro da margem
do valor tedrico, enquanto na cumulativa o valor encontra-se ligeiramente fora. Tendo que o
coeficiente encontrado a partir da fun¢do cumulativa como sendo . = —1.87£0,01, para o caso

da distribuicdao cumulativa, devemos Eq. (2.6)
Ye=—-7v+1, (4.18)

onde 7, € o coeficiente da distribuicdo cumulativa de graus e y da distribuicdo de graus, com isso,
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nds obtemos

y=—-2.87+0,01. (4.19)

4.2 Caminho médio, menor caminho e diametro

Para o modelo de Barabdsi-Albert, nés temos que o diametro da rede depende de N,
sendo N o numero de sitios da rede. Parao N > 1 e m > 1, foi obtido de forma analitica que a

dependéncia é da forma (ALBERT et al., 1999)

InN

~— 4.2
max ~ T (4.20)

podemos observar pela Eq. (4.20) que o didmetro da rede no modelo de Barabdasi-Albert cresce

muito lentamente com N. Fazendo o prefator da Eq. (4.20) representado pela letra A, ou seja

InN

=A—— 4.21
dmax lnlnN’ ( )

pela Figura 9 podemos observar o forma como o didmetro cresce com relacdo ao tamanho da

rede.

Figura 9 — Os circulos pretos, cinza, carmesim, verdes, azuis e rosas representam os valores dos
diametros para A = 1,3,5,7,9, 10, respectivamente. Enquanto Ad representam a varia¢cao no
diametro da rede. Podemos observar que para o prefator A = 1, uma variacao de N na ordem de
10% representa uma variagio de Ad = 2.54, mostrando que o didmetro dessa rede cresce muito
lentamente com o nimero de sitios.

60 Diametro da rede de Barabasi

50

201

101

Fonte: elaborado pelo autor.
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A solucdo expressa na Eq. (4.20) foi obtida através de uma analise da rede em
camadas, onde as camadas representam as divisdes da rede em conjuntos de sitios a uma
distancia /, partindo da origem. Foi realizado uma contagem do nimero de sitios em cada uma
dessas camadas, analisando os efeitos desses valores nos conjuntos de graus de toda rede e em

sua topologia.



48

5 O MODELO DE CONEXAO PREFERENCIAL ENVOLVENDO DISTANCIAS
EUCLIDIANAS

Em trabalhos passados, o mecanismo de conexao preferencial proposto por Barabdsi
foi modificado para representar sistemas fisico-estatisticos, como foi feito para o caso do
condensado de Bose-Einstein (BARABASI, 2001b). No trabalho de Soares et. al, foi introduzido
um fator geométrico na conexio preferencial, com sitios alocados num espago euclidiano
bidimensional (SOARES et al., 2005). Baseando-se nesse modelo, Samurai et. al propds uma
generalizacdo d-dimensional.

No modelo de Barabasi-Albert que foi visto no capitulo anterior, nés temos uma
dependéncia exclusiva do grau dos sitios ja existentes para a evolucdo temporal da rede, isto €,
nao hd uma dependéncia espacial na construcdo da rede, como pode ser visto na Eq. (4.1). Ja
no modelo proposto por Samurai, foi apresentado uma dependéncia da distancia euclidiana na
conexao preferencial (BRITO et al., 2016). Essa dependéncia é expressa na equacao abaixo:

_aA

I;; = klrl—J,a € [0,1] (o4 >0), (5.1)
Yikir:

ij
com r;; sendo a distancia euclidiana do sitio novo, j, aos sitios ja existentes na rede, i.

O grau dos sitios j4 existentes da rede continuam influenciando na probabilidade de
ligagdo, como ser visto o termo k;. Tendo &, > 1, sendo um parametro que estd relacionado com
a forma da dependéncia da distancia entre os sitios. Podemos observar que tomando o limite onde
o, tende a zero, a dependéncia da distancia gradualmente perde sua relevancia, e, no limite em
que ¢, = 0 nos retornamos a expressao para conexao preferencial do modelo de Barabdsi-Albert,
expressa na equacdo Eq. (4.1). Além da conexdo preferencial, para que possamos dispor os
sitios no espago, devemos adicionar os novos sitios na rede numa posi¢ao, cuja distancia para o

centro de massa da rede ja existente siga uma distribui¢do isotropica d-dimensional (BRITO et

al., 2016)

1
r)~——— (5.2
p( ) rd+ag Y )
com r > 1, onde r representa a distincia do sitio adicionado ao centro de massa da rede no
instante anterior, d a dimensdo em que a rede estd sendo construida e o, um parametro que
esta relacionado a agregagao espacial dos sitios, isto €, quanto maior o valor de o, fixado d,
maior serd a probabilidade dos sitios adicionados estarem proximo ao centro de massa da rede ja

existente. A dimensdo expressa na Eq. (5.2) determinard a forma como seré realizado o cédlculo
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das distancias na conexao preferencial expressa na Eq. (5.1), Para dimensdo d = 1, n6s teremos

a distancia dada por r;; = |x; — x|, para d = 2, nés teremos r;j = / (x; —x;)? + (yi — yj)?, assim
por diante para as dimensdes d = 3 e d = 4. A distribui¢do isotropica expressa na Eq. (5.2)
deve ser normalizada, com isso, devemos impor valor acerca de ¢, de forma que p(r) seja
normalizdvel. Ciente que r > 1, e, que os valores gerador por r serdo truncados por um 7.y,

teremos:
Ymax
/1 Ard o) gy — 1 (5.3)

com A sendo a constante de normalizacdo. Resolvendo essa integral, a constante de normaliza¢do

¢ dada por
1/1In(rpax) se o, =0,

A= “ ¢ (5.4)
Oy o/ (e — 1) se o > 0.

Podemos observa nas Figuras. 10 e 11 os efeitos da dimensdo e do pardmetro ¢, na
distribuicdo p(r). Fixado o, = 1.0 aumentando d € possivel observar que a probabilidade de
encontrar pequenos valores de r cresce consideravelmente. Enquanto fixado d = 1 e aumentando
0, € notavel o mesmo efeito. Esse efeito fica ainda mais perspectivo ao analisarmos o plot
log p(r) versus logr expresso na Figura 11. Podemos observar que conforme aumentamos a
dimensao, fixado o, = 1.0, menor a probabilidade de encontrarmos grandes valores de r. Esse

efeito também ocorre para o crescimento de o, fixado a dimensdo d = 1.

Figura 10 — N6s temos r como sendo a distincia e p(r) a distribui¢ao dada pela Eq. (5.3). Na
figura (a) nés podemos observar os efeitos do pardmetro o, sobre a distribui¢do dada pela
Eq. (5.3), sendo d = 1 a dimensdo. Enquanto na Figura (b) podemos observar os efeitos da
dimensio, fixado o, = 2.0

(a) (b)
0.0351 — d=1 o =00
=l d=2 | 0.025 =i ay=10
— d=3 — ay=2.0
0.030 — d=a 250
0.020
0.0254
_0.020+ 0.015+
=
a
0.015
0.010+
0.0104
0.005
0.005
_ ]
0.000 0.000
T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fonte: elaborado pelo autor.
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Figura 11 —N6s temos log r como sendo a distancia e log p(r) a distribui¢do dada pela Eq. (5.3).
Na figura (a) n6s podemos observar os efeitos do pardmetro o, sobre a distribui¢do dada pela
Eq. (6.3), sendo d = 1 a dimensdo. Enquanto na Figura (b) podemos observar os efeitos da
dimensao, fixado o = 2.0

(a) (b)
1071+ a;=1.0
1073_
10—5_
1076+
1079_
10—9_
10—13_
1012+
£, 517
§10 10-15
10721+ 10-18
-25 ]
04 1o-21
10729 Zii 24
— 4- 107244
— d=4
10° 10! 102 10® 104 105 106
r r

Fonte: elaborado pelo autor.

A Figura 12 exemplifica o processo por trds do modelo de crescimento da conexao

preferencial.

Figura 12 — Os circulos representam os sitios, enquanto k; representa o grau do i-ésimo sitio,
sendo /" a constante de normalizagdo e r¢ys o centro de massa. Na Figura 12.(a) nds temos a
rede com os sitios 1 e 2 conectados entre si, a distancia r, foi gerada seguindo a distribui¢ao
dada pela Eq. (5.2), na Figura 12.(b) nés temos a regido onde o novo sitio pode ser alocado, um
circulo de raio r,. Na Figura 12.(c) foi realizado um sorteio, sendo o sitio 2 selecionado para
conectar ao sitio 3. Na Figura 12.(d) o sitio 2 e 3 s@o conectados, atualizando o centro de massa
e o grau dos sitios. O processo € repetido N — 3 até que a rede possua N sitios.

A AY N = kyrig' + korag o AY N = krgg + koryg™
= 1=
,\'2 _ l lll’g _ A»lr;jﬂ,, A’J _ 1 ll]" _ I\']T;;’”
' N : N
karyy' kary'
Iy = —2— Iy = J\-/
™
1 .
(a) T reu-doisn (b)
A N = kirg + kg A N = karie + ot + bt
i - - A
ky=1 s I3 = ] 2“2 =2 ue X /\/:“
REe i = 0Ty "
11 —_—
2 ) N
,
- 5
(1 1 > ! >
\r rem = 5(ri+12) (C) rem = %(7‘1 +7ry+7s) (d)
2 3

Fonte: elaborado pelo autor.
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5.1 Distribuicao de graus da rede

A conexao entre as redes oriundas do modelo de crescimento da conexao preferen-
cial e a estatistica de Tsallis é advindo da relacdo entre a entropia de Tsallis e a funcdo que
otimiza ela (SOARES et al., 2005). A entropia de Tsallis € expressa na Eq. (3.13), impondo os
vinculos (k) =Y k;P(k;) =C e Y P(k;) = 1, sendo C uma constante, nds obtemos diretamente a

distribui¢do de graus (BRITO et al., 2016)

(5.5)

)

P(k) = P(0)e,“"* = P(0) [1 +(g— l)ﬂ 1/(1-q)

onde ¢, k/A representa q-exponencial e P(0) é a constante de normaliza¢do. Tomando & = k; na

Eq. (V.2), nés teremos U, — (k) = C, sendo C uma constante.
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6 RESULTADOS

Os resultados a seguir foram obtidos através dos estudos do modelo de crescimento
da conexdo preferencial. A analise do efeito da dimensionalidade na distribuicdo de graus
das redes oriundas ja fora realizado (BRITO et al., 2016), sendo reproduzido nesse trabalho.
Enquanto os efeitos da dimensionalidade das propriedades: assortatividade, comprimento médio

do menor caminho e didmetro da rede fora realizado nesta dissertagao.

6.1 Distribuicao de graus da rede

Podemos observar que o modelo de crescimento da conexao preferencial possui trés
pardmetros: o, € d, que sdao parametros relacionados as distincias dos novos sitios para o centro
de massa do sistema, sendo d a dimensado, e, ¢, que estd relacionado com o peso das distancias
na conexao preferencial. A influéncia desses parametros na distribuicao de graus da rede podem

ser observadas nas Figuras 14 e 13.

Figura 13 — No griéfico expresso, nds temos que d representa a dimensdo, enquanto ¢, € 0
parametro relacionado com a distancia dos novos sitios para o centro de massa e ¢, o0 parametro
relacionado as distancias na conexdo preferencial. Para todos os conjuntos fixamos o, = 2.0.
Foram utilizadas M = 82 amostras com N = 10 sitios.
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Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 14 —No grifico expresso, nds temos que d representa a dimensio, enquanto 0 € 0
parametro relacionado com a distincia dos novos sitios para o centro de massa e ¢, o0 pardmetro
relacionado as distncias na conexao preferencial. Para todos os valores fixamos a, = 2.0.
Foram utilizadas M = 82 amostras com N=10° sitios.

Distribuicao de graus para multiplos a,
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Fonte: elaborado pelo autor

Podemos observar pela Figura 13 que para diversos valores de @, fixado o, = 2.0,
a distribui¢do de graus € exatamente a mesma. Indicando assim que a distribuicdo de graus é
independente de . Fixando o, = 2.0, variamos @,. E possivel verificar através da Figura 14 que
a forma da distribui¢do, P(k), varia para cada o, e d diferentes, mostrando assim a dependéncia
de P(k) por esses dois pardmetros. A dependéncia da distribui¢do com @ e d é explicitada nos

pardmetros ¢ e A, sendo dada por (BRITO et al., 2016):

0.3 se0< a,/d <1,

Aot /d) = (6.1)
—1.15¢!"%/d 1 1.45 seq,/d > 1,

com ¢ dado por
4/3 se0<o,/d <1,

q(0a/d) = (6.2)

%el_a“/d—l—l se o, /d > 1.

Através das Egs. (6.1), (6.2), vemos que no limite em que o, tende ao infinito, g

tende a 1 e A tende a 1.45. Ou seja, existe um valor mdximo e um valor minimo para g e A.
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qg€[4/3,1]e A €[0.3,1.45]. Com os valores obtidos a partir das Egs. (6.1), (6.2) nés podemos
encontrar os melhores ¢, A para cada valor de &, d, nos dando o resultado expresso na Figura 15.
Podemos observar que a regressao para alguns conjuntos de o, e d possuem um plato. Esse plato

¢ devido ao fato de ndo estarmos analisando os dados no limite termodinamico, N > 1.

Figura 15 —No gréfico expresso, nds temos que d representa a dimensdo, fixamos o valor de
0, = 2.0 para todas as curvas, enquanto variamos ¢,. Foram utilizadas M = 82 amostras para
redes com N = 10° sitios. As retas pretas representam a curva que melhor se ajusta ao conjunto
de dados, com os valores de ¢ e A para cada uma das curvas expressa na Tabela 2. O ajuste
foi realizado numa regido dos dados, devido ao platd nas curvas oriundo da grande quantidade
de sitios com mesmo grau e poucos sitios com grande valor de grau. Esse platé desaparece no
limite termodindmico, onde k > 1.
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Tabela 2 —Os pardmetros g e A foram calculados utilizando o algoritmo LM (do inglés Levenberg-
Marquardt algorithm) (GAVIN, 2019), enquanto R? é o coeficiente de determinacdo, que re-
presenta precisdo dos dados mensurados com relag@o a func¢ao hipotese (S.A. SLINKER B.K.,
2016), no nosso caso, a fungio hipétese é a distribui¢io expressa na Eq. (5.5). R? € [0, 1], quanto
mais préximo de 1, maior a tendéncia da fun¢do hipétese descrever aqueles dados.

Dimensio | q A R?
0.0 | 1.35884+-0.0003 | 0.197940.0005 | 0.999998
20| 1.256+0.004 0.621 +0.007 0.9999704
d—1 3.0 1.1814+0.006 0.88 £0.01 0.9999451
5.0 | 1.08240.006 1.194+0.01 0.9999551
6.0 | 1.051+0.006 1.294+0.01 0.9999632
8.0 | 1.006+0.003 1.4334+0.009 0.9999845
0.0 | 1.3573+£0.0003 | 0.2008 +0.0004 | 0.9999993
2.0 | 1.36440.001 | 0.320540.0006 | 0.9962342
d—2 3.0 | 1.291540.0009 | 0.4598 £0.0005 | 0.9999755
5.0| 1.201£0.005 0.80+£0.01 0.9999617
6.0 1.014+0.01 1.28£0.02 0.9985588
8.0 1.004+0.01 1.39+0.02 0.9989897
0.0 | 1.3552+0.0002 | 0.32934+0.0004 | *0.9955482
2.0 | 1.3680+0.0001 | 0.34514+0.0007 | 0.9895939
d—3 3.0 | 1.3658 +0.0006 | 0.3226 +0.0007 | 0.9956309
5.0 1.23240.002 0.6214+0.002 | 0.9998642
6.0 | 1.140+0.007 0.869 £ 0.006 0.9994284
8.0 1.04+0.01 1.18 +0.01 0.9987625
0.0 | 1.35714+0.0003 | 0.3294 4+0.0005 | 0.9953050
2.0 | 1.36114+0.0001 | 0.3407 +0.0005 | 0.9920349
d—4 3.0 | 1.37144+0.0001 | 0.3451£0.0008 | 0.9889740
5.0 1.33940.001 | 0.211040.0005 | 0.9969615
6.0 | 1.2894+0.0009 | 0.471740.0005 | 0.9999766
8.0 | 1.141+£0.007 0.871£0.006 0.9994152

6.1.1 Comprimento médio do menor caminho e diaGmetro da rede

Através dos resultados da secdo anterior, pudemos observar que os parametros ¢, €
d afetam diretamente a distribui¢do de graus, tendo uma independéncia direta do pardmetro o,.
Como a distribui¢do de graus esté relacionado com a forma como os graus estdo distribuidos em
todos os sitios da rede, essa independéncia do ¢, indica que o didmetro, a assortatividade € o
comprimento médio do menor caminho também podem ser independente de o,. Além do mais,
como foi mostrado no modelo de Barabdsi, o diametro da rede tinha uma relagdo direta com o
tamanho da mesma, tendo também uma relacdo entre redes com fendmeno de mundo pequeno,
uma relagdo direta com o tamanho das redes. Isso nos d4 que o estudo do efeito do tamanho da

rede nessas propriedades é bastante relevante.
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Figura 16 —No grifico expresso, nés temos que (¢) representa o comprimento médio dos menores
caminhos da rede e o, € o pardmetro relacionado as distancias dos novos sitios para o centro de
massa, foi utilizado o, = 1.0 para todos os conjuntos de amostras. Os circulos preto € o valor de
(¢) para dimensdo d = 1, tridngulos verde d = 2, quadrados azul d = 3 e tridngulos vermelho
d = 4. Foram utilizados M = 82 amostras para redes com N = 10 sitios.
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Figura 17 —No grifico expresso, nés temos que (¢) representa o comprimento médio dos menores
caminhos da rede e o, € o parametro relacionado a conexao preferencial modificada, foi utilizado
o, = 1.0 para todos os conjuntos de amostras. Os circulos preto é o valor de (/) para dimensio
d = 1, triangulos verde d = 2, quadrados azul d = 3 e tridngulos vermelho d = 4. Foram
utilizados M = 82 amostras para redes com N = 10° sitios.
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Figura 18 — No grifico expresso, nds temos que dy,q, representa o didmetro da rede e @, €
o parametro relacionado as distancias dos novos sitios para o centro de massa, foi utilizado
o, = 1.0 para todos os conjuntos de amostras. Os circulos preto € o valor de d,;,x para dimensao
d = 1, triangulos verde d = 2, quadrados azul d = 3 e tridngulos vermelho d = 4. Foram
utilizados M = 82 amostras para redes com N = 10° sitios.
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Figura 19 — No grafico expresso, nds temos que dy,,x € 0 didmetro da rede e ¢y, € o parametro
relacionado as distincias dos novos sitios para o centro de massa, foi utilizado o, = 2.0 para
todos os conjuntos de amostras. Os circulos preto € o valor de d,;, para dimensdo d = 1,
tridngulos verde d = 2, quadrados azul d = 3 e tridngulos vermelho d = 4. Foram utilizados
M = 82 amostras para redes com N = 10° sitios.
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Figura 20 —No grafico expresso, nés temos que (¢) representa o comprimento médio do menor
caminho da rede, N é o tamanho da rede, d a dimensdo e o, o parametro relacionado as
distancias na conexdo preferencial, foi utilizado o, = 2.0 para todos os conjuntos de amostras,
tendo M = 402,252,202,92,92,118,75,12 amostras, para as redes com N = 5.000, 10.000,
20.000, 40.000, 80.000, 160.000, 320.000 sitios, respectivamente.

(£) versus N para d=(1,2,3,4), a, variado
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Figura 21 —No gréfico expresso, nds temos que d,,, representa o didmetro da rede, N € o tamanho
darede, d a dimensao e o, o parametro relacionado as distancias na conexdo preferencial, foi uti-
lizado o, = 2.0 para todos os conjuntos de amostras, tendo M = 402,252,202,92,92,118,75,12
amostras, para as redes com N = 5.000, 10.000, 20.000, 40.000, 80.000, 160.000, 320.000 si-
tios, respectivamente.
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Para as dimenséo d =(1, 2), os valores (), na Figura 16, sofrem uma variagio em
seus valores, tendo uma méximo no caso de d = 1 e um decaimento em d = 2 na regido o, € [0.1].
Com valor mantendo-se constante na regido o, > 1. Como a distribui¢do de graus € independente
de a, era esperado um valor constante de (¢) para qualquer ¢, como podemos notar para os
casos de d = (3, 4). Pelas Figura 18 podemos observar que esse mesmo comportamento também
ocorre para dpy.

Na Figura 17, podemos perceber a dependéncia direta de (¢) com o, e d, tendo que
os valores de (¢) sdo maiores, conforme nds aumentamos a dimensao na qual a rede estd imbuida,
comportamento esse que também é observado no didmetro na Figura 19. Na regido o, € [0.1]
a variac@o (/) é bastante siitil, tendo uma elevagdo nos valores na regido o, > 1. Através das
Figuras 20 e 21 podemos observar uma relacao linear entre o comprimento médio dos menores
caminhos da rede e do didmetro com o logaritmo do tamanho da rede. Essa relacdo linear é

esperada para redes com fenomeno de mundo pequeno.
6.1.2 Assortatividade

A assortatividade da rede € uma propriedade que carateriza a natureza das ligacdes
na rede. Ou seja, através da assortatividade, n6s podemos mensurar a tendéncia da ligagdo entre
0s sitios, no nosso caso, se sitios de mesmo grau tendem a conecta-se entre si ou a sitios de
diferentes graus. H4 duas formas equivalentes de analisar a assortatividade da rede. A primeira
forma € através do comportamento da curva no plot &, versus k, sendo k;,, o grau médio da
vizinhanca do sitio e k o grau do sitio. Esse plot mostra a correlagdo entre os graus dos sitios
e os graus dos sitios da sua vizinhanca, caso a curva possua um comportamento crescente,
ela € assortativa, quando possui comportamento decrescente € dessortativa, se nao apresentar
crescimento € nem decrescimento, ela é tida como nao-assortativa. A outra forma de analisar a
assortatividade da rede € através do coeficiente de assortatividade, obtido através do coeficiente

de Pearson, expresso na Eq. (2.38).
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Figura 22 — No gréfico expresso, nds temos que R representa o coeficiente de assortatividade e
0, 0 parametro as distancias para o centro de massa do sistema, foi utilizado o, = 1.0 para todos
os conjuntos de amostras. Os circulos pretos € o valor de R para dimensdo d = 1, estrelas verdes
d = 2, triangulos azuis d = 3 e quadrado vermelho d = 4. Foram utilizados M = 82 amostras
para redes com N = 10° sitios.
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Figura 23 — No gréfico expresso, nds temos que R representa o coeficiente de assortatividade e
o, 0 pardmetro relacionado as distancias do centro de massa da rede, foi utilizado o, = 2.0 para
todos os conjuntos de amostras. Os circulos pretos € o valor de R para dimensdo d = 1, estrelas
verdes d = 2, tridngulos azuis d = 3 e quadrado vermelho d = 4. Foram utilizados M = 82
amostras para redes com N = 10° sitios.
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Figura 24 — No grafico expresso, nds temos que k, representa o grau da vizinhanga, k o grau
do sitio, o, o pardmetro relacionado as distancias geradas com relagio ao centro de massa do
sistema e d a dimensao. Para todos os casos foram utilizados &, = 2.0. Foram utilizados M = 41
amostras para redes com N = 10° sitios. Foi realizado Logarithmic binning nos dados.
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Figura 25 — No grafico expresso, nds temos que k,, representa o grau da vizinhanga, k o grau do
sitio, o, o parametro relacionado as distancias na conexao preferencial e d a dimensao. Para
todos os casos foram utilizados o, = 2.0. Foram utilizados M = 41 amostras para redes com
N = 10’ sitios. Foi realizado Logarithmic binning nos dados.
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Figura 26 — No grafico expresso, nés temos que R € o coeficiente de assortatividade, N o nimero
de sitios na rede, o, o coeficiente relacionado as distancias na conexao preferencial, d a dimensao,
A e g os parAmetros da distribui¢do de graus da rede. Os diferentes marcadores representam
diferentes valores de o, foi utilizado o = 2.0 para todos os conjuntos de amostras, tendo
M = 402,252,202,92,92,118,75,12 amostras, para as redes com N = 5.000, 10.000, 20.000,
40.000, 80.000, 160.000, 320.000 sitios, respectivamente.
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Figura 27 — No gréfico expresso, nds temos que R € o coeficiente de assortatividade, ¢, o
coeficiente relacionado as distancias na conexdo preferencial, d a dimensdo. Os diferentes
marcadores representam diferentes valores de o, foi utilizado o, = 2.0 para todos os conjuntos
de amostras, tendo M = 81 amostras para redes com N = 10° sitios. As regides avermelhadas
representam a drea onde g = 1.33, A = 0.30, fora dessa regido os valores de g decresce e A
aumenta, segundo as Eqgs. (6.2), (6.1).
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Podemos observa através da Figura 22, que para regides o, € (0,1), existe uma
variacdo no coeficiente de assortatividade em d = (1, 2), tendo um pico com valor minimo
proximo de o, = 0.5, comportamento similar ao que ocorreu no comprimento médio dos
menores caminhos da rede e com o diametro da rede. Para dimensdo d = 2, ha um aumento
no valor de R, até atingir um méximo proximo ao valor de o, = 0.5, com os valores decaindo
apos o valor de o, = 0.5. Para todos os valores de o, o coeficiente de assortatividade sempre €
negativo, ou seja, a rede sempre adota uma caracteristica dessortativa.

Por meio da Figura 23 € possivel observar que ha um mudanca no comportamento
da assortatividade em o, = d, onde d representa a dimensao no qual a rede é construida. A
linha tracejada no gréfico delimita a regido de transi¢do na assortatividade da rede, podemos
notar que para redes com dimensio d = (3,4), para multiplos valores de @, as redes tendem a
manter-se dessortativas. Contudo, para redes em d = (1,2), nés temos um valor de &, 7 em que
ocorre a transi¢@o na assortatividade da rede. Para d = 1 esse valor € o, 7 ~ 2.5 e parad =2
é o ~35.1. E possivel observar essa mudanga na assortatividade para d = (1,2), através da
mudanca na inclinac@o das curvas na Figura 25. Outro fendmeno por trds do coeficiente da
assortatividade € a mudanga no seu comportamento, quando aumentamos os valores de g e A.
Através da Figura 27 podemos notar que conforme os valores de g decresce e A aumenta. Esse
ponto de transi¢do ocorre em ¢, ~ d, onde d é a dimensao onde a rede é construida.

Outro comportamento interessante que podemos observar acerca da assortatividade
€ seu crescimento linear com log N através da Figura 26. Isso mostra que tanto o comprimento
médio do menor caminho, quanto o didmetro e assortatividade crescem lentamente com o

tamanho da rede.
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7 CONCLUSAO

Podemos observar através dos resultados que a assortatividade das redes possuem
um valor minimo para os valores de o, ~ d, sendo d a dimensao sobre a qual a rede é construida.
E, que dependendo da dimensao da rede, ocorre uma transi¢do de uma rede dessortativa para
uma rede assortativa. Além disso, foi constatado que o menor caminho médio e o didmetro
da rede possuem sempre valores maiores, quanto maior a dimensao onde a rede esta imbuida,
para multiplos valores de a,. Os efeitos do pardmetro @, nessas propriedades possuem um
comportamento inesperado para as baixas dimensdes, sendo um possivel assunto para estudos

futuros.
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APENDICE A - ALGORITMO: MODELO BARABASI-ALBERT

Para constru¢do da rede foram utilizados duas listas, intituladas Kj;s; € K yjjzer, € uma

lista de listas, denominada de Nodes. A lista Kj;;, guardara o grau do i-ésimo sitio, se repetindo

o nimero de vezes igual ao grau daquele sitio. Enquanto K ;. serd uma lista filtrada do Kj;y €

Nodes guardard as ligagdes da rede, em tuplas. O algoritmo segue da seguinte forma.

Algoritmo para gerar uma rede de Barabasi

¢

(ii)

A rede comeca inicialmente com my sitios totalmente conectados, tendo as listas Kj;y,

Kfiirer € a lista de listas Nodes dadas por

Kiigg =[0,...,0,1,....1,...1, ... L, ... mg, ..., mg) (A.1)
Kfitier = [0,.0,0, 1, 1o 1oy Lo g ..o (A.2)
Nodes = [(0, 1),...,(0,1’}10),...,([, 1),...,(1’)’10, 1),...,(m0,m0— 1)] (A3)

E adicionado um novo sitio mg+ 1 a rede. E realizada uma sele¢io com distribui¢io de
probabilidade uniforme na lista expressa na Eq. (A.1). Essa sele¢ao segue a probabilidade
de ligacdo expressa na Eq. (4.1). Ao ser sorteado o sitio /, € realizado a ligacao do novo
sitio mo + 1 ao sitio [. Atualizamos as listas Kjiy, Kfirer € Nodes. Da lista Ko €
removido todas as aparicdes do sitio sorteado, /, para evitar que esse sitio possa efetuar

ligacdes duplas com o novo sitio.

Kiisy = [0,..,0,1,..0,1,, oLy L, ooy mgy, .y mo, L mg + 1] (A.4)

Kfilter = [O, ...,0, 1, ceey 1, ..., Mo, ...,m()], (AS)

Nodes =[(0,1),...,(0,mq),..., (1,1),...,(mg, 1), ..., (mg,mog — 1), (mg + 1,1)]. (A.6)
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(iii) O processo € repetido m vezes, até que o sitio novo adicionado mq + 1 realize as m ligacdes
com a rede jd existente. Ao fim das m ligagdes atualizamos K., fazendo Kyjjror = K.
(iv) Repetimos as etapas (i1) e (ii1) at€ que cheguemos aos N sitios totais da rede, onde

N = mg+t, sendo t o nimero de sitios adicionados e my o nimero de sitios iniciais.
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APENDICE B - ALGORITMO: MODELO DO CRESCIMENTO DA CONEXAO
PREFERENCIAL

A rede € iniciada com um sitio no centro. Para que possamos dispor os sitios em
posicdo arbitrarias, com r satisfazendo a Eq. (5.2). Abaixo podemos observar como funcionard o

algoritmo para o modelo de crescimento da conexao preferencial.
Algoritmo para o modelo de crescimento da conexao preferencial

(i) E colocado o primeiro sitio na origem do sistema de referéncia, e, atualizado a posicao do

centro de massa inicial da rede, tendo assim

ff) = (XO;YO,ZOMO) = <O707O>O)7

(B.1)
Fcmy = 70,
atualizando também a lista K
K =0]. (B.2)

(ii) E gerado um valor aleatério de r seguindo a probabilidade dada pela Eq. (5.2), logo em
seguida geramos uma uma posi¢cao numa na superficie de uma hiperesfera unitéria (se
d = 4), ou na superficie de uma esfera unitdria (se d = 3), ou numa circunferéncia unitaria
(se d = 2), ou numa reta unitaria (se d = 1). Expressamos a posi¢do desse sitio relativo a

origem do sistema de referencia, utilizando a Eq. (2?), e, atualizamos o centro de massa

(

1= (x1,51,21,91),

7y = i1+ Temys (B.3)

(iii) O primeiro sitio adicionado se conectara ao sitio ja existente, com isso, atualizaremos as

listas de ligagcdes, Nodes, e a lista dos graus K

Nodes = [(1,2)], (B.4)

K =1,1],
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onde a tupla (1,2) em Nodes nos diz que o sitio de indice 1 se conecta ao sitio de indice 2,
enquanto a posi¢do na lista K representa o indice do sitio, e o valor o seu grau.
(iv) Geramos um outro sitio no espago adequado, seguindo as restricdes impostas em (i),

atualizando 1’ e 7oy

72 = (x2,¥2,22,92),
r'y =1+ ?CMI , (B.5)

| Fem, = L+ Few).

(v) Para que possamos utilizar a probabilidade de ligacdo da rede, dada pela Eq. (5.1), defini-

mos o termo de normalizacao, Ny, como sendo
: -,
Nuorm = ZKi-dlst(ri,rj) Al (B.6)
i

onde K; é o grau do i-ésimo sitio expresso na lista K e dist(r;,r;) € a distancia euclidiana,

dada por

dist(r;,rj) = \/((x,' —x;)2+(i—yj)?+ zi—z)*+ (g — q))?), (B.7)

sendo r; a posi¢do do novo sitio e r; a posi¢do dos sitios jd existentes na rede.
(vi) Geramos um numero aleatorio com distribui¢cdo de probabilidade uniforme no intervalo
R €[0,1). Calculando a probabilidade de ligagdo dos sitios ja existentes na rede, i, com o

novo sitio adicionado, j, através da Eq. (5.2). Comecando com primeiro indice i = 1,

1
I, =—K; -dist(rl,rj)faf‘, (B.8)

orm

adicionando II;; ao valor de §, S = S +11; ;. Caso § < R, calculamos II,; e adicionamos
ao valor de S. Esse processo € repetido até que a condi¢do S > R seja satisfeita. Quando
essa condicao for satisfeita, selecionamos o ultimo sitio adicionado que ocasionou nessa
condic¢do, sitio de indice 2, por exemplo, e adicionamos uma liga¢do dele com o novo sitio,

3. Atualizando as listas K € Nodes

K =1,2,1],
(B.9)

Nodes =[(1,2),(2,3)].
(vii) As etapas (iv)-(vi) € repetido N — 1 vezes, para que possamos obter uma rede de tamanho

N.
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Figura 28 — Fluxograma de um algoritmo para implementa¢do do modelo de crescimento da
conexao preferencial. Os simbolos destacados em azul serdo os parametros que iremos variar ao

longo do trabalho.
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APENDICE C - OTIMIZACAO DA ENTROPIA DE TSALLIS

Sistemas que possuem a entropia de Tsallis sdo ndo-extensivos, devido a essa entropia
ser ndo-aditiva. Cientes dessa caracteristica, nds podemos otimizar a entropia dada pela Eq. (3.13)

sujeitas aos vinculos

w
Y pi=1, (V.1)
i=1
w
Y piei =U,, (V.2)

onde o vinculo dado pela Eq. (V.1) representa a normalizacdo da distribui¢do das possiveis
configuracdes, enquanto o vinculo dado pela Eq. (V.2) nos diz respeito a energia interna do
sistema, sendo &; o espectro de energia, chamada de espectro generalizado e U, a energia interna
generalizada, sendo chamada de energia interna generalizada.

Utilizando a Eq. (3.14), podemos reescrever a entropia dada pela Eq. (3.13) na forma

Y pi— X!

_Pi— LD 114 ( l—q_l) W
S, =kt—_t— =—k L:—k pqln Di)- (C.D
q (q—l) ; l—q ;t 6]( l)

Nosso objetivo € encontrar uma fungdo que otimize a entropia descrita na Eq. (V.1),
para isso, usaremos a técnica dos multiplicadores de Lagrange (GOLDSTEIN, 1980). Nos

queremos encontrar o conjunto de parimetros A;, A, que maximizem nossa fun¢éo L, dada por:

L:Sq+ll<{:pi—l) +lz(§€ipi<—Uq>, (C.2)

N J/ N J/
-~ -~

vinculo 1 vinculo 2

devemos encontrar os valores de A1, A, que satisfaga dL/dp; = 0. Aplicando a derivada parcial

na Eq. (C.2), teremos

Para prosseguirmos com as contas, devemos encontrar a forma explicita da derivada

parcial da entropia. NOs teremos:



d d ¥
a—ijq = —ka—pj (;Pilnq(m)>

RN SRV R a.
apj q= i g\Pi apjpi ipi apj q\Pi) |»

J/ N J/
~ —~

I 14)

separando a conta em dois termos separados, I e I, para a expressao [;, teremos:

W

_ d
L=} (qpf-’ llnq(pi)g—p,@ :
J

i

usando a defini¢do de In, dada pela Eq. (3.14)

W
q g—1 d
=7 X (1=pg,m),
W
_ 4 J__ 1 9
Il—rq[;a—pjpz ;P,q op Pz},

devido ao vinculo dado pela Eq. (V.1), nés teremos

w a w
;pi:l:rm;pizo’

W
0
:_qu la p,,

Para I, nds teremos

ZP, lnq pl
1 ¥ .0,
I = 4 1
2 l_qzl:pl 8pj<pl )7
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_ 1 u q —-q J
12—1_q;pi<1—q>pi a7 (C.14)
1 &9
Z_a = (C.15)

Utilizando as Egs. (C.11), (C.15) na Eq. (C.5), teremos

d W qk q—1 d
o0~ L7 " 10

Voltamos para o célculo do diferencial de L dado pela Eq. (C.3). N6s teremos
e
Ipj (C.17)
e

fazendo com que a Eq. (C.3) fique na forma

JL & 9

—| =) =—|Sq+Apit+lgpi| =0, C.18

apj v ;apj[q 1p 2 P] ( )
9 2 9

=[5 S0+l g () +heg (e =0, (C.19)

usando a Eq. (C.16) na Eq. (C.19), teremos

— [(qf‘i a- 1+7Ll+kze,)) ggﬂw—o, (C.20)

como existem valores nos quais dp;/dp; # 0, teremos
—kq -

isolando p;, obtemos

1/(g—1)
[(M +he) = ta ] , (C.22)
fazendo A, = —BkqAi(q— 1), teremos
pi=(h+hag) L — (C.23)

kq7



Pi=

Pi=

por meio do vinculo expresso na Eq. (V.1), tendo p; dado pela Eq. (C.25), teremos

Z((Q‘}(é)%)

i

<(q— DA

kq

<(q— A ) 1/la=1) g,

kq

()

usando a Eq. (C.27) na Eq. (C.25), obtemos

Pi=

Bez

Zeﬁsl ‘

e2_q7

1/(g—1
/(g )egfiq: 1
Z [351 =1 =

)" 1 peta -

1)

1/(g—1)

DA

((61

kq

)1/(f11) _

1

w
Ye

l

Be
2—q

b
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(C.24)

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)
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