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RESUMO

Nesta dissertacdo € estudado o problema da classificagdo dos multiconjuntos sob a equivaléncia
combinatoria. Inicialmente € feita uma breve apresentacdo da decomposi¢ao focal de equagdes
diferenciais de segunda ordem, sendo indicada as origens das sequéncias de ressonincia. A
seguir, sao mostrados alguns resultados preliminares, e depois é apresentado o algoritmo de
Alvarez, juntamente com outros resultados devotados as sequéncias de ressonancia. Finalmente,
€ demonstrado o critério completo de classificacdo dos multiconjuntos com 3 elementos sob a
equivaléncia combinatdria, critério esse que € equivalente a um sistema de equagdes dependendo

diretamente do nimero de multiconjuntos.

Palavras-chave: sequéncias de ressonéncia; equivaléncia combinatdria; decomposicao focal;

equivaléncia focal; algoritmo de Alvarez.



ABSTRACT

In this master’s dissertation we study the problem of classification of multisets under combi-
natorial equivalence. We begin with a short presentation of the focal decomposition of second
order differential equations, showing the origins of the resonance sequences. Then, we give
some preliminary results, and after that we present the Alvarez Algorithm, together with other
results regarding resonance sequences. Finally, we prove the complete criterion of classification
of multisets with 3 elements up to combinatorial equivalence, by showing this is equivalent to a

system of equations depending directly of the numbers in the multisets.

Keywords: resonance sequences; combinatorial equivalence; focal decomposition; focal equiva-

lence; Alvarez algorithm.
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1 INTRODUCAO

Considere um numero finito de n nimeros positivos ay,...,a,. Seja R a unido de
todos os multiplos positivos de cada a;. Ao colocar os elementos de R em ordem crescente,
cada elemento pode aparecer repetidas vezes, de modo que cada elemento possui uma multipli-
cidade, i.e. o nimero de progressdes aritméticas contendo esse elemento. A sequéncia de tais
multiplicidades é chamada de sequéncia de ressonéncia gerada pelo multiconjunto {ay,...,a,}.

Dizemos ainda que dois conjuntos de nimeros positivos sdo combinatorialmente
equivalentes se eles geram a mesma sequéncia de ressonancia. O objetivo desta dissertacao €
estudar o problema da classificacdo dos multiconjuntos sob a equivaléncia combinatdria. De
maneira mais especifica, o objetivo principal deste trabalho € a classificacdo completa dos
multiconjuntos de 3 elementos sob a equivaléncia combinatoria.

O conceito de equivaléncia combinatdria surgiu inicialmente no contexto da de-
composi¢ao focal de equacdes diferenciais ordindrias de segunda ordem, conceito esse que foi

definido pela primeira vez por Peixoto em (PEIXOTO, 1982), e cuja defini¢do € a seguinte:

Defini¢ao 1.0.1. Considere a equagdo diferencial de segunda ordem X" = F(x,x',t), onde
F:R"xXR" xR — R" é uma funcdo continua. Seja ¥;(F) o conjunto dos pontos (x1,x,t1,t) €

R" x R" x R x R tais que o problema com dois valores de fronteira:

X" =F(x,x',t)
x(tl) = X1

x(tz) =X

possui exatamente i solucoes (podemos ter i =0 ou i = ). A parti¢do:

R'xR"xRxR =R = [ | JE(F) | UZw(F)
i=0

é a decomposicdo focal de R¥"*2 por F.

O conceito de decomposicao focal é, a grosso modo, a formaliza¢do do conceito
geométrico de focalizacdo, tdo importante no estudo das oscilagdes, da acustica e das formas
quadraticas binarias. Um entendimento aprofundado de tais aplicacdes, dentre outras, pode ser

encontrado no trabalho de Peixoto, em (PEIXOTO, 1997). Um problema recorrente envolvendo
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decomposi¢des focais € saber quando duas equagdes diferenciais de segunda ordem com duas
fronteiras possuem solucdes que podem ser continuamente deformadas, preservando o total de

raizes no processo. Isso motiva a defini¢do de equivaléncia focal.

Defini¢io 1.0.2. Dizemos que duas equacdes diferenciais de segunda ordem x" = F (x,x',t) e
X" = G(x,x',t) sdo focalmente equivalentes se existe um homeomorfismo H : R" x R" x R x R —
R" x R" x R x R tal que, para todo i =0,1,... 00, H(X;(F)) = Li(G). Se 0 homeomorfismo H

puder ser escrito como:

H()C] 3 X2, 11 ;t2) = (H(IIJZ) (X] 7x2)7h(t1 7t2))

onde h: R?> — R? é um homeomorfismo, e Hy 1) R?" — R2" ¢ uma familia de
homeomorfismos que depende continuamente de (t1,t;), dizemos que x" = F(x,x',t) e X" =

G(x,x',t) sdo fortemente focalmente equivalentes.

Em (BIRBRAIR et al., 2003), Birbrair, Sobolevsky e Sobolevskii devotaram-se a
estudar a equivaléncia focal entre as equagdes lineares de segunda ordem. O resultado principal

de tal artigo € o mostrado abaixo:

Teorema 1.0.3. Considere uma equacdo diferencial linear de segunda ordem x"" = a(t)x' + b(t)x,

onde a(t),b(t) sdo fun¢des continuas. Entdo, uma das duas afirmagées é verdadeira:

(1) Essa equagdo é fortemente focalmente equivalente a equagédo X" = —x.
(2) Existe um inteiro ndo negativo k tal que essa equacdo é fortemente focalmente equivalente a

restricdo da equacdo x' = —x em (=5 —kn, %5 +km).

Ademais, dada uma func¢do continua c(t), a equacdo diferencial linear de segunda ordem

X" =a(t)x' +b(t)x+c(t) é focalmente equivalente a X" = a(t)x' + b(t)x.

O Teorema 1.0.3 foi generalizado por Birbrair, Alvarez, Berend e Girdo em (ALVA-

REZ et al., 2009) para operadores lineares autoadjuntos em R”. A generalizacdo € a seguinte:

Teorema 1.0.4. Sejam L,M : R" — R" operadores lineares autoadjuntos. Suponha que A, ..., A
sejam os autovalores negativos de L e 0y, ..., 0, sejam os autovalores negativos de M (tais

autovalores ndo necessariamente sdo distintos). Defina os multiconjuntos:
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Entdo, as equagées diferenciais lineares de segunda ordem x" = Lx e X" = Mx séo
] — / A e
fortemente focalmente equivalentes se, e somente se, | =m e A,A" geram a mesma sequéncia de

ressondncia.

Gracgas ao Teorema 1.0.4, classificar tais equacdes diferenciais de segunda ordem
requer o conhecimento da classificacdo de multiconjuntos através da equivaléncia combinatoria.
Ainda em (BIRBRAIR et al., 2003), diversos resultados sobre sequéncias de ressonancia foram
demonstrados, sendo o principal deles o Algoritmo de Alvarez, que demonstra que, sob determi-

nadas condi¢des, a sequéncia de ressondncia determina de maneira tinica a sequéncia que a gera.

Entretanto, uma mesma sequéncia de ressonancia pode ser gerada por mais de um
multiconjunto. O trabalho em (BIRBRAIR e al., 2015) mostra diversos exemplos disso, além
de fornecer um método para gerar dois multiconjuntos que s@o combinatorialmente equivalentes,
e onde um multiconjunto ndo € equivalente trivial do outro, ou seja, um conjunto ndo é obtido
através do outro por meio de multiplicacdo de seus elementos por uma constante positiva ou de

uma permutacio de seus elementos.

Teorema 1.0.5. Sejam x,y,cy,...,c, inteiros positivos, primos entre si 2 a 2, tais que (y+ 1)
é relativamente primo com x e ¢; (i=1,...,n) e (x+ 1) é relativamente primo com y e c;
(i=1,...,n). Entdo, os conjuntos:

A={y+Lx(y+1),cily+1),...,caly+1),5}

A ={x+1,y(x+1),c1(x+1),...,ca(x+1),x}

sdo combinatorialmente equivalentes.

Com isso, percebe-se que hd sequéncias de ressonancia geradas por um Unico
multiconjunto, e sequéncias geradas por mais de um multiconjunto, de modo que é natural se
perguntar quais sdo todos os multiconjuntos que geram uma sequéncia de ressonancia dada.
Em (MEDEIROS; BIRBRAIR, 2017), Medeiros e Birbrair responderam completamente a essa
pergunta para o caso de multiconjuntos de 3 elementos, e este trabalho disserta justamente sobre

tal resultado.
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2 NOCOES PRELIMINARES
2.1 Divisibilidades, algoritmo da divisao e teorema de Bézout

Nesta secdo, veremos as no¢des preliminares de Teoria dos Nimeros necessdrias
para o entendimento dos resultados posteriores. As demonstra¢des aqui presentes foram baseadas
no trabalho (SANTOS, 1998), onde podem ser encontrados outros resultados fundamentais em

Teoria dos Numeros.

S

Definicao 2.1.1. Dados dois inteiros a,b, com a # 0, dizemos que a divide b se a fra¢do ; é um

niimero inteiro. Denotamos isso por alb.

Proposicao 2.1.2. As propriedades abaixo sdo verdadeiras:

1. Para todo inteiro ndo nulo a, ala;

b, entd@o b =0 ou |a| < |b|;

>

2. Se a é um inteiro ndo-nulo, e b é um inteiro, e se a

¢, entdo alc;

3. Se a e b sdo inteiros ndo-nulos, e c é inteiro, satisfazendo a|b e b

4. Seja a um inteiro ndo-nulo, e b,c,x,y inteiros. Se a|b e a|c, entdo a|bx+ cy;

Demonstragao. 1. De fato, Z—Il = 1, que € inteiro.
2. Se é—: =0, entdo b = 0. Caso contrario, como g ¢ inteiro, temos g < —1ou g >1. Em
ambos 0s casos, % > 1, donde |b| > |a].
b

3. Se alb e b|c, entdo as fracdes 2 e % sdo inteiras. Como o produto de dois inteiros € inteiro,

a
temos que g . % = g também € inteiro, donde a|c.

b

4. Se alb e alc, entdo as fragdes e ¢ sdo inteiras. Como o produto de dois inteiros € inteiro,

b

€ como x,y sd0 inteiros, temos que x- 5 = % ey-o= Ca—y também sao inteiros, donde

bx L & l@ também € inteiro. Concluimos, pois, que a|bx + cy.

a a

O

O teorema a seguir é o Algoritmo da Divisdo. A principal ideia para demonstra-lo
€ o uso da propriedade arquimediana dos niimeros naturais: para todo inteiro nao negativo x e
para todo inteiro positivo y, existe um niimero inteiro positivo n tal que ny > x (uma andlise mais

profunda acerca da propriedade arquimediana pode ser encontrada em (LIMA, 2010)).

Teorema 2.1.3. Sejam a,b inteiros, com b > 0. Existem inteiros q e r tais que a = gb+r e

0 <r<b. Além disso, q e r sdo tinicos.
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Demonstragdo. Considere, para todo m inteiro, os intervalos B,, = [mb,(m+ 1)b). Observe

n—1
que, para todo n inteiro positivo, U B; = [—nb,nb). Ademais, pela Propriedade Arquimediana,
i=—n
N-1
existe N inteiro positivo tal que Nb > |a|, donde a € [-Nb,Nb) = | ] Bi. Assim, existe um

i=—N
inteiro ¢ € [-N,N — 1) tal que a € B,,.

Se r =a—gb, entdo a = gb +r e, pelo fato de que a € B, = [gb, (g + 1)b), temos
que gb < a < gb+ b, donde 0 < r < b. Isso demonstra a existéncia de g e r.

A fim de demonstrar a unicidade, suponha que a = gb+r = ¢'b+7r/, onde q,q4’,r,7’
sdo inteiros, e 0 <, < b. Dessa forma, "T’/ =¢q —q,donde b|r—r. Como0—b<r—r <
b—0, temos que |r — | < |b|, e assim, pela Proposi¢éo 2.1.2, item 2, r — ' = 0, ou seja, r = r’.

Dati, % = ¢' — q, donde g = ¢ e a unicidade estd provada. N

Definicao 2.1.4. Dados dois inteiros a,b, ndo todos nulos, definimos o mdximo divisor comum
de a e b como sendo o menor inteiro positivo d tal que d|a e d|b e denotamos tal divisor comum

pord =mdc(a,b).

Observacao 2.1.5. Observe que a definicdo é consistente, pois 1 divide tanto a como b, donde
mdc(a,b) > 1. Ademais, o fato de que a,b ndo sejam todos nulos é necessdrio, pois se a = b = 0.

entdo mdc(a,b) ndo estd definido, um vez que todo inteiro positivo pode dividir 0. E facil ver,

ainda, que mdc(n,0) = |n|, para todo inteiro ndo nulo n.

O teorema a seguir € o Teorema de Bézout, e € gragas a ele que podemos escrever

mdc(a,b) como uma combinagio linear de a e b.

Teorema 2.1.6. Sejam a,b inteiros, ndo todos nulos. Entdo, existem inteiros x,y tais que

mdc(a,b) = ax+ by.

Demonstragdo. Seja S o conjunto de todos os nimeros positivos da forma ax + by, com x,y
. . L~ . . 2 2 - . .. ,
inteiros. S € ndo vazio, pois a.a + b.b = a” + b~ € inteiro positivo, logo estd em S, uma vez que a

e b ndo sao todos nulos. Dessa forma, S possui um menor elemento d.

Provaremos que d|a por contradi¢do. Supondo o contrério, temos que, pelo Algo-
ritmo da Divisdo, existem inteiros g,r, com 0 < r < d, taisque a =gd+r. O fatoded € §
implica a existéncia de inteiros xy,yo tais que d = axp+ byyg. Com isso, podemos escrever

r=a—qd=a(l—gxg)+b(—qyp). Como 1 — gxg, —qyo sao inteiros, e como r > 0, obtemos
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r € S. Isso é um absurdo, pois r < d, e d é o menor elemento de S. Analogamente, d divide
b. Entdo, d é um divisor comum de a e b, donde d < mdc(a,b), devido 2 maximalidade de

mdc(a,b).

Por outro lado, dado que mdc(a, b) divide a e b, podemos escrever a = mdc(a,b) - ag
e b =mdc(a,b) - by, com ag,bg inteiros. Assim, d = axo+ byg = mdc(a,b) - (apxp + boxo) >
mdc(a,b), pois (apxo+ boxop) € inteiro positivo. Portanto, d = mdc(a,b) e a demonstracao estd

concluida. O]

2.2 Numeros primos e o teorema fundamental da aritmética

Definicao 2.2.1. Dizemos que um inteiro positivo p é um niimero primo se existem exatamente

dois inteiros positivos d tais que d|p: 1 e p.

O lema a seguir é conhecido como o Lema de Euclides, e ele serd de suma importan-

cia para os resultados posteriores.
Lema 2.2.2. Sejam a,b inteiros e p um primo tal que plab. Entdo, p|a ou p|b.

Demonstrag¢do. Se pla, o teorema §é trivial. Caso contrdrio, mdc(a,p) = 1, pois as dnicas
possibilidades para mdc(a, p) sdo 1 e p (os tnicos divisores positivos do primo p), e mdc(a, p)
ndo é p, pois p ndo divide a. Assim, pelo Teorema 2.1.6, existem inteiros x, y tais que ax+ py = 1.

Assim, o fato de que p|ab implica p|abx + pby, ou seja, p|b(ax+ py), donde p|b, demonstrando

o lema. -
Corolario 2.2.3. Suponha que ay, ... ,a, sdo inteiros e p seja um primo tal que p|a .. .ay. Entdo,
plai, para algumi=1,... n.

Demonstragdo. Indugdo em n. O cason =1 é trivial e o cason =2 é o Lema 2.2.2. Supondo
que o coroldrio vale para n = k, temos que, se p é um primo em que pla; ...a;ay, entdo
pl|(ay...ax)ars1, donde, pelo Lema 2.2.2, playy 1 ou plaj ...ax. Se o ultimo caso ocorre, entdo
por hipétese de inducdo p|a;, para algum i = 1,...k. Concluimos que pla;, para algum i =

1,...,k+1, provando o resultado por indugdo. 0

O resultado a seguir é o Teorema Fundamental da Aritmética, e sua importancia na

Teoria dos Nimeros € crucial, pois ele nos diz que todo inteiro maior que 1 pode ser decomposto
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de modo Unico em primos. Para se ter uma vaga ideia da importancia desse resultado, todo
divisor de um natural pode ser construido através dos primos dele, além de que a soma dos
divisores e a func¢do totiente pode ser expressa mediante a fatoraciao unica em primos. Outros

resultados de natureza similar podem ser encontrados em (SANTOS, 1998).

Teorema 2.2.4. Todo inteiro positivo n > 1 pode ser escrito como produto de niimeros primos.

Ademais, tal fatora¢do em primos é unica, a menos da ordem dos fatores primos.

Demonstragdo. Inicialmente, mostraremos a existéncia da fatoracao por indugao forte em n.
O caso inicial n = 2 € evidente, pois 2 € primo. Suponha agora que, para todo 1 < k < n, k
pode ser escrito como o produto de nimeros primos. Se n é primo, entdo o resultado segue
automaticamente por inducao. Caso contrario, como 1 e n sdo divisores de n, e n ndo € primo,
existe um divisor d de n tal que 1 < d < n. Assim, podemos escrever n = dng, com 1 < ng < n,
e, por hipétese de indugdo, podemos escrever d e ny como produto de primos, donde dng =n é
produto de primos. Portanto, a existéncia do produto em primos estd provada por indugao.

Para provar que a fatoracdo de n é tnica, a menos da ordem dos fatores primos,
faremos indu¢do no nimero s de fatores primos de n. Para s = 1, temos que se n = p; € primo, e
sen=qi...q, ¢ uma outra forma de se escrever n como produto de primos, entdo r = 1, pois
caso contrdrio, n teria ao menos 3 divisores: 1, n e 1 < g; < n, donde n nao € primo, absurdo.
Dai r =1en = p; = g tem fatoragdo unica.

Suponha agora que, para todo n com menos de s fatores primos, n é escrito de
maneira inica como o produto de primos. Agora, dado n = py ... ps, se existe outra maneira de
se escrever n como produto de primos n = qj ... q,, entdo ps|q; ... q,. Pelo Coroldrio 2.2.3, ps|qi,
para algum i =1,...,r. Como ndo se leva em consideracdo a ordem dos primos no produto,
pode-se supor, sem perda de generalidade, que p;|g,. Como g, € um primo e p; > 1 é divisor de
qr, €entao py = q,, donde ﬁ =p1---Ps—1=41---4r—1, € por hipétese de inducdo, r—1 =s—1e
{p1,--,ps—1} =1{q1,---,qr—1}.- Dal, r=se {p1,...,ps} ={q1,---,4,) }. Portanto, o resultado

segue por inducao. 0

Se ordenarmos os primos em ordem crescente, € juntarmos todos os fatores primos

iguais numa mesma poténcia de primo, obtemos a Fatoragdao Canoénica.

Corolario 2.2.5. Todo inteiro positivo n pode ser escrito de maneira tinica como:



16

onde py < py < --- < py sdo os fatores primos que dividem n, e Q(j) sdo inteiros positivos, para
todo j=1,...,k. Se desejarmos que o produtdrio contenha algum primo p; que ndo divida n,

basta tomarmos o(j) = 0.

2.3 Maximo divisor comum e minimo miitiplo comum de varios naturais

Definicio 2.3.1. Dado um conjunto finito S = {ay,...,a,} de inteiros positivos, definimos o
mdximo divisor comum de ay, . ..,a, como sendo o maior inteiro positivo d tal que d divide a;,

para todo i = 1,...,n. Denotamos o mdximo divisor comum por d = mdc(ay, ... ay).

Observacao 2.3.2. mdc(ay,...,ay) estd bem definido, pois 1 divide a;, para todo i =1,...,n,

donde mdc(ay,...,a,) > 1.

Definicio 2.3.3. Dado um conjunto finito S = {ay,...,a,} de inteiros positivos, definimos o
minimo miiltiplo comum de ay, ... ,a, como sendo o menor inteiro positivo d tal que d é divisivel

por a;, para todo i = 1,...,n. Denotamos o minimo miiltiplo comum por d = mmc(ay, ..., ay).

Observacao 2.3.4. Observe que mmc(ay,...,a,) estd bem definido, pois o produto de todos os
nimeros a;, i = 1,...,n, é divisivel por cada inteiro positivo a;, para todo i = 1,...,n, donde

mmc(ay,...,a,) <ajay...a,.

A proposi¢do a seguir mostra como se calcula o mdc e o mmc de varios naturais, em

funcao de seus fatores primos.

Proposicao 2.3.5. Suponha que, para todo i = 1,...,n, os niimeros a; possuem a fatoracdo

candnica:

i)
ai=[]p;"
=1

Onde p < --- < py sdo niimeros primos, py € o maior fator primo que aparece na fatoracdo dos

niimeros ay, ... ,ay,, e os nimeros o.(i, j) sdo inteiros ndo negativos. Entdo:

k ‘
mdc(ay,...,a,) = Hp?l(j)
=1

k

M

mme(ay,...,ap) = | ij ()
j=1
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onde, para todo j=1,... k:
m(j) = min{a(l, j),...,a(n, j)}

M(j) =max{a(l,j),...,a(n,j)}

Demonstracdo. Primeiro serd demonstrado a identidade relacionada ao mdc. Note que se ¢
¢ um fator primo de mdc(ay,...,a,), entdo g divide a; = H p?(i’j ), o que significa que, pelo
Coroldrio 2.2.3, g = pj, para algum j=1,... k. Portarit;){ pelo Corolério 2.2.5, podemos
escrever mdc(ay, . Hpj ,com f(j) > 0 inteiro, paratodos 1 <i<n,1< j<k.

Se, para algum re{l,....k}, B(r) > m,, entdo escolha s € {1,...,n} tal que
a(s, j) = mj. Dai, como pr |mdc(a1, .,ap) e mdc(ay, ... a,)|as, concluimos que, da Propo-

sicdo 2.1.2, item 3, pr |as, donde:

[157 11 7
aS‘ — J*l J 17j7£r
pE() pf(r) pﬁ(r) my
k .
¢ inteiro. Assim, pE ()=mr divide H p? ). Como prl p? (r)=m (pois B(r) —
j=Lj#r
k .
m, > 1), temos, da Proposi¢ao 2.1.2, item 3, p,| H pf U ), donde, pelo Corolario 2.2.3,
J=1j#r

pr = pj, para algum Jj # r,um absurdo Assim, B(j) <mj, paratodo j=1,...k, e com isso
mdc(ay,...,a,) = Hpj U < Hp;n J)

Finalmente, H p] e um divisor comum de ay,...,a,, pois, paratodoi=1,...,n:

i,))
a; Hp] k
v § L

k
H pT(J) pl]n(
j=1 j=1
que é inteiro pois a(i.j)>mj= min{a(l J)y---y0(n, j)}. Isso demonstra que
mdc(ay,...,a,) > Hp , donde mdc(ay,...,a Hp]
A fim de demonstrar a segunda aﬁrmagao note que, paratodo j=1,...,k,ses €

{1,...,n} é tal que a(s, j) = M(j), entdo pjl‘./[(j) las e aglmme(ay,. .., a,), donde, da Proposic¢do
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2.1.2, item 3, pl}/l(j) |mmc(ay,...,a,). Assim, podemos escrever mmc(ay,...,a,) =A- pr(j),

onde cada B(j) € um inteiro ndo-negativo e A é um inteiro que nio contém nenhum fator p;

(j=1,...,k). Dai, temos que B(j) > M(j ) paracada]—l ., k. De fato, se existe r € {1,...k}

tal que B(r) < M(r), entdo, do fato que pr |mmc(a1, ...,ay), temos que:
) k B(j
ALY A I 7Y
mmc(ay,...,a,) J=Lj#r
Mo N M) pHr)=B()

k .
é inteiro. Assim, como pr]pirw(r)*B(r) (pois M(r) > B(r)) e pH(n=B(r) A-( 1 pf(])),

J=1j#r
k
temos que, da Proposi¢do 2.1.2, item 3, p,|A - ( H pf . Notando que p, ndo divide A (pois
j=Lj#r
k
A ndo possui fatores primos p;), temos que, do Lema 2.2.2, p,| H p i donde pelo Corolé-
j=1,j#r

rio 2.2.3, p,|p;, para algum]%r um absurdo Portanto, B(j )2 (]) paratodo j=1,...,ke

assimmmc(al,...,an):A-Hpj ) ZHPj V)
; =

Por outro lado, H p; U) ¢ um multiplo comum de ay,...a,. Com efeito, para cada

k
=1 —ali
— = Jk _ pr}’[(J) (i)
Hp?c( J) =l
j=1

()

que ¢ inteiro, pois M(j) > a(i, j). Assim, Hp > mmc(ay,...,a,) e, do que foi
Ji
k Ml
exposto antes, mmc(ay,...,a, = H p; ( ), demonstrando a segunda afirmacao. L]
j=1

O lema abaixo servira para demonstrar a proposi¢ao seguinte, que serd de grande
valia para os resultados principais desta dissertacdo. Outras generalizacdes de tal proposi¢cao

podem ser encontradas em (VALCAN; BAGDASAR, 2009).

Lema 2.3.6. Dados trés niimeros reais a, b, c,s seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:

1. max{a,b} = a+b—min{a,b};
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2. max{a,b,c} = a+b+c—min{a,b} +min{b,c} + min{c,a})+min{a,b,c}.

Demonstragao. 1. Suponha, sem perda de generalidade, a > b. Entdo, max{a,b} =a e
min{a,b} = b, donde max{a,b} =a=a+b—b=a+b—min{a,b}.

2. Suponha, sem perda de generalidade, a > b > c. Entdo, max{a,b,c} = a, min{a,b} = b,
min{b,c} = ¢, min{c,a} = c e min{a,b,c} = ¢ donde max{a,b,c} =a=a+b+c—b—
c—c+c=a+b+c—min{a,b} —min{b,c} —min{c,a} +min{a,b,c}.

[

Proposicao 2.3.7. Dados trés inteiros positivos x,y,z, as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:

Xy

mmc(x,y) = m

xyz.mdc(x,y,z)
mdc(x,y).mdc(y,z).mdc(z,x)

mme(x,y,z) =

Demonstracdo. Considere as fatoragdes canodnicas de x,y, z:

T 0 T 20 - T 20
x=[1pj"y=11r" 2= 117}’
j=1

J=1 j=1

De modo que, pela Proposicao 2.3.5 e pelo Lema 2.3.6, temos:

mmC(x,y, Z) — HpI;lax(x(.}):y(J)i(j)) _
J=1

_ ﬁ pX(j)+y(j)+Z(j)—min(X(j)vy(j))—min(y(j)7Z(J'))—min(2(j)>X(J'))+min(X(j)7y(j))7Z(j) _

H L. i B xyz-mde(x,y,z)
~ mdc(x,y)-mdc(y,z) - mdc(z, x)
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2.4 Parte inteira de nimero real

Definicao 2.4.1. Dado um niimero real x, definimos a parte inteira de x como sendo o maior

niimero inteiro que é menor ou igual a x, e denotamos tal inteiro por | x]|.

Proposicao 2.4.2. Dados x,y reais e n inteiro, as afirmagoes abaixo sdo verdadeiras:

L x| <x<|x]+lex—1<|x] <x;
2. |x] =x se, e somente se, x € inteiro;
3. |n+x]=n+|x];
4. Lety)— (sl + [y)) =Oou 1;
5. limy, oo M =X
n
Demonstragdo. 1. |x| < x segue imediatamente da definicdo. Se |x| +1 <x, entdo |x|+ 1

¢ um inteiro menor ou igual a x, donde, pela maximalidade de x|, temos |x| > |x| + 1,
um absurdo. Portanto, [x| < x < [x| 4+ 1. As desigualdades x — 1 < [x| < x seguem
diretamente das desigualdades demonstradas anteriormente.

Se | x| = x, entdo x € inteiro pela defini¢do do inteiro |x|. Por outro lado, se x ¢ inteiro,

entdo x é o maior inteiro menor ou igual a x, donde |x| = x.

. Daafirmagdo |x| <x < |x|+1,segueque |x|+n<x+n< |x|+n+1,donde |x|+né

0 maior inteiro menor ou igual a x + n (pois n € inteiro). Assim, |x| +n = |x+n].

Inicialmente, note que |x+y| — (|x] + [y|) € um inteiro. Ademais, da primeira afirmagao:
x+y—1<|x+y] <x+y

—x>—|x] <—x+1

—y>—=ly] <—-y+1

Somando as trés cadeias de inequagdes, obtemos —1 < [x+y| — (|x] + |v]) < 2, ou seja,

|x+y] —(|x] + [y]) é um inteiro no intervalo (—1,2), ou seja, ¢ 0 ou 1.

. Da primeira afirmagdo, temos que, para todo n inteiro positivo, nx — 1 < |nx| < nx, ou

L I

n n

1

<x. Como lim,, e (x—

| nx]| .

seja, x — ) = x e limy,_x = x, temos que, pelo Teorema

do Confronto, lim;, e
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Proposicao 2.4.3. Sejam x, L niimeros reais positivos. O niimero de miiltiplos positivos de x no

L
intervalo [0,L] é igual a {—J
x

Demonstracdo. Se x,...,nx sdo todos os mdltiplos positivos de x em [0,L], entdo nx > L e

L
L < (n+1)x,donden < % < n+1 e, pela defini¢do, n = {;J ¢ a quantidade pedida. O
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3 SEQUENCIAS DE RESSONANCIA E EQUIVALENCIA COMBINATORIA
3.1 Definicoes e propriedades basicas

Definicao 3.1.1. Seja n um inteiro positivo e considere um multiconjunto finito de reais positivos
A={ay,...,ay}. Paracadai=1,...,n, seja A; o conjunto de todos os miiltiplos inteiros e
positivos de a;:

A; ={a;,2a;,3a;,...},1<i<n

Seja Q = U |A;. Q é um conjunto infinito e enumerdvel, e seus elementos podem ser escritos

em ordem crescente:
Q={mj:jeN},(m <my<---<m,<...)

Seja ind(m;) = {1 <i<n:mj; € A;} e seja ainda r; = |ind(m;)|. Os niimeros r; sdo inteiros
satisfazendo 1 < rj < n. A sequéncia Ress(A) = (rj)jen € definida como a sequéncia de

ressondncia de A = {ay,...,a,}. O niimero n é chamado de dimensdo do multiconjunto A.
Exemplo 3.1.2. Considere o conjunto A = {3,5,6}. O conjunto dos miiltiplos inteiros positivos
de A é:
0=1{3,5,6,9,10,12,15,18,20,21,24,25,27,30,... }

de modo que a sequéncia de ressondncia de A é:

Ress(A)=1,1,2,1,1,2,2,2,1,1,2,1,1,3,...
Exemplo 3.1.3. Considere o conjunto A = {2, V5, 3}. O conjunto dos miiltiplos inteiros positivos
de A é:

0=1{2,V5,3,4,2V/5,6,3/5,8,4/5,9,10,5V/5,12,6V/5...}

de modo que a sequéncia de ressondncia de A é:

Ress(A)=1,1,1,1,1,2,1,1,1,1,1,1,2,1...

Exemplo 3.1.4. Considere o conjunto A = {\/5, V3, \/5} E fdcil ver que A; NA; =0 para todos

i # j, e com isso a sequéncia de ressondncia de A é:

Ress(A)=1,1,1,1,1,1,...
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Tais exemplos motivam a seguinte defini¢do:

Definicio 3.1.5. Um multiconjunto A = {ay,...,a,} € definido como totalmente racional se
o;/aj € Q, para todos i, j; A é definido como totalmente irracional se o;/ot; ¢ Q, para todos

i # j; A é definido como semirracional ele ndo é totalmente racional, nem totalmente irracional.

O principal objeto de estudo desta dissertacdo € a equivaléncia combinatdria, definida

abaixo:

Definicao 3.1.6. Dados dois multiconjuntos A e A’ de mesma dimensdo, dizemos que eles séo
combinatorialmente equivalentes se Ress(A) = Ress(A'), i.e. eles geram a mesma sequéncia de

ressondncia.

Observe que a equivaléncia combinatéria define uma relacao de equivaléncia no

conjunto de todos os multiconjuntos de mesma dimensdo. Ademais, é ficil ver que, para

c>0,A={ay,...,an} e cA={cay,...,ca,} sdo combinatorialmente equivalentes. Também,
é fécil ver que A = {ay,...,a,} e A ={d},...,d),}, onde {d},...,d),} é uma permutagdo de
{ai,...,a,}, sdo combinatorialmente equivalentes. Qualquer equivaléncia combinatdria que

seja uma dessas duas formas € chamada de equivaléncia combinatoéria trivial. Nosso principal
interesse € estudar equivaléncias ndo triviais entre multiconjuntos.
Outro conceito, que serd util na classificagao de multiconjuntos sob a equivaléncia

combinatdria, € a defini¢cdo de ordem de uma sequéncia de ressonéncia.

Definicio 3.1.7. Seja A um multiconjunto de reais positivos, e Ress(A) sua sequéncia de
ressondncia. Definimos a ordem de Ress(A) como sendo o maior inteiro positivo que aparece

em Ress(A).

Note que tal defini¢do acima € consistente, pois se n € a dimensao de A, entdo cada

elemento de Ress(A) é um inteiro positivo entre 1 e n.

Exemplo 3.1.8. Considere o conjunto A = {3,5,6}. Vimos anteriormente que:
Ress(A)=1,1,2,1,1,2,2,2,1,1,2,1,1,3,...

de modo que a ordem de Ress(A) é igual a 3.

Exemplo 3.1.9. Considere o conjunto A = {2,+/5,3}. Vimos anteriormente que:

Ress(A)=1,1,1,1,1,2,1,1,1,1,1,1,2,1...
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de modo que a ordem de Ress(A) é igual a 2.

Exemplo 3.1.10. Considere o conjunto A = {\/E, V3 , \/5} Vimos anteriormente que:
Ress(A)=1,1,1,1,1,1,...
de modo que a ordem de Ress(A) é igual a 1.

Uma consequéncia simples da definicdo de ordem € a proposicdo abaixo.

Proposicao 3.1.11. Um multiconjunto A, de dimensdo n, é totalmente racional se, e somente se,

a ordem de Ress(A) € igual a n.

Demonstragdo. Se A = {ai,...,a,} é totalmente racional, entdo a;/a; € Q, para todos 1 <
i < j <n. Assim, para cada 1 <i < n, existem inteiros positivos p;,g; tais que a;/a; = pi/q;.

qi.

Tomando ¢ = —a'l'q”, temos k; = ca; = c-ay - & = A-dn

rn a ar %’f = pi(q1---Gi-19i41---qn), 0U
seja, k; € inteiro, parai = 1,...,n. Dai, A € trivialmente combinatorialmente equivalente ao
multiconjunto de inteiros positivos A" = {ky, ..., k,}.

Sejam = ky ...k, e mj = m/k;, para cada i = 1,...,n. Entdo, m; € N, para todo
i=1,...,n. Note que m = (m/k;) - k;, paratodo i = 1,...,n, donde ind(m) = n, ou seja, a ordem
de Ress(A’ ) é pelo menos n. Como tal ordem é no maximo n, entdo ela é igual a n.

Reciprocamente, dado o multiconjunto A = {ay,...,a,} tal que a ordem de Ress(A)
¢ igual a n, existe m > 0 tal que |ind(m)| = n, o que implica na existéncia de inteiros positivos
f,...,lytaisque m =tja; = - - =tya,, donde a;/a; =1t;/t; € Q, para todos 1 <, j < n. Portanto,

A € totalmente racional. O]

O teorema a seguir d4 uma caracterizacdo completa da sequéncia de ressonancia de

um conjunto totalmente irracional.

Teorema 3.1.12. Todos os multiconjuntos totalmente irracionais sdo combinatorialmente equi-
valentes entre si, e um multiconjunto totalmente irracional é combinatorialmente equivalente
a apenas outro multiconjunto irracional. Ademais, a ordem da sequéncia de ressondncia de

qualquer multiconjunto totalmente irracional é igual a 1.

Demonstracdo. Seja A = {ay,...,a,} um multiconjunto totalmente irracional. Note que se
a sequéncia de ressonancia de A possuir um nimero k£ > 1, entdo existe x > 0 tal que k =

lind(x)| > 1, donde existem inteiros i,j € {1,...,n}, com i # j, e inteiros positivos p, g tais
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que pa; = qaj = x. Dessa forma, a;/a; = q/p € Q, uma contradi¢do. Portanto, todos os
multiconjuntos totalmente irracionais A satisfazem Ress(A) = 1,1,1,....

Reciprocamente, dado um multiconjunto A tal que Ress(A) = 1,1,1,..., terfamos
que, para todos i, j € {1,...,n}, com i # j, a;/a; ¢ Q, pois do contrdrio, existiriam p,q € N
tais que pa; = qa; = x, e assim |ind(x)| > 2, uma contradi¢do. Isso posto, temos que todos os
multiconjuntos totalmente irracionais sao equivalentes entre si, € cada multiconjunto totalmente
irracional € combinatorialmente equivalente a apenas outro multiconjunto irracional, uma vez
que a sequéncia de ressonancia de cada um deles é 1,1,1,..., e todo multiconjunto A com

Ress(A) =1,1,1,... é, necessariamente, totalmente irracional. O

Corolario 3.1.13. Seja A um multiconjunto de dimensdo n. As afirmagdes abaixo sdo verdadei-
ras:

* A é totalmente racional se, e somente se, a ordem de Ress(A) € n;

* A é totalmente irracional se, e somente se, a ordem de Ress(A) é 1;

* A é semirracional, e somente se, a ordem de Ress(A) é maior que 1 e menor que n;

Para finalizar, considere um multiconjunto A totalmente racional e de dimensao n.

Um escolio da demonstracdo da Proposicdo 3.1.11 € que existe um multiconjunto de inteiros

positivos Ag = {ay,...,a,} que é trivialmente combinatorialmente equivalente ao multicon-
junto inicial. Se d = mdc(ay,...,a,) e se d; = a;/d, parai=1,...,n, entdo A é trivialmente
combinatorialmente a Aj, = {a},...,a,}. Repare que mdc(d},...,a,) =1 e que A e Aj sdo

combinatorialmente equivalentes. Essas observacdes motivam a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.14. Seja A um multiconjunto totalmente racional de dimensdo n, trivialmente equi-
valente a Ay ={ay,...,a,}, onde ay,...,ay, sdo inteiros positivos satisfazendo mdc(ay, ... ,a,) =

1. Definimos Ay como a forma candnica de A.

Observe ainda que, a menos da ordem dos elementos no multiconjunto, a forma

canodnica de um multiconjunto totalmente racional € tnica.

Exemplo 3.1.15. Seja A = {\/2/2,5v/2,3v/2/4,2\/2}. A forma canénica de A é Ag = {2,20,3,8}.

Analisemos um multiconjunto semirracional com 3 elementos. E evidente que, para
. . . . . . ~ / _ / / /
todo multiconjunto semirracional A = {ay,a,,a3}, existe uma permutagio A’ = {a},a5,a5} tal

que d}/a, € Q, e um tdnico ndmero ¢ > 0 tal que ny = ca), ny = cd) e A = cdj, onde ny,n,
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sdo inteiros positivos primos entre si, ¢ A € um ndmero irracional. Note que {aj,a2,a3} e
{ni,ny,A} sdo trivialmente combinatorialmente equivalentes. Essas observacdes motivam a

seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.16. Seja A um multiconjunto semirracional, trivialmente equivalente a Ay =
{n1,ny,A}, onde ny,ny sdo inteiros positivos primos entre si e A ¢ Q. Definimos o multiconjunto

Ao como sendo a forma candnica de A.
Exemplo 3.1.17. Seja A = {7v/2/2,5v/2,3v/6}. A forma canénica de A é Ag = {7,10,61/3}.

Finalmente, considere um multiconjunto totalmente racional A = {ay,...,a,}, onde
todos os a; sdo inteiros positivos, e seja Q como na Defini¢do 3.1.1. E claro que, para x € N,
M = mmc(ay,...,a,) et € Z tal que x+tM € N, temos que x € Q implica x+tM € Q, e
ind(x) = ind(x+tM). Isso prova que Ress(A) é um sequéncia periédica. Também, M € o
primeiro y € Q tal que |ind(y)| = n. Dessa forma, Ress(A) é completamente determinado pelos
nimeros até o primeiro n aparecer, pois a partir dai Ress(A) vai comegar a se repetir. Isso motiva

mais uma nova defini¢ao.

Definicao 3.1.18. Seja A um multiconjunto totalmente racional. Definimos a palavra funda-
mental de A como a subsequéncia de Ress(A), comecando pelo primeiro termo e terminando na

primeira ocorréncia de n.
Exemplo 3.1.19. Se A = {1,2,3,4}, a palavra fundamental de A é 1,2,2,3,1,3,1,3,2,2,1,4.

Evidentemente, dois multiconjuntos totalmente racionais A e A’ de inteiros positivos
e de mesma dimensao sdo combinatorialmente equivalentes se, € somente se, suas palavras

fundamentais s@o iguais.

3.2 Algoritmo de Alvarez e estrutura de blocos

SejaA ={aj,ay,...,a,} um multiconjunto com n > 2 inteiros positivos e considere
sua palavra fundamental. Os passos descritos abaixo constituem o Algoritmo de Alvarez, descrito
pela primeira vez em (ALVAREZ et al., 2009):

Passo 1: Se ndo existe (n — 1) na palavra fundamental, marque o niimero n e seja S
a soma dos nimeros da palavra fundamental. Caso exista (n — 1), encontre a primeira ocorréncia

de (n—1) na palavra fundamental e marque-a. Dai, calcule a soma dos nimeros da palavra
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fundamental, desde o primeiro nimero até o nimero marcado, e denote essa soma por S;.
Comegando pelo niimero seguinte ao (n — 1) marcado, calcule a soma dos termos da sequéncia
de ressondncia até que ela seja S; ou (S; + 1), o que ocorrer primeiro, e pare nesse termo
da sequéncia, marcando-o. Recomecando pelo nimero seguinte ao dltimo nimero marcado,
calcule a soma dos termos da sequéncia de ressonéncia até que ela seja S; ou (S;+ 1), o que
ocorrer primeiro, € pare nesse termo da sequéncia, marcando-o. Repita isso até o fim da palavra
fundamental, marcando o niimero » no fim.

Esses ndmeros marcados dividem a palavra fundamental em blocos. Essa parti¢ao é
chamada de estrutura de bloco do passo 1.

Para 2 < k < n, o passo k € feito da forma a seguir:

Passo k: Se ndo existe (n — 1) que ainda nao foi marcado na palavra fundamental
nos passos anteriores, marque o nimero n e seja Sy a soma dos nimeros da palavra fundamental.
Caso exista (n — 1) que ainda ndo foi marcado, encontre a primeira ocorréncia desse (n — 1)
na palavra fundamental e marque-a. Dai, calcule a soma dos nimeros da palavra fundamental,
desde o primeiro nimero até esse nimero marcado, e denote essa soma por S;. Comecando
pelo niimero seguinte ao (n — 1) marcado logo antes, calcule a soma dos termos da sequéncia
de ressonancia até que ela seja S ou (S; + 1), 0 que ocorrer primeiro, e pare nesse termo
da sequéncia, marcando-o. Recomecando pelo nimero seguinte ao dltimo nimero marcado,
calcule a soma dos termos da sequéncia de ressonincia até que ela seja S ou (S;+ 1), o que
ocorrer primeiro, € pare nesse termo da sequéncia, marcando-o. Repita isso até o fim da palavra

fundamental, marcando o niimero » no fim.

Os nimeros marcados nesse passo dividem a palavra fundamental em blocos. Essa

particao é chamada de estrutura de bloco do passo k.
Exemplo 3.2.1. Seja A = {2,3,5}. A palavra fundamental de A é:
1,1,1,1,2,1,1,2,2,1,2,1,2,2,1,1,2,1,1,1,1,3
Aplicando o algoritmo de Alvarez, temos as trés estruturas de blocos:
(1,1,1,1,2),(1,1,2,2),(1,2,1,2),(2,1,1,2),(1,1,1,1,3)

(1,1,1,1,2,1,1,2),(2,1,2,1,2,2),(1,1,2,1,1,1,1,3)

(1,1,1,1,2,1,1,2,2,1,2),(1,2,2,1,1,2,1,1,1,1,3)
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Note que S| = 6,5, = 10,53 = 15.
Exemplo 3.2.2. Seja A = {3,3,5}. A palavra fundamental de A é:
2,1,2,2,1,2,3
Aplicando o algoritmo de Alvarez, temos as trés estruturas de blocos:

(2),(1,2),(2),(1,2),(3)

(2,1,2,2,1,2,3)
(27]"272717273)
Note que S1 =2,57 =53 = 13.
Para 1 <i<n,definam; = mmc(ay,...,a;—1,ai11,...,a,), € seja:
K — mme(ay, ... ,ap) _ mme(ay, ..., an) G.1)
mme(ay, ..., ai—1,ai+1,--.,dp) m;

Finalmente, considere os nimeros K; postos em ordem decrescente, obtendo a
sequéncia L; > --- > L,. O teorema a seguir, demonstrado em (BIRBRAIR et al., 2015),
relaciona os nimeros L; e a quantidade de blocos em cada estrutura de blocos obtidas pelo

algoritmo de Alvarez.

Teorema 3.2.3. As seguintes assertivas sobre as estruturas em blocos em uma palavra funda-
mental de um multiconjunto A com n > 2 inteiros positivos sdo verdadeiras:
* Todos os blocos terminam em (n— 1) ou n, e quando um bloco termina em n, é porque ele
é o ultimo bloco da estrutura. Também, todo (n— 1) na palavra fundamental é o fim de
exatamente um bloco, dentre todas as estruturas de blocos;

* O niimero de blocos na estrutura de blocos do passo k é igual a L.

Demonstracdo. Na palavra fundamental de A, cada (n — 1) que aparece estd associado a um
multiplo de ay,...,a, que ndo é mdltiplo de algum q;, ou seja, cada (n — 1) estd associado a
um mdltiplo de mmc(ay,...,a;—1,a;i1,...,a,) = m; que ndo seja mmc(ay,...,a,), isto é, cada
(n—1) estd associado com tm;, com 1 <t < K;, para algum i = 1,...,n. Repare que o niimero

n da palavra fundamental estd associado ao ndimero K;m;, e repare ainda que ndo hd (n— 1)
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associado simultaneamente a tm; e a t'mj, para i # j, pois tm; ndo é maltiplo de a;, mas t'm; é
multiplo de a;.
Antes de continuar a demonstragdo, € necessério usar dois lemas que serdo essenciais

para a prova desse teorema e dos seguintes.

Lema 3.2.4. A soma dos elementos da palavra fundamental da sequéncia de ressondncia gerada

pelos inteiros positivos A = {ay,...,a,} é igual a:
|
S =mmc(ay,...,a,) Z— (3.2)
i=1 i

Demonstracdo. A soma dos elementos da sequéncia de ressondncia € igual ao nimero de
miltiplos de a; no segmento (0,mmc(ay,...,a,)], mais o nimero dos miltiplos de a, no
mesmo segmento, e assim por diante. O nimero de multiplos de a; nesse intervalo € igual a
mme(ay,...,a)/a;, pela Proposi¢do 2.4.3 (uma vez que mmc(ay,...,a,)/a; = |mmc(ay,...,a,)/a;l).

Isso conclui a demonstracao de (3.2). [

Lema 3.2.5. Seja t um inteiro positivo tal que t < K;. A soma dos niimeros da palavra fundamen-
tal de A, até o termo que estd associado ao niimero tm; (termo esse que é (n— 1) casot < K;, ou

n, casot = K;), é igual a:

tS
{EJ (3.3)

Demonstracdo. A soma dos elementos da palavra fundamental de A, até o termo que esta
associado ao numero tm; € igual ao nimero de ocorréncias de multiplos de cada elemento do
conjunto {ay,...,a,} no intervalo ]0,¢m;]. Como o nimero de multiplos de a; em ]0,tm;]| é

|tm;/a;|, pela Proposi¢do 2.4.3, entdo a soma desejada é:

y {EJ (3.4)
Resta-nos provar que as expressoes (3.3) e (3.4) sdo iguais. A equacdo (3.1) resulta

mi mme(ay, ... ai—1,ai+1,---,dp) c7

aj aj
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Para todo j # i. Utilizando as propriedades da Proposi¢do 2.4.2, podemos deduzir que a soma na

equacao (3.4) é igual a:
tm; tm; tm; tm; " tm; |
i#i 4 di i#i 4 di =14 =14
|
mmc(ay, ... ,an) Z —
_ |, j=14j | tS
N mmc(ay,...,a) K
mmc(ay,...,ai—1,aii1,.--,dy)
Onde na dltima igualdade (3.1) e (3.2) foram usadas. OJ

Voltemos a demonstracdo do teorema. Provaremos por induc¢do em k que o niimero
de blocos na estrutura do passo k € igual a L, e que todo bloco dessa estrutura termina em (n— 1)
ou n, sendo o bloco que termina em n o udltimo.

Note que o primeiro nimero selecionado no algoritmo de Alvarez esta associado
ao numero tm;, para algum i € {1,...,n} e para algum 1 <7 < K;. O fato de selecionarmos
o primeiro nimero implica ¢t = 1, pois se t > 1, entdo existe um (n — 1) associado ao nimero
(t — 1)m;, e anterior ao primeiro (n — 1), o que seria uma contradigdo, e que K; = L, pois, do

Lema 3.2.5, a soma dos elementos da palavra fundamental até o primeiro nimero marcado (que

&)= lx)= [z

Onde a igualdade ocorre se, e somente se, K; = L, visto que se K; < L;, a soma

é (n—1) oun)éigual a:

|S/K;| tem as mesmas parcelas oriundas da palavra fundamental que a soma |S/L; |, mais
algumas adicionais (que sdo aquelas parcelas oriundas da palavra fundamental que estdo depois
do (n— 1) associado ao primeiro bloco de L; até o (n — 1) associado ao primeiro bloco de K;).
Agora, essa soma é a menor possivel, uma vez que selecionamos o primeiro (n— 1) (ou n, caso
ndo tenha). Dai, a igualdade de fato ocorre, ou seja, K; = L.

No que segue, provaremos por inducdo em p que a extremidade do p-ésimo bloco
da estrutura de bloco do passo 1 estd associado ao nimero pm;, para 1 <t < L, e para i tal que
K; = L. Com isso, provaremos que a extremidade é (n— 1), parat < Ly, e n, parat = Ly, e que

a quantidade de blocos na estrutura do passo 1 € igual a L;.
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O caso inicial p = 1 j4 foi feito. Suponha que, para todo t < p, a extremidade do
t-ésimo bloco da estrutura do passo 1 € o nimero associado a tm;. A soma dos termos da palavra
fundamental, desde o nimero seguinte ao (p — 1)-ésimo (n — 1) marcado (que é o nimero

associado a (p — 1)m;), até o nimero associado a pm; é, pelo Lema 3.2.5:

e 5] [222 o-e

L L

Onde 6 =0 ou O = 1, pelo item 4 da Proposicao 2.4.2. Logo, tal soma é S| ou
S1 + 1. Por outro lado, ao calcularmos a soma dos termos da palavra fundamental, a partir do
termo seguinte ao (p — 1)-ésimo (n — 1) marcado, temos que, em algum momento, chegaremos a
uma soma parcial dos termos da palavra fundamental que € igual a S1+ 0, que € S; ou S; + 1 (0
tltimo termo dessa soma é o niimero associado a pm;, que é (n— 1) ou n). Além disso, a soma
parcial imediatamente anteiror é S; + 6 — (n— 1) ou S + 6 —n. Em ambos os casos, tal valor é
menor que Sy, pois n > 2.

Isso significa que o nimero associado a pm; é o nimero selecionado no algoritmo de
Alvarez, pois ele gera a primeira soma parcial que resulta em S ou S1 + 1. Logo, a extremidade
do p-ésimo bloco é n — 1 ou n, e se for n, é porque € a Ultima extremidade, uma vez que n € o
ultimo termo da palavra fundamental. Assim, o caso inicial kK = 1 estd provado por inducdo em
p.

Suponha agora que o resultado do Teorema 3.2.3 vale para todo ¢ < k. Note que o
primeiro nimero marcado no passo k estd associado ao nimero tm;, para algum i € {1,...,n} e
para algum 1 <t < K;. O fato de selecionarmos tal nimero implica t = 1, pois se t > 1, entdo
existe um (n — 1) associado ao nimero (¢ — 1)m;, e anterior ao primeiro (n — 1) marcado no
passo k, o que seria uma contradi¢c@o (repare que todos os niimeros que ja foram marcados estdo
associados a todos os nimeros fm, para exatamente (k — 1) valores de j # i).

Ademais, K; = Ly, pois do Lema 3.2.5, a soma dos elementos da palavra fundamental

até o primeiro nimero marcado no passo k (que é (n — 1) ou n) é igual a:

SEREEY

Pois todos os termos da palavra fundamental que estdo associados a cada tm;, onde
K; = L e s < k, ja sdo extremidades de bloco da estrutura de passos anteriores. Veja ainda que a

igualdade ocorre se, e somente se, K; = Si, pois se K; < Ly, entdo a soma |S/K;| tem as mesmas
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parcelas oriundas da palavra fundamental que a soma |S/L; |, mais algumas adicionais (que
sdo aquelas parcelas oriundas da palavra fundamental que estdo depois do (n — 1) associado ao
primeiro bloco de Lk até o (n— 1) associado ao primeiro bloco de K;). Mas tal soma é a menor
possivel, uma vez que selecionamos o primeiro (n — 1) ndo marcado (ou 7, caso ndo tenha). Da,
a igualdade ocorre, donde K; = L.

Agora, provaremos por indu¢do em p que a extremidade do p-ésimo bloco da
estrutura de bloco do passo k estd associado ao numero pm;, para 1 <t < L;. Com isso,
provaremos que a extremidade é (n— 1), parar < Ly, e n, para t = Ly, e que a quantidade de
blocos na estrutura do passo k € igual a L.

O caso inicial p = 1 j4 foi feito. Suponha que, para todo t < p, a extremidade do
t-ésimo bloco da estrutura do passo k € o nimero associado a tm;. A soma dos termos da palavra
fundamental, desde o nimero seguinte ao (p — 1)-ésimo (n — 1) marcado (que é o nimero

associado a (p — 1)m;), até o ndmero associado a pm; é, pelo Lema 3.2.5:

e ][22 g

Onde 6 =0 ou 6 = 1, pelo item 4 da Proposi¢do 2.4.2. Logo, tal soma é S; ou
S + 1. Por outro lado, ao calcularmos a soma dos termos da palavra fundamental, a partir do
termo seguinte ao (p — 1)-ésimo (n — 1) marcado, temos que, em algum momento, chegaremos a
uma soma parcial dos termos da palavra fundamental que € igual a S;, 4 0, que € S ou Sy + 1 (o
tltimo termo dessa soma é o niimero associado a pm;, que é (n— 1) ou n). Além disso, a soma
parcial imediatamente anteiror é Sy + 6 — (n— 1) ou Sy + 6 — n. Em ambos os casos, tal valor é
menor que Sy, pois n > 2.

Isso significa que o niimero associado a pm; € o nimero selecionado no algoritmo de
Alvarez, pois ele gera a primeira soma parcial que resulta em S; ou Sy + 1. Logo, a extremidade
do p-ésimo bloco é n — 1 ou n, e se for n, € porque € a dltima extremidade, uma vez que n é
o dltimo termo da palavra fundamental. Assim, o resultado segue por inducao, demonstrando

todas as afirmacdes do Teorema. 0

Exemplo 3.2.6. Seja A = {6,5,4}. A palavra fundamental de A é:

1,1,1,1,1,2,1,1,1,2,2,1,1,2,1,1,2,2,1,1,1,2,1,1,1,1,1,3
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Aplicando o algoritmo de Alvarez, temos as trés estruturas de blocos:
(1,1,1,1,1,2),(1,1,1,2,2),(1,1,2,1,1,2),(2,1,1,1,2),(1,1,1,1,1,3)

(1,1,1,1,1,2,1,1,1,2),(2,1,1,2,1,1,2,2),(1,1,1,2,1,1,1,1,1,3)

(1,1,1,1,1,2,1,1,1,2,2,1,1,2),(1,1,2,2,1,1,1,2,1,1,1,1,1,3)

Observe que Ly = 5,1y =3, L3 =2eque K| =3=1,,K =5=L,K3 =2 = Ls.
Exemplo 3.2.7. Seja A = {1,2,6}. A palavra fundamental de A é:
1,2,1,2,1,3
Aplicando o algoritmo de Alvarez, temos as trés estruturas de blocos:
(1,2),(1,2),(1,3)

(1727 1727173)

(1,2,1,2,1,3)

Observe que L1 =3, Ly =1,l3=1eque K1 =1=1,,K;) =1=13,K3=2=1,.
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4 CLASSIFICACAO DOS MULTICONJUNTOS SOB EQUIVALENCIA COMBINA -
TORIA

4.1 Classificacao de multiconjuntos com menos de 3 elementos

A classificacdo dos multiconjuntos com menos de 3 elementos sob a equivaléncia
combinatéria, surpreendentemente, € um problema simples, e pode ser resolvido usando as ideias
vistas aqui.

Dado um multiconjunto A de 1 elemento, € facil ver que A € trivialmente combinato-

rialmente equivalente a {1}. Portanto, temos o nosso primeiro resultado de classificacao.
Teorema 4.1.1. Todos os multiconjuntos unitdrios sdo combinatorialmente equivalentes.

Dado um multiconjunto A de 2 elementos, pelo Corolario 3.1.13, temos que A é
totalmente irracional ou totalmente racional. No primeiro caso, pelo Teorema 3.1.12, todos os
multiconjuntos totalmente irracionais sao combinatorialmente equivalentes, restando estudar o

segundo caso.

Se {ni,ny} é a forma canénica de A, entdo a palavra fundamentalde Aé 1,...,1,2,
onde ha exatamente n; 4+ ny — 2 termos iguais a 1, pois, do Lema 3.2.4, a soma dos termos
da palavra fundamental é mmc(ny,n2)(1/ny + 1/n2) = (niny)(1/n; + 1/n2) = ny + ny (note
que, na segunda igualdade, usamos o primeiro item da Proposi¢ao 2.3.7, aliado ao fato de que
mdc(ny,ny) = 1). Como a quantidade de termos 1 define completamente a palavra fundamental,

uma vez que nela s6 ha termos 1 e um termo 2, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.2. Dados dois multiconjuntos de 2 elementos A e A, eles sdo combinatorialmente
equivalentes se, e somente se, uma das duas afirmacoes é verdadeira:

1. A e A’ sdo totalmente irracionais;

2. A e A’ sao totalmente racionais, e se {n1,ny} e {n,ns} sdo as formas canénicas de A e

A', respectivamente, entdo ny +ny = nj +n.

Classificar os multiconjuntos com 3 elementos sob a equivaléncia combinatoria,
porém, € uma tarefa muito mais drdua, de modo que o restante da presente dissertacdo sera

devotada a esse laborioso papel.
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4.2 Classificacao de multiconjuntos com 3 elementos

Dado um multiconjunto A de 3 elementos, pelo Corolério 3.1.13, temos que A € total-
mente irracional, semirracional ou totalmente racional. No primeiro caso, pelo Teorema 3.1.12,
todos os multiconjuntos totalmente irracionais sdo combitorialmente equivalentes, restando
estudar os dois casos seguintes.

O teorema a seguir, demonstrado primeiramente em (ALVAREZ et al., 2009), deter-
mina uma classificagdo dos multiconjuntos semirracionais de 3 elementos sob a equivaléncia

combinatoria.

Teorema 4.2.1. Seja A um multiconjunto semirracional com 3 elementos, com forma candnica
{n1,n2,A}. Um multiconjunto de 3 elementos A’ é combinatorialmente equivalente a A se, e

somente se, A’ é semirracional, com forma canénica {n',n5,A'}, e:

!/
niny / ’ nin
mAnm == =+ ;L,Z

Demonstracdo. Suponha inicialmente que A e A’ sio combinatorialmente equivalentes. Como
A ¢é semirracional, entdo a ordem de Ress(A) é maior que 1 e menor que 3, pelo Corolario
3.1.13. Assim, a ordem de Ress(A) é igual a 2. Do fato de que Ress(A) = Ress(A’), temos que
a ordem de Ress(A’) é 2, que € maior que 1 e menor que 3, donde, pelo Colorério 3.1.13, A’ é
semirracional. Dai, Ag = {n,nz,A} e Ay = {n),n}, A’} sdo combinatorialmente equivalentes,
onde Aj, ¢ a forma canonica de A’.

Pela Proposicéo 2.4.3, a quantidade de miiltiplos inteiros positivos de ny, ny € A no

intervalo (0, L], contados com multiplicidade, € igual a:

=) )+ 3]

Repare ainda que, parak € N, f(kn n;) é igual a soma de todos os termos de Ress(A)
até o k-ésimo 2, uma vez que o k-ésimo 2 é gerado necessariamente pelo nimero knjny. De
modo andlogo, a quantidade de multiplos inteiros positivos de n/, n e A’ no intervalo (0,L],

contados com multiplicidade, € igual a:

s= ]+ g+ ]
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E que, para k € N, g(knn)) é igual a soma de todos os termos de Ress(A’) até o
k-ésimo 2. Como Ress(A) = Ress(A’), temos que f(kniny) = g(knjnb). Usando o item 5 da

Proposicao 2.4.2, temos:

k k k k/ !/ k/ / k/ /
] - )
1 ny nl n2

kniny kn',
A P Al
:>n1-l—n2—l—T:nl-|-n2+ 3 =
kn1n2 knlln/z
= lim | ny+ny+ A = lim | 0, +n5+ A =
k—ro0 1 2 k _k—>°0 1 2 k
mny o,
:n1+n2+T=n1+n2+ Y

. . . . n )
Reciprocamente, suponha que A’ é semirracional e que ny +n, + 22 =n’ +nl) + =52,
1 2 1 1 2 )

Pelo Corolério 3.1.13, temos que Ress(A’) tem ordem 2, de modo que Ress(A’) s terd 1 e
2, o mesmo acontecendo com Ress(A). Com isso, se demonstrarmos que, para todo k € N,
a quantidade de 1’s na sequéncia Ress(A) entre o (k— 1)-ésimo 2 e o k-ésimo 2 € igual a
quantidade de 1’s na sequéncia Ress(A’) entre o (k — 1)-ésimo 2 e 0 k-ésimo 2 , entdo obteremos
Ress(A) = Ress(A’), demonstrando que A e A’ sdo combinatorialmente equivalentes. Aqui,
estamos considerando que, para k = 1, a quantidade de 1’s entre o (k — 1)-ésimo 2 e 0 k-ésimo 2
¢ igual a quantidade de 1’s antes do primeiro 2.

Para todo k € Z ndo-negativo, e pelas propriedades na Proposi¢ao 2.4.2:

!0

nn nin
k<n1+n2+%) :k(n/1+n/2+ i/2>

!/ ) ! !
kniny N knyn, n kniny knin, knin,  knin,

ni n A n n A
!/ !/ !/
n + A - ! / A
1 I’lz | L I’l] nz

knin knin knin kn' n' kn' n’ kn' n’
= [ [ ) = e e ) =
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= f(kniny) = g(kn'nj)

Pelo mesmo raciocinio da implicagdo direta, sabemos que a soma de todos os
nimeros até o k-ésimo 2 é igual a f(knn; ), donde a quantidade de 1’s em Ress(A) entre o (k— 1)-
ésimo 2 e 0 k-ésimo 2 éigual a f(knyny) — f((k— 1)niny) —2. Analogamente, a quantidade de 1’s
em Ress(A’) entre o (k— 1)-ésimo 2 e 0 k-ésimo 2 ¢ igual a g(knns) — g((k— 1)n|n}) —2. Como

flkniny) — f((k—1)niny) —2 = g(kn'in}) — g((k—1)nn}) — 2, segue o resultado desejado. [

Para completar a classificacdo dos multiconjuntos com 3 elementos sob a equiva-
léncia combinatoria, € preciso saber o que acontece com multiconjuntos totalmente racionais.
Tendo em mente que a forma candnica de cada um deles sdo multiconjuntos com todos os termos
inteiros positivos, o principal objeto de estudo doravante serdo os multiconjuntos formados
apenas por inteiros positivos. O principal resultado desta disserta¢ao, demonstrado por Medeiros

e Birbrair em (MEDEIROS; BIRBRAIR, 2017), é o seguinte:

Teorema 4.2.2. Sejam {a,b,c} e {d',b’,c'} dois multiconjuntos de inteiros positivos. Se:

1 1 1
S =mmc(a,b,c) (5 + -+ —)

b c
K — mmc(a,b,c) . mmc(a,b,c) ,  mmc(a,b,c)
= mmc(b,c) ’ 2T mmc(c,a) ’ 3T mmc(a,b)
e
/ T 1 1 1
S' =mme(a,b',c") Z+E+§
K = mmeld b c) oy mmeld B, C) Gy mme(d, B C)

mme(B',c') 72T mme(d,d) T2 mme(d,b)

Entdo os multiconjuntos {a,b,c} e {d',b’,c'} sdo combinatorialmente equivalentes

se, e somente se, S = S' e {K|,K»,K3} = {K},K},K}} como multiconjuntos.

Demonstragdo. Se os multiconjuntos {a,b,c} e {a’,b,c'} sdo combinatorialmente equivalentes,
entdo as palavras fundamentais deles sdo as mesmas. Dessa forma, pelo Lema 3.2.4, S = 5,
e ao aplicarmos o algoritmo de Alvarez, obtemos que, pelo Teorema 3.2.3, {K|,K»,K3} =

{K{,K},K}}, como multiconjuntos.
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Suponha, entdo, que S = S e que {K, K>, K3} = {K],K},K}} como multiconjuntos.
A fim de provarmos que {a,b,c} e {d’,b’,c'} sdo combinatorialmente equivalentes, provaremos
que, dada uma soma S dos nimeros de uma palavra fundamental e um multiconjunto de 3
elementos {K},K>,K3}, que representam a quantidade de estruturas de blocos em uma das 3
estruturas, é possivel determinar, de maneira dnica, a palavra fundamental.

Seja {0;} a familia de nimeros da forma |7S/K;], para algum ¢ inteiro e para algum
i € {1,2,3}, pertencentes ao segmento ]0,S]. Ordene os elementos dessa familia em ordem
crescente: 6) < --- < Oy. A palavra fundamental py,...,p, serd reconstruida da seguinte

maneira: Defina pg = 0 e, para todo k > 0 inteiro, defina:

k
w(k) =Y pi
i=0

Para todo 0 < i < m, p; seré construido recursivamente a partir de po, ..., pi—1, ao se definir:

3, se w(i—1)=06y-3,
pi=4 2, se w(—1)=6;—2,paraalgum 1 < j <N, 4.1)
1, caso contrario.

Afirmamos que tal procedimento reconstréi completamente a palavra fundamental.
De fato, pelo Lema 3.2.5, todos os nimeros 6; indicam, por meio da somas parciais w, o fim de
cada bloco de qualquer estrutura de bloco, determinando todas as posi¢des possiveis de niimeros
2 e 3 da palavra fundamental. Assim, determinamos os nimeros 2 e 3 da palavra fundamental,
que formam uma subsequéncia ¢y, ...,qy na palavra fundamental.

Os elementos iguais a 1 também estdo totalmente determinados por meio das somas
parciais w, ja que a quantidade de elementos iguais a 1 entre dois elementos consecutivos da
subsequéncia q1,...,qs, s = pi € gs+1 = pj, onde i < j, € precisamente:

i1 j—1 i
Z Pt = ZPt— Zpl =w(j—1)—w(i)
t=i+1 =0 =0
uma vez que s6 ha nimeros 1 entre os termos da palavra fundamental ¢, e g,41, para todo

1 <5 < N (veja aequacdo (4.1)). Isso completa a demonstracao. [

O Corolério abaixo € uma sintese de todo o trabalho de classificacdo das sequéncias
de ressondncia geradas por multiconjuntos de 3 elementos, e serve como um critério geral de

equivaléncia combinatdria.



39

Corolario 4.2.3. Seja A um multiconjunto com 3 elementos. Entdo, um multiconjunto A’ com 3
elementos é combinatorialmente equivalente a A se, e somente se, uma das trés afirmagcoes é
verdadeira:

1. A e A’ sdo totalmente irracionais;

2. A e A’ sao semirracionais, com formas canonicas {ny,ny,A} e {n,n5,A'}, respectiva-

mente, e:

!
niny nn , ,
T+n1+n2 = ;L,Z‘Hl]‘i‘nz

3. A e A’ sdo totalmente racionais, com formas canénicas {a,b,c} and {a',b’,c'}, respecti-

vamente, e:

1 1 1 1 1 1
mmc(a,b,c) (5 + A + ;> = mme(d b, ) (; " y n F)

mmc(a,b,c) mmc(a,b,c) mmc(a,b,c)\ [ mmc(d',b',c") mme(d b ,c") mme(d b, c")
mmc(a,b) ~ mmec(b,c) = mmc(c,a) | | mmec(d,b') T mmc(b,c) T mme(c,a)

Exemplo 4.2.4. Seja A = {1,6,14} e A’ = {3,4,28} . Usando as notagcdes do Teorema 4.2.2,

1 1 1 1 1 1
mmc(a,b,c) (;4—54-;) =42 (T+8+ﬁ) =52

temos:

1 1 1 1 1 1
c(a,b,c)(a/ b c/> 8 (3 4 28) >

mmc(a,b,c) mmc(a,b,c) mmc(a,b,c))| 42 42 42 13,7}
mmc(a,b) = mmc(b,c) = mmc(c,a) | | 6742714 U7
mme(a',b',') mme(a b, ") mme(a',b',c') | _ (84 84 84 (137
mme(a',b')  mmc(b,c) T mme(c,a’) [ | 374728) V7

Logo, A e A’ sdo combinatorialmente equivalentes, mesmo sem precisar calcular as respectivas

sequéncias de ressondncia.

O resultado seguinte é extremamente util para determinar, por meio de calculos,
todos os multiconjuntos de 3 elementos que sdo combinatorialmente equivalentes a um dado

multiconjunto totalmente racional de 3 elementos.
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Teorema 4.2.5. Seja A um multiconjunto totalmente racional de 3 elementos, cuja forma
canonica é {a,b,c}. Defina S,Ky,K>,K3 como no Teorema 4.1.1. Entdo, as seguintes identidades

sdo verdadeiras:

K\K; -mdc(a,b) + K>K3 -mde(b,¢) + K3Ky -mdc(c,a) = S 4.2)
a=Ky-mdc(a,b)-mdc(a,c); (4.3)
b =K, -mdc(b,a)-mdc(b,c); (4.4)
¢ =K3-mdc(c,a)-mdc(c,b); 4.5)

Demonstragdo. A ideia principal para a demonstracio dessas identidades € o uso recorrente das

identidades presentes na Proposi¢do 2.3.7. Para demonstrar (4.2), temos que:
KiK>.mdc(a,b) + K,Kz.mdce(b, ¢) + K3K|.mdc(c,a) =

-1 <mn’:1nicabbc§)) (mfnii‘zcbaj)) mdc(a,b) =

cyc

abc.mdc(a,b,c)
. . b
_y mmec(a,b,c) mdc(a,b).mdc(b,c).mdc(c,a) mdc(a,b) = mec(a, ,C)

ac

=S

c

cyc cyc

mdc(b,c) mdc(c,a)

provando (4.2).

Para demonstrar (4.3), temos que:

mmc(a,b,c)

Ky.mdc(a,b).mdc(a,c) = ( ) .mdc(a,b).mdc(a,c) =

mmc(b,c)
abc.mdc(a,b,c)
mdc(a,b).mdc(b,c).mdc(c,a)
bc
mdc(b,c)

.mdc(a,b).mdc(a,c) =a

provando (4.3). As equacdes (4.4) e (4.5) sdo demonstradas analogamente. L]
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Exemplo 4.2.6. Seja A = {1,6,14}. Uma computagdo direta resulta em:
S=52,Ki=1,K,=3,K3=7

Assim, pelo Teorema 4.2.5, se Ag = {a,b,c}, com mdc(a,b,c) = 1, é combinatorialmente equi-
valente a A, entdo:

3.mdc(a,b)+21.mdc(b,c) +7.mdc(c,a) =52

Obtemos (mdc(a,b),mdc(b,c),mdc(c,a)) = (1,2,1),(8,1,1) ou (1,1,4). O primeiro caso im-
plicaa=1-1-1=1,b=3-2-1=6,c=7-1-2= 14, donde Ag = {1,6,14}. O segundo caso
implicaa=1-8-1=8b=3-1-8=24,c=7-1-1=7, donde Ay = {8,24,7}. O terceiro caso
implicaa=1-1-4=4b=3-1-1=3,¢c=7-4-1=28, donde Ay = {3,4,28}.

Nao é dificil ver que os valores de S, K1, K>, K3 sdo os mesmos para as trés possibili-
dades de Ay. Com isso, concluimos que os tinicos trés multiconjuntos que sdo combinatorial-

mente equivalentes a {1,6,14} sdo todos os multiconjuntos totalmente racionais com formas

canédnicas {1,6,14}, {3,4,28} ou {8,24,7}.

4.3 Classificacao de multiconjuntos com mais de 3 elementos

O Teorema 4.1.1, juntamente com o Teorema ?? e o Teorema 3.1.12, fornecem
uma classificacdo completa para todos os multiconjuntos de 3 elementos sob a equivaléncia
combinatéria. Entretanto, € natural perguntar-se qual seria o critério de classificacao dos
multiconjuntos com n > 3 elementos sob a equivaléncia combinatéria. Tal problema ainda
permanece em aberto, e o Teorema 4.1.1 ndo pode ser generalizado de maneira direta para mais

do que trés elementos, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 4.3.1. Sejam A = {1,5,5,5} ¢ B={1,2,4,4}. Um cdlculo direto mostra que S =
8,K1 = K» = K3 = K4 = 1 tanto para A como para B. Entretanto, a palavra fundamental de A é
1,1,1,1,4 e a palavra fundamental de B é 1,2,1,4. Assim, A e B ndo sdo combinatorialmente

equivalentes.
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