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RESUMO

Estudamos os aspectos das estruturas topoldgicas bidimensionais e tridimensionais que
surgem em modelos de teoria cldssica de campos. Resumidamente, no caso bidimensional
realizamos o estudo das configuracdes kinks. Enquanto isto, no caso tridimensional, investigamos
o surgimento dos vortices topolégicos magnéticos. Para alcancar o nosso propdsito, iniciamos
considerando uma teoria ¢ de multi-campo em um espago-tempo plano. Nesse cendrio, obtemos
as configuracdes de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS) dos campos que compdem a teoria.
Além disso, considerando argumentos oriundos da entropia de configuracdo selecionamos as
configuracdes tipo kink (e antikink) mais provaveis da teoria. Posteriormente, investiga-se as
configuracdes tipo kink que surgem em um cendrio de gravidade dilaton bidimensional. Neste
cendrio, alguns aspectos das estruturas sdo analisados. Entre eles, analisamos a estabilidade do
campo de matéria e o modo translacional. Além disso, analisamos a interfor¢a produzida pelas
estruturas e posteriormente investigamos numericamente o processo de espalhamento de uma par
de estruturas kink-antikink. Para estudar os vortices topolégicos magnéticos consideramos trés
cendrios distintos. No primeiro cendrio, adotamos os modelos generalizados e ndo-candnicos
descritos por uma teoria de campo escalar. No segundo cendrio, as teorias de multi-campos
acopladas ao modelo sigma-O(3) ndo-minimo € assumida. Finalmente, no terceiro cendrio,
estudamos as estruturas tridimensionais auto-gravitante na gravidade de Einstein. Para estudar o
primeiro caso consideramos uma geragao perturbativa para teorias escalar-vetor e demonstramos
que as funcdes de permeabilidade dielétrica devem ter uma forma nao-polinomial, i. e., a
forma da funcdo logaritmica. Com este resultado, investigamos as estruturas tridimensionais
(i. e., os vortices magnéticos generalizados) com propriedade BPS para um modelo do tipo
Maxwell-Gausson. Em seguida, investigamos a existéncia estruturas topoldgicas tridimensionais
em um modelo tipo cuscuton. Neste caso, as solugdes topoldgicas encontradas nesse cendrio nao
sdo auto-duais, porém sugerem a existéncia de solucdes de estruturas topoldgicas se algumas
imposi¢des sobre a energia dos campos forem adotadas. Além disso, mostra-se que quando a
quebra de simetria espontaneamente nao ocorre, o modelo tridimensional nado-canénico com
contribui¢do do termo cuscuton ird admitir somente solu¢des ndo-topoldgicas. Ao considerar o
modelo sigma-O(3) com acoplamento ndo-minimo, construimos uma teoria de multi-campos
com o modelo sigma-O(3) ndo-candnico, com o campo de Maxwell modificado por uma fungao
dielétrica e um campo escalar real. Através do formalismo BPS € feita uma investigacdo sobre

possiveis configuracdes de vortices em setores topoldgicos do modelo sigma e do campo escalar



real. Posteriormente, estudamos a influéncia das estruturas topolégicas do campo escalar real
no setor do campo sigma. Em seguida, fazemos uma extensao da teoria considerando um
modelo constituido pelo campo sigma, pelo campo escalar do tipo cuscuton e pelo campo de
Maxwell. Nesse caso, investigamos propriedades BPS considerando uma teoria efetiva sem
interacdo. Além disso, anunciamos em detalhes os aspectos fisicos dos voértices magnéticos
topoldgicos obtidos. Entre estes aspectos, anunciamos o comportamento da energia, do campo
magnético e do fluxo magnético das estruturas. Para finalizar, considerando a gravidade de
Einstein mostramos a influéncia do campo de matéria soliténico e do campo de calibre nas
fun¢des métricas do espaco-tempo. Neste cendrio, conclui-se que o surgimento de vortices

magnéticos no espago-tempo tridimensional induz o aparecimento de um buraco negro.

Palavras-chave: Estruturas bidimensionais. Estruturas tridimensionais. kink. vortices magnéti-

cos. Formalismo BPS.



ABSTRACT

In this thesis, we studied the aspects of two-dimensional and three-dimensional topological
structures that arise in models of classical field theory. Briefly, in the two-dimensional case,
we examined the kink configurations. For the three-dimensional models, we analyzed the
emergence of topological magnetic vortices. In order to reach the purpose of this thesis, we
started considering a multi-field theory with ¢° interaction in a flat spacetime. In this scenario,
we obtained the Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS) configurations for the fields that make
up the theory. Furthermore, by adopting arguments from the configuration entropy, the most
probable kink (and antikink) structures are selected. Afterward, we investigated the kink-like
configurations that emerge in a two-dimensional dilaton gravity scenario. In this scenario, we
inspected some aspects of these field configurations. Among them, we analyzed the stability of
the matter field and the translational mode. Furthermore, we calculated the interforce produced
by the structures and the scattering of these structures. To study magnetic topological vortices,
we considered three different scenarios. In the first scenario, we adopted the generalized and
non-canonical models described by a scalar field theory. In a moment second, multi-field theories
coupled to the non-minimal O(3)-sigma model are assumed. Finally, in the third scenario, we
studied the three-dimensional self-gravitating structures in Einstein’s gravity. To inspect the
first case, we considered a perturbative generation for scalar-vector theories and demonstrate
that the dielectric permeability functions must have a non-polynomial form, i.e., the profile of
a logarithmic function. By using this result, we investigated the three-dimensional structures
(i.e., the generalized magnetic vortices) with BPS property for a Maxwell-Gausson-like model.
Afterward, we investigated the existence of three-dimensional topological structures in a model
with cuscuton-like dynamics. In this case, the topological solutions found in this scenario are not
self-dual but suggest the structure’s existence if some impositions on the energy of the fields are
adopted. Furthermore, we showed that when spontaneous symmetry breaking does not occur,
the non-canonical three-dimensional model with the contribution of the term cuscuton will admit
only non-topological solutions.

By considering the O(3)-sigma model with non-minimal coupling, we constructed a
multi-field theory with the non-canonical sigma field, with a scalar field and a Maxwell field
modified by a dielectric function. We examine the possible vortex configurations in topological
sectors of the sigma and the scalar field by mean of BPS formalism. We investigated the influence

of the scalar field in the sigma field sector. Then, we build an extension of the theory considering



a model constituted by the sigma field, a cuscuton-like scalar field, and Maxwell’s field. In this
case, we investigate BPS properties considering a theory without interaction. Furthermore, we
announced the physical aspects of the topological magnetic vortices. Among these aspects, we
reported the energy behavior, the profile of the magnetic fields, and the magnetic flux of each
structure.

Finally, by adopting Einstein’s gravity, we show the influence of the solitonic matter
and the gauge field in the spacetime metric functions. In this scenario, we concluded that the
emergence of magnetic vortices in three-dimensional spacetime induces the appearance of a

black hole.

Keywords: Two-dimensional structures. Three-dimensional structures. kink. magnetic vortices.

BPS formalism.
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1 INTRODUCAO

Antes de comegar a discutir o tema e o propdsito desta tese, deixo abaixo o seguinte

trecho da musica Trem-Bala como reflexdo:

“Ndo é sobre chegar no topo do mundo e saber que venceu. E sobre escalar e sentir que
o caminho te fortaleceu. E sobre ser abrigo e também ter morada em outros coragoes. E

assim ter amigos contigo em todas as situacoes.

A gente ndo pode ter tudo! Qual seria a graca do mundo se fosse assim? Por isso, eu prefiro

SOrrisos e os presentes que a vida trouxe para perto de mim!”

(Trem-Bala - Ana Vilela)

1.1 Uma retrospectiva do conceito de soliton e sua aplicabilidade

As estruturas topoldgicas sao caracterizadas por sélitons. Assim, para uma melhor
compreensao das estruturas topoldgicas, permita-nos iniciar apresentando uma sintese historica
do desenvolvimento do conceito destas estruturas. Basicamente, os solitons sdo definidos como
concentragdes de energia conservativa que mantém sua forma inalterada ao interagir com outras
configuragdes de energia [1]. Na verdade, a ideia preliminar de descrever um séliton como uma
concentracdo de energia localizada foi proposta por Zabusky e Kruskal em 1965 [1]. Entretanto,
a definic@o e a observacdo dos sdliton surgiu muito antes. Por exemplo, a primeira defini¢do de
soliton que se tém noticia foi proposta pelo o engenheiro naval John Scott-Russell [2]. Russel
observava uma barcaca que estava sendo puxada por dois cavalos ao longo do canal de Hermiston,
em Edimburgo, préximo a universidade Heriot-Watt, quando, de repente, a embarcagdo parou
e uma onda gigante com estrutura bem definida e arredondada se formou [2]. Segundo Russel
esta estrutura ondulatoria deslocava-se com alta velocidade e parecia uma montanha de dgua
arredondada e bem definida que seguia pelo canal sem alterar a sua forma e velocidade [2, 3].
Nesta ocasido, Russel perseguiu esta configuracdo de onda até ela desaparecer entre as inimeras
curvas do canal. Russel entdo chamou esta configuracdo de onda solitdria de translagao [2, 3].

Ap0s as observagdes de Russel, Boussinesq [4], em 1871, e Lord Rayleigh [S] em
1876, buscaram uma descri¢do matemética das ondas solitdrias de translacio [6]. Porém, somente
em 1895, Korteweg e De Vries anunciaram uma descri¢io matemaética destes perfis de onda

[7]. Resumidamente, o que Korteweg e De Vries fizeram para obter a descri¢do matemdtica das
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ondas solitdrias foi considerar a equagdo de Navier-Stokes e aplicar uma expansio perturbativa
para propagar um perfil de onda com as propriedades das ondas solitarias de translacdo. Assim,
em primeira aproximacao as estruturas propagam-se com velocidade constante, i. €., vo = \/gh
[7]. Enquanto isto, em segunda aproximagdo, a equagdo que descreve a estrutura da onda de
Korteweg e De Vries (KdV) é

du(x,1)

du(x,1) N d3u(x,t)
ot

ox ox3

— 6u(x,1) =0, (1.1)

onde o u(x,t) é a amplitude da onda [7].

Somente apds a proposta apresentada por Korteweg e De Vries [7] a palavra soliton
foi cunhada. Na verdade, a palavra surge com Zabusky e Kruskal [1] buscando estudar as
solucdes estacionarias da equagdo de KdV (1.1) [1, 7].

Para o desenvolvimento deste trabalho, entenda um séliton como uma estrutura com
as seguintes propriedades:

1. Tem um perfil constante, i. e., seu perfil tem a forma f(x 4 vot) com v constante;
2. Tem uma configuracdo de energia finita e localizada;
3. Mantém sua identidade mesmo ap0s interacdes com outros solitons.

De modo geral, os sélitons topoldgicos [estruturas com as propriedades (1 a 3)]
surgem quando dois espagos adjacentes encontram-se fora de fase [8, 9, 10]. Por exemplo, os
sOliton topoldgicos ocorrem em fios enrolados de telefone (modelos antigos), que geralmente sdo
enrolados no sentido horario. Porém, apds o uso intenso, geralmente, este fio comega a enrolar
no sentido anti-horério (oposto), quando isso acontecer, haverd um laco maior distinto que separa
as duas direcdes de enrolamento. Este laco é um exemplo perfeito de um séliton topoldgico.
Além disso, os sélitons topologicos também aparecem em moléculas de DNA e RNA. Neste
cendrio, as bandas de estiramento de ligacdes de hidrogénio da dupla hélice sdo ndo lineares e
suportam as concentragdes de energia de onda solitdria [11, 12, 13, 14, 15]. Os sélitons também
aparecem em fisica da matéria condensada descrevendo semicondutores cristalinos usados na
eletronica moderna [16] e, nesse contexto, seus efeitos sdo quase sempre deletérios. Por esta
razdo tais transicoes cristalinas solitonicas sdo chamadas de defeitos topoldgicos. Entretanto, esta
terminologia em fisica de particulas e campos desvia a atencdo das propriedades matematicas
que estas estruturas (solitons) possuem. Assim, € preferivel chamar tais estruturas de sélitons

topoldgicos (ou ainda, estruturas topoldgicas) [10, 17].
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1.2 Estruturas topoldgicas: sintese e aplicacao

As estruturas topoldgicas surgem como uma consequéncia de uma quebra espontanea
de simetria [18, 19] que pode, em principio, ser discreta ou continua [20]. Devido a quebra
espontanea de simetria, a origem das estruturas topoldgicas é fundamentada em diversas teorias
usadas para descrever o modelo padrao das interacdes fundamentais (i. e., forca eletrofraca e
forte) [21, 22, 23, 24, 25, 26]. Neste contexto, essas interagdes se unificam em uma escala de alta
energia da ordem de 106 GeV [27, 28, 29]. Assim, devido a alta densidade do universo, neste
regime de energia, a gravitacdo é tratada classicamente e as correcdes quanticas sao introduzidas
na teoria através do campo de matéria. Todavia, se a unificacio das interagdes fundamentais
ocorrem em 10'6 GeV, pode-se considerar que o universo se resfriou de temperaturas mais
elevadas e sofreu transicoes de fase decorrente da quebra espontinea de simetria produzindo as
estruturas topoldgicas [18, 19, 30].

Basicamente, existem trés tipos de defeitos topoldgicos, i. e., os defeitos do tipo
monopolo magnético, tipo corda e as paredes de dominios [31]. Durante o processo de formagao
destas estruturas, acredita-se que os monopolos teriam se aniquilado com os anti-monopolos e as
paredes de dominios e os defeitos tipo cordas colapsaram e se dissiparam em forma de radiacio
gravitacional [31, 32, 33]. Assim, apenas os efeitos das cordas cosmicas podem, em principio,
ser sentidos até os dias atuais, uma vez que ele permaneceriam influenciando na evolu¢ao do

universo [33].
1.2.1 Os defeitos tipo monopolo magnético

Uma classe de defeitos (ou estruturas) particulamente interessante sao os monopolos
magnéticos. Na verdade, estas particulas foram propostas inicialmente por Dirac quando ele
propde os monopolos magnéticos como uma explicacdo notavelmente elegante, porém nao
confirmada, da quantizacao da carga [34, 35]. Apds a formulacdo de Dirac, 't Hooft [36] e
Polyakov [37] propdem que os campos de monopolos sem singularidades de cordas poderiam
emergir naturalmente das teorias de gauge ndo-Abelianas como solucdes solitonicas associadas
a uma carga bem definida, i. e., o nimero de enrolamento (do inglés, winding number) [10, 38].
Além disso, baseado na teoria de 't Hooft [36] e Polyakov [37], os monopolos parecem ser uma
estrutura fundamental oriunda da grande teoria unificada. Isto porque os monopolos magnéticos

sdo consequéncias da quebra espontanea de simetria [36].
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Apesar das previsdes tedricas da produgdo de monopolos magnéticos no universo
primitivo [39], ainda ndo temos evidéncias experimentais dessas particulas em nosso universo.
Assim, os modelos tedricos sobre 0s monopolos sdo os primeiros passos para o estudo dessas
estruturas e nos motivam no desenvolvimento de novos modelos inflacionarios do universo [40].
Além do mais, atualmente, as investigacdes sobre os monopolos magnéticos continuam a evoluir
com a introducdo de modelos com simetria estendidas [41]. Esta extensOes da teoria permitem a
existéncia tedrica de monopolos mais complexos com estruturas internas e propriedades fisicas

intrigantes.
1.2.2  Os defeitos tipo corda céosmica

Cordas césmicas sdo defeitos topoldgicos andlogos aos tubos de fluxos que surgem
nos supercondutores tipo II e nos filamentos de vortices em hélio superfluido. Essas estruturas
podem ter sido formadas em uma grande transicao de unificagdo [42], ou simplemente concebivel,
posteriormente, na transi¢o eletrofraca [42]. E importante destacar que o modelo padrio nio
prevé cordas estdveis, porém algumas generaliza¢des permitem esta previsao [42].

Os defeitos de corda césmica possuem grandes valores de energia [42]. Isto porque
em sua forma candnica, a forma mais simples de uma corda, a energia por unidade de compri-
mento, U, € a tensdo da corda sdo iguais [43]. Consequentemente, a velocidade caracteristica
das ondas na corda € a velocidade da luz. Na verdade, isto € uma consequéncia da invariancia
local da configurag@o do campo em torno de uma corda sob impulsos de Lorentz ao longo de sua
direcdo [43].

Um parametro particularmente importante desta teoria € a quantidade adimensional
Gu ~ (T /Mpl)z, que caracteriza a forca da interac@o gravitacional das cordas [42, 43]. Para
grandes cordas unificadas, Gu é da ordem de 10~° ou 10~7. Assim, uma grande corda unificada
de comprimento igual ao didmetro solar seria tdo massiva quanto o Sol, enquanto comprimento
de corda formada na escala eletrofraca pesaria apenas 10mg [43]. Dessa maneira, pode-se dizer
que os efeitos gravitacionais sdo despreziveis. Além disso, essas cordas podem ser de grande
interesse, por causa de outros tipos de interagdes. Em particular, as cordas cosmicas podem ainda
se comportar como fios supercondutores finos com uma corrente critica e vortices magnéticos

(semelhantes aos vortices de Abrikosov), veja a referéncia [43, 44].
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1.2.3 As paredes de dominios

As paredes de dominios sdo estruturas topoldgicas (ou sélitons topoldgicos) oriundas
de uma quebra espontanea de simetria discreta. Em analogia, com as solu¢des classicas do
modelo sine-Gordon, as paredes de dominios sd@o também chamadas de kinks [45, 46, 47, 48].
De modo geral, entende-se como parede de dominio o limite (ou interface) entre dois dominios
distintos vizinhos [49]. Assim, uma parede de dominio € entendida como um “objeto” contido em
um espaco-tempo de (2 + 1)-dimensdo, ou ainda, em (1 + 1)-dimenséo [49]. Fisicamente encon-
tramos paredes de dominios descrevendo dominios magnéticos diferentes [50, 51], propriedades
Opticas [52] e até singularidades bidimensionais em teoria das cordas [53].

Acredita-se que no inicio do universo ocorreram quebras discretas de simetrias
que produziram redes de paredes de dominio que influenciaram nos estagios finais da inflacdao
cosmoldgica e na radiagdo césmica de fundo [42]. Além disso, existe uma classe de modelos de
mundos-brana em que a membrana € uma parede de dominio formada pela interagdo de campos
extra-dimensionais [54, 55, 56]. Nesse cendrios, a quebra espontanea de simetria localiza o
campos materiais em configuracdes de energias suficientemente altas. Comumente, este tipo de
parede de dominio que aparece em mundo-brana € chamado de brana fina [57, 58]. Na verdade,
0 nome brana fina € um contraste com a brana espessa, que ¢ um modelo onde o0 mundo-brana é
descrito por uma superficie ideal com campo de matéria sobre ela.

Além disso, as paredes de dominios desempenham um papel fundamental na descri-
cdo das propriedades elétricas, eletromecénicas e Opticas de materiais ferroelétricos [16, 59, 60].
Por exemplo, analisando as paredes de dominios pode-se entender a polarizacdao de materiais
e sua estabilidade [61]. Além do mais, as paredes de dominios em materiais ferroelétricos sao
considerados em estudos recentes de nanoeletronica [16]. Nao distante dessa discussao, encon-
tramos na literatura investigacdes de paredes de dominios aplicadas a novos modelos de fisica da
matéria condensada [62], altas energia [63, 64, 65] e teorias ndo-lineares [66]. Recentemente,
alguns estudos sobre paredes de dominios auto-gravitantes tem chamado a atenc¢ao de vérios
pesquisadores [67, 68]. Isto também deve-se ao fato que estas estruturas podem explicar questdes
relacionadas a gravidade quantica, colapso gravitacional e a evaporacdo de buracos negros. Para

mais detalhes sobre o assunto, consultar as referéncias [67, 68].
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1.3 As estruturas topolégicas em baixa dimensao

Nesta tese, nosso proposito € estudar os estruturas topoldgicas do tipo cordas codsmica
e tipo paredes de dominios. Particularmente, nosso foco nesta tese € o estudo das configuracoes
do tipo kink (defeito do tipo parede de dominio) e do tipo vortices (defeito do tipo corda cdsmica).

Assim, permita-nos, nas secoes 1.3.1 e 1.3.2, motivar o estudo destas configuracdes particulares.
1.3.1 As configuragoes tipo kink

E incontestivel que a quebra espontinea de simetria é onipresente nas teorias topol6-
gicas [69]. Isto porque neste cendrio as estruturas topoldgicas sao frutos da quebra espontinea
de simetria, uma vez que elas estdo relacionadas as transi¢des de fase e a geracdo de estru-
turas localizadas [70, 71]. Essas estruturas topoldgicas sdo configuracdes de energia finita
e geralmente podem aparecer em uma, duas e trés dimensdes espaciais. De modo genérico,
os kinks enquadram-se como uma classe de estruturas topoldgicas que surgem nos modelos
bidimensionais.

O fato € que os solitons da teoria cldssica e quantica de campos desempenham um
papel importante devido as suas aplicacdes [10]. Nos modelos bidimensionais, o kink € uma
configuracio de onda solitaria [17] que interpola entre diferentes minimos da teoria. A intera¢dao
entre estruturas kink-kink ou kink-antikink € um ramo de pesquisa com crescente interesse. Esse
interesse ocorre devido as suas aplicacoes, e. g., o estudo da criacao de kink-antikink a partir de
particulas [72, 73] e colisdes multi-kink [74, 75] sdao alguns exemplos.

Atualmente, a teoria ¢* é o modelo mais utilizado na literatura, veja por exemplo as
referéncias [76, 77]. Na verdade, isso ocorre porque o modelo ¢* forma a base fenomenolégica
das transi¢des de fase na teoria de Ginzburg-Landau [78]. Este modelo € interessante porque
descreve bem um potencial duplo simétrico. Por outro lado, teorias de ordem superior como
a teoria ¢° tornam-se mais interessantes porque permitem que o modelo admita multiplas
transi¢des de fase. Encontramos na literatura alguns estudos sobre o modelo ¢°. Por exemplo, a
teoria ¢ com simetria O(N), foi usada recentemente para estudar diferentes transicoes de fase
[79]. Os modelos ¢6 também foram estudados no contexto da supersimetria [80] e no estudo do

espalhamento de estruturas [81].
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1.3.2 Os vortices

Os voértices sdo configuracdes de campos em (2 + 1)-dimensdes obtidas pela intera-
cdo do campo gauge com o campo escalar. Em geral, essas estruturas possuem configuragdes de
energia finita e localizada [82, 83, 84]. Entretanto, para que os vortices tenham perfis de energia
bem definidos é necessério que a teoria admita uma simetria local U(1) [82, 83, 84]. Assim,
a introducdo de um campo de gauge minimamente acoplado ao campo escalar € necessdria
[44]. O grande interesse no estudo de solucdes de vortices deve-se as importantes aplicagcdes de
defeitos topoldgicos na fisica de altas energias [9], onde as estruturas surgem como solugdes
estaticas de equacgdes de campo [10, 85]. Nesse contexto, essas estruturas podem desempenhar
um papel importante na compreensdo do inicio do universo e na evolugdo césmica [86]. Na
fisica da matéria condensada, essas estruturas aparecem quando estudamos o comportamento
dos supercondutores e suas propriedades magnéticas [87, 88, 89].

Compreender essa classe de estruturas permite prever propriedades de materiais
[88] ou objetos cosmoldgicos [90, 91, 92]. Atualmente, temos um vasto e interessante cendrio
de investigacdes sobre as estruturas de vortices na literatura [93, 94, 95, 96, 97, 98]. Alguns
exemplos de estudos topoldgicos de vortices aparecem em investigacdes de configuracdes de
campos tubulares em modelos com simetrias globais SU(2) e U(1) locais [99]. Esses modelos
levam a estruturas topoldgicas estendidas com correntes longitudinais e envolvem dois campos
escalares [99]. Além disso, nos chamados vértices de Witten, uma simetria U (1) x U(1) com
duas componentes [100], envolve dois campos escalares. Para finalizar, € interessante mencionar
que sempre € possivel modificar as teorias topoldgicas de campo de modo a investigar suas
extensodes, caracteristicas e propriedades intrinsecas das estruturas de vortice [101]. Em parte,

faremos estes procedimentos ao longo dessa tese de doutorado.

1.4 O proéposito e a organizacio da tese

Nosso principal propdsito nessa tese de doutorado € realizar estudos de estruturas
topoldgicas em baixa dimensao. Em outras palavras, nosso propdsito serd estudar os aspectos
fisicos produzidos por estruturas topoldgicas do tipo kink e vortices. Ao longo desta tese,
buscaremos responder algumas questdes am aberto na literatura, e. g.,

* Qual a possibilidade do surgimento de estruturas tipo kink em uma teoria de multi-campos

tipo ¢©? Quao provavel sdo essas estruturas?
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Os kinks gravitantes podem emergir em um cendrio gravitacional? Se possivel, pares

dessas estruturas gravitantes podem interagir? Qual o resultado disto?

Qual a forma mais apropriada para estender a simetria dos modelos de vortices?

* Como as teorias ndo-candnicas e ndo-lineares influenciam nos aspectos fisicos das estrutu-
ras?

 Seria possivel um vortice produzir uma geometria de buraco negro?

Estas sdo algumas das questdes que motivaram essa tese. Buscaremos responder

esses questionamentos no decorrer da tese.
1.4.1 Organizacdo da tese

Esta tese encontra-se organizada como segue: no Capitulo II, apresentamos uma
breve revisao dos fundamentos da teoria topolégica de campo. Resumidamente, apresentamos
algumas discussdes sobre a quebra de simetria discreta, quebra de simetria global U(1) e os
Bosons de Nambu-Goldstone e a quebra de simetria parcial que ocorre no modelo SO(3). Além
disso, expomos os principais conceitos sobre a descricao fisica dos sélitons topoldgicos, i. e.,
as definicdes de kinks e vortices, bem como a existéncia do teorema de Derrick. Encerramos o
capitulos, discutindo o formalismo BPS para os kink Z,, bem como o formalismo BPS estendido.

No capitulo III, apresentamos uma discussdo sobre as estruturas topoldgicas bidi-
mensionais. Apds uma breve motivagao, dividimos o capitulo em duas partes. Neste capitulo,
implementamos uma teoria de multi-campos em (1 4+ 1)D submetida a uma teoria ¢° e es-
tudamos o surgimento e as estruturas mais provaveis que essa teoria suporta. Em seguida,
construimos uma teoria bidimensional auto-gravitante e investigamos os aspectos fisicos dos
kinks auto-gravitantes que emergem dessa teoria.

No capitulo IV, estudamos os vértices magnéticos que surgem em teorias nao-
polinomiais e ndo-canOnicas. Nesse caso, essa discussdo nos leva a resultados interessantes
como, por exemplo: a sugestdo de uma forma especifica para as generalizagdes que podem
estender a simetria do modelo'. Além disso, mostramos que podemos ter estruturas descritas por
contribui¢des nido-candnicas tipo cuscuton, sem propriedade BPS?.

No capitulo V, relatamos o surgimento de estruturas topoldgicas com propriedades

BPS no modelo sigma-O(3). Para realizar essa investigacao construimos modelos de multiplos

1
2

Fazemos uma breve discuss@o sobre esse assunto no inicio do respectivo capitulo.
Modelos sem propriedades BPS sao modelos cuja as equagcdes BPS de primeira ordem que ndo obedecem as
equacdes de movimento de Euler-Lagrange
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campos de matéria que se acoplam ao campo eletromagnético de modo ndo-minimo. Fazemos
esses estudos considerando contribui¢cdes candnicas e ndo-candnicas do campo escalar. Além
disso, uma teoria sem interagdo € investigada.

No capitulo VI, mostramos como a existéncia de vortices magnéticos tipo anéis
descrito por campos solitdnicos induzem o surgimento de buracos negros em uma teoria gravita-
cional.

Finalmente, no capitulo VII, realizamos uma breve revisdo dos resultados obtidos na

tese e anunciamos nossas descobertas. Além disso, uma perspectiva futura € exposta.
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2 ASPECTOS TOPOLOGICOS DE TEORIA DE CAMPOS

Neste capitulo, apresentamos uma breve revisao de alguns conceitos que fundamen-
tam a teoria topoldgica de campos cldssicos. Em especifico, expomos os principais conceitos que
definem a quebra espontanea de simetria, os sélitons topoldgicos e o formalismo de Bogomol’nyi-
Prasad-Sommerfield (BPS). Resumidamente, estes trés assuntos irdo fundamentar os modelos e

os resultados obtidos nesta tese.

2.1 A quebra espontanea de simetria

Nessa secdo, apresentamos uma breve revisao sobre a quebra espontanea de simetria.
Ao longo dessa se¢do, discutiremos a quebra espontanea de simetria discreta, a quebra espontanea

de simetria global U(1) e a quebra de simetria parcial do modelo SO(3).
2.1.1 Quebra espontinea de simetria discreta

Vamos considerar o modelo mais simples para discutirmos esse assunto, i. €., 0

campo escalar real com o potencial A¢* [48]. Para esse caso, a densidade Lagrangeana é

_1 2 m2 2 A 4
g—i(au(l)) — -0 (2.1)

Observe que a Lagrangeana (2.1) € invariante sob a transformacao discreta

¢(x) = —9(x). (2.2)

Esta invariancia é uma consequéncia da Lagrangeana s6 possuir contribuicdes de campo de
ordem par.
Naturalmente, estes campos carregam uma energia que, por definicdo, para um

espago-tempo plano de (D + 1)-dimensdes é

E=/T00de:/ [8(85(?)80(])—3} dPx. 2.3)

Assim, construindo a energia do modelo (2.1), obtém-se que

2 A
= /d3 [ (do0)? (8,~¢)2+ %¢2+Z¢4} com A >0. (2.4)
Para investigar o estado de vacuo da teoria, solicitamos que as configuracoes de

campo ¢ (x) sejam estaciondrias e homogéneas no espago. Matematicamente, isto é

do(x,1) =0 (2.5)
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29 ( x,t) = 0. (2.6)

Em outras palavras, ao impor as condi¢des (2.5) e (2.6), estamos exigindo que o estado funda-

mental ndo dependam de x nem de ¢. Assim, deve-se obter

o =¢o (2.7)

onde ¢ € constante. Essa constante ¢y € completamente definida a partir da densidade de energia
potencial da teoria.
Considerando a densidade Lagrangeana (2.1), temos que a densidade de energia

potencial é
m? A
V(9)=59"+79" (2.8)

Analisando a expressdo (2.8), percebemos que a densidade de energia potencial deve
ser analisada para os dois casos: m? > 0 e m?> < 0. Vamos iniciar analisando o potencial para a

condigio m? > 0. Nesse caso, o estado de vdcuo ocorre para ¢ = 0, como mostrado na figura 1.

8,
— mP=0
6l m?=1 A>0
mP=
s
5 4
2,
0"! 1
-2 -1 0 1 2

Figura 1 — Comportamento do potencial V(¢) quando m? > 0.

Observe que para m”> > 0 o estado de vdcuo é invariante sob a transformagio (2.2).
Nesse caso, € dito que o estado fundamental ndo quebra a simetria do modelo. Assim, as
perturbagdes sobre o estado fundamental sdo descritas pelo campo ¢ e a Lagrangeana para essas

perturbacdes coincide com a Lagrangeana original (2.1).
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Enquanto isso, se m> < 0 como ilustrado na figura 2, o campo ¢ = 0 é simétrico sob
a transformacdo ¢ — —¢@, correspondente a0 maximo local do potencial. Entretanto, nesse caso,

€ notdrio a existéncia de dois estados de vacuo que podem ser obtidos pela expressao

dv
0 que nos da
u
=+—. (2.10)
o N
onde, por conveniéncia, assumimos que p> = —m? com u > 0.
A0
S
>
-1t ‘
-2 -1 0 1 2
¢

Figura 2 — Comportamento do potencial V (¢) quando m? < 0.

Note que se “retirarmos” toda a energia disponivel do campo, entdo @y serd um dos
estados fundamentais, digamos ¢ = +¢y. Para transferir o campo de um estado fundamental
para o outro, € preciso adicionar uma energia proporcional ao volume do espago. Deste caso,
para um sistema com um volume espacial grande (2 — o0), temos que escolher um dos estados
fundamentais e considerar as perturbacdes sobre ele [48]. Vamos escolher como o estado

fundamental

u
= 2.11
oo i (2.11)

Claramente, esse estado dado por (2.11) ndo € invariante sob a transformacdo ¢ —
—¢. Assim, dizemos que a simetria € quebrada de forma espontanea.

E importante mencionar que a energia do estado fundamental do modelo serd

1Qu*
Eo=QV(9)lo=p =~ (2.12)



32

onde Q € o volume espacial.
Vamos analisar a “energia total” do modelo com relagdo a energia do estado de
vdcuo. Para isso, é conveniente considerar, ao invés da Lagrangeana (2.1), uma Lagrangeana que

difere daquela por uma constante, 1. e.,

g g R
L= 5 (u9) + 507 J0t (2.13)
a Lagrangeana (2.13) pode ser reescrita como:
2= a2 -2 - g2 2.14
= 5(3u9)? = Z (02— 9. 2.14)

Assim, a densidade de energia potencial do campo é
oo Ay B A, 5,
Vie)="02 2 2 —_Z(e*= 2.15
de modo que
V(9)lo=gy = 0. 2.16)

E importante mencionar que é impossivel observar um campo homogéneo no estado
fundamental diretamente; qualquer observacdo tem a ver com mudangas nas quantidades fisicas
no espago e no tempo. Entretanto, o fato do estado fundamental ndo ser trivial leva a uma série
de consequéncias para as perturbacdes sobre o estado de vacuo [48].

Assumindo uma perturbagdo do tipo y(x) sobre o estado de vicuo ¢ = ¢y, isto &,

¢ (x) = ¢o+ x(x). (2.17)

A Lagrangeana perturbada, i. e., a Lagrangeana para X (x) é obtida por substitui¢do

de (2.17) em (2.13), ou seja,
Zy(x) =Z(¢o+2)- (2.18)
Nesse caso, temos que

Iu(Po+x) =dux (2.19)

e o potencial Vy () é

Vy(x) = =[x —200x)%, (2.20)
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ou seja,
2.2 3, A4
Vy(x) = 2> +vVAauy + g1 (2:21)
Desta maneira, a Lagrangeana perturbada assume a seguinte forma:
1 2 _ 1242 _Vuy? A4

Ly = 5(0u)” — W x" = VA = 71" (222)

Assim, conclui-se que a Lagrangeana nao € invariante sob uma transformacao discreta
xX— —X- (2.23)
Esse resultado poderia ter sido antecipado, uma vez que o estado fundamental ndo € invariante.

2.1.2 Quebra espontinea de simetria global U(1) e os Bosons de Nambu-Goldstone

Considerando o caso mais simples de simetria continua, ou seja, a simetria U(1),

assumimos que

o= \%(an Lity), (2.24)

isto €, ¢ € um campo escalar complexo.

Além disso, adotamos a seguinte Lagrangeana:
L = 0uhug —m*$ —1(¢9)* —co, (2.25)

onde ¢y é uma constante introduzida por conveniéncia e ¢ é o complexo conjugado do campo ¢.

Escrevendo a Lagrangeana (2.25) em termos dos campos reais ¢; € ¢, temos:
1 m? A
Z = Ea,u‘z)iau‘pi — 7¢i¢i - Z(‘Pi‘])i)z — co, com n=1,2. (2.26)

Nesse caso, a Lagrangeana (2.26) é invariante sob a transformacéo global U(1), i. e., a transfor-

macao

¢ (x) = ¢'(x) = %P (x), (2.27)
ou em termos dos campos componentes,

@1 — ¢rcosax— ¢y sina (2.28)
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e
¢ — @rsina + ¢ cos Q. (2.29)
Considerando a definicao de energia (2.3), obtém-se que a energia dos campos é
E= / d’x[009 ¢ + 0;00;0 +V (9,9)], (2.30)
onde
V(,9) =m*$¢ +A($9)* +co. (2.31)

Vamos analisar os casos m? > 0 e m? < 0. Para o primeiro caso, o estado de vacuo
ocorre em ¢ = 0, as excitagdes representam dois campos reais ¢ e ¢, de massa igual com uma
escolha especial da interacdo (q)lz + ¢22)2. Nesse caso, a simetria do modelo ndo € quebrada.

2 = —u? <0, o potencial do modelo V(¢) é descrito por um

Enquanto isso, se m
s6lido de revolugdo, conhecido como chapéu mexicano, como demonstrado na figura 3. Nesse

caso, ressaltamos que

07 + 05
i

07 = (2.32)

0,

Figura 3 — Comportamento do potencial V(¢) [Eq. (2.31)] quando m? < 0 [49].

Assim, percebemos que o modelo possui um conjunto de valores de minimos dado

por:

P
\/57

¢ =e® (2.33)
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com @ determinado pela condi¢do

oo OV
gl =" (2.34)
que nos da
00 = % (2.35)

Escolhemos um dos minimos como o estado fundamental e consideramos as excita-
coes sobre ele.

Chamamos a ateng¢ao para o fato que transi¢des entre diferentes minimos podem ser
concluidas sem aumentar a energia potencial, simplesmente movendo-se ao longo do circulo
dos valores minimos, eles ainda requerem uma energia infinita no limite do volume infinito do
espaco, i. e.  — oo, De fato, lembramos que para um campo homogéneo ¢, o termo cinético da

energia € proporcional ao volume, a saber,
Ecin=Q[9]?, (2.36)

portanto, uma mudanga em todo o espago, como mencionado, requer uma energia infinita.
Vamos, agora, considerar o estado de viacuo do modelo, a saber,

_ %

¢ﬂ,

(2.37)

onde, tomamos, ¢; = ¢p e ¢ = 0.

Nesse caso, considerando pequenas perturbacdes sobre o estado de vicuo do tipo:

¢1(x) = go + 1 (%), (2.38)
¢2(x) = 6(x), (2.39)

observamos que
8ﬂ¢1 = 8,0( e a”(f)z = 8u9. (2.40)

Com a perturbacao (2.38), obtemos que o potencial V € dado por

2

V:_N_[<¢+ 2, 2 & 2 922 !
5 190 +2)"+ 67+ 2 [(9o+ )"+ 07"+

U

) (2.41)

onde a constante adicional da expressao (2.41) é escolhida para que o valor de estado de vacuo

seja nulo.
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Analisando a ordem quadrética dos campos x e 6, obtemos que
V =y’ (2.42)

observe que ndo existe termos do tipo x6 ou 6% no potencial. Isso é visto claramente na
ilustragdo da figura 3. Os termos quadrdticos em ) e 0 no potencial s@o a curvatura do potencial
ao longo da direcdo ¢; e ¢». Aqui € interessante mencionar que a curvatura do potencial ao
longo da dire¢éo ¢ é nula, uma vez que assumimos ¢ = ¢y e ¢ = 0, devido a simetria U (1) do
modelo.

A Lagrangeana quadratica € dada por

1

Z=3

1
(Aux)*+ 5(8”6)2 — w2yt (2.43)

Claramente, o campo j tem massa v/241, enquanto isso o campo 6 nio possui massa.
E interessante enfatizar que o modos sem massa estd diretamente relacionada a presenca da
simetria U (1) no Lagrangeano e a natureza ndo-simétrica do estado fundamental. O campo sem
massa 6 € conhecido como campo de Nambu-Goldstone e a particula correspondente € o bdsons
de Nambu-Goldstone.

Ressaltamos que se a Lagrangeana é simétrica sob as transformacoes (2.27), o
potencial ndo contém o campo (x), ou seja, o campo ¢ (x) ird aparecer na Lagrangeana através
da derivada dj, &(x). A auséncia de um termo do tipo @*(x) na Lagrangeana significa que o(x) ¢
um campo sem massa.

Com isso em mente, conclui-se que o modelo com simetria U(1), a quebra esponta-
nea da simetria global continua nos leva a ocorréncia de perturbacdes sem massa chamadas de

modos de Nambu-Goldstone.
2.1.3 Quebra de simetria parcial no modelo SO(3)

A simetria global da Lagrangeana pode ser quebrada parcialmente. Um exemplo
comum da quebra parcial de simetria surge no modelo com trés campos reais, a saber,
4
2 M

i com =123, (2.44)

1 i i#zii;tii
L = 509"+ 00"~ 2 (90")

onde o pardmetro u? > 0.
Observe que a Lagrangeana (2.44) possui uma simetria SO(3), i. e., uma simetria

de rotac@o em trés-dimensdes no espaco interno dos campos. A densidade de energia potencial
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associada a Lagrangeana (2.44) tem um minimo de energia em
9’0" = 95, (2.45)
onde

0o = - (2.46)

v
Sabemos que o conjunto de todos os possiveis estados fundamentais do modelo é
descrito por uma esfera bidimensional no espacgo interno dos campos com o raio ¢y. Para o
estado de vacuo, temos a liberdade de escolher qualquer ponto da esfera. Com isso em mente,

escolhemos a configuracao:
o' =0, > =0 e 0> = ¢o. (2.47)
Perceba que essa escolha nos dd um vetor de vacuo
9o = (0,0, ¢0) (2.48)

que ndo quebra a simetria completamente. De fato, existe um subgrupo ndo trivial do grupo

SO(3), sob o qual o vetor vacuo € invariante, i. e.,
090 = ¢, (2.49)

Esse subgrupo é conhecido como grupo SO(2) de rotagdes no espago dos campos

sob a terceira componente, i. €.,

o' — ¢'cosa—¢’sine, (2.50)
0> — ¢'sino+ ¢%cosa, (2.51)
0> — ¢°. (2.52)

Se voltarmos novamente a Lagrangeana (2.44), observamos claramente que a La-
grangeana para perturbacdes sobre o vicuo cldssico escolhido serd invariante neste grupo SO(2).
De forma andloga ao caso anterior, discutiremos quais pertubagdes sao modos de

Nambu-Goldstone sem massa no modelo SO(3). Para isto, introduzimos as perturbacdes:
9'(x) =6'(x),
9°(x) = 62(x), (2.53)
0°(x) = G+ £ (x).
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Com as perturbagdes (2.53), a Lagrangeana perturbada assume a forma:

2 -1 0,001 13,02+ Lo+ 10"+ 092+ (go+ 1)
7 \ou 7 \ou p\ouX) T o T

u?

e (2.54)

R0+ (024 (w2

Observe que a Lagrangeana (2.54) é invariante sob as rotacdes SO(2) dos campos 6
e 62, uma vez que contém apenas combinagdes do tipo (6')% + (62)2. Claramente, a equacio
(2.54) ndo tem a simetria SO(3) completa.

Novamente, consideramos pequenas perturbagdes sobre os vicuos da teoria, 1Sso nos

da os termos quadraticos da Lagrangeana, a saber,
1 1 1
LD = (040" + 5(9u6)* + 5 (Fux)” — 1. (2.55)

Da Lagrangeana (2.55) observamos que 0! e 82 sdo campos de Nambu-Goldstone
sem massa. De fato, a argumentacdo acima que deve haver dois modos Nambu-Goldstone reais
torna-se claro quando notamos que dos trés geradores do grupo SO(3), um gerador aniquila o

vacuo ¢(© = (0,0, ¢p), i. e.,
4,00 =0, (2.56)

esse € o gerador do subgrupo SO(2).

Note que a expressao (2.56) € andloga a equacdo (2.49), para @ sendo
o =1+et, (2.57)

com o parametro € < 1. Aqui € interessante mencionar que os outros dois geradores nao

aniquilam o vacuo do modelo. Dessa maneira, construimos dois vetores dados por:

(0 (2.58)
ity =19, (2.59)

onde #1 7 sdo os geradores. E importante mencionar também que os vetores 7| € 7ip sdo line-
armente independente. Além disso, se assumimos que 0! e 62 sdo pequenos, entio o vetor ¢

é

¢ =069 +8'% + 8%, (2.60)
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i. e., , na vizinhanca de 6 (), ¢ um vacuo cldssico da teoria, e de fato,
0=(1+6"1+6%)9" = wp® 2.61)
Para as primeiras ordens nio triviais em ' e 82, temos que
V($)=Vv (), (2.62)
ou seja,

V(6 +6'7 +6%i,) =0. (2.63)

Desde que 6 () ¢ um ponto de minimo do potencial, entdo a primeira ordem dita ser
ndo-trivial € a ordem quadrética. Dessa maneira, para desvios do vicuo gi; () na forma da equacao
(2.60) a parte quadratica do potencial ndo possui contribuiciio de ¢! e ¢, i. e., os campos ¢! e
¢? sdo campos sem massa.

Lembramos que para o grupo SO(3) o gerador tem a seguinte forma:

(ta)bc = Eabcs (264)

entdo, para a escolha do vacuo cldssico, temos que:
90 = 5¢, (2.65)
disto temos que o gerador #3 €
(13)5c9' ) = £3,,6% ¢ = 0. (2.66)

Enquanto isso, os geradores que quebram a simetria sdo #; e ;. Com isso, 0s vetores

(2.58) e (2.59) sdo dados por:

= (1) a9V’ = €158 ¢ = 5 ¢ (2.67)

0)b b3 1
ns = (1) ap$ Y’ = £24,0" = — 5" ¢y. (2.68)
Portanto, o campo com pertubacio sem massa tem a seguinte forma:

9 (x) = (—67(x)¢o, 6" (x) o, 90) (2.69)
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Comparando (2.69) com (2.53) em ) = 0, obtemos uma relagdo entre os campos

612 e 612, a saber,

0! = —62¢, (2.70)
0% = 6'¢y. (2.71)
A construcao aqui descrita generaliza o caso de um grupo global compacto arbitrario e uma

representacdo unitdria arbitraria de campos escalares. Esta generalizagcdo é chamada de teorema

de Goldstone.

2.2 Solitons Topolégicos

Os solitons s@o solugdes ou estruturas nao-perturbativas e fruto de uma equacgao
diferencial ndo-linear. No contexto, de teoria de campos essas estruturas possuem configuragoes
localizadas de energia estaveis. Ao longo desta secdo discutiremos as estruturas topoldgicas mais
simples, i. e., o kink!. Em seguida, apresentamos o teorema de auséncia de sélitons e definimos

as estruturas de vortices.
2.2.1 Kink

Uma estrutura topoldgica particularmente simples, o kink, surge em uma teoria

descrita por um campo escalar real em (1 + 1)D. Nesse caso, a acdo do modelo é

S:/dzx B(awp)z—vap)} com v=0,1. (2.72)

Para investigar os kinks do modelo € necessdrio que a quebra espontanea de simetria

ocorra na nossa teoria. Assim, adotamos uma interacao tipo 7L¢4, 1. €.,

I I PR
V(9) =707+ 0%+ o 2.73)
ou seja,
Ao 212
v(9) =07V, (2.74)

com Vv = i/VA.

1

O kink ndo é um séliton propriamente dito uma vez que na interacdo kink-kink ou kink-antikink ndo preserva a
forma da estrutura apds a colisdo.
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A acdo (2.72) é invariante sobre uma transformacio ¢ — —¢ e a simetria do modelo

€ quebrada espontaneamente uma vez que os vacuos cldssicos sao
o) = tv. (2.75)

Mais detalhes sobre esta quebra espontanea de simetria pode ser verificada na se¢do 2.1.1.
Aqui € importante mencionar que o kink é uma solucdo estdtica da equacdo de
campo @ (x). Essa estrutura é conhecida por interpolar entre o vicuo ¢ = —v e ¢ = +Vv, uma
vez que —oo < x < oo,
Demonstraremos que essas solucdes ( kink e antikink) surgem naturalmente em
nossa teoria. Para alcangar nosso propdsito, aplicamos o principio de minima ac¢ao. Assim,

temos que as equacdo de movimento do modelo é

" P +1¢(¢* —v?) = 0. (2.76)

Para investigar as solugdes de campo estdtico, assumimos que dy¢ = 0. Dessa

maneira, a equacao de movimento € descrita por

d*¢ 22
7 —AP(0"—v7) =0, 2.77)

Multiplicando ambos os lados da equagdo (2.77) por ¢’(x), i. €.,

d*¢ d¢ 2 2,49
0 que nos da
dTLdON A ] -
dx{Z(dx) —4((]) —v)° | =0. (2.79)

Analisando a equacdo (2.79), observamos que a quantidade entre parénteses € cons-

tante com relac@o a x. Dessa maneira, observamos que os campos estdticos devem obedecer a

do _ \/Z 2 2
L x50V, (2.80)

Investigando a expressdo (2.80), encontramos as configuracdes de campo estatico do

seguinte equagao:

modelo sdo:

¢ (x) = £vtanh { (x—xo)l , (2.81)

SI=
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1w S~ )
— =1 — k=1
0.5 2 1 0.5- =2
p:
—_~ u=4 —~
g 0.0 g 0.0r
-0.5} 1 -0.5¢
-1.0f° : : . . . ] -1.07
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X
(a) (b)

Figura 4 — Configuragdes estaticas dos campos quando v =1 e xo = 1. (a) Solugdes kink, (b)
Solugdes antikink.

onde xy é uma constante de integracio. E importante mencionar que a solugdo (2.81) com o
sinal positivo € conhecida como solu¢ao kink, enquanto isso, a solugdo com o sinal negativo
€ chamada de antikink. Na figura 4, exibimos o comportamento das configuragdes de campo
estético.

Agora, € necessario investigar a energia associada as configuracdes de campo estatico

(2.81). Para isto, construimos o tensor energia-momentum do modelo, a saber,
1 A
T+, =8“¢>8v¢>—5(8u¢)23“v+2(¢2—v2)25“v. (2.82)

Usando a definicdo apresentada na equagdo (2.3), obtém-se

= [1(/do\*> A
E:/_w dx [5 (d—i> +Z(¢2—v2)2]. (2.83)

Essa € a equacdo que descreve a energia do campo escalar real estatico.

Substituindo as solugdes estaticas (2.81) na expressao da energia (2.83), chega-se a

i 4| H
E_T/oo dxsech {ﬁ(x—xo)}
V2’

E==3"73

(2.84)

E vélido observar que a energia da teoria ¢ a mesma para ambas as solugdes. Anali-

sando a expressao (2.84), notamos que a densidade de energia, a saber,

& =" secnt [i(x—xo)l , (2.85)

2 V2
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concentra-se em uma regiio de largura ~ u~! centrada em x(. Fora dessa regido o campo é
indistinguivel daquele no vicuo, embora tenhamos dois estados de vdcuo diferente na teoria. Na

figura 5 mostramos o comportamento da densidade de energia do kink e do antikink.

200
— p=1.0
1.5¢ p=1.5
u=2.0
X
o 10

0.5¢ /\
~—

// S~

0.0, ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ =
-3 -2 -1 0 1 2 3
X
Figura 5 — Densidade de energia do kink e do antikink quando v =1 e xo = 0.

Aqui € interessante mencionar que o resultado apresentado na equacgado (2.84) é
conhecido como massa do kink. Em outras palavras, a energia estitica do kink pode ser

identificada com a massa dessa excitagcdo cldssica do campo semelhante a uma particula, i. e.,
Myjnky = ——=— = smv~, (2.86)

com m = /2.

Para finalizar essa discussdo, note que as solugdes (2.81) nao sdo invariantes sob
uma translacdo espacial e sob as transformacdes de Lorentz. Entretanto, essas transformacdes
devem levar uma solucdo das equagdes de campo para outra solucdo. Dessa maneira, aplicando

essas transformacdes, obtemos a solugdo de kinks (ou antikinks) movendo-se, 1. €.,

R M (x—x0) —ut
0 (x o,t)—ﬂtanh{ﬂ—m ] (2.87)

E vélido ressaltar que o parametro u representa a velocidade do soliton, xq € a posicao inicial do

centro do kink.
2.2.2 O teorema de Derrick

Em geral, para uma série de modelos em (d + 1)-dimensdes com d > 1, é possivel

mostrar que nao existe solu¢des de campo estaticos nao-triviais, 1. €., ndo existe configuracoes
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de campo com energia ndo-nula. Em geral, para realizar essa demonstracao € aplicado alguns
argumento de escala proveniente do conhecido trabalho de Derrick [102].

Para iniciar nossa discussdo, consideramos inicialmente uma teoria de n campos
escalares ¢* com k = 1,2,...,n, em (d 4 1)—dimensdes. Agora, consideramos uma Lagrangeana

geral escrita na forma

2= T 5(9)0u079:0" ~V(9), (2.88)

onde .Z () e V(¢) sao fungdes dos campos escalares ¢*.
Considerando que ¢6{ (x) € uma solucdo cldssica do campo com energia finita e um

extremo do funcional
1 .
Elg) = [ ax {E%kwmwa@k +V(9)| (2.89)

devemos assumir que para todo ¢, a matriz .% j(¢), é definida por uma matriz quadratica positiva
definita. Assim, todos os autovalores dessa matriz sdo positivos para todo campo ¢, de modo

que,
F k09! ip* > 0, (2.90)

onde a igualdade é vdlida apenas para campos que ndo dependem de x. Supomos que V(¢) é
limitado por baixo, i. e., existe um valor de corte da energia minima do modelo. Dessa maneira,

€ possivel ajustar o nivel de energia minima de modo que o valor de V minimo seja nulo, i. e.,
V(o) =o. (2.91)
Nesse caso, tem-se que
V(¢)>0. (2.92)

E importante mencionar que a igualdade é valida apenas para o vicuo classico. Nesse caso, 0
vacuo cléssico, ¢ um campo homogéneo que possui um minimo absoluto e terd energia zero.
Enquanto isso, qualquer outra configuracao de campos terd energia positiva [48].

Se ¢3f (x) é uma solugdo estatica do campo com energia finita, entdo o funcional de
energia deve ser um extremo em ¢/ = q)cj com respeito a quaisquer variagcdes do campo que

desaparecem no infinito espacial. Consideremos uma configura¢do de campo do tipo:

3. (x) = 9 (A%), (2.93)
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com A sendo um pardmetro pequeno. Desse modo, se A é pequeno, temos que a diferenca:

93 (X) — 0c(x) = dc(AX) — O (x) (2.94)

€ uma pequena variacao do campo ¢. Observe que no infinito espacial devemos ter

lim (9 (%) — 9 (x)] =0, (2.95)

[X| o0
uma vez que ¢.(x) tende a uma constante no infinito espacial.

E notério que o funcional de energia
E(4) = E(92(x)) (2.96)

deve ter um minimo quando A =1, i. e.,

dE

7 =0. (2.97)

A=1

Entretanto, pode-se verificar que em vdarios casos a afirmacao acima ndo se sustenta.
Nesse momento, analisamos a energia da configuracdo de campo (2.93), cuja a

energia €

E= [ ats |5 7000 (50000 ) (5080 ) 4+v0. 0] 9w)

Tomando a mudanga de varidvel, y — Ax, tem-se
—d a |l 2 9 j d i
E@) =27 [ d'y |5 70(00)- 22 550/ ) (55050 ) +Vio) | @99)

onde, sem perder a generalidade, podemos escrever

EA)=A2"T+A71, (2.100)
com
r=2 [ ayZu(003000f (2.101)
e
1= / dxV(¢.). (2.102)

Observe que as quantidade I' e IT sdo dependentes das configuragdes de campo ¢3f .

Lembrando das condicdes (2.90) e (2.92), notamos que

>0 e I1> 0. (2.103)



46

Como I e IT ndo dependem do pardmetro A, podemos investigar a condi¢do de extremidade
do funcional E(A). Para isto, calculamos a derivada da energia em relacdo ao parimetro A e

igualamos a zero, o que nos da

dE

= =0=[2-dA T —ar"FI1I)), o =0
d 5=

(2—d)—dll=0. (2.104)

A condig¢do (2.104) juntamente com as condi¢des (2.90) e (2.92) restringe a existéncia
de solugdes cldssicas em teorias escalares. Dessa maneira, a partir desse ponto, discutiremos
algumas dessas restricdes de existéncias de solucdes cldssicas em teorias escalares.

Para iniciar nossa analise, iniciamos considerando o caso d > 2. Nesse caso, obser-

vamos que a condicdo (2.104) so6 € satisfeita, se € somente se,
I'=I1=0. (2.105)

Da expressdo (2.105) € notdrio que 854)3 =0e ¢J € o minimo absoluto do potencial
V(¢), ou seja, a Gnica solugdo é o vacuo cldssico para o caso d > 2.
Uma segunda restri¢ao surge ao analisarmos o caso d = 2 na equacdo (2.104). Nesse

caso, temos que
I1=0. (2.106)

Da restri¢do (2.106) notamos que se o potencial V (¢) ndo é trivial, entdo esta condi-
¢ao também significa que a Unica solucao estatica é o vacuo cldssico. No entanto, ressaltamos
que a unica classe de modelos escalares em (2 + 1)-dimensdes onde a existéncia de solugdes

classicas ndo-triviais € possivel € quando
V(g)=0 V o, (2.107)

ou seja, nao hd nenhum termo potencial na Lagrangeana. Neste caso, o termo cinético deve ter
uma estrutura mais complicada. E importante mencionar que essa situagio ocorre no modelo
sigma-O(N).

Finalmente, uma terceira restri¢cao surge no caso que d = 1. Nessa condi¢d@o, temos

que

=TI, (2.108)
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0 que ndo impde restricdes a escolha do modelo.

Ressaltamos que a razdo fisica para a auséncia de sélitons estdticos em teorias
escalares de dimensdo (d+ 1) comd > 2,ed =2 com V(¢) = 0, é devido ao fato de que se
¢/(x) é alguma configuragio de campo escalar, entiio, conforme é visto em (2.104), a energia
da configuracdo de campo adjacente ¢/(Ax) é menor que a energia do campo original em
A > 1. A configuragio ¢/(Ax) difere em tamanho de ¢/(x): se r é o tamanho caracteristico da
configuragio ¢/(x), entdo o tamanho caracteristico ¢/(Ax) é A ~r, isto &, ele é um fator A !
menor quando A > 1. Em outras palavras, é energeticamente favordvel que uma configuracgdo de
campo semelhante a uma particula se reduza de forma ilimitada.

Aqui € valido mencionar que essas restricdes podem ser contornadas nas teorias
escalares com d > 2, um artificio bastante utilizado para contornar o problemas, é apenas
adicionar termos com derivadas de altas ordens ao Lagrangiano, modificando a relacdo (2.104)
[17,49].

De forma mais geral, podemos considerar uma teoria escalar acoplada a um campo

de calibre, 1. €.,

1 _
&= ngTrFﬁquDﬂ)Dﬂ)—V(d)), (2.109)
onde a derivada covariante é
D¢ =0u0+T(Au)9, (2.110)
€ o tensor Fyy €

Nesse caso, por argumentacao similar, temos a seguinte condicao:

(4—d)H+(2—d)['—dIl =0, (2.112)
onde
_ L 0y pl©)
i [ty R )|, @.113)
r— [ d%(0,9)(Dy0.) (2.114)
c

H:/ddyv(qbc). (2.115)
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Com uma anélise semelhante ao caso anterior, observamos que a condi¢do (2.112)
€ muito mais fraca do que (2.104). No caso de uma teoria escalar acoplada a um campo de
gauge, como o modelo apresentado na Lagrangeana (2.109), ndo existe proibi¢ao da existéncia

de solugdes cldssicas ndo-triviais parad =2 e d = 3.
2.2.3 Osvortices

Os vortices sdo as estruturas mais simples que surgem em uma teoria de calibre
acoplada a uma teoria escalar [44, 88]. De forma geral, essas estruturas surgem em um modelo
com campo de calibre U (1) e com mecanismo de Higgs no espago-tempo tridimensional. De
modo geral, o modelo contém um campo de calibre com componente A, (x) e um campo escalar

complexo ¢ (x), transformando-se sob as transformagdes de calibre:

¢ (x) — W (x) (2.116)

Au(x) = Ay (x) +é8ua(x) 2.117)

onde os indices v,u =0,1,2.

O modelo mais simples para o estudo dos vértices € descrito pela Lagrangeana:

X:WD“QS—%F“VF”V—V((])), (2.118)
onde, por defini¢ao,
Fuv = duAy — dyAy (2.119)
e a derivada covariante é
Dy =0y —ieAyd. (2.120)

E interessante mencionar que o potencial V (¢) é escolhido de maneira a satisfazer o

mecanismo de Higgs. Dessa maneira, admitimos que

V(9) = 1259 + 2 (30) + w (2.121)
H 2 24 ‘
ou de forma simplificada:
V() = %(M V2 com v= % (2.122)
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E vilido mencionar que o estado fundamental (ou estado de vacuo) do modelo pode ser escolhido,
convenientemente, de formaque Ay =0e ¢ = v.

Investigamos agora as configuragdes de campo desta teoria. Para isto, consideramos
todas as configuragdes de campo ndo singulares possiveis que ndo dependem do tempo no calibre
Ap = 0. Para as nossas configuracoes, exigiremos que a energia do campo seja finita. Com isto,

obtemos que para as configuracdes nas quais estamos interessados o funcional de energia assume

a forma
- 1 .
E =/ [(Di¢)(Di¢)+ZE,-F”+V(¢) d*x. (2.123)
Sabemos que uma condicao necessdria, porém nao suficiente, para a energia ser finita
é
lim V(¢) — 0, (2.124)
|x|—reo
ie.,
|¢| - v para |x| — 0. (2.125)

Para investigar as solucdes de vortices € necessdrio realizarmos um mapeamento dos
campos. Para construir este mapeamento consideramos um grande circulo de raio R com centro
na origem. Para R suficientemente grande, o médulo do campo neste circulo € igual a v. A fase
do campo ¢ pode depender do angulo polar 8 no espaco bidimensional. Assim, nosso circulo,

assume a forma:
¢ =e Oy, (2.126)

A funcdo (2.126) define um mapeamento do circulo de raio R no espago para um circulo de raio
V no plano complexo de ¢. O mapeamento do circulo em um circulo pode ser caracterizado
por um inteiro n = 0,+1,£2, ..., que € conhecido como nimero de enrolamento (ou do inglés,
“winding number”). Em geral, esse mapeamento pode ser ilustrado da seguinte maneira: considere
um anel de borracha e coloque-o em um aro rigido. A maneira de fazer isso que corresponde a
n = 0, é contrair todo o anel em um unico ponto do arco, ou posicionar o anel conforme mostrado
na figura 6(a). O mapeamento com vorticidade n = 41 é o mapeamento mostrado na figura 6(b).
Enquanto isso, o mapeamento com n = 2 € obtido transformando o anel de borracha em uma

figura “oito” (i. e., tipo uma fita de Mobius), dobrando-o conforme mostrado na figura 6(c) e, em
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seguida, colocando-o no aro. Na forma analitica, os mapeamentos para n diferentes podem ser

escolhidos, e. g.,
= ~
~
Y
\
\ i
]
I '
! \
7/
r
rd

a b c
Figura 6 — Mapeamento do campo ¢ [49].

¢ =e"v. (2.127)

Ressaltamos que, a fase do campo ¢ ndo € invariante de calibre. No entanto, o

[T . 9% £ : ~ : =
winding number” € invariante sob transformacdes de calibre que sdo suaves em todo o espaco.
Notamos que a equagdo (2.127) esgota todas as possibilidades de campos assintoticos
possiveis. Para ver isso, notamos, em primeiro lugar, que o “winding number” pode ser escrito

de forma explicita como

1 _ ;
=— d;0 dx' 2.128
" i 7{ P dx ( )
onde a integral é obtida sob o circulo da ilustragio anterior. Se ¢ = '/ (®)y, entdo
1
n=5_[f(2m) - f(0)]. (2.129)

Portanto, dois campos com o mesmo "winding number” diferem assintoticamente

por um fator de fase, i. €., se assintoticamente temos dois campos:
01 (x) = 1Oy, (x) = 20y (2.130)
onde f1(27) — f1(0) = f2(27) — £2(0), entdo

o1(x) =W (x)  com  fu=fH—fi (2.131)
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Com isto, obtemos claramente que

f21(27) — f21(0) = 0. (2.132)

Uma vez que f»1 € uma fungdo de 0, € possivel construir uma funcao de calibre

suave
o(r,0) = g(r)f21(6), (2.133)
onde g(r) é alguma funcdo arbitraria que obedece as condigdes:
g(r—0)=0 e glroe)=1. (2.134)
Ap06s as transformagdes de calibre com a funcdo (2.133), o campo ¢ assume a forma

01 (x) = 0 gy (x), (2.135)

ressaltamos que @; t€m o mesmo comportamento assintotico de ¢,. Observe que usando trans-
formacdes de calibre que sao suaves em todo o espago, pode-se conseguir que, assintoticamente,
os campos tenham uma forma fixa para cada setor, i. e., para cada n.

Investigamos as estruturas topoldgicas do modelo com vorticidade n =1, 1. e.,
¢ =ev. (2.136)

Ressaltamos que para obtermos as configuracdes de campo com energia finita, a derivada
covariante deve diminuir mais rapidamente que o fator 1/r, caso contrdrio, a contribui¢éo do
termo cinético no funcional da energia do modelo ird divergir no limite assintético. E valido,

ainda, ressaltar que derivada convencional ndo possui esta propriedade, uma vez que
0., o 1
a,'(}) =¢ Vlal'e = Ve <— —S[jmj) (2.137)
r

comm; = Xx; /r, ou seja, um vetor unitdrio na dire¢do x.
Essa diminuicdo lenta na derivada convencional precisa ser compensada pelo campo

de calibre A;. Dessa maneira, adota-se

1
A= ——&;jm;. (2138)
er

Para esse comportamento do campo de calibre, o tensor F;; decresce mais rapidamente, isto €,
com o fator de 1/ r2. Além do mais, considerando A; pode-se adotar a escolha Ag = 0. Isto é

possivel porque recuperamos um calibre em que a lei de Gauss € satisfeita.
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Para encontrar um ansatz correspondente para o nosso modelo, notamos que as
equacdes assintoticas (2.136) e (2.138) sdo invariantes sob rotacdes espaciais, € complementada

por uma transformacdo de fase global do campo ¢, ou seja,
0(0)=e"%p(60+ ). (2.139)

Assim, conclui-se que as formas mais gerais para os campos escalares e de calibres invariantes

sob a rotacdo (2.139) sdo:

0(r,0) =vf(r)e® (2.140)

1
Ai(r,0) = —;Sijmja(r) +m;b(r). (2.141)

onde f(r), a(r) e b(r) sdo fungdes arbitrarias de r.
E interessante chamar a atencdo do leitor para o fato que a contribuicio de b(r) é um

calibre puro, ou seja,
m;B(r) = 8,~/ b(r)dr, (2.142)

portanto, sem perder a generalidade, podemos definir b(r) = 0. Dessa forma, assumiremos 0s

ansdtze:
0(r,0) =vf(r)e® (2.143)
e
1
Ai(l’, 9) = —e—re,-jmja(r). (2.144)

Por substitui¢cdo direta dos ansdtze na Lagrangeana (2.118), estudamos as equacoes

de movimento do modelo, o que nos leva a

d (1da 2 o f? _
_5(75) —2evi(1-a)=0 (14
€
d(df 2 o002 f 2 _
——dr(r—dr)Jr)Lv rf(fF =1+ (1-a)* =0, (2.146)

de modo que, adotamos, por conveniéncia, 0s seguintes comportamentos assintoticos:

f(r—=0)—=0;, f(r—w)—1; a(r—0)—0; a(r—o)—1. (2.147)
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Ressaltamos que € impossivel encontrar uma solucdo explicita para as equacgdes de
f(r) e a(r) mesmo assumindo as condi¢des topoldgicas (2.147). Entretanto, as solucdes de f(r)
e a(r) podem ser investigadas através de algum método numérico.

Apesar de ndo ser possivel encontrar as solu¢des analiticas das equagdes de campos,
podemos nos convencer de suas existéncias analisando as configuracdes assintdticas dos campos.
Analisemos as solugdes assintoticas quando r — oo associadas as equagdes de movimento. Para
fazer isso, adotamos a mudanca de varidvel 1 —a(r) = &(r) e 1 — f(r) = x(r). Neste caso, a

equagdo (2.145) é reduzida a

d (1dE .

com my = eV. Portanto, esta equacdo possui uma familia de solu¢des de um parametro tendendo

a zero conforme r — oo, i. €.,

E(r) =Ca\re ™", (2.149)

onde C, € uma constante arbitraria.

Enquanto isso, a equagdo (2.146), no limite de » — oo toma a seguinte forma:

1d [ dy

2
(L) - = 2.1
o (r P ) myx =0, (2.150)

de modo que, obtemos a seguinte familia de solu¢des decrescente conforme r — oo:
e MH"
x(r) :CfT, (2.151)
com Cy uma constante arbitraria.
Analogamente, para o caso que r — 0, obtemos que os campos tendem as seguintes

familias de solugdes, a saber,

f(r)=apr+Ber + .., (2.152)
a(r) = otgr?® + Bar* + ..., (2.153)
com
my 5
Bo=—3"05, (2.154)
m? 1
Br= —1—gaf— g daCty- (2.155)

Portanto, a segunda familia de solug¢des € caracterizada pelos pardmetros ot € Q.
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As solucdes das equagdes de movimento na qual estamos interessados satisfazem
ambas as condi¢des (2.149,2.150 - 2.153), ou seja, deve pertencer a primeira e a segunda familia
de solucdes. Em outras palavras, alguma solucao da primeira familia, caracterizada por certos
valores C, € Cy, deve ser combinadas com uma solugdo da segunda familia para alguns o e .
A condicao para a combinagdo das duas solu¢des em algum ponto do espacgo r; € a igualdade
das fungdes f(r;) e a(r;) e suas derivadas f’(r;) e @’(r;) naquele ponto. Este requisito fornece
quatro equagdes algébricas para os quatro parAmetros desconhecidos. E evidente que tal sistema
geralmente tem uma solu¢do, ou um conjunto discreto de solucdes, e este € um forte argumento

que apoia a existéncia de solugdes de vortice do modelo.

2.3 O formalismo de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS)

Nessa se¢do, discutiremos os fundamentos do formalismo de Bogomol’nyi-Prasad-
Sommerfield. Esse formalismo € particularmente til no estudo de estruturas topoldgicas por nos
fornecer conjuntos de equacgdes auto-duais que, geralmente, ¢ mais facil de manusear. Nessa
secdo, iremos descrever este formalismo para as estruturas topoldgicas que emergem de teorias

bidimensionais e tridimensionais com propriedade BPS.
2.3.1 O formalismo BPS para o kink Z;

Para discutir o formalismo BPS, consideramos o caso mais simples de uma acao

bidimensional, a saber,

S— /dz{ (940)? (¢)]. (2.156)

Em vez de resolver diretamente as equacdes do movimento associada a acdo (2.156),
podemos obter as equacdes de movimento de ordem reduzida pelo método proposto por Bogo-
mol’nyi [103], Prasad e Sommerfield [104]. Basicamente, o formalismo BPS consiste em obter
equacdes diferenciais de primeira ordem, manipulando o funcional de energia em uma “forma
de quadrado inteiro”.

Para analisar a propriedade BPS da teoria, investigamos a energia (2.3) do campo ¢.

Por defini¢do, a energia do campo ¢ associada a Lagrangeana (2.156) é

B 1/90\> 1/9¢\>
E_/dx |:§(§> +§<$> +V(¢)} (2157)
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Por conveniéncia, escreve-se o funcional de energia (2.157) como

B 1/99\> 1/d¢ 2 90

ou seja,
2 2 (4e°)
E:/dx B (%—‘f) +%(g—ﬁ¢\/2v(¢)) ]i/qji) V2V (9)do'. (2.159)

Portanto, para valores fixos de ¢ em +oo, a energia € minimizada se

10
5 =0 (2.160)
€
1o
S =EV2V(9). (2.161)

As equagdes (2.160) e (2.161) sao chamadas de equacao BPS. A primeira vantagem ao tratar
modelos com propriedades BPS é que a ordem equagdo de movimento (2.161) € reduzida.
E importante mencionar que se as equacdes (2.160) e (2.161) sdo satisfeitas no limite

de saturacdo da energia. Nesse cendrio, a energia minima do campo ¢ €

0(+)
Emm:j:/( V(@) (2.162)
¢ —o0

onde o sinal positivo descreve a energia do kink. Enquanto isto, o sinal negativo descreve a
energia das configuracdo antikink. E importante mencionar que no limite de minima energia a
energia BPS coincide com as carga topoldgica da teoria.

A energia (2.162) é também chamada de energia BPS. Essa energia (2.162) s6 pode
ser minimizada se existir uma solu¢do para a equacdo (2.161) com as condi¢des de contorno
corretas.

Nesse momento, podemos considerar o modelo A¢*. Neste caso, a interacio V(¢) é

V(o) =2 (o2 2,163

Considerando o regime estaciondrio, as equagdes BPS sdo reduzidas a

a9

A 2 2\
x50 -v) =0 (2.164)

Observe que a expressao (2.164) € idéntica a expressao (2.80). Portanto, comparando com o

resultado encontrado na se¢do 2.2.1, conclui-se que as solugdes da equacao (2.164) sdo:

0(x) = £vtanh [%(x—xo)l . (2.165)
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Substituindo (2.165) em (2.163) e lembrando que a energia BPS € dada por (2.162),

obtemos

22 u’
Epps = T% (2.166)

ou seja, concluimos que a energia do kink e antikink correspondem as energias minimas do

modelo.
2.3.2 O formalismo BPS estendido

De forma geral, o formalismo BPS pode ser estendido para incluir uma classe ampla
de sistemas. Para analisar a extensdo do formalismo BPS, consideramos o funcional de energia

para um campo escalar complexo, i. e.,
E= / dX[Tr|9 D + Tr| D + V (D, B)] 2.167)
E= / AX[0B a3y Do+ 9B DBy +V (@, ). (2.168)

Seguindo a ideia apresentada na secdo (2.3.1), estamos interessados em escrever a

densidade de energia na forma quadrada inteira, para isto escrevemos
E= / dx{Tr[|0;®|* + |0 F U (P)|> £ (. @'U) + (U9, ®)]}, (2.169)
onde estamos nos restringindo a solugdes estaticas e U € tal que
Tr(U'U) =V (P, D). (2.170)

Examinando o funcional (2.169), percebemos que a energia € minimizada se

P =0 (2.171)
€
Tr| 0@ FU(®,D)|> =0, (2.172)
que nos da
P FU(P, D) =0. (2.173)

Portanto, no limite de saturag@o da energia, obtém-se

E=+ / dxTr(d,®'U 4+ U9, ®). (2.174)
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E interessante destacar que existe um outro caso especial, o caso “supersimétrico”,
onde a integral de energia pode ser realizada explicitamente. Assim, se U for uma derivada total

de uma funcdo W, teremos:

—  IW
U = % (2.175)

onde W = W (®,®) é um superpotencial. Dessa forma, a energia minima do modelo é descrita
por

Foo oW oW
_ T T
E=+ der(&x % + d, P 5 )

—o0

E =4 [W(®(+00)) — W(D(—o0))]. (2.176)

Assim € possivel observar que o formalismo de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS) nos
permite obter equagdes de movimento de primeira ordem, desde que a interag@o (ou potencial)
possa ser escrito também como Tr(UU). O método BPS também fornece uma expressio
explicita para a energia do kink se o potencial for dado em termos de um superpotencial W como

2

dw
) (2.177)

P)=T
V(@) =Tr|—=

Para mais detalhes sobre abordagem BPS, consulte as referéncias [10, 17, 49].



58

3 ESTRUTURAS TOPOLOGICAS BIDIMENSIONAIS

As estruturas topoldgicas que aparecem nos modelos bidimensionais sdo fisicamente
relevantes e o primeiro passo para a compreensao de sistemas mais complexos. Neste capitulo,
estudaremos estruturas bidimensionais que emergem da teoria ¢° no espaco-tempo plano. Além
disso, estudamos as estruturas topoldgicas bidimensionais que surgem em uma gravidade dilaton

bidimensional.

3.1 Uma breve motivacao

Desde o seminal artigo de Finkelstein sobre kinks [105], vérios trabalhos surgiram
na literatura discutindo essas configuragdes [46, 106, 107, 108]. As aplicagcdes de estruturas
kinks aparecem em varios cendrios fisicos. Por exemplo, essas estruturas aparecem em fisica
da matéria condensada [109, 110, 111], fisica de altas energias [112, 113] e teorias ndo-lineares
[114]. Recentemente, estudos atraentes sobre estruturas kinks auto-gravitante despertaram o
interesse de alguns pesquisadores [115]. De fato, esses estudos podem ajudar a explicar questdes
de gravidade quantica [116, 117], colapso gravitacional [118, 119] e evaporacdo de buracos
negros [120, 121].

Atualmente diversos estudos foram realizados sobre estruturas bidimensionais [122,
123, 124, 125]. Esse interesse se deve aos resultados diversificados que surgem nas investigacoes
de estruturas kinks. Alguns resultados impressionantes e promissores sobre configuracdes
bidimensionais sdo encontrados em investigacdes sobre interagdes de longo alcance entre kink
e antikink [47, 126, 127]. Outros resultados atraentes envolvendo essas estruturas topoldgicas
também aparecem ao estudar particulas pontuais e o surgimento de branas no universo [128, 129].
Assim, € possivel destacar que pesquisas sobre configuracdes bidimensionais sdo de grande
interesse € nos ajudam a entender problemas mais complexos da fisica tedrica [130, 131].

Recentemente, em teoria cldssica de campos, investigacdes sobre as estruturas kinks
em teorias de multi-campo (ou varios campos) também t€m despertado o interesse de alguns
especialistas no assunto [69, 132, 133]. Em parte, esse interesse deve-se ao fato que considerando
essas teorias pode-se alterar os aspectos fisicos das estruturas kinks. Por exemplo, considerando
teorias com varios campos pode-se contrair ou deformar as estruturas de modo a obter novas
classes de solugdes [69]. Uma das consequéncias fisicas disto € a obtenc¢do de configuracdes de

energia mais localizada, bem como um possivel surgimento de estruturas internas. Além disso, é
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importante mencionar que as teorias de multi-campos também surgem em modelos inflacionarios
[134]. Nesse caso, considerando uma teoria inflaciondria € possivel descrever essas teorias com
configuracdes de multi-campos ndo-candnicos [134].

Nao distante disto, nota-se que os modelos cosmolégicos de alta dimensdo sugerem
algumas explicacdes para problemas em aberto na fisica de altas energias [135]. Esses modelos
podem nos dar, ou sugerir, interpretacdes sobre questdes como o problema relacionado a
hierarquia [136, 137], a origem da matéria escura [138], a constante cosmoldgica [139] e a
aceleracdo do universo [140, 141]. No entanto, uma alternativa simples para entender esses
modelos cosmoldgicos € analisar os modelos gravitacionais bidimensionais [142]. Nas dltimas
décadas, o estudo de modelos bidimensionais tem se mostrado promissor para entender os
efeitos da gravidade [116, 117]. Mais recentemente, o estudo dos kinks auto-gravitantes em
gravidade bidimensionais tem contribuido para o retorno do interesse destas estruturas [142].
Mais aplicagdes sdo relatadas nas referéncias [143, 144, 145].

Uma maneira imediata de estender a gravidade de Einstein bidimensional € introduzir
um campo de dilata¢do (ou do inglés dilaton) com acoplamento ndo-minimo com a métrica. Essa
extensao foi elaborada por Teitelboim [146] e Jackiw [147] na teoria de Einstein em modelos
bidimensionais. L.ogo depois, uma extensdo da acdo de Jackiw-Teitelboim foi proposta por
Mann, Morsink, Sikkema e Steele (MMSS), na qual a contribui¢do da constante cosmoldgica
estd ausente [148]. No modelo MMSS, o campo dilaton tem um termo dinamico que leva a

conservacao da energia-momento. A acdo MMSS é

1 1
SmMmss = ’—c/dzx\/—_g{—E(Vq))z—l—q)R—i— KL |- (3.1)

A acdo do MMSS € interpretada como um limite bidimensional da relatividade geral. O fato é
que modelos regidos por uma a¢do do tipo MMSS tém se mostrado eficaz no estudo de gravidade
entropica [149]. Por outro lado, o estudo da dindmica do campo da matéria ainda € uma area
pouco investigada. Motivados por essas discussdes, iremos, ao longo deste capitulo, estudar
os aspectos das estruturas topoldgicas bidimensionais auto-gravitantes em gravidade dilaton e
também os aspectos dessas estruturas em um espago-tempo plano.

Basicamente, o que nos motiva no estudo de estruturas bidimensionais € que, em
baixas dimensoes, obtemos configuracdes de campos por técnicas elementares [17, 49]. Além
disso, muitos sistemas fisicos podem ser descritos aproximadamente ou efetivamente por con-
figuragdes de campos bidimensionais [150]. Resumidamente, as configuracdes de campos

bidimensionais sao descritas por paredes de dominios que interpolam entre os vacuos da teoria.



60

Por outro lado, para confirmar a existéncia de paredes de dominios podem ser utilizadas abor-
dagens oriundas da teoria da informacao. Neste caso, a abordagem considerada serd a entropia
configuracional e suas variantes. De fato, varios trabalhos, em vérias dimensdes, tém utilizado
argumentos da entropia configuracional para prever e complementar o entendimento dessas es-
truturas [151, 152, 153, 154, 155]. Essa interpretacdo € possivel uma vez que esses formalismos
podem fornecer critérios para controlar a estabilidade das configuragdes de campos com base
apenas no contetido informacional. Para uma discussao mais detalhada das defini¢Ges, aplicacdes
e repercussio da entropia configuracional, e em particular, suas propriedades na descri¢ao de
transicoes de fase, veja os seminais artigos de Gleiser et al. [156, 157, 158, 159, 160].
Considerando toda a fundamentacgdo apresentada, estudamos agora os aspectos das
estruturas kinks que emergem de uma teoria ¢ em um espago-tempo plano e os aspectos das

estruturas que surgem em uma gravidade dilaton.

3.2 kink na teoria ¢°

Iniciamos estudando as estruturas topolégicas de uma teoria ¢® com multi-campos.
A teoria ¢° é interessante porque é uma teoria que permite contracio das estruturas topoldgicas
gerando configuracdes tipo duplo-kink ou mesmo multi-kink. Aqui nds consideramos e estuda-
mos as solugdes de um modelo de dois campos escalares reais. Afim de alcancar nosso propdsito,
adotamos o formalismo de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS) para investigar as proprie-
dades BPS da teoria. Usando a densidade de energia BPS, a entropia configuracional diferencial
€ estudada. Os resultados da entropia configuracional diferencial indicam as configuracdes de

campos mais provaveis e estaveis.
3.2.1 O modelo

Iniciamos o estudo das estruturas tipo kink considerando uma teoria generalizada
constituida por dois campos escalares generalizados. Um modelo semelhante foi investigado na
referéncia [161], onde a teoria de multi-campos € adotada para estudar a existéncia de estruturas
geometricamente contraidas na teoria ¢*. Em nosso modelo, estudaremos uma interacio ¢°
e buscaremos as configuragdes topoldgicas mais provdveis e estaveis. Para alcancar nosso

propdsito, consideramos a acao:

5= [ x| 3103090 + 3020 1~V (0.2 (62)
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A fungdo f(x) uma funcdo de generalizagdo positiva definida. Para este modelo, assumiremos
a assinatura métrica do espago-tempo sendo g,y =diag(+,—). Além disso, por conveniéncia,
assumimos /i = ¢ = 1. O potencial V (¢, x) considerado no modelo acopla os campos escalares
no limite de saturacdo de energia. Assim, a interacao da teoria serd relacionada a funcao de
generalizagdo f()) no limite BPS.

As equacdes de movimento surgem da variacdo da agdo relativa aos campos ¢ e ¥.

Assim, obtemos que a equacdo de movimento da configuracdo do campo ¢ é

d

a(fm@) —V(¢,x) =0. (3.3)

dx
Enquanto isto, a equagdo de movimento relacionada ao campo ) €

2y 1. (do\?
A ) —v =0 34
dx2 fo(dx) X(‘P?%) ) ( )
onde Vy =9V /d¢,V, =9V /dxe f, =df/dy.

Para obter as estruturas topoldgicas tipo kink, consideramos as condi¢des topoldgicas

dos campos escalares, i. e.,
O(x — too) =vy e x(x— doo) =uy (3.5)

com V4 e u4+ sendo os valores de vacuos da teoria.
Vamos implementar o formalismo BPS [103, 104] na teoria. Para isso, € necessario

obter a energia (2.3) dos campos. Aplicando a defini¢do (2.3), obtém-se a energia

B 1 do\* 1(dx\’
E—/dx [?‘(%)(E) +§(E> +V(¢,X)], (3.6)
onde a densidade de energia é
1 do\? 1/dx\*
5—§f(7()<a) +§(a> +V(¢,%). (3.7)

Neste ponto, voltamos nossa atengdo para o estudo das estruturas auto-duais conside-
rando o formalismo BPS. Neste cenério, reestruturamos a energia dos campos como segue:

e[ SR ) o] o)

(3.8)

Para inspecionar as estruturas BPS, reescrevemos o potencial em termos de uma fung¢ao arbitréria,

i. e., a funcdo #'. Na referéncia [49], para estudar estruturas topolégicas com propriedades
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BPS € considerada uma fung¢ao auxiliar 7. Neste contexto, a fun¢do auxiliar 7 é chamada de
funcao superpotencial [49]. Em geral, a implementag@o desta funcdo auxiliar permite escrever o
potencial e a energia em termos do superpotencial. Esta abordagem usando uma fun¢do auxiliar
¢ 1til no estudo do formalismo de primeira ordem de estruturas topolégicas em varios cendrios
[162, 163].

Perceba que a energia dos campos € limitada por baixo. Assim, no limite de saturagao

de energia, chega-se as equagdes BPS

do

— =4 3.9

&~ ) G2
c

dx

X iy (3.10)

Além disto, nota-se que para o sistema ter propriedade BPS, é conveniente escolher

o potencial do modelo como

7/ 2 7/ 2
0,x)= +—= (3.11)
VO = 375
Considerando a interacdo (3.11), a energia dos campos no limite de saturagdo é
EBPS_lL/ d—dx— W (v =W (v ), (3.12)
) X

onde a densidade de energia BPS é

Epps = i% (3.13)
dx

A expressao (3.12) nos conduz a energia BPS:
Egps=xW (v uy) FH (v—,u-). (3.14)

Antes de assumir uma forma para a fungio auxiliar #(¢, x ), é importante mencionar
que as equagdes de primeira ordem sdo mais simples quando %4, = #, ¢ = 0. Neste regime,

uma escolha particularmente interessante €

V(9. x)=71(9)+72(x). (3.15)

Para trabalhar em uma teoria ¢°, nos deixe supor que o superpotencial tenha o

2 2 2 2
W((p,%):%(l—%)-l-%(l—%). (3.16)

seguinte perfil
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O perfil da funcio auxiliar (3.16) é interessante porque reproduz uma teoria ¢°® simétrica. De
fato, esse superpotencial € uma extensao do modelo discutido na referéncia [161]. Na referéncia
[161], os autores escolhem o superpotencial para reproduzir a teoria ¢*. A escolha (3.16) nos
leva a uma extensio da teoria (1)4, 1. e., um modelo com trés valores de vacuo distintos. Além
disso, em extensdes da teoria ¢* é comum esperar o aparecimento de estruturas geometricamente
contraidas, como a classe de solu¢des multi-kink. Motivados por esta hipétese, assumimos o
superpotencial (3.16) e escrevemos a interagdo como
9°(1-9°)° 2°(1—-2%)

Vg, x)= 2 ) + 5 : (3.17)

De fato, observe que o potencial (3.11) descreve uma teoria tipo ¢°. Particularmente,

é interessante mencionar que as teorias ¢° sdo discutidas extensivamente por alguns autores
[78, 79]. Na referéncia [78], Saxena et al. estabelece a teoria ¢6 em uma teoria de Ginzburg-
Landau de sucessivas transi¢des de fase e estudam as propriedades fisicas das estruturas. Além
disso, as teorias ¢© sdo particulamente interessantes porque permitem conexdes com fisica de
altas energias, e. g., os “modelos de bolsas” de Quarks dentro de Hadrons [78].

Adotando a interagdo (3.17) e f(x) = x ", obtemos as equagdes BPS como segue:

do l " )

Ir _—izl o(1—¢7) (3.18)
e

dy 1 2

==, (3.19)

Vamos agora investigar as solugdes das equagdes BPS, i. e., as solu¢des das equacdes

(3.18) e (3.19). Investigando as solucdes da equagdo (3.19), obtém-se

dy B 1

0 que nos da

1
A(x) = ——— (3.21)

1+ eoF)

O sinal negativo da expressdo acima indica soluc¢des do tipo kink. Por outro lado, o sinal positivo
indica a solugdo do tipo antikink. O valor xy descreve a posicao inicial da estrutura topoldgica.
Na figura 7 exibimos o comportamento grafico do campo y (x).

Usando a solugdo (3.19), pode-se encontrar a soluc¢ao analitica da equacao (3.18).

Adotando a expressao (3.21), nota-se que a equacao (3.18) € reescrita como

do_, !
dx " 2[1+eloFn)n/2

o(1—92), (3.22)



64

X(x)
X(x)

(a) (b)

Figura 7 — (a) Solugdes tipo kink do campo x(x) quando xo = 1, 2 e 4. (b) Solugdes antikink do
campo X (x) quando xo = 1,2 ¢ 4.

ou seja,
do dx
/ o(1—92) 2 [1+eboFx)]n/2° (3:23)
Lembrando que
1 dx
F(X,XO) :E [1 +e(x0¢x)]"/2
= £ [1 + eF00)F/2[] 4 e(Fro+0)En/2 <§ 50 142 55 el Jfoﬂtx))7 (3.24)

ressaltamos que »F(a,b,c;y) é conhecida como fungio hipergeométrica. Assim, definimos a
func¢do hipergeométrica como
S ] b)j )’j
2Fi(a,b,c;y) Z (3.25)
Jj=0 C j

Usando (3.23) e (3.24), obtém-se as solugdes para o campo ¢. Neste caso, as solugdes
do campo ¢ sdo:

1
\/1 + e$2F(x,x0)iC() ’

¢ (x) =

(3.26)

Aqui, co € uma constante de integracdo e serd responsavel pela localizagao inicial da estrutura no
setor topoldgico de ¢ (x). As configuracdes de campo no setor topolégico de ¢ sdo expostas nas

figuras 8 € 9.
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P(x)
P(x)
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X X

(a) (b)

Figura 8 — (a) Solugdes tipo kink do campo ¢ (x) quando co =6,n=1exg =1, 2, 4. (b) Solugdes
anti-kink do campo ¢ (x) quando co = —6,n=1exyp=1,2,4.

1.0 ——
08

0.6/
X0=1

H(x)
P(x)

0.4r

0.2

10 15 0 5 10 15

(a) (b)

Figura 9 — (a) Solugdes tipo kink do campo ¢ (x) quando xg e ¢y sdo constantes e n varia. (b)
Solugdes anti-kink do campo ¢ (x) quando cg e x( sdo constante e n varia.

Considerando as equacdes (3.21) e (3.26), obtém-se o comportamento da densidade
de energia BPS. Mostramos o perfil de densidade de energia BPS do modelo na figura 10.
Observe que quando n € pequeno, as configuragcdes multi-campos de nossa teoria comegam a
ter um perfil de densidade de energia semelhante a densidade de energia de um kink localizado
em x = 0, i. e., um perfil proporcional a secante hiberbdlica ao quadrado [17]. Analisando, a
densidade de energia BPS exposta na figura 10, notamos que a quebra de degenerecéncia da

densidade de energia ocorre devido a contracdo dos campos x € ¢.
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Figura 10 — Densidade de energia BPS associada aos campos x e ¢.

3.2.1.1 A entropia configuracional

Os resultados da sec@o anterior sugerem que o parametro n altera as estruturas
topoldgicas do setor ¢. Este resultado permite o surgimento da seguinte questdo: Para qual valor
do parametro n as configuragdes topoldgicas encontradas sdo mais estaveis? Para responder
a essa questdo, usaremos o conceito de entropia configuracional (ou sua variante, a entropia
configuracional diferencial) para investigar a configuracdo de campo mais provaveis.

A entropia configuracional diferencial € uma variante da entropia configuracional. A
entropia configuracional diferencial desempenha um papel relevante na medicao da complexi-
dade informacional de uma configuracdao de campo localizada. Para mais detalhes consulte as
referéncias [156, 157, 158, 159, 160]. Além disso, podemos expressar a entropia configuracional
diferencial como a transformada de Fourier da densidade de energia.

Para calcular a entropia configuracional diferencial, define-se a densidade de proba-

bilidade [157, 158, 159] como

flo)= fic’i,(’a;’(io,)‘z, (3.27)
onde
F(0) = L / ) Epps(x) e’ dx. (3.28)
V2 ) e

Para um campo localizado e continuo, a entropia configuracional diferencial é

self)=- [ _fl@mif(@)do. (3.29)

Para os campos ¢ (x) e x(x) que descrevem o modelo (3.2), é conveniente analisar

numericamente a entropia configuracional diferencial considerando as solucdes (3.21) e (3.26).
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Para investigar a entropia configuracional diferencial, comecamos substituindo as solugdes (3.21)
e (3.26) na expressdo da densidade de energia, i. e., equagao (3.13). Substituindo a equagdo (3.13)
em (3.28), obtém-se .% (). Posteriormente, aplicando a defini¢do de densidade de probabilidade
(3.27) e DCE (3.29), respectivamente, obtemos a entropia configuracional diferencial do modelo
(3.2) discutido.

Expomos na figura 11 o resultado da entropia configuracional diferencial. Por
defini¢do, os pontos criticos da entropia configuracional diferencial indica as configuragdes
mais provaveis (ou mais estdveis), veja as referéncias [156, 157, 158, 159]. Portanto, conclui-se
que as estruturas mais provaveis da teoria aparecem quando o parametro n ~ 6. Exibimos essa

configuracdo na figura 11.

Figura 11 — Entropia configuracional diferencial em termo do parametro n quando ¢y = xp = 1.

3.2.2 Observagoes finais sobre o modelo

Para este modelo, apresentamos um estudo das configuragdes de campos da teoria
¢® com dois campos escalares. Encontramos o valor adequado para o pardmetro n, usando o
conceito de entropia configuracional diferencial.

Um resultado peculiar desse nosso modelo é que ele admite solugdes analiticas.
Outro resultado surge quando olhamos para a configuragao do campo. Na verdade, mostramos
analiticamente que nossa teoria tem uma contragao. Referimo-nos a contra¢do como a forma que
0s campos interpolam entre os vacuos ¢>(°) =0e ¢(0) = 1. Observe a existéncia de um contraste
com a teoria A ¢* usual, onde usamos o potencial do tipo V o< (1 — ¢?)? os campos interpolam

somente entre 0s vacuos (b(O) ==+1.
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Foi encontrado o valor apropriado para o pardmetro n, usando os conceitos de
derivadas da entropia configuracional. A andlise dessa quantidade nos mostra numericamente
que as configuracdes de campo mais provaveis e, portanto, mais estdveis, ocorrem quando n = 6
aproximadamente. Além disso, é possivel ver que para n = 6, o campo ) (x) terd as solugdes tipo
kink mostradas na figura 7, enquanto o campo ¢ (x) tem as configura¢des do tipo kink e antikink

mostradas nas figuras 12.

7| . R }
08f 08}
06 =6 1 -8 n=5
X X
s 4
04 0.4}
ol 0.2}
0.0} —
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X

Figura 12 — Solugdes mais provaveis com base no cdlculo da entropia configuracional diferencial.

3.3 Estruturas bidimensionais auto-gravitantes

Estruturas topoldgicas que aparecem nos modelos bidimensionais sdo relevantes € o
primeiro passo para a compreensdo de sistemas mais complexos. Assim, nesta secao, estuda-
remos as solucdes kinks do campo de matéria que surgem na gravidade dilaton bidimensional.
Para complementar, a estabilidade linear do campo de matéria e o modo zero também serdo
estudados. Devido ao perfil especifico das solucdes topoldgicas tipo kink, usaremos uma andlise
complementar para estudar a entropia configuracional de complexidade para confirmar a natureza
das estruturas. Nesse cendrio, também estudaremos a forca interna entre estruturas amplamente
espacadas. Basicamente, para o estudo da forca considera-se um par do tipo kink-antikink na
iminéncia de uma colis@o. Os resultados dessa for¢a foram alcangados por meios numéricos,
com maior intensidade em configuragdes mais compactas. Também foi feito um estudo do espa-
lhamento de um par de estruturas com nimero de enrolamento oposto. Um resultado interessante
€ que, em uma faixa de valores da velocidade inicial, as estruturas sofrerdo a acdo de uma forga

atrativa, que induz o processo de espalhamento elastico.
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3.3.1 O modelo e sua estabilidade

Sabe-se que o tensor de Einstein bidimensional (i. e., em (1 + 1)D) é nulo. Portanto,
para descrever um modelo em gravidade bidimensional, € necessdrio estender a acdo de Einstein-
Hilbert [164]. Uma maneira imediata de estender a gravidade de Einstein ocorre ao introduzir um
campo dilaton ¢ acoplado a métrica de forma ndo-minima. Dada esta consideracdo, consideremos

a acdo do tipo Mann, Morsink, Sikkema e Steele (MMSS) [148]

5= %/dzx\/—_g{— %quw“q) +OR+ K(— %vuwﬂw—vm)], (3.30)

onde R € o escalar de Ricci, k¥ € 0 acoplamento gravitacional, ¢ é o campo dilaton e ¥ € um
campo escalar real.

A variagdo da agdo leva a trés equacdes de movimento, i. e., a equagao de Einstein
1
KTyy = —VuoVyo + Eguv(qu)Vp(P +4V,VP o) -2V, V0, (3.31)

a equacdo do campo dilaton

VAV, 9 +R=0 (3.32)
e a equacdo do campo escalar
dv
ViV — =0. 3.33
Y+ dv (3.33)

Nesse cendrio, o tensor energia-momentum é

1
Tuv = VW Ve = 28uv (VP YVpy +2V). (3.34)

Para estudar as estruturas topoldgicas bidimensionais auto-gravitantes, consideramos

a métrica
ds?> = A (—di* + dr?), (3.35)

onde A(r) é o fator de dobra (ou do inglés warp factor). Além disso, é interessante mencionar
que essa métrica (3.35) € bastante usada em investigacOes de estruturas topoldgicas em cenario
de dimensao extra. Detalhes sobre essas investigacdes podem ser consultados na referéncia
[165].

E conveniente escrever a acio (3.30) em termos dos campos ¢, y e do fator de dobra

A(r). Para isso, notamos que o escalar de Ricci é

R=—2e"0A"(y), (3.36)
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portanto, a acdo € reescrita como segue

s= [ [— S0 24" (r) — 3y () — kePOV ()

onde a notacdo linha corresponde a derivada em relag@o a varidvel de posi¢ao.
Agora, consideramos uma interacao 1/14 Como visto anteriormente, essa interacao
€ responsdvel pela quebra espontanea de simetria, que por sua vez, induz o surgimento de

estruturas topoldgicas. O potencial y* considerado em nosso sistema é

V(y) =S —y?)* (3.37)

Partindo do pressuposto que conhecemos o fator de warp, a acao passa a ter dois
campos com uma varidvel independente de r. Esses campos descreverdo o campo dilaton e o

campo de matéria. Nesse caso, as equagdes de movimento sdo:

' (r) +22e* Oy (r) (P — y(r)*) =0 (3.38)

0" (r)— 24" (r) = 0. (3.39)

Considerando a equacao (3.39), obtém-se a relac@o entre o campo dilaton e o fator

de warp. Essa relagdo é
o(r)=2A(r)+Br+vy. (3.40)

Sem perder a generalidade, pode-se assumir 8 = ¥ = 0 na expressao (3.40). O resultado (3.40)
ja foi discutido anteriormente na referéncia [166] para um modelo bidimensional com geometria
diferente usando uma abordagem supersimétrica.

Neste momento é conveniente considerar um perfil particular para a fungdo A(r).

Assim, adotamos o fator de warp:
e2A() — cosh_zl’()LOr). (3.41)

O parametro A torna o argumento do cosseno hiperbdlico adimensional. De fato, pode-se supor,
sem prejuizo, Ag = 1. Em mundo-brana com cinco dimensdes, este perfil da funcdo warp é
amplamente utilizado na descri¢do de branas espessas, consulte a referéncia [131]. Na referéncia

[131], utilizando este perfil da fun¢do warp, os autores demonstraram as solugdes simétricas e
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assimétricas da brana espessa em cinco dimensdes. No caso bidimensional, o ansatz (3.41) nos

leva, respectivamente, a seguinte equagao para as estruturas tipo kinks
v (r) +2A cosh 27 (r)y(r)(v? — y(r)?) = 0. (3.42)
Para a métrica (3.35) e o ansatz (3.41), o perfil do campo de dilaton é dado por
¢(r) = In(cosh™" (r)), (3.43)

Exibimos o perfil do campo de dilaton na figura 13. Observe que, embora trabalhemos com uma
geometria diferente, nossos resultados para o comportamento do campo de dilaton € semelhante

ao exibido na referéncia [67].

funcao de warp e campo dilaton
1
o

Figura 13 — Fun¢do de warp e o campo dilaton.

Pode-se resolver a equagdo (3.42) facilmente usando alguma técnicas numéricas.
Para investigar as estruturas topoldgicas consideramos as condi¢des de contorno:

Y(r— —oo) = —1 e Y(r—oo) =1 (3.44)

na interpola¢do numérica. Como resultado, a configuragdo do campo y/(r) encontrado possui
perfil do tipo duplo-kink. A solucdo é exposta na figura 14(a), enquanto a configuracdo duplo-

antikink é apresentada na figura 14(b).
3.3.1.1 A estabilidade das solugoes

Permita-nos, agora, analisar a estabilidade linear das solu¢des auto-gravitantes do

tipo kink-antikink realizando pequenas perturbagdes nas solugdes de campo (figura 14). Para



72

o . . . — N
— p=1.00 — p=

05] P I os p=1.00

p=1.05 p=1.05

- p=1.10 = p=1.10
5 00f 5 00f
-0.5 -0.5
-1.0 : . . . . -1.0

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

r r
(a) (b)

Figura 14 — Campo de matéria quando p = 1,00, 1,05 e 1, 15.

isto, consideramos pequenas perturbacdes em torno de solucdes estaticas. Resumidamente, a

perturbacdo da métrica é

2A(r) h()()(r,t) <I>(r,t)

Oguv =¢ (3.45)
D(rt)  hp(nt)
e para primeira ordem, a perturbacdo da métrica inversa é
SghV = —e AU v (3.46)

Como proposto por Zhong et al. [68, 166] é conveniente considerar uma nova varidvel £ = 2 —
!/ . . . . ~ . . . . . ~
hyy € assumir o calibre §¢ = 0 para linearizar a equagio de Einstein. Assim, essa linearizagdo

nos leva as equagoes

24'6¢" — 24" 0" by — 280" — 80" +h.0 +2h 0" + %h,,qwz = :c(q/SV/ + v Sy+

—%y/’zhrr> , (3.47)
24'8¢9 —26¢" — '8¢ +¢'h, = kY Sy, (3.48)
24'8¢" —2A'9'hyr — 500" — ¢ + %hrrd)’z +Z¢' =k (1//’61// —y' Sy — %y/’zhrr) .

(3.49)

A partir da lineariza¢do do campo escalar (3.33), encontramos uma nova equacao de

movimento perturbada do campo de matéria, a saber,

SwLsu /ﬂ(s _‘V_/”(S L 1y _
Y48y’ +24 R el SV ey =Y e+ SYE =0, (3.50)
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Note que temos trés equacdes perturbadas independentes. No entanto, devemos
observar também que as varidveis perturbadas nao sao independentes. Analisando a invariancia

das equagdes perturbadas, chega-se a
Sy—38y"+V, (r)Sy=0. (3.51)

Pode-se encontrar mais detalhes sobre os cdlculos perturbativos nas referéncias [68, 166].

Nesse caso, o potencial efetivo é

2 " "
v (9 " v
V(r)=4A" —24"— —¢" +2( - ) -2+ (3.52)
f v o) o Ty
O perfil do potencial efetivo encontra-se exposto na figura 15(a).
Supomos que Sy = & (r)e’® . Essa suposicio nos leva a
—E(r) + V(& (r) = 8 (r). (3.53)

O autovalor da expressdo (3.53) € definido como @ > 0. Isto nos informa se as solucdes do tipo
kink s@o estaveis contra perturbacdes lineares. O modo translacional descrito pela equacdo (3.53)

da estrutura tipo kink é dado por

So(r) = %o 2”2,((?) , (3.54)

onde %) é a constante de normalizagdo do &y(r). Expomos o modo translacional da estrutura

tipo kink na figura 15(b).

1.2
1.0
0.8
W 0.6}
0.4f
0.2f
0.0f

Vef ( r)
(r)

(a) (b)

Figura 15 — (a) Potencial efetivo. (b) Modo translacional das estruturas tipo kink.
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3.3.2 A interforca entre as estruturas

Nesta se¢do, estudaremos a for¢a que atua entre as estruturas auto-gravitantes do
tipo kink e antikink. Para isso, comecamos estudando numericamente as solucgdes tipo kink e
antikink amplamente espacadas, de modo que tenhamos um par de estruturas tipo kink-antikink.

Na figura 16, mostramos uma representacao do par dessas estruturas interagindo.

w(r)

45 -0 5 0 5 10 15
r
Figura 16 — Interacdo das estruturas tipo kink-antikink amplamente espagadas.

A forga exercida sobre uma estrutura topolégica deve obedecer a segunda lei de
Newton. Para calcular essa forca, devemos analisar a densidade de momentum do campo. A
integral da densidade de momentum 7% = e*A ("N Ty nos dard o momentum da estrutura na regido
ao redor da configuragdo topoldgica do campo de matéria. Para o par de estruturas topoldgicas
considerada 0 momentum P do campo na regido (—a — R, —a+ R) serd
—a+R
P= dr cosh P (r)r(r, )y (r1). (3.55)

—a—R

Assim, a for¢ca sobre os campos nessa regido €

F=2 = [ o ) ) () + W)W ) (3.56)

Lembrando que

W(r) = y'(r) = 24 cosh™ () y(r) (v — w(r)?), (3.57)

—a+R 1 / 2
F :/ cosh™7(r) [5%#+cosh_2p(r)c;—‘;+ V() (rt)|.dr (3.58)
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Neste momento, assumiremos que as estruturas topoldgicas sdo estaciondrias (nesse

caso, estamos assumindo um tempo fixo #y). Esta suposi¢ao implica que

IVl =0, (3.59)
0 que nos leva a
—a+R Ldy'(r,1)* dv
— —4p YA “2p( 2"
F e cosh™*P(r) [2 o + cosh™P(r) = dr, (3.60)

onde V € a interagdo apresentada na equacdo (3.37).

Usando a expressao (3.60), nés podemos calcular numericamente a interforga entre
as estruturas. Para alcancar nosso propdsito, i. e., assumiremos |a| = 5 (espagamento entre as
estruturas) e |R| = 4. Para calcular a forca, substituimos as solu¢des numéricas do campo de
matéria y/(r) auto-gravitantes (solugdes mostradas na Fig. 14) na expressao (3.60).

O resultado numérico da magnitude da forca produzida pela interagdo do tipo kink-

antikink & exposta na tabela (1) para varios valores do parametro p.

Tabela 1 — Resultado numérico da interfor¢a entre as estruturas tipo kink-antikink.

Valor do parametro p Intensidade da forca

1,00 —0,1023
1,05 —3.6197-107°
1,10 —3,2558-10~ 1

O grafico da densidade de forca (3.60) € mostrado na figura (17). Observe que
na regido onde as estruturas kink-antikink interagem o perfil de densidade de forga torna-se
“oscilante” mudando bruscamente a amplitude da densidade de forca. Note também que a
interforca em r = 0 € nula. Além disso, observe que quanto menor o parametro p, maior a
intensidade da interfor¢a (mddulo). Enquanto isto, quando as estruturas estdo distantes, uma
forca inter-kink na extremidade da estrutura atrai as configuragdes kink e antikink, induzindo um

fendmeno de espalhamento das estruturas.

3.3.3 Espalhamento das estruturas

Nesse momento, vamos estudar a dispersdo das solucdes kink-antikink em nosso
modelo. Para isso, investigamos as solu¢des das equacdes de movimento considerando o caso

dindmico. Nesse cendrio, encontramos duas solu¢des novamente, 1. €., as configuragdes tipo kink
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F(r)
=

Figura 17 — Densidade da interforca exercida sobre as estruturas topoldgicas.

e antikink. Numericamente, assumimos que essas estruturas encontram-se amplamente, 1. €.,
as configuragdes tipo kink encontram-se em r = +a !, enquanto isto, as configuragdes antikink
estdo em r = —a. Além disso, consideramos que essas estruturas movem-se em diregdes opostas
com velocidade inicial vj,. Fazendo este procedimento, estudamos o espalhamento das estruturas.

Apresentamos o resultado da dispersdo na figura 18.

1.0

0.5

w(r)

0.0

-0.5¢

-1.0f

-15  -10 -5 0 5 10 15

r
Figura 18 — Configuragdo inicial antes do processo de espalhamento.

b

Para fins de simulacdo, adotamos na simulagio passos de 10~*. Analisando os
resultados da simulacdo, encontramos o valor critico da velocidade inicial v, ~ 0,965. A
velocidade inicial das estruturas ird separar o processo de colisdo em dois regimes. Se 0,965 <
vin < 0,153, as estruturas colidem aniquilando-se mutuamente e irradiando sua energia. Enquanto

isso, para v;, > 0,153 notamos a dispersdo das estruturas (veja a figura 19). O processo de

' 4 é um pardmetro usado para analisar numericamente os resultados
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dispersdo ocorre para a velocidade 0,153 < v;,, < 0,965. Neste caso, observamos que cada
estrutura carrega um nimero de enrolamento oposto, € a interforca € atrativa quando as estruturas
estdo distantes (consulte a tabela 1). No entanto, quando estdo mais proximas, elas se repelem,
refletem e se afastam, dando origem ao espalhamento de uma colisdo eldstica. Matematicamente,

essa classe de evento é dada por

V140UV, 2 Va1, YV 1) (3.61)

A ilustragdo desse efeito € exibida na figuras (19) e (20).
3.3.4 A transigdo de fase do campo de matéria

Uma indagagdo natural que surge é: o campo de matéria assume outras configuragdes
de campo, como solu¢des multi-kink? Para responder a essa pergunta, usaremos argumentos da
teoria da informacgao. Na verdade, usaremos novamente os fundamentos da entropia configura-
cional. Na verdade, neste caso, usaremos as discussOes de sua variante, i. €., a complexidade
configuracional diferencial [156, 157, 158, 159, 160].

Para responder o questionamento anterior, usaremos o conceito da complexidade

configuracional diferencial, a saber,

y:—/p(k)mp(k)dk. (3.62)

Conforme destacado por Gleiser et al. [156, 157, 158, 159, 160], a complexidade
configuracional diferencial busca medir a complexidade informacional de uma configuracao de
campo localizada. Para uma configuracido de campo localizado com energia & (r), a decomposi-

¢do em modos de onda em duas dimensdes € descrita pela transformada de Fourier:

F(K) = \/%TE / £(r)e*Td . (3.63)

Um dispositivo sensivel ao espectro de onda completa (ao campo) detectard um modo
de onda dentro de um volume dk centrado em k com probabilidade proporcional a poténcia do

modo. Nesse caso, a probabilidade é

p(K|d k) o< |7 (k)|* dk, (3.64)
isto permite escrever a fracdo modal como
7 (k
f(k)= —‘ (k)| (3.65)
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Figura 19 — Espalhamento das estruturas.
de modo que a complexidade configuracional diferencial [160] é

Sy = — / F)In]£(k)] dk. (3.66)

O integrando da equacdo (3.66) é chamado de densidade entrdpica.

Para calcular a complexidade configuracional diferencial, é necessario investigar a
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Figura 20 — Espalhamento dependente do tempo das estruturas a partir do ponto de colisio r = 0.

densidade de energia do campo de matéria. A densidade de energia é
A
&(r) = cosh™27(r) | cosh 27 (r)y/(r) + E(V2 —y(r)?)?]. (3.67)

O campo y(r) tem o perfil de energia localizado mostrado na figura 21.

— p=1.00
p=1.05
p=1.10

Densidade de energia
o O o = A A
D o o o v

N
LS}

g
°
|
|

Figura 21 — Densidade de energia do campo de matéria quando p = 1,00 (linha tracejada), 1,05
el,10.

Para alcancar nossa aspiracdo de analisar as transicOes de fase, vamos assumir
as solu¢des numéricas do campo de matéria (figura 14). Com o resultado numérico (3.67),
calculamos a transformada de Fourier (3.63). Em seguida, analisamos a fracdo modal (3.65) da
densidade de energia (3.67). Findamos calculando numericamente a densidade entrépica (3.66)
e a complexidade configuracional diferencial da teoria (tabela 2).

Os resultados numéricos da densidade entrépica da complexidade configuracional

diferencial mostra um minimo absoluto na origem do espaco de poténcia, i. e. k = 0. Este
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Figura 22 — (a) Fracdo modal das estruturas independente do valor do parametro p. (b) Densidade
entrépica associada a complexidade configuracional diferencial.

Tabela 2 — Resultados numéricos da complexidade configuracional diferencial.

Valor do parimetro p - Complexidade configuracional diferencial

1,00 183984
1,05 1,713782
1,10 1,64806

minimo ocorre na faixa de valores |k| < 0,69. Por simulagio, fica claro que este ponto descreve
um minimo absoluto, o que indica a presenca de paredes de dominios no espago de posicao
em torno de r = 0. A existéncia das paredes de dominios sugerem uma a existéncia de duplas
transi¢coes de fase. Essas paredes de dominios sdo geradas pelas quebras espontaneas de simetria
do modelo. Além disso, o espagco-tempo curvo parece influenciar na transicao de fase do campo
de matéria deformando a estrutura.

Além disso, nossos cdlculos da fracio modal e complexidade configuracional dife-
rencial (figuras 22(a) e 22(b)), garantem que o campo de matéria deve ter um perfil semelhante a
classe de solugdes kinks. Portanto, essas solu¢cdes de campo se assemelhardao a um perfil tipo
tangente hiperbodlica deformével localizado na vizinhanga da origem. O cdlculo numérico da
complexidade configuracional diferencial (equacdo 3.66) ainda mostra que para os demais valo-
res de p também ocorrem transi¢des de fase. No entanto, os campos evoluirdo mais suavemente
em direcdo ao estado de vacuo para valores maiores do parametro p. Os picos de densidade
entropica indicam os valores no espectro de poténcia para os quais os campos atingem o estado

de vacuo.
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3.3.5 Observacgaes finais sobre o modelo

Ao longo desta secdo, estudamos as estruturas topoldgicas auto-gravitantes oriundas
de uma teoria bidimensional em um cendrio de gravidade dilaton. Para investigar a estabilidade
da solucdo, utilizamos alguns argumentos utilizados por Zhong et. al. [68, 115] no calibre de
dilaton (8¢ = 0). Além disso, utilizamos uma proposta similar a discutida por Gani et. al. [47]
para investigar o modo zero (translacional) da estrutura. A auséncia de modos vibracionais nos
motivou a estudar o processo de espalhamento. A forca de um par de estruturas do tipo kink-
antikink foi calculada e as transi¢des de fase das estruturas foram analisadas usando argumentos
de entropia diferencial de complexidade.

Para estudar o modelo, consideramos que um campo da matéria governado por um
campo escalar candnico oriunda de uma teoria ¢*, uma vez que sabemos que no espaco-tempo
plano, este modelo induz o surgimento de estruturas kink [49]. O fato que a teoria ¢* motiva o
surgimento de estruturas kink permitiu colocar a seguinte questao em pauta: Qual a influéncia da
gravidade do dilaton (3.35) no campo da matéria? De fato, a gravidade dilaton bidimensional
com a métrica (3.35) induz a deformagdo no campo da matéria. Desta forma, as solu¢des que
descrevem o campo de matéria possuem um perfil semelhante a um duplo-kink. Este resultado
¢ interessante, pois € andlogo aos resultados encontrados no processo de divisdo de branas no
contexto de dimensdes extras [136]. Essa semelhanca nos resultados nos leva a acreditar que a
deformacao das estruturas kink para o duplo-kink esteja relacionada ao perfil do fator de warp
considerado.

Considerando a formacao de um par de estruturas (amplamente espacadas) com
ndmeros de enrolamentos opostos, observamos que as configuracdes de campo sofrem uma acio
de uma interforca. Essa interforc¢a € atrativa induzindo o processo de espalhamento. A dispersao
das estruturas do tipo duplo-kink € particularmente interessante porque o processo dependera da
velocidade inicial. Em nosso modelo, o processo de espalhamento tem dois resultados possiveis.
Para uma velocidade inicial na faixa 0,965 > v;, < 0,153, as estruturas irdo colidir e se aniquilar
e irradiar sua energia. Por outro lado, para velocidade inicial na faixa 0,153 < v;, < 0,965, as
estruturas serdo espalhadas, e sofrerdo uma reflexdo. Nesse caso, a energia antes e depois da
colisdo € a mesma, entdo temos um processo eldstico.

O cadlculo de energia e da complexidade configuracional diferencial sugerem a
existéncia de paredes de dominios na vizinhanca da origem. Além disso, esses resultados

sugerem que essas paredes de dominios estdo em uma regido ao redor da faixa de valores
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|k| < 0.69. Permitindo, por inspegdo, interpretar que existem somente transi¢des de fase dupla.
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4 ESTRUTURAS TOPOLOGICAS TRIDIMENSIONAIS

Neste capitulo, estudaremos estruturas topoldgicas tridimensionais. Especificamente,
estudaremos os vortices que surgem em modelos ndo-polinomiais com propriedade BPS. Além
disso, mostramos como construir uma teoria ndo-candnica com contribui¢des de termo tipo
cuscuton. Ao aplicar o formalismo de primeira ordem para obter equacdes tipo vortice sem

propriedade BPS, as estruturas topoldgicas tridimensionais emergem da teoria.

4.1 Uma breve motivaciao

As estruturas topoldgicas tridimensionais, em especial, os vortices tém despertado
o interesse de muitos pesquisadores [49, 92, 167, 168, 169]. Parte desse interesse deve-se a
possibilidade de sua aplicacdo na fisica da matéria condensada [87]. Do ponto de vista qualitativo,
tais estruturas topoldgicas sdo formadas durante uma transi¢do de fase relacionada a quebra
de alguma simetria [170]. Desta forma, os voértices topoldgicos BPS que surgem no contexto
da teoria de campo sdo semelhantes aos vortices de Abrikosov, conhecidos como fendmenos
caracteristicos da fisica da matéria condensada [88]. Os estudos dessas estruturas sdo baseados
em algumas abordagens. Dentre estas abordagens temos o método proposto por Bogomol’nyi-
Prasad-Sommerfield (BPS) [103, 104], ja supracitados nos capitulos anteriores. Como visto no
segundo capitulo, a abordagem BPS [103, 104] € uma forma inovadora e util para o estudo das
solugdes cldssicas de campos e suas estabilidades. Para mais detalhes consulte as referéncias
[85, 171].

As motivacdes para estudos de estruturas topoldgicos sdo extensas, uma vez que
podemos descrever a dinamica de um conjunto de particulas ou mesmo objetos cosmolégicos,
usando a abordagem de Nielsen e Olesen [44]. Uma consequéncia disso € que modelos de
vortices andlogos aos que aparecem na matéria condensada [88] podem, em principio, surgir
em modelos cosmolégicos [44, 172, 173, 174]. Nos ultimos anos, novos modelos de vortices
topoldgicos surgiram e foram amplamente discutidos em vérios artigos [93, 98, 101, 175]. Em
geral, esses novos modelos generalizados s@o caracterizados por termos cinéticos nao-candnicos
ou, em casos particulares, o campo de calibre € generalizado por fun¢des de permeabilidade
dielétrica [176, 177]. E importante mencionar que, apds a quebra espontinea de simetria, esses
termos associam-se aos termos de intera¢ao no limite de saturacdo de energia deformando as

configuracdes dos campos.
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Em principio, as solugdes de vortices que emergem de modelos generalizados
exibem comportamentos topoldgicos semelhantes aos casos usuais. Entretanto, os modelos
generalizados s@o interessantes porque, em geral, eles possuem algumas grandezas fisicas
alteradas, por exemplo, a energia e campo magnético [176, 177, 178, 179]. Além disso, é
importante destacar que os vortices que surgem nas teorias nao-candnicas e nao-polindmiais
emergem de teorias regidas por campos estéticos escalares ou vetoriais acoplado a um campo
calibre no espago-tempo tridimensional. Estas estruturas encontram aplicagdes em diversas dreas
da fisica [180, 181, 182, 183]. Entre as aplicacdes, se destacam as detec¢des de vortices em uma
rede de potencial linearmente crescente [184] e o surgimento de tubos de fluxo magnético [185].

Como j4 mencionamos, as motivagdes para estudar modelos generalizados nao-
candnicos sao vastas [186, 187, 188]. Nesse sentido, notamos que esses modelos surgem,
inicialmente, no cendrio cosmoldgico dentro do desenvolvimento de modelos que buscam
descrever a inflacdo do universo [189] e outros problemas cosmolégicos [190].

Motivaremos nosso estudo sobre as estruturas tridimensionais ndo-polindmiais e
ndo-candnicas ao fato que recentemente muitos modelos com essas caracteristicas t€ém sido
intensamente estudados na literatura [69, 70, 71, 191, 192]. Neste sentido, estudos aplicados
aos conhecidos Skyrmions [193], que sdo estruturas que podem apresentar uma configuragao
auto-dual para uma escolha de campo de fundo apropriada, foram realizados na referéncia
[194]. Recentemente, também tém surgido estudos sobre o Skyrmions generalizados por fun¢des
dielétricas [195], e estudos de modelos dielétricos com e sem a contribuicdo do termo de massa
[196]. Num caso mais particular dos modelos de Skyrmions, i. e., 0 modelo sigma—O(3)1 também
observa-se o aparecimento dessas estruturas topolégicas em meios dielétricos auto-duais [178].

Conhecendo as importantes aplicacdes deste topico, neste capitulo, investigaremos
as estruturas tridimensionais, i. €., as solu¢gdes de vortices de modelos ndo-polindmiais e

nio-candnicos.

4.2 Algumas convencoes

Ao longo desse capitulo, iremos assumir algumas convencgdes que sao tteis no estudo
dos vortices topoldgicos.
Iniciamos, destacando que a notagdo ¢ refere-se a um campo escalar complexo,

entio |¢|?> = ¢ ¢, onde a sobrelinha denota a conjugacio complexa do campo. Enquanto isto, o

I Discutiremos em mais detalhes o modelo sigma-O(3) no préximo capitulo.
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campo de calibre Abeliano € denotado por Aj. Assim, o tensor eletromagnético € descrito por

Fyv, de modo que
Fuv — auAv - avAu (4.1)

Também definimos a derivada covariante do campo ¢ como Dy ¢ = dy ¢ + ieA, ¢. Adotaremos
a assinatura métrica g,y = diag(+,—,—) e usaremos o sistema de unidades naturais, i. e.,
h=c=1.

Além disso, nosso propdsito nesse capitulo € o estudo de vortices topoldgicos

magnéticos. Desse modo, consideramos o seguinte comportamento para o campo de escalar ¢:

o= g(r)eine. 4.2)

Enquanto isto, buscaremos soluc¢des para o campo de calibre descrito pelo ansatz:

S )
A= —;[a(r) —njég. (4.3)

Finalmente, para estudar solugdes de vortices rotacionalmente simétricas, considera-

mos as equagdes (4.2) e (4.3), para as quais assumimos as condicdes de contorno:

a(0) = n, a(eo) = 0. 4.4)

onde & € o valor esperado de vécuo, n € a vorticidade da estrutura.

4.3 Vortices em uma teoria com generalizacao logaritmica

Nesta secdo, estudamos as estruturas topoldgicas de vortices em modelos genera-
lizados. Desenvolvemos uma abordagem de geracao perturbativa para teorias escalar-vetor e
demonstramos explicitamente que as func¢des de permeabilidade dielétrica devem ter uma forma
nao-polinomial, i. e., a forma da funcao logaritmica. Com base neste resultado, construimos
modelos em (2 + 1)D com permeabilidade dielétrica logaritmica para investigar a presenca de
estruturas topoldgicas de vértices em um modelo de Maxwell. Esse tipo de modelo escalar-vetor
¢ importante porque pode gerar solucdes de campo estaciondrio em teorias que descrevem a
dindmica do campo escalar. Como exemplo, escolhemos o modelo do campo escalar complexo
acoplados ao campo de Maxwell. Posteriormente, investigamos as configuragdes BPS do modelo

e suas propriedades.
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4.3.1 Esquema para gerar modelos generalizados

Iniciamos o estudo das estruturas topoldgicas tipo vortices investigando um possivel
esquema que permite explicar o surgimento de termos vetoriais escalares ndo-polinomiais nas
teorias topoldgicas. Nosso ponto de partida serd a teoria que descreve um campo espinorial
acoplado aos campos escalares e vetoriais, entdo empregamos a metodologia de gera¢ao dindmica
de novos termos que tem sido aplicada em vérios modelos de teoria de campo, especialmente
dentro do contexto de quebra de Lorentz onde era usado para gerar o termo Carroll-Field-Jackiw

[197]. Como ponto de partida, iniciamos escolhendo a acdo:

S = /d4xl/_/(ia/ _eA/ _m((p))l//"'sscalm] +SMaxW[A]’ (4'5)

onde g = y*dy, A = y*Ay, e m(¢) é uma massa dependente do campo espinorial dada por
alguma funcdo arbitraria do campo escalar ¢. Além disso, abandonamos a restricdo de renorma-
lizabilidade da teoria uma vez que pretendemos considerar no méximo corre¢des de um loop
(determinante fermidnico). Assim, as divergéncias surgirdo apenas nos setores do campo de
calibre e escalar. Além disso, estaremos interessados na geragdo de termos do tipo f(¢)FyyF*¥
que desempenham o papel de permeabilidades dielétrica na teoria cldssica de vortice. Além do
mais, a contribui¢cao Sy., € uma acgao livre do campo escalar e Syaxw € a acdo de Maxwell do
campo eletromagnético. NOs também assumiremos que o escalar ¢ esta variando lentamente
no espago-tempo, ou seja, dy ¢ é considerado pequeno em comparagdo com a escala de energia.
Assim, as contribui¢des derivadas dependentes no setor escalar sdo despreziveis.

Para gerar um termo de Maxwell generalizado f(¢)F,vF"", deixe-nos comegar com
a funcdo de dois pontos do campo de calibre. Nesse caso, o diagrama de Feynman da funcdo de

dois pontos € representado na figura 23.

Figura 23 — Diagrama de Feynman de uma func¢do de dois pontos.

Nesse caso, sua contribuigﬁo ¢ dada por:

n--5 [ Lr Gy P (P)AV(). “6)
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onde o sinal de menos é causado pelo fato de que o loop é fermidnico, 1/2 é um coeficiente

combinatorio e o tensor de auto-energia é

Vo d*k 1 v 1
0 v | e T e

4.7)

onde ¥ = yYky e = Y py.

Podemos realizar os calculos fazendo uma analogia com a referéncia [198], com a
unica diferenca de que a massa € uma fun¢do nao-trivial dos campos escalares. Desta forma, o cél-
culo de IT*Y ¢ realizado. Procedendo como na referéncia [198], extraimos alguns multiplicadores

comuns e simplificamos a expressao:

v . “4_d d 1 B
I+ :4ZWF<2_5) Uo dx[m?(9) — p*x(1 —x)]/?72x
x [=2p* p¥x(1—x)+ 0 pPx(1 —x) + n*Vm?(9)] —
Y lxmz —2x(1 — x)14/2-1
n [ dxn?(9) — px(1 =) ]}, (38)

de modo que, se escolhemos d = 4 — €, obtém-se 2 — %' = %

Agora, vamos nos concentrar na parte divergente, ou seja, em todos os lugares,
exceto na fun¢io gama, colocamos d = 4. Apoés a rotacdo inversa de Wick (multiplicando por
—1), descobrimos que a parte divergente € independente de ¢, uma vez que os termos divergentes

dependendo de m?(¢) se cancelam:

8 e [!
= (47t)2‘r(§)/0 dxx(1—x) [=pp"+ 0" p*] = —— [-pHpY +0M'p?]. 49)

6m’e

Repetindo a argumentacdo de [198], vemos que a parte divergente da corre¢dao de um loop pode

ser apresentada como #ZZS.ZMGXW que € o resultado paradigmaético da eletrodindmica quantica e
que pode ser claramente cancelado pela simples renormalizacdo da funcdo de onda.

Nos permita, agora, considerar a parte finita da equacdo (4.8) que € necessdria

para nossos propdsitos. Para fazer isso, levamos em consideragdo apenas os termos que nao

desaparecem nem divergem em € — 0. Isso implica a seguinte contribui¢do para a acao efetiva:

2 2
0= [t [mmit—‘@) +c] , (4.10)

onde ¢ € algum numero independente de campo. Na verdade, ¢ pode ser absorvido no reescalo-
namento de { ou em uma renormalizagdo finita do termo cinético.

O resultado liquido do nosso célculo nos leva a

2
o —Zln [’"ﬁ;} ]FMVF“V, 4.11)
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onde a é uma constante.

Portanto, agora podemos fazer virias suposi¢des para m(¢)? para obter as acdes
vetoriais escalares desejadas. O exemplo mais natural é m(¢) = mgy + h¢, ou simplesmente
m(9) = ho.

Uma outra possibilidade de obter novos termos do modelo vetor-escalar surge quando

adotamos a seguinte acao:

S = /d4xlf/[i8/ —ef(09")A —m(9™ )] ¥+ Sscar[@] + SMaxw, (4.12)

i. e., temos junto com a massa dependente do campo m (|¢\2), o acoplamento dependente do
campo ef (@ ¢*) que pode estd relacionado com a permeabilidade dielétrica. Neste caso, apés o
cancelamento da divergéncia de um loop com os contra-termos apropriados, temos a contribuicio

finita
r— _ lmz/d“ (|61)? FuyF*V In ("M) (4.13)

Novamente, neste caso, absorvemos a constante finita na redefini¢do de u.
E importante notar que pode-se assumir, sem perder generalidade, que nosso campo
escalar € real, i. e., ¢ = ¢*. Nesse caso, por simplicidade, exemplos de casos simples que

podemos escolher sdao m(¢) =ho e f(¢) = A¢.
4.3.2 Vortices com permeabilidade logaritmica do tipo Gausson

Considerando os resultados da eletrodinamica quantica apresentados anteriormente,

estudaremos as estruturas topoldgicas de vortices que surgem no modelo generalizado descrito

2
S:/dg’x[—%ln (mi‘? )FMVF“V+|Du¢|2—”// : (4.14)

pela acdo:

onde p é um parametro ajustdvel adimensional. Notamos que esta ordem do modelo pode
ser obtido com base no resultado do célculo de um loop (4.11) sob uma reducdo da teoria
quadridimensional para a tridimensional de maneira semelhante ao descrito na referéncia [199].
Para fazer isso, podemos “congelar” a coordenada espacial extra, digamos z, de modo que
todos os campos ndo exibam nenhuma dependéncia de z, € impomos o calibre axial Az = 0.
Além disso, a agdo desta forma pode ser tratada como uma certa reminiscéncia do mecanismo
de escalariza¢do usado no contexto gravitacional [200] onde surgem novos termos iguais a

invariantes topologicos gravitacionais multiplicados por algumas fungdes de um campo escalar.
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Os modelos generalizados foram introduzidos pela primeira vez por Lee e Nam ao
discutirem as solugdes solitonicas de um modelo Abeliano de Higgs [101]. Apds o trabalho
de Lee e Nam [101], outros estudos de modelos com dinamica generalizada foram realizados
[201, 202, 203, 204]. De modo geral, € interessante generalizar um modelo de um campo
escalar complexo acoplado a um campo de calibre, a fim de gerar novas solucdes cléssicas.
Normalmente, novos modelos com simetrias extendidas sdo construidos por meio de termos
multiplicativos que, em geral, funcdes dos campos escalares.

Neste momento, sendo motivado pela geracdo perturbativa da teoria vetor-escalar,
estudamos as estruturas topoldgicas para algumas formas de solucdes de voértices com uma
funcdo de permeabilidade dielétrica ndo-polinomial. Esta teoria envolverd um acoplamento
nao-linear de campos escalares com o campo de calibre, de modo que, podemos considerar
vérias formas de m(|¢|)?, e para cada forma deste pardmetro os vértices topolégicos podem
admitir propriedades fisicas diferentes.

Iniciamos nosso estudo das estruturas de vortices, considerando a densidade Lagran-

l ,U. V Y *

onde lembramos que o parametro y dentro do logaritmo é um parametro de normalizacdo

definido positivamente usado para ajustar a dimensdo candnica do termo de permeabilidade

magnética.
As equacdes de movimento dos campos sdo:
¢ { pryg) ]
DD*o+ — | ——<Fy F*V + ¥ (4.16)
T 2ol [2m(jol) M °
e
2
=3y o (U5 ) ). @.17)

onde definimos m 4| = dm/d|¢| e ¥y = 07 /d|@|. Se assumimos que v = 0 na equagdo (4.17)
obtemos a lei de Gauss do modelo. Dessa maneira, concluimos que os vortices sdo eletricamentes
neutros.

A corrente conservada do modelo € descrita por:

Jy =ie(¢Dy o — 9Dy ). (4.18)
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Usando a simetria de translagdo do espago-tempo, construimos o tensor energia-

momentum, a saber,
m(|¢])? Ao T —
Tuyy =pln —uz FMF v+Du¢Dy¢ +DydDy ¢ — guvc?. 4.19)

Usando a expressao (4.3), também encontramos que o campo magnético do vortice é

a(r
B=—Fp—— e<r), (4.20)

portanto, observamos que o vortice do modelo possui um fluxo magnético dado por

27 8] 2
Dp = —/0 /0 F'%rdrd6 = —?n[a(oo) — a(0)]. 421)

Usando (4.4), concluimos que o fluxo magnético do vortice generalizado €

2
®p =" (4.22)
e

1. €., o fluxo do modelo é quantizado.

Agora, nossos principais objetos de estudo serdo as varidveis de campo, i. €., as
fungdes radiais g(r) e a(r). Com isto em mente, usamos as equagdes (4.2) e (4.3) para reescrever
a equacao de movimento do modelo em termos das varidveis de campo. Desta forma, obtemos

que as equacdes de movimento para os campos estaticos serdo dadas por:

Lo pmgd (0 a(r)?s()
L) =5 S+ Y (4.23)

r{ln <mftg))] — ea(ri)g(r>2. (4.24)

Estamos interessados no estudo de configuracdes de campo estdtico com energia

finita. Para isto, voltamos a nossa aten¢do ao estudo da densidade de energia dos campos, a

saber,
pd (r)> (m(g)\ | . o a(r)’g(r)’
E =Ty = 2, In m +g(r) + — +7(g). (4.25)
Buscando satisfazer o limite BPS, reorganizamos a expressao anterior da seguinte
forma:

=) g (e )

2 (E2— o(r)2)2
S AT € 5P (4.26)
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Para obter uma teoria com propriedade BPS, assume-se

& (€ g
2 pin(m(g)?/u?)’

A escolha de potenciais logaritmicos semelhantes ao apresentado na eq. (4.27) aparece em

(4.27)

vdrias areas da fisica. Aqui, lembramos que podemos encontrar potenciais logaritmicos na teoria
gravitacional de Newton quando consideramos um corpo com distribui¢do de massa atrativa em
um espaco Euclidiano R? [205]. O potencial da forma que aparece na equacio (4.27) também é
conhecido na literatura como potencial do tipo Gausson [206]. Este potencial desperta nossa
aten¢do devido ao fato de estd relacionado a solugdes solitdnicas em uma teoria tipo Schrodinger
[207, 208, 209]. Neste contexto, o potencial tipo Gausson descreve particulas em um cendrio da
mecanica quantica ndo-linear, essas particulas respeitam a propriedade de homogeneidade da
equagdo, ou seja, que o produto das solugdes independentes em uma dimens@o continua a ser a
solucdo em duas dimensdes. Em teoria de campo, nos ultimos anos o estudo de potenciais do
tipo Gausson foi sugerido por alguns autores [206]. No entanto, € interessante mencionar que os
s6litons ou vortices do tipo Gausson ainda sdo pouco estudados na literatura, pois as equagdes
para os vortices tipo Gausson geralmente ndo apresentam solucdes analiticas.
Considerando o potencial (4.27), reescrevemos a expressao (4.26) como
E zzn/m rln <m<g)> {“/(r) I it {4 rdr+ 27r/°° r(g’(r) ¥ —a(r)g(r))zdr
0 w ) er = pin(m(e)?/u) 0 r
+ EBps, (4.28)

onde Epps € a energia BPS é

Egps — T2 /0 T la(R)(E2 = ()] dr = 27|n|E2. (4.29)

Note que a energia € limitada por baixo pelo limite Egps, i. €., E > Epps.
Assim, no limite de saturacdo da energia, £ = Egps, encontramos que 0S campos

estaticos obedecem as equagdes de primeira ordem:

gr)=+—2"2, (4.30)

da(r) _ - e(§? —g(r)?)
er 2pIn(m(g)/u)

(4.31)
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No limite assintético, ou seja, quando r — 0, os campos assumem os seguintes

comportamentos:
ar=0)=n+Art+0(02) e glr—0)=Br+o(r?), (4.32)

onde f3 = " uma constante definida pelo winding number e A = p /e. Enquanto

isso, quando r — oo, obtemos que:

a(r —o0) o+ B/ /1) e g(r—oo)~ 52 +0(r), (4.33)

e (Ep) WD

onde cq pode ser tomado como zero, por conveniéncia. E necessdrio destacar que o compor-
tamento logaritmico da permeabilidade dielétrica induz convergéncia mais rdpida para zero,
diferente dos vortices de Abrikosov. Isso ocorre porque a funcdo permeabilidade dielétrica €
forte (ou encontra-se bastante localizada) préximo a origem do vdrtice.

As equacdes acima sdo conhecidas como equagdes BPS do modelo. No limite BPS,

a densidade de energia dos campos € reduzida a

2pd'(r)* <m(g)

_ 2
CBPS =" 73 m >+28/(r) : (4.34)

4.3.2.1 O Casom(|¢|) = h|¢|

O caso mais simples que podemos imaginar para estudar vortices topolégicos é
assumir que a funcdo m(|@|) = h|@|, com h uma constante a ser definida posteriormente. Para
simplificar, estamos interessados no estudo de estruturas topoldgicas com vorticidade n = 1.
Deste ponto em diante, observamos que, neste caso, as equagdes BPS do modelo sao reduzidas

para

g(r)= iM, (4.35)

=F (4.36)
" 2pn (’%“))
A densidade de energia BPS é
2pd (r)? hg(r
Epps = pezr<2) ln( g: )> +2¢(r)?. (4.37)
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Desacoplando a equacdo que descrevem o campo escalar g(r) do campos calibre

a(r), obtém-se que

I LGN O ot 109100
2pIn <}%(r))

Considerando a equacdo (4.38) e adotando os limites topoldgicos para o campo g(r),

=0. (4.38)

pode-se obter a solu¢do numérica do campo g(r).

O resultado numérico - A partir de agora, nos concentraremos na investigagao numérica dos
vortices topolégicos do modelo. Para atingir nosso objetivo, investigamos a solucao numérica
da equacao (4.38). O resultado correspondente € mostrado na figura 24(a). Com a solugado do
campo escalar complexo representada na figura 24(a), podemos, considerando a expressao (4.35),
investigar a soluc@o para o campo de calibre numericamente. O resultado para a(r) é mostrado

na figura 24(b).

yyyyy

107 AR Y )
0.8 1 o8
| n=1
~ 06 n=1 108
7 0.4- ] " 04
02 102
0.0 | | | 100
o 1 2 3 4 5 0 v 2348
r
r
(a) (b)

Figura 24 — (a) Comportamento do campo variavel correspodente ao campo escalar complexo
quandoe =& =1,p=10°, h=10"2e u = 10~1°. (b) Solucio do campo de calibre
quandoe=E=1,p=10>,h=10"eu=10"10,

Usando a expressao (4.20), podemos encontrar a solu¢ao numérica do campo mag-
nético responsdvel pelo fluxo do vértice. O campo magnético € mostrado na figura 25. Enquanto
isto, a energia BPS do vértice € encontrada usando a equacao (4.37). A solucdo numérica da
densidade de energia BPS € demonstrada na figura 26.

Os resultados numéricos encontrados descrevem estruturas de vortices topoldgicos

da teoria. Observamos que essas estruturas apresentam um fluxo magnético mais intenso proximo
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Figura 25 — Campo magnético associado a estrutura.
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Figura 26 — Densidade de energia BPS usando a equagdo (4.37).

Densidade de energia BPS

da origem r = 0. Esse fato acaba tornando o vortice mais energético na origem do sistema.
Observamos que o campo magnético produzido pelo vértice tem comportamento semelhante a
densidade de energia BPS, diferindo significativamente em sua magnitude. Observamos que os
vortices BPS, apesar de possuirem um “campo magnético fraco”, possuem uma energia bem
elevada. Isso nos leva a hipétese de que isso ocorre devido a permeabilidade elétrica apresentar

um comportamento logaritmico.
4.3.2.2 O caso: m(|¢|) =mo+h|9|

Neste caso, vemos que as equacdes BPS do modelo sdo escritas da seguinte forma:

g'(r)= i&f(r) (4.39)
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d(r) __ e(§2—g(r)?)

er =T ’
2p11’1 (m0+’lilg(r))

(4.40)

com myg ¢ h sendo constantes a serem definidas.
Além disso, para m(|¢|) = mo+ h|@| a densidade de energia BPS das estruturas de

vortice é

2pd (r)? my+hg(r
SBps = £ 2 (2) In ( ( )) +2¢'(r). (4.41)
er i}
Para descrever as solucdes topoldgicas, investigamos as solucdes das equagdes (4.39)
e (4.40). Para isso, come¢camos desacoplando as equacdes BPS. Dessa maneira, obtemos que a

equagdo que descreve o campo escalar complexo é

- (&% —g(r)H)g(r)
gr) (mo+hg(r))
plIn m

Novamente, o comportamento do campo g(r) deve respeitar as condi¢des topoldgicas descritas

—0. (4.42)

na expressao (4.4). Assim, adotando o comportamento assintotico (4.4), investigamos a solugdo
numericamente da expressao (4.42).
O resultado numérico - Consideramos a equacio (4.42) para realizar a analise numérica das
suas solugdes. Para fazer essa andlise, usamos o método de interpolagdo numérica. Tendo isso em
mente, voltamos nossa atengdo para o estudo das estruturas de vortices topoldgicos do modelo.
Portanto, comeg¢amos adotando o contorno topoldgico (4.4), e assumimos o menor valor para a
vorticidade, i. e., n = 1. Desta forma, obtemos a solucdo de vértice apresentada na figura 27(a).

Uma vez que encontramos a solu¢io do campo escalar complexo [por favor, consulte
a figura 27(a)], podemos usar as equacdes BPS para encontrar a solucdo do campo de calibre que
descreve o vértice. Para encontrarmos a solu¢do do campo a(r), fazemos uma interpolacéo e
lembramos que o campo de calibre deve satisfazer a condic@o exposta na equagao (4.4). Com
isso, obtém-se o comportamento do campo de calibre na figura 27(b).

Assumindo a equagdo (4.20), encontramos o comportamento do campo magnético
do vértice. Desse modo, usando a equacgao (4.20), encontramos o comportamento do campo
magnético do vortice exibido na figura 28. Enquanto isto, usando a expressao (4.41), encontramos

a densidade de energia BPS associada ao vortice, como demonstrado na figura 29.
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Figura 27 — (a) Solugdo da varidvel de campo correspondente ao campo escalar complexo quando
e=my=E=1,p=10%,h=10"3 e u = 10712, (b) Solugio do campo de calibre
quandoe=my=E=1,p=100h=102epu=10"1°
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Figura 28 — Campo magnético do vortice BPS

Analisando os resultados encontrados, nota-se que os vortices ficam mais energéticos
em torno de r = 0. Esse fato pode ser entendido porque a permeabilidade elétrica € do tipo loga-
ritmo. Além disto, concluimos que a medida que o campo magnético se torna mais intenso nos
vortices, eles tornam-se mais energéticos mantendo um fluxo magnético constante. Observamos
também que tanto a densidade de energia BPS quanto o campo magnético apresentam formas
semelhantes nas proximidades da origem da estrutura e diferem apenas em sua magnitude em

torno de r — 0.
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Figura 29 — Densidade de energia BPS da estrutura.

4.3.2.3 Permeabilidade elétrica do tipo p f(|¢])?In [m(lj)z‘)z}

Investigaremos, agora, um caso mais geral que a eletrodindmica quéntica nos fornece,
i.e., pf(|0])?In(m(|¢|)?/u?). Na verdade, o termo de Maxwell generalizado é a contribui¢io
efetiva apresentada na equacdo (4.13). Assim, buscando estudar as estruturas produzidas por

essa teoria generalizada, iniciamos considerando a densidade Lagrangiana:

Nesse caso, as equacdes de movimento que descrevem as estruturas de vortices

topoldgicos sdo:

7(lgl)m N
puptot g PP S+ (" )| o as

=y [pf(|¢|)21n (%"ZDZ)F“} : (4.45)

onde definimos fi| = df/d|@|, miy) = dm/d|@| e ¥y =V /I|9].

A corrente conservada do modelo novamente assume a forma dada pela equacao
(4.18). Além disso, analisando novamente a lei de Gauss supde-se que os vortices devem ser
eletricamente neutros.

Nesse cendrio, o tensor energia-momentum é

2
Ty = p£(I6])1In (”“"fi” )FMF’L L+ DuBDy0 + DyDud —guvls  (446)
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de modo que, ao assumir um campo de calibre (4.3) com a condicdes topoldgicas (4.4), conclui-se

que o campo magnético do vortice serd

— (A — DA)) = —“e(r” , (4.47)

e portanto, o vértice possuird um fluxo magnético quantizado, i. e., ®p = 27tn/e.
Claramente, estamos novamente interessados no estudo dos voértices BPS. Para estu-
dar estes vortices, usamos novamente o tensor de energia-momentum. Neste caso, a densidade

de energia é

&= pf(8)d(r)’ In (m(g)) +g,(r)2+—a(r)2g(r)2 +7(g) (4.48)

o272 i 2
Rearranjando a densidade de energia do modelo, chega-se na equacdo

pflg)?, (m()\[d(r) e(E—g(r?) 17, (. _a(gr)\’
= 1“( w2 )[ or jEpf<g>21n<m<g>2/u2>] *(g ¥ > e

(&P -s(n?)? :¥1
2 pf(g)*In(m(g)*/p?) " r

Novamente, como sugerido anteriormente, o potencial escolhido aqui deve ser do

la(r)(E* —g(r)?)]'. (4.49)

tipo Gausson para satisfazer o limite do BPS. Portanto, assumimos

2 (g
= o F e n(m()2 ) (430

para a teoria admitir propriedade BPS.
Para este potencial, a expressdo da densidade de energia € significativamente simpli-

ficada. Nesse caso, no limite BPS, as equacdes de Bogomol’'nyi sdo:

dr) ==+ : (4.51)

A e(E )
er ~ 2pf(g)In(m(g)/1) (*32)

Analisando o comportamento assinttico proximo a origem, i. e., r — 0, obtemos:
gr—=0=A?+00" e a(r—0)~n+Brr+0o(r), (4.53)

onde A =¢”" e B = ¢/p. Enquanto isto, em r — oo, concluimos que

g(r—> oo) ~ é +)Lr—3_+_ﬁ(r—5) e a(r—> oo) ~ Hf(ﬁ)_lln(é/#)_l ) (4.54)
2 (E 1) TETETD
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Consequentemente, a densidade de energia BPS do vortice é

gBPS _ zpf(g)Zal(r)Z In (mitg)) —|—2g/(}’)2. (455)

o272

Com essas informagdes, a partir de agora, voltaremos a nossa atencao ao estudo numérico das

estruturas topoldgicas descritas pelas equagdes BPS (4.51) e (4.52).

4.3.2.4 O caso: f(g) =g(r) em(g) = hg(r).

Estudaremos as solu¢des das equacdes BPS (4.51) e (4.52). Para isto, usando o
método de interpolacido numérica, investigamos as solugdes numéricas do campo a(r) e g(r).

Para simplificar, consideramos o estudo dos casos f(|¢|) e m(|¢|) mais simples possiveis, i. e.,

f(g)=2g(r) e m(g) = hg(r). (4.56)

Assumindo essas fungdes e considerando as condi¢des topoldgicas (4.4), encontramos a solucdes
numérica do campo escalar exibida na figura 30(a). Considerando a solu¢do para o campo
variavel g(r) e usando a expressdo (4.51) encontramos a solu¢do numérica do campo de calibre.

Esta solu¢@o é mostrada na figura 30(b).

08
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=
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—_
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02

(a) (b)

Figura 30 — (a) Solucdo de g(r) correspondente ao campo escalar complexo quando p = 10,
e=&E=1,h=1epu=10"2 (b) Campos varidvel de campo a(r) correspondente
ao campo de calibre quando p = 10°, e =& =1, h=1leu =102

Semelhante aos casos estudados anteriormente, usamos a equacao (4.47) para investi-

gar o campo magnético do modelo. Com isso, mostramos o comportamento do campo magnético
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na figura 31. Enquanto isto, a densidade de energia associada aos vortices BPS é descrita na

expressao (4.55) e exposta na figura 32.
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Figura 31 — Campo magnético do vortice.
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Figura 32 — Densidade de energia BPS.

Olhando para as estruturas de vortices apresentadas acima, notamos que no caso mais
simples, i. e., f(|¢|)? = |¢|?, nos permite encontrar estruturas topoldgicas de vértices quando
a amplitude da funcdo de permeabilidade elétrica é da ordem de p = 10°. Essas estruturas
possuem uma densidade de energia mais energéticas do que os vortices estudados nos casos
anteriores (f — 1). Como estamos trabalhando com modelos caracterizados por permeabilidade
logaritmica, encontramos vortices topolégicos com energia BPS extremamente localizada ao
redor da origem. Notamos que quanto maior a ordem do polindmio f(|¢|), mais energético é

o vortice. Como nos casos anteriores, observamos que quando r — 0, o campo magnético do
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vortice serd maior. Dessa forma, maior a energia do vortice naquela regido.
4.3.3 Observagoes finais sobre o modelo

Nessa se¢do, usamos uma abordagem perturbativa em uma teoria escalar-vetor
para obter algumas formas para as funcdes de permeabilidade elétrica. Em outras palavras,
encontramos a forma que a fun¢do de generalizacdo do modelo deve assumir, 1. e., uma fun¢do
do tipo logaritmico. Em seguida, estudamos uma teoria do tipo Maxwell generalizada por uma
funcao escalar logaritmica. Iniciamos nossa investigacao observando o surgimento de estruturas
de vortice no modelo. Estes vortices possuem um campo magnético intenso no nucleo da
estrutura e um fluxo magnético quantizado. Constatamos, também, que quando a funcéo f(|9|)
assume formas polinomiais, os vortices passam a ter um campo magnético mais intenso tornando
a energia do vortice extremamente localizada.

Notamos que os vortices logaritmicos possuem uma propriedade interessante, i. e.,
os campos so alcangam o estado de vacuo em pontos distantes da origem. Essas caracteristicas
sdo mais visiveis quando se assume que as fungdes f(|@|) e m(|¢|) sdo polindmios de ordem
superior.

Claramente, como esperado, se f(|¢|) for assumido como uma fung¢do constante
(f =0), os vortices topoldgicos do modelo ndo existirdo mais. No entanto, é possivel verificar
solucdes ndo topoldgicas de energia zero. Obviamente, esses sélitons seriam sélitons triviais do
modelo.

Um fato extremamente intrigante dos modelos com generalizacdes logaritmicas estu-
dados até agora, é o fato de que o campo magnético e a densidade de energia sdo extremamente
intensos em r — 0. Esse interessante resultado nos leva a acreditar que isso € uma consequéncia

do perfil da fun¢do permeabilidade dielétrica.

4.4 Vortices produzidos por uma teoria nao-canonica

Nessa secao, investigamos a existéncia de estruturas topolégicas em um modelo
tipo cuscuton. Para isto, estudaremos as solu¢des de vortice produzida por um campo escalar
acoplado a um campo de calibre regido pelo termo de Maxwell. Para alcangar nosso propdsito e
estudar as estruturas de vortices topoldgicos da teoria, reorganizamos a densidade de energia para

obter, por conveniéncia, equacdes semelhantes a descrita na teoria usual, ou seja, o modelo de
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Maxwell-Higgs. De fato, mesmo para este caso particular, observamos a existéncia de estruturas
com energia localizada e fluxo magnético quantizado em um determinado setor. Também
mostramos que quando a quebra espontinea de simetria ndo ocorre, o0 modelo tridimensional ird

admitir somente solu¢des ndo-topoldgicas.

4.4.1 A descrigdo dos vortices de Maxwell

Iniciamos construindo um modelo cujo o campo escalar real € ndo-candnico e do
tipo cuscuton. O modelo cuscuton foi inicialmente proposto por Afshordi, Chung e Geshnizjani
no artigo: A causal field theory with an infinite speed of sound [186]. Nesta teoria, a dindmica
cuscuton surge da descri¢do da estrutura simplética do Hamiltoniano degenerada no limite
cosmologicamente homogéneo [186]. Neste caso, a teoria cuscuton torna-se homogénea quando
a métrica € localmente Minkowski [186, 187, 188]. Uma caracteristica interessante do campo
cuscuton € que ele ndo contribui, em principio, com a equacdo de movimento no limite estacio-
nario. Assim, pode-se interpretd-lo, em alguns casos, como um campo auxiliar ndo-dindmico
que segue a dinamica dos campos aos quais se acopla.

Tomando como motivagdo a teoria mencionada acima, investigamos as estruturas
tipo vortice que surgem de uma dinamica do tipo cuscuton. Para investigar as estruturas de

vortices € necessdrio acoplar o campo ndo-candnico ao campo de calibre. Desta forma, propomos

a acao:
1
> / &x { D¢ - DY| = FuyFH = <|¢I>}, (4.57)
onde o potencial deve ter a forma:
k2¢4 ¢2 25
In{ = | ——|. 4.58
V= 2567:2[ (M2) 6] (4.58)

Este potencial é inspirado por cilculos perturbativos do modelo usual de campo escalar ¢*,
consulte as referéncias [176, 177]. Além disso, esse potencial também possui um perfil tipo
Gausson, como ja mencionado nas se¢Oes anteriores. Assim, em principio, pode-se motivar seu
uso considerando as aplicacdes j4 mencionadas na secdo anterior (por favor, verifique a secdo
4.3).

Também € importante destacar que as convengdes consideradas na se¢do 4.2 perma-

necem validas. Além disto, usaremos novamente as unidades naturais, 1. €., i =c = 1.
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Nesse cendrio, as equacdes de movimento do campo escalar e do campo de calibre

Sa0:
D¢ ) ()
Dyl ———2 )+ vy, =0, 4.59
“<\/|DV¢DV¢\ A (439
c

OuF™’ =, (4.60)

Para essa dindmica do campo nao-candnica, o J" atual assume a forma

ie
Jy=——"
Y /200u09H 9]

Permita-nos, novamente, considerar a simetria translacional do espago-tempo para

(¢Dy¢ — 9Dy 9). (4.61)

construir o tensor energia-momentum. Isso nos leva a

[y — | —

Tomando a componente T do tensor energia-momentum e considerando novamente

as equacoes (4.2) e (4.3), chega-se a densidade de energia, i. €.,

o \/g,<r)2+ g(r)%a(r)? N a’gr)2 N AZg(r)* [ln(g(r)2> B é] (4.63)

r? e2r? 256712 M? 6

Voltando nossa atenc¢ao ao estudo das configuragdes de campo de energia finita,

reorganizamos a densidade de energia (4.63) da seguinte maneira:

-l SO g e 7)Y

1 Ad'(r)g(r)? 2\ 25]'?
L LA (7Y 291 ot

Para estudar uma classe particular de estruturas localizadas do modelo, nos deixe

assumir que os campos obedecem as restricoes,

g(r)= (4.65)

(4.66)
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Analisando as expressdes (4.65) e (4.66), nota-se que no limite A — 0, o campo de
calibre assume um comportamento constante, i. e., a(r) = agp. Enquanto isto, o campo escalar
tem um comportado do tipo f(r) «< r*°, o que nos dd uma configuracdo de campo néo-topoldgica.

Além disso, analisando os comportamentos assintdticos da equacao de movimento e

das equagdes BPS, encontramos que em r — 0, obtemos
ar—=0)=n+0(r ") e glr—0)=Br+o(?). (4.67)

Enquanto isto, no limite » — oo, concluimos que

2 2 2
ar— o)~ ar?+0(r %) com o= /l;f_ [ln(%) — g} : (4.68)
Nesse limite, o campo g(r) assume a forma:
g(r — o) ~ }/Oe_r2 com 7 =e% (4.69)

Se existe uma configuragdao de campo que respeita as equagdes (4.65) e (4.66), ela

ird reduzir a densidade de energia para

5=, [EOBDRC), L 20 {m(gvv) = O,

r dem r M? 6

Aqui é importante mencionar que a densidade de energia acima nao esté escrita na forma de um
termo de superficie. Porém, é possivel fazer tal procedimento considerando as equagdes (4.65)
e (4.66) e impondo restri¢cdes entre o campo cuscuton € o campo de calibre. Resumidamente,
impondo condi¢des de estruturas sem cisalhamento (i. e., todas as demais componentes do tensor
energia-momentum se anulam no limite BPS) nos permitird obter relagdes que permitem escrever
o a densidade de energia como termo de superficie. Além disto, um procedimenso alternativo €
implementar campos com dindmina cuja sua a contribui¢cdo acopla-se ao campo cuscuton.
Resultados numéricos - Embora o caso escolhido ndo descreva uma configuracao BPS, ele
simplifica significativamente a descri¢ao das configuragdes de campos que possuem energia
localizada no modelo tipo cuscuton tridimensional. No entanto, para investigar as solu¢oes
das equacdes (4.65) e (4.66), € necessario um método numérico. Assim, novamente usaremos
o método de interpolagdo numérica para estudar as configuracdes de campo expressas pelas
equacdes (4.65) e (4.66). As solu¢des numéricas para as varidveis de campo g(r) e a(r) sdo
ilustradas nas figuras 33(a) e 33(b), respectivamente.

A solucido de vortice mostrada na figura 33 possui uma energia localizada. Isso fica
claro quando investigamos a densidade de energia (4.70) para o comportamento de f(r) e a(r).

O resultado para a densidade de energia do modelo € mostrado na figura 34.
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Figura 33 — (a) Comportamento do campo varidvel g(r). (b) Solugdo do campode calibre a(r)
associado ao campo g(r). Em ambas as solugdes assumimos que e = A =M = 1.

dool . T

Figura 34 — Densidade de energia BPS associada a solu¢des do campo escalar e de calibre
quandoe=A =M = 1.

O campo magnético que gera o fluxo do vortice (4.21) é encontrado considerando
as solucdes expostas na figura 33. Por interpolagdo, o comportamento do campo magnético é

demonstrado na figura 35.
4.4.2 Observagoes sobre o modelo

Considerando um cendrio ndo-candnico, construimos um modelo tipo cuscuton
tridimensional e estudamos a existéncia de estruturas topolégicas com o termo de interacdo

derivada da teoria pertubativa no modelo cuscuton. Investigamos a existéncia de solugdes
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Figura 35 — Campo magnético associado do vértice quandoe = A =M = 1.

vortices e notamos que os vortices analisados possuem um campo de calibre com um ponto
critico em torno da origem, i. e., quando » — 0. Por outro lado, € notério que o campo de calibre
dessas estruturas geram um campo magnético nulo préximo a r = 0, originando vortices em
forma de anel. Essas estruturas rapidamente atingem um valor maximo de intensidade em r,
(r. é o valor de r que o campo escalar atinge o valor esperado do vacuo). Além disso, essas
estruturas de vortice investigadas até agora possuem um fluxo magnético quantizado dado por
27n/e. Além do mais, devido ao comportamento da varidvel de campo f(r), as configuragdes
de energia do vértices localizados tém o perfil tipo uma funcdo sech(r)?. Vale ressaltar que
apesar da caracteristica localizada dessas estruturas, elas possuem uma intensa energia ao redor
de r=0.

Para fechar a discuss@o de solug¢des exatas, observa-se que se o parimetro A — 0, 0
caso em tridimensional ndo terd estruturas topoldgicas. Neste caso particular, o modelo aceitara

apenas as chamadas solu¢des ndo-topoldgicas.
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5 ESTRUTURAS TOPOLOGICAS TRIDIMENSIONAIS PRODUZIDAS NO MO-
DELO SIGMA-O(3)

Neste capitulo, estudaremos as estruturas de vortices que surgem no modelo sigma-
O(3) nao-minimo. Particularmente, iremos considerar as teorias de multi-campos para descrever
nossas estruturas. Primeiro, estudamos as estruturas que emergem no setor topoldgico do campo
sigma considerando uma teoria candnica. Posteriormente, no segundo caso, consideramos

contribuicdes de campos ndo-candnicos.

5.1 Uma breve motivaciao

Além das aplicagdes ja mencionadas nos capitulos anteriores, nota-se que a fisica
das estruturas planares descreve propriedades interessantes [210], e. g., fracionamento de
carga [211, 212] e estatistica fraciondria [213]. Além disso, ao analisar os sistemas planares
(tridimensionais), vdrias caracteristicas interessantes surgem devido a correspondéncia entre
as particulas e seus duais. Uma dessas correspondéncias € a dualidade particula-vortice [214,
215, 216]. No mundo planar, os vOirtices constituem uma importante classe de estruturas. A
importancia dessas estruturas deve-se as suas aplicagdes relevantes, como podemos verificar
nas referéncias [176, 177, 217, 218]. Além disto, uma aplicagdo notavelmente interessante,
e ja supracitada, aparece na fisica da matéria condensada, onde essas estruturas aparecem na
descricdo de fenomenos de supercondutividade [88, 219, 220].

Em geral, como j4 mencionado, pode-se entender os vortices como estruturas que
surgem no espago-tempo tridimensional, i. e., (2+ 1)D [96, 221, 222, 223, 224]. Em teoria de
campos, os pioneiros no estudo de estruturas de vortices foram Nielsen e Olesen [44]. No artigo
seminal Vortex-line models in dual strings, os autores mostram as solucdes de vortices de uma
acdo construida com um campo escalar complexo minimamente acoplado a um campo de gauge
com simetria U (1) [44]. Apés a proposta de Nielsen e Olesen, vérios artigos surgiram discutindo
essas estruturas [92, 169, 225, 226, 227].

Somente em 1991, Stern [228] prop0s pela primeira vez o estudo de uma teoria
nio minimamente acoplada ao campo de calibre . Usando um espaco-tempo tridimensional,
Stern procura descrever particulas pontuais sem grau de liberdade de rotacao que carregam

um momento magnético apropriado. O trabalho de Stern motivou varios pesquisadores que

' Entretanto, o acoplamento ndo-minimo surge pela primeira vez em no inicio da década de 90 no estudo sobre a

influéncia do momento de dipolo magnético do elétron em dtomos pesados. Para mais detalhes veja & referéncia
[229].
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posteriormente usaram novos modelos ndo-minimos, e. g., os vortices ndo-minimamente aco-
plados ao campo de calibre [217, 230, 231, 232, 233]. Para ser especifico, na referéncia [234],
os autores investigam solucdes de vortice BPS para uma interagdo especifica usando um mo-
delo sigma-O(3) ndo minimamente acoplado a um campo de Maxwell-Chern-Simons. Além
disso, as propriedades BPS dos vortices do modelo sigma também foram estudadas usando um
acoplamento ndo-minimo e uma abordagem multi-campo [217]. Motivado por essas aplicagdes,
surge um questionamento natural: como as estruturas de vortices sdo modificadas em uma teoria
nio-minima constituida por multi-campos candnicos e ndo-candnicos? Ao longo deste capitulo,
exporaremos a resposta para esta questao.

Neste capitulo, usaremos o modelo sigma-O(3) ndo-linear para construir nosso
modelo ndo-minimo. Resumidamente, o modelo sigma-O(3) ndo-linear € constituido por um

tripleto de campos escalares reais [17], i. e., ®(r,7) = {¢i(r,z), i = 1,2,3} com a restri¢do

3
P-d=) ¢;¢'=1. (5.1
i=1

Respeitando esta restri¢ao, a dinamica do campo sigma-O(3), i. e., do campo P é governado

pelo Lagrangiano
1
L = E&,ﬁb-&“dl (5.2)

Assim, descreve-se o modelo sigma-O(3) como um vetor de campos em seu espago interno, 1.
e., um espaco de campo tridimensional [17, 167, 235, 236, 237]. Em 1960, Gell-Mann e Lévy
foram os primeiros a propor este modelo [238]. Na época, o objetivo era descrever a férmula de
Goldberger e Treiman para a taxa de decaimento do pion carregado usando uma interacao forte
proposta por Schwinger [239] e uma corrente fraca formulada por Polkinghorne [240]. Ap6s o
trabalho de Gell-Mann e Lévy, vdrios artigos consideraram o modelo sigma ndo-linear em suas
andlises. Por exemplo, usando o modelo sigma-O(3), o surgimento de fétons foi investigado na
referéncia [241]. Além disso, a estabilidade dos sélitons e a violagdo de Lorentz foram estudadas,
respectivamente, nas referéncias [242] e [243].

Nao muito longe do modelo sigma ndo-linear, alguns autores propuseram os chama-
dos modelos multi-campos [217]. Esses modelos desempenham um papel importante nas teorias
inflaciondrias [244]. Isso porque os resultados tedricos das teorias multi-campos concordam
com as medidas fenomenoldgicas [244, 245, 246, 247, 248]. Assim, isso nos motiva a estudar as
estruturas topoldgicas derivadas desse tipo de teoria. De fato, pode-se encontrar alguns artigos

de pesquisa na literatura discutindo aspectos de estruturas em teorias multi-campos [249, 250].
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Em particular, neste capitulo, além do campo sigma implementamos na teoria uma
campo escalar real com uma dindmica candnica usual. Posteriormente, no segundo momento,
iremos construir uma nova teoria de multi-campo com contribuicdes tipo cuscuton [186]. Mos-

traremos, que em ambos 0s casos as configuracdes BPS sdo alcangadas.

5.2 Algumas convencoes

Neste capitulo, para estudar as estruturas topolégicas do modelo sigma-O(3) con-
sideraremos que P refere-se a um tripleto de campo escalar ¢; comi=1,2,3e - P =1 [17].
Enquanto isto, adota-se o campo de calibre Abeliano Ay, de modo que o tensor eletromagnético

€ descrito por Fy;y, onde
Fuv - aﬂAv - avA# (5.3)

Também definimos a derivada covariante D, ® = 8u<I> +ieAyniz X @ [17]. Aqui 713 € o vetor
(0,0,1). Também assumiremos a assinatura métrica g,y = diag(+, —, —) e usaremos o sistema
natural de unidades onde i = c = 1.

Como sugerido nas referéncias [167, 236, 251], para investigar as solu¢des de vortice

do modelo sigma-O(3) é conveniente assumir o ansatz esfericamente simétrico, i. €.,

sin f(r)cosNO
®(r,0) = | sinf(r)sinNO | . (5.4)
cos f(r)
Enquanto isto, como proposto nas referéncias [167, 236, 251], para estudar os

vortices do modelo sigma-O(3), nos permita assumir o seguinte comportamento para o campo de

calibre:

¢g, (5.5)

onde N € o nimero de enrolamento (winding number) do vortice.

Além disso, para o estudo dessas estruturas, assume-se as condi¢des de contorno:

f(0) =0, f(eo) =, a(0) =0, a(ee) = —1;. (5.6)

Aqui é importante mencionar mencionar escolhemos condi¢des topoldgicas diferentes das

propostas por Mukherjee [252], cuja f(r — o) = m/2 juntamente com a quebra espontinea
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de simetria nos leva a boas solugdes BPS. Ao invés disso, usamos f(r — ) = 7, conforme
as referéncias [167, 236, 251] e mostramos que € possivel obter solu¢des solitdnicas com
propriedade BPS sem restricao para o winding number.

Partindo da defini¢do do campo magnético, i. e., B = Fip [85] e considerando
o comportamento do campo de calibre (5.5) combinado com as condi¢des topoldgicas (5.6),
conclui-se que as estruturas dos vortices que surgem na teoria emitem um fluxo magnético dado

por

2nN
Phuso = iy (5.7)

Agora que conhecemos essas defini¢cdes preliminares estamos aptos a estudar os vortices do

modelo sigma-O(3).

5.3 Vortices no modelo sigma-O(3) nao-minimo

Iniciamos nosso estudo das estruturas de vértices, considerando um modelo sigma-
O(3) ndao-minimo. Nesse caso, construimos uma espécie de modelo sigma-O(3) ndo-candnico,
com um termo de Maxwell modificado por uma fung¢ao dielétrica. Através do formalismo BPS
€ feita uma investigacdo sobre possiveis configuracdes de vortices em setores topolégicos do
modelo sigma e do campo escalar real. Para um determinado ansatz, as solucdes do setor
topolégico do campo escalar real sdo descritas por solugdes tipo kink. Por outro lado, ao
estudar os vortices em setor nao-minimo do modelo sigma-O(3) puro, detecta-se o surgimento
de solugdes de ondas solitarias. Observamos que no estudo de modelos mistos, ou seja, o
setor topoldgico do modelo sigma-O(3) acoplado ao setor topolégico do campo escalar real, as

solucdes de vortice assumem um perfil de fungao degrau.

5.3.1 Modelo sigma-0(3) ndo-minimo generalizado

Vamos comegar nossa investigagao adotando um espago-tempo plano de (2 + 1)-D.
Particularmente, motivamos esse estudo nas discussdes de Casana et al. [253] onde notamos
que os modelos generalizados podem, em principio, dar origem a estruturas com um fluxo
intenso de energia irradiada formando estruturas internas. Propomos esse estudo considerando o
modelo sigma-O(3) acoplado de forma ndo-minima ao campo de calibre. Além disso, também

consideramos a existéncia de um campo escalar real em nossa teoria. Desse modo, escreve-se a
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densidade Lagrangiana como segue:

g — 9(?, Il/) qu) V:ucI)_ WFMVFMV + %a‘uwa”‘l/_ /‘I/((p& ll/); (58)

onde 7 (¢3,y) é o termo de potencial (ou interagdo). @ é um tripleto de campos escalares
que respeita o vinculo ®-® =1 e y é um campo escalar real. Além disso, .# (P, y) é uma
funcdo arbitraria usada para modificar a contribui¢do do termo cinético do setor sigma e fungdo
(P, y) é a chamada funcdo de permeabilidade dielétrica. Para mais detalhes sobre a fungio
permeabilidade dielétrica verifique o capitulo anterior.

Diferindo do caso usual proposto por Casana et al. [253], definimos a derivada

covariante ndo-minima como segue:

Nesse caso, a contribuicdo do momento magnético andmalo € descrita pelo termo
%qw 1F va. (fi3 X ®). A contribui¢do desse termo nos leva a uma teoria que o campo de calibre
e o campo de matéria estdo acoplados de forma ndo-minima. Pode-se encontrar o acoplamento
ndo-minimo aplicado em investigacdes das propriedades de sélitons BPS, e. g., consulte as

referéncias [231, 232].

Ov[8Euva T (®, W)z - (P x VD) -~ (D, y)F* ]| = . (5.10)

Note que na auséncia da generalizagdo, recuperamos a equacao de movimento do campo de
calibre (desconsiderando a contribui¢do de Chern-Simons) apresentado na referéncia [234].

Enquanto isto, a corrente do campo sigma €
j'=enz- (®x V'), (5.11)

onde J¥ = —jV - fi3. Nesse caso, pode-se assumir novamente, como no capitulo anterior, Ay = 0.
Essa imposi¢do nos leva a estruturas puramente magnéticas com o fluxo magnetico descrito pela
equagao (5.7).

De modo semelhante, a equacdo de movimento do campo P é
P Fo Yo v
F (P, y)V, ViD= TVuCD'V“‘D—TFqu“ — Yo, (5.12)

ondeﬁ¢:%,%¢:%67¢:3—g.
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Além disso, a equacdo de movimento para o campo escalar real é
F G
oty = TWVMQD-VQD— T"’FWF”" — Y. (5.13)

Assim como nos capitulos anteriores, estamos interessantos no estudo de configu-
racoes de campos solitdnicos, 1. e., configuracdes de campos com energia finita. Assim, é
conveniente estudarmos nesse momento a energia associada a essas configuragdes. Para estudar
a energia associada aos campos investigamos a componente o tensor energia-momentum que

neste caso €
T, =7 (®,y)V'®.-V,®d+ My, yw— 6 ,.Z. (5.14)
Usando a defini¢do da energia, i. e.,
E :/Toodzx, (5.15)
obtém-se que a energia dos campos €
E= %/dzx {yvicp-vicpju (Qw)* +9F;FT 12|, (5.16)

onde os indices (i, j) = 1,2.

A partir de agora, nos permita analisar a propriedade BPS da teoria. Para isto, é
conveniente escrever o potencial em termos de fungdes arbitrarias. Essas fungdes sdo chamadas
de superpotenciais [49]. Resumidamente, o uso do superpotencial € importante porque no limite
de saturacdo da energia, ela € obtida em termos de um superpotencial. Devido a isto, estes super-
potenciais t€m sido aplicado em varios cendrios para estudar o formalismo de primeira ordem de
diversas teorias, consulte por exemplo as referéncias [163, 254]. Para implementar o formalismo
de primeira ordem e obter as equacdes autoduais, vamos considerar dois superpotenciais do tipo

U(®)=U(¢3) e W =W(y). Assim, a energia do modelo é reformulada como segue:

F 1 2 g 20\? 1 Wy \ 2
_ 2 ) . ) y il ) 14
E_/d x{[z (V,¢$J1/28,]¢XV]¢) + 5 (Fl]i g) +2<8,1//qt ; ) 1+

W / W2
+ F72¢,®. (V@ x V;®) T F;;V2U9 + WTW — 2—;” — U+"//} } (5.17)
onde Wy, = g—vlz

Para o modelo admitir propriedade BPS, permita-nos assumir que

2

Wllf
7/(¢3,w)=U+$. (5.18)
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Analisando as correntes topoldgicas conservadas da teoria, nota-se, por inspecao,

que a corrente conservada do modelo sigma é

1
F\0) = afuva | F 20V x Vie P04 . (5.19)

Enquanto isto, o tensor tipo corrente do setor topoldgico do campo y é

(v) 1 v
= euvd"y, 5.20
A T A v ( )
de modo que a corrente topoldgica total do modelo é
tOp jfg)c;) j[g)lg)' (5'21)

Adotando as defini¢des das correntes conservadas, pode-se reformular a energia

(5.19) como segue:
T 1 g 20\* 1 Wy '\
2 v
- / d’x &sps, (5.22)
onde a densidade de energia BPS em termos da carga topolégica’ é
&pps = 29 + 2V (5.23)

Examinando a equagao (5.22), nota-se que no limite de saturacdo da energia, obtemos

as equacdes BPS do modelo sigma, a saber,

FVV,® = +g,dx V,, (5.24)
2U
=T\ 3z (5.25)
W,
oy = iT‘", (5.26)

5.3.2 Possivel esquema para gerar novas classes de estruturas no modelo sigma-0(3)

Para iniciar este topico, motivaremos nossa discussao pela referéncia [161]. Nesse
caso, os autores mostram que um modelo governado por dois campos escalares em uma teoria do
tipo ¢+ gera estruturas deforméveis do tipo kink. Além disso, eles observaram que se a interaco

dos dois setores topoldgicos € semelhante, o kink sofre uma contracdo. Essa contragdo pode

2 Por defini¢iio a carga topoldgica é Q = [ I 0 dx. Para mais detalhes consultar a referéncia [17].
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induzir o aparecimento de estruturas tipo multi-kink em um dos setores. Para prosseguir com a

nossa investigacao, supomos que 0s superpotenciais sao
1 3 N 1 A 3
VW =ay—zoy’ e U=p(i- @) - B(As- )7, (5.27)

com ¢ e 3 sendo constantes.

Adotando os superpotenciais (5.27), obtém-se

o

”//:Z(l—l[/z)—f—ﬁcosf(r) (1—%coszf(r)>. (5.28)

Dessa maneira, as equagdes BPS do modelo sigma sao:

fl(r)==+ la(r) — 1]sin f(r), (5.29)

a’(r) =4 ﬁ;rﬁ [cosf(r) — %0053 f(r)} , (5.30)
V() =+2(1-y?). (531)

Analisaremos seus comportamentos assintdticos para os casos particulares que serdo estudados a
seguir. Fazemos isso, porque, a priori, nao conhecemos a forma da fungao .%.

Para simplificar os cdlculos, restringimos nosso estudo ao caso ¢ = U —1 Neste
caso, a permeabilidade dielétrica do ambiente se comporta de acordo com o perfil de U~!,
conforme discutido na referéncia [84]. Este tipo de escolha nos leva a uma certa classe de
sOlitons topoldgicos, i. e., os sélitons imcompreensiveis [255]. Além disto, ao escolher a
condi¢io &4 = U~ a dependéncia de & nas equacdes BPS (veja nossas equacdes BPS) deixa de
existir.

Para obter equacdes BPS independentes das constantes 8 e e, pode-se assumir, sem

perder a generalidade, =1/ v/2e. Essa consideracdo nos leva as seguintes equagdes BPS, a

saber,
(7)== a(r) = 1]sin 1), (532
d(r) = £r|cosf(r)— %cos3 f(n], (5.33)
V() = +2(1-y?). (534

Na verdade, essa escolha da constante 3 é para evitar o carregamento de termos adicionais que
ndo influenciardo o perfil da estrutura topoldgica. Além disso, por conveniéncia, iremos assumir

o winding number do vortice sendo N = 1.
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Investigando a equacdo (5.34), observa-se que a solucdo de y(r) é

I,Za . r(z)a
Vi) =+ 5 s (5.35)

onde ry € uma constante de integracdo. Por conveniéncia, deixe-nos assumir ro = 1. A escolha

de rp = 1 nos permite escrever o campo y/(r) como
v (r) = £tanh(In(r%)). (5.36)

Portanto, as solugdes topoldgicas do campo y/(r) sdo as chamadas solugdes tipo kink (sinal
positivo) e tipo antikink (sinal negativo). O parametro o serd responsdvel por contrair essas
estruturas. As solugdes topoldgicas de y/(r) sdo mostradas na figura 36. Com o resultado exposto
na figura 36, fica claro que as solugdes topoldgicas que satisfazem as condi¢Oes de contornos

topolégicos sao

Y(—oo) =—1 e Y(eo) =1 (5.37)

sdo as solucdes tipo kink descritas por

v(r) = tanh(In(r%)). (5.38)

w(r)

r r

(@) (b)

Figura 36 — (a) Solugdes tipo kink do campo y/(r) para vdrios valores de . (b) Solugdes tipo
antikink do campo y(r) para vdrios valores de «.

Para investigar o surgimento de uma nova classe de solugdes topoldgicas no modelo
O(3)-sigma, devemos definir um perfil para a funcdo que generaliza o termo nao-candnico do

modelo, i. e., a fun¢do .7 (93, y).
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5.3.2.1 O modelo candnico usual: .7 =1

Nesse caso, as equacdes BPS (5.32) e (5.33) sdo reduzidas para

1 1
fl(r)= :l:;[a(r) —1]sinf(r) e d'(r) =Frcos f(r) [5 cos® f(r) — 1] : (5.39)
Analisando o comportamento assint6tico proximo da origem (r = 0), obtemos
1
a(r > 0)m 3r 7+ 0(r7) e f(r—0)~ re” /04 0(*) (5.40)

Enquanto isso, em r — oo, chegamos aos resultados

a(r — o) ~ érz +O(P) e f(r— o) 2arccot(e " /18) . (5.41)

Aqui € necessario usar uma abordagem numérica para examinar as solugdes da
equacao (5.39). Vamos inspecionar a configuracdo de campo da expressao (5.39) usando a
técnica de interpolag@o. Aplicando esta abordagem, encontramos as solu¢des mostradas na figura

37 para os vortices no setor topoldgico do modelo sigma-O(3).

2.5¢
-2 .
2.0} | AN
t15 7 -4 \
1.0} 1
6 \_
0.5}

0.0 , , , , 1 -8 , , , , \
00 02 04 06 08 1.0 0 1 2 3 4 5
r r

(a) (b)

Figura 37 — (a) Solugdes da varidvel de campo f(r) para vortices com N = 1. (b) Solugdo da
varidvel de campo a(r) associada ao campo de calibre quando N = 1.

Um comportamento atrativo emerge da investigacdo da densidade de energia e campo
magnético de vortices topoldgicos sem generalizagdo (consulte as figuras 38 e 39). Neste caso,
devido a escolha particular dos potenciais (5.27), os sdlitons regidos pela dinamica canonica
possuem uma densidade de energia relacionada ao parametro o. De fato, o parametro o é

responsavel pela quebra de simetria no setor topoldgico do campo Y. Para valores maiores de &,
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a densidade de energia tenderd a ficar ao redor do centro da tor¢éo descrita por y/(r) formando
estruturas tipo anéis de energia. Enquanto isto, notamos que o pardmetro f3 é responsavel pela
quebra de simetria do modelo sigma-O(3). Esse parametro serd o unico responsavel por alterar o

campo magnético do vortice.

L)

r'S

Densidade de energia BPS
N w

=

0.0 0.5 1.0 1.5

(b) © (d)

Figura 38 — (a) Densidade de energia para varios valores de . (b) Densidade de energia planar
quando ¢ = 1,00. (c) Densidade de energia planar quando o = 1,25. (d) Densidade
de energia planar quando o = 1,50.

5.3.2.2 O modelo ndo-canénico puro: F = ¢3'

Devido a forma genérica da fungao .%#, observamos que existem trés possibilidades
distintas de generalizac¢do para o nosso modelo com dindmica ndo-canonica. Dentre estes, temos
o caso puro definido quando a generalizagdo do termo cinético € apenas uma fungao de ¢3 ou
F = h(¢3). O caso misto é definido por .# = p(y) (neste caso, temos uma mistura do termo
cinético do campo sigma com o campo ). O caso mais geral seria quando a generalizagdo .%

€ simultaneamente uma func¢io dos campos ¢3 e Y. Dito isto, voltamos nossa atengdo para o
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(b) () (d)

Figura 39 — (a) Campo magnético para varios valores de . (b) Campo magnético planar quando
B = 1. (c) Campo magnético planar quando f = 2. (d) Campo magnético planar
quando 3 = 4.

estudo do caso puro. Por conveniéncia, consideramos o caso mais simples possivel, ou seja,

F(93) = ¢35 = [cos f(r)]", (5.42)

onde m € um inteiro positivo.

Neste caso, as equacdes BPS no setor sigma sdo
fl(r)= i%[a(r) — 1sinf(r)cos™ 2 f(r), (5.43)
d(r) ==r|cosf(r)— %0083 f(n]. (5.44)
Investigando o comportamento assint6tico proximo da origem (r = 0), concluimos que
a(r — 0) ~ %rz +O(P) e flr—0)~—re" 5+ 00 (5.45)
Enquanto isso, em r — oo, chegamos aos resultados

rF24... e f(r—s o)~ 2arccot]coe™ 7M. (5.46)

AN =

a(r — o) ~

para todo m par.
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Conforme mencionado no caso anterior, i. e., no caso .# = 1, as solugdes das
equacdes (5.43) e (5.44) deve ser investigada numericamente. Para isto, deixe-nos adotar a
abordagem de interpolacdo numérica e considerar as condi¢des expostas nas equacoes (5.6).
Este procedimento nos leva as solu¢des numéricas para o campo sigma. Expomos as solu¢des

numéricas na figura 40.

300
2.5}
20}

<15
1.0}
0.5}
0.0}

f(r)

(a) (b)

Figura 40 — (a) Solugdo numérica da varidvel de campo f(r) com N =m = 1. (b) Solugdo
numérica da varidvel de campo f(r) com N =1em = 2.

As solugdes obtidas para as varidveis de campo no modelo puro parecem se comportar
como configuracdes de campo com perfil do tipo compacto, pois € evidente o rapido crescimento
do campo até atingir o valor esperado do vdcuo. Consequentemente, apds atingir o valor esperado
do vécuo, as solucdes do modelo permanecem estaveis. Ressaltamos que os perfis compactos
a que nos referimos surgem no estudo de solucdes clédssicas de campo, sdo configuracdes que
atingem rapidamente o estado de vicuo (numa regido finita) e permanecem estaveis apds atingir
o vacuo tedrico. Devido a essa caracteristica, elas sdo chamados de estruturas tipo compactas.
Estas de estruturas foram intensamente estudadas em outros trabalhos, consulte por exemplo as
referéncias [178, 179]. Por outro lado, as solu¢des numéricas do campo de calibre sdo mostradas
na figura 41. Os resultados apresentados na figura 40 e 41 mostram que a variacdo do parametro
m da generalizacdo .# = [cos f(r)]™, induz uma deformacéo da estrutura, levando-a de uma
solugdo kink para uma configuracao mais compacta (ou tipo compacton).

Por simulacao (figura 40), vemos que para m > 2, as estruturas terdo configuragdes

de energia infinitas, portanto nao servirdo ao nosso propdsito. Em outras palavras, para m > 2,
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ndo obtemos sélitons topoldgicos. E interessante notar que as configuracdes das varidveis de
campo f(r) terdo um perfil tipo kink quando 0 < m < 1. Enquanto isto, para 1 < m < 2 obtém-se
configuracdes tipo compacton. Usando o método de interpolagio numérica com passos de 1074,
conclui-se para m fora do intervalo [0, 2] que os sélitons topolégicos ndo sao detectados, i. e.,
ndo conseguimos encontrar configuracdo de campo de energia finita e carga topoldgica inteira
para o contorno (5.6). Isso ocorre porque a equagido desacoplada da varidvel de campo f(r) tem
uma contribui¢do do termo % f'%(r) sin”'=2 f(r)cos~2 f(r). Este termo para m > 2 domina
sobre os outros termos, de modo que as configuragdes de energia localizadas ndo existem para o
contorno (5.6). Entretanto, para m < 2 a contribui¢do do termo € pequena permitindo obter as

solu¢des mostradas na figura 40 com a densidade de energia exibida na figura 42.

0.0 | | | Y | | | |
7
-0.2} /
_-04f 0
T g} T
~0.5}
-08
'1 0 _1 0
00 05 10 15 20 0 1 2 3 4
r r
(@) (b)

Figura 41 — (a) Solug¢do numérica da varidvel de campo a(r) com N =1 e m = 1. (b) Solugdo
numérica do campo varidvel a(r) comN =1em =2.

Como esperado, apesar do perfil peculiar dos campos neste setor topoldgico, as
estruturas sdo descritas por configuracdes de energia finita e tém uma forma semelhante a
solitons de uma teoria do tipo KdV [256]. Esta caracteristica fica clara na figura 42.

Uma caracteristica peculiar da estrutura do modelo puro aparece quando investigamos
as configuragdes de energia para outros valores do pardmetro m. Numericamente observa-se
que independente do pardmetro m [equagdo (5.42)], o perfil energético permanece 0 mesmo.
E interessante mencionar que a energia também nio muda sob a modificagio do pardmetro o.
Devido a essas peculiaridades, a solu¢cdo numérica da densidade de energia BPS mostrada na

figura 42 é a mesma em ambos 0s casos, i. €., param =1 em = 2.
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Figura 42 — (a) Densidade de energia para os casos m = 1 e m = 2 com vdrios valores do
parametros . (b) Densidade de energia planar quando o = 1,00. (b) Densidade de
energia planar quando o = 1,25. (b) Densidade de energia planar quando & = 1, 50.

Para finalizar a anélise dos vortices topoldgicos deste modelo, permita-nos investigar
o campo magnético produzido pelo vortice ndo-minimo. Usando a defini¢do de campo magnético,
i. e., B = Fj,, obtém-se os resultados expostos nas figuras 43 e 44.

No modelo puro, a permeabilidade dielétrica do voértice é 4 = U. Neste caso, o
vortice tem energia localizada em torno (ou préximo) do nuicleo do vértice. Enquanto isto, os
aspectos dos vortices sao modificados alterando o pardmetro m. Essa mudanca desloca o ponto
de energia maxima do ntcleo do vértice, criando um perfil de energia tipo anel. Parece-nos que
esse comportamento € devido ao perfil do campo magnético que dessas estruturas. O campo
magnético estd diretamente relacionado com a nova classe de solugdes de varidveis de campo,
i. e, as solucdes do tipo solitons-KdV que surgem quando m varia. Para finalizar esta breve
discussdo do modelo puro, vale ressaltar que no limite de m — 0 e ¢4 — 1, recuperamos 0s

resultados do modelo candnico discutidos anteriormente.
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Figura 43 — (a) Campo magnético do vortice para vdrios valores do pardmetro B com N =1 e
m = 1. (b) Campo magnético com 3 = 1,00. (c) Campo magnético com 3 = 1,25.
(b) Campo magnético com = 1,50.

5.3.2.3 O modelo misto ndo-canénico: .F = y(r)

Expomos anteriormente que a teoria ¢* admite solucdes de vértices ndo-minimos
nos casos ndo-generalizado e puros. Agora, vamos estudar o modelo generalizado por uma
funcdo y (ou seja, um modelo misto ndo-candnico). O caso mais simples é quando assumimos
Z = y(r). Nesta condi¢@o, as equacdes BPS sdo
N

"(r) =+ a(r)—1|sin f(r 5.47
f(r) ; tanh(ln(r“))[ (r) = 1]sin f(r) (5.47)
e
/ r 1 2
a(r)::lzﬁcosf(r) {l—gcos f(r)}. (5.48)

Analisando o comportamento assint6tico desse caso, obtemos que
f(r— 0) &~ 2arccot(cor™) e f(r — o0) & 2arccot[cor™N 1 7M], (5.49)

cuja a constante cg € um parametro de normalizacdo (ou ajuste). Enquanto isto, o campo de

calibre a(r) diverge nas proximidades da origem.
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Figura 44 — (a) Campo magnético do vortice para vdrios valores do pardmetro B com N =1 e
m = 2. (b) Campo magnético com 3 = 1,00. (c) Campo magnético com 3 = 1,25.
(b) Campo magnético com = 1,50.

Como nos casos anteriores, investigamos as solu¢des da varidvel de campo f(r)
numericamente. Essa investigacdo nos leva a um comportamento peculiar do campo sigma com
o termo generalizado ndo-candnico descrito por um acoplamento do termo cinético do modelo
sigma com o campo y(r) dado pela equagdo (5.38). Na verdade, ela tem configura¢des de
campo limitadas, 1. e., as configuragdes da varidvel de campo assumem um perfil semelhante ao
de uma funcao degrau. Este comportamento fica claro na figura 45 onde este perfil de campo
¢ um comportamento limite de uma solucao kink centrada em r = 1. Este comportamento nos
parece ser uma consequéncia da mistura dos campos ® e Y. Em outras palavras, o kink do
setor topoldgico y interfere no setor do campo sigma, entdo a tnica solugdo possivel para esta
configuracdo de campo seria um campo com o perfil da fun¢ao degrau (observe que a solu¢do no
setor topoldgico do modelo sigma-O(3) parece ser um caso limite do setor ¥). Assim, inferimos
que o kink do setor ¥ influencia na localizacdo dos sélitons do setor topolégico do campo
sigma. Desta forma, a interferéncia leva apenas a voértices ndo-fisicos do tipo degrau, ou seja,

configuracdes de campo com energia infinita.
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Figura 45 — Soluc¢do numérica da variavel de campo f(r).

Como uma consequéncia imediata do perfil da varidvel de campo f(r), notamos que
devido a expressao (5.47) o campo magnético explode na vizinhanca da localizag¢do da estrutura,
i. e., r = 1. Consequentemente, a densidade de energia torna-se infinita nesse ponto, devido a
contribui¢do do termo f’(r) na energia da estrutura.

Também € interessante mencionar que este problema pode ser resolvido atribuindo
outras formas a funcdo v, ja que este resultado é consequéncia da localizacdo do campo Y em

torno de r = 1 (ponto onde o estrutura kink do setor y estd localizada).
5.3.3 Observacgaes finais sobre o modelo

Neste modelo, estudamos as solucdes topoldgicas dos vortices regidos por uma
de multi-campo ndo-minimo. Analisando os casos particulares da funcdo generalizacdo, as
propriedades fisicas dos vortices sdo alteradas. Dependendo da forma da fun¢do generalizacao,
as solucdes podem ser as solucgdes tipo kink ou até seu caso limite, i. e., um campo descrito por
uma func¢do do tipo degrau.

Analisando os resultados, notamos que as solug¢des do campo y(r) sdo as solugdes
tipo kink. Enquanto isso, para o campo sigma &P, observamos trés possibilidades iniciais para o
surgimento de uma nova classe de estruturas. As possibilidades sdo o modelo can6nico usual
(no caso .# = 1), o caso puro e o caso misto. O caso puro ocorre quando o termo cinético
nao-candnico € generalizado por uma contribui¢do do campo ®. Ao mesmo tempo, o modelo
misto generaliza o setor topolégico do modelo sigma com uma fungéo do setor y/(r).

De forma geral, fica evidente o aparecimento de vortices com densidade de energia
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relacionada ao parametro ¢. Para valores maiores do parametro o, a densidade de energia do
modelo tenderd a se localizar ao redor do centro do kink. Por outro lado, o pardmetro 8 do modelo
sigma € responsavel por alterar a intensidade do campo magnético do vortice, modificando assim
o fluxo magnético. E interessante mencionar que todos os vértices encontrados possuem fluxo
magnético quantizado devido ao nimero do enrolamento (ou winding number).

No modelo candnico, nota-se que independentemente do parametro m [equacao
(5.42)], o perfil de energia permanece invariante. E interessante mencionar, neste caso, que
a energia também permanece inalterdvel sob a mudanca do parametro o. Devido a essas
peculiaridades das solu¢des numéricas, a densidade de energia BPS dos vortices € a mesma para
os casos m = 1 e m = 2. Também observamos que modificando o pardmetro ¢, anéis de energia
se formam na teoria, de modo que. o fluxo de energia irradiado pela estrutura é mais intenso
para essas configuracgdes, i. e., quando « € grande.

Um resultado atraente aparece no caso misto, i. €., quando assumimos uma generali-
zagdo em termos do campo y/(r). Nesse caso, a parte cinética do modelo sigma é generalizada
pelo campo y. Isto induz uma configuracdo semelhante a funcdo degrau para varidvel de campo
f(r). Assim, observamos que o kink do setor topolégico y estd interferindo (através do termo de
generalizagdo) sobre um setor sigma, de modo que a tnica solucao possivel para esta configu-
racdo de campo, nesta situacdo, serd um campo com o perfil da funcdo degrau. Vale ressaltar
que este perfil de f(r) é uma solug@o nio fisica, pois as estruturas oriundas desta configuragdo

possuem energia infinita.

5.4 Vortices no modelo sigma-cuscuton

Construindo uma teoria de multi-campos com contribui¢des candnicas e ndo-canonicas,
estudamos as configuracdes de vortices do modelo sigma. Propomos um modelo constituido
por um campo sigma, um campo escalar do tipo cuscuton e o campo de Maxwell. Investigamos
propriedades BPS considerando uma teoria sem vicuo usando formalismo de primeira ordem.
Embora a teoria ndo tenha um véacuo, em cada setor topolégico haverd. Assim, em cada setor
topoldgico, a quebra de simetria espontanea é preservada. Simultaneamente, assume-se um
acoplamento ndo-minimo entre o campo sigma e o campo de Maxwell. Neste cendrio, surgem
resultados interessantes, i. €., nota-se que os vortices possuem estrutura interna e perfil anelar.
Além disso, observa-se que os perfis de vortices em forma de anéis que emergem na teoria

relacionam-se com a contribui¢ao do termo cuscuton.
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5.4.1 O vortice BPS nédo-minimo

Neste modelo, estudaremos a teoria de multi-campos abordada na sec¢ado 5.3, con-
siderando que o campo escalar € ndo-candnico, i. €., ele é um campo tipo cuscuton. Fazemos
este estudo porque, em principio, esse modelo pode ser ttil para descrever sélitons cristalinos de
teorias ndo-candnicas com contribuicdes de momento de dipolo magnético andmalo (MDMA).
De fato, isso € possivel porque pode-se usando o modelo sigma-O(3) caracterizar solitons
cristalinos calibrados que permitem o aparecimento de estruturas eletromagnéticas com cargas
topoldgicas diferentes de zero. Para mais detalhes, consulte a referéncia [257]. Além disso,
em nosso estudo, adotaremos novamente um modelo ndo-minimo, ou seja, consideraremos que
as estruturas t€m contribuicdo do MDMA. Motiva-se isso porque as propriedades fisicas das
particulas s@o modificadas quando submetidas ao MDMA [258]. Assim, em nossa teoria, o
MDMA pode, a principio, alterar a energia das estruturas, tornando-as mais ou menos energéti-
cas e produzindo, por exemplo, anéis ou discos de energia. Finalmente, consideraremos uma
contribui¢cdo ndo-candnica do tipo cuscuton para nossa teoria. Isso porque essas contribuigdes,
amplamente utilizadas em modelos cosmoldgicos [259, 260], podem nos fornecer uma resposta
sobre a influéncia de teorias ndo-candnicas nas propriedades fisicas das estruturas, no nosso
caso, dos vortices magnéticos. Assim, comegaremos nosso estudo considerando um modelo
tridimensional, ou seja, um espago-tempo com (24 1)D. Neste cendrio, a densidade Lagrangiana

de nossa teoria €

1 1 1
L= EVuCID-V“CDJr N1/ |Ouyory| + EQ,LI//&“W_ ZFHVF“V — 7 (93, V). (5.50)

Em concordancia com as convencdes assumidas na secdo 5.2, ® € o campo sigma, ¥ é um
campo escalar real, Fj;y € o tensor eletromagnético. Enquanto isto, #'(¢3, y) ¢ a interagdo da

teoria. Além disso, o termo 1/|d, W I y| é chamado de termo cuscuton. Este termo descreve

teorias nao-candnicas, como discutido no capitulo quatro (se¢do 4.4.1).
Novamente, neste caso, assumiremos uma teoria ndo-minima. Assim, a derivada

covariante €
Vu<1>:8u<l>+ (eAqugS#MFM) iz X P. (5.51)

Nesse caso, os vortices possuem uma contribuicdo andmala do momento magnético. Intro-
duzimos essa contribui¢io através do acoplamento %8“\, L FYA (i3 X ®) na derivada covariante,

1. e., um acoplamento entre o campo de calibre e o campo de matéria. Pode-se encontrar o
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acoplamento ndo-minimo aplicado em investigagcdes das propriedades de sélitons BPS. Exemplos
dessas aplicag¢des sao encontrados nas referéncias [231, 232, 233, 234].
Adotando a assinatura métrica exposta na secdo 5.2, define-se o campo de calibre

como
7Y = 0 [g€uny (@ x VED) -ty — FAY), (5.52)

onde j¥ = e(® x VYD) i3 e J¥ = —j" - 3. Por andlise da lei de Gauss, i. €., da componente
v = 0 da equacdo (5.52), adotamos Ay = 0. De fato, como mencionado anteriormente, a escolha
de Ap = 0 nos leva aos vortices puramente magnéticos.

Investigando a equacdo de movimento, obtém-se que a equagdo do campo de matéria

(€N

VAV, ® = — ¥ (5.53)

com Yp = g—g.

Enquanto isto, a equagdo do campo escalar é

M
du 8“1;/—1—1‘1—111 =Yy (5.54)

722287

IV
vy’

com ¥y =

Uma vez que conhecemos as defini¢des preliminares do campo sigma [equagao
(5.4)], do campo de calibre [equagdo (5.5)] e do campo escalar tipo cuscuton (i. e., ¥ = y(r)),
podemos investigar as estruturas topoldgicas da teoria. Para estudar essas estruturas é necessario
investigar a energia do sistema. Neste caso, a energia do sistema é

£~ [ x5 (70 i) 1]sinf<r>)2+%(wrw@)z%wwmu

+nvy'(r) £ wf’(r) sin f(r) & @@i W"’T"/ — ‘Z—f’ +V — 02/} . (5.55)
Em principio, para obter a expressdo de energia apresentada acima, nés implementamos os
superpotenciais # = W [y (x;); xi| e % = U [§3(x;); xi| com #yy, = %. Novamente, as fungdes
W e % sao superpotenciais que auxiliam na constru¢do do formalismo de primeira ordem.
Detalhes sobre os superpotenciais foram mencionados na se¢do 5.3.1.
Analisando a energia (5.55), nota-se que as configuracdes de campo estitico sao
limitadas por baixo. Assim, no limite de saturacao da energia, obtém-se

710 =+ (@) = Dsinf (0], @) =4VZ e W) =EE (556)
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Observe que as duas primeiras equacdes de primeira ordem da expressao (5.56) sdo as equacdes
de Bogomol’nyi (ou equacdo BPS) que descrevem os voértices do modelo sigma-O(3). Por outro
lado, a expressdo y'(r) = i@ € a equacdo BPS para o campo escalar sem a contribui¢do do
termo nao-canonico (a contribuicdo cuscuton). De fato, no caso estaciondrio, a dinamica derivada
do termo cuscuton nao contribui para a equacdo de movimento. Isso ocorre porque quando
consideramos o caso do campo escalar tipo cuscuton Wy = y(r;) = y(r), a contribui¢do do termo

cuscuton na equacao de movimento é

agcusc _ a"%‘btsc ' _ a|‘ll//| /
] = () =) =7

que desaparece, exceto no caso singular, i. e., ¥ = 0. Portanto, pode-se atribuir o valor zero

a contribuigdo tipo cuscuton na equacao de movimento. Assim, as contribui¢cdes puras do
termo cuscuton produzem apenas uma contribuic¢ao trivial para as equagdes de movimento,
independentemente da forma do potencial. Portanto, esperamos que a equagdo de movimento
de primeira ordem para o campo Y seja simplesmente a equacdo BPS para o campo y sem as
contribui¢des do termo cuscuton.

Para obter uma teoria com propriedade BPS, consideramos que

2

Y = %+W :FnW"’ (5.58)
Note que o dltimo termo no potencial € a contribui¢cdo do termo ndo-candnico. Assim, o termo
cuscuton no limite BPS desempenha o papel que chamamos de impureza. Esta palavra € aplicada
para caracterizar os termos da acdo que ndo alteram as equacdes de movimento, mas podem
alterar o perfil do soéliton [261]. Na verdade, podemos encontrar teorias com impurezas em
algumas obras. Por exemplo, as impurezas aparecem nos estudos de solubilidade de configuragdo
auto-dual [261], solugdes de vértices CP(2) [262], e os vértices na presenca de um campo neutro
[263].

Adotando a equacdo (5.58), obtém-se no limite de saturacdo da energia

Egps — + / - IN(ar) — 1)cos £(r) + W)d?x (5.59)

com cos f(r) = V% . Aqui a notagdo linha é a derivada em relac@o a varidvel r. Além disso, é
importante mencionar que o integrando da equacdo (5.59) € a densidade de energia BPS. Assim,

a densidade de energia BPS ¢é

Epps = i%%[N(a(r) —1)cos f(r)+W]. (5.60)
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Além disso, destacamos que a contribuicao do setor topolégico do campo sigma na

energia BPS ¢

1 d
Eyok = i/ —1)cos f(r)]d” (5.61)
Por outro lado, a contribui¢do do setor topolégico do campo y é
1 dW
EW =+ / o (5.62)

de modo que a energia BPS completa (5.59) é

Egps = ESL + ELL. (5.63)
5.4.2 Condigoes de contorno topologica e propriedades dos vortices

Para o estudo dos vortices magnéticos descrito pela densidade Lagrangiana (5.50),
€ necessdrio assumir alguma condi¢do de contorno topoldgica. Assim, adotamos as condi-
¢oOes topoldgicas expostas na equacao (5.6). Além disso, para o campo escalar ndo-candnico,

consideramos que
V(r— —o) = Fl1 e Y(r — oo) = =+1. (5.64)

Considerando as condi¢des de contorno topoldgicas (5.6) e o ansatz (5.5), temos que
o vortices magnéticos possuem um fluxo magnético dado por

2TrmN

‘pﬂux = ) (5.65)
e

onde N € Z.

Além disso, as condigdes topoldgicas (5.6) e (5.64), nos levam a energia
Egps = :F(Zﬂ'M—l—AW), (5.66)

onde M € Z éigual a N(2+ ). Além do mais, AW = W (r — oo) — W (r — —c0).
5.4.3 Solugdo de vortice sem interagdo
5.4.3.1 As solugcoes do campo escalar ndo-canonico

Pensando em uma teoria tipo ¢* no setor do campo W, nos permita assumir o

superpotencial

W:ay/—%auﬁ. (5.67)
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Para evitar carregar muitas constantes em nossa teoria, deixe-nos adotar n = «.

O superpotencial (5.67) descreve uma interacio do tipo ¢*. Portanto, ao considerar
esse superpotencial, estamos garantindo que ocorra quebra espontinea de simetria no setor do
campo V. Essa quebra espontinea de simetria serd responsavel pelo surgimento de estruturas no
setor topoldgico de v [49].

Na verdade, considerando o superpotencial (5.67) e a expressao (5.56), i. e.,

1%
v(r)=+—-Y%, (5.68)
r
obtemos, novamente que
y(r) = £ tanh[In(r%)]. (5.69)

Note que o resultado da equacdo acima € idéntico a expressdo (5.36). Isso ocorre porque o
superpotencial adotado para o setor do campo ¥ € o mesmo em ambos 0s modelos. Assim, essa
teorias suporta as solugdes tipo kink e antikink. Os graficos dessas solu¢des ja foram reportados

na figura 36.

5.4.3.2 A Teoria sem interacdo

Neste caso, para estudar as configura¢des de vortices do modelo sigma-O(3) nao
minimo, particularizamos nossa andlise para o caso de um modelo sem interacdo. Por exemplo,
alguns autores usaram teorias semelhantes para considerar a teoria sem vacuo em estudos do
vortice com a eletrodindmica de Maxwell e Chern-Simons [264]. Além disso, estruturas em
espago-tempo curvo [265] e sdlitons topoldgicos [266] foram estudadas considerando essas
teorias. Portanto, permita-nos considerar uma teoria sem interacao para investigar as solucdes de
voértice do modelo sigma-cuscuton nao-minimo. Assim, para obter um modelo sem interacao,

assume-se

UY=—Yirg-¥ (5.70)

Neste caso, a interacao da teoria [por gentileza, consulte a Lagrangiana (5.50)] € nula, ou seja,

YV =0.
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5.4.3.3 As solugcdes de vortice sem interagdo

Deixe-nos, agora, investigar a possibilidade da existéncia de vértices topolégicos?

descritos pelo sistema de equagdes:

N
fl(ry=x—[(a(r) = 1)sinf(r)] e d'(r)= ﬂ:]%v U . (5.71)
r
No limite assintético, 1. €., r — 0, obtemos
2
a(r—0) ~ 3N +... e f(r—0)~2arccot(cor™). (5.72)
Enquanto, em r — oo, temos
a(r o)~ =N +... e f(r— o)~ 2arccot[cor™1=M)], (5.73)

Considerando as condi¢des topoldgicas de contorno (5.6), deixe-nos investigar as
solucdes de vortices produzidas pelas equacdes (5.71) e restrita ao vinculo do modelo sigma e
da propriedade BPS. Estudando numericamente as estruturas topoldgicas, expomos as solucdes
numéricas na figura 46. A figura 46(a) corresponde as solucdes de campo de matéria do setor
topologico para o campo P. Por outro lado, a figura 46(b) corresponde as solugdes topoldgicas

do campo de calibre.

(a) (b)

Figura 46 — (a) Solucdo da varidvel de campo sigma f(r). (b) Solugdo da varidvel de campo de
calibre a(r).

Usando as solu¢des numéricas do campo sigma e do campo de calibre, pode-se

analisar o campo magnético e a densidade de energia BPS (5.60) do vértice. Vamos comegar
3

Entenda as solugdes topolégicas como configuragdes que respeitam as condigdes (5.6).
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nossa andlise investigando o campo magnético do vortice. Para fazer essa anédlise, lembramos
que o campo magnético € B = Fj,. Assim, substituindo a solu¢do numérica do campo de calibre
na defini¢do do campo magnético, obtemos o seu comportamento. Exibimos o campo magnético
na figura 47. Este resultado nos mostra uma propriedade interessante do vortice, i. €., 0 campo
magnético assumindo a forma de anéis bem definidos.

Adotando a equagdo (5.60), a densidade de energia BPS em termo das varidveis de

campos é

&pps(r) = i;%{N(a(r) —1)cos f(r) £ actanh[In(r#)] [ 1 — %tanhz[ln(ra)]] } (5.74)

Portanto, substituindo as solucdes numéricas das equagdes (5.71) na equacgdo (5.74) obtemos
a densidade de energia BPS da estrutura. A figura 48 mostra a solu¢do numérica da densidade
de energia BPS. Assim, analisando a densidade de energia BPS (ver a figura 48), destacamos o

surgimento de uma estrutura interna.
5.4.4 Observagades finais sobre o modelo

Neste modelo, estudamos as solu¢des de vortices de uma teoria de multi-campos. O
modelo proposto possui um campo candnico, i. €., 0 campo que descreve o modelo sigma-O(3),
€ um campo ndo-candnico, i. e, o campo Y. Além disso, considera-se que P estd acoplado de
forma ndo minima ao campo de calibre. Assim, os vortices produzidos t€m uma contribuicdo
andmala do momento do dipolo magnético.

Para o estudo desse modelo, consideramos que a dindmica do campo escalar tem
contribui¢des candnicas e ndo-candnicas. Essas contribui¢des sdo, respectivamente, lau yoty
e N/|duwdHy|. A contribui¢do ndo-candnica é conhecida como cuscuton. O termo cuscuton é
interessante pois sua contribui¢do no caso estaciondrio € trivial. Assim, a equacdo de movimento
terd apenas contribuicdes dos termos candnicos no limite estaciondrio. Porém, neste caso, o termo
cuscuton terd uma contribui¢io nao trivial para a densidade de energia das estruturas. Portanto,
no limite BPS, o cuscuton pode ser interpretado como uma impureza no setor topolégico do
campo sigma. Na verdade, isto parece ser uma consequéncia de lidar com uma teoria sem
interagdo, i. e., 7 = 0.

Além disso, este modelo de multi-campo provou suportar vortices eletricamente
neutros que engendram uma estrutura interna interessante. Além disso, o campo magnético

dos vértices também tem uma forma de anel. Observe que essas estruturas de anel tornam-se
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Figura 47 — Comportamento do campo magnético funcao de r quando o parametro ¢ varia.

bem definidas se a contribuicdo de cuscuton aumenta, i. €. quando o parametro ¢ aumenta.
Consequentemente, a medida que 1) aumenta, o campo magnético aumenta e, portanto, a energia
irradiada pelo vortice aumenta. Em geral, podemos interpretar isso como consequéncia do

comportamento do campo de matéria e do campo de calibre no setor topolégico do modelo
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Figura 48 — Densidade de energia BPS variando em func¢do de r para vérios valores do pardmetro
o.

sigma. Esses campos tém um comportamento muito peculiar, i. €., quando a contribui¢do do
termo de cuscuton (a impureza) aumenta, o campo de matéria e o campo de calibre tornam-se
mais compactos. Isso ocorre devido a localizacdo do kink no setor topoldgico de ¥ em torno de

r=1.
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6 ESTRUTURAS TRIDIMENSIONAIS EM GRAVIDADE DE EINSTEIN

Neste capitulo, investigamos a influéncia do campo de matéria e do campo de calibre
de uma teoria Maxwell-Higgs nas fun¢des métricas de um espago-tempo curvo. Ao considerar
um campo de matéria com um perfil solitdnico e com capacidade de ajustar a varidvel de campo
de configuragdes tipo kink a configuragdes tipo compacton, o aparecimento de solucdes de buraco

negro € notado.

6.1 Uma breve motivacao

Conforme discutido amplamente nos capitulos anteriores, as solu¢des de campos
topoldgicas que descrevem os vortices sao descritas por solugdes estaticas de campos ndo-lineares.
Essas solugdes surgem devido ao mecanismo de quebra espontanea de simetria [10]. Nesse
sentido, tais estruturas tém sido intensamente estudadas, e suas consequéncias sdo aplicadas em
diversas dreas de interesse, principalmente na cosmologia [86].

Recentemente, os vOrtices ganharam uma releitura no cenario cosmoldgico, ou me-
lhor, na descrigao fisica dos buracos negros [267]. Nesse cendrio, os vortices sdo estruturas
que podem ser emitidos de buracos negros e aprisionar um fluxo magnético quantizado. As-
sim, chamamos essas configuracdes de vortices de buracos negros. Desta forma, baseamos a
interpretacdo do vdrtice de buraco negro na descri¢gdo do condensado de gravitons de um buraco
negro e na correspondéncia entre buracos negros e objetos genéricos com entropia maxima
compativel com a unitaridade, os chamados saturons [267]. Assim, esta abordagem tedrica (ou
interpretacdo) pode fornecer uma explicacdo topoldgica para a estabilidade de buracos negros
extremos e suas repercussoes na evaporacdo de Hawking [267].

Um objeto astrofisico de grande interesse na fisica contemporanea € o buraco negro
[268]. Com as recentes evidéncias experimentais, varios pesquisadores se tornaram adeptos do
estudo desses objetos [269]. Esses objetos cosmoldgicos surgem como uma solucio da equacao
do campo gravitacional de Einstein [270]. A primeira solu¢do conhecida de buraco negro foi
demonstrada por K. Schwarzschild e descreve a geometria de um buraco negro esférico e estatico.
Posteriormente, Oppenheimer e Snyder mostraram que a solu¢do de Schwarzschild descreve o
estado final de colapso de uma estrela massiva e esférica [271].

Uma das caracteristicas das solu¢des de buracos negros em qualquer dimensao do

espaco-tempo € sua singularidade. Em geral, essas solugdes sdo caracterizadas por diversos
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parametros de cargas assintéticas associadas a simetrias globais da solucdo [272]. Mais recente-
mente, uma questao que vem ganhando destaque estd relacionada a singularidade das solucdes
de buracos negros na presenca de campos escalares [272]. Esta questdo esté relacionada com
a formulacao conjectura no-hair, i. e., a auséncia de configuracdes de campos escalares nao
triviais no background do buraco negro [273, 274, 275]. Nesse contexto, questdes relevantes
surgem, e. g., uma questao interessante diz respeito a possibilidade de haver cargas escalares
independentes da massa do buraco negro [272].

Embora as solucdes de vortices topoldgicos nao-perturbativas ja tenham sido inten-
samente estudadas, o estudo dos efeitos da interacdo dessas estruturas com a gravidade ainda
€ pouco compreendido. Isso ocorre porque, no espago-tempo plano, a gravidade de Einstein é
trivial no sentido que, fora de fontes localizadas, o espaco-tempo no vacuo € localmente plano
[224, 276]. No entanto, alguns artigos interessantes surgiram discutindo esse assunto. Por
exemplo, podemos observar a solu¢do do buraco negro BTZ em background AdSs, na gravidade
de Einstein de (2 + 1)-dimensdes [277, 278]. Por outro lado, Cardoni et. al. [272] estudou as
solucdes analiticas de buracos negros esféricos com campos escalares ndo triviais na gravidade
de Einstein em um fundo AdS3. Além de um campo escalar real, eles também consideraram um
campo escalar complexo com potencial, o que lhes permitiu construir solucdes de vortice no
buraco negro.

Atualmente, a ideia de buraco negro € comumente ligada ao conceito de radiacio de
Hawking, o que torna a descricdo termodinamica de buracos negros um conceito mais acessivel
[279]. De fato, as propriedades termodinamicas dos buracos negros foram intensamente discuti-
das por Bardeen et. al. [280]. Nesse trabalho, eles formularam as quatro leis da termodinamica
dos buracos negros, com base nas ideias de Bekenstein [281]. Essas leis foram propostas devido
as suas semelhancas com algumas propriedades mecanicas dos buracos negros, 1. €., sua massa,
area do horizonte e gravidade superficial. Desse modo, os buracos negros sdo considerados
sistemas térmicos que obedecem a uma termodindmica especifica, i. e., a termodinadmica de
buracos negros.

Neste capitulo, buscaremos compreender como as estruturas topoldgicas de vortices
do modelo Abeliano de Maxwell-Higgs podem alterar a geometria do espago-tempo na gravidade
de Einstein tridimensional. Procuramos responder se € possivel que buracos negros aparecam
em um espago-tempo tridimensional curvo na gravidade de Einstein. Além disso, estudamos

a influéncia que o campo de matéria pode ter sobre o buraco negro, se o campo de matéria se
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tornar mais compactado. Para isso, partimos de uma métrica geral e consideramos um campo de

matéria solitdnico.

6.2 Os buracos negros de vortices

Desde o artigo de Deser et al. [276] e Witten [282, 283], problemas relativisticos
tridimensionais tornaram-se cada vez mais populares no estudo das teorias cldssica e quantica
da gravidade [284]. Até certo ponto, isso ocorre porque, em modelos tridimensionais, a teoria
de Einstein possuem um limite cléssico, i. e., o limite Newtoniano com graus de liberdade de
propagacdo [284]. Embora, os modelos gravitacionais quadridimensionais sejam mais realistas,
os modelos tridimensionais sao prototipos que nos ajudam a interpretar teorias de dimensdes
superiores [284, 285]. Somente em 1992, Banados et al. [277] afirmou que a gravidade
tridimensional pode ter uma solucdo de buraco negro. De fato, essas estruturas propostas por
Banados sdo assintoticamente anti-de Sitter (AdS) sem singularidade de curvatura na origem. No
entanto, a estrutura do buraco negro de tridimensional tem um horizonte de eventos que aparece
como o estado final da matéria em colapso [277]. Este horizonte de eventos se assemelha ao
horizonte de eventos de buracos negros tridimensionais.

Considerando isto, permita-nos iniciar nossa discussdo adotando a seguinte densidade

Lagrangiana para uma teoria tipo Maxwell-Higgs acoplado com a gravidade de Einstein:

1 ¥ 1 A
L =V=8|1e-c(R=2M) +5(Du0) Do — 2y FY = (o = v |, (6.D)

16G

onde G € a constante de Newton, R é o escalar de Ricci, A € a constante cosmoldgica, v € o
valor esperado de vdcuo da teoria, Fy;y € 0 tensor eletromagnético , Ay € o campo de calibre e a

derivada covariante é definida como

Deixe-nos destacar que € dificil descrever como passar de kinks para configuracdes
compactas em diferentes cendrios. Discussdes de solu¢cdes compactas em modelos com dinamica
padrao foram reportadas no espaco-tempo plano [179] e curvo [287], o que nos incentivou a
buscar a influéncia dessas estruturas na geometria do espaco-tempo. Para transformar uma

configuracio kink em configuracdo tipo compacton' é necessario escrever um potencial que

' O termo compacton refere-se a configuragdes de campos solitdnicos com um comprimento de onda finito [179].

Geralmente, usa-se estruturas compactas na descri¢ao de estruturas topoldgicas associadas a particulas e objetos
cosmoldgicos. Para mais detalhes consulte as referéncias [179, 286].
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controle as flutuacdes das solu¢des. Num modelo bidimensional, o potencial que controla as
flutuacdes da massa kink ao aumenta para valores cada vez maiores permite que o potencial do
modelo mude tendendo a se comportar como um pogo infinito, localizando entdo as flutuacdes
em um espago mais compacto. Por isso, para investigar configuracdes compactas, devemos
modificar o potencial para que a massa do kink possa aumentar para valores cada vez maiores.
Uma possibilidade de estudar a influéncia de configuracdes do tipo compacto na métrica do
modelo € assumir que o vortice € governado por um campo de matéria conhecido e com esta

caracteristica [69]. Assim, assumimos o seguinte perfil para o campo de matéria:
¢(r,0) = vtanh (r%)e™® com a=1,2,34,.. (6.3)

onde n € o nimero de enrolamento (ou winding number), v € o valor esperado de vacuo e o €
um parametro reponsavel pela contragcdo da estrutura.
E interessante mencionar que o perfil escolhido para o campo da matéria descreve

uma estrutura topolégica. O perfil tipo compacto do campo de matéria (6.3) € visto na figura 49.

3.0

Figura 49 — Perfil do campo de matéria para vérios valores de & quandon =v = 1.

Para estudar os vortices topoldgicos do modelo, vamos considerar um Ansatz para a

métrica que descreva estruturas estdticas rotacionalmente simétricas. Para esse caso, assumimos

1
ds> = —B(r)di* + mdrz +r2d6?. (6.4)

Essa métrica foi considerada anteriormente em estudos de vértices de Maxwell num background

AdS3 [224, 288].
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Para que as estruturas sejam invariantes de calibre e rotacionalmente simétricas,

assumimos que o campo de calibre é descrito pelo ansatz:

Ar) = 5. (6.5)

er
Sabemos dos capitulos anteriores que este tipo de Ansatz nos leva a vortices pura-
mente magnético com o campo magnético sendo

B= —ia’(r), (6.6)

er
0 que nos leva a estruturas com fluxo magnético quantizado, i. e.,

2nn
cI)ﬂuxo = 77 (67)

onde n € Z.

Adotando as equacdes (6.4), (6.3) e (6.5), nds reescrevemos a densidade Lagrangiana

como
r) vZtanh(r®)?(n —a(r))> v 2g2p2 (e 1)sech(ro‘)“A(r)
Z= ) 167tG 28)+ 22 * p *
—W — Z(V tanh( )2 — V2)2 y (68)

onde a notagdo linha descreve a derivada em relacao a varidavel r. O tensor de Ricci em termos
das fung¢des métricas A(r) e B(r) é

A A(r)B'(r)> A(r)B"(r) A'(r)B'(r) A(r)B'(r)
R Y02 " B 2800 Bl ©9)

Note que a Lagrangiana tem trés funcdes r associadas as configuragdes de vortices, i.

e., A(r), B(r) e a(r). Suas equacdes de movimento sdo respectivamente:

rA(r)B' (r) + B(r)2e? P A+ 41G(—2¢*v? (n — a(r))* tanh (r®)? 4 26 v2 2% oA (r)sech (r%)* +
+ 2 Avitsech(r®)* —2A(r)d' (r)?)] = 0, (6.10)
— 26’ P A+471G[2¢*V? (n — a(r))* tanh(r%)? + 2e?v2 2% o A(r)sech(r*)* — €2 Av¥sech(r*)*+
—2A(r)d (r)}] — e*rA’(r) = 0, (6.11)
rd (r)A(r)B'(r) + B(r)[2¢*rv*(a(r) — n) tanh (r®)2 + d' (r) (—=2A(r) + rA’ (r) )+

+2rA(r)d" (r)] = 0. (6.12)

As equagdes acima descrevem o perfil do campo de calibre e as fun¢des métricas A(r) e B(r)

relacionadas ao perfil solitdonico do campo de matéria [consulte a equagdo (6.3)].
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6.2.1 O caso: A(r) = B(r)

Antes de especificar nossa escolha, mencionamos que na referéncia [224], foi es-
tudado o caso A(r) # B(r). Em seu estudo, Edery mostra que ndo hd buracos negros neste
background gravitacional. Esta observacao € porque para o perfil do campo de matéria encon-
trado as solucdes das funcdes métricas sdo sempre definidas positivas. Assim, presumimos que
um campo de matéria solitonico pode produzir um buraco negro. Essa hipétese € suportada pelo
fato de que essas estruturas interagem com a geometria gerando o surgimento de tais objetos.
Para realizar nossa andlise, vamos considerar o caso mais simples possivel, i. e., A(r) = B(r).
Além disso, para suportar a hipdtese do surgimento dessas estruturas (i.e., buracos negros) em
no espaco-tempo tridimensional, € necessdrio analisar algumas grandezas, i. e., o tensor de
Ricci, o invariante quadrético do tensor de Ricci e o escalar de Kretschmann. Essa anélise é
necessdria para confirmar que tais estruturas sdo buracos negros estaveis. Para comecar nossa

analise, escrevemos o tensor de Ricci como

R:—i’@—fx”(r). (6.13)

Manipulando as equacdes (6.10) e (6.11), chega-se a

f;/((:)) = —/X((:)) + 167:G< v g 2gech (P%)* + a;fz?z) . (6.14)
Portanto, se A(r) = B(r) o campo de calibre é dado por
d'(r) = £evr®asech(r®)?, (6.15)
i.e.,
a(r) = a(0) j:eva/or r'%sech(r®)*dr’. (6.16)

Para estruturas de campos topoldgicas, assumimos que a(0) = 0. Com isso, chega-se a
a(r) = +eva /0 ' r'%sech(r®)*dr. (6.17)
Por integragdo por partes, podemos reescrever a(r) como
a(r) = tev [rtanh(ra) - /Ortanh(r’a)dr’l : (6.18)
Note que se & = 1 o campo de calibre assume sua forma mais simples, i. e.,

a(r) = tev[rtanh(r) — In(cosh(r))]. (6.19)
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Para os casos de a > 1, é conveniente calcular o comportamento de a(r) usando alguma técnica
numérica. No nosso caso, permita-nos considerar a equacao diferencial (6.14) e realizar uma
integracdo numérica para calcular os outros perfis de campo de calibre para ¢ > 1. O resultado
numérico do campo gauge € mostrado na figura 50. Também exibimos o comportamento do
campo magnético na figura 51. Na figura 51 nota-se o comportamento da propriedade de voértice

tipo anel surgindo na teoria a medida que o parametro o aumenta.

1.0]
0.5 . — a=1
Fluxo positivo
a=2
< 00 a=
— a=8
05 Fluxo negativo  __ 4-19
-1.0¢
0 1 2 3 4 5

Figura 50 — Campo de calibre associado ao campo de matéria (6.3) quando n = 1.

Analisando as equagdes de movimento, vemos que a equacdo (6.12) ndo € uma
equacdo independente das equagdes (6.10) e (6.11). Assim, para o caso A(r) = B(r) temos
apenas duas equagdes diferenciais independentes. Para estudar as funcdes métricas, vamos
multiplicar a equacdo (6.10) por B(r) e subtraindo a equagio (6.9) da equagdo (6.10), obtém-se
que

4v?(n—a(r))*tanh(r®)?

r

A'(r)=B'(r) = —2nA+27G —2rAvsech(r®)*|.  (6.20)

A solucao numérica da equacdo (6.20) € mostrada na figura 52. Observe que a fungdo
métrica A(r) nas proximidades do niicleo do vértice varre um dominio negativo e a medida que
se distancia do vortice torna-se totalmente positiva, portanto, hd um horizonte de eventos em
torno do valor = 1,5. E notdvel a partir da simulag¢io numérica que a fungio métrica A(r) perto
da origem e, portanto, no ntcleo do vértice tem um perfil polinomial 2. Por outro lado, longe do

vortice, tem um comportamento assintético do tipo r% 3. Analisando as figuras 52(a) e 52(b),

2 Pode-se verificar esta afirmacio realizando uma andlise analitica em torno da origem, ou seja, , r = 0. Neste

caso, obtemos lim, oA (r) ~ —Ar? + O(r?).

3 Verifica-se esta andlise na préxima se¢do desse capitulo.
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Figura 51 — Comportamento do campo magnético produzido pelo campo de calibre a(r) para

alguns valores do parametro o.

observa-se que independente da constante cosmoldgica, se a varidvel de campo se torna mais
compacto as fungdes métricas tendem a um comportamento linear no limite assintético. Em
outras palavras, para configuracdes compactas a “massa kink” aumenta e isso significa que para
ocorrer o confinamento das flutuacdes de campo, a funcdo métrica tem que tender, de fato, a
um comportamento linear. Observe que o resultado encontrado na referéncia [224], é obtido se
considerarmos uma configuracao de campo semelhante a um kink (porém bastante localizada).
Um resultado interessante € que para todos os perfis de campo de matéria, teremos um buraco
negro localizado na origem do sistema. O escalar de curvatura associado a métrica € mostrado

na figura 53.
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Figura 52 — O resultado numérico das fungdes métricas quandon=a=v=A=1e G =1/4nm.
Em todos os casos, assume-se a constante de integracdo Cy = 1. (a) Grafico quando
A = —1. (b) Gréfico quando A = —2.
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Figura 53 — Escalar de curvatura independente do pardmetro & quandon =0 =v=A1A=Cp=1

eG=1/4rm.

Conforme mencionado no inicio da discussdo, é necessdrio analisar algumas grande-
zas para analisar a estabilidade dos buracos negros. Usando as solu¢des numéricas das funcdes
métricas, investigaremos o invariante quadratico do tensor de Ricci e o escalar de Kretschmann.

Por célculos diretos para a métrica (6.4), o invariante quadrético do tensor de Ricci é
dado por

RMYRyy = %A’(r) [A"(r) +rA" (r)]. (6.21)

O resultado numérico do invariante quadrético de Ricci € mostrado na figura 54. Observe que o

invariante quadratico do tensor de Ricci tem uma singularidade no centro do voértice do buraco
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negro € um comportamento constante fora dessa estrutura.
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Figura 54 — O invariante quadratico do tensor de Ricci quandon=a=v=A=Cy=1e¢e
G = 1/4mn. (a) Grifico quando A = —1. (b) Gréfico quando A = —2.

Além disso, o escalar de Kretschmann é
K - RluvroR[JV‘CG; (622)

onde R,y € o tensor de curvatura de Riemann. Para a nossa teoria, o escalar de Kretschmann €
reduzido para

A/(I’)Z

K — RHVTGRMVTG — T (6.23)

A soluc¢dao numérica da fungdo métrica (52) juntamente com a equagdo (6.23), nos leva ao
resultado numérico exibido na figura 55.

Os resultados numéricos do escalar de Kretschmann (figura 55), mostra que existe
uma singularidade fisica na origem, e assintoticamente o campo gravitacional é descrito apenas
pela constante cosmoldgica. Assim, estes resultados [por favor, consulte as figuras 54 e 55]

sugerem a existéncia de um buraco negro localizado em r = 0.
6.2.2 O comportamento assintotico
6.2.2.1 A fungdo métrica

Permita-nos investigar os comportamentos assintoticos das fungdes métricas. Para

isso, pode-se resolver analiticamente a equacao (6.10), na proximidade do vacuo da teoria, i. €.,
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Figura 55 — Escalar Kretschmann quandon=o=v =41 =Cy=1e G = 1/4n. (a) Gréfico
quando A = —1. (b) Gréfico quando A = —2.

a—ne|@| — v.Isso nos dé a equagdo para A(r), a saber,

Al(r) = =2rA, (6.24)

Ao(r) = —Ar* +C. (6.25)

O subscrito ‘0’ descreve o estado de vacuo. C € uma constante de integragdo que define as
condig¢des iniciais na fonte. Considerando que estamos interessados em estudar um espago-tempo
assintoticamente de Minkowski (A = 0), assumimos C = 1.

Enquanto isto, no limite assintético, i. €., em r — oo, obtém-se
A(r) = —Ar* +D. (6.26)
Aqui, vale destacar que a constante D € diferente da constante C.

6.2.2.2 O campo de calibre

A andlise do comportamento assint6tico dos campos de calibre é conveniente para
entender a estrutura topoldgica com mais detalhes. Analisando o perfil do campo de calibre
mostrado na equagdo (6.14), na vizinhanga da origem, obtém-se que

a(r) ~ +ev (%rz — %,ﬁ - ﬁ(r5)> se o0 =1. (6.27)
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Note que o campo de calibre tem um perfil de uma fun¢do monotonica crescente proximo a
origem. Isso faz com que a maior contribuicdo do fluxo magnético esteja préxima ao nucleo
do vértice (quando o = 1, caso contrério, i. e., @ # 1 a maior contribui¢cdo tem um raio bem
definido). Observe que, em nossa teoria, temos uma estrutura de vortice puramente magnética
localizada nas proximidades de um buraco negro. Isso nos permite supor que a termodinamica que
descreve essas estruturas deve ser semelhante a termodinamica do buraco negro. Discutiremos a

termodinamica do buraco negro produzido pela nossa teoria mais adiante.

6.3 A massa Arnowitt-Deser-Misner (ADM)

Proposto por Arnowitt-Deser-Misner (ADM) em 1959 [289], o formalismo ADM
€ uma formulacdo Hamiltoniana da relatividade geral. Este formalismo desempenha um papel
relevante na teoria da gravidade quantica e na relatividade numérica [290, 291]. De fato, o
formalismo ADM se apresenta como uma abordagem para estudar o conteido tedrico de campos,
em vez de informagdes geométricas. O formalismo ADM nos fornece informagdes sobre a
energia ADM (massa ADM). Naturalmente, isso ocorre porque a massa gravitacional (energia
total) no espaco-tempo assintoticamente plano se relaciona com o Hamiltoniano gravitacional da
teoria [292]. Nesse formalismo, o conceito de massa ADM nos informa sobre as medi¢des do
campo assintoticamente plano. Além disso, € possivel encontrar discutido na referéncia [293]
extensdes do formalismo ADM para o espaco-tempo assintoticamente AdS.

Para a anélise da massa ADM, o modelo ¢ assintoticamente embutido em um espago-
tempo AdS3. O vetor Killing € semelhante ao tempo, ja que nenhum componente métrico €
dependente do tempo. A nogdo de energia conservada € aplicada a matéria embutida em AdSs.
Para calcular a massa ADM, usamos sua forma generalizada para 2 + 1-dimensdes [292], ou

seja,

M= 209 lim ¢ (k—ko)N(R)v/Gd>6. (6.28)
St—R.JS,

Acima, S; € um contorno no infinito espacial (ou seja, r = R), 045 € amétricaem S; e k = 048k,
€ a curvatura extrinseca de S; embutida na superficie espacial bidimensional obtida pela defini¢cao
de t como constante. Da mesma forma, kg € a curvatura extrinseca de S; embutida na superficie
espacial bidimensional de AdS3. Como mostrado na referéncia [224], para a métrica utilizada,

temos

N(r) = /Ao(R), Vo =R. (6.29)
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Substituindo a equacao (6.28) em (6.27), chega-se a
M =4mop{Ao(R) — [Ao(r)A(R)] '/} (6.30)

E interessante ressaltar que a massa ADM (6.30) no caso estdtico é de grande importancia fisica.
Essa relevancia se d4 porque um corpo isolado pode emitir radiacdo, e a taxa de variacao da
massa esta relacionada ao fluxo externo de energia irradiada [292].

A expressao de massa € simplificada observando que
AR) = —R*A+C+ (D—C) =Ao(R) +(D—-C). (6.31)

Observe que para Ag(R) = A(R), a massa ADM € nula. Porém, quando R é grande,

a expansao binomial reduz a expressdo de massa para
M =2mon(C—D). (6.32)

De fato, a expressdo obtida € constante. A massa constante € uma indicacdo de que o espago-
tempo € radiante. De fato, a massa ADM (6.28) representa toda a energia (massa) contida na
superficie espacial bidimensional. Neste caso, temos que esta quantidade geral é constante.
Essa constancia ocorre porque a superficie intercepta o vortice de buraco negro, cuja massa
aumenta (aumenta a radiacdo) quando A diminui (como veremos mais adiante). Por outro lado,
a superficie também interceptard a radiacdo. Assim, a massa ADM ¢é responsdvel por ambas as
formas de energia, e neste caso temos uma quantidade conservada.

Portanto, a expressao de massa no background AdS3 é
MAdS3 = 2717060(A0(R) —A(R)). (633)

Assim, o espago-tempo do buraco negro BTZ € recuperado assintoticamente. De fato, para
modelos BTZ, define-se ag como 1/27 e C = 0. Neste caso, M = —D, entio A(R) = —R*’A— M,
e B(R) = KA(R) representa o espago-tempo do buraco negro BTZ assintoticamente. Para mais

detalhes consulte a referéncia [224].
6.3.1 Representacdo integral da massa

Podemos resolver as equagdes de movimento para a fungido métrica A(r) em termos
de campos de matéria. Para fazer isso, permita-nos considerar a equagdo (6.20) para A’(r). A

representacdo integral para a massa ADM do vortice embutido no background AdSs é

4v?(n—a(r))* tanh(r®)?

Mags, =270 / { —2mA+ 27tG[ - 2r/lv4sech(r“)41 }dr, (6.34)
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i. e., amassa Maqs, ndo depende puramente de campos de matéria. De fato, a massa € dependente
da constante cosmoldgica e da constante gravitacional quando o campo de matéria € descrito por
um sdliton topoldgico. O valor numérico da massa AdS3 € mostrado na tabela 3, para varios

valores da constante cosmoldgica e para os primeiros valores de «.

Tabela 3 — Tabela com o resultado numérico da massa Maqgs, assumindo R=10e G = 1.

0/ (n,V,A) MAdS3
(I,1,—1) | 54540
1 [(1,1,-2) | 940,40
(1,1,-3) | 1334,07
(I,1,—1) | 482,06
2 [(I,1,-2) | 876,84
(1,1,-3) | 1271,63

6.4 Termodiniamica dos buracos negros de vortices

Deixe-nos usar o formalismo de Hamilton-Jacobi para estudar a termodinamica de
buracos negros através da abordagem de tunelamento [294, 295, 296, 297, 298]. O objetivo
principal desta técnica € obter a temperatura Hawking para o buraco negro gerada pelo perfil da
funcao métrica (6.20).

A ideia béasica do método de tunelamento € calcular a probabilidade de particulas
criadas perto do horizonte de eventos escaparem do buraco negro através do tunelamento quantico.
Isso € possivel quando interpretamos a radiacdo de Hawking como um processo de emissao
através do buraco negro. Esse processo de emissdo ocorre devido a criagdo espontanea de pares
de particulas dentro do horizonte de eventos. Particulas com energia negativa permanecem
dentro do buraco negro e contribuem para sua perda de massa. A particula de energia positiva
consegue escapar do horizonte através de um “tinel” rumo ao infinito. Assim € possivel associar
a probabilidade de tunelamento a temperatura do buraco negro. A principal vantagem de usar o
método de tunelamento para investigar a termodinamica do buraco negro € que as propriedades
termodinamicas estio relacionadas com a geometria do espaco-tempo, permitindo uma ampla
aplicacao as diversas variedades de espago-tempo [299, 300, 301, 302].

Perto do horizonte de evento do buraco negro, temos apenas os termos temporais e

radiais da métrica, uma vez que a parte angular € desviada para o vermelho. Assim, a métrica se
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torna bidimensional, ou seja,
ds? = —A(r)dt* + A(r) " 'dr?. (6.35)

Pode-se encontrar mais detalhes na referéncia [303].
Considerando uma perturbacdo de um campo escalar massivo ¢ ao redor do back-

ground do buraco negro, obtém-se
"""V, Vv —m?g = 0. (6.36)

A equacdo acima é uma equacao tipo Klein-Gordon onde m € a massa associada ao campo ¢.
Usando a decomposi¢cdo em harmonicos esféricos, chega-se a
2 292 1 2 m?

—0 O +A(r)°0 ¢ + 58,A(r) orp — ?A(r)gb =0. (6.37)

Nessa abordagem o campo ¢ € um campo semicléssico associado a particulas criadas

no buraco negro. Assim, podemos usar a chamada aproximacdo WKB [304], adotando o ansatz

[294, 295, 296, 297, 298]:

¢(t,r) =exp [%9 (t,r)} , (6.38)

obtemos a solucao da equacdo (6.37).

Note que a equagdo (6.37) para pequenas ordens em 7 €
(0T —A(r)?(9,7)* —m?A(r)¢ =0, (6.39)
onde as solucdes tipo particula tem a forma [294, 295, 296, 297, 298]
T (t,r)=—ot+W(r). (6.40)

Aqui @ é uma constante que pode ser pensada como a energia da radiacdo emitida. Substituindo

a solu¢do (6.40) na equacao (6.39), verifica-se que

dr
W(r)==+ m ®? —m?A(r), (6.41)

onde a solugdo positiva representa a particula emitida e a solu¢do negativa a particula que tunela.

Permita-nos agora nos concentrar na solucdo das particulas emitidas, pois essas solucdes esta

associada as particulas que emitem radiacdo a medida que cruzam o horizonte de eventos. Por
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simplicidade, é conveniente assumir que A(r) encontra-se muito préximo ao horizonte de eventos,

i. e., r4. Isto nos leva a
Alr) =A(r ) +A (r))(r—ry) + ... (6.42)

Desta forma, a equagdo (6.41) torna-se

B dr Jor—m2A (ry)(r—ry)
W(r) = / 0 " . (6.43)

Usando o teorema dos residuos para resolver a integral (6.43), obtém-se que

2T
Al(ry)

Portanto, a probabilidade de uma particula escapar do buraco negro através do

W(ry)= + (real contribution). (6.44)

tunelamento é

7o } (6.45)

A'(ry)

Ao comparar a probabilidade de tunelamento (6.45) com o fator de Boltzmann

I' ~exp(—2im.J) = exp [—

e~ /T conclui-se diretamente que a temperatura de Hawking é

% _A/(’”+)'

Ty = = 4
"7 2im7 ~ an (0.40)

Analisando os resultados numéricos apresentados anteriormente para o vortice de
buraco negro, pode-se ver que r ~ 1,5. Observe que a temperatura de Bekenstein-Hawking Ty
s6 pode ser obtida numericamente para este modelo. ParaocasoA =v=a=1eA=—1,Ty =~
0,2021. A figura 56 representa a temperatura de Bekenstein-Hawking, variando o parametro o
que controla a formagdo da estrutura compacta (e os vortice com o perfil de anel) do modelo

(Figura 56a), e variando a constante cosmolégica A (Figura 56b).

6.5 Observacoes finais sobre o modelo

Neste capitulo, estudamos a influéncia do campo de matéria e do campo de calibre
nas fun¢des métricas de um espaco AdS3. Para este estudo, foi considerado um campo de
matéria axialmente simétrico, com uma variavel de campo descrita por uma solugao solitdnica
com capacidade de ser contraida. Por simplicidade, consideramos para nosso estudo um caso
particular da métrica tridimensional (A(r) = B(r)). Nesse cendrio, o estudo sugere que as
estruturas tridimensionais do espaco AdS3 sdo topoldgicas e os buracos negros produzidos por

vortices magnéticos possuem um fluxo quantizado.
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Figura 56 — Resultado numérico da temperatura Bekenstein-Hawking. (a) Grafico quando A =
—1leA=v=1. (b) Grifico quando A = v = a = 1. (¢) Comportamento da
temperatura Bekenstein-Hawking em fun¢do do raio do horizonte de evento ry, (ry)
quandoA=—-leA=v=a=1.

Ao estudar o caso particular A(r) = B(r), surge um resultado interessante devido ao
perfil do campo de matéria, ou seja, as fun¢des métricas devem ser do tipo buraco negro com
horizonte em r; =~ 1,5. Este resultado € interessante porque generaliza o resultado da referéncia
[224]. Nesse trabalho, uma solucdo tipo de kink da varidvel de campo gera funcdes métricas
definidas positivamente com uma singularidade em r = 0 e, portanto, essa estrutura serd um
buraco negro produzido por um vértice. Acreditamos que possam surgir também nos modelos
apresentado na referéncia [224], se algum mecanismo de ajuste do campo de matéria for usado
para ajustar a varidvel de campo e torna-la um “kink verdadeiro”.

Nossos resultados de voértice de buraco negro sio confirmados pela anédlise escalar
de Kretschmann e Ricci, bem como pela curvatura do modelo. Analisando essas quantidades,
pode-se ver que assintoticamente as solugdes métricas devem depender apenas da constante cos-
molégica. Consequentemente, esta constante cosmoldgica influenciara diretamente os resultados
numéricos da massa Mags;.

Por inspecao, notou-se que a constante cosmoldgica deve ser negativa ou zero,
implicando o surgimento de vortices de buracos negros. Essas estruturas ja foram comprovadas
na chamada gravidade massiva de Bergshoeff, Hohm e Townsend (BHT) [305]. Portanto, isso
sugere que nossos resultados sdo compativeis com a literatura existente.

Através do formalismo de tunelamento, foi mostrado que as propriedades termo-
dindmicas do buraco negro sao modificadas pela constante cosmoldgica, e pelo parametro de
compactacdo do campo. A mudanca de temperatura do buraco negro ocorre devido a modi-
ficacdo da gravidade superficial, que é consequéncia da modificacdo da geometria. Alterar a

geometria também € responsavel por alterar a drea da superficie do vortice do buraco negro.
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Assim, observa-se que as estruturas mais compactas do campo de matéria irdo influenciar a
geometria de forma que a temperatura dos vortices de buracos negros € modificada.

Por fim, observa-se que a compactacido do campo de matéria altera o perfil do campo
de calibre, tornando o campo magnético do vértice mais intenso e permitindo o sugirmento de
estruturas tipo anéis com emissao de fluxo magnético quantizado. As configuracdes topoldgicas
compactas também geram estruturas com menor massa ADM, quando comparadas a estruturas
regidas pela varidvel de campo com perfil de kink. Observe que, apesar das estruturas compactas
terem um perfil de massa menor, elas ainda t€ém uma contribui¢do muito alta quando comparadas
com o resultado de massa da referéncia [224]. Acreditamos que essa caracteristica se deve a
contribuicao explicita da constante cosmoldgica e ao fato do modelo admitir buracos negros, o

que ndo era possivel na referéncia [224].
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta tese de doutorado, foi realizado o estudo dos aspectos fisicos das estruturas
topoldgicas bidimensionais e tridimensionais, 1. €., as estruturas tipo kink e vortices que surgem
em modelos de teoria cldssica de campos.

Obtemos uma descri¢do analitica das estruturas topoldgicas de uma teoria de multi-
campos com interacdo ¢°. Essas solu¢des analiticas permitem contrair geometricamente as
estruturas tipo kink obtidas. Nota-se que diferente da teoria usual no caso da teoria de multi-
campo com interagdo ¢° as estruturas interpolam entre os vicuos (P(O) =0e (l)(o) = 1. Este
resultado € importante, uma vez que difere das teorias usuais em que geralmente a interagdo
assume a forma V o< (1 — ¢?)? e os campos interpolam entre 0s vicuos ([)(0) = +1. Além disso,
adotando argumentos oriundos da teoria da informacdo, ou mais precisamente, da entropia
configuracional, mostramos que o valor mais apropriado para a ordem da fun¢do generalizagcao
ocorre quando n = 6. Este resultado mostra que as estruturas topoldgicas mais provaveis sao
configuracdes tipo kink em ambos os setores topoldgicos.

Considerando o cendrio de gravidade dilaton, concluimos que a gravidade dilaton
bidimensional com a métrica (3.35) induz a deformacdo no campo da matéria. Desta forma, as
solucdes que descrevem o campo de matéria possuem um perfil semelhante a um duplo-kink.
Estes resultados nos leva a acreditar que a deformacao das estruturas kink para o duplo-kink
esteja relacionada ao perfil do fator de warp considerado. Além disso, conclui-se que pares
de estruturas (amplamente espacadas) com cargas topoldgicas opostas, sofrem a acdo de uma
interforca atrativa, que induz o processo de espalhamento. Um resultado desse espalhamento €
uma dispersao de estruturas do tipo duplo-kink particularmente interessante porque o processo
dependerd da velocidade inicial. Em nosso modelo, no processo de espalhamento tem dois
resultados possiveis. Para velocidades iniciais na faixa 0,965< v;, <0,153, as estruturas irdo
colidir e se aniquilar e irradiar sua energia. Por outro lado, para velocidades iniciais na faixa
0,153< v;; <0,965, a estrutura serd espalhada, e sua forma sofrerd uma reflexdo. Nesse caso, a
energia antes e depois da colisdo é a mesma, de modo que obtemos um processo coli¢do eldstico.
Para finalizar nossa andlise, considerando os resultados da entropia configuracional sugerimos
que multiplas transicdes de fase (ou pelo menos duas) ocorrem nas proximidades de » = 0. Esses
resultados mostram que as paredes de dominios estdo em uma regido ao redor da faixa de valores
no espectro de poténcia, ou seja, |k| < 0.69.

Notamos que a forma adequada da fun¢do permeabilidade dielétrica deve ser do
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tipo logaritmico. Partindo deste pressuposto, estudamos os vértices magnéticos de uma teoria
do tipo Maxwell-Gausson. Nesse cendrio, observa-se a existéncia de estruturas de vortices na
teoria. Neste caso, os vortices magnéticos possuem um campo magnético intenso proximo ao
nucleo e um fluxo magnético quantizado. Constatamos, também, que quando a fungdo f(|¢|)
assume formas polinomiais, os vortices passam a ter um campo magnético mais intenso tornando
a energia mais localizada. Além disso, nota-se que se a generaliza¢do f(|¢|) for constante,
os vortices topolégicos do modelo ndo surgem na teoria. Neste caso, somente solucdes ndo-
topoldgicas de energia nula existirdo, ou seja, as solugdes seriam seriam sdlitons triviais do
modelo. Além destes resultados, mostramos a existéncia de solugdes tipo vortices para teorias
ndo-candnicas. Neste cendrio, nota-se a presencga de estruturas com campo magnético nulo
préximo a origem (r = 0), originando os chamados vortices semelhantes a anéis. Neste caso, as
estruturas de vortices possuem também um fluxo magnético quantizado dado por 27n/e. Além
do mais, devido ao comportamento da varidvel de campo f(r), as configura¢des de energia do
vértices localizados tém o perfil semelhante 4 uma fungio sech(r)2. Para fechar a discussio
deste modelo, observa-se que quando o parimetro A — 0 (constante de proporcionalidade da
interacao), o modelo suporta apenas solugdes nao-topoldgicas.

Ao considerar as teorias de multi-campos com o modelo sigma-O(3) acoplado nao
minimamente ao campo de calibre, conclui-se que as propriedades fisicas do vértice dependem
do perfil da fun¢do generalizacdo. Ao analisar os resultados, nota-se que as solucdes do campo
escalar real sdo tipo kink. Enquanto isso, para o campo sigma P, observamos trés possibilidades
iniciais para o surgimento de uma nova classe de estruturas. As possibilidades sdo o modelo
candnico usual (no caso .# = 1), o caso puro e o caso misto. O caso puro ocorre quando o termo
cinético ndo-canodnico € generalizado por uma contribui¢ao do campo ®. Enquanto isto, o modelo
misto generaliza o setor topoldgico do modelo sigma com uma fungéo do setor y(r). Em todos
os casos, pode-se perceber que a densidade de energia do vortice encontra-se relacionada ao
parametro . Para valores maiores de o, a densidade de energia do modelo tenderd a se localizar
proximo da localizagdo do kink. Por outro lado, o pardmetro 8 do modelo sigma é responsével
por alterar a intensidade do campo magnético do vortice, modificando assim a intensidade
do fluxo magnético da estrutura. E interessante mencionar que todos os vértices encontrados
possuem um fluxo magnético quantizado. No caso candnico, nota-se que independente da ordem
da generalizag@o do setor sigma (i. €., 0 pardmetro m da generalizagdo ¢5") a energia permanece

constante. E interessante mencionar, neste caso, que a energia também permanece inalterdvel sob
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a mudanca do parametro o (parametro responsdvel pela contracio do kink no setor y). Devido
a essas peculiaridades das solu¢des numéricas, a densidade de energia BPS dos vortices € a
mesma para os casos m = 1 e m = 2. Também observamos que modificando o pardmetro
anéis de energia se formam na teoria, de modo que, a energia irradiada pela estrutura é mais
intensa para essas configuragdes quando o € grande. Finalmente, resultados atrativos aparecem
no caso misto, i. e., quando assumimos uma generaliza¢do em termos do campo y/(r). Nesse
caso, a parte cinética do modelo sigma € generalizada pelo campo V. Isto induz configuracdes
de campo variavel f(r) com um perfil semelhante a fun¢do degrau. Assim, concluimos que o
kink do setor topoldgico Y estd interferindo (através do termo de generalizagdo) sobre um setor
sigma, de modo que a unica solucdo possivel para esta configuracdo de campo, nesta situagao,
serd um campo com o perfil da fungdo degrau. Neste caso, a solugdo da varidvel de campo f(r)
€ uma solucao nao-fisica.

Considerando um modelo sigma ndo-minimo com uma contribui¢ao ndo-canonica
tipo cuscuton, conclui-se que o campo cuscuton terd uma contribuicao ndo-trivial para a densidade
de energia das estruturas. Entretanto, no limite BPS, o cuscuton pode ser interpretado como
uma impureza do setor topoldgico do campo sigma. Na verdade, para obter esta conclusio foi
necessario assumir uma teoria topoldgica efetiva sem interacdo, i. e., 7" = 0. Neste cendrio, o
modelo de multi-campo sem interagdo € nao-minimo provou suportar vortices eletricamente
neutros que engendram uma estrutura interna. Além disso, o campo magnético dos vortices
toma a forma de anéis a medida que a contribuicdo canOnica aumenta na teoria. Em outras
palavras, as estruturas de anéis tornam-se bem definidas se a contribui¢do de cuscuton aumenta
quando o parametro ¢« aumenta. Consequentemente, a medida que 11 aumenta, o fluxo do campo
magnético aumenta e, portanto, a energia irradiada pelo vortice aumenta. Em geral, podemos
interpretar isso como consequéncia do comportamento do campo de matéria e do campo de
calibre no setor topolégico do modelo sigma.

Finalmente, ao adotar um campo de matéria axialmente simétrico, com uma varidvel
de campo descrita por uma solucgdo solitonica com capacidade de ser contraida, obtém-se para
um espaco-tempo com métrica ds*> = A(r) dt> +A(r) 1 dr* +r*>d6?, vértices de buracos negros
magnéticos com fluxo magnético quantizado. Particularmente, essas estruturas surgem quando
o perfil do campo de matéria possui um perfil solitdnico ajustidvel. Neste cendrio, as fungdes
métricas sdo do tipo buraco negro e apresentam um horizonte de eventos em ry ~ 1,5. Por

inspe¢do, nota-se que a constante cosmoldgica deve ser negativa ou zero, para que os vortices de
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buracos negros possam emergir da teoria. Para finalizar, conclui-se que modifica¢des do campo
de matéria irdo influenciar a geometria do espago-tempo modificando a temperatura Hawking

dos vortices de buracos negros.

7.1 Perspectivas

Para finalizar, as principais perspectivas desta tese serdao estudar estruturas topoldogi-
cas quadridimensionais com simetria estendida, como, por exemplo, as solu¢des de monopdlos
generalizadas. Além disso, buscaremos analisar estruturas bidimensionais e tridimensionais na
vizinhanga de um defeito geométrico. Também, analisaremos a influéncia da violacio de Lorentz
em teorias de multi-campos. Adicionalmente, estudaremos vortices topolégicos acoplados a

eletrodinamicas exaoticas.
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