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“Sem duvida saber algo sobre uma coisa €
diferente de compreendé-la, isto €, ter em
nosso poder o que ela encerra.” (LEIBNIZ,
1962, p.360).



RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar um material teérico sobre o triangulo
harménico de Leibniz, sua relagdo com as séries, a série harmobnica e com o tridngulo
de Pascal, bem como reunir e levar ao conhecimento do publico apreciador dos
padroes da matematica, sejam alunos do ensino meédio ou de nivel superior, um
embasamento ao longo dos estudos para desenvolvimento de tal conhecimento. O
tridangulo harmoénico foi definido por Leibniz (1646-1716) em 1673, com definicdo
relacionada as diferengas sucessivas da série harmdnica, e tal definigdo foi possivel
pelo fato de Leibniz ter estudado diversos textos matematicos diferentes ao longo de
sua vida. A formacao desse triangulo harmdnico é feita pelo reciproco dos elementos
do triangulo de Pascal vezes seus préprios numeros. Este triangulo harménico permite
trabalhar com séries e pode até ser usado para calcular areas. Tal defini¢cao foi feita a
partir do estudo da série harménica, e apds analise de suas propriedades, utilizado
para realizar as somas finitas e infinitas de séries por meio de um procedimento

chamado, por Leibniz, de “soma de todas as diferengas”.

Palavras-chave: séries; série harmoénica; triangulo de Pascal; triangulo harménico.



ABSTRACT

This work aims to present theoretical material on Leibniz's harmonic triangle, its
relationship with the series, the harmonic series and with Pascal's triangle, as well as
to gather and bring to the knowledge of the public that appreciates the standards of
mathematics, whether they are students of the high school or higher education, a basis
throughout the studies for the development of such knowledge. The harmonic triangle
was defined by Leibniz (1646-1716) in 1673, with a definition related to the successive
differences of the harmonic series, and such a definition was possible because Leibniz
had studied several different mathematical texts throughout his life. The formation of
this harmonic triangle is made by the reciprocal of the elements of Pascal's triangle
times their own numbers. This harmonic triangle allows you to work with series and
can even be used to calculate areas. This definition was made from the study of the
harmonic series, and after analysis of its properties, used to perform the finite and

infinite sums of series through a procedure called, by Leibniz, “sum of all differences”.

Keywords: series; harmonic series; Pascal's triangle; harmonic triangle.
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1 INTRODUGAO

A finalidade deste trabalho € mostrar a definigdo, construcao e utilidades
do triangulo harmdnico de Leibniz, definido a partir do tridngulo de Pascal, que € o
mais famoso conjunto de numeros em matematica dispostos em um tridngulo tabela.

Tal trabalho, em seu objeto de estudo, o Triangulo Harmoénico, tem as
referéncias [6], [7] e [18] como principais fontes bibliograficas.

Como parte preliminar do presente trabalho, o estudo das sequéncias e
séries sempre tiveram grande énfase entre os principais estudiosos matematicos no
decorrer da histéria da matematica, sendo impulsionado por contribuigdes de Newton,
exprimindo fungdes em termos de séries, e de Leibniz, com a soma de reciprocos dos
numeros figurados.

Estes numeros figurados ou poligonais, conhecidos desde a Grécia antiga,
expressam a quantidade de pontos em certas configuragdes geométricas. Vejamos,

nas figuras abaixo, alguns desses numeros:

Figura 1 — NUmeros triangulares

BN

=1 I2=3 t,=06 ?‘4=1|3

1 3

Fonte: https://www.preparaenem.com/matematica/numeros-figurados.htm

Figura 2 — Nimeros quadrangulares

q,=1 g,=4 g;=9 q,=16

Fonte: https://www.preparaenem.com/matematica/numeros-figurados.htm


https://www.preparaenem.com/matematica/numeros-figurados.htm
https://www.preparaenem.com/matematica/numeros-figurados.htm
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Figura 3 — NUmeros pentagonais

p =1 py=5 py=1 py=22

]
& 3

]

Fonte: https://www.preparaenem.com/matematica/numeros-figurados.htm

Figura 4 — Numeros hexagonais

o &

h1=1 Fi'3=ﬁ .'3?3:15 f

Fonte: https://www.preparaenem.com/matematica/numeros-figurados.htm

Segundo Boyer (2012), é provavel que a abordagem indireta de Newton,
sobre as séries, tenha sido benéfica para o futuro de sua obra, pois isso tornou claro
para ele que seria possivel operar com estas séries de modo muito semelhante ao
usado para expressoes polinomiais finitas. [...] Newton tinha verificado que a analise
por série tinha a mesma consisténcia interior que a algebra de quantidades finitas e,
portanto, estas séries infinitas ja ndo deviam mais ser consideradas apenas como
instrumento de aproximacdo, e sim formas alternativas das fungdes que
representavam.

Por outro lado, Oresme com a primeira prova da divergéncia da série
harménica; Mengoli com a soma da série harmdnica alternada; Stirling com a
convergéncia de séries; Taylor com a série de poténcias; Cauchy com limite e séries;
e Weierstrass com a integragao termo a termo de série uniformemente convergente,
foram alguns dos diversos matematicos que contribuiram com grandes descobertas
sobre tal assunto.

Conforme visto em Massa (2018), uma caracteristica da matematica no
século XVII foi o inicio do uso do infinito na matematica, ou seja, a introdugcdo dos
procedimentos infinitos, especialmente nas obras de Mengoli e Leibniz. Na verdade,
essa caracteristica da matematica do século XVII é encontrada no objeto matematico

envolvido neste trabalho: o tridngulo harmdnico.


https://www.preparaenem.com/matematica/numeros-figurados.htm
https://www.preparaenem.com/matematica/numeros-figurados.htm
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A estrutura do referido trabalho foi dividido em quatro capitulos. No primeiro
capitulo abordamos sobre sequéncias e séries, suas definicdes e alguns teoremas.

No segundo capitulo, definimos a progressdo harmébnica, a média
harmonica entre dois numeros, a comparagao com as outras meédias mais conhecidas
€ a série harmonica.

Apds embasamento tedrico definido nos capitulos anteriores, chegamos ao
terceiro capitulo. Tal capitulo, tem por finalidade a definicdo e construcao do triangulo
harménico de Leibniz, com suas caracteristicas e usos.

E por fim, no quarto capitulo, mostramos as Consideracdes finais que traz
um compilado do trabalho, com énfase no objeto de estudo, o triangulo harménico.

No Apéndice A, para efeito de informacgdes e curiosidades, mostramos um
pouco sobre a historia do sistema de numeragao e o surgimento da fragdo no Egito e
sua notagdo, bem como as fragdes unitarias, que compdéem o objeto de estudo do
referido trabalho, o tridngulo harménico.

Ainda para efeito de curiosidade, abordamos sobre o procedimento
conhecido como algoritmo de Sylvester, que permite escrever uma fracdo qualquer

como soma de fragdes unitarias. E por ultimo, mostramos a conjectura de Erdos-

, . . 4 n N
Straus, que afirma ser possivel escrever a fragdo — como soma de trés fragdes
m

unitarias do tipo o onde m é um inteiro positivo maior do que ou igual a 2 e n um

inteiro positivo.

No Apéndice B, apresentamos sobre a definicdo de numeros binomiais, a
organizacao desses numeros no tridangulo de Pascal, bem como a definicdo de
numeros binomiais complementares e o desenvolvimento do Bindmio de Newton, sem
maiores aprofundamentos, porém, com o rigor necessario. Esses numeros binomiais
sdo utilizados, exatamente, na construgdo do triangulo harménico através de uma

féormula direta.
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2 SEQUENCIAS E SERIES NUMERICAS

Nesta secdo apresentamos um pouco da histéria e definimos alguns
conceitos e resultados relevantes sobre sequéncias e séries numéricas que serao
necessarios para o desenvolvimento do trabalho.

Historicamente, as sequéncias e séries tiveram seu estudo impulsionado a
partir das contribuicbes de Newton (1642—1727) que mostrou como exprimir fungdes
em termos de séries infinitas e Leibniz (1646—1716) que encontrou que a soma da
série dos reciprocos dos numeros triangulares € 2 e através desse resultado concluiu
que seria capaz de achar a soma de quase todas as séries infinitas, o que foi um
grande engano.

No entanto, as séries foram objetos de estudo e descoberta por parte de
varios matematicos como Nicole Oresme (1325-1382) que desenvolveu a primeira
prova da divergéncia da série harmdnica; Pietro Mengoli (1625-1686), enquanto

estudava indivisiveis e areas sob as hipérboles, que viu que soma da série harmdnica

1 1,1 1 (-t _ .
alternada Tyttt —/—+ = In 2; Johann Hudde (1629-1704) que

escreveu sobre a quadratura da hipérbole por meio de séries infinitas; James Stirling
(1692-1770), que através de seu Methodus differentiales, de 1730, contribuiu
significativamente ao estudo da convergéncia de séries infinitas, interpolagdo e
funcdes especiais definidas por séries; Brook Taylor (1685-1731) que através da sua
publicagdo Methodus incrementurum direta et inversa, de 1715, permite que uma
funcdo seja expandida como uma série de poténcias em torno de um ponto, mas sé
foi nomeada “série de Taylor em 1785; Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), tendo
definido que uma série é convergente se, para cada valores de n, a soma S, dos n
primeiros termos tende a um limite S, a soma da série, ele demonstrou que uma
condigdo necessaria e suficiente para que uma série infinita convirja € que, para um
dado valor de p, o médulo da diferenga entre S, e Sn+p, tenda a zero quando n cresce
infinitamente; Karl Weierstrass (1798-1851) mostrou que para uma série

uniformemente convergente, a integracao termo a termo também é possivel.
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2.1 Sequéncias

Definigao 2.1.1. Uma sequéncia de numeros reais € uma fung¢ao x: N 2 R que associa
cada numero natural n a um nuamero real x(n). O valor x(n), para todo n € N, sera

representado por x, e denominado n-ésimo termo da sequéncia numérica.

Exemplo 2.1.1. Os exemplos a seguir ilustram o exposto na Definigdo 2.1.1.
a) an = 1, para todo n € N. Isto define a sequéncia constante (1, 1, ..., 1, ...);
b) an = n, para todo n € N. Neste caso, x: N > R é a aplicagdo de inclusédo e
obtém-se a sequéncia (1, 2, 3, n, ...);

c) an = 2", para todo n € N. Neste caso, obtém-se a sequéncia (2, 4, ... 2", ...).

Definigdo 2.1.2. O termo geral de uma sequéncia (an,) € o n-ésimo termo dessa

sequéncia, ao qual através dele obtém-se todos os termos da sequéncia.

Exemplo 2.1.2. A sequéncia (1, 3, 5, ...) tem seu termo geral dado por a, =2n— 1.

Definigao 2.1.3. Uma sequéncia (an) na qual o termo geral é a, dependa do termo

anterior (ou termos anteriores), ou seja, an+k =f(@n+k—-1an+k-2 .., @n+1 an), COMK, n

vaey

inteiros positivos, € denominada sequéncia recorrente ou sequéncia recursiva.

Exemplo 2.1.3. Seja (as) uma sequéncia que satisfaga a relacdo de recorréncia
an = an-1 — an-2 para n 2 3, e suponha que as condig¢des iniciais sejam a; =3 e a> = 5.
Determine os dois proximos termos dessa sequéncia recorrente:

Solucao:

Podemos calcular

az=a—ar=5-3=2

e

as=az—a=2-5=-3.

Definigcao 2.1.4. Uma sequéncia (an) sera dita:
i) Limitada superiormente quando existir um namero real M tal que a, < M, para todo

n € N. Essa constante M sera denominada cota superior da sequéncia.
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ii) Limitada inferiormente quando existir um numero real N tal que a, = N, para todo n

€ N. Essa constante N sera denominada cota inferior da sequéncia.

ii) Limitada quando ela for limitada superiormente e inferiormente, ou seja, se existir

uma constante K > 0 tal que |an| < K, para todo n € N.

o 1 o . :
Exemplo 2.1.4. A sequéncia a, = L comn inteiro positivo, tem como conjunto dos

111 T , 1, : -
seus termos {E’E'Z’ } que é limitado, pois temos que ;€ cota superior (limitada

superiormente), ou seja, an< 1. Por outro lado, 0 é cota inferior (limitada inferiormente),

ou seja, an > 0.

Definicdo 2.1.5. Seja (an) uma sequéncia. Dizemos que (an) € crescente se
ar<a<az <..<ap ..,

isto &, se an < an+1, para todon = 1. Agora, se
as >az>as >..> anp ..,

isto &, an > an+1, para todo n = 1, dizemos que a sequéncia é decrescente.

A sequéncia é nao-crescente se

1\
Vv

airza=2az 2.2 ap ..., paratodon 2 1,

e nao-decrescente se

Y
IA

ar<az< as an ..., paratodon 21.

Se uma sequéncia satisfaz qualquer uma das condi¢gdes acima, ela é dita

monotona.

—_ n
Exemplo 2.1.5. A sequéncia (an) cujo termo geral é a, = % nao satisfaz a nenhuma

das condigbes citadas na Definigéo 2.1.5, ou seja, ela ndo é monaotona.

Exemplo 2.1.6. A sequéncia (an) cujo termo geral é a, = n € crescente, ou seja, é

monotona.
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Definigdo 2.1.6. Dizemos que uma sequéncia (an) tem limite L ou converge para um

numero L se, dado qualquer ¢ > 0, existe n, natural, tal que
la, — L| < ¢, para todo n > n,.

Notagao: Escrevemos a,, — L, lim a,, = L ou simplesmente lima,, = L.

n—-oo

Se uma sequéncia tem limite ela chama-se convergente, caso contrario, ela

sera chamada de divergente.

, 1
Exemplo 2.1.7. Temos que lim %z 0. De fato, dado € > 0, seja n, tal que — < «.

o

1 1 1
Logo, para todo n > n, temos |5 — 0| = -< =<

No

Exemplo 2.1.8. Temos que lim zi" = 0. De fato, dado ¢ > 0, seja n, tal que 2—10 < &

1

1
Logo, para todo n > n, temos - 0| = m< ;m< E

2"

Teorema 2.1.1. Se uma sequéncia (an) for crescente e limitada superiormente, entéo

ela sera convergente. Isso vale se (an) for decrescente e limitada inferiormente.

Demonstracgao:

Note que o conjunto {a, | n = 7} € ndo vazio e limitado superiormente; logo,
admite supremo. Seja a = sup {an | n = 1} e provaremos que lima,, = L.

Sendo a o supremo de {an | n = 1}, dado ¢ > 0, existe pelo menos um natural
n, tal que

L-eg<ay, =L

(Se tal ny ndo existisse, teriamos, para todo natural n, a, < L — € e, entdo, L ndo poderia
ser supremo do conjunto de todos os an).

Como, por hipotese, an € crescente, resulta

n>ny =>L—-¢<an.

Mas, para todo n, an < a, pois a € o supremo do conjunto {a, | n = 7}. Logo,

n>ny>L—e<ansL<L+e.
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Portanto,

lima, = L.

Por outro lado, sendo (an) decrescente e limitada inferiormente, tem-se
(— an) crescente e limitada superiormente.

Dai, conforme demonstrado na primeira parte, temos que

lim(-a,) =—-L = —lima, = -L = lima, = L.
O
o . . 123 , ,
Exemplo 2.1.9. A sequéncia (as) cujos elementos s&o 357 € convergente, pois
_n o n _ 1 ,
seu termo geral an = i1 © limitado. De fato, observe que ol 3iZ e dai,
1
lim = lim| ——=
(2 + 1) 24 1

No entanto, conforme Exemplo 2.1.7, temos que lim % = 0. Logo,

1 1
lim (an:_ 1) = limzz >

E, portanto, a sequéncia (a,) de termo geral an

= ot é limitada, e,

consequentemente, convergente.

A : . 1111
Exemplo 2.1.10. A sequéncia (a,) cujos elementos séo 1303 tem termo geral

S|

a, = — nao limitado, e, portanto, é divergente. Note que

1 /1 1 1 1 1 1 1 1
a2n=1+—+(—+—)+(—+—+—+—)+---+(—+—)

2 3 4 5 6 7 8 2n-141 ° 2n
4 8 2n
1 1 1 1
=1+—+Z—+Z—+..+ -
2 n n n
t=3 t=5 t=21"141
4 8 2n
>1+1+zl+zl+ +
2 4 g8 AL

t=3 t=5 t=2""141
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—1+1+1+1+ +1—1+n
N 2 2 2 2 2

Logo, (a,) ndo é limitada, e, portanto, diverge.

Teorema: 2.1.2. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragao: Queremos mostrar que, dada uma sequéncia convergente ela sera
limitada.
Para isso, seja (an) uma sequéncia convergente com lima, = L. Tomando € = 1, na
definicdo de sequéncia convergente, concluimos que existe n, € N tal que n > n,,
entdo |a, —L| < 1,istoé,an€ (L-1,L +1). Tomando
a=min{ay, az,..., ay, , L—1}eb=max{ay, az,..., an,, L +1}

temos imediatamente que an € [a, b] para todo n natural. Portanto, a sequéncia (an) é
limitada.

[l

Exemplo 2.1.11. Asequéncia (1, 2, 3, .. ., nn, .. .) N0 converge porque nao € limitada.

Exemplo 2.1.12. A sequéncia (0, 1, 0, 1, . . .) € limitada, mas ndo é convergente, o

gue mostra que a reciproca do teorema 2.1.2. é falsa.

Teorema 2.1.3. Toda sequéncia limitada, mondtona é convergente.

Demonstracao:
No Teorema 2.1.1, provamos que se uma sequéncia (an) for crescente e limitada

superiormente ou decrescente e limitada inferiormente sera convergente, logo, toda
sequéncia limitada (superiormente e inferiormente) e monétona (conforme definigao

2.1.5) sera convergente.
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A , - . n o, .
Exemplo 2.1.13. A sequéncia cujo n-€simo termo € an = ¢ crescente (monaotona),

limitada e convergente. De fato, observe a sequéncia

n 123 n
(n—i- 1) - <E’§’Z""'n+ 1)'

, . . 1 2 3 . .
que abrange apenas nimeros reais positivos e - < S < 7,.. para todo n inteiro

positivo, 0 que mostra que ela é crescente. Por outro lado, como n < n + 1 para todo

n inteiro positivo, teremos ﬁ < 1, logo é limitada. E por fim,

| 1
m(n:J:AE& @

No entanto, conforme Exemplo 2.1.7, temos que lim % = 0. Logo,

Jim () = Jm1=1

Portanto, a sequéncia (ﬁ) é convergente.

2.2 Séries

Definicdo 2.2.1. Seja (an) uma sequéncia de numeros reais. A partir dela, formamos
uma nova sequéncia (Ss) cujos elementos sdo as somas

St =a;,8,=a; +ay,..,S,=a;+a +:+ ay,
que chamaremos as reduzidas da série ), a,,, onde a,, 0 n-ésimo termo ou termo geral

da série.

Exemplo 2.2.1. Sendo a série ), n, com n inteiro positivo, suas somas parciais sao:

nn+1)

81:1,52:1+2:3,S3:1+2+3:61---"Sn: 2 [
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Definigdo 2.2.2. Asérie ) a,, sera dita convergente se a sequéncia das somas parciais

(Sn) for convergente; e divergente se a sequéncia das somas parciais for divergente.

1
nn+1)’

1
n+1’

Sabendo que : —%—

Exemplo 2.2.2. Considere a série )} nntl)

podemos escrever a sucessao das somas parciais:

o 1
1= 2

S, =1 1+1 1—1 !
2 2 2 3 3
S, =1 1+1 1—1 -
3T 33 4 4
S =1 !

no n+1

Observe que

1
n

1
lim S, =lim(1—n—) = lim| 1 -

+1 1f

1+n

No entanto, conforme Exemplo 2.1.7, temos que lim Tll = 0. Dai, limS,, = 1, ou seja, a

série € convergente e sua soma é 1:

Zﬁ“

Exemplo 2.2.3. Considere a série ¥ (—1)**1. Podemos ver facilmente que as somas
parciais sédo S; =1, S, =0, S3=1, S, =0, e assim por diante. As somas parciais
oscilam entre os numeros 0 e 1, e ndo tendem a um numero S. Por isso, a série é

divergente.



Exemplo 2.2.4. Dada a série geométrica

suas somas parciais sao:

S _1+1+1_3+1_7
37 2 472 47 4

S 1+1+1+1_7+1_15
4 2 4 8 4 8 8

Sy = 14— —2(1 1)
T2 48 16 on—1"

No entanto, conforme Exemplo 2.1.8, temos que lim zin = 0. Dai, limS,, = 2, ou se€ja,

a série é convergente e sua soma é 2:

Definicdo 2.2.3. O termo geral a, de uma série € o n-ésimo termo da sequéncia

associada a série, ou seja, € a expressao que nos permite determinar cada termo
série.

20
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Exemplo 2.2.5. Asérie}2n=2+4+8+ -+ 2n+ -+, € uma série com termo geral

a, = 2n.

Teorema 2.2.1. Se )’ a,, € uma série convergente entdo seu termo geral tende a zero.

Demonstragao:
Como a série ) a,, € convergente, e conforme Definigdo 2.2.2, a sequéncia

das somas parciais (S,) € convergente, entdo a sequéncia (S,,,;) também é
convergente, pois diferem apenas pelo termo inicial. Ou seja, (S,) = (@;,az, -, an)
€ (Sn+1) = (azi gy ey an+1)'

Portanto, se (a, +;) converge para zero, entao (a, ) também convergira para

zero.
O

Exemplo 1.2.6. A reciproca do Teorema 2.2.1 é falsa, pois a série harménica Z%

, 1 ,
diverge, embora seu termo geral, a, = ~ tenda a zero, conforme visto no Exemplo

2.1.7.



22

3 PROGRESSAO HARMONICA
3.1 Definigoes e ldeias iniciais

Definigao 3.1.1. Uma progressdo harménica é uma sequéncia de numeros cujos
termos sao todos diferentes de zero e tais que seus inversos formam uma progressao
aritmética.

Assim, a sequéncia (a1, az, ..., an, ...) € uma progressao harménica se, e
1 1

1 P ~ . o
— ey ) € uma progressao aritmetica.

ap az an

somente se, a sequéncia dada por (

o 11 1 ) ~ A
Exemplo 3.1.1. A sequéncia ( 213 gy ) € uma progressao harmoénica, uma vez

1
I; )
que a sucessao dos inversos, (1,2,3,...,n...), € a progressao aritmética de razdor =

1.
~ . 1 1 ~
Observe que a sequéncia (5, 1,—1,—1,...)nao representa uma

progressao harmoénica, pois (3, 1, - 1, - 4, ...) ndo € uma progressao aritmética.
Definida a progressdo harmdnica, conforme visto anteriormente, vejamos o

teorema que trata sobre o seu termo geral, apresentado em Lopes (1998, p. 18).

Teorema 3.1.1. Se {a;} € uma progressao harménica, entdo o termo geral de ordem i,

comi> 2, & dado por
a;az
az+(i-1)(a;—az)’

a; =

Demonstracgao:

. ~ A s ~ 1,
Se a; € o termo geral de uma progressao harmonica, entéo bi = — ¢é o termo

aj

a;—apz

~ s ~ 1 1
geral de uma progresséao aritmética derazdéor=b,-by=——-—=
a Az aia

. Logo,

a1—az _ az+(i-1)(a;—az)

bi=b1+(i—1)r=§+(i—1)

i aiaz a1az
1
Como b; = - Segue que
i

1 _ az+(i—1)(a1—a2)
aj ajaz
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e assim obtemos

aidp

a0 = (1)

! a,+(i-1)(a;—ay)

Vejamos outros casos de progressdes harménicas, (an), (bn) e (cn)

dispostas a segquir:

(an=(-3-1 1,3, ..)
(br) = (5,5.5,5, ...

@)= @211 =)

Observemos que as sequéncias (an), (bn) e (cn), de fato, sdo progressdes

harmonicas, pois podemos associa-las, respectivamente, as sequéncias

(dn)=(-3,-1,1,3,...)

(e)=(l 111 )
n 5’5’5’5’ "

(fn)=(7,4,1,-2,-5)

que sao progressoes aritméticas.

~ Al 4 . 4 2 . L .
Exemplo 3.1.2. Dada a progressao harménica (g, 1,5,5, ) determine o seu décimo

termo.

Solugao: Temos pela igualdade (1) que

didp

—_ —_ 3
ap+(10-1)(a;—az) 1+9(§—1)

dqg

Para a continuidade do presente trabalho, a definicdo de média harménica
sera de muita utilidade. Aqui veremos um caso particular com dois numeros.

Defini¢ao 3.1.2. Dados dois numeros a e b, reais positivos, dizemos que H é a média

o o, . 1,1 11 ,
harménica de a e b se entre tais numeros vale a igualdade 3 + 5= H + o aque €
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equivalente a igualdade

isto €, H € o inverso da média aritmética dos inversos dos numeros a e b.

Exemplo 3.1.3. Uma mangueira leva 20 horas para encher uma piscina, a outra, com
vazao um pouco menor, leva 30 horas para encher a mesma piscina. Se elas forem

ligadas simultaneamente, em quanto tempo a piscina estara cheia?

Solugao: Temos que a = 20 e b = 30. Dai, pela definicdo 3.1.2., segue que:

2.20.30 1200
20+30 50

Portanto, a piscina estara cheia apds 24 horas.

Na Grécia antiga, cerca de 500 anos a.C. os Pitagéricos, tendo como lider
e fundador da escola pitagérica o matematico e fildsofo Pitagoras de Samos (580 -
500 a.C., aproximadamente), que proporcionaram grandes contribuicdes para a

matematica, definiram a média harménica assim:

Dados dois numeros positivos a e b, H € a média harménica de a e b se existe um

numero n tal que
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a=H+ 2)

=N ey

3)

Observemos que essa definicdo € equivalente a definicdo de média
harménica, pois ao multiplicar (2) por b e (3) por a, temos que

ab = bH + 22
n
aH =ab + ab
n
e assim
ab—bH = 2 4)
n
ab—aH = — 2 (5)
n
Somando membro a membro (5) e (6), temos:
2ab—(a+b)H=0
2ab = (a+ b)H
e, portanto,
__2ab
H=_—75. (6)

Propriedade 3.1.1. Em toda progressdo harmodnica, quaisquer trés termos

consecutivos sdo tais que o segundo é a média dos outros dois.

Exemplo 3.1.4. Determine o segundo termo de uma progressao harménica (an) cujo
primeiro termo € igual a 12 e o terceiro é tal que az = 3.a1.

Solugao: Temos que az = 36 e, pela propriedade 3.1.1, segue que a2 € média
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harmonica entre os termos, inteiros positivos, a1 = 12 e az = 36. Dai, segue que:

12.36 432
a = = — = 8.
12436 48

Para a generalizagado da Definigdo 3.1.2, consideremos n numeros reais
positivos, a1, az,

., an. Assim, a média harmébnica desses numeros sera o numero H
definido por:
. 1
1,1, 1
a, a, an
n

isto €, a média harménica desses n numeros é o inverso da média aritmética dos
inversos desses numeros.

Exemplo 3.1.5. Determinemos a média harménica dos numeros 3, 4 e 5 (aqui temos
n=3).

Solugao:

Conforme generalizagao, temos que a média desses numeros sera dada por:

. 1 B 13
1,1 1] J[i,1 1] 1,1 1
a_1+a_2+a_3 §+z+§ §+1+§

3 3

. 3 3180

T20+15+12 47 47"

60 60

Vale ressaltar que quando falamos de média harmoénica, naturalmente,

pensamos na comparagao desta com as outras médias mais conhecidas, no caso, a
aritmética e a geométrica.

Para mostrar essa comparacéao, precisamos, inicialmente, definir as médias
aritmética e geométrica. Vejamos:
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Definicao 3.1.3. Consideremos uma sequéncia com n numeros reais positivos, ai,

az, ..., an. Amédia aritmética destes numeros sera o numero A definido por:
a1 +a2 ++ aTL

n

Definicao 3.1.4. Consideremos uma sequéncia com n numeros reais positivos, ai,

az, ..., an. Amédia geométrica destes numeros sera o numero G definido por:

_n
G="4a0a;..a,.

Exemplo 3.1.6. Qual é a média aritmética e geométrica dos numeros 3, 8 e 9?
Solugao:

Calculando a média aritmética, temos:
_aytay+az 3+8+9 20

A 3 3 3= 6,7.

Logo, a média aritmética € 6,7.

Calculando a média geométrica, temos:

G =3faya,a; = V389 =6

Logo, a média geométrica é 6.

Definidas as médias aritmética, geométrica e harmobnica, agora
apresentaremos as desigualdades entre essas médias, inicialmente entre as médias
aritmética e geométrica, e posteriormente, entre as médias geométrica e harmonica.

Mostraremos que a desigualdade A > G > H é valida para quaisquer
numeros reais positivos a, e a, € que a igualdade das médias, duas a duas, ocorre

se, e somente se, a; = a,.

ai+ ap

Consideremos os numeros reais positivos a1 e a2. Sabemos que 4 = >

e que G = +/a;a,. Dai, temos que +/a, e \/a, também sao reais positivos.

Assim:
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(Jar - Ja)' 20
al_zw/alaz +a2 2 O

a, +a, = 2\/a.a,

Isto é,
a, -Zk a, > \/m
Ouseja, A > G.
Supondo A = G, temos:
a; +a,

= Jan = a-2fan+e=0= (Ja- &) =0=a=a

Agora, mostraremos que G > H. Temos que a média harmonica H é dada

por:
= 2
1 T
a a
€ seu inverso é:
1 1
1 o'y
H 2

. - . Yy g . ~ 1 . , s
Seja A' a média aritmética dos inversos de a1 e a2, entdo A’ = —. Seja G' a média
J H

geométrica dos inversos de a1 e az, entao,

Como demonstrado acima,

A>0 = — >

T
[
Q-

Assim, concluimos que
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A=G=H.

1 1 1 1
SeG=H=-===2A'=(0"=—=— = a; = a,.
G H aq a

Desta forma, finalizamos a demonstragao para quaisquer dois numeros reais positivos
a; eas,.

No entanto, aqui ndo sera demonstrado a desigualdade das médias de
forma generalizada. Porém, caso o leitor queira ver tal demonstragdo e buscar maior

aprofundamento, podera consultar a referéncia [16].

3.2 Série Harmonica

A série harmoénica é a soma infinita dos inversos dos numeros inteiros

positivos, isto é:

Segundo Avila (1995 p. 55-56),

[...] a série harmbnica, também a mais simples dentre as séries divergentes
com termo geral tendendo a zero. Alids, para algum aluno iniciante e
inexperiente em séries infinitas é levado a crer que a série deva ser
convergente, e nao divergente. Afinal, os termos estdo decrescendo pra zero
apos uma soma muito grande deles, contudo é necessdaria uma analise mais
cuidadosa.
Para Garbi (2000), Nicole Oresme (1323-1382), considerado por alguns
historiadores como o maior Matematico do século XIV, foi o primeiro a demonstrar a
divergéncia da série harmoénica. Tal prova € a mais conhecida e utilizada no ensino

tanto por ser elegantissima, quanto simples e de facil compreensao.

Observe que os termos da sequéncia (1%%%%) que representa a
série harmodnica acima, decrescem tendendo para zero, dando a impressao de ser
convergente. Porém, como ja sabemos, ela é divergente e foi provado por Oresme.

Em sua demonstragdo, Oresme comegou por agrupar os termos da série

da seguinte forma:
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S=1+ 1+ <1+ 1>+ (1+ 1+1+1)
N 2 3 4 5 6 7 8

+(1+1+ +1)+(1+1+ +1>+
9" 10 16 17~ 18 32

. , . 1
Em seguida, ele observou que cada um desses grupos é maior do que py

1111 1 1
R A Y
1111 10111 1
5 6778 878 "'8"s s~ 2
1+1+ +1>1+1+ +1_8 1—'
9 10 16 ~ 16 16 16 %16 2’
1+1+ +1>1+1+ +1—16 1—1
17" 18 32 7 327 32 32 °X¥3pT

e assim por diante, de sorte que

S> 14 S 4 2xid axia8xta 16x 4
P T Xy FXgT OX g X32

—1+1+1+1+1+
B 2 2 2 2

. N . . 1
e, como essa soma de um numero infinito de parcelas Iguails a E aumenta

indefinidamente, ou seja, a série apresenta termo geral ilimitado, conforme Exemplo
2.1.10, ela é diverge.

Por outro lado, Pietro Mengoli (1627-1686), trés séculos mais tarde, em
1648, encontrou nova prova da divergéncia da série harménica por um caminho
diferente daquele utilizado por Oresme, mas também criativo e elegante. A prova de
Mengoli baseia-se no fato de valer a desigualdade abaixo, para qualquer n natural

maior do que 1:
1 3

+ >
n+1 n

Sl

n—1
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A prova é simples:

1,1, 1 _3’-1  3*-3 3
n-1 n n+1 nn?2-1)  nn?-1) n

1+ 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+ >
(2 3 4) (5 6 7) (8 9 10) (11 12 13)
1+3+3+3+3+ —1+1+1+1+1+1+
36 9 12 N 2 3 4 5

Ao repetir essa operacgao indefinidamente, verifica-se que a soma da série
harménica € maior do que a soma de um numero ilimitado de parcelas iguais a 1, ou
seja, tem termo geral ilimitado, e conforme exemplo 2.1.10, ela diverge.

Segundo Schickling (2019, p. 29) préximo ao ano de 1672, na Italia, Pietro
Mengoli estudava os indivisiveis e a area sob as hipérboles, e no decorrer do processo
tornou-se evidente o uso de séries, por exemplo, que a soma da série harménica

(_1)n+1

alternada % - % + % - % + -+ + --- = In 2, logo, convergente.

Para efeito de aprofundamento acerca da demonstracao da convergéncia

da série harmdnica alternada, o leitor interessado deve consultar a referéncia [15].
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4 TRIANGULO HARMONICO DE LEIBNIZ

Segundo Boyer (1974) Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) nasceu em
Leipzig, aos quinze anos entrou na universidade e aos dezesseis obteve o grau de
bacharel. Estudou teologia, direito, filosofia e matemética na universidade, em Leipzig,
e aos vinte anos obteve seu doutorado na Universidade de Altdorf, em Nuremberg.
Entrou, entdo, para o servico diplomatico e como um influente representante do
governo viajou muito, o que contribuiu bastante na sua preparacdo e,
consequentemente, em seus estudos que culminaram em diversas contribuicdes para
a matematica.

Os primeiros trabalhos de Leibniz foram baseados em séries. Huygens

(1629 - 1695) tinha-lhe proposto o problema de achar a soma dos reciprocos dos

, . . L, 2
numeros triangulares, isto é, .
n(n+1)

Para resolver, Leibniz escreveu, astuciosamente, cada termo como a soma

de duas fracdes, usando

2 _ (l_L)-
n(n+1) n  n+1/’

=2(l_l+l_1+l_l+...+l_i)=2(1_L)

1 2 2 3 3 4 n n+1 1 n+1

de onde resulta evidentemente, escrevendo alguns termos, que a soma dos n

2(1 1 )
1 n+1/

primeiros termos &

e, portanto

n
I Z :
im —_— =
n-e £ nn+1)

Desse sucesso, ele ingenuamente concluiu que seria capaz der achar a soma de

quase todas as series.
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Segundo Massa (2018), desde o inicio dos trabalhos de Leibniz sobre
matematica, ele enfatizou seu interesse pelo infinito e pelas dificuldades que o
envolvia, como se vé em seu tratado sobre a quadratura aritmética do circulo, a elipse
e a hipérbole sobre a qual trabalhou durante sua estadia em Paris e em seus escritos
sobre série.

A partir de 1672, e por recomendacéao de Chistian Huygens (1629 — 1695),

. . ~ . n . ;. a s 1
Leibniz estava empenhado na demonstragao da divergéncia da série harmoénica (1, >

W

1 ;.
: Z’"')’ e na soma da série (1,

[SV

1 1 a . , .
o 10 ...) que tém por denominador numeros figurados,

ou seja, numeros triangulares, quadrados, pentagonais, hexagonais... Ele comegou a
trabalhar na série harménica em um texto intitulado “Differentiae Numerorum
Harmonicorum et Reciprocorum Triangularium”, no que apresentou as diferengas de
termos desta série. Em seu caminho para somar essas séries, Leibniz construiu o

tridangulo harmdnico a partir do tridngulo aritmético de pascal.

“[...] Leibniz explicou pela primeira vez o triangulo aritmético, com citagbes da
obra de Pascal e referéncias ao figurar nimeros com 0S nomes:
Triangularium, Pyramidalium, Triangulo-Triangularium, Triangulo-
Pyramidalium, Pyramido-Pyramidalium.” (MASSA, 2018, p. 245)

O triangulo harmdnico que surge do triangulo aritmético permite trabalhar

com séries e pode até ser usado para calcular areas.

“O triangulo harmonico é formado pelo reciproco dos elementos do triangulo
aritmético vezes seus proprios nimeros. Sua construgdo é a seguinte: pegue
o triangulo de Pascal e, considerando a primeira linha, que é seu vértice, a
parte, multiplique cada linha pelo nimero de termos que ela contém; isto é, a
primeira linha por dois, a segunda por trés; e assim, sucessivamente, ou seja
a linha m por m + 1. Desta forma, os reciprocos desses nimeros sdo
encontrados, obtendo assim o tridngulo harménico. De fato, os lados desse
triangulo formam a série harmonica.”(MASSA, 2018, p. 235)

O triangulo harmoénico foi definido por Leibniz, em 1673, a partir dos
estudos da série harménica e sua definicdo estava relacionada as sucessivas
diferencas desta série e, foi possibilitada pelo estudo de muitos textos diferentes ao
longo de suas viagens, entre eles, Arithmetica Infitorium (Oxford, 1656) por John Wallis
e Opus Geometricum (Antuérpia, 1647) de Grégorie de Saint-Vincent (1584 — 1667),
aos quais tratavam sobre somatérios de termos infinitos de séries.

Segundo Martins (2015) Leibniz comegou a produzir em matematica
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quando estudou séries e, em especial, calculou varias séries através do triangulo
harménico.

Definido o tridngulo harménico e apdés a analise de suas pripriedades,
Leibniz o utilizou para realizar as somas de séries através de um procedimento

chamado por ele de “soma de todas as diferengas”.

“Em dezembro de 1675, Leibniz apresentou um texto também intitulado “De
Triangulo Harmonico” consistindo de trés sec¢fes, a primeira das quais é
chamada “De progresse harmonica” e contém a definigao de série harménica
e discute a progressao no triangulo harménico.”( MASSA, 2018, p. 246)

Tal triangulo idealizado por Leibniz, e que tanto o fascinou, foi construido
da seguinte forma: na primeira coluna, de cima para baixo, s&o escritos os termos da
série harménica, do maior para 0 menor; na segunda coluna, cada elemento é a

diferenca entre o elemento imediatamente acima e o elemento abaixo, ambos da

. . . . 1 1.1 1 1.1 1 1.1 1 1

coluna a esquerda mais proxima, ou seja, = — =, - — - =~ - —-=—; - —=-=—, ... €
1 272 3 6 3 4 12° 4 5 20
1 1 1 .

consequentemente, obtendo-se a segunda coluna: > T 1 70 do triangulo

harménico. Analogamente, obtém-se as demais colunas e a figura a seguir mostra os

primeiros elementos desse triangulo harménico.

Figura 5 — Triangulo harménico
1
1

1 1
2 2
1 1 1
3 G 3

D 20 30 20 D

1 1 1 1 1 1
G 30 GO Gl 30 G

1 1 1 1 1 1
7 42 105 140 105 42

=] =

Fonte: Ciéncia e Natura, v. 37 Ed. Especial PROFMAT ( 2015, p. 435)
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No que diz a respeito a comparacgao entre o triangulo aritmético de Pascal

e o triangulo harménico de Leibniz, & descrito por Boyer:

“No triangulo aritmético de Pascal, cada elemento (que néo esteja na primeira
coluna) é a diferenga dos dois termos logo abaixo dele e a esquerda; no
triangulo harménico, cada termo (que ndo esteja na primeira linha) é a
diferenca dos termos logo acima e abaixo dele, ambos na coluna a esquerda
mais proximo. Além disso, no tridngulo aritmético de Pascal, cada termo (que
ndo esteja na primeira linha ou coluna) é a soma de todos os termos na
diagonal acima dele e a esquerda, ao passo que no triangulo harménico cada
termo é a soma de todos os termos na linha abaixo dele e a esquerda. A série
na primeira coluna é a série harménica, que diverge; em todas as outras
linhas, a série converge. Os nimeros na segunda coluna sdo a metade dos
reciprocos dos numeros triangulares, e Leibniz sabia que a soma dessa série
€1]..]". (BOYER, 2012, p. 288)

Posteriormente, em fevereiro de 1676, na segunda secgao intitulada por

“Triangulum Harmonicum et Triangulum Pascali”,

“Leibniz comparou seu triangulo harménico com o triangulo aritmético de
Pascal e descreveu seus usos, tanto para as somas da série no triangulo
aritmético e série no triangulo harménico, e para as quadraturas de parabolas
e hipérboles”. ( MASSA, 2018, p. 247)

Segundo Massa (2018) Leibniz explicou que conhecia o uso do triangulo
aritmético para encontrar somatorios e suas poténcias, a partir das propriedades de
formagdo do triangulo e dos numeros figurados, em comparagdo com o préprio

tridangulo harmonico.

“[...] o triangulo harménico serve para a descoberta das somas finitas das
fracdes com nimeros figurados, e somas infinitas que tém soma finita [...].”
(MASSA, 2018, p. 249)

Ainda em 1676, Leibniz, através da terceira secao intitulada “Origo
inventones trianguli harmonici”, explicou que no ano de 1673 Huygens sugeriu que ele
encontrasse a soma dos numeros figurados reciprocos.

Anos depois, em carta datada de 27 de dezembro de 1694, enviada a
Guillaume de L'Hépital (1661-1704), Leibniz voltou a abordar sobre as propriedades
das somas dos numeros figurados no triangulo aritmético. Ele também explicou que

através do seu triangulo harménico seria possivel encontrar a soma infinita das
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=

~ ) , . 1 1
fracdes com numeros triangulares no denominador (1 + 3 + A + o + ...) usando o

procedimento da soma de todas as diferencgas.

Leibniz definiu o tridngulo harmbnico objetivando os estudos relacionados
a somas infinitas de séries, os quais desempenharam papel importante nos seus
primeiros trabalhos. Portanto, a definicdo desse triangulo foi de extrema importancia

para a continuidade os seus estudos sobre séries com somas finitas e infinitas.
4.1 Triangulo Harmonico de Leibniz construido de forma recursiva

Aqui mostraremos a construgéo do triangulo harmdnico de Leibniz de forma
recursiva, conforme Definicdo 2.1.3. Para tanto, denotemos por n e Kk,
respectivamente, a posi¢ao do elemento na linha, de cima para baixo; e na coluna, da
esquerda para a direita, no triangulo harmoénico. Portanto, os elementos serdo
calculados pelas relagoes:

Lok, para1 <k <n
Ln1= %; paran > 1

Lnk=Ln-1k1—Lnk-1; para2 <k <n.
Por exemplo, Ls3 denota o elemento que esta na quinta linha e terceira

coluna do tridngulo harmdnico, conforme indicado na figura 9 abaixo.

Figura 6 — Triangulo harménico conforme notacgao recursiva

L1
Lot Lop
L31 L322 L33

L4 La2 Laz Lag

Lsq Ls2 Lss Lsa Lss

Les1 Le2 Les Lesa Les Legs

L1 L7z Lzs Lra Lys Lze Li7g7

Fonte: elaborado pelo autor
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4.2 Triangulo Harmonico de Leibniz construido por uma férmula direta

Por outro lado, sabemos que no tridngulo de Pascal, os termos séao
calculados usando coeficientes binomiais, e, consequentemente, pela relagdo entre
os dois tridngulos, o mesmo vale para o triangulo harménico de Leibniz. Neste caso,

esses termos sdo calculados, de forma direta, pela relagao:

1 1 (k—1)!

R U R

n
onde (k) € um coeficiente binomial.

Por exemplo,
L= 1
27 n(n-1)
2!
Ln,3 =
n(n—1)(n—2)
3
Ln,4— =

n(n—1)(n—2)(n—3)

4
s = T D= DM =3 =)
L 5
2T nin—1)(-2)(n—3)(n—4)(n—15)
6
Ln,7 =

nn—1)(n—-2)(n—3)(n—4)(n—5)(n—6)

Portanto, apds calcular os termos do triangulo harmdnico de Leibniz por
recorréncia ou forma direta, vejamos a figura abaixo que mostra tal tridngulo

construido.
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Figura 7 — Triangulo harmonico construido por recorréncia ou férmula direta

ko1 2 3 4 Y 6

1

1/2 1/2

1/3 1/6 1/3

1/4 1/12 1/12 1/4

1/5 1/20 1/30 1/20 1/5

1/6 1/30 1/60 1/60 1/30 1/6

e 2 S S SR N

Fonte: fr.wikipedia.org/wiki/Triangle _harmonique_de_Leibniz

Em relagdo a tudo que fora exposto durante todo o trabalho, os tridngulos
aritmético e harménico apresentam uma estrutura visual aberta em que o numero de
termos arranjados, conforme as figuras 5 e 15 (no apéndice B), podem se tornar
infinitos. Portanto, o infinito torna-se mais um elemento nos calculos matematicos
desse autor, que na matematica do século XVII abriu um mundo de possibilidades no

estudo das séries e em suas relagdes com o calculo infinitesimal.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

O presente trabalho teve como foco principal mostrar a definicdo e
construcdo do triangulo harmoénico de Leibniz. Ele definiu e estudou o tridngulo
harmonico baseado na série harménica e as somas de todas as diferencas.

No entanto, de forma preliminar, foi mostrado sobre sequéncias e séries,
em especial a série harmbnica, muito importante para a definicdo desse triangulo
harménico, e com grande contribuigdo durante todo esse processo por parte de varios
matematicos como Newton, Leibniz, Oresme, Mengoli, Stirling, Taylor, Cauchy,
Weierstrass, os irmaos Bernoulli, entre outros.

Com isso, podemos concluir que este trabalho atingiu seu objetivo, pois
mostramos que Leibniz construiu tal triangulo tendo como base o tridngulo de Pascal,
trabalhando, inicialmente, com as somas dos reciprocos dos numeros figurados e as
sucessivas diferencas entre os termos da série harménica.

Conforme mostrado, apos a definicdo de tal triangulo, Leibniz o comparou
com o tridngulo de Pascal, verificou suas propriedades e descreveu sua utilizagdo nas
somas finitas e infinitas, dando continuidade aos seus estudos que culminaram em
importantes contribui¢des no estudo das séries e em suas relagdes com o calculo
infinitesimal.

E por fim, mostramos duas outras formas de construir o tal triangulo, a
forma recursiva e por uma férmula direta, com utilizacdo dos numeros binomiais.

Esperamos que o nosso trabalho possa contribuir, ndo sé para a
comunidade de estudiosos em matematica, mas também, para professores de
matematica, tanto pela leitura do referido trabalho, quanto pela continuidade e

aprofundamento dos estudos referentres ao mesmo.
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APENDICE A - FRAGOES

Aqui buscamos mostrar um pouco da histéria sobre o sistema de
numeracgao, o surgimento e utilizagao da fracdo no Egito Antigo, sem esquecer, é claro
que nas civilizagbes antigas (babilénios, gregos, hindus e chineses) também tiveram
seus sistemas de numeracéao e fizeram uso de fragdes. Segundo BOYER (2012), o
entendimento de numero para os egipcios significava o dominio dos numeros naturais
e fragBes unitarias; enquanto para os babilénios, as fragbes sexagesimais; e para os
gregos, apenas os inteiros eram tidos como numeros.

Os egipcios usavam dois sistemas de numeragao: o hieroglifico (usado em
monumentos) e o hieratico (usado nos papiros).

Com o passar do tempo os egipcios comegaram a utilizar, principalmente,

fracdes para a remarcacgao das terras que eram inundadas pelas cheias do Nilo.

Segundo Boyer (1996), o processo de mensuragdo das terras consistia em
estirar cordas e verificar o nimero de vezes que a unidade de medida estava
contida no terreno. Havia uma unidade de medida assinada na prépria corda.
As pessoas encarregadas de medir esticavam a corda e verificavam quantas
vezes aquela unidade de medida estava contida nos lados do terreno.

Segundo Dias e Moretti (2011), para medir, os esticadores utilizavam
cordas que possuiam diversos nos, cuja distancia entre dois nds consecutivos media,
aproximadamente, 45 cm. Porém, em alguns momentos essa medigdo nem sempre
representava um numero inteiro, 0 que levou os egipcios a fracionar a unidade de
medida. Dai, ao fracionar a unidade, ou seja, construir o conceito de fragdo, acabou
por proporcionar a expansao do campo dos numeros naturais ao campo dos numeros
racionais.

Assim, dentro do processo histdrico, a fragao passou pelo aperfeigoamento

de algumas civilizagdes, entre elas, os babilénios, os gregos, os hindus e arabes.

Fragoes Unitarias

Com o advento da escrita em papiros, os escribas egipcios desenvolveram

o sistema hieratico, que era um sistema cifrado com simbolos diferentes para unidade,

dezena, centena, e assim por diante. O sistema de numeragédo egipcio apenas



43

agrupava a figura quantas vezes indicasse a quantidade contada, sendo visto como
um sistema de agrupamento simples que utilizava o principio aditivo e uma base
decimal. Segundo Ifrah (1997), os sinais numéricos inferiores a 10.000 que figuram
no Grande papiro Herris, trata-se de um importante manuscrito da XX dinastia, e

podemos observar tais representagdes nas figuras 1, 2 e 3 abaixo.

Figura 8 — Sistema de numeracao hieratico

UNTDADLES | DEZEMAS | CENTEMAS| MILHARTS Tnnﬁg?:lts Cm;s
|] f 91 111 ~
0 o2 |8 |l | me
019 B | opo | 3 J [ (1] | wes
st a6 | go9e | mr MU | =2
BT IS
SRR I RES
AT IS
BTN IR
AR AL EIRAE:

Fonte: Ifrah (1997, p 346)
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Figura 9 — Sistema de numeracao hieréatico

LEITURA LEITURA
Da DIREITA PARA A ESQUERDA DA ESQUERDA PARA A DIREITA

i ' B

!
10 n

n
100 ‘}9 2 » @1 < A
{

10000

14 I
(1] )
w2 Z] pl@nna]ny |y
e, 2 B G (R|® Y

Fonte: Ifrah (1997, p 342)

Figura 10 — Sistema de numeracé&o hieréatico

1 I Al 1 1000 [,
2 U220 A 20 gl 2000
30|30 x| 300 e | 3000 0
4 ny |40 .2, 400 4000—"1%
5 (50 3| 500 % 5“““..1[,‘__&
6 & 60 Mg | 600 4 6000 28
T |70 | 700 3 |7000 L2
s= 805 |_so00 w8000
9|0k | 90 g |9000 24

Fonte: Ifrah (1997, p 354)

Provavelmente, os egipcios tenham sido os primeiros a inserir fragdes em
seu sistema de numeragao, porém, tal utilizagcao fora também praticada por outros
povos antigos. Segundo Mol (2013), os egipcios admitiam apenas fragdes unitarias,

ou seja, fragdes com numeradores 1, com excecao da fragao 2/3.



45

Boyer (1974) descreve que os antigos egipcios atribuiam um papel especial
a fracdo 2/3 nos calculos aritméticos, de modo que para achar o tergo de um numero

primeiramente achavam os dois tergos e depois tomavam a metade disso.

“[...] conheciam e usavam o fato de 2/3 da frag&o unitaria 1/p ser a soma de
duas fracdes unitarias 1/2p e 1/6p; também tinham percebido que o dobro da
fracdo 1/2p ¢é a fragdo 1/p. No entanto, parece que tirando a fragdo 2/3, os
egipcios consideravam a fracdo racional prépria da forma m/n ndo como
elementar, mas como parte de um processo incompleto. A fragdo 3/5, para
nés uma Unica fracao irredutivel, era pensada pelos escribas egipcios como
a soma de trés fracdes unitarias 1/3, 1/5 e 1/15.” (BOYER, 1974, p. 10).

Segundo Boyer (1974), o Papiro de Rhind comegca com uma tabela
2 ~ g r o n ’
fornecendo —como soma de fragdes unitarias, sendo n os valores impares de 5a 101.
. 2, 1 .1 2, 1 .1
Por exemplo, o equivalente de ~e dado como s mais — € dado como ; Mmais — e
2 1 .1 . . .
Tz expressa como — mais . Em seguida, também possui uma pequena tabela para
~ n e
expressar as fragdes da forma o sendo n um valor entre 1 e 9, com o auxilio das
~ i s s ~ 2 ~ 9 . 1 .

fracdes unitarias e da fracao 3 A fracao 7o Por exemplo, € decomposta como 3¢ Mais
1 . 2
— mais -.
5 3

Ifrah (1997) relata que os egipcios, para representar as fracdes de um
numero, serviam-se, de modo geral, do hierdglifo da boca (com o sentido de “parte”),
colocando-o sobre o numero que representa o denominador da fragdo. E quando esse

denominador inteiro ndo podia levar o sinal da “boca”, inscreviam o excedente na

sequéncia, conforme figuras a seguir.

Figura 11 — Notac¢éao hieroglifica egipcia das fracdes unitarias

0 000 I -
0g 000 N
1 1 ' 1 19

. S 10 100

Fonte: Ifrah (1997, p. 349)
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Figura 12 — Notac¢éao hieroglifica egipcia das fracdes unitarias

0 Na <=

i NN 929

249

Fonte: IFRAH (1997, p. 349)

Ainda segundo Ifrah (1997), as fragbes ; e

wIN
Sl w

eram representadas por

sinais especiais, vejamos figura a seguir.

Figura 13 — Notacéo hieroglifica egipcia das frac8es unitarias

= ou =2 =§

]]'m U ﬁ ou cq;- = Z
' 3
Fonte: IFRAH, 1997, p. 349)

O Algoritmo de Sylvester
Segundo Eves (2011) e Silva (2013), o matematico inglés J. J. Sylvester
(1814 — 1897) estabeleceu um procedimento para expressar univocamente qualquer

fracao racional entre 0 e 1 como soma de fragdes unitarias. Em 1880 ele apresentou

a demonstracado que possibilitaria escrever qualquer fragédo %, sendo a e b inteiros

positivos e a < b, como soma de um numero finito de fragbes unitarias com
denominadores distintos.

Tal algoritmo segue os passos seguintes:

1. Achar a fragdo unitaria menor que a fracdo dada, isto é, aquela com
menor denominador;

2. Subtrair essa fragao unitaria da fragao dada;

3. Achar a maior fracdo unitaria menor que a diferenca obtida
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anteriormente. Para achar essa maior fragdo unitaria menor que uma fracdo dada,
divida o denominador desta ultima pelo seu numerador e tome o sucessor do

quociente como denominador da fragcao unitaria procurada;
4. Subtrair novamente, e continuar o processo até chegar a uma fragao

unitaria como resultado da subtracéo.

Vejamos a demonstragao desse algoritmo:

< —,o0que é equivalente a

SRS

. . ~ 1
Consideremos a maior fracéao — tal que —

1
< —.

<
m-—1

SRS

1
m

Fazendo a =1 e tomando b = m, fica claro e nada mais se tem a fazer. Caso

contrario,
T ) I
b m b m/  m bm
.~ . 1 a 1
No entanto, nas condi¢cdes anteriores, = < 5 < — temos am —b < a,
pois
1 a 1 a 1
—<-<— = --—x<0
m b -1 b m-—1
a(m—-1)-b
(m-1) <0
b(m-1)

= am—-—a—b<0(pois,  >0em—-1>0,0

que implica que b(m — 1) > 0.

E consequentemente,
am—>b < a.

Desta forma, percebemos, facilmente, que a nova fragao obtida através do

. . am-b a
algoritmo tem numerador menor do que a, ou seja, — <, eam-— b <a.

. . . ~ _am-b .o
De forma geral, aplicando tal algoritmo a fragéo Er— significa procurar a

. ~ e 1 1 am—b . . ~

maior fragao unitaria _ tal que; < Er— Conforme visto anteriormente, ndo podemos
am-b

<

1 . 1
= —. Pois, — .
m m

~ T . . . , 1
obter uma soma de fragbes unitarias iguais, isto €, obter 5

Comoam—b <aea<b,entdoam — b < b. Logo,
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Dai, conclui-se que o algoritmo de Sylvester, aplicado em uma fragao

a . . " , .
qualquer P sendo a e b inteiros positivos e a < b, sempre resulta em numero finito de
passos, uma vez que a sequéncia de numeradores obtidos € decrescente, e cada

fracao unitaria obtida € sempre menor do que as anteriores e, consequentemente,

distintas entre si.
. ~ 17 ~ ip s
Vejamos como exemplo, expressar a fragao g €m fragcdes unitarias.
Usando o Algoritmo de Sylvester, € necessario primeiramente, encontrar a maior

~ . ~ . 1 17
fragdo com numerador 1, ou seja, fragdo do tipo —» € menorque -~

Dai, temos —< % = 20 < 17m. Assim, m = 2 € 0 menor inteiro positivo para o qual

a desigualdade se verifica.

. . 1 ~ 17 1 17 1 7 .
Seguindo o processo, subtraindo > da fragao 20’ temos: <3 7 Repetindo

. 1 7
0 processo anterior, temos que —< 5= 20 < 7m; neste caso, a escolha deve ser

7 1 1, T ~
m = 3. Como — — = = — é unitaria, entao
20 3 60

17 1 1 1
— =4 -+ —.
20 2 3 60

A Conjectura de ERDOS-STRAUS

Paul Erdos (1913 — 1996), matematico hungaro e Ernst Gabor Straus (1922
— 1983), matematico alemao-americano, propuseram, em 1948, a conjectura de

Erdos-Straus, onde afirmam que para qualquer numero inteiro positivo m > 2, pode-
~ 4 n N o .1 .
se expressar a fragao — como soma de trés fragdes unitarias do tipo - Ou seja, a

equagao
1 1 1

4
—=—4 —4 -
m

X 'y z

possui solugdo com x, y e z inteiros positivos.
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Por outro lado, sempre que forem conhecidos os inteiros positivos x, y e z
tais que
4 1 1 1

m X y z

entdo conheceremos uma solugao para qualquer multiplo de m:

4 1 1 1
+ —+ —
mn xn yn zn
Exemplo:

4

Observemos a decomposic¢ao da fragcao o

Vejamos a decomposig¢ao de uma fragdo multipla de g ,

4 1 1 1 4 1 1 1
=—=-4+ —+ =
3x6 3x2 3x10 3x15 18 6 30 45

Assim como acontece com muitos dos problemas em aberto com
enunciados simples, apareceram e/ou aparecem solu¢des, mesmo que parciais. Dos
casos mais conhecidos temos, Mordell (1968) que demonstrou que a conjectura de
Erdos-Straus era sempre verificada para qualquer inteiro m > 1, exceto,
possivelmente, quando o m é primo e congruente com 12; 112; 132; 172; 192 ou 232
mod 840; e Swett (1999) que estabeleceu a validez da conjectura de Erdod-Straus

para todos os m menor do que ou igual a 104,

No entanto, ndo ha nenhuma prova largamente aceita pela comunidade
matematica, e tal conjectura ainda se encontra sem uma demonstracdo ou um

contraexemplo.
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E, caso o leitor ache que seria uma boa ideia recorrer a um computador
para tentar encontrar um tal contraexemplo, convém que saiba que pesquisas

computacionais verificaram a veracidade da conjectura até m < 101/,



51

APENDICE B - BINOMIO DE NEWTON

Neste capitulo apresentaremos, mesmo sem grandes aprofundamentos, a
definigdo de numeros binomiais e a organizagdo desses numeros em um dispositivo
denominado tridngulo de Pascal, bem como o desenvolvimento do Binémio de
Newton. Esse triangulo de Pascal tem relagdo direta com o triangulo harménico de

Leibniz, pois a partir deste ele definiu seu triangulo.

Numeros Binomiais

Definigao 1. Sendo n, um numero inteiro positivo, comn > 2. O fatorial de n (indicado
por n!) corresponde ao produto dos n primeiros inteiros positivos, escrito de n até 1,
ou seja:

nNn=n.(n-1).(n-2)...3.2.1.
Exemplo 1: vejamos
6!=6.5.4,3.2.1=720.
8!=8.7.6.5.4,3.2.1=40320.

Observacdo 1: Em analise combinatoria, o numero C,, significa o total de

combinagdes de p elementos que podem formar de um conjunto de n elementos.

Definicdo 2. Sejam n e p inteiros ndo negativos, com n > p. Definimos numero

binomial de n sobre p, ou simplesmente, coeficiente binomial, o numero representado

n n! .
por (p) =~y = Cnp- ONde n e p, respectivamente, representam a ordem e a

classe do numero binomial. Ou seja, o calculo do numero binomial € o mesmo para

calcular o total de combinagdes.

Exemplo 2: Dado um conjunto com 5 elementos, quantos subconjuntos com 3
elementos podemos formar?

Solugao:

Observe que ao formar um conjunto a ordem dos elementos ndo € importante. Veja
que os conjuntos A = {a, b, c} e B = {b, a c} sdo iguais, pois apresentam os mesmos

elementos. Assim, sendon =5 e p = 3, teremos:
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5 5! 5!
(3) T 31(5-3) 312l

Logo, podemos formar 10 subconjuntos com 3 elementos cada.

10.

Observacao 2: Como consequéncia imediata da definicdo 2, dado o inteiro nao

negativo n, segue que

(8): ogr_llngzl’(rll)z ﬁl_l)!=ne (g)= n!n.!()!=1paran21.

Definicao 3. Sejam dois numeros binomiais de mesma ordem (indice superior) n.
Dizemos que esses numeros binomiais sdo complementares quando a soma das

classes (indice inferior) € igual a ordem (indice superior) n. Ou seja, sendo

n n . . .. ~
(p) e (n _ p) esses numeros binomiais complementares, entdo, p+n—-p =n.

n! n!

= (-p)ln-(-pll _ pLn-p)’

n
Observacao 3: Pela definicéo 2, (n _ p)

n n! , n _ n . . ’ . . .
No entanto, (p) iy — Dai, (p) = (n_p). Ou seja, dois numeros binomiais

complementares s&o iguais.

, 6 6! 6! 6! 6
Exemplo 3: Vejamos que (2) T 2(6-2) 214l 4l(6-4) (4)

Triangulo de Pascal

Definido os numeros binomiais, feito anteriormente, mostraremos o
triangulo de pascal, construido com esses numeros binomiais dispostos em ordem
especifica, levando em consideracdo que os de mesma ordem, situando-se na mesma
linha, enquanto os de mesma classe, situam-se na mesma coluna.

Segundo Eves (2011), Al-Kashi foi o primeiro autor Arabe que conhecemos

a lidar com o teorema binomial em sua forma de “triangulo de Pascal’.

“[...] Como Pascal foi por longo tempo (até 1935) o primeiro descobridor
conhecido do triangulo no mundo ocidental e devido ao desenvolvimento e
aplicacbes que fez de muitas das propriedades do triangulo, este se tornou
conhecido como tridngulo de Pascal. Uma das manifestagfes mais antigas
aceitaveis do principio de inducdo matematica aparece no tratado de Pascal
sobre o triangulo.” (EVES, 2011. Pag. 365)
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Neste triangulo, os coeficientes binomiais de mesma ordem (indice
superior) fazem parte da mesma linha e os de mesma classe (indice inferior) fazem
parte da mesma coluna. Observe que as linhas sdo numeradas de cima para baixo e
as colunas, da esquerda para a direita. A seguir, o Tridngulo de Pascal com as

primeiras linhas, representadas pelos respectivos numeros binomiais.

Figura 14 — Triangulo de Pascal expresso por nimeros binomiais

(o)

(o) ()
(55
(@) )

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/triangulo-pascal.htm

No entanto, a figura abaixo apresenta o mesmo tridngulo de Pascal com

cada numero binomial substituido pelo seu respectivo valor numérico.

Figura 15 — Tridngulo de Pascal expresso com os valores dos nimeros binomiais

1

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/triangulo-pascal.htm

Observe, na figura 7, que cada linha pode ser lida da esquerda para a
direita ou da direita para a esquerda. Visto que o resultado € exatamente 0 mesmo.

Ou seja, ha simetria nos numeros binomiais que compdem o triangulo de pascal. Esta
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simetria é referenciada na definicdo 3.
Em seguida veremos a Relagao de Stifel e o Teorema das linhas que sao

bem conhecidos e utilizados como aplicacado do triangulo de Pascal.

Teorema 1 (Relagao de Stifel): Dado n inteiro ndo negativo, com n = k, temos a
identidade

) =G+ )

Demonstracgao:
Pela definigdo 2, temos que

B e

_(p—l)!(n—p)!+p!(n—p—1)!

_pa-D!'+(m—-p)n-1)!
- p! (n —p)!

[p+ (n—p)](n—1)!

p! (n —p)!
B n(n—1)!
~ pl(n—p)!

!
- p! (nn— p)! - (g)

Exemplo 4. De um conjunto de 10 macgas, sendo que uma esta estragada, quantos
subconjuntos com 4 macgas podemos formar?
Solugao:

Observe que temos dois casos distintos para a formacdo desses

subconjuntos de maca:
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I.  Subconjuntos que ndo possuem a maca estragada:

Retirando uma macga, teremos 9 macas, e destas escolheremos subconjuntos

com 4 magas. Logo, (Z

Il.  Subconjuntos que possuem a macga estragada:

) maneiras distintas.

Incluindo a maga estragada em todos os subconjuntos, restam um total de 3

macas para serem escolhidas, no total de 9 macgas. Isso podera ser feito de (g)

maneiras distintas.

Dai, considerando os dois casos, temos (g) + (Z) = (14())

A generalizagdo do calculo feito no exemplo 2, sobre o numero de
subconjuntos de um conjunto qualquer, com n elementos, se dara atraves do teorema
a seguir, que trata da soma de todos os elementos de uma linha no tridngulo de

Pascal.

Teorema 2 (Teorema das linhas): Dado n inteiro ndo negativo, com n = k, vale a
identidade

(0)+ () + )+ -+ () =2

A demonstracdo sera dada utilizando-se o Principio da Inducéo
Matematica.

Demonstragao: Observe que a igualdade é valida para n = 0, pois

Suponhamos agora que a igualdade é valida para certo n, ou seja, a igualdade abaixo

é valida

Vamos mostrar que a igualdade € valida para n + 1, ou seja, vamos mostrar que
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OGRS RS B

(o) +1(0) + I+ 1C) + @ +-+1G 2+ Q)]+ G) =
() + D+ @) +-+G )+ Qo)+ Q)+ Q) +-+ 620+ Q=

=20 420 = 2.20 = 27*1 (1)

Pela Relacéo e Stifel (Teorema 1), segue que

(1) ()= ()

Substituindo as somas anteriores em (1), obtemos

B+ (7)) ()=

(0)=C3)e@=G3D)

podemos escrever (2) da seguinte maneira:



o7
G R G R G R GO R (VR

Dai, como a igualdade ¢é valida para n e para n + 1, entao, pelo Principio da Indugao

Matematica € valida para todo n inteiro ndo negativo.

(0)+ () +G)+-+()=2"

Portanto,

|

Outra forma de demonstragdo do Teorema 2 (Teorema das linhas) é

mostrada com auxilio do principio fundamental da contagem. A saber, esse principio

Exemplo 5. Dado um conjunto A com 10 elementos, quantos subconjuntos podemos
formar?
Solugao:

Conforme visto no teorema das linhas, o numero de subconjuntos do
conjunto A sera dado por 21° = 1024. Portanto, o nimero de subconjuntos do conjunto
Aé 1024.

Desenvolvimento do Binémio de Newton

O Binbmio de Newton ou Teorema Binomial é toda poténcia do tipo
(x+a)", com x e a numeros reais quaisquer e n inteiro ndo negativo. Ao
desenvolvermos uma poténcia inteira n&o negativa n do bindbmio (x + a), surgem os
coeficientes binomiais.

A sequéncia desses coeficientes numeéricos do polinémio obtido € a mesma
sequéncia dos numeros binomiais dispostas na linha n do triangulo de Pascal.

Vejamos abaixo, o desenvolvimento de algumas poténcias do bindmio (x +

a), considerando os expoentes inteiros ndo negativos:

. (x+a)=1x%"
. (x+a)!=1x'a® + 1x%a?;
M.  (x+a)?=1x2%a° + 2x*a® + 1x%a?;

V. (x+a)®=1x3a’ + 3x%a’ + 3x'a? + 1x%3;
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V. (x+a)*=1x*a" + 4x3al + 6x2%a? + 4x'a® + 1x%a*.

E, assim por diante, até a n-ésima poténcia

(x+a)" =1x"a’ + nx*ta' + -+ nxta™ ! + 1x%a".

Por outro lado, podemos expressar os coeficientes de cada polinémio,

escritos anteriormente, através dos numeros binomiais.

L (x+a)P= (8)x°a0;
L G+t =(g)xta+ (1) x%a
N, (x+a)?= (g)xza + (i)xlal + (;) x0a?;
Vo v = (e s (e + () eyt + () e
Voo Gt =(3)xte + (]) et + () xta + () xia + (§) x0at

E, assim por diante, até a n-ésima poténcia

x+a)" = (3) x"a® + (Ill) x"lal + .+ (nE 1)x1a”_1 + (E) x%a™

No entanto, podemos escrever o Teorema Binomial da seguinte forma:

n

(x+a)*= Z (E) x"kak,

k=0

Demonstragao:

Considerando a expansao binomial acima, utilizando a indugdo sobre n e
fazendo n =0, tem-se: (x +a)° = (8) x%a® = 1, isto é, a igualdade é satisfeita para n

=0.

Agora, para n = 1, tem-se:
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(x+a)t= ((1)) xla® + (1) x%al = x + a.

Desta forma, a igualdade é valida para n = 1.
Supondo que a expansao binomial seja satisfeita para n, inteiro maior do
que ou igual a 1, devera ser satisfeita também para n + 1.

Pela hipétese de indugao, tem-se:

n

(x+a)* = z (E) x"kak,

k=0
Paran + 1, tem-se:
(x+a)™™'=(x+a).(x+a)”
Dai:

(_|_ )n+1:( + )Tl n n—kqk
X a X alzzo(k)x a

Fazendo a distributividade em relagao a soma, tem-se:

n
n n
(x+ )1 = x4+ x z (k> x"kak +a ( )x"‘kak + akt1,

Reescrevendo, tem-se:

n n
(x + @)™ = x"*1 4 z (E) xnk+1gk 4 z (kE 1) xk+lgk 4 gk+1
k=1 k=1

O que é equivalente a:

(x + @)1 = xn+1 4 zn: [(E) n (kE 1)] x—k+lgk 4 gk+1
k=1



60

Pela relagao de Stifel, tem-se:

n
(x + @)™ = g1 4 2 (n i'{‘ 1) xk+lgk 4 gk+1
k=1

Organizando e reescrevendo o somatério, tem-se:

n+1
(x + )™ = Z (n ;IC_ 1) xMHikgk,
k=0

Assim a relagdo também é valida para n + 1.

Logo, a relagao

n+1
(x + )"t = z (n -}l; 1) x"Hi-kgk,
ic=0

é valida para qualquer inteiro ndo negativo.
Observe que através do desenvolvimento binomial, que € uma das
aplicagdes dos numeros binomiais, podemos ver o resultado do Teorema 2. Assim,

fazendo x = a = 1, temos

n n

D X et X

k=0 k=0
Vejamos abaixo um exemplo pratico de aplicagao do Binbmio de Newton.

Exemplo 6. Uma moeda, nao viciada, € langada 5 vezes e observa-se a face voltada
para cima. Qual a probabilidade de obter exatamente 3 caras?
Solugao:

Denotando por c e q, respectivamente, a probabilidade de se obter cara e

coroa em um langcamento dessa moeda, o desenvolvimento binomial para n = 5 sera
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dada por:
(c+q)° = (g) c>q® + (i) c*qt + (g) c3q? + (g) c?q® + (i) clq* + (g) c%q°.

Observe que cada termo neste desenvolvimento representa o calculo da
probabilidade de ocorréncia de tantas caras e coroas, de tal forma que sua soma
resulte em 5.

Desta forma, a probabilidade de se obter exatamente 3 caras é dada
calculando-se o valor do quarto termo, no desenvolvimento acima. Neste caso, tem-
se 3 caras e 2 coroas.

Sabemos que a probabilidade ¢ ou k de se obter cara ou coroa em um
; - 1 ’ s
langamento dessa moeda ¢€ igual a > Dai, substituindo os valores de ¢ e k no quarto

termo do desenvolvimento, tem-se:

2
Qe Q] & -
p—(3)ck—10.2 (3) =107

Portanto, a probabilidade de ocorréncia de exatamente 3 caras em 5

langamentos dessa moeda & 136, ou seja, 31,25%.



